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Uma das principais formas de se medir a distdncia evolutiva entre espécies € avaliando-se
quéo transformado um genoma foi em relacdo a outro. Tais transformacoes sdo conhecidas
como rearranjos de genoma. Neste trabalho estaremos analisando o rearranjo chamado
de fransposicao, evento que troca de posigdo dois blocos consecutives de genes de um
mesmo cromossomo. Mais especificamente, buscamos encontrar ¢ numers minimo de
transposicbes que transforma um cromossomo em outro, valor conhecido como distancia
de transposicdc. Matematicamente, consideramos oS CTOTNOSSOMOS COMO permutacodes
g o problema de se transformar uma permutagfo em outra pode ser vistc como uma
ordenacao.

Em nosso estudo, introduzimos uma operacac de remocao de elementos, ferramenta
ainda pouco explorada no estudo da distdncia de transposi¢do, mas que nos possibilitou
obter um limite superior para a distancia de fransposicao. Também sugerimos novas
formas de se utilizar a remogao de elementos e a andlise de subseqiiéncias de permutagdes.

Como forma de se tentar obter novoes conhecimentos sobre o problema da distancia de
transposicio, consideramos a variacao do problema em que somente transposigdes de pre-
fizo sdo permitidas. Zanoni Dias propds um algoritme polinomial que transforma qualquer
permutagio de comprimento n em sua reversa em [3n/4] passos, porém sem uma prova
completa. Modificamos esse algoritmo, mantendo ¢ nimero de passos, e apresentamos
uma prova completa da corregio do algoritmo modificado.

Ainda no problema de distancia de transposicio de prefixo, analisamos as permutagoes
cujas distancias se igualam ao limite inferior de distancia de pontos de quebra. Tais per-
mutagoes sao faceis de serem ordenadas por transposicdes de prefixo em tempo polinomial,
pois possuem ordenacgao 6tima tnica e bem definida. Ao final chegamos & concluséo que as
permutacbes que sao faceis de se ordenar no problema de transposigdes de prefixo também
sao faceis no problema de transposicdes, o que prova gue a variacio do problema auxilia
no estude do problema original.

vii




Abstract

One of the main ways of measuring the evolution distance among species is to evaluate how
large chunks have moved when comparing two genomes. Such changes are know as genome
regrrangements. In this work we analyze a rearrangement event called transposition that
changes the position of two consecutive blocks of genes in a chromosome. More specifically,
we lock for the minimum number of transpositions needed to transform a chromosome into
another. This value is called the transposition distance. Mathematically, chromosomes
are regarded as permutations and changing one genome into another can be seen as a
sorting problem.

In our study, we introduce an operation of element removal from permutations, which
has not been fully explored, but allowed us to find an upper bound for the transposition
distance. We also suggest new ways of making use of element removal and the analysis of
permutation subsequences.

In the hope of obtaining new knowledge about the problem of transposition distance,
we considered the variation of the problem where we allow prefix transpositions only.
Zanoni Dias developed a polynomial algorithm that changes any permutation into its
reverse using [3n/4] steps, but without a proof of its correctness. We have modified this
algorithm, keeping the number of steps, and presented a complete proof of the correction
of the modified algorithm.

Still about the prefix transposition distance, we have analyzed those permutations
whose distance equals the breakpoint lower bound. Such permutations are easily sorted
by prefix transpositions in polynomial time, since they have a unigue and well-defined
optimum sorting. Finally, we concluded that the permutations that are easily sorted in
the prefix transposition problem are also easily sorted in the transposition problem, which
proves that the variation of the problem helps the study of the original problem.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Contexto

Esta dissertacdo apresenta um trabalho tedrico em Biologia Computacional, area que
utiliza técnicas computacionais para resolver problemas bioldgicos. A Biologia Compu-
tacional cresceu muito rapidamente na ultima década pela necessidade de processar a
enorme massa de dados genéticos que passou a ser produzida com o advento de téenicas
de sequenciamento rapido de genomas.

Podemos citar como exemplo de problema bioldgico resolvido pela Biologia Computa-
cional a busca por genes comuns a duas espécies. Uma forma de se resolver esse problema
em Biologia seria por meio de diversos experimentos em laboratério. Com a ajuda da
Biologia Computacional podemos resolver de uma forma muito mais eficiente. Uma vez
encontradas as segiiéncias de nucleotideos gue compbem dois trechos de moléculas de
DNA, podemos descrevé-las como cadeias de caracteres do alfabeto {A,C,G,T}. O pro-
blema passa entao a ser de comparacio de strings. Onde encontramos trechos semelhantes
héd uma maior probabilidade deles descreverem um gene comum. Cabe ressaltar que um
mesmo gene em uma espécie pode aparecer ligeiramente diferente em outra espécie de-
vido a pequenas mutacoes locais, como insercao, remocac e substituicdo. Por isso a busca
pelos trechos em comum deve ser feita tolerando pequenas diferencgas. Veja o livro texto
de Pevzner [25] ou o de Setubal e Meidanis [26] para maiores detalhes sobre como fazer
isso.

Um outro problema biolégico de grande relevincia € a classificacdo filogenética das
espécies e a descri¢do de suas cadeias evolutivas. Duas espécies muito proximas possuem
grande parte de seus cédigos genéticos em comum. Os genes mitocondriais humanos, por
exemplo, sc mais de 91% idénticos aocs dos chimpanzés [27]. Genes que aparecem em
espécies diferentes, mas que tém a mesma origem s8o chamados de ortdlogos. Espécies com
muitos genes ortélogos entre si possuem um ancestral comum préximo e sdo, portanto,
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evolutivamente proximas.

Podemos ainda inferir as relacdes evolutivas entre espécies por meio da ordem em que
os genes ortdlogos aparecem em seus cromossomos [24]. Isso porque esses genes vieram de
um ancestral comum e, portanto, mudaram de posigao durante ¢ processo evolutive até as
espécies em guestao. Essas mudancas na posicao dos genes sdo conhecidas como rearranjos
de genoma Assumindo gue a natureza € parcimoniosa, devemos utilizar a explicacdo mals
simples para a transformacio de um genoma em outro, que é a sransformacao com o menor
nimero de rearranjos. Esse valor € chamado distancia de rearranjo.

Os eventos de rearranjo mais significativos na natureza so reversdes e transposicdes |2,
4]. Uma reversdo inverte a ordem e a orientag&o de um bloco de genes em um cromossomo
do genoma. Uma transposicido remove um bloco de genes de um ¢romossomo € insere-o
£I0 uma nova Posicao no mesmo cromossomo. Existem ainda rearranjos que removern um
trecho de um Cromoessemoe e nsere-0 em oubtro, revertido cu nao.

O cédleulo da distincia de rearranjo considerando apenas reversoes e transposigbes fol
estudado por alguns cientistas [28, 15, 20, 11}, mas mostrou-se multo dificil, sendo um
problema em aberto até hoje. Como forma de se contornar essa dificuldade os rearranjos
sa0 estudados separadamente, surgindo, por exemplo, os problemas de calculo da disténcia
de reversiao e da distAncia de transposi¢io, que sao, respectivamente, 0 menor nimero de
reversdes ou transposi¢oes necessdrias para transformar um genoma em outro.

No caso de reversoes e transposicoes, transformar um genoma em outro € colocar
0s genes dos cromossomos do primeiro na mesma ordem dos do segundo. Por isso os
problemas de se calcular a distdncia de reversdio ou de transposicgo podem ser vistos
como problemas de ordenacdc por meio de operagdes de reversio ou de transposicao,
respectivamente. E importante notar que sempre € possivel transformar um cromossomo
em outro com o mesmo conjunto de genes por meio de reversoes. Isso também vale para
transposicOes case 08 genes POSSUAIn & mesma orientacao em ambos 0S Cromossomos.

O problema de distancia de reversao i4 fol muito bem explorado. Se desconsiderarmos
a orientacdo dos genes, o problema fol provade NP-dificil [7] e surgiram diversos algoritmos
aproximados [3, 6, 8]. Por outro lado, considerando a orientagio dos genes, o problema
pode ser resolvido em tempo polinomial, como evidenciado pelo algoritmo de Hannenhalli
e Pevzner [17]. Trabalhos mais recentes [1, 5, 19] simplificaram a teoria e melhoraram
o tempo de execucdo do algoritmo. Também foi provado que o problema da distancia
de reversio para cromossomos circulares é equivalente ao problema com cromossomos
lineares [23].

Com o problema do célculo da distancia de transposicio houve menos progresso. Até
hoje ndo se sabe se o problema é NP-dificil ou nio. Ele foi inicialmente estudado por
Bafna e Pevzner [4], que desenvolveram um algoritmo citbico com fator de aproximacéo
1.5. BEm seguida Christie [8] desenvolveu um algoritmo quadritico com mesmo fator
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de aproximacao. Ambos os algoritmos eram muito complicados, baseados em nogdes
complexas sobre o grafo de ciclos. Walter, Dias e Meidanis [29] sugeriram um algoritmo
de 2.25-aproximacho, G que mals simples, baseado no conceito mais basico de diggrama
de pontos de quebra. Eriksson e colegas [12] desenvolveram um algoritmo que precisa
de no maximo lm-?%:lj transposicoes para transformar wm Cromossomo com 7 genes em
outro gualquer com os mesmos genes na mesma orientacio. Entretanto esse algoritmo ndo
possui garantia de aproximacgo. Mals recentemente, Hartman ¢ Shamir [18] apresentaram
um novo algoritmo com fator de aproximacio 1.5 mais simples e mals répido, com uma
complexidade de tempo O(n**/Togn).

Apesar desses resultados, o problema da distdncia de transposicio continua em aberto.
Como forma de se tentar obter resultados e visGes diferentes sobre o problema, Dias e
Meidanis [10] propuseram uma nova variagdo do problema, onde somente 3¢ permitidag
transposicGes que afetam o primeiro elemento da permutagio.

Nosso objetivo com essa dissertaciio é prosseguir com o estudo do problema da disténcia
de transposicdo, tentando novas abordagens e variagdes do problema.

Apresentaremos o trabalho realizado da seguinte forma. Como continuacio da in-
troducdo apresentaremos as definigbes dos conceitos mais basicos utilizados no estudo da
distancia de transposicao e alguns resultados relevantes obtidos anteriormente e gue nos
ajudardo ao longo do trabalho. Os capitulos seguintes sio todos de contribuigbes originais.

(O Capitulo 2 apresenta operacdes e idéias novas relacionadas ao conceito de sub-
seqiiéncia, assunto abordado anteriormente por Guyer, Heath e Vergara [16], mas ainda
pouco explorado para o estudo da distancia de transposicao, e obtemos alguns resultados
que mostram seu potencial. Concluimos sugerindo outras possibilidades de se explorar as
idéias apresentadas.

No Capitulo 3 estudamos a variacdo do problema que considera apenas transposigdes
de prefixo como forma de obter outros pontos de vista sobre o problema original. Esse
capitulo é dividido em duas partes principais. Na primeira apresentaremos uma forma de
se transformar um cromossomo em outro com seus genes na ordem inversa, pois acredita-
se que essa seja a transformacdo gue exige mals transposicdes e, com isso, tentamos
encontrar quais as propriedades fornam uma transformacao por transposicoes de prefixo
dificil. Na segunda parte vemos a situacao inversa. Estudamos quais cromossomos podem
ser transformados em outro com ¢ nimero minimo de transposictes e, com isso, tentamos
encontrar quais as propriedades tornam uma transformacao por transposigdes de prefixo
tacil.

Por fim apresentamos uma conclusdo que resume os resultados obtidos e propde tra-
balhos futuros, seguida de um apéndice gue ilustra uma parte das ferramentas computa-
cionals implementadas para auxiliar no trabalho desta dissertacdo de mestrado.
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1.2 Definicoes e Resultados Basicos

Vista a motivagao bioldglea do estudo de rearranjo, em especial as transposighes, preci-
samos modelar o problema matematicamente para podermos aplicar argumentos formals
e assimn tentar resolvé-io.

1.2.1 Genomas e Permutacoes

Trataremos genomas como sende formados por cromossomes finicos Hneares e sem ge-
nes repetidos, sendo entio representados por permutacdes. Uma permutacio é qualquer
ordenacao dos elementos de um conjunto finito. Uma permutagio dos elementos de um
conjunto de tamanho n é chamada de permutacio de comprimento n. O i-ésimo elemento
de uma permutacio 7 serd representado por w{4). Permutacdes serfo representadas por
seus elementos entre colchetes e separados por virgulas.

Exemplo Se 7 é qualquer permutagéo de comprimento n, entdo m={#x{1),7(2),. .., 7ln—
1), = (n)}.

Permutacotes podem ser vistas como funces, de maneira que uma permutacio w dos
elementos de um conjunto & de tamanho n seja uma bijecdo = : [I,n] — E. Dessa

forma faz sentido falar na inversa 7! da permutacio 7, que é uma bijecio que, dado um
elemento do conjunto E, retorna sua posi¢ao na permutagio 7.

Para facilitar a generalizacao de alguns conceitos, estenderemos essa definigo de forma
que 7{0) = 0 para toda permutacio . E importante que o elemento O (zero) ndo pertenca
ac conjunto de genes da permutacgdo w. Caso pertenca, basta renomear o gene.

Uma outra vantagem de ver permutacoes como funcoes é que podemos fazer com-
posicOes entre elas; obtendo como resultado, uma renomeacdo ou reordenacdo dos elemen-
tos. Se temos uma permutacdo « : [1,n] - E, aplicar uma permutacio ¢ : [1,n] — {1,n]
pela direita, obtendo 7¢, significa reordenar os elementos de 7 segundo ¢. Neste caso,
71y = w($(i)), ou seja, o i-ésimo elemento da permutacdo ¢ é o @(i)-ésimo elemento
ds permutacao 7.

Exemplo Sen =[a,b,¢,d, e, fle ¢ =1[3,2,4,1,6,5], entdo
76 = [7(3),7(2), 7(4), (1), 7(6),7(5)] = [c,b, d, o, €],
Perceba que 7o equivale a pegar os elementos de 7 na ordem de ¢.

Se temos uma permutacdo « : [1,n] — E, aplicar uma funcao p : E — S pela esquerda,
obtendo pr, significa renomear os elementos de 7 segundo p. Neste caso, pn(i) = p(n(i)),
ou seja, 0 i-ésimo elemento da permutagdo pm € o elemento 7 (i) rencmeado de acordo
com p.
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Exemplo Se 7 = la,b,c,d,e, fl e pla) = p, p(b) = q, plc) = r, p(d) = s, ple) = t ¢
p(f) = u, entho pr == [p,g.7, 5., u]. Da mesma forma, n7 = [1,2,3,4,5,6].

1.2.2 Operacgoes de Transposicao

Uma transposigdoe € ulma operacao sobre uma permutacdo gue remove um bloco de ele-
mentos e reinsere-o em uma nova posicao. Tal operacio pode ser vista como a troca
de posicdo entre dois blocos adjacentes. Note que desfazer uma transposicac também €
uina transposicdo. Por se tratar de uma reordenacio, o resultado da aplicacdo de uma
transposicAo T a uma permutacido 7 serd representado por wT.

Exemplo Seja w = [a,b,¢,d, ¢, f, gl e 7 uma transposicao que remove 0s elementos nas
posigdes 2 e 3 e insere-os de volta antes do Qltimo elemento. Entdo 77 = [a.d,e, f, b, ¢, g].
Observe que tal transposicao também pode ser vista como a troca de posigio entre o bloco
de elementos [b, ¢ com o bloco de elementos [d, e, f1.

No exemplo anterior utilizamos linguagem textual para definir qual seria a trans-
posi¢io a ser aplicada. Entretanto isso ¢ muitas vezes inconveniente em fdrmulas e em
provas de teoremas. Precisamos, portanto, de uma notacdo matemética para definir uma
transposigio. Utilizaremos a expressio 7(2,5, k), onde 1 € i < j < & < n -+ 1, para se
referir & transposico que troca de posicio o bloco dos elementos nas posiges i a 7 — 1
com o bloco de elementos nas posicoées 7 a k — 1.

Utilizando a definicdo de reordenacio apresentada anteriormente, 7(7,7, k), quando
aplicada & uma permutacdo de comprimento n, é uma permutagio 7 : [1,n] — [, 7] tal
queT=1[1,...,i—1,4,....k—1,4,....7— Lk, ...,nl.

Exemplo Considere a permutacgao _
7o [m(1),. ., w(i = 1), w(d),...,w(f = 1), 7). .., wlk~ 1), w(k),....,7{n)]
Utilizando a notacao apresentada temos que
ari(i, k) =[w(1),...,7(i = 1), % (j),...,w{k — 1), w(0), ..., 7w (7 — 1), n(&),...,w(n)].

Um caso especifico das transposigoes € quando um dos blocos que trocam de posicéo
inclui o primeiro elemento da permutacio. Chamaremos tal transposicéo de fransposicdo
de prefizo, pois estamos removendo um prefixo da permutagio e inserindo-o em uma nova
posicdo. Em notacdo matemndtica, as transposigdes de prefixo s&o todas aguelas na forma
(1,2, 7).

Existem outras formas de se definir e representar permutacdes e operagbes sobre elas
no contexto de rearranjo de genomas. Um bom exemplo é a Teoria Algébrica de Dias
e Meidanis [21], que permite dar um tratamento algébrico aos problemas de rearranjo.
Contudo, tal abordagem nao serd utilizada neste trabalho.
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1.2.3 Distancia e Didmetro

Transformar por transposicoes uma permutacio em ouira € aplicar transposicbes & pri-
meira de formea gue a permutacdo resultante seja igual 4 segunda. A distancia de trans-
posicdo d{m o) entre duas permutagbes 7 e o é o niimero minimo de transposicbes ne-
cessério para transformar mem o. E importante notar que essa distincia serd sempre finita
se ambas as permutacdes forem de um mesmo conjunto de elementos. Caso confririoc a
digtancia serd infinita, pois nfo € possivel transformar wma permutacio em outra com
elementos diferentes apenas com transposigoes. O didmetro de fransposicio [n) é a
maior distancia de transposi¢do possivel entre duas permutactes de comprimento n sobre
um mesmo conjunto de elementos.

De forma andloga, a distdncia de transposi¢io de prefizo dy(w, o) entre duas per-
mutacbes 7 e ¢ € o nlimero minimo de transposicdes de prefixo necessério para transformar
7w em o. O didmetrs de transposicio de prefizo Dy{n) € a malor distincia de transposi¢io
de prefixo possivel entre duas permutacbes de comprimento n. Obviamente, para todo
par de permutacdes 7, o, temos d(m, o) < dy(x, o), j4 que toda transposi¢io de prefixo é
uma transposicao. Com isso também garantimos D(n) < Dy(n).

Se temos uma permutacio 7 dos elementos de um conjunto E, e esses elementos pos-
suem uma ordem natural, entdo ordenar w por transposigées consiste em aplicar irans-
posicoes a 7 de forma que a permutacao resultante possua todos os seus elementos em sua
ordem natural. A distdncia de transposi¢io d(7) de uma tnica permutacio 7 é o ndmero
minimo de transposicoes necessario para ordend-la. N&o € dificil perceber que a distancia
d(m) é equivalente a d{m, o}, onde ¢ é uma permutacio com todos seus elementos em sua
ordem natural.

Se consideramnos apenas transposicoes de prefixo, também podemos definir, de forma
andloga, ordenacdo por transposicoes de prefizo e distancia de transposigao de prefixo
dp{7) de uma tinica permutagio 7.

1.2.4 Pontos de Quebra

No estudo de rearranjos de genomas, queremos medir quao modificada uma permutacio
ficou em relacdo & outra devido aos eventos de rearranjos. Uma medida aproximada de
quao desordenados estdo os elementos de uma permutacio com relagdo a outra € o nimero
de pontos de quebra, que indica o nimerc de pares de elementos que sao adjacentes na
permutacao destino, mas que nao sao adjacentes na permutacao origem.

Definiremos o predecessor pred{e,m) de um elemento e € E em uma permutagio 7
dos elementos de F como sendo o elemento que vem antes de e na permutacéo m, ou seja
m{w  e)—1). Definiremos o sucessor sucle, 7) de um elemento ¢ € E em uma permutagio
7 dos elementos de £ como sendo o elemento que vem apds € na permutacado 7, ou seja
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(7w He) + 1), Com isso, suc{predi{e, 7),7) = e, para todo e € E. Definiremos também
predle, 7} = m{n " {e) ~k) como sendo o k-ésimo predecassor e suc®(e, 7} = w{r " e+ k)
como sendo o k-ésimo sucessor. Para garantir que estas definigdes fagam sentido para
gualguer valor inteiro de &, vamos sempre supor que as operagdes de adigdo e subtragio
séo feitas médulo n + 1, onde n = | F|, e considerar a defini¢io estendida de permutacio,
de forma que w{{) = 0.

Também definimos essas funcdes com apenas um pardmetro, de forma semelhante
a0 que fizemos com a disténcia. Se ¢ € a permutacgho dos elementos de 7 em sua or-
dem natural, entdo pred(n) = pred(mw, o), pred*(w) = pred®(n, o), suc(w) = suc(m,c) e
suck{r) = suc®(m, o).

(s pontos de quebra de uma permutagdo 7 em relacdo & uma permutacao ¢ sao todos
aqueles elementos e tais que pred{e. 7} # pred(e, o). Assim, o conjunto de pontos de
quebra de uma permuiagio 7 em relacdo & uma permutacio o, ambas sobre um conjunto
F, é dado por

B(n,0)={ec EU{0} | pred(e, n) s pred(e, o)}

O numero de pontos de quebra de uma permutacac 7 em relacido & uma permutacio
o é dado por b{m, o) = |B{m,0)]. Observe que b(0, ) = 0.

Também definimos essas fungdes com apenas um parametro, de forma semelhante ao
que fizemos com a distancia. Se ¢ é a permutacac dos elementos de 7 em sua ordem
natural, entdo B(n) = B(m, o) e b(w) = b{r, o).

E importante notar o seguinte lema.

Lema 1.1 Para todo par de permutegbes ™ e ¢, se ™ % ¢ entdo b(w,0) = 3.

Prova: Se 7w # o, entfo existe um e € F tal que pred{e, 7} # pred{e,¢). Mas se isso
é verdade ent@o podemos exibir dois outros elementos f,g € E tais que pred(f,n) #
pred(f,c) e pred(g, ) # pred(yg,o). Para isso basta pegar f = suc(pred(e, 7}, o),
pois pred(f.o) = pred{e,m) # pred(f. =) e g = suc(pred(e, o), ), pois pred(g, 7} =
pred(e, o) # pred(g, o).

Note também que pred(f, o) # pred(e, o) e pred(g, 7) # pred(e, n), portanto f # e e
g 5 e. Se g # [ ou houver outro ponto de quebra além de e, [ e g, entdo o problema estd
resolvido. Caso contrario, devemos analisar a possibilidade f = g,

Sabemos que existe um k entre 1 e n tal que

e = pred”(f,7) = pred” {pred(f.7), ) = pred*~(pred(e, c), 7).

Como ndo ha cutrog pontos de quebra, e = pred* ! {pred(e,c),5) = pred®(e, o), o que é
absurdo. Portanto g # f e temos pelo menos trés pontos de quebra. |
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O wvalor b(w, o) também pode ser visto como um somatério. Para isso, inspirados no
livro de Graham e colegas [14], definiremos que [[z]] vale 1, se a expresséo booleana = for
verdadeira, e 0 se falsa. Temos entao

b, o) = Z pred(e, 7) # pred{e, o).

e
eg ZI{G}

Com 1ss0 podemos facilmente calcular a variago no namero de pontos de quebra b{r, o)
devida & aplicagdo de umea fransposicdo 7(4, /. k) a w. Note que com essa fransposicao,
apenas os predecessores de w(i), 7{j) e w(k) se alteram. Dessa forma obtemos

blrwr, o) — b{m, o)
= Z \pred{e, wr) # pred(e, o)} — Z {pred(e. m) 5% pred(e, o}]]

e€ {0} eE EU{0}
= Z ([lpred(e, n7) # pred{e, o)]] — [[pred{e, 7) 5 pred(e, o)]])
es BU{0}

=

= [lpred(z (i), n7) # pred(n (i), o}]] - [ d( (0),7) # pred(w{z),o)]] +
llpred(7(5), =7) # pred(n{j), o)]] — [[pred(m (j) ) # pred(w(j), o)]] +
( |

)l
[pred(w(k), 77) # pred(w(k), o))} — [[Z??“Bd (k), 7} # pred(r(k}, o)]]-

Simplificando os termos e negando as expressdes booleanas, obtemos a seguinte pro-
posicao.

=3

Proposicac 1.2 Para todo transposigGo T e par de permutacées 7 e g, temos

brr, o) —b(r,0) = [w(i—1) = pred{n(i),c)]] — [[r{k — 1) = pred(7 (i), o)]] +
(G = 1) = pred(n(), )] — [{r(i = 1) = pred(s(s), )] +
[tr(k = 1) = pred(x(k), o)]] = [[7(7 = 1) = pred(r{k), 7)]].

Com isso fica claro o seguinte lema.

Lema 1.3 Para toda transposicdo T e permutacdes m € o, temos
=3 L b(nr, o) —b(r,0) < 3.
0O que nos permite provar um limite inferior para a disténcia de transposicao.

Teorema 1.4 (Bafna e Pevzner [4]) Para todo par de permutagdes 7 e ¢, temos

b{r, o)

dim, o) =
(m.0) > 25
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Prova: Para transformar 7 em ¢ precisamos tirar todos os b(r, o) pontos de quebra.

Pelo Lema 1.3 nao podemos retirar mais do que 3 pontos de guebra por transposicio,

ta i [ (o)
entao precisamos de pelo menos | =5

] transposicoes. -

No contexto do problema da distincia de transposicio de prefixo entre duas per-
mutacdes 7 e o, ndo ha vantagem nenhuma em ter o primeiro slemento de ¢ como o
primeiro elemento de 7, jJ4 que femos sempre que retirar o primeiro elemento de seu lugar
a0 aplicar uma transposicao de prefixo. Dessa forma passa a ser interessante considerar
7(1) como um ponto de quebra mesmo que pred{n (1), 7) = pred(=(1), o).

Com isso definiremos que os pontos de quebra de prefize de uma permutacdo 7 em
relagdo & uma permutacio o sdo todos aqueles elementos e tals que pred(e, n) # pred{e. o)
oue=r{l).

{ conjunto de pontos de quebra de prefixe de uma permutacio 7 em relacdo & uma
permutacio o, ambag sobre um conjunto E, é dado por

By(m, o) =4{e € E | pred{e,n) + pred(e, o) ou e ==(1}}.

C niumero de pontos de guebra de prefixo de uma permutagio 7 em relagao & uma
permutacio ¢ é dado por bp(7, o) = |Bp(w,o}|. Observe que by{0,0) = 1.

Também definimos essas fungdes com apenas um parametro. Se ¢ € a permutacio dos
elementos de 7 em sua ordem natural, entdio By(7m) = By(w, o) e by(7) = b,(m, o).

Podemos relacionar o ntmero de pontos de quebra b(w, o) com o niimero de pontos
de quebra de prefixo by(m, o) da seguinte forma:

bp(m, o) = He€ E| predle,m) # pred(e, o)} U {n(1)}]
= Hee€ E|pred(e,m) # pred{e, o)} + {m(1)}] -
{ee B ] zm"ed(e w) # pred(e, o) e e = w(1)}|
= bm,0) + 1= [0 # pred(n(1),)]]
= 5(m<7)+1 - [[0(1) # 7(1)]]
= b(m o)+ [[=(1) = o(1)]}.
De forma andloga ao Lema 1.1, temos o seguinte lema, que garante que néo existe

um par de permutacdes T e ¢ com exatamente 2 pontos de quebra ou com exatamente 3
pontos de quebra e com 7 (1) = o(1).

Lema 1.5 Para todo par de permutacées mw e o, se m 5 o entao by(m,0) = 3+ [#{1) =
o (D]}

Prova: Pelo Lema 1.1, temos b(m, o) = 3. Substituindo b(n, o) por by(7,0) — [#(1) =
o(1)]], obtemos by(m, 0} = 3+ (1) = o{1)]]. =
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Ainda utilizando a relagao entre b ¢ b, temos, para toda transposicdc de prefixo
(1,7, k) e permutacbes 7 e o, a seguinte variacdo no nlmero de pontoes de quebra de
prefixo

!
P —
Q
o

1) = (i) +
7(j — 1) = pred{n(k). o)]] +

Simplificando a expresséo, obtemos a seguinte proposicio.

Proposicao 1.8 Para foda transposicdo de prefivo 7(1,7, k) e par de permutacées 7 e o,
temos

¥
=
o
2
!
_GCD“
=
G
pa—
il
T
m—
o
I
fa—
!
3
-
®
53
=
o
(1
‘:w/
Q
Nonief
!
B
P
o,
|
pumid
o
il
w3
-.-'s
o
2
=
o~
o
‘:_/
Q
Pt
_ui,_.

Com isso fica claro o seguinte lema.

Lema 1.7 Para todo transposicdo de prefizo 7 e permutacdes n € o, temos
~2 L by(wr, 0} — bp{m,0) € 2.
O que nos permite provar um limite inferior para a disténcia de transposicio de prefixo.

Teorema 1.8 (Dias e Meidanis [10]) Pare todo par de permutacées 7 e o, temos

by(m, o) —1
dp (7, o) = p_(’ww)%w_
2
Prova: Para transformar w em ¢ precisamos retirar os b,(7, o) pontos de quebra de

prefixo e deixar apenas um. Pelo Lema 1.7 ndo podemos retirar mais do que 2 pontos de
bp{r,G)"""l}
P

guebra de prefixo por transposico de prefixo, entéo precisamos de pelo menos [
1

transposicoes de prefixo. =

Para obter wm limite superior, precisamos provar mais alguns lemas.
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Lema 1.9 Dadas duas permutacdes w e o tais gue m 5 o, sempre € possivel obler uma
transposicdo de prefizo T tal que by{Tw, o) — by{w, o) < =1

Prova: Seja ¢ = 7{i) o primeiro ponto de quebra tal que 2 > 1. Este elemento existe
pois 7 # ¢. Temos que f = suc(pred{e. 7}, o)) também é um ponto de quebra. Basta
aplicar a transposicio 7(1, 7~ {e), n ™ f}) para [ deixar de ser ponto de quebra sem criar
nenbum ponto de quebra novo, o que pode ser confirmado usando-se a Proposicio 1.6, @

Lema 1.10 Seja 7 e o permutagdes tais que by(m, o) = 3. Entdo dy(m,0) = 1.

Prova: Pelo Lema 1.9, existe uma transposicio de prefixo 7, tal que ,(77, o) < 2. No
entanto, pelo Lema 1.5, isso s6 € possivel se 77 = 0. Portanto d,(7,0) = L. E

Com isso podemos provar ¢ seguinte limite superior para a distancia de transposicio
de prefixo.

Teorema 1.11 {Dias e Meidanis [10]) Pare todo par de permutacées m e o, com nw
o, temos dy(7,0) < by{m, o) — 2.

Prova: Se 7w # o, entéo pelo Lema 1.9 podemos aplicar b,(x, o) — 3 transposigdes de
prefixo a 7 obtendo 7' tal que b,(n',0) = 3. Pelo Lema 1.10, d(n’,0) = 1. Com isso
precisamos de no maximo by(m, o) — 2 transposigdes de prefixc para transformar 7 em o.
|

Corolario 1.12 Para todo par de permutacdes @ e o, com 7 5 o, temos
dir, o) < b(m o)+ [[n(1) = (1)) - 2.

Prova: Como d(n,0) < d,(r,0), basta aplicar a relacdo entre b e b, para obtermos o
resultado desejado. a8

1.2.5 C(iclos

Bafna e Pevzner [4] desenvolveram o diegrama de ciclos {originalmente chamado de grafo
de ciclos), uma ferramenta gue se mostrou muito util no estudo de problemas de distancia
de transposigao. Essa estrutura também foi definida como o diagrama de realidade e desejo
por Meidanis, Walter e Dias [23]. Este diagrama é um grafo onde existe uma ordem entre
seus vértices.




1.2, Definicoes e Resultados Bdsicos 12

Figura 1.1: Diagrama de ciclos para w = [4, 2, 6. 1, 5, 3|

A segiiéncia de vértices do diagrama de ciclos é formada da seguinte maneira: para
cada elemento w(2) da permutacio 7, crie um par —w () e +n(2), nessa ordem. Adicione
um vértice -0 no inicio da segiéncia e um vértice —0 no final. As arestas do diagrama
sao de dois tipos: arestas desejo (ou cinzas) e arestas realidade {ou prefas). As arestas
realidade séo desenhadas ligando os vértices +n{i) e —suc(n(i), 7}, para 0 < i < n. As
arestas desejo sB0 desenhadas ligando vértices +¢e e —suc(e) para § < e < n.

Uma vez definido o diagrama, precisamos agora definir seus ciclos. O tamanho de um
ciclo no diagrama de ciclos é definido como o nlimero de arestas realidade que compdem
o ciclo. Chamaremos de ¢{7) o ntmero de ciclos no diagrama de ciclos de 7. De forma
similar, ¢oqq{7) serd o ndmero de ciclos de tamanho fmpar (ciclos impares) no diagrama
de ciclos de 7. Representaremos por ¢{m) o ndmero de ciclos triviais {(de tamanho 1) de
.

Sempre que temos um ciclo trivial, existem 7 e e tais que 7(7) = e e suc(n{i),7) =
suce), ou seja sucle, m) = sucle) e, portanto, o elemento e ndo é um ponto de quebra. Por
outro lado, se e é um ponto de quebra, nde existe um 7 tal que 7(i) = e e suc(n (i), 7) =
suc{e) e, portanto, e nfo estd em um ciclo trivial. Com essa observacéo fica facil perceber
que existe exatamente um ciclo trivial para cada elemento que nao é ponto de quebra, o
que nos dé a seguinte relagao.

Proposicio 1.13 Seja m uma permutacio de comprimento n. Temos entdo b(w) = n +
1 — ¢ {m)

A Figura 1.1 mostra um exemplo completo de um diagrama de ciclos. O diagrama
¢ composto por dois ciclos de tamanho 2 e um ciclo de tamanho 3. Note que a Gnica
permutaciic de comprimento n com n-+ 1 ciclos é a permutacgao com todos seus elementos
em ordem.

Dada uma permutagdo 7 e uma transposicdo 7, definimos Ac(m, 7) como sendo a
variagdo no nimero de ciclos causado pela aplicacdo de uma transposicao 7, ou seja,
Ac{m, 7y = cltm} — ¢{n). De forma semelhante definimos Acyge{7, 7) para a variacdo no
nimero de ciclos impares de forma que Acygg{m, 7) = Coqa(Tm) ~ Cogal7).

Os resultados a seguir foram provados por Bafna e Pevzner [4].
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Lema 1.14 Dada uma permutacdo m e wma transposicdo T, temos

&CGdd{?E—S T} = {—2 . 2}

Lema 1.16 Dada uma permutacdo ndo ordenada n de comprimento n, sempre € posstvel
obter ou uma transposicdo 7 tal que Acoga{m, 7) = 2 ou trés transposicées Ty, Ty € 73 tais

T
gue Acgga(m, 1) = 0, Acoua{mim, 7)) = 2 & ADcogg(romym, 713) = 2.
Lema 1.17 Para toda permutagdo w, temos d{m) < z{n + 1 = Cogalm)).

Prova: Conseqgiiéncia direta do Lema 1.16. |

Teorema 1.18 Para todo permutacio w, lemos

1

é‘{’?’i A Codd{ﬁ"n < d{’i}'} < {n +1-— Cocgd<ﬁ:}},

e

Teorema 1.18 Qualguer algoritmo que produza as transposicoes como indicadas pelo
Lema 1.16 € um algoritmo de aprozimacgdo com fator —?3: para o problema da distancie

de transposicao.

Christie [9] obteve um limite inferior mais justo, baseado em um conceito mais com-
plexo que ele define como barreiras detectdveis. Se consideramos hy(7) como o ntimero de
barreiras detectéveis de uma permutagao 7, entao vale o seguinte teorema.

Teorema 1.20 Para toda permutacdo ™ de comprimento n,

max(hga(m), hd(ﬁ_}))‘i ,

s

d(ﬂ—) = %(?’L 4+ 1 - Codd(ﬁn -+ {

Este é atualmente o limite inferior mais justo para a disténcia de transposicgo. Para
malores informacoes sobre o conceito de barreiras consulie a tese de doutorado de Chris-
tie [9]

Mais tarde Eriksson e colegas [12] apresentaram um algoritmo, sem garantia de apro-
ximacao, que ordena gualquer permutacdo em no maximo LQ”“; 2| passos e provam que
a distancia de fransposicdo de uma permutacio com seus elementos na ordem inversa a

natural é {22, algo jd conhecido por Meidanis e colegas [22] e Christie [9]. Dessa forma

obtiveram o seguinte teorema:

Teorema 1.21 Fura n 2 9 temos os seguintes limites para o didmelro de transposicdo

77+ 1 2 — 2
e 5 13 < .
7 (n) 3




Capitulo 2

istancia de Transposicao

2.1 Introducao

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados sobre o problema da disténcia de trans-
posicao. Introduziremos a operagio de subtracdo de elementos das permutacgdes e 0 con-
ceito de subseqiiéncia, idéias pouco usadas na literatura e que ainda néo foram totalmente
exploradas, mas que mostraram um grande potencial para gerar novos resultados.

Dada uma permutacao 7 dos elementos de um conjunto ¥, a subtracdo © — g de um
elemento o € definida como a permutacfo dos elementos do conjunto E — {a}, onde a
ordem dos seus elementos ¢ a mesma que em 7. Note gue ndc exigimos que ¢ seja um
elemento de £. A subtracdo 7 \ § de um conjunto S é definida como a permutacio dos
elementos do conjunto £ — 5, onde a ordem dos seus elementos é a mesma que em 7. Se
S={s,80.-..8c, entdom\ S =7 —8; —8; — ... — 8.

Exemplo Dada umea permutagiic 7 = [a,b,¢,d, e, f] e um conjunto § = {b,d, e}, temos
o= {G,b,d,@,f} 871”\5: iCL,C,f]-

Uma subsegiéncia de uma permutagdo 7 é qualquer permutacao que pode ser obtida
a partir de @ por meio de remogdes de seus elementos. Uma subseqiiéncia comum entre
duas permutacgoes m e ¢ é uma permutacio que é simmultaneamente subsegliéncia de 7 e
de o.

Exemplo Seja 7 = [a,d, f,e,e,bl e 0 = [a,b,c,d,e, fl. Entédo [a, f,e,b] é uma sub-
seqiiéncia de 7 mas ndo de ¢. A permutacéo [a, ¢, e] é uma subseqiiéncia comum entre 7
e .

Utilizando essas idéias apresentaremos como encontrar limites inferior e superior para
a distincia de transposigio.

14
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2.2 Limite Inferior

Lema 2.1 FPare toda permutacdo 7w e transposicdo T temos

\

dir —a,n1 — a)

/AN

1.

Prova: 5Se 7 é uma transposicio gue troca dols blocos que ndo contém o elemento a,
ent&o podemos aplicar a 7 — o a transposicao gque troca de posicio os mesmos dois blocos,
obtendo d(w — a, 77 — a) = 1. Se um dos blocos envolvidos na transposicdo é formado
somente pelo elemento a, entdo 77 — a = 7~ @ e, portanto, d(ﬂ' —a,77 —a) = {. No caso
restante, quando um dos blocos trocados pela transposicio contém o elemento a ¢ algum
outro, podemos aplicar wma transposico a  — a que troca os mesmos blocos que em 7
ignorando o elemento a, obtendo d{n — g, 77 —a) = 1. Portanto, d(w —~a,77—a) < 1. B

Lema 2.2 Para todo par de permutagbes w ¢ o temos
dir —a,0 —a) <d(r, o).

Prova:  Prova por inducdo na distncia de transposicdo entre 7 e 0. O caso base
d{m, o) = 0 é trivial

Para d{n,0) = 1, seja 7 uma transposicao tal que d{x,c) = d(n7,0) + 1. Aplicando a
hipétese de inducao a 77 e ¢, temos d{nr —a,0 — a) < d{n7, o).

Pelo Lema 2.1, a hipétese de inducéo e a definicido de 7, concluimos que

dim —a,0—a) < dlr—a, 77 —a)+dxT—a,0—a)
£ 1+4d(nr o)
= d(m, o).

Note que em ambos os lemas anteriores nao é condigho necessaria que o elemento a
faca parte das permutacoes 7 ou o.

Teorema 2.3 Para todo par de permutacdes © e o e conjunto S temos
d{n\ 8,0\ S) <d(m, o).
Prova: Este teorema é conseqliéncia direta da aplicagdo repetida do Lema 2.2. B

Em outras palavras, o que o Teorema 2.3 quer dizer € que, se estamos ordenando
uma permutacdo, entdo estamos ordenando todas as suas subsegiiéncias. Dessa forma,
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ordenar por transposicoes qualquer uma dessas subsequéncias ndo pode precisar de mals
transposicées do que ordenar a permutacgio original. Este limite inferior é muito facil de
ser calculado e € particularmente Gtil se a permutacgio a ser ordenada possul uma grande
subseqiiéncia que se sabe que & dificil de ordenar. No entanto, em outros casoes este limite
inferior pode néo acrescentar nenhumea informacio nova.

Exemplo Seja 7w = {7,1,6,5,4,3,2. O limite inferior de Bafna e Pevzner [4], para essa
permutacao &

s
he L
W
2,
-
e
o
(Wi
.
1, {\:}a
e
i
£,
o3
o
s3]
b
L2
R
Uy
=
I
Bl |
| E——
}M
Sk
I
i

i
H
1.

o que € um limite inferior melhor.

2.3 Limite Superior

Lema 2.4 Para todo par de permutagfes m e o, se a € um elemento de m e o tal que
pred{a, =) = pred{(a,g), entdo temos

dir —a,0—a) =z d(m o).

Prova: Seja p = pred{a,m) = pred{a,o). O resultado desejado vem do fato de que
toda transposicio realizada em 7 — o pode ser reproduzida em 7 movendo-se 0s elementos
comuns de 7w — ¢ e 7 da mesma forma e mantendo-se sempre o elemento a logo apés ¢
elemento p. B

Teorema 2.5 Para todo par de permutacdes m e o, se a € um elemento de n ¢ o tal que
pred{a,7) = pred{a, o), entdo temos

dinr — e, 0 —a) =d{(m, o).
Prova: Resultado diveto dos Lemas 2.2 e 2.4, B
Lema 2.6 Sejom 7 e o duas permutacdes dos elementos de um conjunto E e a o elemento

de maior indice em w tal que pred(a,w) = pred(a, o). Entdo, para todo ¢ € E\ {a},
pred{e. ) = pred(e, o) se, e somente se, pred{e,n — a) = pred(e, o — a}.
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Prova: Claramente a remogdo de ¢ sé afeta os predecessores de s = suc{a,7) e £ =

sucla, o). Portanto basta provar que

predie,7) = pred{e, o) <= predie,n — a) = pred{e,o — a)
parae € {s,1}.
Pela forma como escolhemos a, sabemos que

pred{s,o) # pred(s,7) = o = pred{t, o).

Portanto s s t. Como pred(s, @) = a, entdo pred(t, 7) # pred(t, o).

Seja p = pred{a,n) = pred{o,¢). Temos que pred{s,m — o) = p = pred(t,c — a).
Portanto, pred(s, o —a) # pred(s, 7 —a) e pred(t, 7 — a) # pred(t, o —a). Com isso, para
e € {g,t}, temos, necessariamente, pred(e, 7} # pred{e, o) e pred{e. w—a) 5 pred(e, o—a),
o que confirma a equivaléncia que guerlamos provar, completando a prova de nosso lema.
&2

Uma conseqtiéncia do Teorema 2.5 € que ndo precisamos criar pontos de quebra para
transformar otimamente uma permutacdo em outra, como fol publicado anteriormente
por Christie [9, Teorema 3.2.2]:

Teorema 2.7 Sejam 7w e ¢ permutacies dos elementos de um conjunto E e A o conjunto
dos elementos a de E tais pred{a, w) = pred{a, o), ou seja, A = E\B(m,c). Temos enido

dim, o) =d(r\ A, o\ A).

Prova: Prova por inducdo no tamanho do conjunto subtraido A. O caso base, quando
o conjunto A é vazio, é trivial. Consideraremos entdo que A contém pelo menos um
elemento.

Sejam a um elemento do conjunto A com maior indice em 7, 7’ = 7\ (A\{a}} e’ =
o\ (A\ {a}). Por hipdtese de indugio, d(x,0) = d{z', ¢’). Como pred(a,w) = pred(a, o),
pela aplicacio repetida do Lema 2.6 obtemos pred(a, ') = pred(a, o), e entdo utilizamos
o Teorema 2.5 para concluir que

dirm, o) =d(#, ¢y =d(x" —a,0 —a) =d(w \ 4,0\ A).

Lema 2.8 Para todo par de permutacdes w e o, temos
dim, o) <d{w —a,0 —a) + 1,

onde o € um elemento dew 2 0.
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Prova: Se pred{s,n) = pred(a,o), entao, pelo Teorema 2.5, temos d(m, o) = d(m —
o, 0 —a) < din—a,0—a)+ 1

Se p = predla,w) é diferente de g = pred{a, s), entdo podemos aplicar uma trans-
posicio 7 a 7 que remove ¢ da posicac seguinte a p e insere-o de volta logo apds g. Dessa
forma, podemos aplicar o Teorema 2.5 a 77 e o, obtendo dinr, 0} = d{77 ~a,0 — a) =

d{m —a,o — a}, pols 77 — a = 7 — a. Com isso concluimos que
dim o) <drar)+dirr,o)=1+dr—a0-a).
B

Observe gue se a pertencer a apenas uma das permutagoes 7 € ¢, temos um valor infinito
no lado esquerdo da desigualdade do Lema 2.8, dal a necessidade da hipdtese sobre o,
pois o lado direito pode ser finito.

Corolario 2.9 Para iodo par de permutagées @ e ¢ e todo conjunio S de elementos
comuns o T e ¢, temos

dim,o) < dlw\ 5,0\ 5)+ S|
Prova: Este resultado é conseqiiéncia direta da aplicago repetida do Lema 2.8.

Com isso podemos obter o seguinte teoremsa, anteriormente apresentado por Guyer,
Heath e Vergara [16].

Teorema 2.10 Para todo par de permutacdes m e o de comprimento n temos
d(ﬁ> 0’) g L — k;‘
onde k € ¢ tamanho mdzimo de uma subseguéncia comum a7 e O.

Prova: Seja p uma subseqiiéncia comum a 7 e o de comprimento k e S o conjunto dos
elementos de ™ e o que ndo estdo em p. Entdo {8} = n — k. Ao remover de 7 e ¢ 08
elementos de S, o Corolario 2.9 resulta em

dm, o) < dx\ S o\ S)+|5]
dip,p)+n—k
= -k,
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Exemplo Seja 7, = [1,3,5,...,2k — 1,2,4,6,...,2k]. De acordo com o limite superior
de Bafna e Pevzner, temos
R . 3., 3 \
d{’f?g} < 5225{1 + 11— Coa‘,;g{?f;gj> = i{sz e 2} m éj(;f - 1},

id que cogg{me) == 3 para todo & 2= 1. Por outro lado, 7y possui wma subseqiiéncia crescente
de comprimento k -+ 1 e, portanto, pelo Teorema 2.10 conciuimos que

dimg) <28 —(k+1) =k~ 1,
um limite superior muito melhor.

0O exemplo anterior mostra que o limite superior encontrado pode ficar a uma distancia
proporcional ac tamanho da permutacdo mais justo do que ¢ limite superior de Bafna e
Pevzner [4]. No entanto hé casos em que o limite de Bafna e Pevzner é melhor. Se
estabelecermos um limite superior que considera o minimo de ambos os Hmites, entédo nds
temos um Hmite superior melhor que ambos.

2.4 (Conclusoes e Problemas em Aberto

Apresentamos neste capitulo o uso da subtracdo de elementos de permutagoes e a idéia
de subsequéncia e, com isso, fol possivel obter resultados novos. Apesar de tais resul-
tados poderem parecer um pouco especificos em um primeiro momento, eles sdo apenas
demonstracdes iniciais de que os conceitos utilizados podem ser bastante Gteis.

Podemos a partir dal aprofundar o estudo e tentar generalizar as idéias, como quando
consideramos subseqliéncias circulares e “esgueletos” de ordenagtes. Esbogaremos essas
idéias abaixo.

Informalmente, uma subseqiiéncia circular de uma permutacdo é wma subseqgiiéncia que
pode sair pelo fim da permutac8o e continuar em seu inicio, contando que nao se sobrepo-
nha. Formalmente, uma subgeqgiiéncia circular de comprimento & de uma permutacao 7 de
comprimento n é uma seqliéncia [w(4y), 7(32), ..., w(ig-1), 7 (4x)] onde 4; = (i1 +d;) mod n
paratodo 1€ i€ kel=d <dy < ... <dp_y <dp <n.

Uma subseqiéncia circular comum a duas permutacoes € uma seqUéncia p tal que
seja simultaneamente subseqgliéncia circular de ambas as permutacbes. Na verdade tal
subseqliiéncia circular comum sé precisa ser circular em uma das permutacoes, ja que
pnodemos redefinir o inicio da subsegliéncia p de forma que ela seja uma subsegliéncia
normal de uma dag permutacoes.

Exemplo Considers as permutagbes 7 = [f.d,h,q,b,g,c.el e 0 = [d,e, g, f, h,a.c.b.
Temos que a segliéncia p = [g,b, e, f,h] & subseqiiéncia circular tanto de 7 quanto de
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. No entanto podemos deslocar circularmente os elementos de p duas posicbes para a
esquerda, obtendo a seqliéncia &' = e, f &, a, b}, que também € uma subseqiiéncia circular
comum & 7 e o, sendo que com relagdo 4 o € uma subsequéncia normal. Repare que a
permutacio obtida pelo deslocamento cirenlar dos elementos de 7 uma pesicio para a
direita tambérn possui a segliéncia ¢ como subseqiincia.

s

E importante notar que se temos uma subsegiiéncia circular p de ume permutagio
7 entdo sempre podemos deslocar circularmente os elementos de n de forma que a nova
permutacio possua p como uma subseqiiéncia normal. Além disso, todo deslocamento
circular de d posigtes para a esquerda dos elementos de uma permutacaoc 7 de comprimento
n nada mais é do que a aplicagdo da transposicéo de prefixo 7(1, 1+d, n-+1) & permutacio

Com isso podemos aperfeicoar o limite superior do Teorema 2.10 considerando também
subsegliéncias circulares. Seja p uma subseqlifncia circular de tamanho k& comum as
permutagbes 7 e ¢, bEntdo existe uma seqiiéncia g também de comprimenio & e uma

transposicio 7 tal que o' seja uma subseqliéncia comum a 77 ¢ ¢. Portanto
dim o)< drro)+1<n—k+1

Com isso fica claro que conseguiremos um limite mais justo sempre que a maior sub-
seqiiéncia circular comum a ambas as permutagtes for 2 unidades maior que a maior
subseqiliéncia comum.

Na verdade obteremos um ganho nesse limite sempre que, aplicando uma transposicio
& uma das permutacoes, o comprimento da maior subsegiiéncia comum a ambas aumentar
em pelo menos duas unidades. Portanto é interessante tentar descobrir como aplicar
transposicOes gue propiciem uma malor subseqiiéncia comum, possibilitando esse ganho.

Considere uma transformagdo como a seqiiéncia de permutacoes durante oS passos
de transformacao de uma permutacéo # em outra ¢. Chamaremos de m; a permutagao
obtida apés a aplicacao das 2 primeiras transposicoes a permutagao 7n. Neste caso, sendo &
a distAncia entre w e o, temos que uma transformacao 6tima é composta pelas permutagtes

T

0 =W, M1, 2,3 Ap1, T = 0.

Exemplo Para transformar uma permutagio 7 = [c, b, e, 0, d] em o = [a, b, ¢, d, ] temos
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Se temos uma subseqiiéncia ep comum a todas as permutacdes 7m; isso quer dizer que
o3 elementos de eg nunca mudam de ordem durante a transformacgdo e portanto, nenhums.
das transposictes pode conter elementos de ey em ambos 08 blocos que ela troca de lugar.
Perceba que isso pode limitar bastante as transposicbes. No entanto, se a transformacao
¢ longa, a tendéncia é gue tal subseqiéneia comum e seja muito pequena, podendo até
ter tamanho wm, o que nac ajuda em nadas. Podemos entdo olhar para subsegiiéncias
comuns a permubacdes mais adiantes na transformacic.

Chamaremos de g, > { uma subseqiiéncia comum a todas as permutagdes m; com
i € j < ke quetenha e, como subsegiiéncia. Isso forca que o comprimento de ¢; seja
sempre maior ou igual ao comprimento de e;_;.

Exemplo Na transformacio do exemplo anterior temos as seguintes possibilidades ma-
ximais para os diversos e;.

eo = la,d] [b,d) [be] lc.d [ €]
ey la,d] [bc,d] [b,c,e]

es = [a,b,c,d [a,bc €

es = fla,b,c de]

Dessa forma, os diversos e; sugerem uma estrutura para a transformago. Seus elemen-
tos dividem a permutacgfo m; em intervalos. Os elementos contidos estritamente em cada
um desses intervalos devem obrigatoriamente sair de seu intervalo em algum momento da
transformacio, pois caso contrario tal elemento poderia fazer parte de e;. E importante
notar que em geral, além das diversas possibilidades para os e;, ainda podemos realizar a
transformacao de uma permutagdo em outra de vérias formas.

Na situacfo apresentada, estamos obtendo os e; & partir de umea ordenaczo. Uma
questao interessante € se é possivel encontrar um e;,; vélido a partir de e; e da per-
mutacao de origem e de destine. Se isso for possivel em tempo polinomial entdo também
conseguiremos transformar permutacdes otimamente em tempo polinomial.

Ainda nfo esta claro como essas idéias poderiam contribuir de forma mais significante
no calculo da distdncia de transposicao, que continua em aberto, mas os resultados deste
capitulo indicam que explorar mais extensivamente essas outras formas de ver o problema
da disténcia de transposicdo podem trazer bons resultados.




Capitulo 3

Distancia de Transposicao de Prefixo

3.1 Imntroducao

Diante das dificuldades encontradas no problema de distancia de transposicdo, Dias e
Meidanis [10] propuseram a variagdo do problema que considera apenas transposicdes
prefixo para transformar uma permutacio em outra. B importante notar que resolver o
problema para transposicoes de prefixo nfc implica necessariamente em resolver o pro-
blema original. No entanto acreditamos que o estudo desta variacie possa resultar em um
maior conhecimento do problema original. Além disso, a natureza de ambos os problemas
é bem préxima, o que pode possibilitar & aplicagio das técnicas bem sucedidas em um,
ne outro.

Neste capitulo, tentaremos nos aproximar da resolugio do problema de disténcia de
transposicao de prefixo de duas formas. A primeira é estudando a permutacac onde
os elementos aparecem na ordem invertida, também chamada de permutacio reversa.
Acredita-se que essa esteja entre as permutacdes mais dificeis de se ordenar. Descobrir
por que ela & dificil de se ordenar pode nos dar novas importantes informacoes.

A segunda abordagem do problema é o inverso. Analisaremos justamente as per-
mutagdes que sao facels de se ordenar, na busca de se caracterizar os fatores que tornam
a ordenacio dessas permutagoes facil

3.2 Ordenacac da Permutacao Reversa

A permutacio reversa € aquela que apresenta seus elementos na ordem inversa & natural.

Chamaremos a permutacio reversa com comprimento n de A,. Se a permutagéo for dos

primeiros numeros inteiros positivos, entdo R, = [n.n—1,n—2,...,3,2, 1.
Conjectura-se [10] que a permutacBo reversa esteja entre a mais dificeis de se orde-

22



3.2. QOrdenaciao da Permutacao Reversa 23

nar, de forma que sua distancia de transposicio de prefixo seja igual ac didmetro de
transposicac de prefixo (d,(R,,) = Din)).

( estudo de tal permutacao € uma tentativa de se encontrar um limite superior para a
disténcia de transposigac de prefixo e as propriedades que tornam uma ordenacgao dificil.
Conhecendo tals propriedades, poderfamos aprender como contorng-las para obter uma
ordenacido Otima ou gue se aproxime bastante do Stimo.

Os resultados desta secio j4 foram apresentads anteriomente em um relatdrio técnico [13].

3.2.1 Algoritmo para Ordenar a Permutacao Reversa

Em seu trabalho pioneiro, Dias e Meidanis [10] apresentam, sem prova, um algoritmo
para ordenar por transposicbes de prefixo a permutacio reversa F,. Inspirados nesse al-
goritmo, propomos um novo algoritmo (Algoritmo 1) para ordenar K, onde apresentamos
explicitamente quais as transposigdes a serem realizadas e o formato da permutagdo em
cada etapa e, 0 mals importante, uma prova formal de sua corretude.

A Tigura 3.1 mostra um exemplo de execucdo do algoritmo para a ordenacio de Fig.
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Figura 3.1: Exemplo de execucgac do algoritmo de ordenacic da permutacao reversa.
Na figura estao as permutacgoes ao longo da ordenacfo acompanhadas das transposicoes
realizadas. As barras verticais indicam pontos de quebra.

A prova de corretude do Algoritmo 1 serd realizada dividindo-o em diversas fases e
provando a transicBo entre elas. Isso é feito por meic da caracterizagéo da permutacao
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Algoritmo 1 Algoritmo para ordenar R,,.
Require: w =R, comn > 4
Ensure: 7 ordenado
- Fase 0. Reduz para n multiplo de 4
fori«— 0 tonmod4~1do
7= ar(L, 2, n+ 1 ~1q)
n —n— (nmod4)

> Fase 1 -~ Neste ponto 7 = R, :::nde n € multiplo ée 4
fori« 0 ton/4-2do S

7 77{1,5.n — 27)
7w~ 77(l,3.,n/2 +2)

> Fase 2 — Neste ponto 7 = Fy(n)
fori—0 ton/d—1do
= 771, 3, n+ 1 — di)

> Fase 3 — Neste ponto 7 = Fiy(n)
fori—10 ton/8] —1do

7 nr{l,n—4—4in— 4)
if nmod 8 =0 then

7+ 77(1,3,n/2+ 2)
else

7 mT(1,n/2,n/2 + 2)

> Fase 4 — Neste ponto 7 = Fy{n)
fori« 0 to [n/8] -2do

me—77(1,5,4[n/8] + 6+ 4)
> Neste ponto 7 = 2,

em cada passo do processo de ordenacio.

A Fase 0 & responsdvel por reduzir o problema de ordenar R, com n gualquer para
o problema de ordenar R, com n miltiplo de 4. O que essa fase faz nada mais é do
que posicionar os n mod 4 elementos extras, um de cada vez, em suas posi¢oes finais no
extremo final da permutacio. Dessa forma esses elementos podem ser deixados de lado
deste ponto em diante ¢ assim consideraremos n como sendo multiplo de 4 no restante do
algoritmo.

Exemplo Para n = 6, a Fase 0 realiza a seguinte transformacéo:

6.5, 4,3 2 1]—4,3, 2 1,5, 6.




3.2, Ordenagao da Permutacio Reversa 25

Apds essa transformacao o problema se reduz a ordenar R, com n = 4.

Para caracterizar a permutacido apds cada fase intermedidria do algoritmo, nds a tra-
taremos como uma seqiiéncia e utilizaremos um operador de concatenacdo representado
pelo simboio ©. Dessa forma a seqiéneia a © b é a concatenacido da seqléncia ¢ com a
seqiidncia b

Também definiremos um operador de concatenagio generalizado tal que ?m Fl5)é
a sequiéncia resultante da concatenacio das segiiéncias f(j), com j variando de a a b

Exemplo As seguintes igualdades ilustram o uso dos operadores:

[1,2,3] ® [4,5,6) = [1,2,3,4,5,6],
(Ol +35,2+37] = [1.2.4,5,7,8,10, 11,13, 14].

Definiremos agora algumas familias de permutacdes que chamaremos de Fi, Fy e Fi.
Veremos mais tarde que elas representam as permutagoes resulbantes das fases 1, 2 e 3 do
Algoritmo 1, respectivamente. As definicbes fazem sentido apenas para n multiplo de 4.

Definicao A permutacio Fi(n) é definida pela seguinte férmula:

nf4—2 nfd-2
Fn)=2o (Dh-4 n-1-4104, 3jo ()b+4, 5+4]o1)
j=0 =0

Exemplo
F12)y=1z, 12, 11, 8, 7, 4, 3, 6, 5, 10, 9, 1]

Definicho A permutagio Fr(n) é definida pela seguinte formula:

i 4—2
Bn)=30o (DbB+4, T+4), 4+4j, 5+4510[L, 2, nl.
=0

Exemplo
F(12y=103, 6, 7, 4, 5, 10, 11, 8, 9, 1, 2, 12|

Definicdo A permutacdo Fi(n) é definida pela seguinte férmula:

fn/8]-2 3

Fy(n) = (Ol —nmod8+8j + £ OfL, 2, 3, 4, 5@
Jul k=0
|n/81—2 3

@E@%nmod8+8j+k]@{nm2, n—1, nl.

F=0 k=0
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Exemplo
F3(16) = {10, 11, 12, 13, 1, 2, 3, 4. 5, 6, 7, & 9, 14, 15, 16,
F3(20) =16, 7, 8 9, 14, 15, 16, 17, 1, 2, 3, 4, 5, 10, 11, 12, 13, 18, 19, 20].

Provaremos que o Algoritmo 1 de fato ordena a permutagdo reversa R, provando
que a Fase [ transforma R, em Fi(n), a Fase 2 transforma Fi{n) em Fa(n) e a Fase
2 transforma Fy(n) na permutacio identidade, terminando a ordenacéo. Vale relembrar
que estamos considerando apenas valoers de n multiplos de 4.

Lema 3.1 A Fase 1 transforma R, para n = 4, na permutacdo Fi(n).

Prova: Considere m;, onde § < ¢ < n/4, como sendo a permutacdc obtida apés 2
/
transposicoes da Fase 1. Entdo temos a seguinte recorréncia

T = Rn
7w o= mpaT(1,5n—24) paralgig<n/4—1
Tajs = Tojaear(1,3,m/2+2)

Para 0 < i € n/4 — 1, temos a seguinte férmula para a permutagio

o B i1 i1
o= n—4i—j10[4, 3, 20(Dln~4j, n—1-4j10()In+2-4i+4j, n+1—4i+45]0[1].
F=0 F=0 §=0

Ou, de forma equivalente:
=704 3 20040801

onde

n———4i
Y= n— 4 — j]
F=0
i1
a = (Dn—-4j, n—1-4j
=0
-1
B o= (Dln+2~4i+4j n+1—4i+4j]
=0
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A prova dessa afirmac8o pode ser feita por indugdo. Para o caso base ¢ = 0 nds temos:

725 —1
Ty = O'L'ﬁ -jol, 3 200 )h-45, n-1-4]0

30 =0
-1
(Din+2+45, n+1+45]61]
=0
n—5&

= Olr~slel 3 o]
=0

= ﬁ%_

Vamos provar agora que, para 1 € i+ 1 < n/4 — 1, temos mr{1,5,n — 24} = 7;.;.
Perceba que o gue a i-6sima transposicao da Fase 1 faz € remover um prefixe de =~ e
inseri-lo de volta entre «; e 5;. Essa observagio torna mais claras as seguintes férmulas
relacionando as subseqiiéncias o, J e v de m; ¢ mypq:

n—5—4i
Vo= O[ﬂwéi“ﬁ
j=0
= n—4di,n~-1-4i, n-2-4, n—-3—-4] 0O
n—5—di
() In—4i—j]
Fe=d
= n—di,n-1-4 n-2-4i n—3-4]0
n—5—4{i+1)
() I—4(i+1)—j n-1-4(i+1)—j]
=0

= n—di,n—1—4i, n—2—-4i, n-—3—4] Oy,

2
ar = (Dln=4j, n—1-4j]
F=0
i—1
= (Dn—4j, n—-1-4j]0[n— 4, n— 1 — 4i
7=0
= 0;O[n—4i, n—1-— 4,




3.2. (rdenagéo da Permutacdo Reversa 28

Biw = (Dln=2—4i+45, n—1-4i+4j]
Gt
i
= [n—2-4, n=3-40(Dn-2-4i+4j, n—1— 4+ 4j]
Fma
il
= h-2-4i, n-3-4o(Dn-2~4(E—-1)+4j, n~3—4(i — 1) +47]

:
H

j=0
= [n—2-4i, n—3 4]0 .

Surge que

mo= 104 3 J0uosol]

r - . . . - ; ;
mo -4l n—-1-4i, n—2~4, n—-3-40%u04 3 2000501

“

Perceba que a transposicio 7(1,5,n - 2i) remove os quatro primeiros elementos de 7
e insere-os de volta entre os blocos «; e 3, j& que o comprimento de 5 © 1] é exatamente
21+ 1. BEntac temos
mT(1,8,n—2i) = %204 3, 200 n—4, n—1~4]0
[n—2—4i, n—3—4i 06061
Vi1 © [47 37 2] O] il O ﬁi+1 © [}-]

= Wil

o que prova que apos n/4 — 1 transposicdes da Fase I nds cbtemos a permutacaoc

-1 /42 /42
Toper = (Dld—5104, 3, 210 (Dn—4j. n—1-45]0 (D E+4j 5+4510[1]
= 3=0 7=0
n/4—2 T/ 42
= 43220 (Dh-4 n-1-4]o (DB+4, 5+4]0[1]
=0 =0

A Gltima transposicio da Fose 1 € 7(1,3,n/2 + 2). Entdo temos

Tnj4 = 75'71/4__17'(1; 3, 72/2 + 2)

n/4—32 nf4—2

= Rloe(Dh-—4 n-1-410K 3o ()E+4), 5+4j]c]
=0 =0

e Fl (?’2)

concluindo nossa prova. 5
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Lema 3.2 A Fase 2 transforma Fy(n), para n > 4, na permutacde Fa(n)

Prova: Considere 7;, onde 0 € ¢ € n/4, como sendo a permutacdc obtida apés ¢
transposicoes da Fase 2. Entdo temos a seguinte recorréncias

L

Ty = F;{TZ,
Ty = mril,3n+1—44) ,para0<i<n/d—1.

Entéc temos:

o = Fi{n)
72432 nj4—2
= 2o (Oh-4, n-1-4lol 3o (DE+4, s+4]01
Fell =0

nfd=-1 nf’é i
(- {64’“4;} 3‘1“4}} [15

(D 6+4j, 5+4510[1].
j0

Para 0 € ¢ < n/4 — 1, temos a seguinte formula para a permutacio 7,1
et =[N — 1 =41 O 41 © Fis1 O @1, 2, 7],

onde

) o Do,
apr = () In—4—4i—4j, n—5—4i—4j]
F=0
o f Dt
By = () [6+4j, 5+47]
=0
i1
Yier = (DIn+2—4i+4), n+3—4i+4j, n—4i+45, n+1—4i+4j)
Ju=0

A prova dessa afirmacio pode ser felfa por inducdo. Para o caso base ¢ = §, temos

m = wr{l,3,n+1)

nfd-2 n/d-2
= - (Dh-4-4, n-5-4]0 (DE+4, 5+4]0[1]o2 n
PE F=0

I

n+3—-4-110xm0HOom O, 2, 0,
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onde

T2/ 42

Gy = [-nm4~4jj 75— 47

=0

n/4-2

B, = ()6+45 5+4j)

=0

-1
o= (Dln+2+4), n+3+4j, n+44, n+1+45]=[].
=0

Vamos provar agora que, para 1 <4 < n/4 — 1, temos m7(1,3,n+ 1 —4i) =m.y. E
importante verificar as seguintes relacbes entre subseqliéncias de ;e Ty

7 f G B (1 1}

o = [n— 4~ 45, n—4i—4j — 1]

=0
R f A
= In—4i, n—1—40 [n—4i—4j, n—1— 4 — 4]
g==1
7 4—Bmi
= [n-4i,n-1-4]0 () [n—4(i+1)—4j, n—1—4(i+1) — 4]
F=0

= n—d4di, n—1—4i] 0 e

g Lomg
g = [6+ 47, 5+ 47]
F=0
n/4—1—{i+1}
= B6+4f, 5+45]Gn+2~4i, n+1— 4]
J=0
= B OR+2—4i, n+1 -4

Vip1 = 6[%—3—2«»—43’-%43‘,n+3—4i-§-4j?n—-4i+4j,n+1w4i+4j]
=l
= En+2m4i}n+3—4i,n—4i,n—f—iwéli]@
§n+§—4i+4j7nw%'?—élz'u%!ij?n+4—4é+43’,n+5m4'i~:~4j}
i=0
= fn+2—4i,n«§—3m4@7 n—4i, n+1—4i Oy
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Surge que

= n+3-4, n—dOh-1-40a, O
i Oh+2-4loh+1-4]0% 01, 2, 0.
Perceba que a transposicgo 7(1,3,n+ 1 — 47) remove o prefixo [n + 3 — 4i, n — 44 de
7; € insere-0 de volta entre os blocos {n -+ 2 — 4d] ¢ [n+ 1 — 41], j4 que 0 comprimento do
sufixo [n+ 1 —4i] @ @ {1, 2, n] é exatamente 1 +4{i — 1) + 3 = 44. Temos entdo

M1 = m7{l,3,n+1—4i)
= é?'l. .’”E.]O&z_u OSH,}Q
m—4i+20n+3-4 n-40h+1-4owoll 2, 1

= [nwi—ézjéﬁazﬂ@ﬁhl@
(n-+2—4i, n+3—4di, n—4i, n+1-4] 0% 61, 2, n]

= [n-1-4]C a0 0ya0ll, 2, n
o que prova que apds todas as n/4 transposicbes da Fase £ nds obtemos a permutagio

fin/e = B} © Qn g © /6'73/4 © Y4 © {17 2, ?'LE

-1

e = (D44, =1 —4j] =]
F=0
—1

Boja = (I6+4j, 5+4j] =]
§=0
n/4—-2

Yos = () [6+45, T+45, 4+ 44, 5+47]
3=0

Isto &,
n/q-—2
mys = Blo (DB+4), T+4), 4+4j, 5+44]0[1L, 2 7]

=0
== Fg(?’b}
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Cod
A]

concluinde nossa prova. B

Lema 3.3 A Fase 3 transforma Foln), para n = 8, na permutacdo Filn)

Prova: Considere 7, onde 0 €4 < {n/8] + 1, como sendo a permutagio obtida apés i
transposicOes da Fuse 5. Entéo temos a seguinte recorréncia:

o = I3(n]
Tiay = myr{l,n—4—4i,n—4) , para0 € i< [n/8 —1
_ B Tinss 7(1,3,n/2 + 2) csenmod 8=10
Hea { TinsT(1L,n/2,n/242) | se nmod 8 # 0.
Fntao temos, paran = &
7w = Fain)
nfdes
= Ble (Db+47, T+45, 4+45, 5+45] @11, 2, 7]
=0
rifd3
= Blo (D6+4), T+4), 4+4j), 5+ 4410
=0

m—2n-1, n—4 n-3, 1, 2, nl.
Para 0 €14 < [n/8] — 1, temos, para a permutagio m;+1, a seguinte formula:
Tii=m—4—8, n~3~8l0aa®1, 2 308071 0Rh~-2 n-1, n,

onde

i-1 3
Qi1 = [n+2——8i—§—8j+7{j

G=0 k=0
70/ 432
B = [6+4], 7T+45, 4+47, 5+ 4]
J=0
i—-1 3
yirr = ()(On—2-8i+8j+k&
j=0 k=0
Podemos provar essa afirmacéo por inducdo. Para o caso base 1 = 0, temos
7w = wer{l,n—4,n)
= [n-4 n-3 1 2, 3]0
n/4-3
(D B+4j. T+4j, 4444, 5+4]@n~2 n—1 n]
§=0

= n4+4-8 n+5-80u01 2,304 0men-2 n-1, nl
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onde
-1 3
ar = (D(D+10-8+8j+k =]
F=0 E=D
n/4-3

o °

647, T+45, 445, 5+ 47]

N = n+6—8+8+k =[]

§=0 k=0

Vamos provar agora que, para 1 <4< [n/8] -1, temos m7{l, n—4—4i, n—4i) = wy.
B importante verificar as seguintes relacbes entre subsegiéncias de n; € miy:

i—1 3
2 = (DO +2~8i+8j+4
F=0 k=0
3 -2 3
= Oh+2-8i+kHo(OHORh+2-8(i—1)+8j+#
k=0 Je=0 k=0

= Im+2-8, n+3-8,n+4—8,n+5-8 O

n/4—2i-1
G = [6+47, 7T+4j, 4+475, 5+4j]

G0
n/4—2i—3

= @ 647, T+45, 4+4j5, 5+45]0
=0
n—2-8,n—1—8, n—4—8, n—3-—8]G
A28, n+3—~8, n—8, n+1— 8

= G 0h~2~8, n-1-8]0O
m—4d-8, n—3-8, n+2—-8, n+3-8C[n—-8, n+1-—8i

i-1 3
Yitl == @O[nWQW—Sé-i—Sj-f-k}

Fu=l) k=0
3 -2 3

= Ohn-2-8i+ko()(Dn-2-84G~1)+8 +4i
k=0 F=0 k=0

= n—-2-8,n-1~8, n—8, n+1-8 O
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Surge que

,\r«?

o= n+4—8 n+5-8000O[ 2 3080nmen-2, n—1, n

ll

n-+4—8, n+35-80w0[l, 2 3058,0
n—2—-8,n—1-8]0 [ —~d =8, n—3-8, n+2~8, n+3—-80O
=8, n+1-8]0%On—-2 n-1, nl

Perceba, que a transposi¢ado 7(1,7n —4 - 4,7 — 44) remove o bloco (n — 4 — 8, n —
3-8, n+2—8, n+3— 8 de m e insere-o de volta no inicio da permutacgdo, jé
que © cempmmento dosufixo n— 8, n+1—-8]C~v% & n—2 n—1, n]é exatamente
2+4(i— 1)+ 3 =4i+ 1. Temos entdo

Frer = mT{ln—4—4i,n—4i)

= [n—4-8,n—3-8,n+2-8,n+3~8Cn+4—8, n+5-80O
&26[1 2: ng\yr@i“%l@
m—2-8,n-1-80h-8 n+1-80%n0Rh~-2 n—1 n

= [n—4-8i, n—3-8]On+2-8, n+3—8, n+t4—8, n+5—8]0
Oji@[i: 27 SEG/B%{-}L@
M—2-8,n—-1-8,n—8,n+1-8]0%Cn-2 n-1, n

= n—-4-8,n-3-8]CanC[L, 2, 3O0GuCrunen—-2 n-1 nj
o que prova que apds [ n/8] transposi¢bes da Fuse 3, paran = 8, nds obtemos a permutacio

Tinjs) = [4+nmod8, 5+nmod8 ® s ©
12, 3@ B @vys © 0 — 2, n—1, nj,

onde
(n/8]-2 3
Cinjay = @ Oii@%nmodg_g_gj_\x_k]
F=0 F Iy
{n mod 8)/4--1
Binsg) = @ 6447, T+47, 4+47, 5+ 47]
=0
|n/8]-2 3

Yinal = Q [§+nm{}d8+8j+k}.

=0 k=0
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A transposi¢io |n/8] + 1 depende do valor de n mod & Temos dois casos possiveis.

Caso 1: nmod 8§ =10
Neste caso temos

Tins) = 4, 5] © apne; ©[L 2, 3] @ Bl ©Yinsgy @ — 2, n =1, 7
onde

n/&—2 3

o = () (DI0+85 +£]
=0 k=0
-1

Binsay (D6 +44, T+44, 4+4j, 5+4f] =1]
j:
n/8~2 3

Vin/s] ° §6+8j + k.

=0 k=0

Perceba que a transposi¢do 7(1,3,1/2 + 2) remove o bloco [4, 5] de #|nss; € insere-o
de volta loge apds o bleco [1, 2, 3], j4 que o tamanho do prefixo [4, 5] © Qs @1, 2, 3]
é exatamente 2 + 4(n/8 — 1) + 3 = n/2 + 1. Temos entdo

Tin/sjer = TnaT(13,n/2+2)

= Q|n/s} & i; 2, 3, 4, 5] @’}/Ln/gj O] [n—— 2, T - E., TL]

[n/8]-2 3
= () Oo+8i+kell, 2 3 4 50
=0 k=0
in/8l~2 3
O Ob+8+koh-2 n-1,1]
j=0 k=0
= F3(n).

Caso 2: nmod&8 =4
Neste caso temos

Tinss] = 18 9 O nss) @11, 2, 31C Blnss) © Yings) O 0 — 2, n— 1, nj,
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onde

(ned)/B—2 3

Qg = (14 +85 +k

=0 E=0)

1l

Blnsg) = Q‘i@%—@:f} T+47, 4+4j, 5+45] =16, 7, 4, 5]
F=0
(nmﬁi/S—Z 9

Vings] = {-) @[18%8}%%},

i=0 k=0

Perceba que a transposicio 7(1,n/2,n/2 +2) remove o bloco 6, 7] de w55 e insere-o
de volta no infcio da permutacéo, j4 que o comprimento do prefixo [8, 9]Ga,s Of1, 2, 3]
€ exatamente 2+ 4((n — 4)/8 ~ 1) + 3 = n/2 — 1. Temos entdo

Tlasiel = T 7(Ln/2,n/2+2)

= [6' ?: 8: QJQQL?E/SJ @{}w 2- 37 4? 5:[6’7@?2,/8_[ O] [nhzi - 17 ?'LE

{(n—4)/8-2 3
= 6789c () (OM+8+HOL 2 3 4 56
F=0 k=0
(n—a)/8-2 3
G (Oho+8i+koRh-2 n-1, n
i=0 k=0
(n—4)/8~1 3
= O QO+s+ke, 2 3 4 50
=0 k=0
(n—9)/8-2 3
@ @[18+8j+k}@{n—2, n—1, n
F=0 k=0
n/8l-2 3
= (Ol6+8j+k (1, 2, 3, 4, 5|0
F=0 k=0
in/8]-2 3
O Olo+8j+KoR-2 n-1, 1
i=0 k=0
- F3(ﬂ)

O que conclul nossa prova. B
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Lema 3.4 A Fase 4 transforma Fi(n), para n 2 8. na permutagdo tdentidade ¢.

Prova: Estamos agora considerando apenas n = 8 Considere 7, onde 0 € ¢ <
In +nmod8)/8 — 1, como sendo a permutagio obtida apds ¢ transposigdes da Fuase
Entao temos a seguinte recorréncia:

Temos, para a permutacao 7;, a seguinte férmula:

m/8l—2—i 3 8—n mod B-+8i
w = Olo-nmod8+8i+8j+ko () [+
J=0 k=0 §=0
(n/8l—2-i 3
D Qgiéwnmadé’»%&%«%j%—i@.
=0

Note que anexamos ¢ elemento n + 1 ao final da permutacio para simplificar sua repre-
sentacdo, o que nao interfere com o resultado, j& que nenhuma das transposicoes envolvem
esse elemento.

A prova da férmula acima pode ser feita por inducio. Para o caso base ¢ = 0, temos,
para n mod & = 0,

)
!

o = F3(n)
n/8-2 3
= (O OIo+8+HeL 2 3 4, 510
=0 k=G
n/8-2 3
. B6+8+klOn~2 n—1, nl.
j=0 k=0

Inserindo o elemento 7 + 1 ne final:

n/8—2 3

mo = () (DN0+8+ke[L, 2, 3 4, 56
=0 k=0
n/8-2 3
O.G 8i+klGn—2 n-1,n n+1]
F=0 k=0
[n/8]-2 3 8—n mod &

= OO .wmnmods gi+ke () L+jo

F=0 k=0 F=0
F'f’lfss -2 3

° (14 — n mod 8 + & + k|

JE0 k=0



3.2. Ordenagdo da Permutacéo Heversa 38

Para n mod & = 4 temos

F=0

Inserindc o elemento n + 1 no final:

(n+4)/8—2 3

w o= (O Ob+s+Hel 23450
Fm() k=0
=n_4\’82 3
(O Oho+8i+kon-2 -1 n n+l
F=0 k=0
[n/81~2 3 SnmodS

= () (Ol0~nmod8+8i+ko

=0 k=0 G
n/8]2 3
14wnmod8+83+kj

3=0 k=0

Vamos provar agora que, para 1 € ¢+ 1 < (n+nmod 8)/8 — 1, temos m;7(1, 5, 4|n/8] +
6+ 4i) = 7;4,. Perceba que a transposigio remove o prefixo (D5 _y[10 —n mod 8 + 8i + &]

e insere-o de volta logo apds o bloco @8 nmod 54515 4 4], j& que o comprimento do prefixo
812 mod 8481

@WS] - 1@;::0[19 nmodS—&S@—l-Sg-;«g;j@@j;G "1+ 7] é exatamente 4((n +
nmodS)/S—1—é)+9—nmod8+8i=4tn/8j~:w5+4z'.
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Temos entao:

fn/81~3=1 {8~ mod 8+81)

3
= () O ~nmod8+8&+8+ke () [+jle

7=0 F=i
3 ?2/8! Z-i 3
O 0~nmod 8+ & + k& @ .1émnm0d8+82~83-§~i@1
e F=0 k=0
(/8] —3~—1 16—n mod 8+81

(18 —nmod 848 + 8 + kO @ t+jle

ﬂ.a
=0

?ﬁf’3§~3—' 3
-y ()22 —nmod 8+ 8+ 8j + 4]
Fe=0 k=0
[n/8]-2~(+1} 3 8—n mod 8-+8(i-+1}
= (D0~ nmod 8 +8(i+1)+8 + kO [1+5]0
F==0 k=0 F=0

in/81—2-(i+1) 3

[14.mnmod8+8(i+1)+8j_g_k]?

=0 k=0
o que prova que apds as [n/8 — 1] transposi¢des da Fase 4 obtemos a permutagio

-1
T(n+n mod 8)/8-1 = ? n+2+8j, n+3+8j, n+4+8j, n+5+8j @O Ao
§=0 part
-1
(Oln+6+8j, n+7+8j, n+8+8j, n+9+8]
=0
= ¢,

concluindo nossa prova. =
Com os lemas anteriores na méo, estamos prontos para 0 seguinte teorema.

Teorema 3.5 Paran 2 4, o Algoritmo 1 ordena a permutacdo reversa de comprimento
n uttlizando exatamente [3n/4] transposicdes.

Prova: A prova de que o algoritmo ordena R,, para n = &, é resultado direto da
aplicagdo em seqiiéncia dos lemas 3.1, 3.2, 3.3, 3.4. Para n = 4 ¢ suficiente executar o
algoritmo e verificar que ele realmente ordena Ry.
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Agora que sabemos que o Algoritmo 1 de fato ordena R,, resta saber quantas trans-
- e N - P ' F ot 3
posigbes ele utiliza. Considere n’ == n—{n mod 4). Como »’ é militiplo 4, L%j = BT IROgl

3
ST LY I 4% - P B . 5 L 7
e ;%E = BoRERCR Com isso conclufmos que o ndmero fotal de transposicdes ¢
! - [~ i i
7 n i 7 . 3n
ﬂmodﬁi-ﬁ-m-%“_;\wg‘f“ +(|=1—-1 = waunmodé
4 4 8 & 4
3n+nmod 4
4
1’3%‘]
KA
i

pois = = (3n + n mod 4)/4 é inteiro e satisfaz ¥ £ z < £ + 1. Isto finaliza nossa prova.
]

Esse teorema nos dé um limite superior para a disténcia da permutacio reversa.

Teorema 3.6 Paran 2 1, temos d,(R,) < [ %]

Prova: Paran 2 4, esse limite superior é garantido pelo Teorema 3.5. Para os valores
menores de n utilizamos o Teorema 1.11. [

Christie [9] ¢ Meidanis, Walter e Dias [22] propuseram a seguinte conjectura para o
problema geral de ordenacdo por transposigdes:

Conjectura 3.7 O didmelro de transposigéo D{(n), paran = 3, € dado por
n
Din) = d(R,) = {-Q-J L1

Para n < 12, Eriksson e colegas [12] provaram que essa conjectura é verdadeira. Para
n = 13 e n = 15 eles encontraram contra-exemplos cujas distdncias eramn maiores do que
a da permutacao reversa, e provaram que D{13) = D(14) = 8 e D(15) = 9. No entanto
eles ainda acredifam que a conjectursa € verdadeira para n > 15, j& que seus experimentos
computacionais sugerem que 0§ padroes que tornam a ordenacao especialmente diffcil para
n = 13 e n = 15 cessam de existir para valores maiores de n.

Assim como no problema geral de ordenacao por transposicdo, nds também acredi-
tamos que a seguinte afirmacac € verdadeira para o problema andlogo de ordenagdoc por
transposicoes de prefixo.

Conjectura 3.8 O didmetro de transposicio de prefizo Dy(n), pare n = 4, € dado por

Dy = () = | 2]

Podemos dividir a Conjectura 3.8 em duas questoes.
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dy(R.) = [3]7  J4 sabemos que d,(R,) < [2] para n > 4 pelo Teorema 3.6. Se

P
conseguissemos um limite inferior de igual valor provariamos a igualdade. Resultados

computacionals [10] mostram que tal igualdade é de fato verdade para n € 16.

Dy(n) = dp(R,)7 Pela definicio temos que Dy(n) = d,(R.). Se soubermos o valor
exato de dp{R,) conseguiremos um limite inferior para ¢ didmetro de transposicio de
prefixe melhor que o do Teorema 1.21. No entanto ainda faltard um limite superior para
concluirmos a igualdade. Resultados computacionais [10] mostraram que tal ignaldade é
de fato verdade paran < 11.

3.3 Permutacgoes Faceis

Damesma forma que tentamos resolver o problema da distancia de transposigéo de prefixo
tentando identificar as propriedades que tornam uma ordenacio dificil, podemos fazer o
mesmo tentando identificar ag propriedades que tornam uma ordenacio facil.

Para isso definiremos uma familia de permutagdes que chamaremos de fdcets, pois
elas possuem ordenacgdo Unica, com fransposi¢bes bem determinadas e com a disténcia
igualando-se ao limite inferior por pontos de quebra do Teorema 1.8.

Formalmente, definiremos uwma permutacao como facil baseando-ge em sua distdncia e
ntmero de pontos de quebra. As outras propriedades serdo consegiiéncia dessa definicio.

. - . . . by(m)—1
Definicao Uma permutacio # é considerada fdeil se, e somente se, dp{m) = -P—(g}—

Repare que, como a distancia é um valor inteiro, entdo toda permutagao facil deve ter
um nimero impar de pontos de guebra de prefixo.

A definicdo apresentada permite uma caracterizacdo recursiva equivalente de per-
mutagio facil.

Teorema 3.9 Uma permutacdo m € facil se, e somenie se, jd estd ordenada ou eziste
uma transposicio de prefizo T tal que by(n7) = by(w) — 2 e v € fdeil

Prova: Se a permutagio 7 j4 estd ordenada, entéo ela € ficil. Vamos considerar entéo
que 7 nao estd ordenada.

Precisamos primeiro provar que, se existe uma transposicdo de prefixo 7 tal que
by(w7) = by(m) — 2 e 7m & facil, entdo = & facil. Temos que dp(n) < dp(nr) + 1 =
(by(mn7) —~ 1)/2+ 1 = (by(nr) — 1)/2. No entanto, pelo Teorema 1.8, vale a igualdade e,
portanto, w é facil.

Vamos agora provar que, se 7 € facil. existe uma transposicdo de prefixo 7 tal que
bp(mt) = by(m) —2 e w7 € facil. Considere uma transposicio de prefixo 7 tal que dy(n7) =
dy(m) — 1. Pelo Lema 1.7 temos by(m) < by{nw7) + 2. Como 7 é facil, entdo dpy{n7) =
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(by(r) — 1)/2 — 1 < (bp{77) — 1)/2. No entanto, pelo Teorema 1.8, vale a igualdade e,
portanto. 77 € facil e b(n7) = by{w} — 2, &

3.3.1 Propriedades

Como viste no Lema 1.7, ndo podemos retirar mais do que dois pontos de quebra de prefixoe
com uma transposicao de prefixo. Por isso somos obrigados a retirar exatamente doig
pontos de quebra de prefixo em cada passo de uma ordenag¢io dtima de uma permutagio
facil. Veremos a seguir que, se existe uma transposicéo de prefixo que retira dois pontos
de quebra de uma permutacgao, tal transposicdo € tnica.

Lema 3.10 Ezisie no mazimo wna transposicdo de prefizo 7(1, 7, k) que retira dois pontos
de guebra de wma permutagcdo w. Caso ezisie, entio k = m {pred(wv(1})) +1 e j =
7 pred(w(k)); + 1.

Prova: Pela Proposi¢io 1.6, para termos by(n7) — by(7) = —2, com 7 = 7(1, 4, k),
devemos ter w(j — 1) % pred(w(7)), w(k — 1) # pred{n(k)), n(k — 1) = pred(=(1)) e
7(j — 1) = pred(w(k)). Com isso, k = = Hpred(n(1)))+1ej= a1 pred(n(k))) +1e
tal solugdo, se possivel, € iinica. [}

E isso nos garante uma propriedade muito especial para as permutacdes faceis:

Teorema 3.11 (Dias e Meidanis [10]) Toda permutagdo fdcil possui wma tnica forma
de ordenac¢do dtima por transposi¢des de prefizo.

Prova: Como temos que tirar exatamente dois pontos de quebra em todo o passo de
uma ordenagdo Stima de uma permutacgdo especial e pelo Lema 3.10 existe uma dnica
transposicido de prefixo em cada passo gue consegue isso, entdo sé temos uma seqgiiéncia
de transposicoes de prefixo que ordena otimamente uma permutacao facil. B

Corolario 3.12 Todas as permutacdes intermedidrias de uma ordenagdo étima por trans-
posicées de prefizo de uma permutacdo fdcil sdo fdceis.

Prova: Se temos uma permutagdo facil 7 e aplicamos uma transposicio 7 que retira
dois pontos de quebra de 7, entéao pelos Lema 3.10 e Teorema 3.11 dp(n7) = dp(w) — 1.
No entanto também temos que by(77) = by{n) — 2, 0 que nos dé d,(n7) = (b(n7) — 1}/2
e, portanto, m7 também é facil E

Uma das conseqiiéncias do Coroldrio 3.12 € que tods ordenacio 6tima pode ser dividida
em duas etapas. Iniciaimente passamos apenas por permutagdes ndo facels e, em seguida,
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passamos apenas por permutacoes faceis. Caso a permutacdo a ser ordenada seja facil,
entdo nao ha a primeira etapa, pois 86 passamos por permutactes facels em sua ordenacio.
Jé& a segunda etapa sempre existe, pois temos que chegar na permutacio ordenada, que é
facil

Teorema 3.13 F posstvel ordenar otimamente por transposicies de prefizo wma per-
mutacdo fdcil em tempo polinomial.

Prova: Se queremos ordenar uma permuiacio ficil 7 e ela ja estd ordenada. estéc o
problema jd esta resolvide. Caso contrério, pelo Teorema 3.9, existe uma transposicdo de
prefixo 7 tal que by(77) = by(7) — 2 e w7 é facil. Obtemos essa transposicdo T em tempo
O(1) como descrito no Lema 3.10. Como dy{m7) = dy{w) — 1 e w7 é facil, aplicamos
esse procedimento recursivamente, compietando a inducido e obtendo um tempo fotal
&(d,(7) x (tempo de uma transposicio)), que é facilmente implementado como O{n®).
onde n é o comprimento da permutagio 7. w

Dias e Meidanis [10] publicaram anteriormente um teorema equivalente:
Teorema 3.14 F possivel determinar se uma permutacco € facil em tempo polinomial.

Prova: Se queremos testar uma permutacio 7 e ela estiver ordenada, entao 7w € facil.
Caso contrdrio, buscamos uma transposicio de prefixo v tal que b,(n7) = by(r) — 2 como
descrito no Lema 3.10. Pelo Teorema 3.9, se nfo houver tal transposicao, entéo w nao é
facil. Se houver tal transposicdo, entdo n é facil se, e somente se, w7 é facil. Testamos
entdo 77T recursivamente, completando a indugdo. Isso nos dé um algeritmo O(n?) para
reconhecimento de permutacoes faceis, onde n € o comprimento da permutacao testada.
|

Como dito anteriormente, em uma ordenacgo tima temos duas etapas: passamos inici-
almente apenas por permutacces nio facels e, em seguida, apenas por permutacoes faceis.
Se chegarmos na segunda etapa, entédo, pelo Teorema 3.13, o problema da ordenacéo por
transposigio de prefixo fica facil. Com isso, uma forma de se tentar resolver o problema da
ordenagée de uma permutagao por transposicao de prefixo € encontrar qual permutacgao
facil estd em sua ordenacao 6tima e como chegar otimamente nela. Baseando-se nessa
idéia propomos a seguinte conjectura.

Conjectura 3.15 Para toda permutacdo ® de comprimento n existe ume permulecao
facil ', tal que by(n') = by{m) — k ¢

dy(m, 7"} <
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A corretude de tal conjectura implica no seguinte limite superior para o didmetre de
transposicaoc de prefixo.

&

1

Tecrema 3.16 Se g Conjeciura 3.15 for verdadeira, entdo Dy(n) <

Prova:  Seja 7 uma permutagdo gualquer de comprimento n. Pela Conjectura 3.15
L , - 5 N b . TS n [ 1 oz
existe uma permutagdo 7', tal que by{7) = by(nw) — ke dp{ir,7") € [T+ 351, Como 7’ é

facil, dy{n’) = b(‘ﬁij_l = 2=k Gom isso temos
: fn k1 by(m)—k—1 [3
i i Ty Byt
do(m) < dylm ) + dy(i) < | 24 B] p BT Z R =1 f5n
4 2 2 4
para toda permutagao = de comprimento n e, portanto, Dy(n) < [2£]. B

Note gue esse limite superior para o didmetro coincide com o nosso limite superior para
a distancia da permutagio reversa {Teorema 3.6), complementando as observacoes feitas
na apresentacido da Coniectura 3.8. Cabe notar também que as permutacdes Fy(n), Faln)
e F3(n), com n miltiplo de 4, so todas facilmente ordendveis e, dessa forma, validam a
Conjectura 3.15 para o case da permutacho reversa. Para verificar isso tome n = R, e
7' = Fy{n —nmod4). Dessa forma b,(n') = by(m} —nmod4de

n —n mod 4

dyo(m, 7'y = nmod4+ 1
_ n+3(nmod4) |n-+3(nmod4)
B 4 - [ 4 J
o gvnmém2(n mod 4) —E-SJ _ {n+2(n mod 4)1
= 4 B 4
B [n n mod 4'*
4 2

Para conseguirmos transformar permutacdes quaisquer em faceis com poucos movi-
mentos & interessante conhecer melhor a estrutura de uma permutacao facil. Na busca de
melhor caracterizarmos as permutacdes faceis obtivemnos as seguintes propriedades.

Lema 3.17 Puara toda permutacdo fdcil m que néo esteja ordenada, temos pred(w{1)) s 0.

Prova:  Como dy() = 1, entdo, pelo Teorema 3.9 e Lema 3.10, existe uma trans-
posicao unica 7(1,7,k) tal que d(n7T) = d{m) — 1 e b(n7T) = by(m) — 2. Nesse caso,

B o= rHpred(mw(1))) + 1 e j = 7 Y pred(r(k)),m) + 1. Se pred(n(1)} = 0, entdo
ko= 7740} + 1 = 1, o que é absurdo, pois & > j > 1. Entdc necessariamente
pred{n(1)} # 0. B

Note que esse lema implica em b(7) = b,(7) para toda permutacio facil 7 ndo ordenada.
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Teorema 3.18 Toda permutacdo fdcil possui no mdrimo uwm cicle nao trivial em seu
diagrama de ciclos.

Prova: Considere uma permutacdo w. Podemos provar esse teorema por inducio na
distancia de transposicao de prefixe d,{m).

Se dy(w) = 0, entdo 7 ja estd ordenado e portanto sé possul ciclos trivials.

Se dy{w) = 1, entdo, pelo Teorema 3.9, existe uma transposigao de prefixo 7 tal que
bp(wr) = by(m) — 2 e =7 é facil. Por hipdtese de indugdo, ¢[n7) — a{mr) < 1. Pelo
Lema 3.17 e Proposicao 1.13, ¢(nr) — () = 2. No entanto s6 € possivel criar dois novos
ciclos se os trés pontos onde a transposigdo 7 quebra a permutagio 7 estac em um mesmo
ciclo de 7. Nesse caso devemos ter obrigatoriamente ¢(m) = ¢(n7) — 2. Com isso temos
clm)—clm) = (elnr) = 2) — (e{m7) = 2) = e[n7) — e {w7) < 1, concluindo nossa prova. B

Embora nfo tenhamos conseguido encontrar meios de transformar eficientemente per-
mutactes gualsquer em facels por meio dessas propriedades, encontramos uma ligacio
entre os problemas de distdncia de transposicao e distancia de transposicdo de prefixo.
Com tais propriedades podemos provar gue uma ordenacio 6tima de uma permutacao facil
no problema de transposictes de prefixo também € uma ordenacao étima no problema de
transposigoes original.

Teorema 3.19 Para toda permutacdo fdcil =, temos dy(w) = d(m).
Prova: Se dy(m) = 0 o caso é trivial. Assumiremos entfo que dp(m) = L.
Pelo Teorema 1.15 temos
-1 MC(?T) < ’ﬂ“%‘“]i"mtfodd(??) <

3 = 2

L 4

Como dp{7) = 1, pelo Lema 3.17

4 () = bp(m) =1 b{m) +{[pred(w(1))=0]] =1 b{x) - 1’

Pela Proposicao 1.13 € Teorema 3.18

Com isso temos

e, portanto, d{w) = dy{m). =
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Esse tecorema é um dos principais resultados desta dissertacdo, pois é um ponto de
uniao entre os problemas de distincia de transposicao e distancia de transposigao de pre-
fixxo, definindo uma nova familia de permutacdes que podem ser ordenadas eficienfemente
em ambos o8 problemas. Essa é uma das malores familias de permutacdes que se sabe
calcular eficientemente suas distancias de transposi¢io. Tal resultado vai ac encontro da
proposta de Christie (8] de tentar resolver o problemsa da distdncia de transposicao por
meio da construcdo de um conjunto de familias de permutacoes cujas distancias sdo bem
conhecidas e gue cubra todas as possivels permutagdes.

Com isso fica claro que o problema da distancia de transposicio de prefixo pode
realmente ajudar no estudo do problema da distadncia de transposi¢ie, apesar de nio
estar claro se um pode ser resolvido pelo outro por redugao polinomial.

3.3.2 Contagem

Uma possibilidade que fol considerada para tentar resolver o problema da disténcia por
transposicoes de prefixo foi a de que poderia haver wm ndmero polinomial de permutacSes
que néo sao faceis. Se isso fosse verdade, poderfamoes calcular a distédncia de uma per-
mutagido por meic de wma busca em largura que parasse sempre que encontrissemos
permutacgtes faceis. Nesse caso percorreriamos, no pior caso, um nimero polinomial de
permutacoes, 0 que nos daria um algoritmo também polinomial.

Isso motivou a busca pelo ntimero de permutagoes faceis de comprimento n que, como
verermos, cresce muito rapidamente com o aumento de n, mas, infelizmente, a diferenca
entre n! e esse valor cresce ainda malis rapidamente.

O que nos ajuda na contagem das permutactes faceis € o fato de sempre existir no
méximo uma transposicao de prefixo que remove dois pontos de quebra, como expresso
pelo Lema 3.10.

Vamos realizar a contagem comecando pela permutacdo com distncia zero, seguida
pelas permutagoes com distdncia um, e assim por diante. O principic basico por tras disso
é o seguinte. Se temos uma permutacao facil 7 e aplicamos uma transposicdo de prefixo 7
que aumenta em dois ¢ nlimero de pontos de quebra de prefixo, entdo 77 também é facil.
Isso vem do Teorema 3.9, pois existe a transposicio de prefixo 77! que retira dois pontos
de quebra de prefixo de 77, obtendo a permutagio facil n.

Agora vem a pergunta: Quantas permutacées ficeis eu consigo obter adicionando
dois pontos de quebra de prefizo a uma permutacéo facil por meio de uma transposicdo
de prefize? Basta contar quanias transposigbes de prefixo existem que adicionam dois
pontos de guebra de prefixo & permutacao, pols cada transposicao gera uma permutacao
diferente. Pela Proposicio 1.6, a aplicagio de uma transposicio de prefixo 7(1, 7, k) a uma
permutagdo T aumenta em dols os pontos quebra de prefixo se, e somente, pred{n(j), 7)) =
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pred(n(j)) e pred{w(k),m) = pred{n(k}). Isso significa que todos os possivels candidatos
& 7 e k sao justamente aqueles valores 1 tais gue 7{4) nac € um ponto de quebra de prefixo.
Com isso, para uma permutagaoc facil = de comprimento n temos exatamente n-+1—by(x
candidatos, ou seja (”*1*%(7‘”\

5
i
i
o 5
e

}} transposicoes que aumentam em dois ¢ nimero de ponto
de quebra de prefixo. Note que esse valor depende apenas do comprimento e do ndmero
de pontos de quebra de prefixo da permutagio, sendo que este ltimo pode ser substituido
por 2d + 1, onde d € a distancia de prefixo.

Uma outra observagho importante € que, a partir de-duas permutacdes faceis diferentes,
adicionar dois pontos de quebra de prefixo por meio de uma transposicdo de prefixo a cada
uma delas nunca resulta em duas permutacoes iguais, pois, caso contrario, isso violaria a
ordenacio tnica {Teorema 3.11).

Com issc podemos obter facilmente ¢ nimero de permutacdes faceis com disténcia
de transposicio de prefixo d a partir do ndmero permutacdes ficeis com distncia de
transposicio de prefixo d—1. Seja F(n, d) o ntunero de permutagtes ficeis de comprimento
n e distdncia de transposicio de prefixo d. Sabemos gque tals permutacdes possuem b =
2d + 1 pontos de quebra de prefixo. Entédo

Fln,d+1) = (n i‘ N b) F(n,d) = <’”’ ;2‘3’) Flnd) = Qd)(z_ 2= rina),

onde 1 £ d+1< % esendo que F{n,0) = 1.
Desenvolvendo a recorréncia obiemos
(n—2d+2){n—2d+ 1)

Filn.d) = 5 Fin,d—1)

B ﬁ(n~2z’+2)(n-—2i+1)
- 2

1 .
- LI
immrpe 2041

nl
24(n — 2d)!1

Portanto, para caleular o niimero F(n} de todas as permutages faceis de comprimento

71 TeImos
[n/2]

nl
Fin) g 24(n — 2d)1’
Podemos ver alguns dos possiveis valores de F(n, d) na Tabela 3.1.
Comparando F{n) com nl, veremos que a razdo entre ambos diminui rapidamente com
o crescimento de n, conforme ilustrado pelo grafico da Figura 3.2. De n = 5 em diante,
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n |d=0 d=1 d=2 d=3 d=4 d == d=0 Fin)
111 0 0 0 { 0 0 1

2 11 1 0 G { 0 0 2

3 11 3 o G 0 0 0 4

4 11 6 6 a L 0 0 13

o 1 10 30 0 { 0 0 41

6 1 15 90 S0 0 0 g 196
701 21 210 630 0 - 0 0 862

& |1 28 420 2520, 2520 0 0 5489

9 11 36 756 7560 22680 ¢ 0 31033
011 45 1260 18900 113400 113400 © 247006
it )1 55 1980 41580 415800 1247400 ¢ 1706816
1251 66 2970 83160 1247400 7484400 7484400 | 16302387

Tabela 3.1: Numero de permutactes faceis para diferentes comprimentos e distancias

menos da metade das permutacgdes de comprimento n sdo faceis. Com isso podemos

. 1 . s P
concluir que 5 < n! — F{n) < n! para valores grandes de n e, portanto, o nimero de
permutagdes que nao sdo faceis é O(nl).

3.4 Conclusoes e Problemas em Aberto

Neste capitulo vimos inicialmente como ordenar a permutacgio reversa. O algoritmo apre-
sentado utiliza [3n/4] transposigdes de prefixc para ordenar R,. Para n multiplo de 4,
o que ele faz € transformar a permutacdo R, em wma permutacio facil com o mesmo
nlimerc de pontos de quebra utilizando n/4 passos. Nao foi provado gue tal ordenagéo é
Stima, mas o resultado encontrado nos da um limite superior para a distancia de trans-
posigéo de prefixo da permutacgio reversa, gue conjectura-se que seja igual ao didmetro
de transposicae de prefixo.

A seguir vimos as permutacoes faceis de ordenar, que 820 aquelas que alcangam o limite
inferior por pontos de quebra para a distAncia de transposigio de prefixo {Teorema 1.8).
Encontramos diversas propriedades interessantes das permutacbes faceis: possuem or-
denacdo otima unica, podem ser ordenadas otimamente em tempo polinomial, possuem
apenas um ciclo nao trivial. Sugerimos uma forma de resolver o problema da distancia de
transposicio de prefixo em que temos que descobrir como transformar eficientemente uma
permutacdo qualquer em uma facil. Infelizmente as propriedades encontradas néo foram
suficientes para tornar claro como fazer isso, mas enunciamos uma conjectura que esta-
belece uma propriedade que tal transformacdo deve ter para obtermos um limite superior
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Figura 3.2: Razéo entre F(n) e ni.

mais justo para o didmetro de transposi¢io de prefixo.
Como forma de encontrar mais propriedades que permitam uma caracterizagio mais
conveniente das permutagoes faceis, podemos conjecturar a seguinte definicao alternativa.

Conjectura 3.20 Uma permutacao é facil se, e somente se, possui uma unica forma de
ordenacdo otima.

Tal fato pode ser verificado positivamente por meios computacionais para todas as per-
mutagoes de comprimento menor ou igual a 5.

Uma outra propriedade que pode ajudar na caracterizagdo das permutagtes fdcels é
o fato de ela sempre admitir uma transposiciio que retira dois pontos de quebra. Per-
mutacoes que admitem tais transposicfes possuem pelo menos um ciclo chamado de fo-
talmente orientado por Christie, que, em sua tese de doutorado [9], estabelece diversas
propriedades sobre eles. No entanto a permutacio possuir um ciclo totalmente orientado
é uma condi¢do necessdria, mas nao suficiente para ser facil.

Um fato interessante que foi descoberto é que a distdncia de transposi¢ac se iguala
4 distancia de transposi¢do de prefixo para as permutacOes fdceis, servindo como um
ponto de ligagao entre os deis problemas. Podemos tentar generalizar o conceito de
permutagdes ficeis para o problema da distancia de transposicio. Uma possibilidade é
considerar como facels as permutacdes que alcancam o limite inferior de Bafna e Pevzner
{Teorema. 1.18), no entanto é facil ver que perde-se a propriedade de ordenagio tnica.
Uma outra possibilidade é classificar como faceis os ciclos, ao invés das permutacdes.
No caso de transposigao de prefixo, temos justamente um ciclo que conseguimos sempre
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quebrar em trés ciclos criando dois ciclos trivials. No caso de transposicac poderfamos
ter varios ciclos com essa propriedade. Uma dificuldade € que pode ser que a ordenacao
de um ciclo afete a ordenacgio dos outros.

Para finalizar o assunto das permutactes faceis realizamos a contagem delas. Infeliz-
mente observamos que existem muito mais permutacées nao ficeis do que ficeis.




Capitulo 4

Conclusao

Neste trabalho abordamos duas medidas de distancia entre permutactes: a distincia de
transposicac e a distdncia de transposi¢io de prefixo. O problema que considera somente
transposicbes de prefixo surgiu como forma de estudar a distdncia de transposicdo sob
outro ponto de vista. Tal abordagem foi provada atil

Muito ainda hé para se desvendar sobre o problema da disténcia de transposicao, pois
ele continua em aberto. No sentido de resolvé-lo, demos algumas contribuigtes originais.

Para o problema da distincia de transposi¢io tivemos as seguintes principais contri-
buigoes.

e Introduzimos a ferramenta de remocio de elementos, utilizamos analise de sub-
seqiiéncias e sugerimos novas formas de se explorar esses conceitos.

e Encontramos uma familia ndo trivial de permutagdes que podem ser ordenadas em
tempo polinomial (permutagdes fceis).

Como trabalhos futuros, podemos tentar aproveitar as sugestoes dadas para explorar
o uso da remocéo de elementos e andlise nas subseqiiéncias. E interessante notar que uti-
lizando esses conceitos muitas vezes conseguimos obter resultados melhores considerando
permutacdes circulares ou tdricas, como explicado por Eriksson e colegas [12].

Podemos também tentar ampliar o conceito de permutagdes faceis e assim estender a
familia de permutagoes para as quais se conhece algoritmo polinomial para ordenacao por
transposigoes.

Para o problema da disténcia de transposigio de prefixo, tivemos as seguintes princi-
pais contribuicoes.

e Elaboramos um algoritmo polinomial que ordena a permutacio reversa de compri-
mento n com [3n/4] transposices de prefixo.

e Enumeramos algumas propriedades das permutacdes faceis.
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s Calculamos o nimero de permutagdes faceis.

Como trabathes futuros, podemos tentar resolver as conjecturas propostas sobre a
distancia de transposigao de prefixo da permutacao reversa e o didmetro de transposiciio
de prefixo.

Outra possibilidade € tentar caracterizar melhor as permutactes ficels, encontrando
novas propriedades que tornem possivel encontrar o nlimero de transposigdes de prefixo
necessarias para se chegar a uma permutacio facil a partir de uma qualquer de forms,
eficiente. Isso poderia nos garantir um algoritmo de aproximacao com fator bastante
justo.




Apéndice A s

Implementacoes

A.1 Mathematica

Durante o desenvolvimento deste projeto de mestrado havia a necessidade constante de
se manipular permutacoes e calcular pardmetros sobre elas. Esses procedimentos eram
realizados manualmente e se perdia muite tempo com isso. Procuramos, entdo, uma
ferramenta que permitisse automatizar tais operacdes. A opc¢ao que se mostrou mais
adequada foi o software Mathematica, da companhia Wolfram Research.

O software Mathematica é uma poderosa ferramenta matematica que é utilizada em
diversas dreas do conhecimento tais como Quimica, Engenharia Quimica, Ciéncia da Com-
putacdo, Engenharia de Controle, Economia, Estatistica, Engenharia Elétrica, Medicina,
Matemaética, Fisica, Engenharia Civil, Engenharia Mecénica, entre outras.

Essa grande abrangéncia de uso é devida as diversas funcionalidades que o software
possul, além de sua grande flexibilidade. Entre seus usos e funcionalidades podemos citar:

» Calculadora avancada.
e Manipulacio sirmbélica de céleulos complexos.
e Leitura, andlise e visualizagio de dados.

s Resolucido de equagdes, equacgtes diferenciais e problemas de minimizagio tanto
simbdlica como numericamente.

e Armbiente de modelagem matematica e simulagio de diversos tipos de sistemas.
e Linguagem de programagcao.

e Criacao rapida de novos softwares cientificos por meio da reutilizacio de suas bibli-
otecas.
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Diante de tantos recursos tal software se mostrou muito adequado para nos auxiliar
na manipulacao de permutactes, analise de casos, teste de novas idéias e conjecturas e
aperfeicoamento de nossa intuicie, mesmo sendo necessaria a aquisicdo de uma licenca de
uso.

O Mathemelica possul um bom suporte para manipulagdo de permutacbes e visu-
alizacdo de dados. No enfanto ndo possul fungbes especificas para o use no contexto
de rearranjo de genomas. Para contornar essa situacao elaboramos uma biblicteca com
diversas funcionalidades para se utilizar nesss area.

Representamos permutagdes por expressoes cujo head é Permutation. Assim podemos
declarar permutacdes das seguintes formas.

—

p = Permutation[2, 3, 4, i, 5];
q = Permutation @@ {1, 3, 4, 2, 5};

Para obter um elemento, basta utilizar o operador Part ([[ 11).

Inls]:= pll[21]
Cut{5]= 3

Para utilizar transposicdes, definimos a expresséo Tauli, j,k} e redefinimos o operador
de multiplicacio néo comutativa (*%).

In([71:= p ** Taul[1,3,4]

% *% Tau[2,4,5]
Out{7]= Permutationi{4,2.3,1,5]
Out[8]= Permutationi4,1,2,3,5]

Note que nao precisamos passar o comprimento Length [p] da permutacdo p para a trans-
posicao Tau.

Podemos facilmente encontrar o ndimero de pontos de quebra (tb) e o nimero de pontos
de quebra de prefixo{ptb) entre duas permutagdes dadas ou entre uma permutagio ¢ ela
ordenada.

Tnf9]:= tblp, prxTaul2,3,4]]
Dut[8]l= 3

Inf10]:= ptblg, Permutation@@Range[5]]
Dut[i0]= 4

Inl11]:= ptblq]
Out[i1]l= 4
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A notacio adotada fol inspirada na de Christie [9]. Utilizamos o prefixo £ para indicar
que a fungdo se refere a transposicio e pf para transposicdo de prefixo. Poderfamos a
principic deixar o ¢ de lado, mas a idéia é de que a biblioteca possa ser estendida para
outros rearranjos, como reversio por exemplo. _

Para testar se duas permutagdes sfo vizinhas (distdncia um), utilizamos Neighbour(,

1n{12) = With[{u=Permutationi2,3,5,4,1}, v=Permutation(2,4,3,5,11%},
{tNeighbourQlu,v], ptNeighbourflu,vi}
]
Out[12]= {True,False}

Para testar se uma permutacao é facil utilizamos EasyQ.

nl[12]:= Easy{[Permutation{z, 8, 7, 4, 3, 6, 5, 1]]
Dutii2]l= Truse
In{i3]:= EasyQ[Permutationl8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 11]

Jut[13i= False

Utilizando essa funcéo foi possivel conferir a férmula de contagem das permutagdes espe-
cials para permutacdes de tamanho pequeno.

Podemos imprimir as permutagdes de forma mais conveniente com PrintP. O diagrama
apresentado exibe os pontos de quebra, como ilustra a Figura A1

Print?| Permutation @@ Reverse[Range{l6]] == Paw[l, 2, 3] 1

IJlS 16‘14;13!12r11§1029|8§7§6E5§4!3§2[1!‘

Figura A.1: Uso da fun¢do PrintP.

Essa forma de visualizar ag permutaces fol muito Gtil principalmente na elaboracéo
do Algoritmo 1 de ordenacio da permutagio reversa, pols precisdvamos caracterizar as
transposi¢bes e as permutacOes intermedidrias em cada passo. Para isso implementa-
mos em Mathematica uma variagao do algoritmo em que tinhamos explicitas apenas as
transposicoes das fases 0 e 1. A partir da fase 2 calculdvamos as transposi¢oes como de-
monstrado no Lema 3.10, pois elas sempre removiam dois pontos de quebra. Impriminde
as permutacbes e transposiges para diversos casos, como ilustra a Figura 3.1, conseguil-
mos caracterizar ambas em todos os passos do algoritmo. Utilizando a implementagéo
de nossc algoritmo em Mathematica foi possivel provar sua corretude para permutacoes
reversas com varios milthares de elementos.

Uma outra forma de visualizar permutagdes que é muito importante é o diagrama de
ciclos. Elaboramos uma funcio CycleDiagram que gera automaticamente tal diagrama
para qualquer permutagho. A Figura A.2 exibe diagramas gerados por tal funcéo.
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Figura A.2: Diagrama de ciclos das permutacdes intermedidrias na ordenacio de F,(8).

Um recurso do Mathematico que se mostrou interessante € a manipulagdo de grafos.
Isso nos permitiu construir e visualizar grafos em que os nds sdo permutacdes e as arestas
ligam pares de permutacGes cuja distancia é um, podendo essa distincia ser de trans-
posicio ou transposicao de prefixo. A Figure A.3 foi gerada pelo Mathematice e ilustra
tal grafo para permutagdes de tamanho 4 utilizando distancia de transposicao de prefixo.
De tal grafo é possivel extrair diversas informacotes fteis, como a distdncia entre per-
mutacdes, e testar conjecturas. Foi possivel ver, para permutacoes de comprimento até
7, que a permutacao reversa possul sempre a distdncia igual ao didmetro e que existem
diversas outras permutactes que também possuem essa distdncia. Infelizmente néo foi
possivel gerar ¢ grafo para permutactes maiores que 7 devido as restricoes de memdria e
tempo de execugao.

A biblioteca em Mathematica degsenvolvida neste trabalho estd disponivel na Internet
no endereco www.viniciusf.cjb.net ¢ € de uso livre para fins académicos.

A.2 Distribuicao Distancia x Pontos de quebra

Como as restrigbes das ferramentas em Mathematica que nfo permitiam elaborar al-
goritmos que envolvessem todas as permutacdes de tamanho n, com n > 7, decidimos
implementar um programa em C-+4 mais eficiente para buscar mais propriedades sobre
o conjunto de permutacoes.

Em particular, buscamos ¢ niimero de permutagdes para cada par (distdncia, pontos
de quebra de prefixo) e a distincia média. Curiosamente a distincia média aparenta estar
sempte em torno de 0.6(n — 1) para permutaces de comprimento n. Os resultados estéo
nas tabelas a seguir. Eriksson e colegas [12] mostram que a distincia de transposicio de

Frmp17
72

permutacbes aleatérias € na média
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Figura A.3: Grafo de distancias de transposicio de prefixo das permutacdoes de tamanho
4. As permutacoes faceis est@o indicadas por vértices de cor mais clara.

Distancia média

Distancia média/(n — 1)

L VI (e

= et O GO - O Ot

[

0.5
1.16666666666667
1.79166666666667
2.425
3.05694444444444
3.67579365079365
4.29097222222222
4.89711750440917
5.49496720679012
6.08778955226872

0.5
0.583333333333333
0.597222222222222
0.60625
0.611383888388889
0.612632275132275
0.612996031746032
0.612139688051146
(.610551911865569
(.608778955226872

Tabela A 1: Disténcia média.
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n=2 d=0 d=1] Total
b=111 0 1
b=2|0 0 0
b=3]0 1 1
| Total | 1 1 L2

Tabela A.2: Distribuicdo das permutactes de comprimento 2. O valor b represenia o
nimero de pountos de quebra de prefixo e d a distancia de transposi¢do de prefixo.

n=3 d=0 d=1 d=2 ] Total |
b=1]1 0 g i
b=20 0 O 0
b=310 3 0 3
b=4:0 0 2 2
Total | 1 3 2 6

Tabela A.3: Distribuicdo das permutacoes de comprimento 3. O wvalor b representa o
ntimero de pontos de quebra de prefixo e d & distdncia de transposigio de prefixo.

n=4d=0 d=1 d=2 d=3] Total
b=111 0 0 0 1
b=2:0 0 0 0 0
b=3 0 6 0 0 6
b=410 0 8 0 8
b=510 0 6 3 9
Total | 1 § 14 3 24

Tabela A.4: Distribuicdo das permutacgdes de comprimente 4. O valor b representa o
nimero de pontos de quebra de prefixo e d a disténcia de transposigio de prefixo.
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n=5|d=0 d=1 d=2 d=3 d=4] Total
b 111 0 0 { { 1
b=2 0 0 4y G {0 0
b=310 10 { 0 a 10
b=40 Y 20 { 0 20
b=2510 0 30 15 { 45
b=610 0 O 40 4 44
Total | 1 i0 50 25 4 120

Tabela A.5: Distribuiggo das permutagées de comprimento 5. O valor b representa o

nlimero de pontos de guebra de prefixo e d a disténcia de transposicic de prefixo.

n=6d=0 d=1 d=2 d=3 d=4 d=5 Total
b=111 ] 0 O 0 O 1
b=210 ] 0 O 4] G {
b=310 is O 0 0 0 15
b=4]0 4] 40 { 0 0 40
b=2510 ¢ 90 45 0 O 135
bw 610 0 0 240 24 §] 264
=710 0 0 90 170 5 265
Total |1 15 130 375 194 5 720

Tabela A.6: Distribuicgo das permutactes de comprimento 6. O valor b representa o

mitmero de pontos de quebra de prefixo e d a distdncia de transposicdo de prefixo.

=7id=0 d=1 d=2 d=3 d=4 d=5 d==86] Total
b=1]1 0 0 0 0 a ¢ 1
b=2 0 0 0 0 0 0 0 {
be 310 21 0 G 0 0 g 21
b=4]0 0 70 0 0 0 0 70
b=2510 O 210 105 0 0 0 315
b=60 0 0 840 34 0 0 924
b=7;0 0 0 630 1180 35 0 1855
b=28|0 0 0 0 1324 527 3 1854
Total |1 21 280 1575 2598 562 3 5040

Tabela A.7: Distribuicio das permutacdes de comprimento 7. O valor b representa ¢

nimero de pontos de quebra de prefixo e d a distancia de transposicéo de prefixo.
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n=8 d=0 d=1 d=2 d=3 d=4 d=5 d=26] Total
b= i O { 0 O t 0 1
bh=2.0 o 0 0 O 0 0 {
b=3 4 28 4] 0 0 0 0 28
h=410 0 112 { 0 {3 G 112
b=510 0 420 210 O 0 f 630
b= 0 0 { 2240 224 O 0 2464
b= 0 0 0 2520 4760 140 0 7420
b= ¢ 0 O { 10592 4216 24 14832
b= 0 0 0 0 2520 11176 1137 | 14833
Total 11 25 032 4970 18008 15832 1181 40320 5

60

Tabela A.8: Distribuico das permutactes de comprimento 8. O wvalor b representa o
ntmero de pontos de quebra de prefixo e d a disténcia de transposigio de prefixo.

n=9 |d=0 d=1 d=2 d=3 d=4 d=5 d=6 d=7 Total
b=1 |1 0 G 0 0 0 g 0 1
b=2 ;0 U 0 0 (0 0 0 0 0
b=3 |0 36 0 0 0 0 0 0 36
b=4 ;0 0 168 0 0 0 O 0 168
b=25 |0 0 756 378 0 0 0 0 1134
b=6 10 0 0 5040 504 0 0 O 5544
b=7 0 g 0 7560 14280 420 0 0 22260
b=28 | U 0 0 0 47664 18972 108 0 66744
b=9 |0 O 0 0 22680 100584 10233 0 133497
b=10 10 O 0 0 0 68410 63842 1244 | 133496
Total 11 36 924 12978 85128 188386 74183 1244 | 362880

Tabela A.O: Distribuicdo das permutactes de comprimento 9. O wvalor b representa o
niimero de pontos de quebra de prefixe e d a disténcia de transposi¢io de prefixo.
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!

ln=10:d=0 d=1 d=2 d=3 d=4 dw=5 d=6 g=7 d=28/| Total
b1 1 0 G i { G il 0 Y 1
b=2 |4 0 { 0 it it i 0 { {
E=3 140 45 0 0 it it O { 0 45
be=d 10 0 240 i 0 it 0 { 0 24
b=3 | 0 0 1260 630 ¢ 0 g 0 G 1890
b=6¢ 0 0 0 10080 1008 O 0 g 0 11088
b=7 |0 0 0 18800 35700 1650 0 0 0 55650
b=8& |0 0 g 0 15888C 63240 360 0 0 222480
b=9 |0 0 0 0 113400 502920 51165 0 E 667485
b=1010 O E 0 G 684100 638420 12440 © 1334960
b=11 10 0 ¢ o 0 113400 989244 231880 327 1334861
Total 1 45 1500 29610 308988 1364710 1678188 244430 327 3628200

Tabela A.10: Distribuicio das permutagoes de comprimento 10. O wvalor b representa o
nimero de pontos de quebra de prefixo e d a distancia de transposicao de prefixo.

n=11|d=0 d=1 d=2 d=3 d=4 d=5
b=1 |1 0 0 0 0 0

b=2 {0 0 0 0 0 0

b=3 |0 93 0 0 ( 0

b=4 |0 0 330 { 0 0

b=5 |0 0 198G 990G 0 0

b=6 |0 0 J 18480 1848 0

b=7 {0 { 0 41580 78540 2310
b=8 |0 0 0 g 436920 173910
b = 0 0 0 v 415800 1844040
b=10]0 0 0 0 0 3762550
b=11|0 0 0 0 0 1247400
b=1210 0 0 0 0 0

Total |1 55 2310 61050 933108 7030210

Tabela A.11: Distribuicgo das permutactes de comprimento 11. O valor b representa o
nimero de pontos de quebra de prefixo e d a distancia de transposigac de prefixo.
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n=111d=26 d=7T d=8 d=9 Total
be=1 10 0 G g 1

b=2 0 g 0 a 0

b=3 |0 b 0 0 35

b=4 |0 O 0 0 330
b=5 |0 {0 0 0 2070
b=6 | { 0 G 0 20328
b=7 0 0 0 0 122430
b==8 |990 0 0 0 611820
b= 187605 ¢ 0 0 2447445
b =10 3511310 68420 0 0 7342280
b =11 10881684 2551890 3597 0 14684571
b =12 15131953 9139366 413248 3 14684570
Total | 19713542 11759676 416845 3 39916800

Tabela A.12: Distribuicdo das permutagdes de comprimento 11 {continuagao). O valor b
representa o ntmero de pontos de quebra de prefixo e d a disténcia de transposicio de

prefixo.
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