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Resumo 

Este trabalho tem como tema central a proposta de um método de resolução eficiente 
do Problema de Máxima Satisfatibilidade Ponderada. Esta proposta tem sua 
motivação em uma classe de instâncias deste problema que pode ser resolvida em 
tempo polinomial. 

A classe de interesse neste trabalho é a das instâncias cujo grafo de co-ocorrência 
associado é uma kwárvore. O algoritmo capaz de resolvê-lo em tempo linear é um 
método algébrico conhecido como Algoritmo Fundamental de Hammer, Rosenberg e 
Rudeanu em sua versão modificada proposta por Crama, Hansen e Jaumard. 

A abordagem deste trabalho está na utilização de métodos enumerativos, branch & 
bound como são mais frequentemente citados, de modo a transformar instâncias gerais 
em instâncias pertencentes à classe de interesse. Deste modo, tanto a enumeração 
como a resolução algébrica podem ter suas tarefas simplificadas. 

Três estratégias para esta combinação algébrico-enumerativa foram propostas e 
implementadas. Os algoritmos resultantes foram extensivamente testados em 
diferentes conjuntos de instâncias, sendo seus resultados comparados com 
implementações dos algoritmos puramente algébrico e puramente enumerativo. 

Esse trabalho apresenta também uma generalização dos limites superiores propostos 
por Hansen para programação não-linear 0-1 para o caso em que variáveis 
complementadas são incorporadas aos termos. Esses limites além de integrados ao 
método proposto, foram implementados e testados individualmente. 



Abstract 

The proposal of an efficient resolution on method for the Maximum Satisfiability 
Problem is the object of this work. The motivation for thís proposal relies on a special 
class of instan.ces that can be solved hy a linear time algorithm. 

Th.is class is the one for which the co-occurrence graph assocíated to the instance is a 
partial k-tree. It was shown by Crama, Hansen and Jaumard how the Basic Algorithm 
of Hammer, Rosenberg and Rudeanu, an algebraic method, an solve these instances in 
linear time. 

The approach here proposed consists ín applying an enumerative method to derive 
from any general instance severallinear time instances that constitute a partition of the 
solution space. This allows the enumerative and the algebraic approaches to have their 
tasks simpli.fied. 

Three strategies of this algebraic-enumerative combination where proposed and 
implemented. The resulting algorithm where tested on several different data sets. The 
results where compared with both algebraic and enumerative pure approaches. 

This work also generalizes Hansen1s upper bounds and penalties for non-Iinear 0-1 
programming to the case where complemented and uncomplement variables appear in 
the product terms. These where also ímplemented, tested and incorporated to the 
combined codes. 
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Capitulo 1 Introdução 

1.1 Objetivo 
-----

O principal objetivo deste trabalho está em estudar e desenvolver técnicas para a 
resolução de problemas de programação não-linear em variáveis 0-1 sem restrições. 
Neste trabalho esse problema será referenciado como o problema de máxima 
satisfatibilidade ponderada e selá denotado por w-MAXSAT. 

O problema w-MAXSAT é uma generalização do' problema de satisfatibilidade (SAT), 
um dos problemas exaustivamente estudados em otimização combinatória. Este 
interesse poOO ser atribuído inicialmente à demonstração de sua pertinência à classe 
NP-completo, por Cook 1971 e mais tarde ao seu papel fundamental no campo da 
Inteligência Artificial. 

O problema SAT pode ser enunciado da seguinte forma: dado um conjunto de 
variáveis lógicas e subconjuntos deste conjunto de variáveis (complementadas ou 
não). determine se existe uma atribuição de valores "verdadeiro" ou "falso" às 
variáveis 16gicas tal que todo subconjunto possua pelo menos uma variável ou com 
valor «verdadeiro", caso esta não esteja complementada, ou "falson, caso esteja. Ou 
seja, baseia-se em verificar se todos estes subconjuntos podem ser satisfeitos 
simultaneamente. Uma expressão booleana está na forma normal conjuntiva (CNF) se 
sua composição é um produto booleano de subconjuntos do conjunto de variáveis. 
Essa expressão é satisfeita se, e somente se, existe alguma atribuição de valores 
"verdadeiro" e "falso" às variáveis, de tal forma que seu valor seja avaliado 
verdadeiro. Assim, uma expressão booleana corresponde a uma instâncía do problema 
SAT. No problema w-MAXSAT, atribui-se pesos às cláusulas e o que se deseja é 
encontrar uma atribuição às variáveis que forneça o máximo para o somatório dos 
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pesos. Observe que os pesos associados às cláusulas podem ser negativos. Assim a 
satisfatibilidade de todo o conjunto de cláusulas pode não corresponder à melhor 
solução. 

Além da importância teórica, como em Lógica e Complexidade Computacional, os 
problemas SAT e w-MAXSAT. possuem também importância prática como em testes 
de VLSI. consistência de banco de dados e base de conhecimentos em sistemas 
especialistas. Tanto o-. problema SAT quanto o w-MAXSAT podem modelar uma 
grande variedade de problemas práticos de otimização, como apresentado na seção 
1.3. 

Devido a equivalêncía do problema w-MAXSAT ao de programação não-linear 0-1 
(PNL-01) sem restrições e este (último) possuir uma vasta literatura, pode-se dispor do 
que foi desenvolvido na sua resolução para resolver w-MAXSAT. Dentro desta 
literatura encontram-se métodos que se utilizam de manipulações algébricas para 
encontrar sua solução ótima conhecidos por métodos algeôricos. Como exemplo 
destes métodos pode-se citar o Algoritmo Fundamental de Hammer, Rosenberg e 
Rudeanu [HRR63]. Uma evolução deste algoritmo foi proposta por Crama, Hansen e 
Jaumard [CHJOO]. A abordagem teve sua motivação nos casos polinomiais de w­
MAXSAT. Nestes casos, este algoritmo é capaz de explorar a existência de estruturas 
de k-árvores parciais. no grafo de co-ocorrência definido pela instância a ser resolvida. 
Entretanto a eficiência deste algoritmo é reduzida para instâncias gerais. Na prátic~ a 
resolução de w-MAXSA:r pelo métoOO de enumeração implícita tem demonstrado 
uma eficiência superior a das outras abordagens. 

O cerne ~ta dissertação é a combinação dos métodos algébricos com os 
enumerativos e confrontar os seus resultados com os de outros algoritmos 
anteriormente propostos. AB próximas seções deScrevem a definição fonn.nl do 
problema w-MAXSAT, algumas de suas aplicações e, finalmente, a organização da 
dissertação. 

1.2 Definição do problema 
-----

Sejam X = {x1'x2, ... ,x,}, um conjunto de variáveis booleanas, a, uma atnbuição 

de valores a X, e t, uma função t: X- {True,False} . Se t(x) = True, diz-se 

que x é verdadeiro sobre t; se t (x) = F alse, diz-se que x é falso sobre t. Se~· é uma 

variável em X, então xi e ;, são literais sobre X. O literal xi é verdadeiro se, e somente 

se, a variável xi é verdadeira; o literal Xi é verdadeiro se, e somente se, a variável x1 é 

falsa. 

Uma cláusula sobre X, é um conjunto de literais, tal como {x1, ~. x5}. Ela representa 
a disjunção dos literais e é satisfeita por uma atribuição verdadeira se, e somente se, 
pelo menos um de seus literais é verdadeiro sobre esta atribuição. A cláusula acima é 
satisfeita. por t a menos que a(x1) ... F, a(X:3) ... T, e a(x5) .. F. Uma coleção C de 
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cláusulas sobre X é satisfeita se, e somente se, existe alguma atribuição verdadeira 
para X que satisfaça simultaneamente todas as cláusulas pertencentes a C. Tal 
atribuição é chamada uma atribuição verdadeira satísfatfvel para C. 

O problema SAT poOO ser definido como segue: 

Instiincia: um conjunto X de variáveis booleanas, uma coleção C de cláusulas sobro 
X. 

Pergunta: existe uma atribuição verdadeira para C? 

Observe o seguinte exemplo: 

Seja C= (x1 vx2 ) · (i3 vi4) • (X1 vi3 vx4) · (x2 vx3 vi4); 0 que 

se deseja é uma atribuição para x1, Xz, x3 e x41 tal que todas as cláusulas de C 

sejam satisfeitas. 

Para isto, pode-se ter x1 = True; X:2 = True; x3 =F alse e x4 = True. 

Considere agora o seguinte conjunto de cláusulas: 

Seja C= (x1 vx
2

) • (i3 vx4) · (i 1 vx2) • (x1 vi2) · (i1 vi2); 

como no caso anterior, deseja-se uma atribuição para x1, xz, x 3 e x4 tal que 

todas cláusulas de C sejam satisfeitas. 

Não existe uma atnbuição para os elementos de X que satisfaça todas as 
cláusulas do conjunto C. 

O contexto de Inteligência Artificial possui um interesse particular em extensões do 
Problema SAT. Uma classe abrangente de Sistemas Especialistas tem sua base de 
conhecimento definida como um conjunto de regras do tipo "se [condição] então 
[conseqüência]" e um conjunto de eventos realizados ('Rule Bascd Expert Sy.stems" 
[BS85D. Os eventos realizados e a realizar, aqueles sobre os quais se quer utilizar o 
conhecimento obtido, são representados por variáveis lógicas (ou seja, cada evento 
ocone ou não). 

Da mesma forma o conhecimento representado por "se [evento x 1 ocorre] então 
[ocorre xz]", ou seja, x 1 -~ é incorporado à base de conhecimento ao se incluir a 
cláusula x1v.xz. Eventualmente a base de conhecimento é inconsistente e a resposta 
negativa ao problema SAT associado detecta inconsistência no conhecimento 
utilizado. O problema de eliminação desta inconsistência se reduz a determinar que 
regras devem ser retiradas da base. Diversas são as estratégias para o tratamento deste 
problema; procura-se com maior freqüência reter o máximo do conhecimento. Deste 
modo, a questão "qual é o máximo de cláusulas (regras) que podem ser satisfeitas?" 
vem a mente de forma natural. Define-se então um problema em que se busca 
satisfazer o máximo de cláusulas e não apenas verificar se todas podem ser satisfeitas. 

3 



Definição do problema 

Este problema é conhecido na literatura como o Problema de Máxima 
Satisfatibilidade, definido como segue: 

Instancía: conjunto X de variáveis booleanas, uma coleção C de cláusulas sobro X e 

um inteiro as I C! . 

Pergunta: existe uma atribuição verdadeira para X que satisfaça pelo menos a das 
cláusulas de C? 

Assim, no exemplo anterior, existe uma atribuição verdadeira para um a = 4, isto é, 
pelo menos quatro cláusulas seriam satisfeitas, com x1 = T, Xz = T, x3 =F e x4 =F, ou 
x1 = T.Xz=F,x3 = Tex4= T. 

Pensando-se em termos de Sistemas Especialistas é natural que certas regras sejam 
mais importantes que outras, seja por terem sido mais testadas, seja por terem síOO 
concebidas com maior embasamento teórico. Deste modo, se pesos são associados às 
regras de acordo com a sua confiança, então pode-se definir um problema para tentar 
satisfazer o máximo do somatório dos pesos das cláusulas. 

Este problema é conhecido por Problema de Máxima Satisfatibilidade Ponderada, 
definido como segue: 

Instâncía: conjunto X de variáveis booleanas, uma coleção C de cláusulas sobre X e 

pesos ro (i) E Z, i E C associados às cláusulas de C. 

Pergunta: existe uma atribuição verdJJdeira para X que maximiu ~ ffi (i), 
iECS(x) 

onde Cs é o subconjunto de C satisfeito pela atribuição sobre X? 

Considere o seguinte exemplo: 

Sejam 

c
4 

= (x
1 

v X
2
), c

5 
= (X 

1 
v i

2
) } uma coleção de cláusulas e ro1 = 120, 

ro2 = 40, WJ = -30, m4 = 60 e w5 ::: -50, os pesos das cláusulas. Utilizando-se 

das mesmas atribuições do exemplo anterior tem-se que o máximo dos pesos 

dascláusulasencontradocomx 1 =T,x 2 =T,.x 3 =Fex 4 :::F~é ~mi::: 190. 

Enquanto, para x1 = T, xz =F, x3 ::: Te x4 = T, obtém-se ~ m i = 170. 

O problema SAT possui duas classes de instâncias, muito conhecidas, que são 
resolvidas em tempo polinomial: a primeira, 2-Satisfatibilidade (2SAT), onde cada 
cláusula contém no máximo dois literais. Aspvall, Plass e Tarjan [API79], 
propuseram um algoritmo para resolver o 2SAT em tempo OdCj). A segunda classe, é 

4 
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Hom Satisfatibilidade (HORN-SAT), onde as instâncias desta classe contém cláusulas 
do tipo Horn, isto é, a cláusula possui somente um literal positivo (não 
complementado). Dowling e Gallier [DG84], propuseram um algoritmo, para HORN­
SAT, em tempo O(l), onde l é o tamanho do problema, isto é, o número total de 
ocorrência de literais. No caso geral, o problema SAT pertence à classe NP-completo 
[Cook7!]. 

O problema MAXSAT pode facilmente ser demonstrado pertencer à classe NP­
completo; basta considerar a = !C! e obtém-se o problema SAT. 

Analogamente, pode-se mostrar a pertinência do problema w-MAXSAT à classe NP­
completo, basta, para tal, colocar os pesos das cláusulas iguais a 1, obtendo assim o 
problema MAXSAT. 

O problema w-MAXSAT também é referenciado na literatura como programação 
pseudo-booleana (Hammer e Rudeanu [HR68]), maximização de uma função real 
definida em variáveis 0-1, ou simplesmente MAXSAT (Georgakopoulos, Kavvadias e 
Papadimitriou [GKP88]). 

1.2.1 Jf'ormulação Matemática 

Considere um conjunto C = { Cl' C2, ... , Cm} de cláusulas definidas sobre um 

conjunto X = { x 11 x2, ... , xn} de variáveis booleanas. Seja Cs(X) Ç C o conjunto das 

cláusulas satisfeitas por uma atribuição de valores a X. A formulação do problema w­
MAXS.A:r como um problema de decisão é enunciada da seguinte forma: 

Versdo decisão: dados um conjunto X de variáveis booleana.s1 um conjunto C de 

cláusulas, pesos ro (i) E Z, i E C associados às cláusulas e um número 
a E [l:.min (O, ro ;) , l:.max (O, w1) ] . Deseja-se saber se existe uma atribuição para 

as variáveis de X, tal que 

~ w(i)~a 

iEG,s (X) CC 

O maior interesse está na formulação do w-MAXSAT, como senOO um problema de 
otimização, enunciado como segue: 

Versão otimi:u.Jgão: dado um conjunto C de cláusulas sobre um conjunto X de 

variáveis bookanas e pesos w (i) E Z, i E C associados às cláusulas de C. 

Determine uma atribuição verdadeira para X que maximize L: ro (i). 
iECS(X) 
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1.2.1 •. 1 Programação não-linear 0~1 sem restrições 
Esta formulação também pode ser referenciada como problema de maximização 
pseudo-booleana ponderada sem restrições, observe a equação 1.1. 

m 

Max /(x) : }; ro - I1 x. I1 x 
N,Nk J - J 

k =1 jENk jENk 

(Eq1.1) 

xj : (0, 1} j=1,2, ... ,n 

xj = 1-xj 

jrj = m,ro _.o 
NkNk 

onde, Nk (resp. Ni) é o conjunto dos índices das variáveis não­
complementadas (resp. complementadas) no termo k. Note que no caso de 
um termo constante tem-se Nk,. Nk"" 0. Como exemplo desta formulação 
considere a função: 

A formulação apresentada na equação 1.1 será utílizada no transcorrer desta 
dissertação. Uma justificativa desta escolha é que a representação na forma normal 
conjuntiva, utilizada no início desta dissertação, pode ser transformada na formulação 
acima. Para tal, utiliza-se da lei de De Morgan, da álgebra boolea.na, e do fato de que 
em variáveis 0-1 tem-se (xl A xi) • (x1·x:z) e Xj • (1 - Xj)· 

Considere o seguinte exemplo, onde as cláusulas são x1vX:z e x2v:X3 com 
pesos 5 e -7 respectivamente. A função pseudo-booleana correspondente é: 

Max (Eq 1.2) 

Pela lei de De Morgan, A v B = Ã A B ver [HR68], obtém-se: 

Max (Eq 1.3) 

Portanto, a equação 1.2 é equivalente à equação 1.3. 
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Agora utilizando-se do fato das variáveis serem O~ 1, obtém-se a formulação 
dada pela equação 1.1 para a equação 1.3: 

MAX 

1.3 Aplicações 
-----

1.3.1 Problema de Detecção de Palhas 
O crescimento da densidade dos circuitos em chips VLSI torna, a cada dia, o problema 
de detecção de falhas em um chip produzido mais complexo [Roth66, Goe181, BF76]. 
Deste mock>, o interesse em métodos para resolução desse problema é cada vez maior. 
Esse problema pode ser enunciado da seguinte forma: existe algum padrão de entrada 
e/ou saída que pode detectar num circuito combinacional C uma falha de 
emperramento a O ou a 1? Fuji [Fuji90] demonstrou que esse problema é NP~ 
completo. Uma maneira de resolver esse problema é considerar uma formulação do 
problema SAT, onde as linhas de entrada do circuito representam as variáveis e as 
portas lógicas representam os termos. Considere o exemplo seguinte: 

Seja F uma expressão formada por cláusu~as CNF, onde cada variável 
aparece no máximo 3 vezes. Sem perda de generalidade, sejam cl, c'},;> ... , CP 
e Cp+1, Cp+z, ... , Cq as cláusulas com variáveis não.-complementadas e 
complementadas, respectivamente. A partir da expressão F constrói-se um 
circuito combinacional, apresentado na figura 1.1, de forma que: 

* 0 1, Oz, ... , OP são portas OU e correspondem as cláusulas C11 Cz, ... , CP tal 
que as linhas de entrada de Oi conespondem as variáveis de C i. Por exemplo, 
considere uma cláusula c i ""xl + Xz + Xj, então a saída de oi será xl + ~ + Xs:· 

• A1, A2, ... , Aq-p são portas E e correspondem às cláusulas Cp+lo Cp+2• ... , 
CP tal que as l~as ~entrada de Ai correspondem as variáveis de Cj' Por 
exemplo se Cí = x1 + -'-2• então Aí é x1 • x2. 

A falha de emperramento a O (E4LSE.) na entrada X0 é detectada se, e 
somente se, existe um teste tal que todas as saídas das portas O; são 1 
(TRUE) e de Ai siío O (FALSE). Portanto a falha de X0 , fixado em O (FALSE), 
é detectável se, somente se, a expressão F é satisfatível. 
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Exemplo do problema de detecção de falhlll'l. 

1.3.2 Inconsi.•tência de Base de dados em Sistemas Especiali.•tas 
Em sístemas especialistas [HWL83~ NP+85], base de dados são utilizadas como 
informação para o estudo sobre os objetos. Essas bases são usualmente expressadas 
por implicações lógicas. Neste caso, utiliza-se dos métodos de álgebra booleana para 
reescrever estas implicaçêíes como um conjunto de· cláusulas. Como ilustração, se as 
informações estão representadas pelas seguintes implicaçOOs x1-xz., x1-x3, _:4-X;z., 

utilizando-se a regra de eliminação condicional de álgebra booleana, obtém-se x1 v Xz, 

~ v X:;. i 4 v xz., as quais constituem o conjunto de cláusulas. Um importante problema 
prático é verificar a consistência da base de dados depois de uma atualização feita pela 
adição e deleção de algumas das implicações. Se a base de dados não é consistente, é 
desejável encontrar o menor conjunto de implicações que será removido, ou todos os 
conjuntos mínimos de implicações, em seqüência, a fim de restaurar a consistência. 
Assim, este conjunto pode ser obtido com a resolução do problema MAXSAT 
formado pelas cláusulas correspondentes às implicações da base de dados. 

1.3.3 Consistência em Consultas de Base de dados 

Esse problema [GMN84, ASM85], que originou-se em banco de dados evolutivos, 
usam ferramentas de programação 16gica par:a armazenar seqüencialmente as 
informações. Tipicamente, num problema mais geral de restrições de integridade, 
deseja-se saber a razão na qual o sistema não pode responder algumas consultas. A 
16gica pode ser utilízada como uma representação da linguagem e como um sistema de 
inferência. Assim, com este mapeamento pode-se caracterizar a resposta a consulta 
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encontrando uma resolução para o problema SAT, Devido a grandes números de fatos 
na base de dados corrente e também pelas numerosas atualizações dinâmicas, este 
problema é difícil para ser resolvido na prática; assim heurísticas eficíentes são 
necessárias. 

1.4 Organização da tese ----
O segundo capítulo, apresenta uma breve revisão de alguns dos métodos exatos e 
aproximados existentes para a resolução do problema w-MAXSAT, formulado na 
seção 1.2.1.1. Dentro dos métodos exatos, tem·se a motivação no algoritmo algébrico 
pela eficiência obtida em algumas classes do problema w-MAXSAT. A seguir estuda­
se a complexidade desse algoritmo. Ainda na classe dos métodos exatos o estudo 
concentra-se em algoritmos de enumeração implícita. Na classe dos métodos 
aproximados são abordadas heurísticas de construção, de Busca Tabu e Simmulated 
Annealing. 

O terceiro capítulo apresenta um algoritmo hlôrido para resolução do problema W· 

MAXSJU: denominado ALGEN. Este algoritmo baseia-se na combinação de um 
algoritmo algébrico com um algoritmo de enumeração implícita. O capítulo descreve 
ainda uma formulação do algoritmo de enumeração implícita utilizado na combinação. 
Esta se utiliza de generalizações de cálculo dos limites superiores, definidos por 
Hansen [Hans79], para a função do problema representado pela equação 1.1. 

A definição de estratégias para o algoritmo ALGEN pode ser vista como um problema 
aparentemente novo na literatura. Este problema, que corresponde a uma 
generalização do Problema de Verificação da Existência de uma k·átvore apresentado 
por Arnborg, Comeil e Prosk:urowski em [ACP87], é abordado no quarto capítulo. 
Ainda neste capítulo, são descritas algumas heurísticas para a sua resolução 
aproximada. 

O quinto capítulo apresenta os resultados das experiências computacionais descritos 
por tabelas e gráficos de comparações e de comentários destes resultados. 

No sexto capítulo são apresentadas as conclusões e a::; contribuições deste trabalho. 

E finalmente no apêndice A, apresenta-se a demonstração fonnal dos limites 
superiores utilizados pelo algoritmo de- enumeração implícita, que faz parte do 
algoritmo proposto ALGEN. 



Capitulo 2 Revisão Bibliográfica 

Este capítulo, apresenta alguns algoritmos da literatura para a resolução do problema 
w-MAXSAT. A apresentação de uma lista exaustiva de artigos sobre este problema 
seria muito extensa e está além dos objetivos desta dissertação. Deste modo, discute-se 
aqui apenas as principais técnicas de resolução. 

Inicialmente apresenta-se a classe dos algoritmos algébricos, exemplificada pelo 
Algoritmo Fundamental, de Hammer, Rosenberg e Rudeanu. Em seguida, são 
descritas as características básicas de um algoritmo de enumeração implícita. 

Esse capítulo aborda também alguns métodos aproximados, algoritmos heurísticos, 
para a resolução do problema w-MAXSAT, onde são apresentadas heurísticas de 
construção e meta-heurísticas. 



Introdução 

2.1 Introdução 
----

Existe uma variedade de técnicas que podem ser utilizadas para a resolução de w­
MAXSAT. Este capítulo aborda, brevemente, dois métodos encontrados na literatura. 
Estes métodos podem ser classificados como: métodos exatos, aproximados, de 
linearização composto de algoritmos enumerativos e de planos de cortes. Vários 
desses métodos são mais adequados para resolver os casos com restrições para o 
problema w~MAXSAT, como linearização. Assim, o estudo concentra~se sobre os 
métodos exatos e aproximados que são eficientes em problemas com e sem restrições. 

2.2 Métodos Algébricos 
----

2.2.1 Introdução 
Métodos algébricos são métodos exatos que se utilizam de manipulações algébricas 
para determinar a solução ótima para um problema. Um exemplo de método algébrico 
é o Algoritmo Fundamental, desenvolvido I_Xlr Hammer, Rosenberg e Rudeanu 
[HRR63] e proposto há mais de 30 anos. Uma forma simplificada dada por Hammer e 
Rudeanu está apresentada no livro "Bookan Methods in Operations Resean:h and 
RelatedAretl$" [HR68]. Este algoritmo determina o máximo 00 uma função não-linear 
em variáveis 0-1 ou pseudo-booleana utiJizanOO-se uma eliminação recursiva de 
variáveis. Af. condições de otimalidade local são exploradas para a produção, em cada 
iteração, de uma nova função dependente de menos variáveis e que tenha o mesmo 
valor ótimo do passo anterior. 

Não se sabe de nenhum esforço de programação deste método. Atribui-se tal fato à 
grande dificuldade de implementação das manipulâ.Ções de fórmulas booleanas. Além 
disso, o espaço de memória necessário (para armazenar resultados intermediários e 
mesmo a nova função) é frequentemente muito grande. Isto inviabiliza a resolução de 
problemas de porte médio nos computadores disponíveis na década de 70. Assim, com 
o aparecimento de novos métodos, o Algoritmo Fundamental foi deixado de lado até 
recentemente quando Crama, Hansen e Jaumard [CHJ90] prosseguiram no estudo 
deste algoritmo considerando os seguintes aspectos: 

(I} o fato do Algoritmo Fundamental poder ser adaptado para solucionar 
eficientemente problemas pertencentes às classes particulares, mesmo não 
apresentando um bom desempenho para instâncias arbitrárias; 

(11) a possível simplificação de alguns passos do Algoritmo Fundamental; 

(UI) a disponibilidade de computadores poderosos com o tamanho da memória 
eleva~ implicando num aumento substancial do tamanho dos problemas que se 
poderia resolver. 
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2. 2.2 O Algoritmo llundamental 

O problema w-MAXSAT é equivalente a maximização de um polinômio em variáveis 
booleanas complementadas ou não (conforme apresentado na seção 1.2.1 ). Desde 
modo, para resolução de w~MAXSA:I', apresenta~se o esquema do Algoritmo 
Fundamental de Hammer, Rosenbcrg e Rudeanu. Seu procedimento combina a 
programação dinâmica de Bellman [Bell57] com técnicas booleanas, onde necessita~ 
se a resolução de equações e inequações pseudo-booleanas. 

O Algoritmo Fundamental se processa eliminando uma variável por iteração. A 
condição de otimalidade local é utilizada para determinar o valor ótimo da variável 
eliminada. Esse valor ótimo é dado por uma expressão booleana dependente somente 
das variáveis restantes. Em seguida, a função a ser maximizada é reescrita nas 
variáveis restantes subslituindo-se a variável eliminada pela expressão calculada. 

Apresenta-se a seguir, o esquema do Algoritmo Fundamental proposto por Hammer, 
Rosenberg e Rudeanu [HRR63] para a resolução de w-MAXSAT. 

Algodtmo Fundanrental 

Seja f, (.x,,.xi+i' •.. , X11 ) 

Logo, como {1 contém todas asn variáveis,/1= f. 
Colocando.se em evidênciax1 na função fv obtém-se A como segue: 

h~~···~·~···~~--~·~~~--~ 
onde as funções g1 e h1 não dependem de x1• 

A condição de otímalidade local requer que o valor ótimo de x1 seja 1 se g1 é 

positivo, O se g1 é negativo e a.tbitrário quando g1 se anula. Desde modo, x~ é dado 

pela fwção q,1 deímida abaixo: 

se g
1

(x
2
,x3, ••• ,:x,.) >0 

caso cOfltrária 

Assumindo~ se que +i tenha sido obtida, pode~se escrever / 2 substituindo x1 por 1}1, 

[1 (x2,x3, .•. , .x,.) = / 1 ( $1 (x2, x3, ... ,x,.), x 2, xy .•. , x,.) 

Reduzindo-se assim a maximiz.ação da função origínal em n variáveis para a de 
f'b a qual depende somente de n -1 variáveis, x2' x3, ... ,x

11
• 

Prossegue-se no processo de eliminação para x 2,x3, ••• ,x,._ 1 , sucessivamente até 

a obtenção de uma função dependente somente de uma variável, x,., representada por 

f,.(x,.) = C,.x,.+D11 

{
1. 

X : 
" o, 

:se C,_>O 

caso contrário 

Assim, conbecendo~se o valor de X: , pOOe~se detenninar x:_px:_ 2, ... ,x~, 

recu:rnivamente, sendo 
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• {o' X-IJ. = 

2.2.2.1 Análise de Complexídade do Algoritmo Fundamental 
Observe que a eficiência desse algoritmo depende de quão rápido as funções 

booleanas ~1' ~ 2 , , .. , 4t 
11

_ 1 são determinadas, o que pode ser feito de várias formas. 

Uma forma simples, porém longa, de se obter Ki é considerar todas as possíveis 

atnbuições, zero ou um, às variáveis xi+l• xit-2> ... , XI..· Então $1 é definida como a soma 

de produtos de li+l• li+Z1 •.• , l", onde li é um literal de xi (xi ou;,). Esses produtos 

correspondem a cada uma das atribuições de valores a xi+l> xi+Z• •.. , x 11 que possui gi 
positÍVO. [i será Xj quando Xj ÜVC! valor 1 na atnbuiçáo correspondente e Xi caSO 

contrário. 

Por exemplo: 
Se g 1(xz, x3, x4) - -4~ + 6x~ 4 - 1 então as atnbuições que tem g1 positivo 

são Xz. = T, x3 = T e x4 ~= F_ ou~ = F, .x;, =. '{ e x4 = F. Os produtos 1/s 
correspondentes são~ 4 e~ 4 • 

A complexidade de determinar a função 4'i• desse modo, é exponencial no número de 

variáveis de Kí• pois é realizada uma enumeração completa. Considerando tais 
aspectos, Crama, Hansen e Jaumard [CHJ90] propuseram o uso da técnica branch­
and-bound para reduzir as manipulações booleanas envolvidas no processo de 
eliminação, que entretanto também executa um número exponencial de operações no 
pior caso. 

Considere si o conjunto das variáveis pertencentes a g;, tal que 

Si C {xi+l'Xi+Z' ... ,xn}, para i -1, 2, ... , n-1. 

Teorema 2.1 (Cram~ Hansen e Jaumard [CHJ90]) O Algoritmo Fundamental 
resolve o problema w-.MAXSAT em tempo linear, para toda instância de w-MAX­

SAT que tenha kMAXcomo limitante superior de jS1] para todo i. 

Dem: Pela hipótese, ]S;! é limitado em todo o processo (i ... 1, 2, ... , n -1), 
por uma constante kMAX. O esforço computacional em cada passo da eliminação 
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tem, portanto, um limite superior constante da ordem de zk..v.u. Como o 
processo de resolução termina após n eliminações, o Algoritmo Fundamental 

resolve o problema w-MAXSAT em tempo linear, isto é, O ( n2kMAX). 

• 
Pode-se verificar que o número de variáveis que aparecem em g1, !S,j, varia de acordo 
com a ordem na qual as variáveis são eliminadas. Como conseqüência, a máxima 
eficiência do Algoritmo Fundamental será obtida pela seqüência de eliminação que 
minimizao máximo da cardinalidade de S1 (visto que o número de possíveis condições 
na iteração i é exponencial no número de variáveis em gi)· 

O problema agora está em encontrar a seqüência que determina o mínimo do máximo 

[S11 (para i .., 1, ... , n), dentre todas as seqüências de eliminação possíveis. Para 

compreender melhor este problema, considere um grafo auxiliar definido pela 
instância a ser resolvida. Este grafo é denominado grafo de co-ocorrência. 

Definição 2. 1 Um grafo de co~ocorrência, de uma função não-linear O~ 1, é definido 

como sendo Gc::: (V.A), onde o conjunto de vértices V::: {xpx2, ... ,x,.} 

corresponde às variáveis da função 0-1 e o conjunto de arestas 

A= { (x1,x) j 3(N..,Nk) E r e i E (NkUNk) e jE (NkUNk)} está 

associadc às cláusulas da função. 

Veja na figura 2.1 o grafo de co-ocorrência correspondente à equação 2.1. 

(Eq 2.1} 

O processo de eliminação de uma variável da função j{x) que leva fl(xlo ... , xJ à 
/z(XJ; ... ~ x,J reflete~se no grafo de co-ocorrência de forma mais complexa que a 

simples eliminação do vértice correspondente a .x1. Isto é, a função fz(x.z. ... , Xn) poderá 
conter termos reunindo variáveis que não apareciam em/1 em um mesmo termo. Com 

isto, arestas que não estavam presentes em G; (denota-se por G~ o grafo de co-

ocorrência de !J(xi• ... , xn)) estarão em G~. O conjunto destas arestas é denotado 1Ç 
(.iÇ para a função /;). As arestas que são adicionadas correspondem ao que é 

denominado de fiU-m de uma eliminação (ver [IITL76]). Obse.ve a figura 2.2. 

Apresentam-se a seguir algumas definições de teoria dos grafos, dadas por Arnborg et 
ai [ACP87]. Para conceitos gerais de teoria dos grafos, recomenda~se consultar Bondy 



Figura 2.1 

Figura 2.2 
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Grafo de co-ocorrência referente a equação 2.1. 

e Murty [BM80]. Será considerado, nesse texto, que todos os grafos são simples e não­
direcionados. 

Definição 2.2 Um vértice v é simplicial num grafo G se os vizinhos de v induzem um 

subgrafo completo em G. Yéja figura 2.3. 

Um esquema de eliminação é uma ordenação n dos vértices de um grafo. Observando 
o processo de eliminação, verifica·se que no pior caso apareceram termos que 
combinam todos os pares de variáveis da variável el.imina.da. O grafo formado pela 

Conjunto K! = { (x3,x4)} formado pela eliminação do vérticex1. 

I.Xl\. 
/ "'1< ' 

/ I\ ' 
/ \ \ ....... 

I 
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Figura 2.4 
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Os vértices sombreados são vértices siruplicíais, 

inserção das arestas de x!, G ... (V. A U .J;'lt) onde F' contém as arestas de iÇ. Se a 

aresta ( u, v) E Y então existe um vértice w precedendo u e v em n tal que w é 

adjacenteauev,mas (u,v) ~A. 

No grafo da figura 2.2, considere a eliminação dos vértices 1t ... {x6, x:a. x3, X4> x1, x5}, 

assim as arestas de F' .seriam P- {(x3, .x4), (xl, xs)}. Veja o grafo da figura 2.4. 

Definição 2.3 Um grafo tem um esquema de eliminação perfeito se existe :n: tal que P 
é vazio, isto é, existe uma ordem de eliminação dos vértices de G tal que cada 
vértice ao ser elimitJadc seja simpliciaL 
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Uma k-árvore é um grafo com k + 1 vértices completo. Portanto, uma k-árvore com n 
vértices (n > k + 1) pode ser construída a partir de uma k-árvore com n -1 vértices, 
adicionando-se um vértice adjacente somente aos vértices de qualquer clique de k­
vértices do grafo. Uma k-árvore possui um k-esquema de eliminação perfeito, se os 
primeiros n - k vértices são eliminados com grau k. Uma k-árvore parcial é qualquer 
grafo obtido pela remoção de arestas de uma k-árvore. 

Assim, encontrar a melhor seqüência de eliminação para o Algoritmo Fundamental é 
equivalente encontrar a k-árvore parcial, com o menor k possível, no grafo de co­
ocorrência. Esse problema foi formulado por Arnborg, Comeil e Proskurowski 
[ACP87] como o do reconhecimento de uma k-árvore parcial e definido como segue: 
dado um grafo G e um inteiro l, existe uma k-árvore parcial onde k s l ? Arnborg et al. 
provaram que esse problema é NP-completo e propuseram também um algoritm(} que 
reconhece uma k-árvore parcial para um dado k em tempo polinomial, mais 
precisamente em O(nk+2). O Algoritmo Fundamental que utiliza o grafo de co­
ocorrência para seleção sucessiva da próxima variável a eliminar é denominado 
Algoritmo FundAmental Revisitado (BASIC ALGORITHM REVISITED) [CHJ90]. 

2.2.2.2 l!.Xemplo de Execução do Algoritmo Fundamental 

Considere a maximização da seguinte função pseudo-booleana1 f 

f(x} = -3x1x:z:X3 +9x4x 5x6 +4x5x 6 -5i1x 6 -

-2xl'X3x5- 6X 4x6 - 2i2 -5x4 
{Eq 2.2) 

Inicialmente, constrói-se o grafo de co-ocorrência G1, representado na figura 2.5. 

Neste exemplo adota-se uma heurística de eliminação da variável que escolhe sempre 
o vértice de menor grau no grafo de co-ocorrência. Como critério de desempate 
utiliza-se a ordem inversa da ordem lexícográfica. Deste modo obtém-se x6 como o 

primeiro vértice a ser eliminado. Lembrando-se que X1 ... 1 - xi (para todo i do conjunto 

de literais). Assim, f é reescrita colocando-se x 1 em evidência: 

/ 1 (x) = x6 • g1 (x) + h1 (x); onde, 

g 1 (x) = 9x4x5+4x5-5X1-6X4 

h1 (x) = -3x1xi 3 -2x1X3x
5
-2X 2 -5x4 

Assim, para 

'h(xpx4,x5) = (x1x4x5) + (i1x4x5) + (x1xé5),tem-seg1 positivo. 

1. Função pseudo-booleana é urna função cujo o conjunto domínio é fonnado pelo conjunto 
booleano {0, 1} e o conjunto imagem é o conjooto dos números reais. 
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Grafo de co-ocorrência de f. 

Substituindo x,; por $1(x) em ft (x) tem-se, 

f2 (x) = -3x1x2X3 + 13x1x4x5 + 8X1x 4x5 -2x1X3x5 - 2X2 -Sx4 

Observe que no novo grafo de co~ocorrênci~ figura 2.6, a aresta (.xz, x6) deve ser 

incluída, pois existe termos de fz que contém as variáveis .xz e A;). 

De acordo com o processo de eliminação, x5 será eliminado, escrevendo-se fz como, 

/ 2 (xp x2, x3, x4) = x5 • g2 (x1, x2,x3, x4) + h 2 (x11 x2, x 3, x4); onde, 

Grafo de co~oconência corresponde a/-z .. após a eliminação de xti· 
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h 2 (xp x2, .l3• x4) = -3x1xz_X3 -2X2 -5x4 

Observe que g2 > O, se 

$2 (x1, x2, x3, x4) = (x 1 ~x 4 ) + (.l1i:r4 } + (X1x3x6 ) + (i1i 3x4) 

Logo x5 será substituído por <Pz na função fz(x), obtendo-se 

[ 3 (x) = -3x1.xz.X3 + 13x1x3x4 + 11x1X3x 4 + 21X1x3x 4 + 

+21X1X:r4 -2X2 -5x4 

No próximo passo x4 será eliminado e f3 é reescrita como 

h3 (xpx2,x3 ) = -3x1x 2X3 -2X2 

Como g3 é sempre positivo independentemente de x1, x2 e x3, tem~se ~ 3 = 1. Portanto, 

x4 será substituindo por $3 emf3, resultando em, 

f4 (xpx2,x3 ) = -3x1x2X3 + 13x1x3 + llx1X3 + 2li\x3 + 21X1X3 - 2X2 - 5 

Agora XJ será eliminado: 

f4 (xp x1J x3) = x 3 • g4 (x 11 x 2) + h 4 (xl' x2); onde 

g4 (xp x2) = 9x5x6 + 6x6 - 5 e 

Para g4 assumir somente valores positivos, deve-se ter 

Assim, substituindox3 por 4'4 emf4, obtém-se 

fs (xpx2) = 13x1x2 + 13x1X2 - 2X2 

Agora x5 é eliminado em [5, obtendo-se 

!5 (xl' x2) = x 2 · g5 (x1) + h5 (x1); onde 

g5 (x,) • 2 e 

h5 (x6) • 13x1 - 7 

Note que Ks é sempre positivo, logo $5 =xz =1. 
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Assim, substituindo.xz por $5 emfs tem-se, 

[ 6 (x1) = 13x1- 5 

O máximo valor para f6 é obtido quando x1 = 1. 

Portanto, 

u 
xi = ~5 (x;) = 1 

u 
• = $4(x;,x;) 1 x, = 

u 
• $ ( ... ) X4 = 3 XpXz,X3 = 

u 
• xs $ ( • • • ") = 2 xl' Xz• x3, x4 

u 

1 

= 

• $ ( • • • • .) x, = z Xp Xz• x3, x4, Xs 

u 
r= s. 

1 

= 1 
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2.3 Métodos Enumerativos -----

2.3.1 Introdução 

Os algoritmos enumerativos são técnicas de otimização que se utilizam de pesquisa 
arborescente ( branch-and-bouná) para que possam encontrar soluções exatas, isto é, 
soluções ótimas [Taha"(5, NW88, GN72]. 

Um procedimento enumerativo foi proposto por Egon Balas em 1963 [Bala63]. Em 
1966, Lawler e Bell [LB66] propuseram um algoritmo de enumeração lexicográfica 
para programas não-lineares 0-1 com restrições. Pouco tempo depois, tal método foi 
estendido por Mao e Wallingford [MW68, MW69] para o caso geraL Nos anos 60 e 70 
vários pesquisadores propuseram vários algoritmos branch-ancJ...bound para 
programação não-linear 0-1 com ou sem restrições. 

É necessário definir nesses algoritmos: 

-limites superiores e inferiores para o valor da solução ótima; 

- mn critério de particionamento do espaço de soluções; 

- uma estratégia de pesquisa na árvore de sub-soluções; 

Um limite inferior é dado por qualquer solução para o problema. Um limite superior é 
uma expectativa do maior valor que pode ser alcançado por uma solução. Eles são 
ímportantes porque permitem determinar que uma dada sub-solução não é capaz de 
gerar uma solução melhor do que a dada pelo limite inferior. Deste modo, o limite 
superior é o maior responsável pela redução da árvore de busca. Como o problema w­
MAXSAT é restrito a variáveis 0-1, o critério df ,particionamento do conjunto de 
soluções válidas é, naturalmente, definido pela fixação do valor de uma variável em O 
em uma sub-solução e em 1 no espaço complementar. Uma estratégia de pesquisa na 
árvore de sub-soluções é a busca em profundidade que tem como principal 
característica a economia de memória e a facilidade de implementação. O algoritmo 
ten:nina quando todas as folhas da árvore de sub-soluções forem pesquísadas. Como o 
número de folhas é finíto, o algoritmo sempre termina num tempo finito. A seguir é 
descrito um algoritmo de enumeração implícita para a resolução do problema w­
MAXSAT. 

2.3.2 O Algoritmo de Enumeração Implícita 
O procedimento enumerativo está relacionado com uma árvore composta de nados 
(nós) e ramos. Um nodo corresponde a uma atribuição de valores 0-1 a um 
subconjunto das variáveis do problema. Uma variável pode pertencer a três estados: 

fixado em 1, fixado em O ou livre (não fixada). Observe a figura 2. 7. 

O algoritmo é iniciado com uma ou mais variáveis sendo fixadas em O ou 1; e então 
gradualmente o número das variáveis fixadas aumenta, ou seja, a "solução" é 
constnúda. A estratégia de exploração considerada é uma busca em profundidade. 
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Pasoo de retomo 
(Backtracking) 

\ 

/ 
' 

o o ó o 
Variáveis livres Variáveis livres 

Árvore de busca do algoritmo de enumeração. 

O limite superior utilizado é obtido pela identificação de uma função que é sempre 

superior a j{x), no caso J (x ). Um exemplo de uma tal função é a função obtida quando 

os termos que possuem coeficientes negativos são desprezados. Entende-se por 
penalidades associadas a uma variável livre as ,v~ações de f(x) (limite superior) 

decorrente da imposição do valor O ou 1 a esta mesma variável. Denota-se por pJ 
(resp. p]) a variação de f{x) decorrente da fixação de xià O (resp. à 1). 

A seguir apresenta-se a descrição de um algoritmo de enumeração implícita de acordo 
com a proposta de Hansen, Jaumard e Mathon [HJM90]. 

Algoritmo Enumeração ImpUcita 

1. Inkialização. 
Determine uma solução inícial, "solução incumbente", x1,.., e seu 

valor correspondente, "valor incumbente", z,,.c utilizando um método 

heurístico. 
2. Teste de otimaüdade direta. 

Calcule um limite superior f paraf(função a sermaximizada) do 
subproblema corrente. 

Se f'='z;,.c Váparaopasso6(Backtracking). 



Métodos Aproximados 

3. Teste de solução direta. 

Se para uma solução parcial X, f(X) >Z;"'c 

Então 
- -x1,.c+-x c z,,.~-z 

Senio processe o próximo passo. 
4. Teste de otimalidade condicionaL 

Para cada variável x1 do subproblema corrente, ca1cule as penalidades pJl 

e pfimpostas por f. 

Se f-pf s z,,.c Então fixa x1 à 1; 

Se 1-P] s z 1 "'~ Entio fixax1 à O. 

Se pelo menos uma variável foi fixada Então Retorne ao passo 2. 
S. Branc/úng. 

Escolha uma variável x1 e uma fixação x1 ... O ou x1 "" 1 para ser 

explorada primeiro, de acordo com alguma regra de ramificação. 
Retorne ao passo 2 

6. Baclaracking. 
Escolha um subproblema que não tenha sido explorado. 
Se não existir tal subproblema. 
Então 

PARE: ZiJK: é o valor ótimo e xi"" correspcmde a solução. 

Senão 
Retorne ao passo 2, para explorar o ramo restante. 

Usualmente os algoritmos de enumeração implícita utilizam-se de inúmeros testes de 
diversas tipos como apresentados acima. Uma vez' <iue o caso geral desse algoritmo 
seja conhecido, pode-se considerar específico somente a formulação dos limites 
superiores (ou inferiores) impostos sobre a função a ser maximizada (ou minimizada). 

2.4 Métodos Aproximados 
-----

2.4.1 Introdução 
Uma abordagem alternativa para problemas NP-completos é a utilização de métodos 
aproximados. Sua necessidade provém do custo computacional requerido para 
encontrar uma solução ótima ou provar a otimalidade de tal solução, quando 
encontrada, o que é dispendioso para grandes instâncias de problemas. Assim, tais 
algoritmos são propostos de modo que seu tempo de execução seja pequeno, mesmo 
que nem sempre apresente uma solução de boa qualidade. Embora as soluções 
encontradas não sejam garantidamente ótimas, a qualidade destas soluções pode, em 
certos casos, ser estimada. Pode-se classificar estas heurísticas em duas classes: 
hew:ísticas de construção e heurísticas de melhoria. As heurísticas de construção 
iniciam com todas as variáveis livres determinando gradualmente seus valores. As 
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heurísticas de melhoria podem ser vistas também como uma busca local, onde parte-se 
de uma solução determinada por algum processo (aleatório ou por uma heurística de 
construção) e a partir desse ponto tenta-se melhorar a solução modificando-se as 
atribuições de valores às variáveis. 

O problema característico desses algoritmos está relacíonado com uma grande 
tendência de retornarem aos máximos/mínimos locais já obtidos, ou ainda de 
terminarem sua execução nos primeiros locais visitados, ficando distantes do ponto 
ótimo global do problema abordado. 

A fim de solucionar tais problemas surgiram as meta-heurísticas, que tentam evitar o 
término do algoritmo nos primeiros máximos locais e prevenir a ocorrência de ciclos. 

2.4.2 Heurísticas de Construção 

2.4.2 •. 1 Heuristicas de Johnson 
Johnson [John74] apresenta duas heurísticas gulosas, bastante intuitivas, com 
complexidade O(llog l), onde 1 é o somatório das cardinalidades do conjunto de 
cláusulas. Estas heurísticas foram propostas para o problema de maximização não 
ponderado. 

A primeira heuóstica procede escolhendo a cada iteração, o literal1 que ocorre no 
maior número de cláusulas. Em seguida, atribui o valor 1 (TRUE) a este literal. A 
iteração se completa acrescentando o número de cláusulas satisfeitas ao número total 
de cláusulas satisfeitas e retirando--as do conjunto de cláusulas com variáveis livres. O 
algoritmo termina quando não houver mais variáveis livres nas cláusulas restantes, A 
seguir apresenta-se uma descrição da mesma. 

As variáveis utilizadas na representação do algoritmo são: 
TRUE Conjunto das variáveis fixadas em 1 (TRUE) 
LEFT Conjunto das cláusulas que contém variáveis livres 
L1T Conjunto dos literais complementados ou não 
z(TRUE) valor da função objetivo para as fixações do conjunto TRUE 

Para qualquer literal r", seja r" com a E {0, 1} igual a x se a = 1 e a X se a = O. 

Hewi~Jdca Johnl 
TRUE=0; 
LEFT=C; 
LTI=XUX; 
z(TRUE) =O; 
Enquanto LEFT = 0 faça 

Sejaxo. o literal em Lfl que está contido no maior número de cláusulas de 
LEFTe 

1. Os literais da variável x são: x e X= 1 - x. 



Seja Uro conjunto de cláusulas emLEFT que contémx; 

Faça' z(lRUE) = z(11lUE) +lUzi; 
LEFT = LEFT- Ur, 

1RUE = 11lUE U {x"}; 
LIT=LIT- {x,x}; 

FimMihça 
Fim"t!Dquan~ 

Retorne o valór de z(TRUE); 

A segunda heurística, proposta por I ohnson, difere da anterior apenas pela atribuíção 

de um peso igual a z--c (onde c - cardinalidade das cláusulas), a cada cláusula. 
Escolhe-se qualquer literal livre. Dois conjuntos são considerados inicialmente: o 
primeiro formado pelas cláusulas que contém o literal e o segundo com aquelas que 
contém o complemento do mesmo. Assim, o conjunto que contiver o maior peso 
atribuirá TRUE ao literal correspondente. O número de cláusulas que forem satisfeitas 
com esta atribuição será acrescentado ao total de cláusulas satisfeitas e as cláusulas 
serão retiradas do conjunto inicial. Em seguida, para o conjunto menor, dobra-se o 
peso de todas as cláusulas. O algoritmo termina quando não existirem mais cláusulas. 

Apresenta-se a seguir a descrição da heurística, dada por Johnson. 

A:! variáveis utilizadas na representação do algoribno são: 
IRUE Conjunto das variáveÍ5 fixadas em 1 (TRUE) 
LEFT Conjunto das cláusulas que contém variáveis livres 
Lli Conjunto dos literais complementados ou não 
z(IRUE) Valor da função objetivo para as fixações do conjunto 1RUE 
w(C;) peso atribuído à cláusula c, 

Heurística John2 

21c,l ·, 
1. Atrlbui"'!ie para cada cláusula C. E C um peso w (C.) = 

' ' 
11lUE=0; 
LEFT=C; 
Lir=XUX; 
z(lRUE) =O; 

2. SeLEFT= 0 Então PAREeRetomez(TRUE) como o ótimo aproximado; 
3. Sejax qualquer literal que ocorra emLJT e em uma cláusuladeLEFT; 

Seja Ur o conjunto de cláusulas pertencente aLEFT contendo:_; 

Seja UF o conjunto de cláusulas pertencente aLEFT contendo x; 

4. Se }; w(C1) = }; w(C1) 

cieu:r cieu, 

Então 7RUE = 11lUE U {x}; 
z(lRUE) =z(11lUE) + !Url; 
LEFT = LEFT- Ux; 

ParacadaCiEUF Jà.çaw(Ci)::: 2·w(Ci); 
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Senão IRUE = TRUE U {i}; 
z(TRUE) = z(TRUE) + lU pj; 
LEFT = LEFT- U p; 

Para. cada CiEUT façaw(Ci) = Z·w(Ci); 

Fim~se; 

S.LlT=LIT- {x,x}; 
Vá para 2. 

A diferença básica entre as duas heurísticas é o fato da primeira não ter grande 
preocupação com cláusulas de menor cardinalidade, ficando assim muito distante do 
valor ótimo. Este fato não ocorre com John2 porque ínicialmente tenta-se satisfazer as 
cláusulas com menos literais. 

Os piores casos possíveis para a análise de cada heurística mencionada anteriormente 
são, respectivamente, para o caso não ponderado: 

onde, q denota o menor número de literais contidos em qualquer cláusula e z• 
denota o maior número de cláusulas que podem ser satisfeitas 
simultaneamente, ou seja, o valor da solução ótima. 

2.4.2.2 Heurística de Li.eberherr 
Lieberherr [Lieb82], propôs um algoritmo de aproximação baseado no número médio 
de cláusulas satisfeitas entre todas atribuições com·exatamente a variáveis flxadas em 
1 (TRUE). Esta heurística também foi proposta para o problema de max.imização não 
ponderado. 

Sejam meann (C) o número médio de cláusulas satisfeitas entre todas as atnbuições 

com exatamente u variáveis fixadas em 1 e maxmean (C) = max meancr. (C) . 
0,;; Cl::!i/1 

Essa heurística está dividida em dois procedimentos: o primeiro determina o valor do 
a de maior média (procedimento MAXMEAN), o que pode ser feíto testando a de O a 
n e calculando a médía através de uma fórmula obtida por análise combinatória; o 
segundo encontra uma atribuição para as variáveis de modo a garantir que esta tenha o 
número de cláusulas satisfeitas igual à média de u atribuições (procedimento MEAN). 
Segue a descrição dos procedimentos, conforme a proposta de Lieberherr. 

Procedimento MAXMEA.N 
1. Encontn o. (Os as n) por uma busca linear, tal que maxmean.(G) = meana.(G). 
2. Aplique o procedimento MEAN para C e a para encontrar uma atribuição 

satisfazendo pelo menos maxmean(C) relações. 
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Procedimento MEA.N 
1. mean.1(C) =O; 
2. Para todas variáveis xi E C faça 

Se meana(C1xJ"' 1) >meanu(C1xJ=O) 

Então x;-1; 
a.-a-1; 

c- c Jx1 = 1 

Senão xi-o; 

C- Clxi=O 

Ji1m ... 
Fim-para 

2.4.3 Meta,-heuriBticas 

2.4.3.1 Introdução 
Meta-heurísticas são heurísticas que atuam em um nível mais alto procurando guiar 
heurísticas subordinadas para escapar de ótimos locais ou encontrar ótimos locais 
alternativos. Como heurísticas subordinadas pode-se citar heurísticas de construção e 
de busca local. Dentre os principais paradigmas nos quais são baseados as meta­
heurísticas pode-se citar símulated annealing, busca tabu, algoritmos genéticos, 
GRASP (greed randomízed adaptive search procedures) e times assíncronos. Esta 
seção concentra-se no estudo dos dois primeiros paradigmas. 

2.4.3.2 Simulated Annealing 
Esse algoritmo baseía-se no princípio físico que rege o comportamento de partículas 
(inicialmente em equilíbrio numa temperatura 1) ao serem resfriadas. Se o 
resfriamento é feito rapidamente, as partículas cristalizam-se com uma energia 
elevada; caso contrário (lento e gradativo), o sistema pode ser levado a niveis bem 
mais baixos de energia. 

O algoritmo proposto por Metropolis [MR+53], procura simular tal comportamento. 
Considera-se o grupo de átomos e seus possíveis deslocamentos de uma s6 vez. Seu 
procedimento consiste na escolha aleatória de uma nova configuração de partículas, a 

qual será aceita com uma probabilidade P = MIN( eK~.l) (onde !lE é a variação 

da energia do grupo de átomos e K a constante de Boltzman), reduzindo a temperatura 
Te repetindo a operação. Ap6s um determinado número de iterações, obtém-se P 
muito próximo de zero para 1lE > O; com isto rejeita-se todas as novas configurações 
de átomos que aumentam a energia do sistema, que cristaliza-se pela não existência do 
deslocamento dos átomos de uma só vez de tal forma que reduza a energia. 
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Kirkpatrick [KGV83J, adaptou esse algoritmo para a resolução de um problema de 
otimização combinatória. Considera~se as configurações possíveis do grupo de 
átomos, os seus possíveis deslocamentos de uma única vez e a energia do sistema 
como, respectivamente, o conjunto de soluções viáveis, a vizinhança de uma solução 
viável e a função objetivo do problema combinatório. 

Esse algoritmo pode ser visto como uma generalização de uma Busca Local [PS82J, 
onde ao invés de escolher a "melhor'', é escolhida aleatoriamente uma solução vizinha. 
Além disso, para "escapar" das soluções locais, outras "piores'' são aceitas com uma 
probabilidade, inicialmente significativa, mas se aproxima de zero a cada iteração. 

Para o problema w-MAXSAT, com respeito aos valores de 
X= {xl' xv ... , x

11
} E {O, 1}, o conjunto de soluções viáveis E é o próprio {0, lr'. 

A definição de uma vizinhança V de uma solução válida em w-MAXSAT, deve 
satisfazer a condição: a partir de qualquer solução viável seja possível atingir qualquer 
solução de E. Isto pode ser realizado através da troca sucessiva da solução por outra 
viável pertencente à vizinhança V. Assim, as vizinhanças possíveis em w-MAXSAT 
são as trocas dos valores dos componentes da solução de O (FAI.SE) para 1 (TRUE) e 
vice-versa. Uma boa escolha da vizinhança pode ter caráter decisivo no desempenho 
da heurística SA. 

Apresenta-se a seguir o algoritmo SA, adaptado ao problema w-MAXSAT, segundo a 
formulação proposla por Hansen e Jaumard [HJ90]. O procedimento consiste na 
defi.níção do número de tentativas de aceitação de uma solução vizinha (rep), seguida 
da redução da temperatura T. Se em nenhuma das tentativas uma solução vizinha for 
aceita, o algoritmo termina. 

Ali variáveis utilizadas na representação do algoritmo são: 
T representa a ''temperatura" numa dada iteração 
rep número de tentativas para aceitação de uma solução vizinha sem 

reduzir a temperatura 
change- indica a aceitaçâo de uma solução durante uma tentativa rep 
a fração restante da "temperatura" após rep tentativas, O <a < 1 
S solução corrente durante a execução do algoritmo 
s· solução vizinha 
V(S) conjunto de soluções vizinhas aS 
x variável aleatória de distribuição unifonne 
P probabilidade de aceitação de uma solução ruim 

Algoritmo SA 

1. T- valor inicial grande; 
Detennine uma solução factível Se calcule z(S); 
change - true; 

2. Enquanto change faça 
change - false; 
Repita para rep 

s·- V(S); 
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calcule ô, valor da troca correspondente na função objetivo; 
Se ô :t O Então V á para Aceita; 
P(ô) - exp(ô/1); 
Gere aleatoriamente uma variável x uniformemente distribuída em 

[0,1]; 
Sex <P(õ)Então Vá para Aceita 
Senão Vá para Saída; 
Aceita: s-s·; 

Saída; 
Fim-repita; 
T-T.a; 

Fim--enquanto; 

,f_S) - ,f_S) + ô; 
Se ô =O Então chOIJgc- true; 

Apesar de possuírem um papel decisivo no tempo de execução e na qualidade da 
solução, os parâmetros T e rep são determinados através de várias tentativas de 
execução do algoritmo e da análise dos resultados obtidos. 

2.4.3.3 Busca Tabu (BS) 
Busca Tabu (do inglês Tabu Search), é um procedimento que explora os limites entre 
as técnicas de programação inteira e de inteligência artificial guiando heurísticas de 
subida (algoritmo do gradiente) para continuarem a exploração do espaço de soluções 
sem confundir-se pela ausência de movimento que melhore a solução corrente e sem 
retomar a um ótimo local previamente visitado. 

O algoritmo parte de uma solução inicial, escolhendo a direção de maior variação da 
função objetivo por unidade (direção de maior subida) e obtendo a solução ótima em 
tal direção. Quando esta última for a de menor descida, o algoritmo, ao invés de 
terminar como acontece no algoritmo do gradiente, segue por esta direção. No entanto, 
seguindo pela direção de menor descida, o algoritmo impede a reutilização desta 
direção por um determínado número de iterações. Tal proibição é feita por uma lista, 
conhecida como Lista Thbu. Isto é necessário devido à possibilidade destas direções 
serem as de maíor subida a partir da solução seguinte, criando um ciclo. Essa lista não 
elimina totalmente a possibilidade de ciclagem do algoritmo, ela garante apenas um 
número determinado de iterações sem a criação de um ciclo. Existem algumas 
propostas para detectar e parar a ciclagem, como por exemplo: definir um número fixo 
de iterações nas quais a melhor solução encontrada não foi alterada; ou ainda variar o 
tamanho da Lista Tabu. Pode-se observar que a heurística SA não explora 
necessariamente todas as direções das trocas locaís. A Busca Tabu pode ser dita mais 
objetiva (ou gulosa) que SA. 

Tal heurística, assim como a SA. exige a definição de vizinhança para cada solução, do 
tamanho da Lista Tabu que contém as direções proibidas. Adaptado ao problema w­
MAXSATt o algoritmo é descrito seguindo a formulação também proposta por Hansen 
e Jaumard [IU90]. 
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Descrição das variáveis utilizadas na apresentação da heurística TS: 
rep número de iterações para verificar a melhora ou não de urna solução 

conhecida 
change ~ 

~ 
s 
V(S) 
S; 
S• 
Z" 

p 

indica se uma solução fui melhorada 
número de iterações em que a direção di está proibida 

solução corrente 
conjunto de soluções vizinhas aS 
solução vizinha à solução correnteS atingida ao se tomar a direção j 
melhor solução conhecida 
valor da função objetivo em s• 
indica o número de iterações em que uma direção ficará proibida 

Algoritmo TS 

1. Selecione uma solução factível Se determine z(.S); 
Para çada j E J faça di= O; 

change - true; 
s•-s; 
z< -z(S); 

2 Enquanto change faça 

change - fn./$e 
Repita rep 

Si- S, modificando aj..ésima direção; 

ô;- z(Sj)- z(il)p.,ajEJ com~= O; 

Sejaô,~:-max {õ1VEJ,d1= O}; 

s-s~ 

Se Ô,t :s O Então dk- p; 

S. z(S,) > Z" 

Então z•- z(Si); 

s·-s~ 

chtJ11ge - true; 
~·- "t -lpa.m todo f EJtal qued1 >O; 

Fim-repita; 

Fim-enquanto; 

Os parâmetros d1, rep e p desta heurística também influenciam significativamente em 
seu desempenho. Como no algoritmo SA. são determinados empiricamente baseando­
se em resultados obtidos previamente experimentaís. 
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2.5 Sumário 

Este capítulo abordou algumas técnicas utilizadas na resolução do problema w­
MAXSAT encontradas na literatura. Essas técnicas podem ser classificadas em: 
Métodos Exatos e Métodos Aproximados. Primeiramente apresentou-se a classe dos 
métodos exatos representada pelos algoritmos algébricos e enumerativos. Os métodos 
exatos são conhecidos por determinarem a solução ótima para o problema a ser 
resolvido. Finalmente, foram descritos alguns algoritmos representantes da classe dos 
métodos aproximados. Esses algoritmos são conhecidos por serem de fácil 
implementação e pela rápida determinação de uma solução, tendo como dificuldade a 
qualidade das soluções determinadas. 



Capítulo 3 Combinação Algébrico­
Enumerativa 

O Algoritmo Fundamental resolve uma certa classe de instâncias do problema w~ 
MAXSAT com complexidade linear. Neste capitulo investiga~se a aplicação desse 
algoritmo, unido ao de enumeração implícita, para a resolução de instâncias gerais. 
Um dos resultados obtidos é que este algoritmo híbrido permite resolver uma classe de 
instâncias mais ampla do w~MAXSAT em tempo polinomial. 

A descrição deste algoritmo algébrico..enumerativo (ALGEN), baseado na 
combinação do Algoritmo Fundamental com um Algoritmo de Enumeração Implícita, 
é o tema central deste capítulo. Na primeira parte descreve-se o ALGEN e analisa-se 
sua complexídade. Em seguida são apresentadas algumas generalizações dos cálculos 
de limites superiores propostos por Hansen, os quais são utilizados no 
desenvolvimento do algoritmo enumerativo. Finalmente, outras estratégiM de 
combínação para o ALGEN são propostas e analisadas. 
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3.1 llttrodução -----
O presente capítulo consiste na proposta de combinar algoritmos algébricos com 
enumerativos na resolução do w-MAXSAT. Esta proposta tem sua motivação nos 
casos polinomiais de w-MAXSAT que são resolvidos pelos algoritmos algébricos. 
Nestes casos, esses algoritmos exploram a existência de estruturas de k-árvores 
parciais no grafo de co-ocorrência definido pela instância a ser resolvida. Como 
apresentado na seção 2.2.2.1 a complexidade do Algoritmo Fundamental é dada por 

O(n2"}. Portanto, sua eficiência se torna reduzida com o aumento de k, onde k é uma 
característica da instância a ser resolvida. 

Combinações similares foram propostas anteriormente. Em 1973, Bradley e Wahi 
[BW73] fizeram uso da combinação desses métodos na resolução de problemas de 
programação inteira com n variáveis e n ou n + 1 restrições de desigualdades. Tal 
combinação tinha como proposta transformar esse problema em um algebricamente 
equivalente, denominado Canônico Hermite e, a partir deste, executar a eliminação de 

Fourier-Motz.kin1. Essa operação algébrica transforma o problema de tal forma que 
utiliza um esquema de enumeração implícita para determinar a solução ótima. O 
algoritmo foi implementado em FORTRAN IV no IBM-7094. O código não possui 
qualquer estrutura especial ou algum conhecimento a priori de soluções factíveis. O 
algoritmo obteve uma boa perfonnance, na época, para uma variedade de problemas. 
Os autores consideraram 28 problemas testes de várias fontes tais como teoria dos 
grafos, problema da mochila (alocação), do inglês knapsaçk, problema de 
recobrimento, entre outros. Dentre esses testes, 23 determinaram uma solução ótima 
para o programa inteiro original, os demais determinaram apenas um limite superior. 
Não fui realizada nenhuma comparação desse algoritmo com os vários apresentados 
na literatura. 

Aplicar qualquer versão do Algoritmo Fundamental para maximizar um problema 
geral de w-MAXSXf pode ser frustrante. A eliminação de uma simples variável x; 

tendo em vista que 8i depende de muitas outras variáveis. pode dispender muito tempo 
c além disso requerer um grande consumo de memória. Algumas vezes isto é esperado 
país, a determinação de lfi requer que sejam encontradas todas as condições nas quais 
as variáveis booleanas de g1 que o tornem positivo (como visto no capítulo anterior). 
Obviamente isto requer mais esforço do que uma simples busca, que se utiliza de um 
esquema branch-and-bound simplificado, para a ma.ximização da função. 

No entanto, a habilidade potencial desse algoritmo não pode ser descartada na 
determinação eficiente do valor máximo do w-MAXSXf. De fato, investigações mais 
profunda sugerem a remoção de um subconjunto N1 de N (conjunto das variáveis 
pertencentes à função original) de forma a permitir a obtenção de uma k-árvore parcial 

L É uma técnica utilizada na resolução de um sistema de desigualdades lineares em variáveis 
continuas.· 
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associada ao grafo de co-ocorrência, onde k possui um valor adequado. Assim, ao fixar 
as variáveis do subconjunto Np o problema resultante pode ser resolvido em tempo 
linear pelo Algoritmo Fundamental. Em outras palavras, se uma enumeração for 
executada nas variáveis de Np o Algoritmo Fundamental pode resolver eficientemente 

o problema resultante a partir de qualquer folha da árvore de busca. 

A necessidade de se obter um valor de k adequado pode ser observada considerando 
que no passo de eliminação do Algoritmo Fundamental, uma variável (x1) ao ser 
eliminada está associada a um vértice cujo grau é no máximo k no grafo de co­
ocorréncia da função f(x). Uma conseqüêm.-ia imediata deste fato é que podem ser 

obtidos até 2·3k termos na função $ 1 (~ ... , xn). Desta forma, termos contendo 

qualquer subconjunto das k variáveis das quais a função g1(x) depende podem estar 

presentes em ~h(xz. ... , xn)• resultando no número de termos dado pela equação 3.1, 

• 
z 0 ·(~ +2'·(~ +2'·(~ + ... +2._(~ = }; 2'·(~ = 3• {Eq 3.1) 

i= o 

Uma vez que o vértice representa a variável e seu complemento, deve-se multiplicar o 

resultado da equação 3.1 por 2, resultando em 2·3k termos. Analogamente, cada 

variável xi ocorre no máximo em 2·3.t termos não contendo x1, ... , xi-l' Portanto, o 

número máximo de termos de fi (i= 1, ... , n) é 2·3k·n, isto é, O(n) termos. E mais, 

como GJJ) não tem clique com k + 2 vértices, pois os vértices possuem grau no 

máximo k, todos os termos de fi tem no máximo k + 1 variáveis. Devido a esses 
motivos, se k for muito grande ou variável, o número de termos será exponencial nesse 
valor. · · 

Os algoritmos algébricos procuram a cada iteração reescrever o problema em um 
número inferior de variáveis, eliminando uma por vez. A complexidade dessa 
operação é definida pelo número de variáveis que se relacionam diretamente com 
aquela a ser eliminada. Tal número conesponde ao grau do vértice associado à 
variável no grafo de (.."'-ocorrência no instante de sua eliminação, o que justifica a 
performance inferior para grandes valores de k. Os algoritmos enumerativos fixam, a 
cada nível de sua árvore de busca, o valor de uma variável 0-1 de forma que esta fique 
igual a zero em um ramo e a um no outro. Isto provoca um impacto que em geral é 
proporcíonal ao grau do vértice associado à variável fixada no grafo de co-ocorrência. 
Observe que, ao contrário do que ocorre para os algoritmos algébricos, quanto maior o 
impacto, melhor a performance dos algoritmos enumerativos. Pois, é razoável 
considerar que o grau do vértice represente uma estimativa do impacto da fixação 
desta variável no tamanho da árvore de enumeração. Entretanto, outras estratégias que 
consideram a imprecisão deste ponto serão díscutidas no decorrer deste capítulo. 

As observações acima sugerem um comportamento complementar das abordagens 
aqui discutidas e propõem a seguinte questão; "Será que existe a possibilidade de se 
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aproveitar parcialmente a eficiência relativa dos algoritmos algébricos dentro de 
uma mesma instância?". Experiências realizadas indicam que a resposta é 
afirmativa. Um novo problema é definir a melhor estratégia para a combinação destes 
métodos. 

O capítulo está organizado da seguinte forma: a próxima seção apresenta o algoritmo 
híbrido ALGEN e suas características; a seção 3.3 descreve sua complexidade. Na 
seção 3.4 é descríta uma relação entre o valor de k e o subconjunto Nt A seção 3.5, por 
sua vez, apresenta a generalização do cálculo dos limites superiores proposto por 
Hansen que são utilizados como parte do algoritmo enumerativo. A seção 3.6 
relaciona outras estratégias de combinação. Na seção 3.7 são apresentadas algumas 
estratégias de implementação para tomar o ALGEN mais eficiente. 

3.2 O Algoritmo ALGEN 
-----

Como mencionado anterionnente, o algoritmo ALGEN é o produto da combinação de 
um algoritmo algébrico com um algoritmo de enumeração implícita. Sua proposta 
para resolver o problema w~MAXSAT é de encontrar inicialmente um subconjunto 
N1 ~ N, onde N é o conjunto de variáveis pertencentes à instância do problema, de tal 
forma que o sub grafo induzido por N- N1 no grafo de co-ocorrência seja uma k-árvore 
parcial associada ao grafo de co-ocorrência para um dado valor de k. Em seguida, para 
o conjunto Np aplica-se o algoritmo de enumeração implicíta descrito da maneira 

apresentada na seção 2.3. No instante em que todas as variáveis de N1 estiverem 

fixadas, isto é ao atingir uma folha, executa-se o Algoritmo Fundamental no conjunto 
N- N1para encontrar uma solução. 

O algoritmo ALGEN pode ser descrito da seguinte forma: determina-se um conjunto 
N1CN, de tal forma que o subgrafo induzído porN -N1seja umak-árvore parcial. Em 

seguida, aplica-se o algoritmo de enumeração nas variáveis do conjunto Nt Quando 
todas variáveis de N1 são fixadas, o Algoritmo Fundamental é executado para atribuir 

valores as variáveis restantes. O ALGEN termina quando não há mais enumeração a 
fazer. 

Apresenta-se a seguir o esquema do algoritmo ALGEN. 

Aleoritnw ALGEN 

Passo 1 ~ Defma uma estratégia de combinação. 
Escolha um valorparak. 
Encontre Np tal que o sub grafo induzido de Gc (grafo de co-ocorrência 

associado af(x)) emN -Nt seja uma k-á:vore. 
Annazme um esquema de eliminação õ provando que este subgrafo é uma 

k-árvore parcial. 
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Passo 2 ~Inicie a execução do algoritmo de enumeração. 
Seja xopt uma solução determinada por uma heurística e zopt o valor 

associado a xopr 
InicializeS o conjWito de subproblemas abertos com o elemento 

S1 = {Nf,Nr),ondeNf eN~ sãooconjuntodevariáveis 

fixadas em O e em 1, respectivamente, e estão ambos vazios. 
Passo 3 ~Teste de.Otimalidade. 

Escolha um subproblema Si de S. 

Se S está vazio PARE, e xQpt corrente é a solução 6tima com valor Zopt 6timo. 

Senão Calcule um limite superior J de f(x). 

Sej:s:z RemovaS;deS 
' Qpt 

Repita esse passo. 
Passo 4 ~ Teste de Fixação Condicional 

Calcul#! para cada variável as penalidades e que são impostas a f quando x1 é 
fixada a O ou 1, respectivamente. 
- o 

Se f -p1 s.zopt'Ad1cionex1aNl eRetorne.aopasso3. 

- 1 
Se f - Pj s zopt, Adicione x1 a Nf e Retorne ao passo 3. 

Passo S ~ Branching 

Se não existir nenhuma variável x1 EN1- (Nl,Nf) , Vá para o passo 6. 

Senão considere n3 o número de subproblemas de S. 

AdicloneemSosubproblemaS
114

+l = (N! 4 +1'N~ .. +1) e 

Sn+Z"" {N,!-+ 2,N2+ 2),ondeN2+ 1 =Nf,N);+l =NlU{x1}, 
$ • • .,., 4 

N2~+Z = Npu {x) eN);.+ 2 = Nl. 
Remova Si de Se Retorne ao passo 3. 

Passo 6 - Resolução Algébrica 
ReliOiva S; pelo Algoritmo Fundamental e sejam x1 e zi, respectivamente, a 

solução ótima e o valor ótimo encontrado. 

Se zi >Zopt AtuaUze xopt-xi e zopt- zi 

Retorne ao passo 3. 

3.3 Complexídade do .ALG:EN -----
A complexidade do algoritmo ALGEN depende fundamentalmente da complexidade 
do Algoritmo Enumerativo e do Algoritmo Fundamental. Para o Algoritmo 

Fundamental o interesse está em conservar o limite superior 2kMAX (como apresentado 
no capítulo anterior), para que sua complexidade seja O(n). Para tal, deve ser 
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observado o que ocorre com o sub grafo do grafo de coMocorrência G c formado após a 

fixação das variáveis do conjuntoNt Dessa observação provém o seguinte teorema: 

Teorema 3.1 Se Gc induzido por N- {v} é uma kMárvore parcial, então o sub grafo 

obtido após fixar v também é. 

Dem: Consideram-se dois possíveis casos. 
Caso 1: O literal correspondente a v é fixado em TRUE 

Neste caso, nenhuma aresta associada ao termo que contém esse 
literal é removida, pois esse termo permanece na função apenas sem o literal 
correspondente a v. A conclusão do teorema para este caso é trivial, isto 
porque a fixação procede como uma eliminação simples do vértice. 
Caso 2: O literal é fixado em í<ALSE 

Uma conseqüência direta desta é a elim.inação dos termos que 
contém o literal de v. Assim, tem-se um novo subgrafo formado pela 
remoção das arestas, associadas aos termos, e dos vértices (quando esses não 
aparecem em nenhum outro termo), associados às variáveis contidas nesses 
termos, do grafo de co-ocorrência G c· O grafo resultante será um sub grafo de 
G C' e portanto será uma k-árvore parcial. 

O teorema 3.1 garante a preservação do limite superior para os cálculos algébricos 
realizados pelo Algoritmo Fundamental, enquanto que o limite superior do algoritmo 

enumerativo será no pior caso zlN"A. Observe a figura 3.1. 

& descrições anteriores sugerem o seguinte teorema: 

Teorema 3.2 Para qualquer k fixoJ o algoritmo ALGEN resolve qualquer instância de 

f(x) em O (n c+ 
1
), onde \NA é limitado superiormente por ç • logzt. 

Dem: 'frivial. 
Observe que o resultado é obtido se uma enumeração completa, com 

c ·logtJ variáveis OMl, for resolvida em O(rf) de tal modo que uma k·árvore 

parcial possa ser determinada em O(n). Daí segue o resultado. 

Esse teorema garante a complexídade polinomial do ALGEN na generalização das 
classes de instâncias de J(x) que possuem uma k·árvore parcial associada ao grafo de 
co-<>eorrência de f(x). Estas novas classes correspondem às instâncias cujo grafo de co­

ocorrência contém uma k-árvore parcial com pelo menos !N-N ~ vértices. 
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3.4 Relação entre k e lNr I -----
Deseja-se escolher um subconjuntoN1 deN, de tal forma que o algoritmo cnumerativo 
explore tão poucas variáveis quanto possível na árvore de busca. E mais., que o 
subgrafo induzido de G c• por N- Np seja uma k-árvore parcial. Uma vez que o número 
de nados explorados na árvore de busca, depende fortemente da cardinalidade de Np 
pois quanto maior N1 maior o número de variáveis a serem enumeradas. 

Entretanto, a cardinalidade de N1 depende do valor de k. Se k for muito pequeno tem-se 
um valor grande para N1 e vice-versa. É claro que se k•n=>N1=0 e se 
k =O =l> N1= n. Portanto, tem-se a intuição de que para qualquer instância I de P, 
existe k tal que o número de operações do ALGEN para a resolução de I é estritamente 
inferior ao número de operações tanto do Algoritmo Fundamental puro quanto do 
Algoritmo de Enumeração puro. Esta intuição pode ser reforçada pelos resultados 
computacionais apresentados na seção 4.7. 
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3.5 Determinação dos Limites e Penalidades 
-----

O cálculo de limites inferiores e superiores (do inglês lowcr bounds e upper bounds) 
são importantes tanto para os métodos aproximados quanto para os exatos. As 
penalidades são cálculos associados ao limite superior da função objetivo. 

O cálculo de penalidades foi utilizado por Beale e Small [BS65] e Driebeeck [Drie66], 
na resolução de problemas de programação linear inteira mista (PLIM). isto é, o 
conjunto de variáveis é composto de variáveis continuas e inteiras. 

Sejam zlllm' e ô um limite superior conhecido para o problema w-MAXSAT e o 

decremento de zmm: resultante da frxação de uma variável a um dado valor, 

respectivamente. Então o valor da melhor solução associada é zmax- õ. Se zu for um 

limite inferior, conhecido para o problema w-MAXSAT$ a atribuição binária 

resultando õ pode ser descartada caso zmax- õ :s: zLr Observe que ô pode ser 

determinado com exatidão pela simples substituição do valor na variável. Entretanto 
tal processo pode ser extremamente caro do ponto de vista computacionaL A proposta 
seria estimar um limite inferior.§: para ô, usando as informações pertencentes à função 

objetivo. Embora zmax- ~ não seja tão forte quanto zmax- ô, é evidente que uma 

fixação obtendo z - ô :s: zLI também poderá ser descartada. Apesar dessa condição 
max -

ser menos forte, isto pode ser tolerado uma vez que, como será visto a seguir, Q pode 
ser calculado fácil e rapidamente. 

O limite Q define a chamada penalidade. As penalidades ajudam a eliminar alguns 
ramos da árvore de busca de um algoritmo de enumeração, ísto é, elimina-se o 
conjunto de soluções sub-ótimas, uma vez que alguma solução seja conhecida. Uma 
outra utilidade para as penalidades está relacionada com o critério para selecionar as 
variáveis a serem enumeradas. Fortes penalidades resultam em fortes limites 
superiores para o conjunto de soluções, e isto ocasíona poucas ramificações na árvore 
de busca, poucos cálculos e portanto reduzindo o tamanho da árvore de busca. Várias 
formas para se calcular esses limites podem ser encontradas na literatura. Existem 
várias propostas para o cálculo de penalidades; a próxima sub-seção apresenta 
algumas delas. 

3.5.1 Cálculo das penalidades 
Uma penalidade é uma estimativa da variação de f(x) quando uma de suas variáveis 
assume um dado valor. Para o problema em estudo (maximização) será um 
decremento que pode ser dado ao limite superior quando uma variável livre xi for 

fixada em zero ou em um. Assim, considere a função de maximização representada 
pela equação 3.2. 
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Max 
m 

i= 1,2, ... ,n 

xj = 1-xj 

I ri = m, w - .. O 
NJ!i, 

(Eq 3.2) 

Um limite superior bastante intuitivo para f(x), é considerar a soma de todos 
coeficientes positivos. Isto sugere a seguinte proposição. 

Proposição 3.1 Z
1 

Dem; Trivial. 

m 

= L max(O,wk) éumlímitesuperiorparaf(x). 
k=l 

Considere um problema que possua poucos termos com coeficientes positivos na 
solução ótima. Pode-se obsetvar que o limite superior dado por Z1 estará muito distante 

do valor 6timo, conseqüentemente muitos nados serão enumerados. Logo, :Z1 pode ser 
melhorado se forem considerados os seguintes aspectos: 

1. Se o literal for fixada em zero, os coeficientes dos termos positivos que o contém, 
não precisam ser incluídos no limite e os termos lineares negativos que possuem 
seu complemento deverão ser acrescentados ao limite superior, pois poderão fazer 
parte da melhor solução. 

2. Se o literal for fixada em um, os termos lineares negativos que o contém, deverão 
ser adicionados no limite superior e os termos com coeficientes positivos que 
possuem o seu complemento deveriio ser retirados do limite superior. 

Hansen [Hans79] propôs o uso de penalidades aditivas para determinar melhores 
limites. As penalidades são ditas aditivns quando a soma das penalidades 
correspondentes podem ser subtraídas do limite superior corrente (ao que estão 
associadas), conservando a propriedade de limite superior válido. 
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Proposição 3.2 As penalidades aditivas, mostradas abaixo, podem ser associadas a 
-z, 

m 
,o 

PJ = ~ a.jkmax(O,wk) -!!!in (O,w,)e 
k= 1 N,= {j} 
jENk 

.. 
p 1J = }: a.1kmax(O, wk) -min (O, w,) 

k=l N,={j} 

onde, 

:L -o.jk ~ 1 
jEN1UN1 

Dem: Veja o apêndice A. 

• 
C I ' · 3 21 - - "' · (p'0 '1) oroano .. z 2 =z1 -LJmm j•Pj 

i;::: 1 

é um limite superior para f(x). 

Em outras palavras, as penalidades da proposição '3:2 distribuem os coeficientes dos 
termos entre suas variáveis. Pode-se dizer que a variação de zl para Zz é uma 
estimativa da degradação de zl frente ao fato de que todas as variáveis deverão, em 
algum momento, assumir valores binários. 

Os valores de Cl.jk (j = 1, ... , k), que fornecem o menor limite superior Zz, podem ser 
encontrados resolvendo um problema -de fluxo máximo (ver [Hans84, HJM89]). Uma 
vez que a resolução desse problema repetidas vezes consome muito tempo, ap, pode 

ser melhor determinado escolhendo-se valores heurísticos, o que torna mais nípído o 
algoritmo. Uma discussão mais detalhada segue na seção 3.7.3. 

Se existirem vários termos lineares onde todo termo k tem-se coeficiente wk <O, o 

limite Zz é apertado (tied). Caso contrário, poderá ser melhorado como segue: 

Cl-· ~o ,1 -=Jaq. =p.-p. 
J J J 

VjE{l, ... ,n}. 
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Proposição 3.3 As penalidades abaixo podem ser associadas ao limite superior Z2• 

p'J = rJ+ }; min(-mk'rj-J + }; min(-mk'r 1 ~) 
(k,j') (k,l') 

jENt jENk 

{t)k <o (l}k <o 
·•eN I k j'ENk 

,1 
p f = 

onde, 
o 

= max(O,q) Yj 

1 
e 

Yj = -min (O, qj) 

para todo (k, j') sito tais que mk <O e !Nk[ = 2, \N J = 2. 

Dem; Veja o apêndice A. 

Uma variável lívre, em algum momento, assumirá um valor zero ou um. 
Conseqüentemente, o limite superior z2 será obrig~riamente decrescido de pelo 
menos o menor valor entre as penalidades de fixar esta variável. Como este argumento 
é válido para qualquer variável livre, obtém-se: 

Corolário3.3.1 Z
3 

= Z2 -max min (p"?,pn~) é um limitesuperiorparaf(x). 
j=l, ... ,n J 1 

ConsiOOrando ainda o limite superior~ e utilizando-se uma distribuição da variação 
das penalidades das variáveis nos tennoo (com coeficientes negativos), pode-se obter 
um novo limite superior também válido. 

Proposição 3.4 i., definido como segue, é um limite superior para f(x). 
m 

z
4 

= z2 - 2: min(-wk'min (~ .• max(O,q.)),min (-y.~in(O,q.)) ) 
k = 1 jENk J J jE.iik J J 

rok <0 

jN,uNJ•z 

Dem: Encontra-se no apêndice A. 
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3.6 Outras Estratégias de Combinação ----
No desenvolvimento do algoritmo ALGEN surgiram outras formas de se combinar o 
algoritmo enumerativo com o algébrico. Apresenta~se a seguir, duas novas formas de 
combinação. A primeira está relacionada com um pré-processamento das variáveis; a 
segunda está na verificação da existência de uma k-átvore parcial após algumas 
variáveis serem fixadas pelo algoritmo de enumeração. 

3.6.1 ALGEN·l 
A determinação de N1 tende a selecionar os vértices de maior grau do grafo de co­

ocorrência G c> isto é, variáveis que aparecem em um maior número de termos e tem 

influência significantiva no valor de f(x), sugerindo "boas" variáveis para uma 
ramificação na árvore de busca. Entretanto, variáveis associadas aos coeficientes dos 
termos, os quais possuem valores extremos (muito grande ou muito pequeno), podem 
ter grande influência no valor da função objetivo e, ainda assim, não serem escolhidas 
para integrarem o conjunto Np pois podem possuir um grau pequeno em Gç 

Esta observação sugere que antes da determinação do conjunto Nfo pela heurística do 

passo 1, ocorra o seguinte procedimento: 

(I) Realiza-se um pré-processamento de forma a se obter variáveis que possuem uma 
influência significativa para f(x), atribuindo-as ao conjunto NP. 

(11) Utiliza-se uma heurística para determinar uma k-árvore parcial do conjunto de 
variáveis induzidas por N- NP. 

(111) Constrói-se um conjuntoN1 com as variáveis que não pertençam ao subconjunto 
das variáveis que definam uma k~árvore e com as variáveis do conjuntoN2 . 

Essas modificações sugerem o seguinte algoritmo. 

AJ!!l!ritm<! ALÇEN·l 

Passo 1 ~ Pré-processamento. 
Defina o número de variáveis a serem retiradas inicialmente deN. 
Segundo uma estratégia de pré-processamento retire-as de N e 

armazene-M em N P' 

Passo 2 ·Defina uma estratégia de combinação. 
Escolha um valor para k. 

Encontre N/' tal que o sub grafo induzido de G c (grafo de co-ocorrência 

associado af(x)) emN -N1 -NP seja uma k-árvore. 
Armazene um e:squema de eliminação ô provando que este subgrafo é uma 
k-árvore parcial. 
Acrescente à N1 o conjunto N P' 
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Passo 3 ~ Inicie a execução do algoritmo de enumeração. 
Seja Xqpt uma solução determinada por uma heurística e z 0pt o valor 

associado ax"Pr 
InicializeS o conjunto de subproblemas abertos com o elemento 

S1 = (Nf,N~) ,ondeNf eN~ sãooconjuntodevariáveis 

fixadas em 1 e em O respectivamente, e estão ambos vazios. 
Passo 3 ~ Teste de ()timalldade. 

Escolha um subproblemaSi de S. 
Se S está vazio PARE. e Xopr corrente é a solução 6tima com valor Zvpt ótimo. 

Senão Calcule wnlimite superior [def(x). 

Se j:sz0P1RemovaSideSe 

Repita esse passo. 
Passo 4 -Teste de Fixação Condicional 

Calcule para cada variável as penalidades e que são impostas a f quando xi é 
fixada a 1 ou O, respectivamente. 

- o o 
Se f-Pj szopt'AdiclonexiaN1 eRetorneaopasso3. 

- 1 1 
Se f-P; szopt'AdicionexiaN1 eRetorneaopasso3. 

Passo S ~ Branching 

Se não existir nenhuma variável xj EN1 - (N 1 ~,li?) , Vá para o passo 6. 

Senão consídere n11 o número de subproblemas de S. 

AdicioneemSosubproblemaS11•+l = (N!.+l'.N!:.+ 1) e 

N~,+Z = NJu {x) eN!,+ 2 = Nf, 

RemovaSideS 
Retorne ao passo 3. 

Passo 6 -Resolução Algébrica 
Resolva si pelo Algoritmo Fundamental e sejam XjC X;. respectivamente a 

solução ótima e o valor 6timo encontrado. 

Se zi > zopt' Atualize Xopt- X i e zopt- zi • 

Retorne ao passo 3. 

A realização do pré-processamento pode ocorrer de várias formas: 

1. Cálculo das penalidades para cada variável. 
Este processo pode ser realizado utilizand:> algumas das formas de se calcular as 
penalidades apresentadas anteriormente, realizando a seguir uma ordenação cres­
cente dos respectivos valores. Uma vez ordenadas as penalidades, decide-se por 
uma percentagem de variáveis que serão incluídas no conjunto Nr 
Assim, no conjunto formado por N- NP, realiza-se uma busca para determinar uma 
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k-árvore. sendo que as variáveis desse conjunto não pertencentes à mesma serão 
incluídas, juntamente com Np• no conjunto N f 

2. Análise das cardinalidades das variáveis. 
Sabe-se, para cada variável, o número de termos que possuem peso positivo e 
negativo. Neste caso, se uma variável só aparece em termos negativos pode-se fixá­
la, antecipadamente, em zero e com isto retirar todos os termos que a contém de 
f(x). Para o caso da-,variável só aparecer em termos positivos, ela também poderá 
:ser fixada a priori, em um; neste caso os termos possuirão menos variáveis, 
podendo vir a se tornar termos constantes. 
A vantagem dessa proposta ocorre quando o problema não contém variáveis 
complementadas, isto é, i. Nos problemas que contém estes tipos de variáveis 
deve-se tomar um pouco mais de cuidado. Neste caso, melhores resultados poderão 
ser conseguidos com o cálculo das penalidades. 

As experiências computacionais preliminares demonstraram que a primeira forma 
para se realizar o pré-processamento é superior à segunda, pois o conjunto de variáveis 
dada pela primeira considera valores mais fortes que auxiliam na escolha da variável a 
ser :fixada. 

3.6.2 ALGEN-2 
Uma outra estratégia para o ALGEN é considerar a verificação de k-árvore parcial não 
no início de sua execução, mas sím duiante a execução do algoritmo de enumeração. 
Deixa..-se esse processar com o conjunto de variáveis do problema original, e após uma 
percentagem de variáveis fixadas, inicia-se a verificação da existência de k-árvore. 
Essa verificação ocorre sempre a cada passo da fixação. 

Neste algoritmo. inicialmente determlna~se o número de variáveis a serem 
enumeradas, y, sem verificar a existência de k-árvore. Este número pode ser um 
percentual (50% p.ex.) dos valores encontrados no pré-processamento dos algoritmos 
ALGEN e ALGEN-1. Em seguida, utiliza-se uma heurística para verificar se o grafo 
de co-ocorrência corrente é uma kwárvore parcial. Caso a resposta não seja afirmativa. 
continua-se descendo na árvore de busca. Caso contrário, apl:icawse o Algoritmo 
Fundamental para determinar as atribuições restantes. A finalização desse algoritmo 
também está associada com a do enumerativo. Segue uma apresentação do mesmo. 

Aleoritmo ALGEN-2 

Passo 1 w Inicie a ex«:uçiio do algoritmo de enumeração. 
Sejaxop1 uma solução determinada por uma heuristica e Z0pt o valor 

associado ax"'t-
In.irlaHze S o conjunto de subproblemas abertos com o elemento 

S1 = (N},Nf), onde N} e N? são o conjunto de variáveis 

fixadas em 1 e em O respectivamente, e estão ambos vazios. 
Passo 2 -Teste de Otimalidade. 
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Escolha um subproblemaSi de S. 

Se S está vazio PARE, e xq7t <!Orrente é a solução ótima com valor zopt ótimo. 

Senão calcule um limite superior f de f(x). 

Se j:s:z0P 1 RemovaSi deS 

Repita esse passo. 
Passo 3 ·Teste de Flxação Condicional 

Calcule para cada variável as penalidades e que são impostas a/ quando x1 é 
fixada a 1 ou O, respectivamente. 
- o 

Se f-pí :.'IÕZopt'AdicionexjaN? eRetomeaopasso3. 

- 1 1 
Se f -Pj :s:zopt, Adiclone::t;· aN1 e Retorne aopasso3. 

Passo 4 • Verifkação de k-árvore 
Se não enumerou-se 'f variáveis, siga para o passo seguinte. 
SeD.io Se a heurística encontra uma seqüência de eliminação que identifica uma 

no grafo de co-ocorrência, Vá para o passo 6. 
Senão Vá para o passo 5. 

Passo 5 • Branching 
Considere ns o número de subproblemas de S. 

AdidoneemSosubproblemaS,. +l = (N! +l'N~ +l) e 
• • • 

S,. + 2 = (N! + 2 ,N~ + 2) ,onde N2 +l = Nf,N! +l = Nf U {x1}, 
# • • • ~ 

N° , = N9 U {x.} e N 1 , = N~, 
~+ I J ~+ I 

RemovaSideS 

Incremente N s de duas unidadC5 

Retorne ao passo 3. 
Passo 6 ·Resolução Algébrica 

Resolva Si pelo Algoritmo Fundamental e sejam x;e zi• respectivamente a 
solução ótima e o valor ótimo encontrado. 

Se zi >Zopt Atualize xopt- xi e zopt- zi. 

Retorne ao passo 3. 

O .ALGEN-2 pode proporcionar uma estratégia que forneça o mínimo de variáveis 
para o algoritmo de enumeração, isto é, N1 será pequeno. Observe ainda que, o 

conjunto N1 não possuirá tamanho fixo, isto é, para um dado ramo (x; = 1 por ex.) ele é 
menor (ou maior) que para o outro (xi =O). 

3.6.3 Comparação das estratégias 
Na estratégia inicial de combinação, ALGEN, verificou-se que pode ser realizada a 
determinação de um conjunto de variáveis, as quais teriam um grande impacto na 
função objetivo. A vantagem da estratégia ALGEN~l sobre a inicial é justamente a 
busca pelas variáveis de maior impacto no tamanho da árvore de enumeração. 



Técnicas Computaciona~ 

Na terceira estratégia, ALGENN2, a vantagem sobre ALGEN e ALGEN-1 encontra~se 
na maior liberdade do algoritmo de enumeração na manipulação das variáveis, 
utilizando-se da possibilidade de se verificar a existência de uma kNárvore após um 
número pequeno de fixações. Essa liberdade tenta evitar bifurcações (branching) 
desnecessárias que certamente ocorrem nas duas outras estratégias. A sua 
desvantagem provêm do custo computacional dispendido na verificação da k-árvore. 
Este custo pode ser muito grande. Um dos motivos pode estar relacionado com a não 
exploração de heurísticas eficientes para detecção de uma kNárvore parcial. 

3. 7 Técnicas Computacionais -----
A redução do tempo de processamento é um dos interesses principais no projeto de um 
algoritmo. Nesta seção são apresentados quatro pontos relacionados com esse 
interesse. Primeiro, representação interna da função objetivo. Segundo, a ramificação 
na árvore de busca. Terceiro, eficiência no cálculo das penalidades. E finalmente, o 
agrupamento dos termos que envolvem as mesmas variáveis. 

3. 7.1 Representação intema da função objetivo 
São utilizadas duas classes de acesso à função objetivo: (i) dado o índice de um termo, 
lista-se todos literais deste e o coeficiente correspondente; (ü) dada uma variável x~ 

lista-se todos os termos contendo xk ou X,t-

A primeira representação de f(x) consiste de um vetor, com uma das posições contendo 
uma lista ligadaL1, cada uma delas associadas aos literais que aparecem em Ti de f Os 
elementos da lista Li são índices associados aos ~iterais de 1j. Os índices podem ser 

positivos ou negativos dependendo de estarem associados à variável ou ao 
complemento. Esse vetor possui dimensão m, número de termos, definido como segue: 

TERMS[i].coef 

TERMS[i].card_inícial: 

TERMS[i].card _parcial : 

TERMS[•].var 

TERMS[i].atrib 

posição de valor inteiro (ou real), que contém o 
coeficiente do i-ésimo termo de f. 
posição de valor inteiro, contém a cardinalidade 
inicial do i-ésimo termo de f 

posição de valor inteiro, este valor é decrementado 
à medida que uma variável é fixada em TR.UE. 
Corres:ponde à cardinalidade atual do i-ésimo 
termo. 

contém a listaL1 do i-ésimo termo de f. 

posição que assume valores: UNDEF se o termo 
não está definido; ACTIVE se o termo está livre; 
TRUE se o termo está fixado em um; e F!ALSE se o 
termo está fixado em zero. 
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A segunda representação de f, consiste em um outro vetor associado a variável xk c Xk 
de f Neste também, umas das posições contém uma lista ligada L\, que são índices 

associados aos termos contendoxk ouXk- As posições das variáveis estão relacionadas 

com os índices pares se o literal corresponde a xk e ímpares caso contrário. o vetor 

possui dimensão 2n, definido como segue: 

VAR[t].ca.rd _inicial 

VAR[i].card_pos 

VAR[t].card_neg 

VAR[•].terms 

VAR[i].atrib 

posição de valor inteiro, contém a cardinalidade 
total do i-ésimo literal de f. 

posição de valor inteiro, contém a cardinalidade 
de termos positivos em que o i~ésimo literal 
aparece. 

posição de valor inteiro, contém a cardinalidade 
de termos negativos em que o i-ésimo literal 
aparece. 

contém a lista L' i• que possui os termos em que a 
mesma aparece. 

posição de valor booleano, assumindo valores: 
UNDEF se a variável não existe; ACTIVE se a 
variável está livre; '!RUE se está fixada em um; e 
FALSE se está :fixada em zero. 

Como uma ilustração das representações internas da função, 

(Eq &3) 

v~ a figura 3.2. 

Para se determinar a posição i do vetor VAR, é necessário realizar a seguinte operação: 

se xk é variável direta, isto é positiva, i= 2 · (xk-1); caso seja complementada 

i = ab.~ (2 · (1- abs (xk))) + 1. Assim, para a função da equação 3.3, encontrar a 

posição de x1 na estrutura VAR. tcm~sc (i= 2 · (1-1)) =;.i = O, logo VAR[O] 

possui as respectivas atribuições de x 1• No caso de X4 tem~se 

i = abs (2 · (1-abs(-4))) + 1 =>i= 7. 

3. 7.2 Ramificação na árvore de busca 
Várias regras de ramificação têm sido propostas. No processo de seleção das variáveis 
do algoritmo ALGEN apresenta-se a seguir uma lista, não exaustiva, dos diversos 
critérios de ramificação propostas na literatura e utilizadas em certos códigos 
comerciais ou experimentais. 
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TERMOS[i] VAR[Q 

ao! o&! lila 
-alf !Oh iOOipw;ià 

1 3 3 3 1lF 

2 -7 2 2 1lF 

3 -2 2 2 1lF 

4 9 3 3 1lF 

5 4 2 2 1lF 

Figura 3.2 

"" r-
1 2 4 r 
3 .Q -r 

• ' ' ' ' w -ro::H·I 
' " " " " .. j-1 
' ' ' ' ' w -j-CIH· I 
' • o o " .. r 
• ' ' " ' .. -

~ 
,_. 

1 2 r ' • " o " .. j-1 
' • ' ' " .. - 1-- ' I> 

' 4 51- 6 r 
' " ' ' o .. + ' I> 
• ' ' ' " .. - 1-- ·1-f-ill 

'-
r-

5 6 {1 
'-

-

~ ' ' o o o .. 
' ' ' ' o .. - ' ~ 
• ' ' o ' .. - 1--- ' r 

Representações íntemas da função objetivo f(x) correspoodente a equação 3.3. 

Seleção 1: Ordem lexicográfica 
As variáveis livres são consideradas em ordem 'crescente dos índices. Essa será 
:fixada em TRUE se seu custo dentro da função objetivo é positivo e JJALSE caso 
contrário. 

Seleção 2: Custo máximo 
Fixa-se a variável livre de custo máximo dentro da função objetivo. 

Seleção 3: 
- Para cada variável livre escolha aquela de maior valor absoluto da diferença de 
suas penalidades (penalidade da variável ir a zero e dela ir a um). 
- A variável receberá TRUE se a penalidade à zero for maior ou igual a penalidade 
à um; caso contrário receberá FALSE. 

Seleção 4: 
-Escolhe-se a variável que possuir o menor valor do mínimo entre as penalidades. 
-Caso esse valor seja zero, escolhe-se o maior valor entre a diferença absoluta das 
penalidades. 
- A variável receberá TRUE se a penalidade à zero for maior ou igual a penalidade 
à um, caso contrário receberáFALSE. 



Técnicas Computaci011aís 

As experiências computacionais realizadas inicialmente mostraram S4 como critério 
de seleção mais eficiente. 84 pode ser considerado um caso geral de S3. Ambos, S3 e 
S4, tiveram eficiência muito superior a apresentada por Sl e S2. 

3. 7.3 E;Jiciência no cálculo das penalidades 

Os cálculos de aJk e f}11 para os limites e penalidades utilizadas nas proposições 3.2 c 
3.4 não são de grande complexidade computacional. 

Os valores de ajk que minimizam~ podem ser obtidos resolvendo um problema de 
fluxo máximo. Este problema é definido como se segue:~ corresponde a um função 

com coeficientes positivos para termos polinomiais e negativos para termos lineares . 
.Associando~se aos coeficientes positivos um conjunto V1 de vértices e os coeficientes 

negativos à um conjunto V2> obtém~se a instância do problema de fluxo máximo 

introduzindo~se um vértice fonte s com arcos para todos os vértices em V1 com 

capacidades iguais aos coeficientes dos termos correspondentes, arcos partindo de 
todos os vértices de vl para todos os vértices de v2 com capacidade infinita, e arcos 

partindo dos vértices de v2 para um vértice smvedouro t com capacidades de valor 

simétrico aos respectivos coeficientes. Os valores de ~k são dados pela fração da 

capacidade utilizada nos arcos. O valor de ~ corresponderá a soma de todos 
coeficientes positivos subtraída do fluxo máximo obtido. O maior problema dessa 
determinação de aik' provêm do alto custo computacional dispendido para resolver o 

problema de flmro em rede. 

Para dado ap:, valores do flft> na qual minimize Zz e Z4, pode ser determinado por 
progrnmação linear. 

3. 7.4 Agrupamento de tennos idênticos 
A representação da função fk não é atualizada cada vez que uma variável é flxada no 

procedimento enumerativo, isto é, o vetor TERM não é- compactado para eliminar 
termos com um literal fixado em F a/se, e reduzir termos com um literal fixado em 
True. An invés, o efeito de literais fixados é considerado durante os testes. Um 
problema da não atualização está diretamente relacionada com os cálculo das 
penalidades e com a escolha da próxima variável a ser enumerada. 

Uma forma eficiente de agrupar esses termos seria utilizar uma árvore~AVL 

[Knuth75]. Cada nado da árvore-AVL tem um valor igual ao código numérico c um 
rótulo igual ao coeficiente do termo correspondente. 
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3.8 Sumário __ " __ _ 
Este capítulo abordou a combinação do Algoritmo Fundamental, pertencente ao 
método algébrico, com o algoritmo de enumeração implícita ambos métodos exatos, 
para a resolução do problema w-MAXSAT e foi detalhada a estratégia de combinação. 
O primeiro passo para a combinação é a determinação de um subconjunto de N, 
denominado Np de- ta.l forma que N -N1 defina uma k-árvore parcial para um 
determinado k. Em seguida, aplica-se o algoritmo de enumeraç-.ão com chamadas ao 
Algoritmo Fundamental em cada folha da árvore de busca. Apresentaram-se algumas 
generalizações dos cálculos de limites e penalidades, propostos por Hansen et al, 
utilizados na redução da árvore de busca do algoritmo enumerativo. Em seguida, 
foram apresentadas duas outras estratégias de combinação dos métodos algébricos 
enumerativos, com a definição dos novos algoritmos. E finalmente, descreveram-se 
algumas estratégias computacionais realizadas com a implementação do algoritmo 
ALGEN, bem como ALGEN-1 e ALGEN-2" 

A combinação, formando o ALGEN, pode ser ilustrada segundo o algoritmo 

apresentado na figura 3.3. 
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Figura 3.3 Apresentação do Algoritmo ALGEN. 
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Capítulo 4 Análise das Estratégias 
paraoAWEN 

Como foi visto no capítulo anterior, existe a necessidade de se determinar um 
subconjunto das variáveis que serão utilizadas pelo algoritmo de enumeração dentro 
do ALGEN. A determinação desse subconjunto está relacionado com a busca de uma 
k-árvore parcial no grafo de co-ocorrência dado pela instância do problema. 

Este capítulo apresenta, uma caracterização do problema relacionado com a estratégia 
a ser empregada no ALGEN. Dentro deste escopo, são propostas e avaliadas algumas 
heurísticas. 



4.1 .Introdução ----
Uma estratégia fundamental para o ALGEN, está relacionada com a determinação do 
conjunto formado pelas variáveis a serem enumeradas. Esta estratégia está relacionada 
com a necessidade de se determinar uma k-ánrore parcial no grafo de co-ocorrência 
definido pela instância do problema. Entendido que o algoritmo algébrico não deverá 
eliminar variáveis qu~ co--ocorrem com mais de k outras em uma dada iteração. 

O interesse no estudo de k-árvores ou k-árvores parciais surgiu através de algumas 
questões práticas como reabilitação de redes de comunicação na presença de restrições 
do tipo falha no nado e na linha; broadcasting concorrente, numa rede comum; e 
avaliação de filas em sistemas de banco de dados relacionais. Para esses problemas, 
restritos a k-árvores, existem algoritmos eficientes que exploram soluções seguindo a 
propriedade de separação de k-árvores [ROSE74]. 

Dentro do contexto de k-á.rvores para um grafo dado existem dois problemas a serem 
resolvidos: o primeiro é decidir se o grafo é uma k-árvore e o segundo é encontrar o 
menor valor para k tal que o grafo permaneça uma k~árvore. 

A próxima seção descreve algumas definições de teoria dos grafos. A seção 4.3 define 
o problema LPKT e seu subproblema. Na seção 4.4, apresentam-se algumas 
heurísticas para a resolução do LPK.T com alguns exemplos. 

4.2 Definições -----
Árvores são conceitos básicos em teoria dos grafos. Existem aplicações de árvores em 
áreas como química, redes elétricas e teoria dos jógos. 

Existem várias maneiras equivalentes de definir árvores, a mais simples é: 

Definição 4.1 Uma árvore é um grafo conexo e sem circuito. 

Uma definição menos freqüente utiliza o princípio de indução. 

Definição 4.2 Um grafo que contém um vértice simples é uma árvore, e uma árvore 
com n+l vértices é obtid4 de uma outra com n vértices adicionando-se um novo 
vértice adjacente a exatamente outro vértice. 

Essa definição sugere uma extensão dos conceitos de uma árvore para uma dimensão 
maior. 

Definição 4.3 Seja uma k-árvore um conjunto com k vértices mutuamente adjacentes, 
uma k-árvore com n+l vértices é determinada adicionando-se, em uma k-árvore 
com n vértices, um novo vértice adjacente à k vértices antigos mutuamente 
adjacentes. 



Figura 4.1 

Definições 

As figuras 4.1 e 4.2 indica.m., respectivamente, uma 2~ e 3~árvore com no máximo seis 
vértices. Para melhor caracterização de k-árvores veja Rose [ROSE74] e Beíneke 
[BP71] 

Uma outra definição para k-árvore, está relacionada com a clique de um grafo. Uma 
clique, em G = (N,A), ondeN é o conjunto de vértices e A o conjunto de arestas, é um 
subconjunto não vazio de vértices tal que cada par distinto desses possui uma aresta 
em G. Assim, a definição recursiva de uma k-árvore é: 

Definição 4A Uma k-árvore com k vértices é um grafo cujo conjunto de vértices é 
uma clique com k vértices (k~clique). Dado qualquer k~árvore Tk{n), com n 
vértices, uma k~árvore com n+ 1 vértices é obtida quando o (n+l)~ésimo vértice é 
adj'acente a cada vértice de uma k-clique em Tk(n). 

Um grafo parcial pode ser definido como: 

Definição 4.5 Dado um grafo G. Um grafo parcial de G contém todos os seus vértices 
e um subconjunto das arestas. 

Isto sugere uma definição de k~árvore parcial: 

Definição 4.6 Uma k-árvore parcial é qualquer grafo parcial de uma k-árvore. 

2-árvore com no máximo 6 vértices. 

I 

ou 
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OProblemaLPKI' 

ou 

3wátvore com no máximo 6 vértices. 

4.3 O Problema LPKT 

O problema de reconhecimento de uma k-árvore parcial, do inglês Partial kwtree 
rocognition problem (B!RTIAL K-1REE), pode ser entendido como verificar a 
existência de uma k-árvore parcial num grafo, para um k conhecido. Sua formalização 
pode ser enunciada como segue: 

D\RTIAL K-TREE: dados um grafo G e um inteiro l~ existe uma k-árvore em G tal 
queks.l? 

m.RTIAL K-TREE é NP-completo [GJ79}. A demonstração de suaNP-completude foi 
realizada por Amborg et ai [ACP87]. 

Um outro problema envolvendo k-árvore parcial aparece quando deseja-se determinar 
a k-árvore parcial que contém o maior número de nodos do grafo. O problema de 
encontrar a maior k-árvore parcial, do inglêsLargest Partia! k-tree problem (LPKT), é 
definido como: 

Problema LPKI: dado um grafo G e um inteiro k, encontrar o maior subconjunto T 
de N tpl que o .'iubgrafo de GJ induzido por 1; seja uma k-árvore parciaL 
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HeurísticO$ para oLPKT 

Grafo de oo..ocorrência G. 

Encontrar uma solução ótima para LPKT, é equivalente a determinar o subconjunto 
N1= N- T de cardinalidade mínima para um dado k. Entretanto, a cardinalidade de N1 
não é o único p!Uâmetro a influenciar no número de vértices explorados na árvore de 
busca do ALGEN. Pode ser que a fixação de y~áveis do conjunto T reduzam 
significativamente a árvore de busca do algoritmo enumerativo. Observa~se que a 
solução ótima de LPKT tenta colocar emN1os vértices com maiores graus do grafo de 
co-ocorrência Gc, isto é, as variáveis que aparecem em f(x) distribuídas nos termos 
com o maior nútnero de variáveis diferentes. Essas provavelmente tem um maior 
significado no valor de f(x), sugerindo serem "boas" variáveis para a enumeração. 

O problema LPKT pode ser visto como uma generalização do problema nt.RTL4.L K~ 
TREE sendo. portanto, claramente NP~difo:il. A próxima seção apresenta uma 
abordagem aproximada para a resolução do LPKT, seguida de alguns resultados 
computacionaís. 

4.4 Heurísticas para o LPKT 
----

A tendência é determ.ínar soluções aproximadas para o LPKT, uma vez que ele 
pertence à classe NP~completo e que no algoritmo ALGEN não há interesse em um 
grande consumo de tempo no pré-processamento. De fato o tempo computacional 
requerido para se determinar uma solução ótima e provar sua otimalidade, pode ser 
grande quando o problema cresce. Nesta seção, são apresentadas três heurísticas para 
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resolver o problema LPKT e uma heurística para determinar se um grafo é uma kM 
árvore parcial ou não. Esta última é apresentada a seguir. 

4.4.1 Heurística Greedy 
Esta heurística verifica se um dado grafo é uma kMárvore parcial, para um dado k, 
eliminando repetidamente o vértice de G com menor grau no subgrafo resultante de G 
após a eliminação anterior. A resposta pode ser "sim" se o grafo é uma k-árvore parcial 
e «talvez" se a heurística não consegue encontrar uma seqüência que prove esta 
condição. Caso a resposta seja positiv~ a eliminação define uma seqüência 

II = { :n:P :n:2, •••• :tt
11
}, dos vértices de N. A k-árvore parcial é formada pelos 1tj's tal 

que a(:n:j)s k (onde a indica o grau do vértice no grafo corrente) para todo i= 1, ... , n. 
Considerando que o vértíce ao ser eliminado deve ser simplicial, no passo de 
eliminação são inseridas todas as arestas entre os seus vizinhos, caso não existam, para 
torná-lo simplicial. Os algoritmos deste capítulo utilizam a notação abaixo: 

& variáveis utilizadas na representação da heurística são: 

- G é um grafo, G = (N,A),N conjunto de vértices e A conjunto de arestas; 

- k é uma constante; 

-vi é o i-ésímovértice pertencente aN; 

M a(vi) é o grau do vértice v;, no grafo corrente; 

MS é o sulx:onjunto de N, onde oo seus vértices não pertençam a k-árvore; 

- II é urna seqüência de eliminação dos vértices; 

Heurística Grstuly 

DadosGek 
s-0 
vértices = IN! 
Enquanto (vértices > O) 

Para todo vi e N 
Encontre o vértice de menor grau 

Se à( vi)> k Então 

PARE, ReBponda niio foi possível identificar o grafo como uma k-árvore 
parcial 

Senão 

II .,.._li+ {vi}, segundo a ordem de eliminação 

Elimine vi deN inserindo as arestas que faltam para tomá-lo simplicial 

vértices - vértices- 1 
Fim-enquanto 

II contém wna seqüência que prova que o grafo é uma k-árvore parcial. 
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4.11.1.1 Exemplo 
Considere o grafo G da figura 4.3, deseja~se encontrar a maior 4-árvore do grafo G. 
Este problema será utilizado nos exemplos de execução das heurísticas destes 
capítulo. 

Para este grafo G, a heurlstica greedy não determinou uma 4-árvore no grafo, pois 
eliminou 5, 2 e retornou não. 

4.4.2 Heurística ;A 

A heurística (!.. consiste de dois passos. No primeiro, é eliminado repetidamente o 
vértice de G com maior grau no subgrafo induzido de G. Essa eliminação define uma 

seqüência TI = { np n2, ••• , n:.:
11

} , dos vértices de N. O segundo passo, define uma 

família de subgrafos de G que correspondem ao induzido por 

N, = N- { :ltp :ltz• •.. , n1 _ 1} (N1 = N) para i = 1, ... , n e chamado o i-ésimo sub grafo 

G;. Então utiliza-se a heurística greedy, descrita anteriormente, para testar se o 

subgrafo G; é uma k-árvore parcial para i = 1, ... , n. A primeira resposta positiva obtida 
pela heurística, por exemplo i*, define o conjunto de variáveis a serem incorporadas 
em Np que são :n;l' ... , :ti•-l . Definindo também, o esquema de eliminação n* 

seguido pelo algoritmo algébrico. 

O processo de eliminação possui duas formas: 

1. Eliminação normal 
Uma eliminação pode ser considerada uma eliminação normal se ao eliminar um 
vértice v; do grafo G, não inserindo nenhuma aresta no subgrafo. 

2. Eliminação simplicial 
Uma eliminação pode ser considerada uma eliminação simplicial se ao eliminar um 
vértice v; do grafo G, ela insere todas as arestas no subgrafo de forma a tomar vi um 
vértice simplicial. Esta é utilizada dentro da heurística greedy. 

A heurística pode ser representada como segue. 

Heurística ).. 

Dados G ek 
s-0 
vértices = JN1 
Enquanto (vértices > O) 

Para todov;EN 
Encontre o vértice v; de maior grau 

s-S+ {v,} 

Elimine v1 deN 
vértices - vértices - 1 

Fin_a-enquanto 
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Paraj =O até INI-1 
Paral=latéj 

Utilize a eliminação normal para eliminar vl de S 

Fim~para 

vértices = !Nl 
11=0 
Enquanto (vértices > O) 

Para todo v;EN 

Encontre o vértice v; de menor grau 
TI- I1 + {vi}, segundo a ordem de eliminação 
Se (U(v,) > k) então (Heuristica greedy) 

Utilize a eliminação simplidal para eliminar vi de S 
Senão 

Termine o enquanto 
vértices - vértices - 1 

Fim-enquanto 
Se (vértices- O) Então PARE 

Fim·para 
II contém os vértices da k~áxvore parcial na seqüência de eliminação a ser seguida. 

4.4.2.1 Exemplo 
Para o grafo G da figura 4.3 a seqüência de eliminação IT e o conjuntoS fornecidos 
pela heurística !o., juntamente com a ordem de eliminação do vértice, são: 

{Ordem de eliminação: Vértice eliminado} 
s = {1:7; 2:1} 
II = {3:5; 4:2; 5:4; 6:3; 7:6; 8:8; 9:9; 10:10} 

4.4.3 Heurística ;li 
Esta heurística tem como base a heurística greedy, de forma que ao .se encontrar um 
vértice, no passo da eliminação, com grau maior do que k, este é retírado do grafo e 
prossegue-se com a determinação da k-árvore parcial. 

A heurística :!i consiste de eliminar repetidamente o vértice de G com menor grau no 
subgrafo induziOO de G. Essa eliminação define uma seqüência 

II = { .n;P .ttz, ... , n,J, dos vértices de N. A cada passo da eliminação, é verificado se 

o grau do vértice eliminado é maior do que k, se isto ocorrer retire-o da seqüência e 
prossiga com a heurística. Quando todos os vértices forem eliminados obtém-se como 
conjunto de variáveis a serem incorporadas aNp os vértices retirados da seqüência. O 
esquema de eliminação n;* a ser seguido pelo algoritmo algébrico também é definido. 
A heurística ~ pode ser descrita como segue. 
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Heurística :!i 

Dados G e k 
s-0 
vértices = IN! 
Enquanto (vértices > O) 

Para todo vi Elf 
Encontre o vértice vi de menor grau 

Se Q(vi) > k então 

s-S+{vi} 
Utilize a eliminação nonnal :para eliminar v; de N 

Senão 
TI- TI+ {vi}, segundo a ordem de eliminação 

Utilize a eliminação simplicial para eliminar vi de N 
vértices- vértices - 1 

Fim--enquanto 
II contém os vértices da k-árvore parcial na seqüência de eliminação a ser seguida. 

4.'1.3.1 Exemplo 
Para o grafo G da figura 4.3 a seqüência de eliminação TI e o conjunto S fornecidos 
pela heurística~. juntamente com a ordem de eliminação do vértice, são: 

s = {3:10; 4:7;) 
11 = {1:4; 2:2; 5:5; 6:1; 7:3; 8:6; 9:8; 10:9) 

4.4.4 Heurística Try k-width 
A heurística try k-width constrói uma k-árvore parcial tentando encontrar uma 

seqüência, :n; = { :n;1, :rtz. ... , :n:,J , eliminando repetidamente o vértice de G que 

possui grau k ou o mais pr6xi.mo de k (e menor) no subgrafo induzido de G. Se não é 
encontrado um tal vértice a heurística faz uma eliminação simples do vértice de menor 
grau no grafo corrente. A k-árvore parcial será formada pelos 7t/s tal que a(:tU :s. k para 

todo i• 1, ... , n. 

A seguir tem-se uma apresentação da heurística try k-width. 

Dados_Gek 
s-0 
vértices = !NJ 
cont = verdadeiro 
Enquanto (vértices > O) 

r'eal_k= k 
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Enquanto (cont) faça 
Para todo vi EN 

Encontre o vértice v;, tal que iJ(vi) :s; real_ke a diferença entre 
ci(v;) e real_k seja mínima. 

Se foi encontrado um vértice v; Então 
cont = f'altlo 

Senão 
real_k ........ real_k+ 1 

Fim-enquanto 
Sereal_k > k + 1 entã.o 

s-s+ {vi} 

Utilize a eliminação normal para eliminar v; deN 
Senão 

rr- TI+ {vi}, segundo a ordem de eliminação 
Utilize a eUminação simplicial para eliminar vi de N 

vértices - vértices - 1 
Fim-enquanto 
IT contém os vértices dak-árvore parcial na seqüência de eliminação a ser seguida. 

lJ.'J.il.l Exemplo 
Esta heurística executada em cima do grafo G, figura 4.3, encontra a seqüência de 
el.iminaçáo TI e o conjuntoS, dados abaixo. 

s ~ {3:4; 4:10; 5:9} 
I!= {1:5; 2:2; 6:8; 7:7; 8:6; 9:3; 10:1} 

4.5 Comparações entre as Heurísticas 
-----

Com o objetívo de se definir qual a melhor heurística para ser utilizada na definição da 
estratégia do ALGEN, as heurísticas greedy, !-, ~ c try k-width foram implementadas 
na linguagem C e testadas utilizando-se um computador SUN SPARC 10 ligado em 
rede. Os grafos foram gerados randomicamente. Para cada valor da k-árvore utilizado, 
é apresentada a média dos resultados obtidos em 10 execuções. 

& experiências realizadas contemplam três tipos de avaliações das heurísticas: na 
primeira, considera-se o número de vértices e a densidade do grafo fixados variando o 
tamanho da k-árvore a ser encontrada; na segunda, fixa-se o valor de k e a densidade 
do grafo e varia-se o número de vértices no grafo; fmalmente, na terceira, varia-se a 
densidade do grafo e fixa-se o valor de k e o número de vértices. Esses resultados estão 
apresentados nas tabelas 4.1 e 4.2. 



Tabela4.1 

Canparuçôes entre a.s Heurifücas 

4.5.1 Variando k 

A avaliação dos resultados numéricos apresentados pelas heurísticas é baseada nas 
seguintes estatísticas, para os mesmos testes: 

Max !NA 
maior valor para o conjunto que contém os vértices que não pertençam a k~árvore 
parcial, ou ainda a menor k-árvore parcial encontrada. 

Min !NA 
maior k-árvore parcial encontrada. 

~IN A 

CJ 

média do tamanho do conjunto N r 

desvio padrão, representa a dispersão do conjunto das soluções obtidas pelas 
heurísticas. 

Pode-se observar que a heurística P,.foi sempre melhor que as outras para todas as 
instâncias, obtendo um bom desempenho. Observe que mesmo a heurística try k~width 
que considera valores mais próximos de k não conseguiu obter k~árvore maiores que a 
heurística )... Isto pode ser melhor observado considerando o gráfico apresentado na 
figura 4.4. 

Não foram considerados os aspectos de tempo de execução das heurísticas nestes 
testes devido ao fato de serem muito rápidas para o tamanho do problema apresentado. 

Comparações das heuristicas çom respeito ao parâmetro k. A linha sombreada indlca a média, 
sobro 10 instâncias, para o tamanho do conjuntoNf 

Heurlltiau 
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Camparaçôes entre as Heurísticas 

Desempenho das heurísticas durante a variação do tamanho da k.-árvore, considerando o 
número de vértices e a densidade do grafo fixados em 80 e 10%, respectivamente. 

2 4 6 
k-álvore 

Heurística,:.. ...­
HeuríStica ~ _,_ 

Heurística try-k wídth "" .. -

------·-­
~. 

8 10 12 
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Canparaçõcs entre as lleurí:;ticas 

4. 5. 2 Variando a tamanha do conjunto de vértices 

A avaliação dos resultados nesse caso segue a.s mesmas descritas na seção anterior. 
Onde agora são considerados fixos o valor de k e a densidade do grafo. O parâmetro 
aqui analisado é o tamanho do conjunto de vértices do grafo. 

Resultados obtidos pelas heurísticas coro respeito ao paramêtro do número de vértices do 
grafo. A linha sombreada indica a média do tamanho do conjunto N1 sobrc a execução de 10 
instâncias. 

Qualidade das ~;oluçõcs das heurísticas robrc a variação dos vértices utilizando~sc valores fixos 
para a densidade e k-árvore iguais à lO% e 11-árvore, respectivamente. 

lOOr-------~--------~--------~------~---------r---, 
Herufsticacfl, -+-

Heurística~ ....... . 
Heurística try-k width _,_ 

80 



Tabela 4.3 

Ccmparaçõe8 entre as li eurística:s 

4.5.3 Variando a densidade do grafo 

Para este caso será considerada somente a execução da heurística ]!-., devido ao seu 
melhor desempenho nos casos anteriores. A avaliação dos resultados ocorrerá da 
forma descrita anteriormente. 

Observe que o desempenho da heurística não se torna muito ruim a medida que o a 
densidade do grafo cresce. O gráfico apresentado na figura 4.6 fornece uma idéía de 
crescimento do conjuntoN1(aproximadamente linear). 

Representação do desempenho da heuristíca ~ durante a variação da densidade do grafo no 
número de arestas. A linha sombreada indica a média do tamanho do conjunto Nrpara a 
execução de 10 instâncias. 
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Ccmparações entre as lieuristicas 
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Densidade do Grafo(%) 

Execução da heutística;. para instância de 80 vértices no grafo o t.amanho da maior k~árvore 
deve ser 11, com variação da densidade do grafo. 



Tabola4.4 

Comparaç~ erUro as lieuristicas 

4.5.4 Análise do tempo de cpu 
Nos resultados obtidos anteriormente não foi demonstrado o desempenho das 
heurísticas no que diz respeito a tempo de processamento. Com este intuito, é 
apresentado a seguir o desempenho das heurísticas considerando três tipos de 
instâncias de 100 à 300vértices no grafo, onde o valor de ke a densidade estão fixados 
em 11 e 5%, respectivamente. 

A avaliação dos resultados segue as definições apresentadas anteriormente acrescidas 
de: 

tcpumax 
indica o maior tempo de cpu gasto pela heurística. 

tcpu min 
indica o menor tempo de cpu gasto pela heuristica. 

tcpuJ.I. 
indica a média dos tempos de cpu. 

a 
desvio padrão sobre o tempo de cpu gasto pela heurística. 

A tabela 4.4 apresenta uma melhor eficiência da heuristica !- em se determinar a 
maior k-árvore, mas um melhor desempenho para a para heurística try k~width. Uma 
melhor comprovação deste fato pode ser observada no gráfico da figura 4.7 que 
representa a performance das heurísticas. 

Desempenho das heutisticas referente ao tempo de processamento gasto. 
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Canparações entre as Heurísticas 

100 150 200 250 300 
Número de Vértices (N) 

350 

Heurfstica ;p. -
Heurística try k~width _,__. 

400 450 

Qualidade dos resultados obtidos com a execução das heurlsticru!í na verificação do 
desempenho das mesmas considerando densidade do grafo e tamanho da k*álVore fixados e três 
variações do tamanho do conjunto de vértices. Devido o fato do tempo de processamento da 
heurística B ser muito próximo de zero e não ser possível plotar seus pontos neste gráfico. 



Seruibilkiade ao valor k 

4. 6 Sensibilidade ao valor k -----

4e+11 

3.5e+11 

o 3e+11 -B o 
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Figura 4.8 

Considere que seja possível encontrar, para qualquer grafo de co-ocorrência obtido de 
UID1l instância do w-MAXSAl', uma k-árvore parcial contendo n, n-log n e tJ-2·log n 
respectivamente para k igual a 6, 12 e 18. Sendo esta hipótese verdadeirll;, o Algoritmo 
ALGEN tem seu desempenho de pior caso limitado por uma função linear (k=18). 
quadrática (k=12) e cúbica (k=6), pois o conjunto de variáveis a serem enumeradas 
tem cardinalidade Úro, log n e 2·log n, respectivamente. Entretanto, o melhor 
desempenho sob as condições acima somente será do algoritmo linear (k=lS) para 
valores de n superiores a 750, observe o gráfico na figura 4.8. Isto decorre do 
crescimento da constante do algoritmo ALGEN com o valor de k, que como visto no 
capítulo 3 é proporcional a 3k. 

No intuito de obter o comportamento descrito acima para o Algoritmo ALGEN em 
instâncias reaís, propõe-se a seguinte experiência: gera-se um conjunto de instâncias 
para n • m igual a 24, 32 e 64; determina-se os valores de k para os quais em cada uma 
dessas instâncias o conjunto N1 possui cardinalidade zero, log n e 2·log n. Desde 

Análise de Pior Caso 

/; ,o~-,/~ ··~·-·· 

/ 
'/ 

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 
Número de vértices (n) 

Análise de pior caso para o algoribno ALGEN. O algoribno possui complexidade linear para 
um k fixo em 18, uma complexidade quadrática para k fixado em 12 e complexidade cúbica 
para k fixado em 6. 
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Sensibilidade ao valor k 

modo, satisfazem~se as condições citadas no parágrafo anterior. Os resultados da 
experiência são apresentados na tabela 4.5 e no gráfico da figura 4.9. Embora, os 
resultados não sejam conclusivos pode ser observado que o desempenho do algoritmo 
linear é inferior ao dos outros dois para valores de n inferiores a 70 conforme previsto. 

Qualidade das soluções produzidas para a análise de desempenho dos algoritmo segundo a 
variação do valor de k. 

24' 64' 

a. Média do tcm!XI de cpu realizada sobre 10 instâncias 
b. Média do temp:> de cpu realizada sobre 5 instâncias.. 
c. Média do tempo de cpu realizada sobre 3 .íru;tâncias. 

Desempenho dos algoritmos :segundo a sensibilidade do valor de k a medída que o número de 
vértices cresce. 

10 

/ 

.f/ 
.. ::/ 

·-·---·-·----·-·---·-·---·-·---·-·---·-.. 
30 40 

Número de vértices 
50 60 70 



Catclusão 

4. 7 Conclusão -----
Determinar a maior k-árvorc parcial no grafo de co-ocorrência é uma estratégia de 
grande auxílio na eficiência do algoritmo ALGEN. As experiências mostraram que a 
heurística ,J.. é melhor do que as outras (~, try k) no que diz respeito ao tamanho do 
conjunto a ser enumerado pelo ALGEN. Pode-se observar ainda. que a determinação 
de um valor fixo pru::a k não é tarefa fácil, pois para valores muito grandes de k o 
problema LPKT torna-se difícil de ser resolvido. 



Capilnlo 5 Resultados 
Computacionais 

Este capítulo descreve os diversos testes realizados para w-MAXSAT. Primeiramente 
é mencionada a forma de geração dos testes. Em seguida, apresentam-se os resultados 
obtidos com o Algoritmo Fundamental, Algoritmo Enumerativo, ALGEN e suas 
diversas estratégias de combinação. É apresentada ainda a influência de uma boa 
solução inicial no algoritmo enumerativo, bem como a comparação dos resultados 
conseguidos com os algoritmos. 



Introdução 

5.1 Introdução 
-----

O objetivo dos resultados computacionais realizados é a comparação da eficiência dos 
métodos propostos para a resolução do w-MAXSAT. Desde modo são analisadas as 
diferentes estratégias de combinação utilizadas. Os algoritmos foram implementados 
em linguagem C e FORTRAN77, sendo executados em um servidor Sun Sparc 1000 
com oito processado~s. As tabelas apresentadas neste capítulo seguem as definições 
abaixo: 

n: número de variáveis do problema; 

• m: número de termos do problema; 

" k: tamanho da k-árvoro; 

• Max \Nft: número máximo de variáveis enumeradas; 

• Min !Nft: número mínimo de variáveis enumeradas; 

1.1.1Nfl= número médio de variáveis enumeradas; • 

• Max Nados: número máximo de vértices explorados 
algoritmo enumerativo; 

na árvore de busca do 

• Min Nodos: número mínimo de vértices explorados na árvore de busca do 
algoritmo enumerativo; 

• 1.1.Nodos: número médio de vértices explorados na álVore de busca; 

• Max iter: número máximo de iterações que o algoritmo enumerativo atingiu a folha 
e foi executado o algoritmo Fundamental; 

• Min iter: número mínimo de iterações que o algoritmo enumerativo atingiu a folha 
e foi executado o algoritmo Fundamental; 

• lL iter: número médio de iterações que atingiu-~e_ a folha; 

• tcpu max Fund: tempo máximo de cpu dispendido pelo Algoritmo Fundamental; 

.. tcpu minFund: tempo mínimo de cpu dispendido pelo Algoritmo Fundamental; 

.. tcpu 1:1: tempo médio de cpu; 

• tcpu max: tempo máximo de cpu dispendido pelo algoritmo em questão; 

" tcpu min: temtx> mínimo de cpu díspendido pelo algoritmo em questão; 

• tcpu 1:1: tempo médio de cpu; 

• tcpu o: desvio padrão do tempo de cpu do algoritmo, indicando a dispersão dos 
tempos obtidos. 



Geração das instâncias para os testes 

5.2 Geração das instâncias para os testes -----
Nos testes abaixas o número m de termos, n de variáveis, k da k~árvore são parâmetros. 
Os resultados apresentados referem-se a instâncias geradas da seguinte maneira: 

1. Problema MAX-3SAT ponderado: 

(I) Os termos contém 3 literais. 

(11) Existe uma distribuição uma uniforme dos literais nos termos. 
(111) Cada literal em cada um dos termos pode ser complementada com 50% de 

probabilidade. 

(lv) Os coeficientes relacionados aos termos são tomados de uma distribuição 
unifurme entre -1000 e 1000. 

2. Problema 3-SAT: 

Essa geração é semelhante ao problema anterior com exceção do item (iv~ definido 
como: 

(lv) Os coeficientes para os termos são tomados iguais à -1 (a entrada para o 
programa está na forma da equação 1.1, ou seja a de uma soma de produtos). 

3. Problema 5-SAT 

(I) Cada termo possui no máximo 5 literais. 

(11) O mimero de literais por termo é distribuído uniformemente entre 1, 2, 3, 4 e 5. 

(111) Os coeficientes são gerados como em l(iv). 

As diretrizes, para a geração dos problemas testes, utiliza-se dos seguintes fatos: 

1. O ALGEN processa com variáveis complementadas ou não e minimiza uma 
função não-linear 0-1 sem restrições; 

2. Para cada tamanho de problema são geradas 10 instâncias diferentes, para melhor 
verificação do desempenho do algoritmo. 



Comparação dos Limües Superiores 

5.3 Comparação dos Limites Superiores 
~----

Tabela 5.1 

Esta seção está interessada na determinação dos limites superiores durante a execução 
de um algoritmo de pesquisa arborescente. Neste caso, deseja-se resolver o problema 
com o menor número possível de nodos na árvore de busca. 

Tabela produzida pelos resultados fornecidos pel015 limites superiores Z;z. ZJ e z4, para 10 
instânciasMAX·3SATtamanho n = 40 em = 00, O algoritmo possuí a mesma solução inicial no 
procei!Samento das instâncias com cada limite. 

A tabela 5.1 apresenta os resultados produzidos por 10 instâncias de tamanhos 30x60 e 
40x80 (variáveis x termos), gerados da forma descrita anteriormente. Pode·se observar 
que na instâncias 30x60 os resultados produzidos pelos limites possuem uma 
diferença, considerando o parâmetro tempo, muito pequena. Neste caso não importa o 
tamanho da árvore de busca, pois o custo computacional para o cálculo das 
penalidades de z3 e até z4 são superiores a de Zz· Quanto a outra instância pode·se 
observar uma superioridade do limite dado por z41 tanto no tamanho da árvore de 
busca quanto no tempo de processamento. 

5.4 Sensibilidade da Solução Inicial 
-----

O estudo dessa sensibilidade é feito através da análise da execução do algoritmo 
enumerativo em três situações: a solução inicial é equivalente a -infinito; é obtida por 
heurística de busca tabu; é a própria solução ótima. 

A heurística TABU possui a seguinte configuração: 

{1) número de iterações: 20; o procedimento executa até 20 iterações sem obter 
uma melhora na solução. caso uma solução melhor seja encontrada o contador 
retoma a zero. 

(11) tamanho lista tabu: 60% do número de variáveis do problema. 



Tabela 5.2 

Re$ultados do Algoritmo FWldamental 

Resultados obtidos para se efetuar comparações de forma a perceber a sensibilidade de se 
pos:ruir wna solução inicial "boa". 

Pode ser observado que a diferença entre a solução ótima fornecida ao problema e a 
solução aproximada, dada pela heurística, é menos de um segundo. Enquanto se a 
solução inicial é dada por um valor muito ruim esta diferença passa de dois segundos. 
A realização desta comparação foi feita sobre um problema relativamente pequeno, se 
for considerado um problema de maior extensão estas diferenças serão bastante 
significativas. 

5.5 Resultados do Algoritmo Fundamental 
-----

Tabela5.3 

O Algoritmo Fundamental foi codificado em FORTRAN 77, implementado e 
executado num computador SUN SPARC 10 UNIX system 5 release 4.0. 

Resultados obtidos com a execução do Algoritmo Fundamental na sua fom1a revisitada. ou 
seja. BASIC ALGORJTHM REVISITED. 

Este algoritmo foi aplicado a duas classes de instâncias, uma onde o número de termos 
é igual a n e outra onde é 2n. Para a primeira classe o algoritmo comportou~se com boa 
performance, veja a tabela 5.3, isto pode ser melhor observado no gráfico da figura 
5.1. Isto se- dá pelo fato dessas instâncias possuírem um grafo de co-ocorrência que são 
k~árvores parciais para pequenos valores de k. Na segunda classe não houve um grande 
desempenho como na primeíra, devido ao crescimento do valor de k no grafo de co­
ocorrência que são k-árvores parciais. Para as instâncias 40x80 e 50x100 não foi 
possível encontrar nenhum resultado com tempo de cpu inferior à 15h. 
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Figura 5.1 

Resultados do Algoritmo FU!Idamental 

Algoritmo Fun1amental -

10 20 30 40 50 60 70 80 
Número de variáveis (n) 

Qualidade da.s soluções dada pela execução do Algoritmo Fundamental, considt-'ralldo o 
número de termos igual ao número de variáveis. 



Resu!Jados do Algoritmo Enumerativo 

5.6 Resultados do Algoritmo Enumerativo 
-----

Tabela5.4 

O algoritmo enumerativo foi codificado em C, implementado e executado num 
computador SUN SPARC 10 UNIX system 5 release 4.0. 

Tabela definida com os resultados obtidos com a execução do algoritmo enumerativo puro, 
utilizado como parte do algoritmo combinado. As linhas sombreadas significam o cálculo das 
médias. 

a. média obtida é inferior a 5 instâncias. 
b. média obtida é inferior a 10 instâncias. 

Este algoritmo foi aplicado sobre instâncias com o número de termos igual a n e 2n. 
No primeiro tipo de instâncias. o algoritmo teve um comportamento instável. pois ou as 
instâncias foram resolvidas rapidamente ou o algoritmo não conseguiu resolver em 
com menos de 15h de cpu (o que ocorreu mais de 50% das vezes). Uma possível razão 
para isto é que um número pequeno de termos eVentualmente não traz informação 
~"Uficiente para que a árvore seja cortada significativamente. Isto é. obtém-se limites 
superiores que são ruins. No segundo tipo de instâncias, pode-se verificar a 
superioridade do algoritmo enumerativo sobre o algébrico. Entretanto, em duas das 10 
instâncias de SOxlOO o algoritmo enumerativo também não conseguiu resolver em 
menos de 15h. Isto se atribui a fato de que algumas instâncias são, consideravelmente, 
mais difíceis que outras. 



Resultados doALGEN 

5. 7 Resultados do ALGEN ----

Tabela 5.5 

Este algoritmo foi codificado em C e FORTRAN77, implementado e executado 
também numa SUN SPARC 10 UNIX Os resultados apresentados aqui demonstram a 
sensibilidade do tempo de processamento à largura (k) da k-árvore parcial e à relação 
número de termos x número de variáveis na instância. O cálculo dos limites superiores 
foram obtidos com a formulação dada por :Z4 (apresentada no capítulo 3). 

5.7.1 Variando o tamanho da k-árvore 
O objetivo deste teste é verificar o desempenho do ALGEN mediante a variação do 
tamanho da k-árvore considerando o número de variáveis e termos fiXados em 80. 

Resultados obtidos com instâncias 3-SAT, três variáveis portenno. Os itens em destaque 
apresentam o valor médio do algoritmo quando executado sobre 10 instâncias. 

Esta instância possui um grafo de co-ocorrência com densidade de 7%, no entanto 
pode-se observar na tabela acima que a medida que o k cresce consegue-se um 
conjunto de vértices menor para serem enumerados e conseqüentemente uma 
decréscimo no tempo de execução do algoritmo. 

Na execução onde o valor de ké igual a 19, obsetve que existem várias instâncias onde 
somente o Algoritmo Fundamental é executado (\Nj{• O). 

Pode-se notar aínda que o melhor valor para k nesta instância é 17, veja o gráfico da 
figura 5.2. 
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Resultado;; doALGEN 

ALGEN ~ 80x80 --

2 4 6 8 10 12 14 16 
Tamanho da k:.árvore(k) 

Qualidade das soluções dada pela execução 00 algoritmo ALGEN, resolvendo w-MAX-3SAT 
de 80x80 com o tamanho da k-árvore variável. 



Tabelas.& 

Resuliab doALGEN 

5. 7.2 Variando o tamanho do conjunto de variáveis 
Nesta seção o interesse está no desempenho do algoritmo ALGEN com relação a 
variação do número de variáveis. 

Tabela definida para se obseiVar o desempenho do algoritmo a medida que aumenta....5e o valor 
de m (número de tennos) em função de n. A média dos resultados é obtida sobre 10 in:stãncias 
diferentes. 
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Resultados tWALGEN 

ALGEN(nxn) --

10 20 30 40 50 fJJ 70 80 
Número de variáveis (n) 

Desempenho do ALGEN para a variação do número de variáveis, tal que o número de tennos é 
igual ao de variáveis e k-átvore fixada em 9, 



Resultados doALGEN·l 

5.8 Resultados do ALGEN-1 
-----

Tabelas.? 

Este algoritmo foi codificado em FORTRAN77 e C, implementado e executado numa 
SUN SPARC 10 UNIX. 

5.8.1 Verificando 3-SAT 

Instlinaias 

50x150 

Este algoritmo foi aplicado às instâncias do problema 3-SAT, gerado da forma 
apresentada na seção 5.2, para a verificação da satisfatibilidade ou não do problema. O 
interesse concentra-se em saber se não é SAT, uma vez que a resposta "sim" pode ser 
determinada por uma heurística simples. 

Resultados obtidos com a execução do ALGENl para verificar se o problema é satisfatível ou 
não, a linha em destaque é a média sobre 10 execuções. 

percentagem de 
não 

tcpu mAX 

(S) 



5.8.2 Maximizando 3-SAT 
Nesta seção é considerada a maximização de uma função com 3 variáveis por termo. É 
verificado o desempenho do algoritmo ALGENl segundo a variação do tamanho da k­
árvore e o crescimento do número de termos de acordo com as variáveis. 

5.8.2.1 Variando o tamanho da k-árvore 
São utilizadas duas classes de instâncias para a variação do valor de k. O objetivo 
destes testes é tentar determinar o melhor valor para esse parâmetro. 

Tabela 5.8 Resultados obtidos com instâncias 3.SAT, três variáveis por tenno. Os itens em destaque 
apresentam o valor médio do algoritmo quando executado sobre 10 instâncias. 
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Rcsuliados doALGEN~l 

Qualidade das soluções para a execução do ALGENl com a variação do tamanho da k-á.Ivore. 
Soluções correspondentes às instâncias 80x80 e 50x:l00, apresentadas na tabela 5.8. 

---·-·--·--····-·· .. -·----·-·"'" 

2 4 6 8 10 
Valores de k 

12 

ALGEN1 • (80x80) -
ALGENl - (50x100) _,_ 

14 16 18 



Resultados doAUJEN-1 

5.8.2.2 Variando o conjunto de tennos e variáveis 
Para este caso é considerada a variação do conjunto de termos para um número de 
variáveis fiXadas. São consideradas quatro variações, a saber: o número de termos é 
igual ao número de variáveis, ao dobro das variáveis, ao triplo e ao quádruplo da 
cardinalidade do conjunto de variáveís. Também é considerado o valor de k fixo, neste 
caso é igual a 7. 

Tabela 5.9 Tabela definida para se observar o desempenho do algoritmo a medida que aumenta-se o valor 
de m (número de tennos) em função do n. 
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Resultados doALGEN-1 

40 6Q 

Execução do ALGEN1 

80 100 120 
Número de termos (m) 

140 160 180 

Desempenho do algoritmo durante a variação do número de variáveis. Este gráfico representa 
os dados apresentados na tabela 5.9. Devido o fato dos valores dos temJX> de processamento da 
curva n:E.n serem muito pr6ximos de zero, não é possível sua visualização no gráfico acima. 
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Execução do ALGEN1 
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Número de variáveis (n} 

Desempenho do algoritmo para a variação do número de variáveis. Vale ressaltar que a curva 
nxn sobrepõe o eixo n devido o valores do eixo tempo serem muito próximos de zero. 



Tabela5.10 

5.8.3 Maximizando !'SAT 
Nesta seção é apresentada a execução do algoritmo ALGENl sobre instâncias onde 
cada termo possuem até 5 literais. 

Qualidade das soluções na execução do ALGENl quando os termos possuem até 5literais 

22 32 48 

23 

" 17 26 41 

Max Nados 7090 554718 

MinNodos 206 

" 1599 



Tabela5.11 

Resu/J.ados do ALGEN-2 

5.9 Resultados do ALGEN-2 

A implementação deste algoritmo segue a mesma proposta do ALGEN, com as 
modificações sugeridas no capítulo 3, sem pré-processamento das variáveis. Ele foi 
executado considerando a variação do tamanho da k-árvore, do número de variáveis e 
do número de termos. 

5.9.1 Variando o tamanho da k-árvore 
O algoritmo é executado sobre uma instância de 80 vanave1s e 80 termos, 
considerando a variação para k entre 5 e 17, veja tabela abaixo. 

Resultados obtidos com instâncias 3..SAT, três variáveis por teuno. Os itens em destaque 
apresentam o valor médio do algoritmo quando executado sobre 10 instâncias. 
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Resultados doALGEN-2 

ALGEN2 

kxt-
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Desempenho do algoritmo perante a variação do tamanho da k-árvore. Este gráfico representa 
do dados apresentados na tabela 5.11. 



Tabela 5.12 

5.9.2 Variando o tamanlw do conjunto de variáveis e termos 

Nos resultados apresentados abaixo foram consideradas instâncias com o número de 
termos iguais ao número de variáveis e iguais ao dobro do mesmo. 

Tabela definida para demonstrar a qualidade das soluções encontradas pelo algoritmo 
ALG-EN2 a medida que aumenta--se o valor de m (número de teonos) em função do n. Pode-se 
notar ainda a variação sofrida com o crescimento do nÚlllero de variáveis. 
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Desempenho do algori1mo ALGEN2 segundo a variação do número de variáveis, dados 
representados na tabela 5.12 



Cmdu.rões 

5.10 Conclllllões 

Os resultados apresentados neste capítulo permitem as seguintes conclusões: 

• A combinação do Algoritmo Fundamental com o algoritmo enumerativo, 
apresentada no capítulo 3, obteve grande sucesso. 

• Os resultados obtidos por qualquer estratégia 00 combinação (ALGEN, ALGENl e 
ALGEN2) foram melhores que os encontrados pelos algoritmos fundamental e 
enumerativo separadamente. 

• Os resultados não permitiram concluir com exatidão qual o melhor valor para k. 
Experiências mostraram que este valor está entre 5 e 9. 

• Não se pode afirmar com certeza qual a melhor estratégia a adotar. Pelos resultados 
tem-se a intuição de que deva ser a do ALGEN2. 

• Pode-se observar que nas instâncias nxn (m-n) o algoritmo enumerativo obteve 
baixa eficiência isto ocorre pelo fato das variáveis estarem bem distnbuídas nos 
termos evitando que o algoritmo extraia "boas" informações (cálculo das 
penalidades, escolha da variável a ser fixada etc) para reduzir a árvore de busca. 

• Outra observação está no mal desempenho do Algoritmo Fundamental quando as 
instâncias são nx2n (m•2n ), o que ocorre devido ao fato do grafo de co-ocorrência 
(da instância a ser resolvida) corresponder a uma k-árvore parcial somente para 
valores grandes de k. 

• Por fim, a tabela 5.2 mostra que por menor que seja a instância, boas soluções 
iniciais podem ser de grande auxilio na redução da árvore de busca produzida pelo 
algoritmo de enumeração. 



Capítulo 6 Conclusões 

Esta dissertação apresenta uma Combinação Algébrico-Enumerativa, estudada e 
desenvolvida com o propósito de resolver o problema de Máxima Satisfatibilidade 
Ponderada (w-MAXSAl). Para tanto, três estratégias de combinação foram abordadas 
e detalhadas (representação da função objetivo, cálculo dos limites superiores, formas 
de ramificação na árvore de enumeração, particionamento do conjunto de variáveis e 
implementações). 

Esta combinação demonstrou uma eficiência superior, na resolução de diferentes 
conjuntos de instâncias, a dos algoritmos puros. Foi observado também que para 
qualquer classe de instâncias em que o número de variáveis enumeradas é limitado por 
dog n o algoritmo tem complexidade polinomial. 

6.1 Contribuições -----
Pode-se citar como contribuições deste trabaJ.ho: 

• Proposta de um novo algoritmo exato para a resolução do problema w-MAXSAT, 
com análise de diversas estratégias; 

• Novos limites superiores para funções não-lineares 0-1 sem restrição com variáveis 
complementadas ou não. Este fato tem grande í.mportância porque a transformação 
acarreta um aumento significativo do número de termos na função; 

• A proposição de novas estratégias para o algoritmo levou à formulação de um novo 
problema em teoria dos grafos (LPK1). 



Extensões 

6.2 F..xtensões 

Por se tratar de uma abordagem pouco estudada, ela se constltln num campo de 
pesquisa muito amplo. Com relação à esta dissertação pode~se citar algumas possíveis 
extensões: 

• Proposta de um método para resolução exata para o LPKT. 

• Investigação da combinação entre métodos algébricos e enumerativos, de forma 
que estes possam ser utilizados alternadamente; 

• Utilização de algoritmos enumerativos baseados em programação linear inteira; 

• Utilização de relaxações para o Algoritmo Fundamental; 

• Utilização de heurísticas durante a execução do algoritmo enumerativo, para 
melhorar o limite superior. 



Apêndice A Limites Superiores 

Este apêndice apresenta as demonstrações dos limites superiores referenciados no 
capítulo 3. 

Preposição 3.1 

m 

Z 1 = :L max (O, ro k) é um limite .superior para f(x). 

k=l 

Dem. Claramente %1 é um limite superior def(x). 

Proposição 3.2 

As penalükzdes definidas abaixo, podem estar associadas com Z 1 . 

m 

p'~ = }: ujkmax (0, rok) -_min (0, ro,) 

k= 1 N,• {i} 
jENk 

98 



m 

onde 

DEM. 

m 

-
ls:ksp, VjENkUNk 

ls.ksp 

m 

z 1 = ~ max(O, wk) 

k=l 

m m 

mxaxf(x) :S}:, max(O,rok)Tk+ ~min(O,rok)Tk + ~ min (0, wk) Tk 

k = 1 k=1 k=1 
IN~= 1 INJ = 1 

ParatodokE{l, ... ,p},Tk= nxj n Xis :L (J.jkxj+ ~ (J.jkxÍ 

jENk iENk jENk jENk 

Se o.ik'ó!:O parajENkU'N.te ~ aík = l;Portanto 

ou 

jENlUNk 

m 

m 

+ ,L min(O,ro.k)Tk+ 

k = 1 
IN~= 1 

m 

m 

~ min (0, rok) Tk 

k = 1 

!NJ = 1 



Logo, 

n m n m 

"'xaxf(x) :s: L ~ a.1kmax(O,wk)xj+ L L a1kmin(O,wk)xj+ 

J=lk=l f=1k=1 
jEN1 jENk 

IN~= 1 

n m n m 

+:L ~ a.1ynax(O,rok)X1+ :L :L a.1kmin(O,rok)X1 
J=1k=1 1=1 k=1 

JEN~:; JEN~:; 

INJ = 1 

m 

como z1 = L max (O, wk) 

k= 1 

n m 

m 

= }: ( }: a.fk + }: a.fkJ max (0, m,) 

k = 1 jENk JEffk 

m 

+ L ~ a 1kmax (O, wk) ~ 

k= 1 jENk 

n . m 

- ~ }: a1kmax(O,rok)x1 - ~ L min(O,wk)xr 

j=1k=1 J=lk=l 
JENk }ENk 

1"·1 = 1 

n m n m 

- ~ }: a1kmax(O, ook)Xj-}: ~ min (0, illk)Xj 

j=1k= 1 f=l k=_l 



m,•x f(x) .Z1 -li . 2; a1,max (O, w,) (1-x) -
k=l;EN* 

n m 

j=lk=l 

jENk 

INJ = 1 

n m 

jEN~t 

m 

n m 

_ _L ~ ajkmin (O, ook)xi 

i=lk=l 
jENk 

IN~= 1 

n m 

n 

Substituindo p 1 ~ e p 1
; então teremos 

n n 

n 



n n 

maxf(x) sZ1 - "Ç' p 1 ~(1-x.)- ""p'~x 1 X ~} JL.iJ 
}=1 j=l 

o que mostra que as p'~ e p 1
; são penalidades aditivas. 

Corolário 3.2.1 

n 

_ "-' . (p'o ,1) z2 = z 1 - Lj mm j>P j é um limite superior para f(x). 

j=l 

Podemos melhorar 2:2 . Considere 
,o 

q. = P· } J Vj= l, ... ,n · 

Proposição 3.3 

As penalidades, abaixo, podem ser tl.$Sociadas com o limite superior Z1 . 

jEN~ ;e.N~ 

1%1~<0 <11~< o 
i'eN. j'EN, 

pMJ = rl+ ~ min(-rovr}) + ~ min(-ro""r 1 ~) 
(k,j') {A:,.j') 
jEN, jEN, 

onde, 

o = max(O, qi} rj 

1 
e 

rj = -min (0, q1) 



DEM. 

Para se demonstrar que as penalidades p"J 
limite superior Zz, basta considerar: 

1. z2 é um limite superior para todo x1 

e p"!- estão associadas com o 
J 

2. Um particonamcnto do conjunto de soluções 

3. Se x1 (f=l, .. , n) é fixado a O ou a 1, Z2 será decrescido de no máximo p"J 
ou p'?, respectivamente. 

Tem-se que Z'2 = Z2 + 2: wkTk é um limite superior. 

!N,uN~=2 

Sua demonstração pode ser considerada idêntica a de Zz, onde o 

L wkTk é incorporado no início do desenvolvimento. 

!N,uii~ =2 

Assim, basta mostra que p"J :õ!! Aig. 
' 

Isto pode ser verificado objetivamente se p'J < p'J tem-se qi e os termos 

restantes em p'f correspondem as possibilidades ( exautivas) dos valores que 

podem ser assumidos pelas variáveis que compõem os termos de 
cardinalidade 2 com xi 

Corolário 3.3.1 

Z3 = é um limite superior para f(x). 



Proposição 3.4 

.. 
<4 = z2 - ~ min(-wk'min (~.,max(O,q.)),min (-y.tffiin(O,q.)) ) 

~ jEN J 1 - J 1 
k.:l k jENk 

O)k <o 

~,uiV~•2 

.. 
onde Osf!jksl e ~ fljk, Osyjksl e 

k = 1 

IN~•2 

k = 1, ... , m é um limite superior para f(x). 

DEM. 

f(x) 

• 

.. 
= ~ max (0, rok) Tk + 

k= 1 

m 

m 

k = 1 
IN~= 1 

m 

.. 
L 'Yjk para todo j=l,. .. ,n e 

k = 1 

[NJ.z 

m 

e 

k = 1 
IN~, 1 

Lqri• L max(o,w,)T,+ 

1=1 k=1 

:L min{O,mk)Tk. 

k = 1 

Além disso, 

J=l j=lk= 1 
IN~>l 
jENk 

IN~= 1 

j=lk=l 

liVJ,, 
jENk 



m n 

k = 1 jENk 

~kuN~c[>l 
j=1 

m 

z,- L (.L ~jkmax(O,q 1 ) (1-x1) + L -'1jkmin(O,q1)y 
k = 1 JENI< jE'N~: 

[.v,uif~,, 

eparatodoktal que [NkUN~ > 1, 

min(-min (0, w1), min (hm= (O, q .) ) , min ( y1.k -min (0, q
1
.)) ) 

·eN I I -
1 k jEN~c 

segue o resultado. 
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