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Resumo

Este trabalko tem como tema central a proposta de um método de resoluglo eficiente
do Problema de Mixima Satisfatibilidade Ponderada. Esta proposts lfem sua
motivagio em uma classe de instincias deste problema que pode ser resolvida em
tempo polinomial,

A classe de interesse neste trabalbo € a das instinciss cujo grafo de co-ocoméncia
associado € uma k-érvore. O algoritmo capaz de resolvé-lo em tempo linear € um
método algébrico conbecido como Algoritmo Fundamental de Hammmer, Rosenberg ¢
Rudeanu em sua versio modificada proposta por Crama, Hansen e Jaumard.

A abordagem deste trabalho estd na utilizagio de métodos enumerativos, branch &
bound como sio mais frequentemente citados, de modo a transformar instdncias gerais
cm instincias perfencentes A classe de interesse. Deste modo, fanto a esumeragio
como a resolugiio algébrica podem ter suas 1arefas simplificadas.

Trés esiratégias para esita combinagio algébrico-eaumerativa foram propostas ¢
implementadas. Os algoritmos resultantes foram extensivamente testados em
diferentes conjuntos de instdncias, semdo seus resultados comparados com
implementagbes dos algoritmos puramente algébrico e puramente enumerativo.

Esse trabalho spresenta também uma generalizagio dos limites superiores propostos
por Hansen para programagio ndo-linear 0-1 pam o caso em que vandveis
complementadas sfo incorporadas aos termos, Esses limites além de imtegrados ao
méiodo proposto, foram implementados e testados individualmente.
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Abstract

The proposal of an efficient resolution on method for the Maximum Satisfiability
Problem is the object of this work. The motivation for this proposal relies on a special
class of instances that can be solved by 2 linear time algorithm.

This class is the one for which the co-occurrence graph associated to the instance is a
partial k-tree. It was shown by Crama, Hansen and Jaumard how the Basic Algorithm
of Hammer, Rosenberg and Rudeany, an algebraic method, an solve these instances in
linear time. o

The approach bere proposed consists in applying an enumerative method to derive
from any general instance several linear time instances that constitute a partition of the
solution space. This allows the enumerative and the algebraic approaches to have their
tasks simplified.

Three strategies of this algebraic-enumerative combination where proposed and
implemented. The resulting algorithmn where tested on several differcat data sets, The
resulis where compared with both algebraic and enumerstive pure approaches.

This work also generalizes Hansen’s upper bounds and peasalties for non-linear (-1
programuming 1o the case where complemented and uncomplement variables appear in
the product terms. These where also implemented, tested and incorporated to the
combined codes.
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Capftulo 1 Inh‘Odug&O

1.1 Objetivo

© principal objetivo deste trabalho estd em estudar e desenvolver téenicas para a
resolugiio de problemas de programagio nio-linear em vandveis 0-1 sem restrigbes.
Neste trabalho esse problems serd referemciado como o problema de mdxima
satisfatibilidade ponderada e serfl denotado por w-MAXSAT.

O problema w-MAXSAT € uma generalizagio do problema de satisfatibilidade (SAT),
um dos problemas exaustivamenie estudados em otimizagio combinatéria. Esie
interesse pode ser atribuido indcialmente & demonstragio de sua periinéncia 3 classe
NP-completo, por Cook 1971 ¢ mais farde so seu papel fundamental no campo da
Inteligéncia Artificial.

O problema SAT pode ser epunciado da seguinie forma: dado um conjumio de
varidveis légicas ¢ subconjuntos desie conunto de varifiveis (complementadas ou
pdo), determine se existe uma atribuigio de valores “verdadeiro” ou “falso™ as
varifveis I6gicas tal que todo subconjunto possua pelo menos uma variivel ou com
valor “verdadeiro”, caso esta ndo esieja complementada, ou “falso”, caso esieja. Ou
sejs, baseia-se em verificar se todos estes subconjumios pedem ser salisfeitos
simulfaneamente. Uma expressiio booleana estd na forma normal conjuntiva (CNF) se
sua composicdo € um produto boolkano de subconjuntos do conjunto de varidveis.
Essa expressiio é satisfeita se, ¢ somenie se, existe alguma atribuigio de valores
“verdadeiro” ¢ “falso” s varidveis, de tal forma que sew valor seja avaliado
verdadeiro. Assim, uma expressio booleana corresponde a uma instdncia do problema
SAT. No problema w-MAXSAT, atribui-se pesos s cldusulss e o que se deseja &
encontrar uma airibuicio As varidveis que formega o méximo pars o somatdrio dos

Métodos Algébrico-Enumerativow pars o Frobioma de Méxima Setisfatibilideds Pondarada 1




Definigde do problema

1.2

pesos. Observe que 08 pesos associados as cldusulas podem ser negativos. Assim a
satisfatibilidade de todo o conjuato de cléusulas pode nio comesponder & methor
solugdo,

Além da importdncia tedrica, como em Légica e Complexidade Computacional, os
problemas SAT ¢ w-MAXSAT, possuem tambdm importincia pritica como em testes
de VLSL consisténcia de banco de dados ¢ base de conhecimenios em sistemas
especialistas. Tanto o ‘problema SAT quanto o w-MAXSAT podem modelar uma
grande variedade de problemas priticos de otimizaglo, como spreseniado na segio
13

Devido a equivaléncia do problema w-MAXSAT ao de programagio ndo-linear (-1
{PNL~-01) sem restrigbes ¢ esie (Gltxmo) possuir uma vasta literatura, pode-se dispor do
que foi desenvolvido na sua resolugiio para resolver w-MAXSAI. Dentro desta
lteralura encomtram-se méiodos que se utilizam de manipulagbes algébricas para
encontrar sua solugio Ofima coshecidos por métodos algébricos, Como exemplo
destes métodos pode-se citar o Algoritmo Fundamental de Hammes, Rosenberg e
Rudeanu [HRR63]. Uma evolugdo deste algoritmo foi proposta por Crama, Hansen ¢
Jaumard [CHI%]. A abordagem teve sua motivagio nos casos polinomiais de w-
MAXSAT. Nestes casos, este algoritmo & capaz de explorar a existéncia de esiruturas
de k-drvores parciais no grafo de co-ocorréneia definido pela instincia a ser resolvida.
Entretanto a eficiéncia deste slgoritmo ¢ reduzida para instdnciss gerais, Na prétics, a
resolugio de w-MAXSAT pelo método de enumeragio implicita te demonsirado
umas eficiéncia superior a das outras abordageas,

O cerne desta disserfagio € & combinagio dos méiodos algébricos com os
cnumeralivos ¢ confrontar os seus resultados com o5 de outros algoritmos
anteriormente propostos. As proximas segfes descrevem a definigio formal do
problema w-MAXSAT, algumas de suas aplicagdes ¢, finalmente, a organizagio da
dissertagio.

Defini¢do de problema

Sejam X = {xi, X enns xﬂ} , um conjunto de varidveis booleanas, 4, vma atribuigio

de valores a X, & 7, uma fungio : X ~» {True, False} . Se t{x) = True, diz-se
que x ¢ verdadeiro sobre £, se  £(x} = False, diz-se que x € falso sobre £. Se x; é uma
varidvel em X, entiio x; ¢ x; sio literais sobre X. O literal x; é verdadeiro se, ¢ somente
se, 8 variivel x; & verdadeira; o literal x; ¢ verdadeiro se, e somente se, a varidvel x; é
falsa.

Uma cléusula sobre X, é um conjunto de literais, tal como {x;, %3, x5} Ela representa
a disjungdo dos literais e ¢ satisfeita por uma stribuigiio verdadeirs se, ¢ somente se,
pelo menos um de seus literais € verdadeiro sobre esta atribuigio. A cléusula acima é
satisfeita - por ¢ a menos que agxy) =F a(x3) =T, ¢ a(xs)=F Uma colegio C de

Witodos Alpebrico-Enumerativos pars o Probiema de Micdima Satiefstiblidade Pornderade 2



Definigdo do problema

cléusulas sobre X ¢ satisfeita se, e somente se, exisie algurma airibuicio verdadeira
para X que satisfaga simultaneamente todas as cliusulas pertencentes a C. Tal
atribuigiio é chamada uma atribuigéo verdadeira satisfativel para C.

O problems SAT pode ser definido como segue:

Instidncia: um conjunto X de varidveis booleanas, uma colegio C de cldusulas sobre

Pergunta: existe uma atribuigdo verdadeira para C7
Observe o seguinte exemplo:

Seja C = (xl sz) . (.;53 V£4) * (El V£3 de) . (xzvxs V£4); o que
se deseja é uma atribuicio para xq, x5, x4 € %y, tal que todas as cldusulas de C
sejarm satisfeitas,

Para isto, pode-se ter xy = True; xy = True; x3 = False ¢ x4 = True.

Considere agora o seguinie conjunto de cliusulas:

Sejs C= (xyva)  (Fyvay) - (rgva,) - (3 vxy) (3 viy);
coms no caso anterior, deseja-se uma atribuigio para xy, Xy, Xy © x4 tal que
todas cldusulas de C sejam satisfeitas.

Nio existe wma atribuicdo para os clementos de X que satisfaga todas as
cliusulas do conjunto C,

O contexto de Inteligéneia Artificial possui wm interesse particular em exiensdes do
Problema SAT. Uma classe abrangente de Sistemas Especialistas tem sua base de
conhecimento definida como um conjunfo de regras do tipo “se [condi¢iv] entdo
[conseqiiéncia]” ¢ um conjunto de eventos realizados (“Rule Based Expert Systems”
[BS85]). Os eventos realizados ¢ a realizar, aqueles sobre 0s quais se guer utilizar o
conhbecimento obtido, sfo representados por varidveis I6gicas {ou seja, cada evento
ocorre ou nio).

23 mesma forma o cophecimento representado por “se [evenio x; ocome] entdo
focorre x,]7, ou seja, xy~+x; € Incorporado & base de conhecimento ao se incluir a
cléusula x)vxy. Eventualmente a base de conhecimento € inconsistente ¢ a resposta
negativa ao problema SAT associado detecta inconsisténcia no conhecimenio
utitizado. O problems de eliminagio desta inconsisiéneia se redoz a determinar que
regras devem ser retiradas da base. Diversas sio as estratégias para o tratamento deste
problema; procurs-se com maior freqliéncia refer o méximo do conhecimento. Deste
modo, a questdo “qual € o maximo de cldusulas (regras) que podem ser satisfeitas?”
vem a mente de forma natural. Define-se entio um problema em que s¢ busca
satisfazer o méximo de cliusulas e nfio apenas verificar se todas podem ser satisfeitas,
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Definicdo do problema

Este problema ¢ conhecido na lileralura como o Problema de Méxima
Satisfatibilidade, definido como segue:

Instincia: conjunto X de varidveis booleanas, uma colegéo C de clausulas sobre X ¢
um inteiro ax |Cl .

Pergunta: existe uma atribuiciéo verdadeaira para X que satisfuca pelo menos o das
cldusulas de C?

Assim, no exemplo anferior, existe uma atribuigio verdadeira para um o = 4, isto §,
pelo menos quatro cliusulas seriam satisfeitas, comxy = T =T x3=Fe x4 = F, ou
xy=Txy=Faxy=Texy=1

Pensando-se em termos de Sistemas Especialistas € natural que certas regras sejam
majs inporfantes que outras, seja por terem sido mais festadas, seja por terem sido
concebidas com maior embasamento tedrico. Deste modo, se pesos sio associados 4s
regras de acordo com a sua confianga, entio pode-se definir um problema para tentar
satisfazer o méximo do somatdrio dos pesos das cldusaias.

Este problema ¢ conhecido por Problema de Méxima Satisfatibilidade Pondersda,
definido como segue:

Instincia: conjunio X de varidveis booleanas, uma cole¢ao C de clausulas sobre X e
pesos w{i} €Z,i€C associados ds cldusulas de C.

Pergunta: existe uma atribuicdo verdadeira para X gue maximize 2 w{i),
- (€0 (x)
&

onde Cg é o subconjunio de C satisfeilo pela atribuigdo sobre X7

Considere o seguinte exempio:
Sejam C= {o;=(x vx)e,= (& va),cy= (¥, vx,),
e = (x VE;), e = (8, vE,) } vma colegio de cliusulas e wy = 120,
wy = 40, wy = =30, wy = 60 e wg = ~50, os pesos das cldusulas. Ulilizando-se
das mesmas atribuigdes do exemplo anterior tem-se que o méximo dos pesos
das cldusulas encontrado comxy = T, 2= T xy = Fexy=F,é Yo, = 190 .

Enquanto, para xy = L, 20 = F x3 = T e x4y = T, obtém-se Emi = 170.

O problema SAT possui duas classes de instdncias, muito conbecidas, que sio
resolvidas em fempo polinomisl: a primeira, 2-Satisfatibilidade (28AT), onde cada
cliusula comiém no miximo dois lterais. Aspvall, Plass ¢ Tagjan [APT79],
propuseram um algoritmo para resolver o 28AT em tempo O(|C]. A segunda classe, €
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Definigio do problema

1.2.1

Horn Satisfatibilidade (HORN-SAT), onde as insténcias desta classe contém cléusulas
do tipo Horm, isto é, a cliusula possui somente um literal positivo (nfio
complementado). Dowling ¢ Gallier [DG84], propuseram um slgoritmo, para HORN-
SAY, em tempo O(f), onde I é o tamanho do problema, isto €, o ndmero total de
ocorréncia de literais. No caso geral, o problema SAT pertence 3 classe NP-completo
[CookT1].

O problema MAXSAT pode facilmente ser demonstrado pertencer i classe NP-
completo; basta considerar o = |} ¢ obtém-se o problema SAT,

Analogamente, pode-se mostrar a pertinéncia do problema w-MAXSAT 2 classe NP-
campleto, basta, para tal, colocar os pesos das cliusulas iguais a 1, obtendo assim o
problema MAXSAT.

O problema w-MAXSAT também € referenciado na literatura como programagio
pseudo-booleana (Hammer ¢ Rudeanu [HRO8]), maximizagic de uma fungio real
definida em varidveis (-1, ou simplesmente MAXSAT (Georgakopoulos, Kavvadias e
Papadimitriou [GKP8E]).

Formulacdao Matemdtica
Considere um conjunto C = {C,C,,...,C, } de clfusulas definidas sobre um

conjunto X = {x,,%, ...,x_} de varidveis booleanss. Seja Cg(X) & C o conjunto das

cléusulas satisfeitas por uma atribuicdo de valores a X, A formulagio do problema w-
MAXSAT como um problema de decisiio € enunciada da seguinte forma:

Versdo decisdo: dados um conjunto X de varidveis booleanas, wm conjunto C de
cldusulas, pesos w(i) €Z,i€C associados ds cliusulas ¢ um nimero
a & [Zmin (0, m‘.) , Zmax {0, @ i) 1. Deseja-se saber se existe uma atribui¢do para

as varidveis de X, taf que

2 w(i) =0
j.ecs {xHco

(& maior interesse estd na formulagio do w-MAXSAT, como sendo um problema de
otimizagio, enunciado como segue:

Versdo ofimizagio: dadoe um conjunto C de cldusulas sobre um comjunto X de
varidveis booleanas e pesos w(i) €Z,i€C associados ds cldusulas de C.
Determine uma atribuicdo verdadeira para X que maximize ), o{i).

iECg(®)
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Definicdo do problema

i.2.1.1 Programagdo ndolinear 0-1 sem restrigies
Esta formulagio também pode ser referenciada como problemsa de maximizagio
pseudo-booleana ponderada sem restrigbes, observe a equagiio 1.1

Max = 5 B , X,
| f(=) El NkaHx,H j

jENk jEﬁk

x = {0,1} i=1,2..,n

Tl=ma . =0

onde, Ny (resp. Ny) ¢ o conjunto dos {ndices das varifiveis nfo-
complementadas {resp. complementadas) no texmo £. Note que no caso de
um termo constante tem-se Ny = N = @. Como exemplo desta formulagio
considere a fungio:

Max flx) = 5% %,—Txy X5 +4%) x50 %, ; onde,

N, = {xz},f{fl = {i’z},Nz = {xz},f% = {X4},N; = {x3,x4},5f3 = {x,}
@ = 5,(.02 =-~T, 0y = 4

A formulagiio apresentada na equagiio 1.1 serd wtilizada no transcorrer desta

dissertagiio. Uma justificativa desta escolha € que a representagfo na forma normal

conjuntiva, utiizada no inicio desta dissertagio, pode ser transformada na formulagio

acima. Para tal, utiliza-se da lei de De Morgan, da {igebra booleana, ¢ do fato de que
et varidveis -1 tem-se (x; A xz) = (x) e x; w (1 — x3).

Considere o seguinte exemplo, onde as cliusulas sfo x;vx, ¢ x,vxy com
pesos 5 ¢ -7 respectivaments. A fungio pseudo-booleana correspondente &

Max f(x) = 5(x vy} + (=7) (5, ¥ x5) {Eq 1.2)

Pela lei de De Morgan, Av B = A AB ver [HR68], obtém-se:
Max  fi(z) = (-2} + (-5) (X  ax,) + (T} (XA %) (Eq 1.3)

Porianto, s equagio 1.2 € equivalente i equagio 1.3.
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Aplicages

Agora utilizando-se do fato das varidveis sercm 0-1, ob¥m-se a formulagio
dada pela equacgio 1.1 para a equagdo 1.3:

Ny =Ny = BN, = {2}, Ny = {£1,N; = {,},N; = {#;}

Wy = 2,0, = -5, 0, =7

1.8 Aplicagoes

1.3.1 Problema de Detecgdo de Falhas

O crescimento da densidade dos circuitos em chips VLSI torna, a cada dia, o problema
de detecgiio de falhas em um chip produzido mais complexo [Roth66, Goel81, BF76].
Deste modo, 0 interesse e métodos pars resolugio desse problema ¢ cada vez maior.
Esse problema pode ser enunciado da seguinte forma; existe algum padrio de entrada
efou safda que pode detectar npum circuito combinacional € uma falha de
emperramento a O ou a 17 Fuji [Fuji%0] demonstrou que esse problema é NP-
completo. Uma maneira de resolver esse problema é considerar uma formulagio do
problema SAT, onde as linhas de entrada do circuito representam as varidveis ¢ as
portas 16gicas representam os termos. Considere o exemplo seguinte:

Sejn F uma expressio formada por cliusulas CNF, onde cada varidvel
aparece 10 maximo 3 vezes, Sem perda de generalidade, sejam Cy, Cp .., G,
¢ Cpuys Cpipy o €, 8s cliusulas com varidveis nio-complementadas e
complementadas, respectivamente. A partir da expressio F constrbi-se um
circuito combinacional, apresentado na figura 1.1, de forma que:

* 04,0y ..., O, sio portas OU e correspondem as clfusalas &, Cy, ..., Cp tal
que as linhas de entrada de O; correspondem as varidveis de (. Por exemplo,
considere uma cléusula C; = X1 + x; + x4, entlo a salda de O, serd x; +x, + x5,

* Ay, Ay ., Ay, sio portas E e correspondem s cldusulas Costs Couzs oo
C, tal que as linhas de entrada de A; correspondem as varidveis de (. Por

exemplo se C; =X, + ., entio 4; § x; - xy

A falha de emperramento a 0 (FALSE) na catrada X, ¢ detectada s¢, ¢
somenie se, existe um teste tal que todas as safdas das portas O; sdo 1
(TRUE) ¢ de A; siio O (FALSE), Portanto a falha de X,,, fixado em O (FALSE),
é detectivel se, somente se, a expressio F & satisfatfvel.

Métodos Alghtrico-Enumeraiivos para ¢ Problema da Middmae Satixfatibifidadse Ponderada 7



Aplicagdes

£ ¥
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B
N

Flgura 1.1

1.3.2

1.8.3

Exempio do problema de detecgiio de falhas,

Inconsisténcia de Base de dados em Sistemas Especialistas

Em sistemas especialistas [HWLE3, NP+85], base de dados sio utilizadas como
informagio pars o estudo sobre o8 objetos. Essas bases sio usualmente expressadas
por implicagOes 16gicas. Neste caso, utiliza-se dos métodos de Algebra booleana para
reescrever estas implicagdes como um conjunto de’ clfusulas. Como ilustragdo, se as
informaghes estiio representadas pelas seguintes implicagOes x;—xy, x—%x3, X4~=xy,
utilizando-se & regra de eliminagiio condicional de dlgebra booleana, obtém-se x; v x,,
Xy V X3, X4 V Xy, 45 quais constituem o conjunio de cliusulas. Um importante problema
pritico é verificar a consisténcia da base de dados depois de uma atualizagio feita pela
adigiio ¢ dele¢do de algumas das implicagbes. Se a base de dados nio € consistente, &
desejivel enconirar o menor conjunto de implicagbes que serd removido, ou todos os
conjuntos minimos de implicagbes, em seqiidncia, a fim de restaurar a consisténcia,
Assim, este conjumio pode ser oblido com s resolugio do problerna MAXSAT
formado pelas cldusulas comrespondenies as implicagdes da base de dados.

Consisténcia em Consultas de Base de dados

Esse problema [GMNS4, ASMES], que originou-se em banco de dados evoluiivos,
usam ferramentas de programagio Idgica para armazenar seqiiencialmente as
informagies. Tipicamente, num problems mais geral de restricbes de integridade,
deseja-se saber a razio na qual o sistema pio pode responder algumas consultas. A
16gica pode ser utilizada como uma representagio da linguagem e como um sistema de
inferncia. Assim, com este mapcamento pode-se caracterizar a resposta a consulfa
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COrganizagda da fese

1.4

encontrando tina resolugdo para-o problema SAT, Devido a grandes ndmeros de fatos
na base de dados corrente ¢ também pelas numerosas atualizagbes dindmicas, este
problema ¢ dificil para ser resolvido na pritica; assim heuristicas eficientes sdo
necessdrias.

Organizacdo da tese

Q segundo capitule, apresenta uma breve revisio de alguns dos métodos exatos ¢
aproximados existentes para a resolugfio do problema w-MAXSAT, formulado na
se¢io 1.2.1.1. Dentro dos mélodos exatos, tem-se a motivagio no algoritmo algébrico
pela eficiéncia obtida em algumas classes do problema w-MAXSAT. A seguir estuda-
se a complexidade desse algoritmo. Ainda pa classe dos métodos exatos o estudo
concenira-s¢ em algoritmos de enumeragio implicita. Na classe dos méiodos
aproximados sio abordadas heuristicas de construgdo, de Busca Tabu ¢ Simmulated
Annealing,

C terceiro capitulo apresenta um algoritmo hibrido para resolugio do problema w-
MAXSAT, denominado ALGEN. Este algoriimo baseia-s¢ na combinagio de um
aigoritmo algébrico com um algoritmo de emumeragio implicita. O capitulo descreve
ainda uma formulagdo do algoritmo de enumeragio implicita utilizado na combinagio.
Esta se utiliza de generalizagbes de cileulo dos limites superiores, definidos por
Hansen [Hans79], para a fungio do problema representado pela equagio 1.1,

A definicio de estratégias para o algoritmo ALGEN pode ser vista como um problema
aparentemente nove na literatura. FEsie problema, gque comesponde a uma
generalizagio do Problema de Verificagiio da Existéncia de uma k-drvore spresentado
por Arnborg, Corneil ¢ Proskurowski em [ACP87], é abordado no quarto capftulo.
Ainda npeste capitulo, sio descritas algumas heuristicas para a sua resoluglo
aproximada.

O quinto capitulo apresenta os resultados das experiéncias computacionais descritos
por tabelas ¢ graficos de comparagbes e de comentdrios destes resultados.

No sexto capitulo silo apresentadas as conclusdes ¢ as contribuig6es desie trabalho.
E finalmente no apfndice A, apresenta-se a demonstragio formal dos hmites

superiores ufilizados pelo algoritmo de enumeragiio implicita, que faz parle do
algoritmo proposto ALGEN.
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Capitulo 2

Revisao Bibliografica

Este capitulo, apresenta alguns algoritmos da literatura para a resolugo do problema
w-MAXSAT. A apresentagio de vma lista exaustiva de artigos sobre este problema
seria muilo extensa ¢ esté além dos objetivos desta dissertagiio. Deste modo, discute-se
aqui apenas as principais 1enicas de resolugio.

Inicialmente apresenta-se a classe dos algoritmos algébricos, exemplificada pelo
Algoritrmo  Fundamentsl, de Hammer, Rosenberg ¢ Rudeapn. Em seguida, sio
descritas as caracleristicas bisicas de urm algoritmo de enumeragio implicita.

Esse capitulo aborda também alguns métodos aproximados, algoritmos heuristicos,
para 2 resofugio do problems w-MAXSAT, onde sio apresentadas heuristicas de
construgdo e meta-heurfsticas.
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Introdugio

2.1

Introducéo

2.2

Existe uma variedade de técnicas que podem ser utilizadas para s resolugio de w~
MAXSAT. Este capitulo abords, brevemente, dois métodos encomirados na literatura.
Esies métodos podem ser classificados como: métodos exatos, aproximados, de
lincarizagio composio de algoritmos enumerativos ¢ de planos de cortes. Virios
desses métodos sdo mais adequados para resolver os casos com restrighes para o
problema w-MAXSAT, como linearizagio. Assim, o estudo concentra-se sobre os
métodos exatos e aproximados que sfio eficientes em problemas com ¢ sem restrigdes.

Métodos Algébricos

2.8.1

Introdugéo

Métodos algébricos sio métodos exatos que se utilizam de manipulagdes algébricas
para determinar a solugdo 6tima para um problema. Um exemplo de método algébrico
¢ o Algoritmo Fundamental, desenvolvido por Hammer, Rosenberg v Rudeanu
[HRR63] e proposto hé mais de 30 anos. Uma forma simplificada dada por Hammer e
Rudeanu estf apresentada no livio “Boclean Methods in Operations Research and
Related Areas” [HR68]. Este algoritmo determina o méximo de uma fungio nio-lincar
em varidveis 0-1 ou pseudo-booleana utilizando-se uma eliminagio recursiva de
varidveis. As condigdes de otimalidede local so exploradas para a produgio, em cada
iteragio, de uma nova fungdo dependente de menos varidveis ¢ que tenha o mesmo
valor étimo do passo anterior.

Nio se sabe de nenhum esforgo de programagio deste método. Alribui-se tal fato &
grande dificuldade de implementagio das manipulagdes de f6rmulas booleanas. Além
disso, o espago de memdéria necessirio (para armazenar resuliados iniermedidrios ¢
mesmo & pova fungio) é frequentemente muito grande. Isto inviabiliza a resolugio de
problemas de porte médio nos computadores disponiveis na década de 70, Assim, com
o aparecimento de novos métodos, o Algoritmo Fundamental foi deixado de lado até
recentemente guando Crama, Hansen e Jaumard [CHI90] prosseguiram no estudo
deste algoritino considerando os seguintes aspecios:

@ o fato do Algoritmo Fundamental poder ser adaptado para solucionar
eficieniemente problemas pertencentes as classes particulares, mesmo ndo
apresentando um bom desempenho para instdncias arbitzérias;

(i a possivel simplificagio de alguns passos do Algoritmo Fundamental;

@) & disponibilidade de computadores poderoses com © tamanho da memdria
elevada, implicando num aumento substancial do tamanho dos problemas que se
poderia resolver.
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Métados Algébricos

2.2.2 O Algoritmo Fundamental

O problema w-MAXSAT ¢ equivalente a maximizagio de um polindmio em varigveis
booleanas complementadas ou ndo (conforme apresentado na se¢lo 1.2,1). Desde
modo, para tesolugio de w-MAXSAT, apresenta-se o esquema do Algoritmo
Fundamental de Hammer, Rosenberg ¢ Rudeanu, Seu procedimmento combing a
programagic dindmica de Bellman [Bell37] com técnicas boolecanas, onde necessita-
se a resolugio de equagles ¢ inequagdes pserdo-booleanas.

O Algoritmo Fundamental se processa eliminando uma varidvel por iteragio. A
condigio de otimalidade local ¢ wtilizada para determinar o valor étimo da varidvel
climinads. Esse valor étimo € dado por uma expressio booleana dependente somente
das variiveis restantes. Em seguida, a funcio s ser maximizada é reescrita nas
varigveis restantes substituindo-se a varidvel eliminada pela expressio caleulada,

Apresenta-se a seguir, o esquema do Algoritmo Fundamental proposio por Hammer,
Rosenberg ¢ Rudeanu [HRRG3] para a resolugiio de w-MAXSAT.

Algoritmo Fundamental

Seja f(xy 2 1000 %)

Logo, como f contém fodas as  varidveis, fi= f.
Colocando-se em evidéneia x) na funcio f), obtém-se f] coma segue:

filzpay, 2} = 20 {ky, %y oy X ) b by (X Ky oeny X,)
onde as fungbes gy & Ay nio dependem de x;.

A condigio de otimalidade local requer que 0 valor Gtimo de xy seja 1 se gy €
positivo, 0 se g; € negativo e arbitririo quando g, se anula. Desde modo, x; 6 dado
pela fungio ¢; definida abaixo:

{1, s¢ g (xp%5 0 x,) >0
by (o &y e Bp) = o, case contrdrio
Assumindo-se que ¢; tenha sido obtida, pode-se escrever f, substituindo x, por ¢,
£y (x5, o 8) = [l (X Xy 02 X Xy iy X))

Reduzindo-se assim a maximizagio da funglo original em » vandvels para a de
fo & qual depende somente de s ~ 1 varidveis, x,, X, 0y X,

Prossegue-se no processo de eliminagdo para x,, x4, ..., X, , Sucessivamente i€
3 obtengdo de wma fungiio dependenie somente de uma vatével, x,, representada por

fulz) = Cxy 4D,
{1, ¢ C_ >0
0, Case conirdrio
Assim, cophecendo-se ovalorde x) , pode-se determinar x) % o ...,%),

recursivamente, sendo
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Miétodos Algébricaos

. 1
X, = 0

*

Xl =y (x:)

L]

- -
Ty ¢n-2(xu-1’xu}

] L * »
EE N N CIDNE M2

2,2.2.1 Andlise de Complexidade do Algoritmo Fundamental
Qbserve que a eficidneia desse algonitmo depende de quio répido as funcdes
booleanas ¢4 ¢, ...; ¢, , sio determinadas, o que pode ser feito de virias formas.

Uma forma simples, porém longa, de se obter g; é considerar todas as possiveis
atnibuigdes, Zero ou um, as vANAVels X 1, Xj.0, .. Xy Entdo ¢; € definida como a soma
de produtos d& Ly, Ly oy L, onde I, 6 um literal de x; (x; ou x;). Esses produtos
correspondem a cada uma das atribuigdes de valores a x;,q, Xj,2, -y X, qUE possul g;
positivo, [; serf x; quando x; tiver valor 1 na atribuigfio correspondente ¢ x; caso
contririo.

Por exemplo:

Se g1{xg, X3, x4) = ~4xy + 6xyx; — 1 entdo as atribuicBes que tem gy positivo
shox, = Lxg=Texy=Fouxy =F x=Te¢xy=F Os produios I;s
correspondentes sio Jizxg;‘t_ & Xaky%y.

A complexidade de determinar a fungfio ¢;, desse modo, € exponencial no nimero de
varidveis de g, pois ¢ realizada wma enumeragio completa, Considerando tais
aspectos, Crama, Hansen ¢ Jaumard [CHISO] propuseram o uso da téenica branch-
and-bound para reduzir as manipulagdes booleanas envolvidas no processo de
eliminacio, que entretanto também execuia um ndmero exponencial de operagbes no
plor caso,

Considere §; o conjunto das varidveis pertencentes a g, tal gque

8,€ {x

o Xipge er Xyt s pAEE=1,2, -1

Teorema 2.1 (Crama, Hansen e Jaumard [CHIO0}} O Algoritmo Fundamental
resolve o problema w-MAXSAT em tempo linear, para loda instincia de w-MAX-

SAT que tenha kyax como limitanie superior de |S) para todo i.

Dem:  Pels hipdtese, |S] & limitado em todo o processo (i=1,2, .., n-1),
por uma constante £y ». O esforco computacional em cada passo da eliminagio
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Métodas Algébricos

tem, porianio, wm limite superior constante da ordem de 2°4a¥, Como o
processo de resoluqdo termina apés i eliminagdes, o Algoritmo Fundamental

resolve o problema w-MAXSAT em tempo linear, isto é, O {n25x),
B

Pode-se verificar que 0 nimero de varifveis que aparecem e g;, |5/, varia de acordo
com a ordem na qual as vandveis sio eliminadas. Como conseqiiéncia, a méxima
eficiéncia do Algcntmc Fundamental serd obtida pela seqfiéacia de eliminagio que
minimiza o maximo da cardinalidade de §; {visto que o aimero de possiveis condigbes
na iteragdo i ¢ exponencial no ndmero de varidveis em g;).

O problema agora estd em encontrar a seqiidncia que determina o minimo do méximo

|Si| {para i = 1, ..., n), dentre todas as seqiidncias de eliminagfic possiveis. Para
compreender melbor este problema, considere um grafo auxiliar definido pela
instincia a ser resolvida. Este grafo é demominado grafo de co-ocorréncia,

Definicdo 2.1 Um grafo de co-ocorréncia, de uma fungdo nio-tinear 0-1, é definido
como sendo G, = (V,A), onde o conjunto de vértices V = {x,%,, ... x,}
corresponde  4s  varidvels da  fung@o O-1 ¢ o comjunto de arestas

= {(xi,xj) | AN, N) ET ¢ i€ (N,UNY) ¢ jE (N UNY } estd
associado as cldusulas da fungdo.
Veja na figura 2.1 o grafo de co-ocorréncia correspondente & equagdo 2.1.

f(x) = =3x,2,%, + Txx, + 2%,%, — 9x, %%, {Eq 2.1}

O processo de eliminagiic de uma varidvel da fungio fx) que leva fi{xy, ..., 5, 4
Foxgs -..s X reflete-se no grafo de co-ocorréncia de forma mais complexa que a
simples eliminagio do vértice correspondente a x;. Isto ¢, a fungio fo{xy, ..., x,) podesi
conter termos reunindo varidveis que nio aparcciam em f; em um mesmo termo. Com

isto, arestas que ndo estavam presentes em Gl (denota-se por G! o grafo de co-
ocorréncia de fi(x;, ..., %)) estarfio em G2, O conjunto destas arestas é denotado Kﬁ

(Ki para a funcfo f;). As arestas que sdo adicionadas correspondem ac que ¢
denominado de fill-in de uma eliminagio (ver [RTL.76]). Qbserve a figura 2.2.

Apresentamn-se a seguir algumas definigdes de teona dos grafos, dadas por Arnborg ¢
ai [ACPB7). Para conceitos gerais de teoria dos grafos, recomenda-se consultar Bondy
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|

xg X3

Xxg X3

X4

Figura 2.1

Grafo de co-ocorréneia referente & equagao 2.1,

e Murty [BME&O0], Serd considerado, nesse texto, que todos os grafos sio simples e nio~
direcionados.

Definipdo 2.2 Um vértice v € simplicial num grafo G se os vizinhos de v induzem um
subgrafo completo em G. Veja figura 2.3.

Um esquema de eliminagiio ¢ uma ordenacio n dos vértices de um grafo. Observando
o processo de eliminagio, verifica-se qUe no pior caso apareceram termos que
combinam todos os pares de varidveis da varidvel eliminada, O grafo formado pela

Flgura 2.2

Conjunto Kl

a

m {{x,x formado pela eliminagio do vérice x;.
4 1
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Figura 2.3

Os vértices sorabreados sio vértices simplicials,

usergio das arestas de Kz, G =(V, 4 U F") onde F* contém as arestas de Ki .Sea
atesta (u,v) EF entfio existe um vértice w precedendo ¥ ¢ v em = tal que w §
adjacente au ¢ v, mas (u, v) €A.

No grafo da figura 2.2, considere a climinagiio dos vértices & = {xg, X3, X3, Xy, X4, x5},
assim as arestas de 7™ seriam F™ = {(x3, x4), (¥1, X5)}. Veja o grafo da figura 2.4.
Definigdgo 2.3 Um grafo tem um esquema de eliminagdo perfeito se existe  tal que F™

€ vazio, isto 6, existe uma ordem de eliminagdo dos vértices de G tal que cada
vértice ao ser eliminado seja simplicial.

Figura 2.4

Arestas do conjanto F={(x, xs), (¥3, x4}
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2.2.8.2

Uma k-drvore é um grafo com & + 1 vértices completo. Portanto, uma &-drvore com o
vértices {n >k + 1) pode ser construida a partir de uwma k-drvore com » - 1 vértices,
adicionando-se um vértice adjacente somente a0s vértices de qualquer clique de &~
végtices do grafo. Uma A-drvore possui um k-esquema de eliminagio perfeito, se os
primeiros # — k vértices sio eliminados com graus k. Uma k-drvore parcial é qualquer
grafo obtido pela remogio de arestas de uma k-drvore, -

Assim, encontrar a melhor seqiiéncia de eliminagio para o Algoritmo Fundamental ¢
equivalente enconirar a k-drvore parcial, com o menor k possivel, no grafo de co-
ocorréncia. Esse problema fol formulado por Arnborg, Coraeil ¢ Proskurowski
[ACP87] como o do recophecimento de uma k-drvore parcial ¢ definido como segue:
dado vm grafo G ¢ um inteiro /, existe uma k-drvore parcial onde &k s 1 7 Arnborg et al,
provaram que ¢sse problema é NP-compleio e propuseram também wm algoritme que
reconhece uma k-Arvore parcial para um dado & em fempo polinomial, mais
precisamente em O‘(sv:“"‘L %), O Algoritmo Fundamental que utiliza o grafo de co-
oconéncia para selegdo sucessiva da proxima varidvel a eliminar € denominado
Algoritmo Fundamental Revisitado (BASIC ALGORITHM REVISITED ) {CHIBO0].

Exemplo de Execugdo do Algoritmo Fundamental
Considere a maximizagio da seguinte fungiio pseudo-booleana® f:

{x) = «3x %%, + 9%, XX, +4x.%, — 5%, x, -
1*2%3 #¥5%g 5% 1*s

2 F gt — 6% g~ 2F, — 5, Eaz2

Inicialmente, constréi-se o grafo de co-ocorréncia Gy, representado na figura 2.5,

Neste exemplo adota-se uma heuristica de eliminagdo da varidvel que escolhe sempre
o vértice de menor grau no grafo de co-ocoréneia. Como critério de desempate
utiliza-se a ordem inversa da ordem lexicogrifica. Deste mode obtém-se x4 como o
primeiro vértice a ser eliminado. Lembrando-se que x; = 1 — x; (para todo i o conjunto
de literais), Assix, f € reescrita colocando-se x; em evidéncia:

fl (x) = X " & (x} + }!1 (x); onde,
g (¥) = 9 xe+4x,—5x - 6x,
Assim, para

§y (%, x5 25) = (®xexg) + (¥pxgxs) + (xy2x,%5), tem-se gy positivo.

1. Fungiio pseudo-booleana é ume fungio cujo o conjunto dominio € formado pelo conjunto
boaleana {0, 1} e o conjunto imagem € o conjunto dos nlimeros resis.
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*5 *3

&)

Figute 2.8 Grafo de co-ocorréncia de f.

Substituindo x4 por $1(x) em f1(x) tem-se,
L(x) = 3,3, + 13x, 2,20 + BX 22 — 2 Xaxg— 2%, - 5x,

Observe que no novo grafo de co-ocorrénceia, figura 2.6, a aresta (#y, xg) deve ser
incluida, pois existe termos de f que contém as varidveis x, € xg.
De acordo com o processo de eliminagho, x5 serd eliminado, escrevendo-se f, como,

Lo (% Xy X X)) = X5 gy (X1, %5, X3y x,) 4 By (X4, X9y X4, X, ); Ondle,

& (%, % %5, %) = 1323, + 8X %, - 2x,%, ¢

Figura 2.6 Grafo de co-ocorréncia cogresponds a fy, apds a eliminagio de x4
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h, (xl, Xy, X x) = -3x1x2.733 ~ 3%, —5x,
Observe que g, » 0, se
by oy w0 %30 24} = (1 35%0) + (R2gm, ) + (X xy%g) + (¥,%5%,)
Logo x5 serd substituido por ¢, na fungio fr(x), obtendo-se
I3 (x) - =3x, 3, %y + 13x 202, + Tlxyx o3, + 215 %02, +

No préximo passo x4 serd eliminado e f; € reescrita como

Fs Xy g x,) = X%y gy (g, Xy X5 + By (X, %5, X4); Onde

g3 (%), %qy %3} = 13xywy + 1lxpxs +21% %+ 21x ;-5 ¢

By (%g, Xy 23) = ~Bx 3,34 — 2%,

Como g4 é sempre positivo independentemente de xy, x5 € x4, tem-se $5 = 1. Portanto,
x4 serd substituindo por §y em f3, resuliando em,

fo(rp Xgx,) = ~3x,x,8, + DBxx, + 1l %, + 212, + 2128, - 25, 3
Agora x4 serh climinado:
filxpryxy) = 248, (x%,) +hy (%, x,); onde
84 (% xy) = Bxgxg 4 bxg -5 e
hy{x, x5} = Sxgx,+ 3355, % dxgxg—11x,

Para g, assumir somenie valores positivos, deve-se ter

Py (g %) = (xy%g) + (%, %)
Assim, substituindo x5 por ¢, em fy, obtém-se

fo(xy, %) = 1Bxx) + 132 %, ~ 2%,
Agora x5 £ eliminado em ff, oblendo-se
fs{xp ) = %, go (2} + hs(x;); onde
85(xy) =2 e
ho(xg) = 13x,~7

Note que gs ¢ sempre positivo, logo g =xy =1.
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Assim, substituindo x, por s em f; tem-se,

fo(x) = 13x -5
O méximo valor para f € obtido quando x; = 1.
Porianio,

5= 45l = 1
4
x; = Gy (2%, = 1
§
xg = Py (], %5 %) = 1
4
x5 = (3, 2925, %0) = 1
R

xg = Gy {2 3%, xp,%5) = 1

F =8

Mitodos Algbbrico-Enurmratives pars o Froblems de Mdsdine Satiafatiblildade Pondernd

20



Métodos Enunerativos

2.3

Métodos Enumerativos

2.8.1

R.3.2

Introdugédo

Os algoritmos enumerativos sdo téomicas de otimizagio que se utilizam de pesquisa
arboresceste (branch-and-bound) para que possam encontrar solugbes exatas, isto &,
solugbes Gtimas [Taha75, NW88, GN72].

Um procedimento enumerativo foi proposio por Egon Balas em 1963 [Bala63)], Em
1966, Lawler ¢ Bell [LLB66] propuseram um algoritmo de enumeragiio lexicogrdfica
para programas sido-lineares 0-1 com restricbes. Pouco tempo depois, tal método foi
estendido por Mao ¢ Wallingford [MW 68, MW69] para o caso geral. Nos anos 60¢ 70
vérios pesquisadores propuseram virios algoritmos branch-and-bound para
programeacio ndo-linear 0-1 com ou sem restrigSes.

£ necessério definir nesses algoritmos:
- limites superiores e inferiores para o valor da solugio Gtima;
- wm eritério de particionamento do espago de soluges;
- uma estratégia de pesquisa na drvore de sub-solugdes;

Um limite inferior € dado por qualquer solugdo para o problema. Um lmite superior £
uma expectativa do maior valor que pode ser alcangado por uma solugio. Eles sio
importantes porque permitem determinar que uma dada sub-solugio ndo é capsz de
gerar uma solugio melhor do que 8 dada pelo limite inferior, Deste modo, o limite
superior é o maior responsdvel pela redugiio da drvore de busca, Como o problema w-
MAXSAT ¢ resinito & vardveis 0-1, o critério de particionamento do cospjunto de
solugdes vilidas é, naturalmente, definido pela fixagio do valor de uma vardvel em 0
em uma sub-solugio e em 1 no espago complementar. Una estratégia de pesquisa na
drvore de sub-solugbes € a busca em profundidade que fem como principal
caracieristica a economia de meméria e a facilidade de implementagdo. O algoritmo
termina quando todas as folhas da arvore de sub-solugbes forem pesquisadas. Como o
pimero de folhas ¢ finito, o algoritmo sempre termina num tempo finto. A seguir &
descrito um algoritmo de cnumeragio implicita para a resolugio do problema w-
MAXSAT:

O Algoritmo de Enumeragdo Implicita

(G procedimento enumerativo estd relaciosado com uma drvore composta de nodos
(u6s) € ramos. Um nodo coresponde a uma airibuigiio de valores -1 a um
subconjunto das varidveis do problema. Uma varidvel pode periencer a irfs estados:
fixado em 1, fixado em 0 ou livre (pdo fixada). Observe a figuma 2.7

0 algoritmo € iniciado com uma ou mais varidveis sendo fixadas em 0 ou 1; ¢ entiio
graduabmente o nimero das varifveis fixadas sumenta, ou seja, a “soligho” ¢
construfda. A estratégia de exploragio considerada € uma busca em profundidade,
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Passo de retomo
(Backtracking)

Varldveis livies Varidveis livees

Figura 2.7 Azvore de busca do algoritmo de enumeragio.

O limite superior utilizado ¢ obtide pela identificagio de uma fungdo que & sempre
superior a f{x), no caso f (x). Um exemplo de uma tal fungiio é a fungdo obtida quando
o3 termos que possuem coeficientes negativos sio desprezados. Entende-se por
penalidades associadas a uma varifivel livre as varagles de f{x) (limite superior)
decorrente da imposigio do valor 0 ou 1 a esta mesma varidvel. Denota-se por p_?

(resp. p}')a variagio de f{x) decorrente da fixagio de x;4 0 (resp. & 1).

A seguir apresenia-se a descrigio de um algoritmo de enumeragio implicita de acordo
com & proposta de Hansen, Jaumard e Mathon [HIM90].

Algoritmo Enumeragio Implicita

1. Inicializagiic.
Determine uma solugio inicial, “solugio incumbente”, x,,  © seu

valor correspandente, “valor incumbente”, z,,  vtilizando um método

heuristico.
2. Teste de otimalidade direta.
Caleule um limite superior f para f (fungfo & ser maximizada) do
subproblema cormente.
8¢ fsz, . Vd pars o passo § (Backtracking).
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2.4

3. Teste de solugio direta.
Se para uma solugiio parcial x , f(x) >z,
Entio
Fpe 5 € 7w
Sendo processe o prdgimad passo.
4. Teste de otimalidade condicional.

Para cada varidvel x; do subproblema corrente, caloule as penalidades p?

e p}impostas por f .
Se f--p}’ sz, Entho fixax;a §;

Se f-«p} sz, Entie ﬁxaxj a0.
Se pelo menos uma varidgvel foi fixads Entiio Retorne 2o passo 2,
5. Branching.
Eacolha uma varifvel x; ¢ uma fixagio x; w ) ou x; = 1 para ser
explorada primeiro, de acordo com alguma regra de ramificagio.
Retorne so passe 2.
6. Backtracking.
Escotha um subproblema que nilo tenha sido explorado.
Se nilo existir tal subproblema
Entio
PARE: z,,_ ¢ o valor Otimo ¢ x;,, corresponde a solugho.
Seniio
Hetorne ao passo 2, para explorar o ramo restante,

Usualmente os algoritmos de enumeracio implicita utilizam-se de indmeros testes de
divexsos tipos como spresentados acima. Uma vez que o caso geral desse algoritmo
seja conbecido, pode-se considerar especffico somente a formulagio dos limites
superiores (ou inferiores) impostos sobre a funglo a ser maximizada (ou minimizada}.

Métodos Aproximados

2.4.1

Introdugdo

Uma abordagem alternativa pars problemas NP-completos ¢ a wtilizagio de métodos
aproximados. Swa pecessidade provém do custo computacional requerido para
encontrar uma solugdo Otima ou provar a olimalidade de {al solugdio, quando
encontrada, o que 4 dispendioso para grandes instincias de problemas. Assim, tais
algoritmos séo propostos de modo que seu tempo de execugio seja pequeno, mesmo
gque nem sempre apresenite uma solugio de boa qualidade. Embora as solugdes
encontradas ndo sejam garantidamente Gtimas, a qualidade destas solugdes pode, em
certos casps, ser estimada. Pode-se classificar estas heuristicas em duas classes:
heuristicas de construgfio ¢ heurfsticas de melhoria. As heuristicas de construgfio
iniciam com todas as varidveis livres determinando gradualmente seus valores. As
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2'4'3‘.1

beuristicas de melhoria podem ser vistas também como uma busca local, onde parte-se
de uma solugio determinada por algum processo {aleatdrio ou por uma heuristica de
construgdo) e a partir desse ponto fenta-se melhorar a solugic modificando-se as
atribuicdes de valores 4s varidveis.

O problema caracter{stico desses algoriimos estd relacionado com umsa grande
tendéncia de retornarem aos méximos/minimos locais i obtidos, ou ainda de
terminarem sus execugdio nos primeiros locais visitados, ficando distantes do ponto
Giimo global do problema abordado.

A fim de solucionar tais problemas surgiram as meta-heuristicas, que tentam evitar o
término do algoritme nos primeiros méximos locals ¢ prevenir a ocorséneia de ciclos.

Heuristicas de Construgdo

Heuristicas de Johnson

Johnson [John74] apresenta duas heuristicas gulosas, bastanie intuitivas, com
complexidade O] log {}, onde I € o somatdrio das cardinalidades do conjunto de
cldusulas. Estas heurfsticas foram propostas para o problema de maximizacgio nio
ponderado.

A primeira beuristica procede escolhendo a cada ileragio, o litezal® que oeorre no
maios mémero de cldusulas. Em seguida, stribui o valor 1 (TRUE) a este literal. A
iteragio se completa acrescentando o niimero de cldnsulas satisfeitas ao niimero total
de cldusulas satisfeitas ¢ retirando-as do conjunto de cldusulas com varidveis livres. O
algoritmo termina quando o houver mais varifveis livres nas cliusulas restanies, A
geguir apresenta-se uma descrigio da mesma. :

As varidveis utilizadas na representagio do algoritmo sio:

TRUE =~ - Conjunto das varidveis fixadas em 1 (TRUE)
LEFT - Conjunte das cliusulas que contém varidvels livres
Lir - Conjunto dos litemis complementados ou néo

ZIRUE) - valor da fungdoe objetivo pars as fixaghes do conjunto TRUE
Para qualquer literal x% seja s com o € {0, 1} igual axsew=leaxsea= 0.

Heuristica Johni
TRUE = &;
LEFT=C;
L=XUZX
(IRUEy = 0;
Enquante LEFT = & faga
Beja x® o literal em LIT que estd contido no malor nidmero de cliuslas de
LEFT ¢

1. Os literais da varisvel xsforxex=1 ~x
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Seja Uz o conjunto de clausulas em LEFT que contém x;
Faga: 2{TRUE) = (TRUE} + {U;
LEFT = LEFT - Uy
TRUE = TRUE U {x*};
LIT = LIT - {x, x};
Fim-fhga
Fim-enquanio
Retorne o valor de 2(TRUE);

A seguada heuristica, proposta por Johnson, difere da anterior apenas pela atribuigio
de um peso igual a 2-° {onde ¢ = cardinalidade das cliusulas), a cada cliusula.
Escothe-se qualquer literal livie. Dois conjuntos sie considerados inicialmente: o
primeiro formado pelas cléusulas que contém o literal e o segundo com aquelas que
contém o complemento do mesmo. Assim, o conjunio que conliver o maior peso
atribuird TRUE ao literal correspondente. O mimero de cliusulas que forem satisfeitas
com esta atribuiglo serd acrescentado ao total de cldusulas satisfeitas e as cldusulas
serdo retiradas do conjunto inicial. Em seguida, para o conjunto menor, dobra-se o
peso de todas as clusulas. O algoritmo terming quando nio existirem mais cldusulas.

Apresenta-se a seguir a descrigiio da heuristica, dada por Johnson.

As varidveis utilizadas na representagio do algoritmo sio:

TRUE - Conjuato das varidveis fixadas em 1 (TRUE)
LEFT - Conjunto das cldusulas que contém varidveis livres
Lir - Conjunto dos literais complementados cu nao
HIRUE) - Valorda fungfo objetivo para as fixagdes do conjunto TRUE
w{C}) - peso atrfbuido A cldusula £;

Heuristica John2 '

(o

1. Atribai-se para cada cliusula C . € C um peso w (C;') = 2' i "
TRUE = ¢,
LEFT=C;
Lir=XUX;
H{TRUEy = 0;

2. 8¢ LEFT = @ Entdo FPARE ¢ Retorne z(TRUE) como ¢ Stimo aproximado;
3. Seja x qualquer literal que ocorra em LIT ¢ em uma clbusuls de LEFT,
Seja Uy o conjunto de cléusulas pertencente a LEFT contendox;

Seja Ug o conjunto de cldusulas pertencente a LEFT contendo x;
4.8 3 wiC)= 3 w(C)
c.ev, c.el,

Entio TRUE = TRUE U {x};
ATRUE) = {TRUE) + |Ur}
LEFT=LEFT-UT;
Paracada C,€Up lgaw(C)) = 2 -w(C});
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2.4.2.2

Sende TRUE = TRUE U {x};
AIRUE) = ATRUE) + [Ugl;
LEFT = LEFT - Ug
Parscada C,eU fagaw(C;) = 2-w(C));
Fim-se;
S.LIT= LIT - {x, x};
V4 para 2. :

A diferenga bésica entre as duas heuristicas € o falo da primeira ndo ter grande
preocupagio com cliusulas de menor cardinalidade, ficando assim muito distante do
valor Gtimo. Este fato nio ocorre com John2 porque inicialmente tenta-se satisfazer as
cldusulas com menos literais.

Os piores casos possiveis para a andlise de cada heuristica mencionada anteriormente
sa, respectivamente, para o caso nio ponderado:

g-1
. 9. ) o
Iahnl.zlzq_l_iz* ¢ John?: z,z p ¥

onde, ¢ denota o menor nimero de literais contidos em qualquer cliusulae z
dencta o maior nlmero de cldusulas que podem ser satisfeitas
simultaneamente, ou seja, o valor da solugio Stima.

Heurtstica de Lieberherr

Lieberherr [Lieb82], propds um algoritmo de aproximagio baseado no nmero médio
de cldusulas satisfeitas entre todas atribui¢Ses com exatamente « varidveis fixadas em
1 (TRUE), Esta heurfstica também foi proposta para o problema de maximizagio nio
ponderado.

Sejam mean (C) o nfmero médio de cliusulas satisfeilas entre todas as atobuigdes
com exatamente o varidveis fixadas em 1 ¢ maxmean(C) = max mean {(C) .
) Dsaxn

Essa heur{stica estd dividida em dois procedimentos: o primeiro determina o valor do
o. de maior média (procedimento MAXMEAN), o que pode ser feito testandoade O a
n ¢ calculando a média através de uma férmula obtida por anilise combinatéria; o
seguiio encontra uma atribuigho para as varidveis de modo a garantir que esta fenha o
nfmero de cldusulas satisfeitas igual & média de o airibuigbes (procedimento MEAN).
Segue 8 descrigio dos procedimentos, conforme a proposta de Lieberherr.

Procedimento MAXMEAN
1. Encontre o (0 = o < i) por uma busca linear, tal que maxmean(C) = mean ().

2. Apligae o provedimento MEAN pars C ¢ o para egcontrar una atribuigio
satisfazendo pelo menos marmean({C) relagdes.
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Procedimento MEAN

1, mean ({(C)=0;

2. Para fodas varidveis x; © C faga
Se mean, (i.fl'mj -1) > mean (C},J‘;j o)
Entdo x-1;

o+ o1
Cwe =15
Senfio  x;+0;
he C)‘xfm{} :
Fim-se
Fim-para

24,83 Meta-heuristicas

2'4‘3‘1

2‘4#3‘3

Introdugdo

Meta-heuristicas sdo heurfsticas que atuam em um nivel mais alto procurando guiar
heuristicas subordinadas para escapar de Otimos locals ou encontrar Stimos locais
alternativos. Como heurfsticas subordinadas pode-se citar hewristicas de construgio e
de busca local. Dentre os principais paradigmas nos quais sio baseados as meta-
beuristicas pode-se citar simulated annealing, busca tabw, algoritmos genéticos,
GRASP (greed randomized adaptive search procedures) e times assincronos, Esta
se¢io concentra-ge no estudo dos dois primeiros paradigmas,

Simulated Annealing

Base algoritmo baseia-s¢ no principio fisico que rege 0 comportamento de partioulas
{inicialmente em equilfbriv buma temperatura I) ao serem 1esfriadas. Se o
resfriamento € feito rapidamenie, as particulas crstalizam-se com nma energia
elevada; caso contririo (lento ¢ gradativo), o sistema pode ser levado a niveis bem
mais baixos de energia.

O algoritmo proposto por Metropolis [MR+53], procura simular tal comportamento.

Considera-se 0 grupo de dtomos ¢ seus possiveis deslocamentos de wma sé vez. Seu

procedimento consiste na escolba aleatéria de uma nova configuragio de particulas, a
TAE

qual serf aceita com uma probabilidade P = M]N( e’KT, 1) {onde AE & a variagio

da energia do grupo de dtomos ¢ K a constante de Boltzman), wduzindo s temperatura
T ¢ repetindo a operagdo. Apds um determinado nimero de iteragdes, obtém-se P
muito proximo de zero para AE > (; com isto rejeita-se todas as novas configuragfes
de ftomos que aumentam a energia do sistema, que cristaliza-se pela ndo existéncia do
deslocamento dos diomos de uma sé vez de tal forma que reduza a epergia.
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Kirkpatrick {KGVE3], adaptou esse algoritmo para a resolugio de wm problema de
ofimizagio combinaidria. Considera-se as configuragbes possiveis do grupo de
dtomos, os seus possiveis deslocamentos de uma Gnica vez e a energia do sistema
como, respeciivamente, o conjunto de solugdes vidveis, a vizinhanga de uma solugio
vidvel e & funglio objetivo do problema combinatério.

Hsse algonitmo pode ser visto como uma generalizagio de uma Busca Locsl [PS82],
onde ao invés de escolber a “melhor”, ¢ escolhida aleatoriamente uma solugio vizinha.
Além disso, para “escapar” das solugbes locais, outras “plores” sdo aceitas com ums
probabilidade, inicialmente significativa, mas se aproxima de zero a cada iteragio.

Para o problema w-MAXSAT, com respeito aos  valores de
X = {x;,%p-.,%,} € {0, 1}, o conjunto de solugdes vidveis £ ¢ o préprio {0, 13",

A definicio de uma vizinhanga V de uma solugio vilida em w-MAXSAIL deve
satisfazer a condigio: a partir de qualquer solugio vidvel seja possivel attngir qualquer
solugio de E. Isto pode ser realizado através da troca sucessiva da solugio por outra
vidvel pertencente 3 vizinhangs V. Assim, as vizinhaugas possivels em w-MAXSAT
s&0 as trocas dos valores dos componentes da solugio de O (FALSE) para 1 (JRUE) ¢
vice-versa. Uma boa escolha da vizinhanga pode ter cardler decisivo no desempenbo
da henxistica SA,

Apresenta-se a seguir o algoritmo SA, adaptado ao problema w-MAXSAT, segundo a
formulagio proposta por Hansen ¢ Jaumard [HI90]. O procedimento consiste na
definicio do niimero de tenfativas de aceitagio de uma solugdo vizinha (rep), seguida
da redugiio da temperatura 7. Se em nenhuma das tentativas uma solugdo vizinba for
sceits, o slgoritmo terming.

As varifveis utilizadas na tepresentagio do algoritme sfo:

T - representa a “tomperaturs” puma dada iteragio
rep - pdmero de tentativas para aceitagio de upia solugio vizinha sem
reduzir a temperatura
change - indica a aceftagio de uma solugdo durante uma fentativa rep
a - fragio restante da “temperatura” apés rep tentativas, G <a <1
S - soluglo cogrente durante a execucdio do alporitmo
i - solugho vizinka
V(S} -~ conjunto desolugdes vizinhas a5
x - varidvel aleatéria de distribuigiio uniforme
P - probabilidade de aceitagio de vma solugio mim
Algoritme SA

1, T = valor inicial grande;
Determine uma solugiio factivel § e calcule #(5);
change - true,
2. Enguoanto change faca
change <~ false;
Repita para rep
e V(SY
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2. 4.8.3

calenle 8, valor da troca correspondente na fungio objetivo;
Se & = ( Entdo VA para Aceiia;
P(8) +~ exp(8/1);
Gere aleatoriamente uma varifvel x upiformemente distribuida em
[0,1%
Se x < P(8) Eantio V& para Aceita
SBende Vi para Saids;
Aceita; S+ 5%
28y - K5y + B,
Se & = 0 Entio change « true;
Saida;
Fim-repita;
FT+Ta
Fim-enquanto;

Apesar de possufrem um papel decisivo no tempo de execugdo e na qualidade da
solugho, os parimetros 7 e rep sfo determinados através de vdrias tentativas de
execucio do algoritmo ¢ da andlise dos resultados obtidos.

Busca Tabu (BS)

Busca Tabu (do inglés Tabu Search), £ um procedimento que explora os limites entre
as téenicas de programacio inteira e de inteligéneia artificial guiando heuristicas de
subida (algoritmo do gradiente) para continuarem a exploragio do espago de solugdes
sem confundir-se pela auséncia de movimento que melhore a solugdo cormrente e sem
retormar a wm Htimo local previamente visitado.

O algoritmo parte de uma solagio inicial, escolhendo a dire¢io de maior variagio da
fungio objetivo por unidade (diregiio de maior subida) e oblendo a solugio dtima em
tal diregiio. Quando esta ditima for a de menor descida, o algoritmo, a0 invés de
terminar como acontece no algoritmo do gradiente, segue por esta diregio. No entanio,
segeindo pela diregio de menor descida, o algoritrno impede a reutilizagio desta
direcio por um determinado nfimero de iteragOes. Tal proibigio € fella por uma lista,
conhecida como Lista Tabu. Isto € necessério devido & possibilidade destas diregGes
serem as de maior subida a partir da solugio seguinte, criando um ciclo. Essa lista nio
elimina totalmente a possibilidade de ciclagem do algoritmo, ela garante apenas um
nimere determinado de iteraghes sem a criagfio de um ciclo. Existem algumas
propostas para detectar e parar a ciclagem, como por exemplo: definir um ndmero fixo
de iteragdes nas quais s melhor solugio encontrada nio foi alterads; oun ainda vadar o
tamanho <z Lista Tabu. Pode-se observar que a heuoristica SA nlo explona
necessariaments todas as diregGes das troeas locais. A Busca Tabu pode ser dita mais
objetiva (cu gulosa) que SA.

Tal heuristica, assina como a $A, exige a definigio de vizinhanga para cada solugho, do
tamanho da Lista Tabu que contém as diregdes proibidas, Adaptado ac problema w-
MAXSAT, o algoritmo € descrito seguindo a formulagio fambém proposta por Hansen
e Jaumard [HI90].
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Descrigho das varidvels utilizadas na apresentagio da heuristica TS;

rep - mmero de iferagdes para verificar a melhora ov nio de uma sohugio
conhecida

change - indica se uma sohugio foi melhorada

d; - nlmero de iteragbes em que a diregio d; estd proibida

Ay - soluglo comente '

V&) ~ conjunto de solugbes vizinhas 2§

S; ~  solugio vizinhia 3 solugio corrente § atingida a0 se tomar a diregfio )

Se ~ melbor solugio conhecida

z® - walor da fungdo objetivo em S*

P - indica o nfimero de HeragBes em que uma diregdo ficard proibida
Algoritme TS

1. Selecione uma soluglo factivel § e determine 2(5);
Paracads j€J faga d; = 0;
change + true;
Se e 8
2%+ 25y
2. Enqguante change faga
change »- false
Repita rep
§; +~ 8, modificando a j-£ésima direcéo;
8; + 2(Sy) - z(8) para f €J com d; = 0;
Seja Oy = max {éjlje.f, d=0};

MRS
Se 8, =0 Entllo dy~— p;
Se z(Sp > 2
Entio  z* 25}
S* e S
change =~ true;
d; == d; — 1 pasa todo j €7 tal que d; > 0;
Fim-repita;
Fim-enquanto;

Os parfmetros d,, rep e p desta heurfstica também influenciam significativamente em
sen desempenho. Como no algoritmo SA, sfo determinados empiricamente baseando-
se em resultados obtidos previamente experimentais.
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Sumdric

2.5 Sumario

Bste capitulo abordou algumas téenicas niilizadas ma resolugiio do problema w-
MAXSAT encontradas na literatura, Essas técnicas podem ser classificadas em:
Métodos Exatos ¢ Métodos Aproximados. Primeiramente apresenfou-se a classe dos
métodos exatos representada pelos algoritmos algébricos e enumerativos. Os métodos
exalos sio conhecidos por determinarem a soluglio tima para o problema a ser
resolvido. Finalmente, foram descritos alguns algoritmos representantes da classe dos
métodos aproximados. Esses algoritmos sio conbecidos por serem de ficil
implementagio e pela rapida determinagio de uma solugio, tendo como dificuldade a
gualidade das solugdes determinadas.
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 Capitulo 3

Combinacgdo Algébrico-
Enumerativa

O Algoritmo Fundamenial resolve uma certa classe de instincias do problema w-
MAXSAT com complexidade lincar Neste capftulo investiga-se a aplicagfio dessc
algoritmo, unido a0 de enumeragio implicita, pars a resolugio de instincias gerais.
Um dos resultados obtidos é que este algoritmo hibrido permite resolver uma classe de
instincias mais ampla do w-MAXSAT em tempo polinomial.

A desctigio deste algoritmo  algébrico-enumerativo (ALGEN), bascado na
combinagio do Algoritmo Fundamental com um Algoritmo de Enumeragio Impifeita,
¢ 0 tema central deste capitulo. Na primeirs parte descreve-se o ALGEN ¢ analisa-se
sus complexidade. Em seguids sio apresentadas algumas generalizagdes dos cdlculos
de limites superiores propostos por Hansen, os quais sfo wtilizados no
desenvolvimento do algoritmo e¢numerativo. Finalmente, ouiras estratégias de
combinagio para o ALGEN sio propostas ¢ analisadas.
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3.1 Introducdo

O presente capitulo consiste na proposta de combinar algoritmos algébricos com
enumerativos pa resolucio do w-MAXSAT. Esta proposta tem sua motivagio nos
casos polinomiais de w-MAXSAT que sio resolvidos pelos algoritmos algébricos.
Nestes casos, esses algoritmos exploram a existénciz de estruturas de k-drvores
parciais no grafo de co-ocorréncia definido pela mstincia a ser resolvida. Como
apresentado na segio 2.2.2.1 a complexidade do Algoritmo Fundamental € dada por
O(n2%). Portanto, sua eficiéncia se torna reduzida com o aumento de %, onde & & yma
caracteristica da fnstdncia a ser resolvida.

Combinagles similares foram propostas anteriormente. Em 1973, Bradley ¢ Wahi
[BW73] fizersm uso da combinagio desses métodos na resolucio de problemas de
programacio infeirs com » varidveis e n ou n + 1 restriges de desigualdades, Tal
combinagdo tinka como proposta transformar esse problema em um algebricamente
equivalente, denominado Candnico Hermite e, a partir deste, execular a eliminagio de
Fourier-Motzkin®. Essa operagdo algébrica transforma o problema de tal forma que
utiliza um esquema de enumeragio implicita para determinar & solugio Otima. O
algoritmo foi implementado em FORTRAN IV no IBM-7094. O cédigo nido possui
qualquer estrutura especial ou algum conhbecimento a priori de solugdes factiveis. O
algoritmo obteve uma boa performance, na época, para uma vanedade de problemas.
Os autores consideraram 28 problemas testes de varias fontes tals como feoria dos
grafos, problema da mochila (alocagio), do inglés knapsack, problema de
recobrimento, enire outros. Dentre esses {estes, 23 detenminaram uma sohigao Gtima
para o programa inteiro original, os demais detenninaram apenas um limite superior.
Nio foi realizada nenhuma comparagiio desse algoritmo com os vérios apresentados
na literatura, e

Aplicar qualquer versio do Algoritmo Fundamental para maximizar um problema
geral de w-MAXSAT pode ser frustrante. A eliminagio de uma simples varidvel x;
teado em vista que g; depende de puitas outras varidveis, pode dispender muito tempo
¢ além disso requerer um grande consumo de memdria. Algumas vezes isto § esperado
pois, a determinagiio de ¢; requer que sejam encontradas todas as condigbes nas quais
as varidveis booleanas de g; que o tornem positivo {como visto no capitulo anterior).
Obviamente isto requer mais esforgo do que uma simples busca, que se utiliza de um
esquema branch-and-bound simplificado, para a maximizacio da fungio.

No entanto, a babilidade potencial desse algoritmo nio pode ser descartada na
determinagio eficiente do valor mdximo do w-MAXSAT. De fato, investigagbes mais
profunda sugerem a remogio de um subconjunic Ny de N (conpnto das varidveis
pertencentes A fungio original) de forma a permitir a obtengio de uma k-drvore parcial

1. B uma téenica viilizada na resolugio de um sistema de desigualdades lineares em varisveis
contiouas,
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associada ao grafo de co-ocorréncia, onde k possui um valor adequado. Assim, a0 fixar
as varidveis do subconjunio N o problema resultante pode ser resolvido em tempo
linear pelo Algoritmo Fundamental. Em outras palavras, se uma enumeragio for
executada nas varidveis de N o Algoritmo Fundamental pode resolver eficientemente
o problema resuliante a partir de qualquer folha da drvore de busca.

A necessidade de se obter um valor de k adequado pode ser observada considerando
que no passo de eliminagio do Algoritmo Fundamental, uma varifivel (x;) ac ser
eliminads estd associada a um vértice cujo grau £ no méximwo k no grafo de co-
ocorréneia da fungiio f{x). Uma conseqiiéneia imediata deste fato € que podem ser
obtidos até 2:3% termos na fungio $1(x3 .., x,). Desta forma, termos coatendo
qualguer subconfunto das & varidveis das quais a fungdo g,(x) depende podem estar
presentes em §4(xy, ..., x,), resultando no ndmero de termos dado pela equagio 3.1,

(g 2 (9 e 22 (B v (D méoz"-(if) =3 (Eqan

Uma vez que o vértice representa a varifvel e seu complemento, deve-se multiplicar o
resultado da equagiio 3.1 por 2, resultando em 2-3% termos. Analogamente, cads
varidvel x; ocorre no méximo em 23% termos nfio contendo xy, ..., x,.;. Portanto, o

ndmero miximo de termos de f; (i = 1, ..., n) € 23k, isto &, Ofn) termos. E mais,
como G{f) nio tem clique com k+ 2 vértices, pois os vértices possuem grau Go
maxzmmo k, todos os termos de f; tem no miximo k+ 1 variaveis. Devido a esses
motivos, se & for muito grande ou varidvel, o nﬁmer‘o_lde fermos serd exponenciz] nesse
valor.

Os algoritmos algébricos procuram a cads ileragiio reescrever o problema em um
piimero inferior de varidveis, eliminando uma por vez. A complexidade dessa
operagio € definida pelo ndmero de varidvels que se relacionam diretamente com
aquela a ser eliminada. Tal ndmero comesponde ao grau do vértice associado 2
varidvel no grafo de co-ocorréncia po instante de sus eliminagdo, o que justifica a
performance inferior para grandes valores de k. Os algoritmos enumerativos fixam, a
cada nivel de sua drvore de busca, o valor de uma varidvel (-1 de forma que esta fique
igual a Zero em Um MO ¢ & UM po outro. Isto provoca um impacto que em geral €
proporcional ac grau do vértice associado & varidvel fixada no grafo de co-ocorréncia.
Observe que, ao conirdrio do que ocorre para o5 algoritmos algdbricos, quanto maior o
impacto, melhor a performance dos algoritmos enumerativos. Pois, € razodvel
considerar que o grau do vértice represente uma estimativa do impacte da fixagio
desta varidvel no tamanho da drvore de enmmeragio. Entretanto, ouiras estratégias que
consideram a imprecisdo deste ponto serdo discutidas no decorrer deste capitulo.

As observagles acima sugerem um comporiamento complementar das abordagens
agqui discutidas e propdem a seguinte questio; “Serd que existe a possibilidade de se
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aproveitar parcialmente a eficiéncia relativa dos algoritmos aigébricos dentro de
uma mesma instdncia??. Experiéncias realizadas indicam que a resposia €
afirmativa. Um novo problema € definir 2 melhor estratéga para a combinagio destes
métodos.

O capitulo estd organizado da seguinte forma: a prxima segiio apresenta o algoritmo
hibrido ALGEN ¢ suas caracteristicas; a segfo 3.3 descreve sua complexidade. Na
segio 3.4 € descrita uma relagdo entre o valor de & e o subconjuato Ny A segéio 3.5, por
sua vez, apresenta a generalizagho do cdleulo dos limites superiores proposto por
Hansen que sio utilizados como parte do algoritmo emumerativo. A segio 3.6
relaciona outras estratégias de combinagio. Na segiio 3.7 sio apresentadas algumas
estratégias de implementagio para tornar o ALGEN muais eficiente.

3.2 O Algoritmo ALGEN

Como mencionado anteriormente, o algoritmo ALGEN £ o produto da combinagao de
um algoritmo algébrico com um algoritmo de enumeracio implicita. Sua proposia
para resolver o problema w-MAXSAT ¢ de encontrar inicialmente um sabconjunio
N;G N, onde N € 0 conjunto de varidveis pertencentes & instdncia do problema, de tal
forma que o subgrafo induzido por N — Ny no grafo de co-ocorréncia seja uma k-drvore
parcial associada ao grafo de co-ocorréncia para um dado valor de £ Em seguida, para
o conjunto Np aplica-se o algoritmo de emumeragio implicita descrito da maneira
apresentada na segio 2.3. No instanie ecm que todas as varidveis de Nj estiverem
fixadas, isto § ao atingir uma folha, executa-se o Algoritmo Fundamental no conpunio
N — Nypara enconirar uma solugio.

O algoritmo ALGEN pode ser descrito da seguinte forma: determina-se mm conjumo
N;C N, de tal forma que o subgrafo induzido por ¥ - Ny seja uma k-drvore parcial. Em
seguida, aplica-se o algoritmo de enumeragio nas varifveis do conjuato N Quando
todas varidveis de Ny sdo fixadas, o Algoritmo Fundamental € executado para atribuir
valores as varidiveis restantes. O ALGEN termina quando nfo hd mais enumeragio a
fazer.

Apresenta-se a seguir o esquema do algoritmo ALGEN.

Algoritmo ALGEN
Passo 1 - Defina unta estratégia de combinacao.
Escolha um valor para k.
Encontre N, tal que o subgrafo induzido de G, (grafo de co-ocondncia
associado a fix)) em N — Ny seja uma k-drvore.

Armazene um esquema de eliminagio 8 provande que este subgrafo 4 uma
k-drvore parcial,
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Passo 2 - Inicie a execugdo do algoritmo de enumeragio.
Seja x4, uma solugio determinada por uma henristica e 2, O Valor
assaciado a o,
Inicialize § o conjuato de subproblemas abertos com o elemento
5y = (N%, N?) , onde Nii e N? sio 0 conjunto de varidveis
fixadas em 0 ¢ em 1, respectivamente, ¢ estio ambos vazios.
Passo 3 - Teste de Otimalidade.
Escolba vm subproblema §; de 5.
Se 5 estd vazio PARE, e x,, ,, corrente ¢ a solugiio Gtima com valor Zopye OtimO.

Senio Calcule um limite superior § de fix).

Se f =z,,, Remova §; de §
Repita esse passo.
Passo 4 - Teste de Fixagdo Condicional
Calcule para cada varidvel as penalidades ¢ que sfo impostas a f quando x; é
fixadz a 0 ou 1, respectivaments,
Se f - p? %z

opt? Adiclone x; N‘.l ¢ Retorne 20 passo 3.

Se f—-p} sz, . Adicione ;2 N? e Retorne ao passo 3.
Passo 5 - Branching
Se ndo existir neshuma varidvel x; €N~ (N1, NJ) , Vi para o passo 6.
Sendo considere i, 0 nlmero de subproblemas de 8.
Adiclone em § o subproblema §, ,; = (}\1';‘+ 1,N2‘+ e

8 = (NI

3
n 2 A, +2

Ngﬁzl,m{ic Nr?,d-lll’: NP’ Nz},»ﬁ-l = N:‘IU {xf} '

Nfa” = NPu {x} e N}, = WL,

Ao+
Remova 5; de § ¢ Retorne ao passo 3,
Passo 6 - Resclugio Algébrica
Resolva §; pele Algorimoe Fundamental ¢ sejam x, € z;, respectivaments, a
solugiio 8tima e o valor Stime encontrado.
Se 2, > 2ot Atualize Xont* % € Zype v
Retorne ao passo 3.

3.3 Complexidade do ALGEN

A complexidade do algoritmo ALGEN depende fundamentalmente da complexidade
do Algoritmo Enumerativo ¢ do Algoritme Fundamenial. Para o Algoritmo

. - .. . k
Fundamental o inleresse estd em conservar o Hoite superior 2"#4% (como apresentado
no capitulo anferior), para que sua complexidade seja O(n). Pars tal, deve ser
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observade o que ocorre com o subgrafo do grafo de co-ocorréncia G, formado apds a
fixagdo das varidveis do conjunto Nx Dessa observagio provém o seguinte teorema:

Teorema 3.1 Se G, induzido por N - {v} ¢ uma k-drvore parcial, entdo o subgrafo
obtido apds fixar v também é.

Dem: Consideram-se dois possiveis casos.
Caso 1: O literal correspondente a v & fixado em TRUE

Neste caso, nenhuma aresta associada ao lermo que contém esse
literal é removida, pois esse termo permanece na fungio apenas sem o literal
comrespondente & v. A conclusio do teorema para este caso é trivial, isto
porque a fixagio procede comoe uma eliminagio simples do vértice.
Caso 2: O literal € fixado em FALSE

Uma conseqii€ocia direta desta € a eliminagho dos termos que
contém o literal de v Assim, tem-se um anovo subgrafo formado pelas
remogio das arestas, associadas aos termos, ¢ dos vértices (quando esses ndo
aparecem em nenhum outro texmo), associados as varidvels contidas nesses
termos, do grafo de co-ocoréneia G,. O grafo resuitante serd um subgrafo de
G, ¢ portanto serd uma k-frvore parcial,

¢

O teorema 3.1 garante a preservacio do limite superior para os cileulos algébricos
realizados pelo Algoritreo Fundamental, enquanto que o linuie superior do algoritmo

epumerativo serd no pior caso Zle1 . Observe a figara 3.1,

As descrigfes anferiores sugerem o seguinte feorema:

Teorema 3.2 Para qualquer k fixo, o algoritme ALGEN resolve qualguer instdncia de
fx) e O (nc+ 1), onde }NA £ limitado superiormente por ¢+ logn.

Dem; Trivial.
Observe que o resultado € obtido se uma enumeragio completa, com
¢ - logn varifveis 0-1, for resolvida em O(n¥) de tal modo que nma &-irvore

parcial possa ser determinada em Ofn). Dafl segue o resultada.
2

Esse teorema garante a complexidade polinomial do ALGEN na generalizagdo das
classes de instincias de f(x) que possuem uma k-drvore parcial associada ao grafo de
co-ocorréncia de fix). Estas novas classes correspondem 3s instdncias enjo grafo de co-
ocorréneia contém uma k-frvore parcial com pelo menos 1N -N j{ vértices.
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Flgura 3.1 Representagiio da complexidade do ALGEN.

3.4 Relagdo entre k e [Ny |

Deseja-se escolher um subconjuato Npde N, de tal forma que o algoritme enumerativo
explore tio poucas varidveis quanto possivel na 4rvore de busca, E mais, que o
subgrafo induzido de G, por N — Ny, seja uma k-&rvore parcial. Uma vez que o admero
de nodos explorados na drvore de busca, depende fortemente da cardinalidade de Ny,
pois quanto maior Nymaior o ntmero de varidveis a serem enumeradas.

Entretanto, a cardinalidade de Ny depende do valor de k. Se k for muilo pequeno tem-se
um valor grande para Ny e vice-versa. E claro que se k=n = Ne=0 e s¢
k= () =» Ne=n. Portanio, tem-s¢ a intuigio de que para qualquer instdncia [ de F,
existe & tal que o némero de operagbes do ALGEN para a resolugiio de I é estritamente
inferior ao ndmero de operagdes tanto do Algoritmo Fandamental pure quanto do
Algoritmo de Emumeragfo puro. Ests intigio pode ser reforgada pelos resultados
computacionais apresentados na se¢io 4.7,
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3.5 Determinagio dos Limites ¢ Penalidades

3.5.1

O célculo de limites inferiores £ superiores {do inglés lower bounds © upper bounds)
sido imporianies famlo para o5 méiodos aproximados quanto para os exatos, As
penalidades sio célculos associados ao limite superior da fungio objetivo.

0O cdleulo de penalidades foi utilizado por Beale ¢ Small {BS65] e Driebseck [Drie66],
na resolugdo de problemas de programagio linear inteira mista (PLIM), isto §, o
conjuntc de varidveis é composto de varidveis conlinuas e inleiras.

Sejam z,.. ¢ & um limite superior comhecido para o problema w-MAXSAT e o
decremento de z_,, resultante da fixagio de uma vardvel a um dado wvalor,
respectivamente. Entfo o valor da melhor solugio associada € 2~ 8. Se z;; for um
limite inoferior, conbecido para o problema w-MAXSAT, a atribuigio bindria
resultando & pode ser descartada caso z,  -d=z;,. Observe que 3 pode ser
determinado com exatidio pela simples substitui¢io do valor na varidvel. Entretanto
tal processo pode ser extremamente caro do ponto de vista computacional. A proposta
seria estimar um Hmite inferior § para 8, usando as informagOes pertencentes 3 fungio
objetivo. Embora z_ , ~8 nio seja tio forte quanto z, &, ¢ evidenie que uma
fixagio obtendoz 8=z  também poderd ser descartada, Apesar dessa condigiio

ser menos forte, isto pode ser tolerado uma vez que, como serd visio a seguir, 8 pode
ser calculado ficil ¢ rapidamente.

0 limite § define s chamada penalidade. As penalidades ajudam a eliminar alguns
amos da drvore de busca de um algoritmo de enmumeragio, isto €, elimina-se o
conjunto de solugdes sub-Gtimas, uma vez que alguma solugfo seja conhecida. Uma
outra utilidade para as penalidades estd relacionada com o critério para selecionar as
varidveis a serem enumeradas. Fortes penalidades resullam em fortes limites
saperiores para o conjunto de solugbes, ¢ isto ocasiona poucas ramificagdes na drvore
de busca, poucos cdleulos e portsnto reduzindo o tamanho da drvore de busca, Virias
formas para se caleular esses limites podem ser encontradas na literaturs. Existem
vérias propostas para o cdlculo de penalidades; a proxima sub-segio apresenta
algumas delas.

Cidlculo das penalidades

Uma penalidade ¢ uma estimativa da variagio de f(x) quando uma de suas varidveis
assume um dado valor. Para o problema em estudo (maximizagio) serf um
decremento que pode ser dado ao limite superior quando uma varifvel livre x; for
fixada em pero ou em um, Assim, considere a funciio de maximizagio representada
pela equagio 3.2,
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m
W - X, X,
k=1 HkN*H 1L

JEN, JEN

Max fix) =

rc {(Nk,ﬁk)mku&k) C{1,2..,8}, N ,NN= & }
{En 3.2)

x} = {0,1} i=1,2 .0
x ;= i - %;
il = m, @, mka-aO
Um limite superior bastante imtuitivo para f{x), € considerar a soma de todos
coeficientes positivos. Isio sugere a seguinte proposigio.

m

Proposigio 3.1 z, = 3 max{0, e} € um limite superior para f{x).
k=1

Dem; Trvial.
%

Considere um problema que possua poucos termos com coeficientes positivos na
solugdo Gtima. Pode-se observar que o limite superior dado por z, estard muito distante
do valor étimo, conseqientemente muitos nodos serdio enumerados, Logo, z; pode ser
melhorado se forem considerados os seguintes aspectos:

1. Se o literal for fixada em zero, os coeficientes dos termos positivos que o contém,
nic precisam ser inclufdos no limife € os termos lincares negalivos que possuem
seu complemento deverfio ser acrescentados ao limite superior, pois poderio fazer
parte da melhor solugio.

2. Se o literal for fixada em um, os termos lincares negativos que o contém, deverio
ser adicionados no limite superior ¢ os termos com coeficientes positivos gue
possucm © set complemento deverfio sex retirados do limite superior.

Hansen [Hans79] propds o uso de penalidades aditivas para determinar melbores
limites, As penalidades sdo ditas aditivms quasdo a soma das penalidades
comrespondentes podem ser subtraidas do limite superior comrente (so que estio
associadas), conservando a propriedade de lmite superior vélido,
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Proposicio 3.2 As penalidades aditivas, mostradas abaixo, podem ser associadas a

51
0 m
st = 3 O max (0, @) ~min (0,0 ) e
k=1 N,= {j}
JEN,
m
e Y amax(0 in (0
P = max (0, cok) ~min {0, ®}
k=1 N,={J}
JEN, ‘
onde,

Osa,s1 isksm YEN,UN, o

Z *ajk:]. I1sksm
JEN,UN,

Dem: Veja o apéadice A.

n
. _ . A, ,
Caoroldric 3.21 7, = zy~ 3, min{p' i1 ja }.) é um limite superior para f{x}.
i=1

Em outras palavras, as penalidades da proposigio 3.2 distribuem os coeficientes dos
termos entre suas varidveis. Pode-se dizer que a varfagio de z; para z; ¢ uma
estimativa da degradagiio de z; frente ao fato de que todas as varidveis deverio, em
algum momento, assunir valores bindrios,

Os valores de oy (f = 1, ..., k), que fornecem o menor limite superior 25, podern sex
encontrados resolvendo um problema de fluxo miximo {ver [Hans84, HIMB9T). Uma
vez que a resolugiio desse problema repetidas vezes consome muito tempo, oy pode
ser melhor determinado escolhendo-se valores heuristicos, o que torna mais ripido o
algoritmo. Uma discussio mais detalhada segue na segio 3.7.3.

8e existirem vérios termos lineares onde todo termo k tem-se coeficiente w, <0, 0
limite z; é apertado (tied). Caso contrério, poderd ser melhorado como segue:

: 0 1 .
Sejs q; = p'y ~ P vie {1,..,a}.

Witodos Alghbeico-Enumeratives pare o PFroblema de Mdxdma Sattafatibllidads Pooderada a1




Daterminagio dos Limites e Penalidades

Proposicio 3.3 As penalidades abaixo podem ser assaciadas ao limite superior z,,
»J

Py = rj?-l- 3 min (—mk,r}.l,) + mi”(”mk’rj{‘)')
{&)) &
JEN, JEN,
@, <0 o, <0
J'ERN, P'EN,
p”j = r}+ 3 mm(--mk,r Y+ Y min(wmk,rjq)
(k75 (k1)
JEN, JEN,
w, <0 @, <0
S ERN, JEN,

onde,

G

9 = max(0,4)

X €
ri = —min(0, qj)

para todo (k, j°) séo tais que w, <0 ¢ iNkI = 2, Wkt =
Dem:  Veja o apéndice A.

Uma varidvel livre, om algum momenio, assumirdi um valor zero ou wm.
Consegiienterente, o limile superior 2, serf obngaloriamente decrescido de pele

menos o menor valor entre as penalidades de fixar esta varidvel. Como este argumento
é vilido para qualquer varidvel livie, obtém-se:

Coroldrio 3.3.1 33 = Z, m;niair min (p” APt } & um limite superior para f{x}.

Considerando ainda o Hmite superior 2, e utilizando-se uma distribuigio da variagio
das penalidades das varidveis nos termos (com coeficientes negativos), pode-se obter
um novo limite superor também vilido,

Proposicdo 3.4 z,, definido como segue, é um limite superiar para f{x).

54 zZ, - E mm(w—wk, mm (ﬁkmax({} q)),mm {(—y kmm((} g}) )
k=1 i€ EN
mk‘:O

[Nkuﬁdzz

Dem: Enconira-se no apéndice A.
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3.6 Outras Estratégias de Combinacgdo

3.6.1

No desenvolvimento do algonitmo ALGEN surgiram cutras formas de se combinar o
algoritmo enumerativo com o algébrico. Apresenta-ge 2 seguir, duas novas formas de
combitiagio. A primeira estd relacionada com um pré-processamento das varidveis; a
segunda estd na verificagdo da existéocia de wma k-drvore parcial apds algumas
varifveis serem fixadas pelo algoritmo de coumeragio.

ALGEN-1

A determinagiio de Npiende a selecionar os vértices de maior grau do grafo de co-
ocorréncia G, isto €, varidveis que aparecem em um maior nGmero de termos ¢ tem
influéneis significantiva po valor de f{x), sngerindo “boas” varidveis para umasa
ramificacdo na drvore de busca. Entretanto, varidveis associadas aos coeficientes dos
fermos, os quais possuem valores extremos (muito grande ou muito pequeno), podem
ter grande influéneia no valor da fungdo objetivo ¢, ainda assim, o serem escolhidas
para infegrarem o conjunto N pois podem possuir um grau pequenc em G

Esta observagio sugere que anies da determinagio do conjunto Ny pela beurstica do

passo 1, ocorra o seguinte procedimento:

#) Realiza-se um pré-processamento de forma a se obter varifvels que possuem uma
influéncia significativa para f{x), atribuindo-as a0 conjunto N,..

() Utiliza-se uma heuristica para determinar uma k-érvore parcial do conjunto de
varidveis induzidas por N - N,

1) Constréi-se um conjunto Nycom as varidveis que nio perfengam a0 subconjunic
das varidveis que definam uma k-drvore e com as varidveis do conjunto N,

Essas modificagdes sugerem o seguinte algoritmo.

Algoritmre ALGEN:1

Passo 1 -« Pré-processamentio.
Defina o ndmero de varidveis a serem retiradas inicialmente de N.
Segundo uma estratgia de pré-processamento retire-as de N e
armazene-as em N
Passo X - Defina uma estratégia de combinagio.
Escelba um valor para &
Encontre ¥ s tal que o subgrafo induzido de &7, (grafo de co-ocorréncia
associado a f{x)) em N - Ny ~ N, seja uma k-frvore.
Armazene um esquema de eliminagio & provando que este subgrafo € uma
k-drvore parcial.
Acrescente 3 Ny o conjunto N
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Passo 3 - Inicie & execugiio do slgoribne de eaviseracio,
Seja X, uma solugio determinada por uma heuristica e 2, o valor
a550ciado 4 X
Inicialize § o conjunto de subproblemas abertos com o elemento
S, = (Ni‘, N?) , onde N% e Ng séo o conjunto de varifveis
fixadas em 1 ¢ em § respectivamente, € estio ambos vazios.
Pasgo 3 « Teste de Otimalidade.
Escolha um subproblema S; de S,
Se § estd vazio PARE, € x,,; correxte ¢ a solugdo Stima com valor z,,, Stimo.
Sendo Calenle um fimite superior f de f{x).

Se f"‘zap: Remova §;deSe
Repita esse passo.
Passo 4 - Teste de Fixaclio Condicional
Caleule para cada varifvel as penalidades e que sio impostas a f quando x; €

fixada a 1 ou 0, respectivamente.
Se f-p;.] %7, Adicione x; 2 N e Retorne ac passo 3.

Se f~pj} Sz, Adidonex;a N} e Retorne a0 passo 3.

Passo 5 - Branching
Se niio existiz neahuma varidvel x; € Ny (N}, N?) , Vé para o passo 6.
Senifio considere n, o ntmero de subproblemas de §.

Adiclone em § o subproblema S, , = (N} N2 ) e

LY = (N3

n+2 n,+ 2

N2,+2) ’deNEx+l = N?’N:J;ﬁl mNz'iu {xj} ’

N;?,n = NPU {x} °N§,+z = N},
Remova 5;de S
Retorne 3o passo 3.
Passo 6 - Resolugdo Algébrica
Hesolva 3, pelo Algoritio Fundamentsl ¢ sejam x; e z, respectivamente g
solugio Stima e o valor dtimo encontrado.
Se z,>z, ,, Atualize Eopt™ % OF

apt? opt
Retorne ao passo 3.

*""Zi.

A realizagio do pré-processamento pode ocorrer de virias formas:

4. Caleulo das penalidades para cada varidvel.
Hste processo pode ser realizado utilizando algumas das formas de se caleular as
penalidades apresentadas anteriormente, realizando a seguir uma ordenagio cres-
cente dos respectivos valores. Uma vez ordenadas as penalidades, decide-se por
uma percentagem de varidveis que serdo inclufdas no conjunio N,
Assim, no conjunto formado por ¥ - N, realiza-se uma busca para determinar uma
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k-grvore, sendo que as varidveis desse conjunio pio perfencentes 4 mesma serdo
inchuidas, juntamente com N, ' 00 conjunto Np

2. Analise das cardinalidades das varifveis.

Sabe-se, para cada varidvel, o nimero de termos que possuem peso positivo e
negativo. Neste caso, se uma varidvel s6 aparece em termos negativos pode-se fixd-
ia, antecipadsmente, em zero ¢ com isto retirar todos os ternios que a contém de
f(x). Para o caso da.vanidvel 56 aparecer em lermos positivos, ela também poderd
ser fixada a priori, em wm; neste caso oS termos possuirio menos varidveis,
podendo vir a se lormar fermos constantes.

A vanlagem dessa proposta ocorre quando o problems nfo contém varidveis
complementadas, isto &, x. Nos problemas que contém estes tipos de varifveis
deve-se tomar um pouco mais de cuidado. Neste caso, melhores resultados poderio
ser conseguidos com o cdlculo das penalidades.

As experiéncias computacionais preliminares demonstraram que 3 primeira forma
pars se realizar o pré-processamento € superior & segunda, pois o conjunto de varidveis
dada pela primeira considera valores mais fortes que auxiliam na escolha da varidvel a
ser fixada.

3.6.2 ALGEN-2

Uma outra estratégia para 0 ALGEN € considerar a verificagiio de k-drvore parcial nio
no infeio de sua execugdo, mas sim durante a execugiio do algoritme de enemeragfo,
Deixa-se esse processar com o conjunto de varidveis do problema original, ¢ apds uma
percentagem. de vardveis fixadas, inicis-se # verificagio da existéncia de A-drvore.
¥ssa verificagiio ocotre sempre a cada passo da fixagio.

Neste algoritmmo, inicislmente determina-se o atmero de varidveis a serem
enumersdas, ¥, sem verificar a existéncia de k-drvore. Este nfimero pode ser um
percentual (50% p.ex.) dos valores enconirados no pré-processamento dos aslgoritmos
ALGEN ¢ ALGEN-1. Em seguida, utiliza-se uma heuristica para vernificar se o grafo
de co-ocorréncia corrente é uma k-drvore parcial. Caso a resposta nilo seja afirmativa,
continua-se descendo na drvore de busca. Caso contrério, aplica-se o Algoritmo
Fundamental para determinar as atribuiges rostantes. A finalizagio desse algonimo
também estd associada com a do enumerativo. Segue uma apresentagio do mesmo.

Passo 1 - Inicie a execugio do algoritme de enumeyagio.
Seja Xt UINE solugio determinada por uma heuristica e Zop © valor
associado & X
Inicialize § o conjunto de subproblemas abertos com o elemento
5, = (NLNP), onde N} e NP sfo o conjunto de varifveis

fixadas em 1 ¢ em 0 respectivammente, ¢ estSo ambos vazios.
Passo 2 - Teste de Otimalidade.
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Escotha um subpoblemaS; de §.

Se S estd vazio PARE, ¢ x,,, corrente € a salugio Stima com valor z,,, Gtimo.
Senfio caloule um limite superior f de fix}.

Se f’szap‘RemovnS; de §

Repita esse passo.
Passo 3 - Teste de Fixagio Condicional
Calcule para cada varifvel as penalidades ¢ que sio impostas s f quando x; é
fixada a 1 ou 0, respectivamente.
Se f- p? sz

opp» Ddicione x; a N ¢ ¢ Retorne so passo 3.

Se f" e p; = Zops ? Adicione HaN % e Retorne a0 passo 3,

Passo 4 - Verillcagiio de k-arvere
Se nio enumercu-se y varidveis, siga para o passo seguinte,
Sendo Se a heuristica encontra vma seqiidncia de eliminagio que identifica uma
ao grafo de co-ocoméneia, VA para o passo 6.
Seniio Vi para o passo 5.
Passo 5 - Branching
Considere », o mimero de subproblemas de S.

Adicione em § o subproblema Sﬂ = (N n Z’Nn h1) e

Y, oncho L = N NE

A+l

A -(N

e+ m,+ 2 u+2

= N}U {xj},

Nou{x} e N1

1
n+2“Nz"

n +2
Remova §;de S
Incremente N, de duas unidades
Retorne ao passo 3.
Passo § - Resolugiio Algéhbrica
Resolva §; pelo Algoritmo Fundamental e sejamn x;e z,, respectivamente a
solugdo Gtima e o valor Stimo encontrado.
Be z, >2, ; Atualize x_ g X © Zop *T I

apt
Retorne ao passo 3,

0 ALGEN-2 pode proporcionar uma estraiégia que fornega o minimo de varidveis
pars o algoritmo de enumeragiio, isto €, Ny serd pequeno. Observe ainda que, o
conjunto Ny nio possuird tamanho fixo, isto €, para um dado 1amo (x; = 1 porex.)ele &
menor {ou maior) que para o outro (x; = 0).

3.6.8 Comparacdo das estratégias
Na estratégia inicial de combinagio, ALGEN, verificou~se que pode ser realizada a
determinagdo de um conjunto de varidveis, as quais teriam um grande impacto na
fungdo objetivo. A vantagem da estratégia ALGEN-1 sobre a inicial € justamente a
busca pelas varidveis de maior impacto no tamanho da drvore de enumeragio.
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3.7

Na terceira estratégia, ALGEN-2, a vantagem sobre ALGEN ¢ ALGEN-1 enconira-se
na maior Hberdade do algontmo de enumeragio na manipulagio das varifvels,
utijizando-se da possibilidade de se verificar a existéncia de uma k-drvore apds um
nfimero pequeno de fixagOes. Essa liberdade tenta evitar bifurcagbes (branching)
desnecessirias que cerlamenie ocorrem nas duas outras estratégias. A sua
desvantagem provém do custo computacional dispendido na verificagio da k-drvore,
Este custo pode ser muito grande. Um dos motivos pode estar relacionsdo com a nio
exploragio de heurfsticas eficientes para detecglio de wma k-drvore parcial.

Técnicas Computacionais

3.7.1

A redugiio do tempo de processamenio € um dos interesses principais no projeto de vm
algoritmo. Nesta se¢fio sio apresemiados qualro pontos relaciomados com esse
interesse, Primeiro, representacdo interna da fungio objetivo. Segundo, a ramificagio
na drvore de busca. Terceiro, eficiéncia no cilculo das penalidades. B finalmente, o
agrepamento dos termos que envolvern as mesmas varidveis.

Representagdo interna da fungdo objetivo

S#o utilizadas duas classes de acesso & fungfo objetivo: (f) dado o fndice de um termo,
lista-s¢ todos literais deste e o coeficiente correspondente; (i7) dads uma varidvel xy,
lista-se todos os termos contendo xy oW X

A primeira representagio de f{x) consiste de um vetor, com uma das posigbes conlendo
wma lista ligada L;, cada uma delas associadas aos lilerais que aparecem em 7; de f. Os
elementos da lista L; sfo {ndices associados aos literais de 7;. Os indices podem ser
pusitivos ou negativos dependendo de estarem associados 3 vardvel ou ao
complemento. Esse vetor possui dimensio m, niznero de termos, definido como segue:

TERMS{i].coef : posigo de valor inieiro (ou real), que contém o
coeficiente do i-ésimo termo de f.

TERMS[i].card_inicial : posiglo de valor infeiro, contém a cardinalidade
inicial do i-ésimo termo de f.

TERMS{i].card_parcial : posigio de valor infeiro, este valor € decrementaco
i medida que uma varidvel & fixada em TRUE.
Corresponde & cardinalidade atual do i-ésimo

termo,
TERMS[:).var : contém a lista L; do i-8simo termo de £
TERMS[iLatnb : posigiio que assume valores: UNDEF se o termo

nio estd definido; ACTIVE s¢ o fermo estd livre;
TRUFE s¢ otermo esté fixado em um; e JALSE se o
termo estd fixado em zero.
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3.7.8

A segunda representacio de f, consiste em wm outro vetor associado a varifvel ¥, ¢ x;
de f. Neste também, wmas das posigdes contém urua lista ligada L7, que sdo fndices
associados aos termos contendo X, ou x;. As posigdes das varidveis estio relacionadas
com os {ndices pares se o literal corresponde a x; ¢ {mpares caso contririo. O vetor
possui dimensio 2n, definido como segue:

VAR[{].card inicial . posigdo de valor inteiro, contém a cardinalidade
" total do i-ésimo literal de f.

VAR[i].card_pos : posigio de valor inteiro, contém a cardinalidade
de termos positivos em que o i-ésimo literal
Aparece.

VAR[i].card_neg : posigio de valor inteiro, contém a cardinalidade
d¢ termos negativos em que o i-ésimo Hteral
aparece.

VAR[i]terms : contém a lista L', que possui o3 lermos ¢m que a
TiesIa aparece,

VAR[{]atrib : posigio de valor booleano, assumindo valores:
UNDEF se a varidvel nio exisie; ACTIVE se a
varidvel estd ivre; TRUE se esld fixada em um; e
FALSE se estd fixada em zero.

Como uma ilustragio das representages internas da fungio,

f(x) = 3x1x2£4 - ?x3£6 - 23:152 + 9x4x5x6 + 4i5x§ {(Eq 3.3

veja figura 3.2,

Para se deferminar a posigio i do vetor VAR, ¢ necessdrio realizar a seguinie operagio:
se x; & varidvel direta, isto é positiva, i = 2- (x,_~ 1) ; caso seja complementada
i=abs(2- (1~abs(x}})) +1. Assim, para a fungfo da equagdo 3.3, encontrar a
posigio de x; na estrutura VAR, tem-se {(i=2-{1-1}) = { = 0, logo VAR[(]
possui  as respectivas  atribuigBes de x;. No caso de x; tem-se
i=abs(2 - (l—abs(4))) +1l=si="7.

Ramificagdo na drvore de busca

Virias regras de ramificagio 18m sido propostas. No processo de selecio das varidveis
do algoritmo ALGEN apresenta-se & seguir uma lista, niio exaustiva, dos diversos
critérios de ramificagdo propostas na literatura e ufilizadas em certos cddigos
comercials ou experimentais.
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Técnieas Computacionais
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Figuia 3.2 Representages internas da funcio objetivo flx) correspondente a equagdo 3.3,

Selegio 1: Ordem lexicografica )
As varigvels livies sio consideradas em ordem crescente dos fndices. Fssa serd

fixada em TRUE se seu custo dentro da fungio objetivo é positivo ¢ FALSE caso
contrinio.

Selegiio 2; Custo méximo
Fixa-se a varidvel livre de cusio miximo dentro da fungio objetivo.

Selecio 3:
- Para cada varidvel livre escolha aquela de maior valor absoluto da diferenga de
suas penalidades {(penalidade da varifivel ir a Zero ¢ dela ir a um).
-~ A varidvel receberd TRUFE se a penalidade 3 zero for maior ou igual a penalidade
i um; caso contrdrio receberd FALSE.

Selegio 4:
- Escolhe-se a varidvel que possuir o menor valor do minimo entre as penalidades.
- Caso esse valor seja zero, escollie~se o maior valor entre a diferenga absoluta das
pepalidades.
- A varidvel recebexs TRUE se a penalidade & zero for major ou ignal a penalidade
2 wm, caso contrdrio receberd FALSE.
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Téenicas Computacionais

As expeniéncias computacionais realizadas inicialmente mostraram 84 como eritério
de selegiio mais eficiente. S4 pode ser considerado um caso geral de 83. Ambos, S3 ¢
54, tiveram eficiéncia muite superior a apresentada por $1e S2,

3.7.8 Eficiéncia no calculo das penalidades

Os cdlculos de oy e Py para os limites ¢ penalidades utilizadas nas proposigoes 3.2 ¢
3.4 nflo s8o de grande complexidade computacional.

Os valores de oy que minimizam z, podem ser obtidos resolvendo um problema de
fluxo méximo. Este problema ¢ definido como se segue: z; comresponde a um fungio
com coeficientes positivos para termos polinomiais ¢ negativos para {ermos lineares.
Associando-se aos coeficientes positivos um conjunto V; de vértices ¢ os coeficientes
negativos & um conjunto V,, obi€m-se a instincia do problema de fluxo méximo
infroduzindo-se um vértice fonle s com arcos para todos os vértices em Vq com
capacidades iguais aos coeficientes dos termos correspondentes, arcos partindo de
todos os vértices de V; para todos os véntices de Vo com capacidade infinita, ¢ arcos
partindo dos vértices de V), para um vértice sorvedouro t com capacidades de valor
simétrico aos respectivos coeficientes. Os valores de oy sio dados pela fragio da
capacidade utilizada nos arcos. Q) valor de 1z corresponderi & soma de todos
coeficientes positivos subtraida do fluxo mdximo obtido. O maior problema dessa
determinagio de oy, provém do alio custo computacional dispendido para resolver o
problema de fluxo em rede.

Para dado o, valores do §;, na qual minimize 73 € %z, pode ser determinado por
programagio linear.

3.7.4 Agrupamento de termos idénticos
A representacio da funglo f, nio ¢ atualizada cada vez que uma vandve] ¢ fixada no
procedimento enumerativo, isto €, o vetor TERM nio ¢ compaciado para eliminar
termos com um literal fixado em False, e rednziy termos com um literal fixado em
True. Ao invés, o efeito de literais fixados é considerado duranie os testes. Um
problems da nio atualizagio estd diretamente relaciopads com os cdleulo das
penalidades e com a escolha da préxima varidvel a ser enumerada.

Uma forma eficicnte de agrupar esses termos Serin ulilizar wvma 4drvore-AVL
[Knuth75]. Cada nodo da drvore-AVL. tem um valor igual a0 cédigo numérico ¢ um
rétulo igual ao coeficiente do termo correspondente.
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Sumdrio

3.8 Sumdiric

Este capitulo abordot a combinagio do Algontmo Fundamental, pertencente ao
método algébrico, com o algoritmo de enumeragio implicita ambos méiodos exatos,
para a resofugfio do problema w-MAXSAT ¢ foi detalhada a estratégia de combinagio.
O primeiro passo para a combinagiio ¢ a determinagio de um subconjunio de N,
depominado N de tal forma que N - Ny defina uma k-drvore parcial para um
determipado k. Em segmda aplica-se ¢ algoritmo de enumeragio com chamadas so
Algoritmeo Fundamental em cada folha da drvore de busca. Apresentaram-se algumas
generalizagbes dos cflculos de limites e penalidades, propostos por Hansen et al,
utilizados na redugho da rvore de busca do algoritmo enumerative. Em seguida,
foram apresentadas duas outras estratégias de combinagio dos métodos algébricos
entmerativos, com a definigdo dos novos algoritmos. E finalmente, descreveram-se
algumas estratégias compufacionais realizadas com a implementacio do algoritmo
ALGEN, bem como ALGEN-1 ¢ ALGEN-2.

A combinagio, formamdo o ALGEN, pode ser ilustrada segundo o algoritmo
apresentado na figura 3.3.
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Figura 3.3 Apresentaciio do Algoritmo ALGEN.
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cpiato s Andlise das Estratégias
para o ALGEN

Como foi visio no capftulo anterior, existe 3 unecessidade de se determinar um
subconjunto das varidvels que serdo utilizadas pelo algoritmo de enumeragio deniro
do ALGEN. A determinagiio desse subeonjunio estd relacionado com a busca de uma
k-8rvore parcial no grafo de co-ocorréacia dado pela instincia do problema.

Este capitulo apresents, uma caracterizagio do problema relacionado com a estratégia
& ser empregada no ALGEN, Dentro deste escopo, sio propostas ¢ avaliadas algumas
heurfsticas. e
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Introdugiio

4.1

Introdugdo

4.2

Uma estratégia fundamental para o ALGEN, estd relacionada com a determinagio do
conjunto formado pelas varidveis a serem enumeradas. Esta estratégia estd relacionada
com a necessidade de se determinar uma &-drvore parcial no grafo de co-ocorréneia
definido pela instdncia do problema. Entendido que o algoritmo algébrico nfio deverd
eliminar varidveis que co-ocorrem com mais de & oufras em nma dada ileragdo.

O interesse no estudo de k-drvores ou k-drvores parciais surgiu através de algumas
questdes priticas como reabilitagio de redes de comunicacio na presenga de restricoes
do tipo falha no nodo e na linha; broadcasting concormrente, numa rede comum; e
avaliagiio de filas em sisternas de banco de dados relacionais. Para esses problemas,
restriios a k-dsvores, existem algoritmos eficientes que exploram solugdes seguindo a
propriedade de separagao de k-drvores [ROSE74].

Dentro do contexto de k-drvores para um grafo dado existem dois problemas a serem
resolvidos: o primeiro é decidir se o grafo é uma k-drvore ¢ o segundo é encontrar o
menor valor para & tal que o grafo permanega uma k-dxvore.

A proxima segio descreve algumas definigdes de teoria dos grafos. A seclio 4.3 define

o problema LPKT e seu subproblema. Na secio 4.4, spresentam-se algumas
heuristicas para a resolugdo do LPKT com alguns exemplos.

Definicoes

Arvores séo conceitos bésicos em teoria dos grafos. Existem aplicagdes de drvores em
dreas como quimica, redes elétricas ¢ teoria dos jogos.

Existem vérias maneiras equivslentes de definir drvores, a mais simples é:

Definigéo 4.1 Uma drvore é um grafo conexo ¢ sem circuito.

Uma defini¢io menos freqiiente utiliza o principio de indugio.

Definigao 4.2 Um grafo que contém um vértice simples ¢ wmma drvore, ¢ uma érvore
com n+1 vértices é obtida de uma outra com n vértices adicionando-se um novo
vértice adjucente a exatamente outro vértice.

Essa definiglio sugere uma extensio dos conceitos de uma drvore para uma dimensio
maior.
Definigdo 4.3 Seja uma k-drvore um conjunto com k vértices muiuamente adjacentes,

uma k-drvore com n+ 1 vértices ¢ determinada adicionando-se, em uma k-drvore
com n vértices, um novo vértice adjacenie 4 k vértices antigos mulugmente

adjacenies.
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Definigies

As figuras 4.1 ¢ 4.2 indicam, respectivamente, uma 2- e 3-drvore com no miximo seis
vértices. Para melhor caracterizagio de k-drvores vejs Rose [ROSET74] e Beincke

[BP71]

Uma outra definigfo para k-&rvore, estd relacionada com a clique de um grafo. Uma
clique, em G = (N, 4), onde N € o conjunto de vértices e A o conjunio de arestas, é um
subconjunto nio vazio de vértices 1al que cada par distinto desses possui uma aresta
em G. Assim, a definigiio recursiva de uma k-4rvore &:

Definicdo 4.4 Uma k-drvare com k vértices é wm grafe cujo conjunio de vértices é
uma cligue com k vértices (k-cligwe). Dado qualquer k-drvore Tin) com n
vértices, uma k-drvore com n+1 viértices ¢ obtida quande o (n+1)-ésimo vértice §
adjacente a cada vértice de uma k-clique em Ty{n).

Ut grafo parcial pode ser definido como:

Definigio 4.5 Dado um grafo G. Um grafo parcial de G contém todes os seus vértices
¢ wn subconjunto das arestas.

Isto sugere uma definigio de k-frvore parcial:

Definicio 4.6 Uma k-drvore parcial € qualquer grafo parcial de uma k-drvore.

Flgurs 4.1

2-fzxvore com no maximo & vértices.

Métodos Algktrloo-Enuimsraiivos para ¢ Problems de Méxdms Satisfetibliidade Pondersds 65



O Problema LPKT

au

4.8

J.frvore com no méxXimo 6 vértices.

O Problema LPKT

QO problema de reconhecimento de uma A-frvore parcial, do inglés Parsial k-tree
recognition problem (PARTIAL K-TREE), pode ser entendido como verificar a
existéncia de uma k-drvore parcial num grafo, para um & conhecido. Sua formalizagio
pode ser enunciada como segue:

PARTIAL K-TREE: dudos um grafe G ¢ um inteiro I, existe uma k-drvere em G tal
queksl?

BARTIAL K-TREE & NFP-completo {GI79]. A demonstragio de sua NP-completude foi
realizada por Amborg ef al [ACP87].

Um outro problema envolvendo k-drvore parcial aparece guando deseja-se determinar
a k-frvore parcial que contérm o maior ndmero de nodos do grafo. O problems de
encontrar a maior k-drvore parcial, do inglés Largest Partial k-tree problem (LFKT), &
definido como:

Problema LPKT: dado um grafo G € um inteiro &, encontrar o maior subconjunto T
de N tal que o subgrafo de G, induzido por T, seja uma k-drvore parcial.
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Heurlsticas para o LFKT

Flgurs 4.3 Grafo de co-ocoménela &,

Encontrar uma solugdo Stima para LPKT, ¢ equivalente a determinar o sebconjunto
Ny= N - T de cardinalidade minima para um dado £. Entretanto, a cardinalidade de Ny
nio € o dnico parimetro a influenciar no nimero de vértices explorados na Arvore de
busca do ALGEN. Pode ser que a fixacglo de vardveis do conjusto T reduzam
significativamente a drvore de busca do algoritmo enumerativo. Observa-se que 2
solugiio 6lima de LPKT fenta colocar em Nyos vértices com maiores graus do grafo de
co-ocorréneia G, isto &, as varifvels que apsrecem em f(x) distribuidas nos termos
com ¢ malor ndmero de varidveis diferentes. Essas provavelmente tem wm maior
significado no valor de f{x), sugerindo serem “boas” varidveis para a ennmeragio,

( problema LPKT pode ser visto como uma generalizagdo do problema PARTIAL K-
TREE sendo, portanto, claramemte NP-dificil. A préxima segio apresenta uma
abordagem aproximada para a resolugo do LPKT, seguida de alguns resultados
computacionais,

4.4 Heuristicas para o LPKT

A tendéncia € determinar solugles aproximadas para o LPKT, uma vez que ele
pertence i classe NP-completo ¢ que no algoritmo ALGEN nio hi interesse em um
grande consumo de tempo no pré-processamento. De fato o tempo computacional
requerido para se determinar uma solugiio dtima e provar sua otimalidade, pode ser
grande quando o problema cresce. Nesta segiio, sdo apresentadas trés heuristicas para
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Heuristicas para o LPKT

4.4.1

resolver o problems LPKT ¢ uma heuristica para determinar se um grafo € uma &-
4rvore parcial ou ndo. Esta Gltima é apresentada a seguir.

Heuristica Greedy

Esta heuristica verifica se um dado grafo é uma k-drvore parcial, para um dado £,
eliminando repetidamente o vértice de & com menor grau no subgrafo resultante de G
aps s eliminagfio anterior. A resposta pode ser “sim” se o grafo é wms A-frvore parcial
e “talvez” se a heuristica nfo consegue encontrar uma seqiéncia que prove esta
condigio, Caso a resposta seja positiva, a eliminagdo define uma segiacia
II = {mx,x,..,x}, dos védices de N. A k-frvore parcial € formada pelos &/'s 1al

que d(m) = k {onde J indica o grau do vértice no grafo corrente) para todo i=1, ..., n.
Considerando que o vértice ao ser climinado deve ser simplicial, no passo de
eliminagio sAo inseridas todas as arestas enire os seus vizinhos, caso nio existam, para
tornd-lo simplicial. Os algoritmos deste capitulo utilizam a notagio abaixo:

As varifiveis utilizadas na representagio da hewr{stica sio:

-G éum grafo, G = (N, A), N conjunto de vértices ¢ A conjunto de arestas;
- k & uma constante;

- ¥; & o i-ésimo vértice pertencente a N

- 3{(v;) € o grau do véitice v, no grafo corrente;

- § & ¢ subcopjunto de N, onde os seus véstices nio pertengar a k-&rvore;

~ 11  uma seqiiéncia de eliminagio dos vértices;

Heuristica Greody

Dados Gek
S &
vértices = ||
Enguanto (vértices > 0)
Paratodo v;e N
Encontre o vértice de menor grau
Se d(v)) > k Entiie
PARE, Responda ndo foi possivel identificar o grafo como uma k-drvore
parcial
Scngo
TE = 11 + {v;}, segundo a ordem de eliminagio
Elimine v; de N inserindo as arestas que faltam para tomé-lo simplicial
vérticas +— vértices - 1
¥im-enquanto
IT contém uma seqiiéncia que prova que o grafo € uma k-drvore parcial.

Métodon Alghbrico-Enumarativos para o Frobiama de Méxima Satisfatibllidade Ponderada 58



Heuristicas para o LPKT

4.4.1.1

4.4.2

Exemplo

Considere o grafo & da figura 4.3, doseja~-se encontrar a maior 4-drvore do grafo G.
Este problema serd utilizado nos exemplos de execugdo das heuristicas destes
capftulo.

Para este grafo G, 2 heuristica greedy nfo determinou uma 4-frvore no grafo, pois
eliminou 3, 2 e retornou néo.

Heuristica A

A heuristica A consisie de dois passos. No primeiro, ¢ eliminado repetidamente o
vértice de G com maior gran no subgrafo induzido de . Essa eliminacfio define uma
seqiéneia IT = {a, 7, ..., x }, dos vértices de N. O segundo passo, define uma
famflia de subgrafos de G que comespondem a0 induzido por
N, = N~ {n, %, ...,%_;} Ny=Nyparai=1,..,ne¢chamado o j-ésimo subgrafo
G, Entdo utiliza-se a heurfstica greedy, descrita anteriorments, para testar se o
subgrafo G; é uma k-frvore parcial para i = 1, ..., #. A primeira resposta positiva obtida
pela heuristica, por exemplo #*, define o conjunto de vandveis a serem Incorporadas
em Ny que sio #:,,..,%, .. Definindo também, o esquema de eliminagio =*

seguido pelo algoritmo zlgébrico.

G processo de eliminagdo possui duas formas:

1. Elimina¢io normal
Umna eliminagio pode ser considerada uma elimiragio normal se ao eliminar um
vértice v; do grafo G, nfio inserindo nenhuma aresta no subgrafo.

2. Eliminagiio simplicial B
Uma eliminagho pode ser considerada uma eliminagio simplicial se o eliminar um
vértice w do grafo G, ela insere todas as arestas no subgrafo de forma a torpar v; um
vértice simplicial. Esta ¢ wtilizada dentro da beuristica greedy.

A heuristica pode ser representada como segae.

Heunristica 2

DadosGek
N
vértices = [N}
Enguanto (vérfices > ()
Paratode v, N
. Encontre o vértice v; de mnalor grau
S-S+ {v}
Elimtine v; de N
vértices <~ vértices = 1
Fim-enquanic
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Heuristicas para o LPKT

4.4.8.1

Pars j = 0 até V-1
Parnl=1até;
Utilize & eliminagio normal pars eliminar vy de §
Fim-~pars
Vértices = [N}
N=g
Enguanto {vdrfices > ()
Paratodo v,EN
Encontre o vértice v; de menor grau
IT =~ I+ {v;}, segundo & ordem de eliminagao
Se (3(v;) > k) entdo (Heuristica greedy)
Utilize a eliminagio stmplicial para eliminar v; de §
Seniio
Termine o enquanto
vértices = vérfices ~ 1
Fim-enquanto
8¢ {vértices = () Eutdo FARE
Fim-para
I¥ contém os véztices da k-drvore parcial na seqifncia de eliminagdo a ser seguida.

Exemplo
Para o grafo G da figura 4.3 a seqiiéncia de eliminagio I ¢ o conjunio § fornecidos
pela heuristica 3, juntamente com a ordem de eliminagio do vértice, séo:

{Ordem de eliminagio: Vértice eliminado}
S {2:7; 2:1}
IL = {3:5; 4:2; 5:4; 6:3; 7:6; 8:8; 9:9; 10:10}

Heuristica @

Esta heuristica tem como base a heuristica greedy, de forma que ao s¢ encontrar um
vértice, no passo da eliminagio, com gran maior do que £, este ¢ retirado do gralo e
prossegue-se com z determinagdo da k-8rvore parcial.

A heuristica B consiste de eliminar repetidamente o vértice de G com menor grav no
subgrafo  induzido de G. |[Essa climinagio define uma seqlifncia
IT = {x,%,..,%,}, dos vértices de N. A cada passo da eliminagio, € verificado se
o grau do vériice eliminado é maior do que &, se isto ocorrer retire-o da seqiiéncia ¢
prossiga com & heurfstica. Quando todos os vértices forem eliminados obtém-se como
conjunto de varifveis a serem incorporadas a Ny, os vértices retirados da seqliéncia. O
esquema de eliminagio w* a ser seguido pelo algoritmo algébrico também ¢ definido.
A heuristica B pode ser descrita como segue.
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Hearisticas para o LEKT

4‘ 4. 3#1

4.4.4

Heuristica B

DadosGek
5 e
vértices = [N]
Eaquanto (vértices » ()
Para todo v, EN
Encontre o vértice v; de menor grau
8¢ 3(v) » k entiio
S5+ {v}
Utilize a eliminagio normal para eliminar v; de N/
Senio
[T+ I+ {1}, segundo & ordem de eliminagio
Utilize a eliminagiio simplicial para climinar v; de ¥/
vértices = yértices — 1
Fim-enguanto
T contém os vértices da k-drvore parcial na seqifncia de sliminacio a ser seguida.

Kxemplo
Para o grafo G da figura 4.3 a seqiiéncia de eliminagio II ¢ o conjunto § fornecidos
pela heuristica 3, juntamente com & ordem de eliminagio do vérlice, sio:

8 = {3:10; 4.7;}
I = {1:4;22; 5:5; 6:1; 7:3; 8:6; 9:8; 10:5}

Heuristica Try kwidth

A heurfstica fry k-width constréi uma k-drvore parcial tentando encontrar uma
seqiiéncia, m = {m, @, ...,% } , climinando repetidamente o vértice de G que
possui grau & ou o mais préximo de & (¢ menor) no subgrafo induzido de G. Se ndo é

enconirado um tal vértice a heuristica faz nma eliminacio simples do vértice de menor
grau no grafo corrente. A k-drvore parcial serd formada pelos 7’s tal que 30t = k pars

todoi= 1,.., 5.
A seguir tem-se uma apresentagio da heuristica try k-width.

Heuristica try k-width

Dados Gk

SO

vértices = |N|

gont = verdadeire

Enguanio (vértices > 0)
real k=k
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Camparagdes enire a5 Heurlsticas

#.4.4.1

4.5

Enguanto (conl) faga
Para todo v; &N
Enconire o vértice v, tal que 3(v)) = real_k e a diferenga entre
a(v;) e real_k seja minima.
Se foi encontrado um vértice v; Entio
cont = falso
Sendo
real k+-real k+1
Fim-enqguanto
Sereal k> k + 1 entio
S—S5+ ,{vi},
Utilize a climinaciio normal pars climinas v; de ¥
Sendo
I TL & {v;}, segundo 2 ordem de eliminagio
Utilize a eliminagho simplicial pars elimipar v, de ¥
vértices <« vértices — 1
Fim-enquanto
1T contém os vértices da k-drvore parcial ne seqiidncia de eliminagio a ser seguida,

Exemplo
Esta beuristica executada em cima do grafo &, figura 4.3, encontra a seqiiéncia de
eliminagiio I1 e ¢ conjunto S, dados abaixo.

S = {3:4; 4:10; 5:9}
Il = {1:5; 2:2; 6:8, 7.7, 8:6; 9:3; 1(:1}

Comparacées entre as Heurlisticas

Com o objetivo de se definir qual a melhor heuristica para ser utilizads na definigio da
estratégia do ALGEN, as heurfsticas greedy, A, B ¢ try k-width foram implementadas
na linguagem C e testadas utilizando-se um computador SUN SPARC 10 ligado em
rede. Os grafos foram gerados randomicamente. Para cada valor da k-drvore utilizado,
€ apresentada a média dos resultados obtidos em 10 execugdes,

As experiéncias realizadas comemplam tés tipos de avaliagSes das heur{sticas: na
primeira, considera-se o nGmero de vértices e a densidade do grafo fixados variando o
tamanhe da k-drvore s ser encontrada; na segunda, fixa-se o valor de ke a densidade
do grafo e vara-se o nimero de vértices no grafo; finalmente, na terceira, varia-se 2
densidade do grafo e fixa-se o valor de k e o néimero de vértices. Esses resultados estio
apresentados nas tabelas 4.1 e 4.2,
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Comparagdes entre as Heuristicas

£.8.1 Variando k

A avaliagdo dos resultados numéricos apresentados pelas heuristicas ¢ baseada nas
seguintes estatisticas, para os mesmos testes:

Max V4

maior valor para o conjunio que contém os virtices que ndo pertengam 8 k-drvore
parcial, ou ainda a menor k-drvore parcial encontrada.

Min N4

maior k-irvore parcial encontrada.

u [V
média do iamanho do conjunto Np

g
desvio padrio, represenia a dispersio do conjunto das solugbes obtidas pelas
heuristicas.

Pode-se observar que a heurfstica Afoi sempre melhor que as outras para todas as
instincias, obtendo um bom desempenho. Ubserve que mesmo a heuristica iry k-width
gue considera valores mais proximos de & nio conseguin obter A-drvore maiores que a
heuristica A, Isto pode ser melhor observado coansiderando o grifico apresentado na
figura 4.4.

Nio foram considerados os aspectos de tempo de execugiio das heurfsticas nestes
testes devido ao fato de serem muito rdpidas para o tamanho do problema apresentado,

Tabrela 4.1 Cowparagtes das heurfstices cotn respeito ac pariimetro k. A linha sombreada indica a2 média,
sobre 10 instincias, para o tamanho do conjuato Np
Heuristicas | A B sry kewidth
Bensidade b3 10% W%
Vértices 80 80 80
 : 5 7 9 i1 5 7 9 i 5 7 g 1l
Max IHA 33 3G 29 27 57 48 42 37 68 56 51 50

Min|Nd [ 25 1 23 4 20 {| 19 ¢ 44 |1 38 ]l 33 | 28 )1 56 ) 47 |} 42 || 39
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Compara¢bes entre as Heuristicay

Figura 4.4 Desempenho das heoristicas durante a variagio do tamanho da k-d4rvore, considerando o
nimera de vériices e a densidade do grafo fixados em 80 e 10%, respectivamente.

80 ¥ v r 7 1
Heur(stica & —v—
Henrlstica B ot
701 Heurfstica try-k width <o |
ok |
501 h
e
‘E' M“m““"‘a
gl ,
§ mﬂhmmmw
30 k .
W0 F 4
0} &
0 4 b, - I k.
G Z 4 G E ic 1z

k-frvore
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{ComparagGes entre a3 Heuristicas

4.5.8 Variando o tamanho do conjunte de vértices

A avaliagio dos resultados nesse caso segue as mesmas descritas na segiio anmterior.
Onde agora siio considerados fixos o valor de & ¢ a densidade do grafo. O pardmetro
afqui analisado ¢ o tamanho do conjunto de vértices do grafo.

Tabela 4.2 Resultados obtidos pelas heuristicas com respeito ao paramétro do niimere de véntices do
grafo, A linha sombreada indica a média do tamanho do conjunto Ny sobre a execuglo de 10
instincias,

Henristicas A ko try k-widih
Densidade 10% 10% 10%
k 11 i1 i1

Vértices & || 80 i 100 60 80 i 100 1 & 80
Max {N{ 13 27 42 18 37 58 28 50
Min {N4 ] 19 35 11 28 50 i7 3

alale

Filgura 4.5 Qualidads das solughes das heuristicas sobre a variagio dos vértices utitizando-se valores fixos
paza a densidade e k-drvore igpais & 10% ¢ Hi-drvore, respectivamente.
100 T T E ) T T
Hewrfstica & ——
Heurfatica ® s
Heuristica try-k wiclth -
80}

Conjunto Nf

60
Miimern de Vértices (¥)
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Compuaragies entre us Heuristicas

4.5.3 Variando a densidade do grafo
Para este caso serd considerada somenie a execucio da beurfsiica A, devido ao seu
melhor desempenho nos casos anteriores. A avaliagdo dos resultades ccorrerd da
forma descrifa anteriormente.

Observe que o desempenho da heurdstica ndo s¢ torna muito mim a medida que o 2
densidade do grafo cresce. O grifico apresentado na figura 4.6 fornece uma idéia de
crescimento do conjunto Ny {(aproximadamente linear).

Tabela 4.3 Representacio do desempenho da heuristica & durante a variagio da densidade do grafo no
nimerc de arestas. A linba sombreads indica a média do tamanho do conjunto Nypara a
execucio de 10 instincias, :

Heurlsiica A
Vértices 80
k 11
Densidadex 5% 10% 15% 4 0%
Max lel 12 27 36 43
Min |Nj 4 15 31 37
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Comparagdes enive ay Heuristicas

Conjunto Nf

80

LA

50 ¢

30;

20§

190 &

Heugfstica A e

5 10 15 20
Densidade do Grafo (%)

Flgure 4.6

Execugio da heur{stica A para instincia de 80 vértices no grafo o tamanho da maior k-drvore

deve ser 11, com variagio da densidade do grafo.
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Ceomparagdes entre as Heuristicas

4.5.4 Andlise do tempo de cpu

Nos resultados obtidos anteriormente nio fol demonstrado o desempenho das
hewrfsticas no que diz respeito a tempo de processamento. Com este imfuito, &
apresemtado a seguir o desempenho das heuristicas considerando trés tipos de
instincias de 100 & 300 vértices no grafo, onde o valor de k¢ a densidade estiio fixados
em 11 e 5%, respectivamente.

A avaliagiio dos resultados seguc as definigGes apresentadas anteriormente acrescidas
de:

icpu max
indica o maior tempo de cpu gasto pela heuristica.

topu min
indica 0 menor tempo de cpu gasto pela heuristica.

tepu p
indica a média dos tempos de cpu.
o
desvio padriio sobre o tempo de cpu gasto pela heuristica.

A iabela 4.4 apresenta uma melbor eficiéneia da heurfstica A em se determinar a
maior k-drvore, mas um melhor desempenho para a para hevristica &y k-width. Uma
melhor comprovagio deste fato pode ser observada no grifico da figura 4.7 que
represenis a performance das heurfsticas.

Tabela 4.4 Desempenho das heurfsticas referente ao tempo de processamerto gasto.

Heuristicas A ] ' try brwidih
Densidade 5% 5% 5%
k i1 11 i
Vértices | 100 ff 200 i 300 [} 100 || 200 100§} 290 J} 300
Max (N} | 22 95 178 32 i 127 42 | 145 || 258
Min Nyl | 12 85 170 25 | 125 34 {1374 251
w [Ny 18 90 173 27 1t 126 41 1142 254
topuMar | 471 {11321 4635 || 0.01 |} 0.04 0.06 | 0.93 || 4.53
tepumin | 278 112461 4502 || 0.01 || 0.04 0.03 3.98
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Comparagoes entre as Heuristicas

50 Ll ¥ L3 L L) L) T L L]
HearStica 2~
45 Heuristica iry k-width —— |
40 J
35 J
&= 30 J
=
)
4 25 J
&
§ 2 ;
B
15 4
10 J
5 -
0 o e prr s et £ M"’Mﬂ"’ . N . . .
a 30 100 i50 200 230 300 350 400 43
Niraero de Vértices (V) .
Flgure A7 Qualidade dos resultados obtidos com a execngiio das hevristicas na verificagio do

desempenha das mesmas considerando densidade do grafo ¢ tamanhe da k-drvore fixados e trés
variaghes do tamanho do conjunte de vértices. Devido o fato do tempo de processaments da
heuristica B ser muito proximo de zero e 1o ser possivel plotar sens pontos neste gréfico,
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Sensibilidade oo valor &

4.6 Sensibilidade ao valor k

Considere que seja possivel encontrar, para qualquer grafo de co-ocorréncia obtido de
uma instincia do w-MAXSAT, uma k-frvore parcial contendo n, n-log n e n~2-logn
respectivamente para k igaal a 6, 12 ¢ 18. Sendo esta hipdtese verdadeira, o Algonitmo
ALGEN tem seu desempenbo de pior caso limitado por uma fungio linear (k=18),
quadritica (k=12) e ciibica (k=6), pois o conjunto de varidveis a serem enumeradas
tem cardinalidade zero, logn e 2-logsn, respectivamente. Enfretanto, o melhor
desempenho s0b as condigbes acima somente serd do algoritmo linear (k=18) para
valores de n superiores a 750, observe o grifico na figura 4.8. Isto decorre do
crescimento da constante do algoritmo ALGEN com o valor de &, que como visto no
capitulo 3 € proporcional a 3,

No intuito de obter o comportamento descrito acima para o Algoritmo ALGEN em
instincias reais, propde-se a seguinte experiéneia: gera-se tm conjunto de insidncias
para i = m igual a 24, 32 ¢ 64, determina-se os valores de & para os quais em cada wma
dessas instincias o conjuato Ny possui cardinalidade zero, logn e 2logn. Desde

Agndlise de Pior Caso
L] L] ¥ L] L] L * L] é
FL] wtomnme
4ol } , ;;)é(:%g .
& O
s
35e+11 £
o= 3e+il |
2
5
g2.5c+11 L

¥
-+
ik
—

Teragc de Process
Y
+
e
[N

lesll ¢
Se+10 F
—
0 JM*WMI;;&"“ i & i i i L a
] 100 200 300 400 500 800 760 800 200 1000
Nfmero de vértices ()
Figura 4.8 Anilise de pior caso para o algoritmo ALGEN. O algoritmo possui complexidade linear para

um £ fixo em 18, uma complexidade quadritica para k fixado em 12 e complexidade ctibica
para & fixado em 6.
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Sensibilidade ao valor k

modo, satisfazem-se as condigbes citadas no pardgrafo anterior. Os resuitados da
experifneia sdo apreseniados na tabela 4.5 e no grifico da figura 4.9. Embora, os
resuitados ndo sejam conclusivos pode ser observado que o desempenho do algoritmo
linear ¢ inferior ao dos outros dois para valores de n inferiores a 70 conforme previsto.

Tabola 4.5 Cualidade das solugdes produzidas para a andlise de desempenho dos algeritma segundo a
variagdo do valorde £,
2 24 32" 64°
n 24 32 64
& 7 5 3 11 5 2 18 1 5
Wfi G 2 4 G 3 10 0 & i2
Max tcpu (s} 0.13 G160 017 140 .51 1.03: 1822 1471 1653
Mintcpu (x) | 003]] o0o0s) oo04]] oo3l ocosi ooz o024l 037 058

a, Média do tempe de cpu realizada sobre 10 instinciss
b. Médis do tempo de cpa realizada sobre S instincias.
. Média do tempo de cpu realizada sobre 3 instAnciss,

Figura 4.9 Desempenho dos algoritmos segunde a sensibilidade do valor de k a medida que o nfimero de
vértices cresce,

9 L

‘ o ——
e

8 L. o(ﬁ e ]

Tempo de processamento

70

Namero de vértices
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Cemclusdo

4.7 Conclusdo

Determinar a maior k-érvore parcial no grafo de co-ocorréncia € uma estratégia de
grande auxilio na efici€ncia do algoriitmo ALGEN. As experiéncias mostraram gue a
heuristica A ¢ melhor do que as outras (B, &ry k) no que diz respeilo a0 tamanho do
conjunio a ser epumerado pelo ALGEN, Pode-se observar ainda, que a determinagio
de um valor fixo para k nio € tarefa ficil, pois para valores muito grandes de k o
problema LPKT torna-se diffcil de ser resolvido.
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Capitulo 5

Resultados
Computacionais

Este capitulo descreve os diversos testes realizados para w-MAXSAT. Primeiramente
¢ mencionada a forma de geragio dos testes, Em seguida, apresentam-se os resultados
obtidos com o Algoritmo Fuadamental, Algoritmo Enumerativo, ALGEN e suas
diversas estratégiss de combinagio. B apresentada ainda 2 influéneia de nma boa
soluglo inicial no algoritmo epumerativo, bem como 2 comparagio dos resultados
conseguidos com os algoritmos.
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Introdugdo

5.1

Imtroducdo

O objetive dos resultados computacionais realizados é a comparagio da eficiéncia dos
métodos propostos para a resolugiio do w-MAXSAT. Desde modo sio analisadas as
diferentes estratégias de combinagio utilizadas. Os algoritmos foram implementados
em linguagem C ¢ FORTRANT7, sendo executados em um servidor Sun Sparc 1000
com oite processadores. As tabelas apresentadas neste capitulo seguem as definigbes
abaixo: '

L]

#: wimero de varidveis do problema;

m: némero de fermos do problema,

k: tamanhbo da k-drvore;

Max [NJ: ndmero méximo de varidveis enumeradas;
Min |N{: némero minimo de varifveis enumeradas;
@ |N4: nimero médio de varidveis enumeradas;

Max Nodos: nimero méximo de vértices explorados na arvore de busca do
algoritmo enumerativo,

Min Nodos: nimero minimo de vértices explorados na drvore de busca do
algoriimo enumerativo;

u Nodos: nimero médio de vértices explorados na &rvore de busca,

Max iter: imero méximo de iteragdes que o algoritmo enumerativo atingin a folha
¢ foi executado o algodtmo Fundamental;

Min iter: nimero minimo de iteragdes que o algoritmo enumerativo atingiu a folha
¢ foi executado o algoritmo Fundamental;

w iter: nimero médio de iteragbes que atingiu-se a folha;

tcpu max Fund: terapo midximo de cpu dispendido pelo Algoritmo Fundamental;
tcpu min Fund, tempo minimo de opu dispendido pelo Algoritmo Fundamental;
tcpu @ tempo médio de cpu;

Icpu max: tempo méximo de cpu dispendido pelo algoritmo em questio;

fepu min: tempo minimo de cpu dispendido pele algoritmo em questio;

tepu - tempo médio de epu;

fepu o desvio padrio do tempo de cpu do algoritmo, indicando a dispersio dos
tempos obtidos.
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Geragio das instdncias para os testes

5.2 Geracdo das instdncias para os testes

Nos tesies abaixos o nimero m de termos, # de varidvels, k da k-drvore 530 pardmetros.
Os resuliados apresentados referem-se a instincias geradas da seguinte maneira:

1.

Problema MAX-38AT ponderado:
{I}y Ostermos contém 3 liferais.
{I) Existe uma distribuigio uma uniforme dos literais nos femos.

(i) Cada literal em cada um dos termos pode ser complementada com 50% de
probabilidade.

{iv) Os coeficientes relacionados aos lermos sio tomados de uma distribuigio
wiiforme entre ~1000 ¢ 1000,

Problema 3-SAT:

Essa geragdo € semelhante ao problema anterior com excegfio do item (tv), definido

como:

{lv} Gs coeficientes para o3 termos sdo tomados iguais & ~1 {a entrada pam o
programa esid na forma da equagio 1.1, ou seja a de uma soma de produtos).

Problema 5-SAT

{I} Cadatermo possui no méximo 5 literais.

{i) O mdmero de literais por termo ¢ distnbuido sniformemente entre 1,2,3,4¢ 5.
{I) Os coeficientes sdo gerados como em 1{iv).

As diretrizes, para a geragio dos problemas festes, nitliza-se dos seguinies fatos:

1. O ALGEN processa com vandveis complememadas ou ndo ¢ minimiza wma

fungéio nio-lnear 0-1 sem restrigdes;

2. Para cada tamanho de problema sio geradas 10 instincias diferentes, para methor

verificagio do desempenho do algoritmo.
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Comparagdo dos Limiles Superiores

5.3 Comparagdo dos Limites Superiores

Esta seglo esid interessada na determinacfo dos limites superiores durante a eXecugio
de um algoritmo de pesquisa arborescente. Neste caso, deseja-se resolver o problema
som o menor nlimero possivel de nodos na drvore de busca.

Tabola 5.1

5.4

Tabela produzida pelos resultados fornecidos pelos limites superiores z,, Z3 e 24, para 10
insthncias MAX-3SAT tamanho 5 = 40 ¢ m = 80, O algoritmo possui a mesna solugdo inicial no
processamento das instinciss com cada limite,

Problema MAX-3SAL
Limites supericres Z3 -2 -

a K1Y 40 36 40 34 44

u 60 86 60 g0 &0 BD
Max Nodes 739 18780 561 9410 GiB 12419
Min Nodas 164 909 164 T2 119 TE5

H 453 5258 350 3340 23 1363
fepu Max (3) 0.51 14.09 091 11.00 .58 11.93

Atsbela 5,1 apresenta os resultados produzidos por 10 instincias de tamanhos 30x60 ¢
40x80 (varifveis x termos), gerados da forma descrita anteriormente. Pode-se observar
que na imstincias 30x60 os resultados produzidos pelos limites possuem uma
diferenca, considerando o parimetro tempo, muito pequena. Neste caso nfio importa o
tamanho da 4rvore de busca, pois o custo computacional para o céliculo das
penalidades de z3 e até z; so superiores a de 7. Quanto & oulra instincia pode-se
observar uma superioridade do limite dado por z4, tanio no tamasho da drvore de
busca quanto no tempo de processamento.

Sensibilidade da Solugdo Inicial

O estudo dessa sensibilidade é feito através da andlise da execugiio do algogitmo
enumerativo em trés situagdes: a solugio inicial € equivalente a -infinito; é obtida por
heurfstica de busca tabu; € a prépria soluglo Stima.

A heurfstica TABU possui a seguinte configuragio:

{I} ndémero de iteragbes: 20; o procedimento executa até 20 iterages sem obter
uma methora na solugio, caso uma solugio melhor seja encontrada o contador
retorna a zero,

(I tamanho lista tabu: 60% do ntimero de varidveis do problema.
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Resultados do Algoritmo Fundamental

Tahels 5.2

Resultados obtidos para se efetuar comparagdes de forma a perceber & sensibilidade de se

possuir atma solugo inicial “boa”.

HAX-3-BAT - 40x80

Solugdo Inicial

Stima

Heurfstica

me{~1000})

Max Nodos

12141

11231

15247

Min Nodos

650

802

885

[

3o

3753

4684

tepte mat (3)

12.05

11.77

t min (5)

0,92

105

Pode ser observado que a diferenga ¢ntre s solugdo 6tima fornecida ao problema e a
solugdo aproximada, dads pela heuristics, é menos de nm segundo. Enquanto se a
solugiio inicial € dada por wm valor muito ruim esta diferenga passa de dois segundos.
A realizacfio desta comparagio foi feita sobre um problema relativamente pequeno, se
for considerado um problema de maior extensio estas diferengas serio bastanie

sigmificativas.

5.5 Resultados do Algoritmo Fundamental

O Algoritmo Fundamental foi codificado em FORTRAN 77, implementado ¢
executado num compuiador SUN SPARC 10 UNIX system 5 release 4.0

Resultados obtidos com a2 execugdo do Algoritmo Fundamental na sua fooma revisitada, ou
seja, BASIC ALGORITHM REVISITED.

Tabola 5.3

MAX=-38AT

54

60

60

11.09

0.40

Este algoritmo foi aplicado a duas classes de instincias, uma onde o mimero de termos
£ igusl a n e outra onde € 2n. Para a primeira classe ¢ algoritmo comportou-se com boa
performance, vejs a tabela 5.3, isto pode ser melhor observado no grifico da figura
5.1, Isto se s pelo fato dessas instincias possairem um grafo de co-ocorréncia que séo
k-drvores parciais para pequencs valores de k. Na segunda classe nio houve um grande
desempenho como na primeira, devido a0 crescimento do valor de & ao grafo de co-
osorréncia que sdo k-drvores parcisis. Para as insténcias 40x80 ¢ 50x100 ado foi
possivel encontrar nenhum resultado com tempo de cpu inferior 3 15h.
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Resultados do Algoritmo Fundamenial
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Figura 8.1 Cualidade das solugdes dada pela execugdo do Algoritmo Fundamental, considerande o

némere de termos igual 2o nnero de varifveis.
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Resultados do Algoritme Enumerativo

5.6 Resultados do Algoritmo Enumerativo

O algoritmo enumerativo foi codificado em €, implementado ¢ executado num
computador SUN SPARC 10 UNIX system 5 release 4.0,

Tabele 5.4

Tabela definida com os resultados obtidos com a execugiio do algoritmo enumerativo puro,
utilizado como parte do algoritmo combinado. As linhas sombreadas significam o célculo das

médias,
MAX~3SAT
n 40 50 60 30 50
m 40 50 60 60 100
Max Nodos 153 1285 937 634 13585
Min Nodos 63 222 480 12 1330
o 126 628 176 321 6052
tcpu mazx () 0.13 1.01 1.07 0.60 : 39.21
tcps mins (5) 0.06 0.24 0.63 0.12 2.28

& média obtida ¢ inferior & 5 instinciss.
b. média obtida ¢ inferior a 10 instncias,

Este algoritmo foi aplicado sobre insidncias com o mimero de termos igual a n ¢ 2n.
No primeiro tipo de insténcias o algoritmo teve wm comportamenio instdvel, pois ou as
instincias foram resolvidas rapidamente ou o algoritmo nfo conseguiu resolver em
com menos de 15h de cpu (o que ocorren mais de 50% das vezes). Uma possivel razio
para isto é que um nimero pequeno de termos eventualmente nfo iraz informagio
suficiente para que a &rvore seja cortada significativamente. Isio é, obtém-se linites
superiores que sfo muins, No segundo tipo de instincias, pode-se verificar a
superioridade do algoritmo ennmeralivo sobre o algébrico. Entrefanto, em duas das 10
instincias de 50%100 o algoriimo enumerativo também ndo conseguiu resolver em
menos de 15h. Isto se atribui a fato de que algumas instincias sfio, consideravelmente,
mais diffceis que outras.
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Resultados do ALGEN

5.7 Resultados do ALGEN

5.7.1

Este algoritmo foi codificado em C ¢ FORTRAN77, implemeniado ¢ executado
também numa SUN SPARC 10 UNIX. Os resultados apresentados aqui demonstram a
sensibilidade do tempo de processamento a largura (k) da k-drvore parcial e 2 relagio
ndmero de termos x niimero de varidveis oa instdncia. O cdlculo dos Himites superiores
foram obtidos com a formulagiio dada por z, (apresentada no capftulo 3).

Variando o tamanho da k-drvore

O objetivo deste teste & verificar o desempenho do ALGEN mediante a variagio do
tamanho da k-8rvore considerando o pdmero de varidveis e termos fixados em B0.

Tabela 5.5

Resultados obtidos com instAncias 3-8AT, trés varidveis por tenno. Os jtens em destaque
apresentam o valor médio do algortmo quande executado sobre 10 instincizs.

MAX 3-SAT -~ BOx80

k=traeo L 7 9 i1 13 15 17 15
Max (N} 21 17 15 13 10 9 & 4
Min N} 15 12 10 7 5 2 0
" i7 15 13 14 8 4 2
Max Nodos 235989 19169 7788 2942 670 187 62 10
Min Nodos 0 99 &0 36 20 ] 3 0
# 5064 3096 1624 749 260 b 23 4
Max jter 20344 1 16450 760 2532 602 162 &2 8
Min iter k3 41 23 20 i6 ] 4 1
13 K yk7 2255 iz 559 05 65 22 4
topu max Fund{sy 6UB.06H 640361 30685 12618} 35874 1098 6.60 1} 125.46
tepu miin Fund(s) 121 1.85)] 128l 147 104f] 0.69) oOeef 0.59
fopa 11 {5) 1345411 93500 61911 3094f 13.09) 532! 34| 13857

tepumae ALGEN(Y | 79244 1 7179408 34076 (| 140044 39.05) 11.95 6.65 125?‘?;’—

Esta instincia possui um. grafo de co-ocorrédneia com densidade de 7%, no entanio
pode-se observar na tabela acima que a2 medida que o &k cresce consegue-se um
copjunto de vértices menor para serem enumerados ¢ conseqlientemente uma
decréscimo no tempo de execugio do algoritmo.

Na execugio onde o valor de £ ¢ igual a 19, observe que existem virias instincias onde
somente o Algoritmo Fundamental £ executado (V)| = 0).

Pode-se notar ainda que o melhor valor para k nesta instineia € 17, veja o gréifico da
figura 5.2,
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Resultados do ALGEN

1&} L3 L] L . ¥ * L] T

) ALGEN - 80x80 ——
1&) -
140 & 4
120 |

100 & 4

804

Tempo de processamento ()

20

0 2 4 6 8 10 2 - 14 18 18
‘Tamanho da k-fevore(k)

Figurs 5.2 Quatidade das solugdes dads pela execugiio do aigoritmo ALGEN, resolvendo w-MAX-3SAT
de 80x80 com o tamanho da k-drvore varidvel,
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Resultados do ALGEN

8.7.2 Variando o tamanho do conjunto de varidveis

Nesta segio o interesse estd no desempenho do algoritmo ALGEN com relagio a
vanzagio do nimero de varidveis,

Tabola 5.6 Tabela definida para se observar ¢ desempenho do algoritmo a medida que sumenta-se o valor
de m (niimero de tennos) em funcio de . A média dos resultados € obtida sobre 10 instincias
diferentes, .

MAX-3SAT
k-trees 7 g
n 40 |l 50§ 60 |I 80 30 | 40 | 50 |} 60 | 80
m ! 40 50 &0 a0 E1H 40 50 60 B0
Max [N} 61 8)f 12 17 1 4ff  6if 10 1%
Min [N A i off o 3l s 10
" 4l 6l 10 15 off 2 4l 7 13
Muax Nodos 19 824 391l 19169 1 g 4411 209 7788
Min Nodos 2 1o 37 20 0 O 6 i8 G0
@ 10 35| 133 3096 G 3 16 TE} 1624
Max der g 481 260 16450 A 6 31y 148 G760
Min iter i 2 6 41 i 1 3 8 23
B 5p A T8 2298 i 3 13 44if 1232
tepu max Fund(s) 019§ 1301 7.28( 640.36; G.18] 0.47] 0.84|] 4.80{ 306.85
tepu min Fund(s) .03y Q067 0.18 1.86; 003} 0.04i] 0.19) 0.28 126
teps 1 (5) 0131 0.61| 2.21] 9350 0.08] 0.5 047 1.38]] 61.91]
topu max ALGEN(s) | 0.24| 1.55| 8.56|] 717.94] o.18} 0.49] 0.90|] 5.52]] 340.76
tepu min ALGEN(S)
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Resultados do ALGEN

30 L3 T L] L3 L4 T L -
: ALGEN(xn) s

W0 |

304

Tempo de opu {8)
&

30 ¢ 4

201

14§

0 14 20 30 40 30 .., G0 70 80
Nimero de varifveis (1)

Figura 5.3 Desempenho do ALGEN pars s vardagio do atGmero de variiveis, tal que o afimero de termos é
igual a0 de varigveis ¢ b-drvore fixada em 9.
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Resultados do ALGEN-1

5.8 Resultados do ALGEN-1

Este algoritmo foi codificado em FORTRANT7 ¢ C, implementado e executado numa
SUN SPARC 10 UNIX.

5.8.1 Verificando 3-SAT

Este algoritmo foi aplicado is instinciss do problema 3-SAT, gerado da forma
apresentada na secio 5.2, para a verificagiio da satisfatibilidade ou ndo do problema. O
interesse concentra-se em saber se nfio € SAT, uma vez que a resposta “sim”™ pode ser
determinada por uma4 heuristica simples.

Tebele 5.7 Resultados obtidos com a execugio do ALGEN]T para verificar se o problema é satisfatfvel ou
nfo, a links em destaque & a média sobre 10 execughes.
percentagen do topu max topu min boSgsinl topu o
Ingténcine regposta ndoc {e} {8} (%}

F0x40 0% 012 0.62
4080 0% 0.17 0.03
4] 2 0% 1.35 .16
405160 0% 20.60 2.30

| 4&:2{)9 100% 2226 1.77

[ 50250 0% 0.12 0.02
508100 0% 0.83 0.09]
50x150 0% 14.58 1.49
SOm200 10% 31540 34.03
Ax230 100% 51,11 379
GOxO60 0% .14 0.02
H0x120 0% 1653 1.72
6ix180 D% 2252 2.56
S0E300 100% ' 546,52 56.41
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Resuliados do ALGEN-]

5.8.2 Maximizando 3-SAT
Nesta se¢iio € considerada a maximizagio de uma fungio com 3 varifveis por termo. E

verificado o desempenho do algoritmo ALGENI segundo a variagio do tamanho da k-
irvore & 0 crescimento do piimero de termos de acordo com as varidveis.

8.8.2.1 Variando o tamanho da k-drvore
S&o utilizadas duas classes de instincias para a vagdagio do valor de k. O objetivo
destes testes € tentar determinar o melhor valor para esse pardmetro.

Tabala 5.8 Resulizdos obtidos com instincias 3-8AT, inés vaddyeis por termo, Os itens em destaque
apresentam o valor médio do algoritme quando executado sobre 10 instincias.
HAX J-S5AT ~ 80xBO MAX 3-8AT - 50x100
k-tres & 7 4 11 13 15 17 5 7 9 1z
Max ¥} 22 21 18 is 14 11 8 23 200 18}l 15
Min V| 16 14 1y 10 8 8 8 19 17 14 12
® 19 17 14 12 10 9 8 20 18], 1] 13
Max Nodas 20654]] 13744 4681 259611 1648 721 217 18%16j1 15323) 4064 2080
Min Nodes 228 179 139 161 66 66 6610 127610 1011y 880y 856
13 T413) 4290 2095 1100 624} 263 BT 708 4304)F 282640 1386
Max iter 12593  B344 a556h 20721 1283 333 181} 203581 3306{; 18911t 785
Min iter 46 48 60 146
" 6ol 798l STl 408
tcpu max Fund(s) 3611} 60.78]] 59.51{} 58.20
tepis min Fund(s) 054l 097 170 554
fopu 14 (5) 1056} 14.74] 17.19]] 25.00
tepm max ALGEN] (5) 65,53]1 99.62]| 80,671 6478
342 34410 4104 804

topu min ALGENI (5)
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Resultados do ALGEN-}

Flgura 5.3

Tempo de cpu ()

Qualidade das soluges para a execugio do ALGENI com a variagio do tamacho da &-drvore.
Sclugdes correspondentes As instdncias 80x80 e 50x100, apresentadas na tabela 5.8,

140 &

120k

10 &

0%

A%

ALGENI - (80580} v
ALGEN1 - (305100} - |

2 4 4] 8 i 12 14 16 i8
Valores de &

Métodos Algébrizo-Enuimsrstivos para o Problema de Mixdme Satlafatiblildade Pondorada Ba



Resubrados do ALGEN.]

8.8.2.2 Variando o conjunto de termos e varidveis
Para este caso ¢ considerada a variagio do conjunto de termos para um nimero de
varigveis fixadas. Sdo consideradas quatro variagles, 3 saber; o nimero de termos ¢
igual sc ndmero de vadiveis, ao dobro das varidveis, ao triplo ¢ 20 quidruplo da
cardinalidade do conjunto de varidveis. Tumbém € considerado o valor de k fixo, neste

caso é iguala 7.
Tabela §.9 Tabela definida para se obsezvar ¢ desempenho do algoritmo a medida que aumenta-se o valor
de m (némero de termos) em fuagio do .
MAX-354T
k-tree 7 7 7

n 30 a0 30 30 40 Al 440 40 50 it 50 30

m 30 60 90 120 40 BG 120 160 30 100 130 Ao
Max [N/ 4 10 14 15 7 15 20 23 10 20 27 29
Min ¥ 3 7 1 12 12 17 19 6lf 17 23 26
it 3 8 12 13 L ¥ 18 i) B 18 24 27
Max Nodos 7 345} 4236); 4837 43| 25804 11367 59412 1121 153231 686121224239
Min Nodos 3 35 3141 539 6 372 751 5501 25 1031 159341 74595
i 5 ) 68211 1520 205 1265 6694ii 28317 TIH 43041 426401 137018
Max ier 6 197 08 342 i3 643 1722 6193 46 3506 5171 6717
Min der 1 4 11 23 Z 49 i4 i8 i 48 341 184
i 3 43 120 136 7 273 639 1708 26 ToB|l 1668 1945
cpu max Fusd(s) G.35 ALt .70 54911 0303 114313 5506} 167.461 L0631 60.78{] 73.38i 104.27
fepu min Fund(s) G023 0.06 0.15 4% 0064 086 216 8.2%17 0.34 0.97 585 2.43
fepue 1 (5) 0,091 084 149 1944 018 4.22 4171 29164 067 1474 2423} 2936
fopu max (S 03711 4571 1887 153351 0361 15993 46.38) 337.35 1334 99.6211 226961 4733
Tepu min {5} 0.03 .14 0.61 1701 0.07 1.65 3.57 18.17|1 0.41 3441 53.97) 268.48
fepu <1 (%) .03 0443 1.87 1.57 .03 : 1.7% 4,85 34,40 QI 1605 23081 4051
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Resultades do ALGEN-1

Execugiio do ALGEN1
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Flgure 5.5 Desempenho do algoritmo durante a variagio do ndimero de varifveis. Este grifico representa

os dados apresentadas na tabela 5.9, Devido o fato dos valores dos tempo de processamento da
CULva nxs serem muito préximos de zero, nio é possivel sua viswalizagdo no grafico acima.
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Resultados do ALGEN-1

Execugio do ALGENI
300 Y :
W KN
[ ¥.op] Qea—
450 ¢ / nE3R —aoe |
;" A4 e
400 | /
350 ¢ j 4
& o} }X
§
,g 250 + !f 4
B8 RN ‘;
g X0 /
150 } ;f ]
100 /_/‘ / d
50 ¢ /,/
o _,.,..---"‘"M MMMMMMMMMMMMMMMM *
0 . e e .
0 i0 20 30 40 50
MNfimero de varidveis (o)
Figura 5.8 Desempenho do algoritmo para & variagdo do ndmero de varidveis. Vale ressaltar que 8 curva

nxn sobrepde o ¢ixo 1 devido o valores do eixe tempo serem muito prdximos de zero.
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Resubiadas do ALGEN-}

5.8.3 Maximizando nSAT

Nesta segiio € apresentada a execugio do algoritmo ALGENI sobre instdncias onde
cada termo possuem até 5 lterais.

Tebsla 5,10 Qualidade das solughes na execugio do ALGEN] quando o5 termos possuem até 3 literais
MAX~-SEAT
k-tree Ei
n 50 100 100
m a9 100 150
Max N} 2 32 a8
Min 1N} 12 20 23
* 17 26 41
Max Nodos 7080 554718 2029189
Min Nodos 2006 156 4933
K 1399 B4781 893352
Macx iter 2441 531100 589818
Min iter HY 16 885
u 368 62536 191963
tepu me Fund(s) 32.99 18905.32 2005239
tepu min Fund(s) 0.16 0.60 49.04
tope 4 (5) 5.81 2293.01 6038.86
tepu max (5) 50.01 2176975 29318.04
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Resuitados do ALGEN-2

8.9 Resultados do ALGEN-2

A implementacio deste algoritmo segue a mesma proposta do ALGEN, com as
modificagdes sugeridas no capitulo 3, sem pré-processamento das varidveis. Ele foi
executado considerando a varisgio do tamanho da k-frvore, do nfimero de varifyeis ¢
do pdmere de termos,

5.0.1 Variando o t;amarr:ho da kedroore

O algoritmo ¢ executado sobre uma instincia de 80 varidveis e 80 termos,
considerando a variagfio para kentre 3 ¢ 17, veja tabela abaixo.

Tabela 5,11

Resultados obtidos com instincias 3-SAT, trés varidvels por fenmo. (s itens em destaque
spresentam o valor médio do algoritmo quando execuiado sobre 10 instincias.

MAX 3-8AT - B0X8G

k~tree 5 7 9 13 {13 15 19
Max |V 21 22 18 18 16 16 16
Min ] 15 13 1 1 1n 1 1
B 17 18 141 - 12 12 12 122
Max Nodos 23989 121841 8123} 4704 4413 4412ff 4412
Min Nodos o1 742 616 615 5686 566 566
" 50641 45781 3214{] 122 1999 1967 1967
Max der 20344 231 297 343 353 350 350
Min iter 31 4 ] 9 10 10 10
i’ 13z 57 80 . 93 99 100 199
tepu max Fand(s) s98.06]1  11.03|] 17610l 2126l 29271 2079 20.65
teps min Fund(s) 1.21 0.16 0.34 0.41 0.57 0.57 0.56
topu W {s) 1M.54(0  2.62 4.71 5.64 6.80 617 6.13
topumax ALGEN2(5) | 792441} 3886|| 3602 3650i 4zo7il 33700 334
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Resuliados do ALGEN-2

ALGENZ
160 L T L] L
Ext onm
148 1
120 b
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o
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K gt 1
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40k ;
204 .
0 i 3 i X i M i
4 6 & 10 12 14 16 18 20
Tamanho da k-drvore (k)
Flgura 5.7 Desempenho do algoritmo perante a variagio do tamanho da k-drvore, Este grifico representa

do dados apresentados na tabeis 5,11
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Resultados do ALGEN-2

5.9.2 Variando o tamanho do conjunto de varidgveis e termos

Nos resultados apresentados sbaixo foram consideradas instdncias com o mimero de
termos iguais a0 ndmero de variiveis ¢ iguais ao dobro do mesmo.

Tabola 5,12 Tabela definida para demonstrar 3 qualidade das solugBes encontradas pelo algoritmo
ALGENZ a medida que aumenta~-se o valor de m {nimero de termos) em fungdo do 7. Pode-se
notar sinda & variagio sofdda com o ctescimento do nlimero de varldveis.

MAX~3SAT - nxn MAZL~-JSAT ~ nRin
k-tres 7 7
I 40 50 &0 BG g &0 50 &0
m 40 50 60 80 60 80 100 126
Max (N4 13 4 13 22 21 18 21 27
Min [N} 11 11 1 13 i1 11 14 22
B 12 12 12 18 13 13 17 24
Max Nodas 358|] 1020 9851 12184 658 s267| 1ses7)l 27I8s
Min Nodos 47 113 189 742 82 4451t 12001] 3528
i 149 39 517l 4578 265|| 23144 3658 14211
Max iter 6 28 19 231 14 326 369 168
Min iter 1 4 2 4 1 13 3 13
( 2 1 9 57 ' 86 103 55
tepu max Fund(s) 007 o6z 0571 11031  624]] 8.20] 847 4.6
tepit min Fund(s) o0zl 0.9 0.06§ 046l 001 0.28] 007 030
tepi |4 {5) 0.04{1 04 0281l 262 o] 213 267 1.75
tepu max (5) 0.32 179 2301 38.86|| o094f 2697] 56.88{] 119.37
topa min (5) 008 031 0.39 1740 042)]  Lesi 239)F 13118
tpuo (%) | Q03] 18] 0I9) 408 068| 2.08] 546| 1240
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Resultados do ALGEN-2

6{) -T
b HEH e
}I AXIR e
i;{
30t H ,
!
H
}.‘r

40 ¢ / 4
&> /
z /
g i
i) iU S I
3( 13
2
for

Wk

10}

G 4 Ea H i
a 1c 20 30 40 56 60 74 80
Neimero de varidveis (1)
Figuta 5.8 Desempenho do algoritma ALGEN2 segundo a vadiagio do nimero de varidveis, dados

representados na tabela 5,12
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Conclusdes

8.10 Conclusoes

s resultados apresentados neste capitulo permitem as seguinies conclusdes:

+ A combinagic do Algoritmo Fundamental com o algoritme enumerativo,
apresentada no capitulo 3, obteve grande sucesso,

Qs resuliados obtidos por qualquer estratégia de combinagiio (ALGEN, ALGENl e
ALGEN?) foram melhores que os encontrados pelos algoritmos fundamental e
enumerative separadamente.

« Os resultados nfo permitiram concluir com exatidie qual o melbor valor para &
Expenéncias mostraram que este valor estd entre 5S¢ 9.

« Nio se pode afirmar com certeza qual a melhor estratégia a adotar. Pelos resultados
tem-se 8 intuiglo de que deva ser a do ALGENZ.

= Pode-se observar que nas instdncias sxx (m=n) o algoritmo enumerativo obteve
baixa eficiéncia isto ocorre pelo fato das varidveis estarem bem distribuidas nos
termos evitando que o algoritmo extraia “boas” informagbes (cdiculo das
penalidades, escolha da varidvel a ser fixada etc) para reduzir a Srvore de busca.

+  Qutra observagio estd no mal desempenho do Algoriimo Fundamental quando as
instincias sio nx2n (m=2n), o que ocorre devido ao fato do grafo de co-ocorréncia
{da instdncia a ser resolvida) corresponder a uma i-drvore parcial somente para
valores grandes de £.

+ Por fim, a tabela 5.2 mostra que por menor que seja a instincia, boas solugdes
iniciais podem ser de grande anxflio na reduglio da drvore de busca produzida pelo
algoritmo de enumeragdo.
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Capitunlo 6

Conclusoes

6.1

Esta disserfagiio apresemta uma Combioagio Algébrico-Enumerativa, estudada e
desenvolvida com o propésito de resolver o problema de Méxima Satisfatibilidade
Ponderada (w-MAXSAT). Para tanio, t18s estratégias de combinagio foram abordadas
¢ detafhadas (representagdo da fungio objetive, cilewlo dos limites superiores, formas
de ramificagio na drvore de enumeragio, particionamento do conjunto de varidveis e
implementagdes).

Esta combinacio demonstrou uma eficiéncia superior, na resolugio de diferentes
conjuntos de instincias, a dos algoritmos puros. Foi observado também que para
qualquer classe de instincias em que o niimero de varifveis enumeradas ¢ limitado por
elog n o algoritmo tem complexidade polinomial.

Contribuicoes

Pade-se citar como contribuigdes deste trabalho:

+ Proposta de um novo algoritmo exato para a resolugio do problema w-MAXSAT,
com anflise de diversas estratégias;

» Novos limites superiores para fungdes nio-lineares 0-1 sem restrigio com varidveis
complementadas ou nio. Este fato tem grands imporidncia porque a transformagio
acarreia um aumento significativo do sdmero de termos na fungio;

« A proposigio do novas estratégias para o algoritmo levou i formulsgio de um novo
problema e teoria dos grafos (LPXT).
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Extensdes

6.2 FExtensdes

Por se traiar de uma abordagem pouco estudada, ela se constitul num campo de
pesquisa muito amplo. Com relagio & esta dissertagio pode-se citar algumas possiveis
extensdes:

*

Proposta de um método para resolugio exata para o LPKT,

Investigacdo da combinagio entre métodos algébricos ¢ enpumerativos, de forma
que estes possam ser uiilizados alternadamente;

Utilizagdo de algoritmos enumerativos baseados em programagdo linear infeira;
Utilizag&o de relaxagdes para o Algoritmo Fundamental,

Utilizago de heurfsticas durante 2 execugfio do algoritmo enumerativo, para
melhorar o limite superion
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apensices  Limites Superiores

Este apéndice apresenta as demonstragdes dos limites superiores referenciados no
capitulo 3.

Preposigio 3.1
m

z, = z max (0, .} &um limite superior para f(x).
k=1

Dem. Claramente z, ¢ um limite superior de f{x).

Pnbpasig;éo 32
As penalidades definidas abaixo, podem estar associadas com z, .

m
0 ;
P}, = 2 ajkmax (0, mk) _,...m;ﬂ (0’ mr)

k=1 Ny= {f}
jENk
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m
p‘% = 2 a.kmax(ﬁ, w,) —min(0, wr)
i J .
F=1 ¥,={j
JEN,

\,Os&.ksl

j lskﬁp,VjGNkUErk

onde 2 Oy = 1 l1sksp

JEN,UN,
DEM.
fi
Z, = 2 max (0, ,)
k=1
m m m
max f(x) s Y, max(0,0)Tpt Y min(Bu)Ty + 3 min (0,0) T,
E=1 k=1 k=1
W =1 FA

Paratodo k€ {1,...,p}, T, = H x; H x; s 2 O+ 2 o
J"GNJ, jEX’k JEN, jEE&k

Se ajkz(} parajENkUi’kc 2 ay = 1;Portanto

n m
Oy 0, S . 0, ) x4+
rr;ax fix) = z E kaax{ mk)xj E 2 {x]kmax( @) x;

k:IjENk k:ljeﬁk
m ”
+ 2 min (0,0, )T, + 2 min (G, w ) T,
k=1 k=1
P =1 Il = 1

o
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n m F "

max fi{x) = E z u}.kmax({), wk)xf-i- E 2 cxfkmin {0, wk)x}.»!-

Jmik=1 i=1 k=
JEN, JEN,
Wi =1
+ E 2 kaax((} mk)x z 2 kmm (0, (:)k)x
j=1k=1 i=1 k=1
JEN; FEN;

¥l =

m mn

Comp z4 = 2 max (0, @,) = 2 E Oy + E Oy max {0, w,)

k=1 k=1 jENk iEE’k

Logo,

max f{x) $£1~« 2 2 czkmax(ﬁ “’k) ¥ 2 E czkmax({},mk)_

* k=1jEN, EN;;
no.m
2 E Cymak {0 mk)x - z 2 min (0, mk)xj—
=ik =1 jul k=1
JEN, JEN,
o =1 .

2 2 kmax((} mk)xj 2 E min (0, mk)x

k=1 j=1 k=1
JEN JEN:

Wi =1
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max flx) sz4— 2 E afkmax((},wk) (1 —x}.) -

k=1EN,
n m m
— E 2 a_fkmi”(ﬁ’ mk)xj-i- 2 E ccjkmax((), @) (1—xj)-

JEN:

I = 1 ]

" m
- 2 2 (xjkmin (0, mk)xj
J=l k=1
JEN,

M= 1

n

max f(x) €z, — 2 2 cxjkmax(ﬁ,mk)%.m E min (0, ) x i+

j= 1,!: = 3 Jj=1
JEN, ngrk
|Krk1 =1
1 m n
+2 E cxjkmax((), u}k)xj-— 2 min {0, (nk)x}.
j=lk=1 J=1
JEN: JEN,
Wi =1

- R
Substituindo p' ;e r ; ontiio teremos

n n
= 0- E vk
max fix) szyq E_pij P
ji=1 j=1
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) 1
I !0 - . 11
max flx) =z, EPI (1 xj) Epjxj
i=1 j=1

[0 1 . ",
O que mostra que as p’ ;e F3 ; sio penalidades aditivas.

:
Coroldrio 3.2.1
"
- — : (Pfo 11) P limit, . f(x
zy = 23— p min(p, p';) € um limite superior para 73
j=1
- : 0 1
Podemos melhorar z5. Considere g;=p; -P; ¥Yj=1,..n
Proposicio 3.3
As penalidades, abaixo, podem ser associadas com o limite superior z.
p"? =i+ 2 min {(—m, 7h) + 2 min{~oy, 12)
(h7) 9
TEN, JER
<0 wm< D
P EN Fex,
p"; = r}+ 2 min (—w, rh) + 2 mist {~w, 79}
o )
FEN, &N,
w0 w, <0
Pl A P'EN,
onde,
o
ry = max{0, q},)
1 e
rj = ~min (0,4
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para todo (kj°) séo tal que w, <0 e lNkI = 2, ;fki = 2,

DEM.

Para se demonsitar que as penalidades p"}.} ¢ p"} estdo associadas com o
limite supertior z,, basta considerar:

1. z, é um limite superior para todo X

2. Um particonamento do conjunto de solucdes

3. Sex; (=1, .., n) € fixado a 0 ou a 1, z; serd decrescido de no miximo p'?

ou p" }.1 , respectivamente.

Tem-se que z's, = 22 + 2 w, T, é um limite superior.
iNkU ‘V"{ =2

Sua demonstragio pode ser considerada idéntica a de z,, onde o
2 @, T, € incorporado no infcio do desenvolvimento.
WUl =2

Assim, basta mostra que p"}} z AZ gj & p”} = ;&z’%j .

Istc pode ser verificado objetivamente se p'? < p‘} fem-se ¢; € 05 termos

restantes em p‘f" correspondem as possibilidades (exautivas) dos valores que
podem ser assumidos pelas varidveis que compGem os fermos de

cardinalidade 2 com x;

Corolarie 3.3.1

- - s Q 1 . - .
23 = 2z, —max min (pj" ¥ ) € um limite superior para f{x).
Fula,n
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Proposiciio 34

t‘il
it
N!

2 mm(—m mm (fj} kmax(ﬁ q})) min (*-’fjkmln (0, g})) )
k=1 j€&Nk
o, <0

lNkuquzz

m m

onde 0sBysl ¢ 3 By, Osyysl e 2 Yy para todo jsl,.,n
k=1

|N422 Wﬂzz

k=1, .., méum limite superior para f{xj.
DEM.

m m mn

flx) = Emax({},wk)ll’k+ 2 min (0, o) T, + E min {0, wg) e
k=1 k=1 k=1

= 1 i1

quxj }:max(o W) T, + 2 min (0, mk)T

j=1 k=1 k=1
i =1
Aldm disso,

n n ™ ]

DamE Y, D Bymar(Og)xs Y Y yumin(0,4)%

i=1 j=1k=1 j=lk=1
W’Z if-;'k|>1

f N -
7% JEN:
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m
max flx) = 2 { 2 Bymax (0, qj)xj+ 2 T jnin (0, qj)xj +
k =_1 JEN, jEK’k
v, UR>1

#

m
como 2 E 5jk?ﬂax(0;€fj)xj = Emax(ﬂ,qj) = Z3, portanto
k =1 JEN, j=1
v, U B> 1

m
23— 2 { 2 ﬁjkmax(ﬂ, g;) (1~} + 2 —~yymin (0, qj) %
k=1 jENk jéiffrk

IINkUKﬁq}l

~min (0, 0} T, ) ) =max Fix)

¢ para todo k tal que [N, U Ny > 1,
min{ min (0, ), min (8 ma (0,2, min (=i (0,4) )

JEN;

< 2 E:jkmax((], qj) (1w«xj) + 2 'yjk—min {0, q}.)xjwmin (0, w )} T,

JEN, JE Nk

segne o restliado,
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