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Resumo

Esta dissertacio tem como objetivo apresentar igualdades minimax cm grafos que envolvem
cortes orientados, cortes {mpares e suas coberturas.

A primeira metade da dissertacio trata das igualdades que relacionam familias disjuntas
méximas de cortes com as coberturas minimas dos cortes do grafo. Na segunda parte, os papéis
destes problemas sao invertidos, isto €, as igualdades relacionam cortes minimos com familias
disjuntas miximas de coberturas dos cortes.

Mostramos ao longo do trabalho que em muitos casos é possivel estabelecer analogias entre
resultados para cortes orientados e para cortes impares. Estas analogias apresentam-se de duas
maneiras: através de enunciados semelhantes ¢ através de demonstragdes semelhantes.

Entre os teoremas apresentados na primeria parte do trabalko, destacam-se os Teoremas
de Lucchesi-Younger e de Edmonds-Giles para cortes orientados e os de Lovdsz e de Seymour
para cortes impares. Também sio apresentados teoremas que tratam de circuitos orientados e
fmpares em grafos planares, mosirando que a analogia também se estende para outros tipos de
problemas.

Na segunda parte estabelecemos relagdes entre a igualdade minimax dual ao Teorema de
Lovész com a ge.nera,lizagio de umna famosa conjectura de Fulkerson. Provamos um caso parti-
cular desta igualdade. Apresentamos também um resultado para um caso particular daigualdade
dual ao Teorema de Lucchesi-Younger que foi provado por Schrijver ¢ independentemente por
Feofiloff e Younger.
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Abstract

The goal of this dissertation is to unify some results of Graph Theory rclated to directed
cuts, odd cuts and their coverings.

In the first half of this work we show equalities that relate maximum disjoint families of cuts
with the minimum coverings of the cuts of the graph. In the second half, we present the duals
of those equalities, i. e., they relate minimum cuts with disjoint families of coverings.

Our main purpose is to provide examples that show analogies between resulis on directed
cuts and odd cuts. The analogies are of two types: in the statements of the results and in their
proofs.

Among the results presented in the first half, the most important are Lucchesi- Younger and
Edmonds-Giles’ theorems on directed cuts and Lovidsz and Seymour’s theorems for odd cuts.

In the last part of this work we extend a result by Seymour that relates the dual of Lovasz’s
theorem with a generalization of a famous conjecture due to Fulkerson. We prove a particular
case of that equality. We also show an equality for a particular case of the dual of Lucchesi-
Younger’s theorem which had been proved by Schrijver and independently by Feofiloff and
Younger. |
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Prefacio

0O objetivo desta dissertagdo é explorar algumas semelhangas encontradas em problemas
da Teoria dos Grafos que tratam de igualdades minimax que envolvem cortes impares, cortes
orientados e suas coberturas. '

No capitulo 1 apresentamos as definicdes de grafos, digrafos e cortes, bem como outras
definigbes importantes. Definimos o conceito de familias e operagdes que as envolvem.

O capitulo 2 € uma introdugdo ao tema de igualdades minimax que contém alguns exemplos
classicos de igualdades. Aproveitamos estes exemplos para ilustrar diversos conceitos importan-
tes. Estes conceitos sdo Gteis no estudo das igualdades especificas que abordamos nos capitulos
seguintes. Entre eles estao os conceitos de dualidade e de desigualdades triviais. Também comen-
tamos alguns aspectos sobre a relagio entre as igualdades minimax e a existéncia de algoritmos
eficientes para os problemas subjacentes a igualdade. Este dltimo tema pode ser visto como
uma motivagio para o estudo das igualdades minimax.

O capitulo 3 tem como objeiivo estabelecer resultados fundamentais envolvendo familias
de cortes e coberturas dos cortes de um grafo. Na se¢do 3.1 fazemos uma introdugdo aos
problemas gue tratam dos cortes orientados. Na segdo 3.2 definimos os T-cortes e T-jungées,
mostramos suas relagdes com os cortes (mpares e apresentamos alguns resultados fundamentais
sobre as T-jungbes. A secio 3.3 descreve o procedimento de laminarizagdo que & um meio
de obter familias de cortes que sio bem “estruturadas”. A segdo 3.4 estabelece dois resultados
fundamentais para as demonstragoes dos principais teoremas do capitulo 4. O primeiro resultado,
chamado de Teorema da Parti¢do, afirma que uma familia k-disjunta de cortes orientados pode
ser particionada em & familias disjuntas. O outro resultado é uma generalizagdo do Teorema
da Particao e afirma que qualquer familia de cortes orientados pode ser particionada em um
nimero arbitririo de familias que utilizam as arestas do digrafo de forma balanceada. Na segdo
3.5 abordamos o problema da parti¢io de familias de T-cortes nos grafos bipartidos.

O capitulo 4 apresenta diversas igualdades minimax que relacionam familias disjuntas ma-
ximas de cortes com coberturas minimas. A segdo 4.1 descreve o Métode do Elemento Essencial
que é um método indutivo que empregamos nas demonsiragdes das igualdades minimax das
secOes 4.2, 4.3 e 4.5, Na secdo 4.2 provamos o Teorema de Lucchesi-Younger. Na segdo 4.3
tratamos dos Teoremas de Lovasz e de Seymour para T-cortes.

A segdo 4.4 tem como objetivo apresentar o Teorema de Edmonds-Giles para as k-coberturas
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dos cortes orientados. Para demonstri-lo utilizamos as mesmas técnicas das se¢des anteriores,
a saber, 5 laminarizagéo e a parti¢io de uma familia de cortes orientados.

A segdo 4.5 traz algumas tentativas de estabelecer resultados andlogos ao Teorema de
Edmonds-Giles para os T-cortes. Estabelecemos um resultado para o caso |[T'] = 2. Sua im-
portancia reside no fato de que & coberturas minimais dos T-cortes correspondem a k caminhos
aresta-disjuntos entre os dois vértices de 7. Assim, cstabelecemos uma, igualdade minimax para
o problema dos k caminhos aresta-disjuntos entre dois vértices cuja cardinalidade é minima.
Este problema. é a generaliza¢do mais natural para o clissico problema do caminho minimo en-
tre dois vértices. Ainda nesta se¢do, apresentamos ma conjectura para o caso |T] = 4. A secio
4.6 descreve as conseqiiéncias dos leoremas das segoes 4.2 4 4.6 para problemas que lidam com
circuitos em grafos planares.

O capitulo 5 trata das igualdades minimax duais as apresentadas no capitulo 4. Na segio
5.1 estendemos um resultado de Seymour que relaciona uma igualdade minimax para T-cortes
minimos com uma generalizagdo de uma famosa conjectura de Fulkerson. Além disso, provamos
que se todos os T-cortes tém a mesma paridade e |T'| < 8, entao o nimero de T-jungbes disjuntas
¢ igual ao tamanho de um T-corte minimo.

Na secao 5.2 abordamos o dual do Teorema de Lucchesi-Younger. Mostramos o contra-
exemplo de Schrijver que apresenta uma 2-cobertura dos cortes orientados que nio contém 2
coberturas disjuntas. Finalmente, apresentamos de forma resumida o resultado provado por
A. Schrijver [Sch82] e independentemente por P. Feofiloff e D. H. Younger [FY87] para grafos
fonte-sorvedouro conexos.

Resumo esquematico das igualdades minimax apresentadas na dissertagio:

Igualdades minimax Cortes Orientados Cortes fmpares

Familias méximas de cortes = coberturas minimas | Teorema de Lucchesi-Younger | Teoremas de Lovész e Seymour

. Anilogos ac Teorema de Edmonds-Giles
Familias méximas de cortes = k-coberturas minimas | Teorema de Edmonds-Giles Teorema para [T] = 2

Conjectura para [T] =4

Familias de circuitos = coberturas minimas Circuitos Orientados Circuitos fmpares

Conjectura de Edmonds-Giles Generalizagiio da Conjectura de Fulkerson

Familins de = 8 Teorema de Feofiloff-Younger | Teqrema para [T| <=8
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Capitulo 1

Definicoes Preliminares

1.1 Grafos, Cortes e Cortes fmpares

Um grefo G é uma dupla (V, F), onde V € um conjunto finito e £ é uma familia de pares
ndo ordenados de elementos de V. Os elementos de V' sdo chamados veértices e os de E
arestas. Dada uma aresta e = {u,v} € E, diremos que u e v 530 as pontas da aresta e.
Uma aresta da forma {u,u} é chamada de lago.

Um grafo G' = (V', E') é um subgrafo de G = (V,E)se V' C V e E' C E. Dizemos
que G’ é um subgrafo induzido de G se para toda aresta {u,v} € F tal que u,v € V',
{u,v} € E".

Dado um grafo G = (V, E) e um conjunto X C V, §(X) denota o conjunto das arestas
que possuem uma ponta em X e outra em V\X. Um conjunto nfo vazio de arestas d C E
com a propriedade de que existe um conjunto X C V tal que d = §(X) é chamado um
corte de G.

Um corte cuja cardinalidade é impar ¢ chamado de corte impar. Um corte §(X),
X C V, separa dois vértices s e t se um de s e t estd em X e o outro estd em V\X.
Diremos que um corte d é trivial se d = §({v}) para algum v € V. O grau de um vértice
v é a cardinalidade de §({v}).

As seguintes propriedades dos cortes sdo verdadeiras®:

1. Para todo X C V, §(X) = §(X), onde X = V\ X;
2. Se o grafo ¢ conexo, entdo §(X) = §(Y) implicaque X =Y ou X =Y
3. Se X,Y C V entio 6(X @ Y) = 6(X) @ 6(Y);

Um grafo G = (V, E) é bipartido se o seu conjunto de vértices pode ser particionado
em dois conjuntos V' ¢ V" tais que toda aresta de £ possua uma ponta em V' e a outra
em V",

IX @Y é a diferenga simétricaentre X e Y, isto , X @Y = (X UYI\(X NY)

1
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Um caminho em um grafo G = (V, E) é uma seqiiéncia P =< v, e,V1,.. ., €n 1, Un >,
ondev; € Vpara0<i<n, v, Zvjset#jeei={vi,via} € Eparal0 <7< n—1.
Dizemos que o caminho liga os vértices vy e v,. Os vértices vy e v, 340 0s extremos do
caminho € v1,...,v,-) s30 os vértices internos do caminho. O tamanhe do caminho P é
n.

Um grafo é dito conexro se para cada par de vértices existir pelo menos um caminho
que os tenha como extremos. Dado um grafo & qualquer, os seus subgrafos maximais que
sao conexos sio chamados de componentes conezos de G.

1.2 Digrafos, Cortes e Cortes Orientados

Podemos orientar um grafo G = (V, E) associando-se a cada aresta {u,v} € E um par
ordenado contendo os vértices u e v. O grafo G munido desta orientagio é chamado de
grafo orientado ou digrafo. O grafo G sera chamado de grafo subjacente ao digrafo.

Todos os conceitos definidos para grafos nio orientados podem ser estendidos para
os digrafos, aplicando-os aos seus grafos subjacentes. Assim, por exemplo, dizemos que
um digrafo € conezo se o seu grafo subjacente for conexo. Entretanto, algumas definigdes
proprias aos digrafos serdo necessarias.

Dado um digrafo, podemos representar o conjunto de suas arestas e suas orientages
por uma familia de pares ordenados. Se (u,v) ¢ uma aresta do digrafo, diremos que sua
orientagde é de u para v. Diremos que u € sua ponta posttive ¢ v sua ponta negativa. Nas
ilustracoes, as arestas dos digrafos serdo representadas por uma seta, com o seu inicio
representando a ponta positiva e seu fim representando a ponta negativa.

Um caminho < bg, €0, Vly» ««y Enm1,Un > € dito orientado se paratodo,0 <i < n—1,
v; € v;41 S840 as pontas positiva e negativa de e;, respectivamente. Dizemos que o caminho
orientado comega em vy e termina em v,.

Um digrafo é dito fortemente conexo se para cada par orientado de vértices (u,v)
existir um caminho orientado que comega em u € termina em v.

Assim como definido para os grafos, se X € V entdo §(X) denota o conjunto das
arestas que possuem uma ponta em X e a outra em V\X. Denota-se por §t(X) o
conjunto das arestas de §(X) que possuem a ponta positiva em X, isto ¢, as arestas que
“saem” de X e por §7(X) o conjunto 6(X) —§*(X), ou seja, as arestas que “entram” em
X. ' '

Um corte orientado é um corte d C F tal que d = §(X), X C V, e
6t(X) = 0. Um vértice v tal que §({v}) é um corte orientado com 6~ (X) = @ ¢ chamado
uma fonte e se §+(X) = § entdo ele é chamado de sorvedouro.

Ao definirmos um corte por §(X), diremos que X é a margem usada na defini¢do do
corte. A seguinte propriedade sobre cortes orientados € verdadeira:
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Para qualquer digrafo e para qualquer corte orientado d # @, s6 existe um conjunto
minimal X C V tal que d = §(X) e 6 (X) = §. A mesma propriedade é verdadeira
se trocarmos a condigdo 6~ (X) = @ por §*(X) = 0.

Baseados nesta propriedade, faremos as seguintes importantes definigdes. Se d C F é
um corte orientado nao vazio, entéo:

V*d := o conjunto minimal X € V tal que d = §(X) ¢ 67 (X) =0,

V~d := o conjunto minimal X C V tal que d = 6(X) e 6+(X) = {;

Exemplo:

Figura 1.1: d = {es,ea}, V¥d = {1,2}, V-d = {3,4}

Chamaremos o conjunto V*d de margem positiva do corte d e o conjunto V~-d de
margem negativa do corte d.

1.3 Familias

Os problemas centrais que serdo apresentados ao longo deste trabalho tratam de colegdes
de certos objetos. Em muitos momentos, a simples nogdo de conjunto nao serd suficiente
para 0s nossos propositos. Estaremos interessados em permitir a existéncia de objetos
repetidos, conta-los separadamente ao compujar o tamanho da colegdo bem como fazer
operacoes com essas colegbes. Por esse motivo, definiremos a seguir o conceito de familia
que servira como uma ferramenta indispensavel daqui em diante.

Informalmente podemos dizer que uma familia é uma colegdo de objetos com a pos-
sibilidade de haver objetos repetidos. A seguir daremos uma definigao formal de familia
utilizando as nogdes de conjunto e fungao.

Uma familia com base B é uma fung¢do F: B — N.

Para z € B, diremos que F{z) é a multiplicidede de z em F. Diremos que um
elemento z € B pertence a familia F, e escrevemos z € F, se F(z) > 0. A cardinalidade
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ou o tamanho de uma familia F com base B é o valor ¥ .5 F(z) e serd denotado por
IF1.

Dadas duas familias F e F' com base B, dizemos que F' é uma subfamilia de F se
F'(z) < F(z) para todo z € B.

Familias Disjuntas

Seja E um conjunto finito e uma familia F com base B C 27, isto é, B é um con-
junto de subconjuntos de E. Dado um elemento ¢ € E denotaremos por #5(e) o valor
Y rerecz F(x) e diremos que esse é o nimero de vezes que o clemento ¢ £ usado por F,
Se e ¢ |Jyer @ entao #x{e) = 0.

Exemplo: Suponha que £ é o conjunto de arestas de um grafo e que B € um conjunto
de cortes do grafo. Entdo em uma familia F cuja base é B, o valor #x(e) representa o
numero de cortes da familia que contém a aresta e.

Uma familia é disjunte (em relacdo a E) se #r(e} < 1 para todo elemento e € E. Para
todo k € N, diremos que uma familia € k-disjunta (em relagio a E) se #x(e) < k para
todo elemento e € E. De forma mais genérica, dada uma funcao f : E — N, diremos que
F é f-disjunta se #r(e) < f(e) para todo elemento e € £.

Operagoes com Familias

Dadas duas familias F; e J2 com base B, as operagoes serao assum definidas:

! nome da operagio | notacio ] defini¢do |
adigdo F=F+F Fz):= Fi(z) + Fo(z), Vz,z € B
subtragio F=F-F F(x) = max{0, Fi{z) — Fo(z)}, Yz, c€ B
produto por escalar | F=k-Fy, ke N F(z):=k-F(z), Y,z € B
restri¢ao F=F|X, XCB|Fla):=F(z), sexe X

F(z):=0, sex € B\X

Nota 1: As operacdes definidas acima s se aplicam a familias com a mesma base.
Além disso, a familia resultante possul a mesma base das {amilias operadas.

Nota 2: Sempre que o conjunto base B estiver subentendido e dado d € B, denota-
remos por k- d a familia F : B — N, com F(d) = k e F(z) = 0, para todo = € B\{d}.
Ainda, quando nio houver ambigiiidade, denotaremos a familia 1 - d simplesmente por d.
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1.4 Convencgoes e Notagao

Usaremos os seguintes simbolos:

u,v,,y: para denotar vértices;

e,e1, ez, ¢ e .. .: para denotar arcstas
X,Y,W: para denotar conjuntos (de vértices);
L,C,F: para denotar familias;

k,r,m: para denotar constantes;

Teoria dos Conjuntos:

:=: igual por definicao;

N: conjunto dos nimeros naturais incluindo o 0;

N¢i: o conjunto {0,1,...,k —1};

Z: conjunto dos nimeros inteiros;

AU B: uniao dos conjuntos A e B;

AN B: interseccao dos conjuntos A e B;

A\ B: o conjunto dos elementos de A que ndo estao em B;
A @ B: diferenga simétrica de A e B, ou seja, (A\B) U (B\A);
A C B: A é subconjunto de B;

A C B: A é subconjunto de B e A é diferente de B;
a=b(modz): a—b=k- -z, paraalgum k¢ Z.

Teoria dos Grafos:

d(v): o grau do vértice v;

Adj(v): o conjunto dos vértices adjacentes ao vértice v;

8(X): se X C V entdo §(X) sdo as arestas com uma ponta em X ¢ a outra em V\X;
§(v): denota o mesmo que §({v}});

6:(X): denota 6(X) Nt

Nota: Utilizamos o simbolo “:=" nas defini¢des de todos os conceitos que necessi-

taram de um s{mbolo para igualdade por definigio. Para {ornar o texto menos carregado
utilizamos “:=" na definicio de simbolos apenas quando achamos isto necessario para

uma correta leitura do texto.



Capitulo 2

Igualdades Minimax

Igualdades minimax sdo pares de problemas de otimizagio combinatdria em que um deles
objetiva minimizar alguma fun¢io e o outro objetiva maximizar outra fungao e tais que
ambos possuem solugdes Stimas de mesmo valor. Os problemas que serdo abordados na
dissertagao sdo enunciados como igualdades minimax. Esta se¢do constitul uma pequena
introdugio ao tema.

Igualdades minimax sdo freqlientes em otimizagdo combinatoria. Elas nos fornecem
conhecimentos importantes sobre a estrutura dos problemas e além disso nos indicam, na
maioria dos casos, que eles podem ser resolvidos computacionalmente de forma eficiente,
isto é, através de algoritmos polinomiais. Discutiremos adiante algumas idéias por tras
desta relagdo, mas primeiramente vamos apresentar alguns problemas classicos que se
apresentam como igualdades minimax e que nos ajudarao a ilustrar algumas idéias.

2.1 Alguns Exemplos de Igualdades Minimax

O primeiro exemplo de igualdade minimax que apresentaremos envolve os grafos biparti-
dos. Esta classe de grafos € importante ndo s por modelar diversos problemas de forma
natural mas também porque pode-se mostrar que alguns problemas sobre grafos em geral
sdo equivalentes a problemas em grafos bipartidos.

Abaixo estio os enunciados de dois problemas e em seguida o Teorema de Kénig que
¢é a igualdade minimax que o0s relaciona:

Emparelhamento Maximo Determinar um conjunto de arestas ndo adjacentes de
cardinalidade mdzima.

Cobertura Minima por Vértices Determinar um conjunto de vértices de cardi-
nalidade minima tal que toda aresta do grafo possua pelo menos um de seus vértices no
conjunio.
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= emparelhamento miximo

® == cobertura minima

Figura 2.1: Nlustragio do Teorema de K6nig.

Teorema de Konig (1916) Em um grafo bipariido, um emparcthamento mdzimo
tem ¢ mesma cardinalidade que uma cobertura minima por vertices.

Uma demonstragao deste Teorema pode ser encontrada, por exemplo, em [LP86]. A
partir deste teorema podemos observar uma caracteristica comum em igualdades minimax
de que uma das desigualdades pode ser obtida facilmente. Neste caso, toda cobertura por
vertices € mailor do que ou igual a qualquer emparelhamento. Isso é facilmente verificado
pois qualquer cobertura por vértices deve cobrir as arestas de um emparelhamento e dado
que estas arestas sao disjuntas, a cobertura obrigatoriamente terd um nimero de vértices
maior do que ou igual ao numero de arestas do emparelhamento.

A igualdade citada acima implica que ao apresentarmos uma cobertura por vértices e
um emparelhamento, ambos com o mesmo tamanho, sabernos que a cobertura € minimae
o emparelhamento é maximo. Provar que a igualdade sempre ¢ valida significa mostrar que
estas solugdes de valores iguais sempre existem. Esta afirmagdo nos conduz a uma forma
de abordar os problemas: através de algoritmos que buscam solucionar os dois problemas
a0 mesmo tempo. Se demonstrarmos que o algoritmo sempre termina com as solu¢des
procuradas, teremos provado que a igualdade sempre acontece. Este enfoque é utilizado
no livro “Algoritmos para Igualdades Minimax em Grafos” [[FL88] que apresenta diversas
igualdades minimax que sdo provadas apresentando-se algoriimos para a resolugdo dos
problemas subjacentes a igualdade.

Note que para grafos em geral, os dois problemas apresentados acima nem sempre tém
solugbes com o mesmo valor. Um exemplo simples é o grafo completo com trés vértices.
Para cobrir todas as arestas sdo necessarios pelo menos dois vértices, enquanto que um
emparelhamento tem no maximo uma aresta.

Provavelmente a igualdade minimax mais conhecida € o Teorema do Fluxo Maximo-
Corte Minimo. Apresentaremos abaixo um resultado que € um caso particular deste
Teorema, mas que foi a primeira igualdade minimax obtida envolvendo fluxos e cortes.

Teorema de Menger (1927) Em um grafo, o nimero mdazimo de caminhos areste-
disjuntos entre dois vértices s e t € igual ao tamanho de um corte minimo dentre aqueles
que separam s de t.
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Figura 2.2: Iustragio do Teorema de Menger,

Novamente podemos verificar a ocorréncia de uma desigualdade trivial. O nimero
méximo de caminhos aresta-disjuntos entre s e t é menor do que ou igual ac tamanhe
de um corte minimo que separa s de t, pois cada caminho deve utilizar pelo menos uma
aresta do corte,

- O Teorema de Menger nos permite ilustrar uma relagao de dualidade que existe em
muitos problemas de otimizagao e que ocorre em particular com os problemas que serio
apresentados adiante. O Teorema de Menger relaciona determinados cortes minimos com
coleges de caminhos disjuntos entre dois vértices. Imagine que agora o papel desses
dois problemas fossem invertidos, isto é, estamos interessados em relacionar um caminho
minimo entre s e ¢t com as colegdes disjuntas maximas de cortes que separam s de t. Serd
que estes dois problemas também se relacionam por uma igualdade minimax?

A resposta é afirmativa. Primeiramente note que uma colegdo disjunta de cortes que
separamn $ e t nao pode ser malor do que um caminho entre s e ¢, ja que cada um dos
cortes usa pelo menos uma aresta de cada caminho entre s e {. Para mostrar que a
igualdade sempre ocorre, considere o conjunto {V, CV : Vi = {v € V : d(s,v) < i}, para
i =0,...,d(8,t) — 1}, onde d(s,v) denota o tamanho do menor caminho (a distancia)
entre s ¢ v. Estes conjuntos representam exatamente os vértices alcangados em cada nivel
de uma busca em largura a partir de s. A colegdo de cortes C' = {6(Vo),...,8(Visy-1)}
possui a mesma cardinalidade de um caminho minimo. Para verificar que C ¢ de fato
disjunta, note que se (u,v) € §(V;), entdo u,v € Viyk, £ > 1, porque d(s,v) = d(s,u) + 1.
Logo ndo pode existir uma aresta que pertenca a dois cortes da colegdo.

As desigualdades triviais bem como a relagio de dualidade citada acima néo ocorrem
por acaso. Os problemas em questio sdo exemplos de modelos bastante genéricos chama-
dos de Sistemas de Menger ¢ Konig em [WooT8] e de pares transversais em {FL88] nos
quais a desigualdade sempre é valida e a relagio de dualidade é uma condigéo natural.

Exemplos de igualdades minimax ocorrem também fora da Teoria dos Grafos. O
exemplo mais importante € a igualdade minimax que relaciona problemas primais e duais
na Programacéao Linear. Seja o seguinte problema:
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maximizar z == ¢’ -

sujeitoa A-x <b
x>0

Onde ¢,z € R*, b € R™, A € R™*", sendo A,b e ¢ constantes ¢ z ¢ varidvel, ¢

representa a transposta de c¢. O seu problema dual ¢ representado por:
minimizar w = y? - b

sujeito & y¥ - A>T
y 210,

onde y € R™. Podemos mostrar que a desigualdade trivial também ocorre entre estes
dois problemas. Seja z' € B, y' € R™, ¢',y" > 0 e tais que Az’ < be y'TA > c. Entao,
jdque ',y >0, cr’ <yTAz' <y7Th. Logo z' < y'. A desigualdade oposta também pode
ser provada [GT89].

2.2 Igualdades Minimax e Algoritmos

Em geral, as igualdades minimax implicam a existéncia de algoritmos polinomiais para a
selugio dos problemas subjacentes 4 igualdade. A primeira explicacio para tal fato esta
relacionada com a questdo da Teoria da Complexidade de Algonitmos que indaga se as
classes NP e co-NP coincidem.

Problemas de decisio sio aqueles cujas solugbes restringem-se a duas possibilidades:
sim e ndo {ou existe e ndo existe, etc). Os problemas da classe NP sao os problemas de
decisio para os quais existem algoritmos ndo deterministicos polinomiais para resolvé-los
[GJ79]. Isso equivale a dizer que caso a resposta ao problema seja positiva, existe uma
prova, de tamanho limitado por um polinémio em fungio do tamanho da instancia, que
pode ser verificada por um algoritmo polinomial. Considere por exemplo o problema
do Emparelhamento Maximo. Em sua versdo de decisdo pergunta-se se um grafo possui
wm emparelhamento de tamanho maior do que ou igual a k. Este problema se encontra
na classe NP pois, ao apresentarmos um emparelhamento de tamanho maior do que ou
igual a k, pode-se verificar facilmente que de fato se trata de um conjunto de arestas nao
adjacentes do grafo e cuja cardinalidade ¢ igual a ou maior do que k.

Os problemas da classe co-NP séo os problemas cujos complementos se encontram em
NP, ou seja, caso a resposta seja negativa, existe uma prova para este fato que pode ser
verificada em tempo polinomial. Considere novamente o problema do Emparelhamento
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Figura 2.3: Provivel relacio enire a classe P e a interseciao de NP & ¢o-NP,
& G

Maéximo. Mostramos que o mesmo se encontra em NP e gragas ao Teorema dc Konig
podemos deduzir que ele pertence também a classe co-NP. Para provarmos que nio existe
um emparelhamento de tamanho maior do que ou igual a k, basta que se apresente uma
cobertura por vértices de tamanho menor do que k. O Teorema de Konig é uma garantia
de que tal conjunto existe se e somente se o grafo ndo possui o emparelhamento procurado.

Pela mesmarazio pela qual acredita-se que P seja diferente de NP, também se acredita
que NP seja diferente de co-NP. A razdo é que um conjunto grande de problemas, chama-
dos NP-completos, pertencem a classe NP, mas nio se conseguiu demonstrar até agora se
pertencem ou ndo a classe co-NP. O mesmo ocorre com os problemas co-NP-completos.
De fato, basta que se prove que um problema NP-completo estd em co-NP para que se
prove que todos estdo. A figura 2.3 ilustra a provavel relagio entre as classes citadas
acima. . "

Algoritmos polinomiais sao conhecidos para a resolugido de praticamente todos os
problemas que sabemos estarem na intersecio de NP e co-NP. ! Acontece que as igualdades
minimax implicam que os problemas pertencem a esta intersegdo. Isso j4 nos da um
indicio de que existem algoritmos polinomiais para resolver tais problemas. Esta idéia é
reforgada pelo trabalho de Grétschel, Lovdsz e Schrijver [GLS81], que mostraram um meio
de obtencio de algoritmos polinomiais a partir de igualdades minimax. Este resuitado é
uma conseqiéncia do Método Elipsdide para resolugao em tempo polinomial de problemas
de Programagéo Linear. Qutra conclusio pode ser tirada a partir destes fatos: é provavel
que nio existam igualdades minimax que relacionam problemas NP-completos entre si ou
com outros problemas em NP.

Um outro aspecto importante das igualdades minimax é que pode-se explorar a dua-
lidade de dois problemas para elaborarmos algoritmos eficientes. Neste caso a igualdade
minimax nos fornece um critério de otimalidade para o problema.

Ao conjecturarmos uma igualdade minimax € natural que facamos as seguintes per-

1{Uma excegio é o problema de determinarmos se um nitmero é primo. Este problema estd na intersegao
de NP e co-NP embora ndo seja conhecido para ele nenhum algoritmo polinomial em fungdo do atdmero
de digitos numa representacdo comn base maior do que 1. [PS82] '
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guntas: i. para quais classes de grafos a igualdade € valida? ii. se a igualdade néo vale
para uma determinada classe, existe alguma outra igualdade que seja valida? 1ii. de que
forma a relacdo se aplica a problemas ponderados? [Pul89]

Boas referéncias sobre igualdades minimax sao:

e A. Schrijver. “Min-max results in combinalorial optimization” [Sch8i]

o P. Feofiloff ¢ C. L. Lucchesi. “Algoritmos para [gualdades Minimax em Grafos”
 [FL88]

» W. R. Pulleyblank. “Polyhedral Combinatorics” [Pul89]

o M. Grotschel, L. Lovész e A. Schrijver. “Geometric Algorithms and Combinatorial
Optimization” [GLS88].



Capitulo 3

Familias de Cortes e Coberturas
Minimas dos Cortes

Neste capitulo apresentaremos virios resultados fundamentals sobre familias de cortes
orientados e impares e sobre as coberturas destes cortes. A maioria destes resultados
serao utilizados no capitulo 4.

3.1 Cortes Orientados e suas Coberturas

Nesta segdo faremos alguns comentarios sobre os cortes orientados de um digrafo e suas
coberturas.

Um conjunto ¢ de arestas de um digrafo € uma cobertura dos cortes orientados se ele
tem intersecao nio nula com cada corte orientado.

Os cortes orientados estio bastante relacionados com a conexidade de um digrafo.
Definimos anteriormente os digrafos {ortemente conexos como sendo os digrafos nos quais
para cada par de vértices u e v existe um caminho orientado ligando u a v. Podemos
caracterizar os digrafos fortemente conexos em funcdo dos cortes orientados. Um digrafo é
fortemente conexo se e somente se os cortes §(V) e §(0) forem seus dnicos cortes orientados.
Se o digrafo possuir um corte orientado §(X), # # X C V, com §~(X) = @, ele n3o pode
ser fortemente conexo, pois se tomarmos um vértice ¥ € VA X e um vértice v € X, ndo
pode existir um caminho orientado de u a v. O corte orientado pode ser visto como uma
barreira para se caminhar pelo digrafo. Além disso, se o digrafo n3o for fortemente conexo
entdo ele possui algum corte orientado diferente de (V) e de §(0)). Tome dois vértices u
e v tais que nao existe um caminho orientado de u a v e tome o conjunto X de todos os
vértices que sdo origem de caminhos orientados que terminam em v. Claramente §(X) ¢
um corte orientado e @ £ X C V.

Estabelecida a relagdo entre os cortes orientados e a conexidade dos digrafos, podemos
agora enunciar o problema de determinarmos uma cobertura minima dos cortes orientados

12
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de um digrafo de uma forma diferente. O problema da cobertura minima dos cortes
orientados é equivalente ao problema de determinarmos o menor conjunto de arestas de
um digrafo tal que a contragdo de cada uma destas arestas torna o digrafo fortemente
conexo. A operagdo de contragdo poderia ser substituida por uma operacio equivalente
que consiste na inclusdo de uma aresta com a orientagao invertida para cada aresla do
conjunto.

O primeiro algoritmo polinomial para determinagio de uma cobertura minima dos
cortes orientados de um digrafo foi desenvolvido por C. L. Lucchest [Luc76]. Outros
algoritmos polinomiais foram desenvolvidos por A. V. Karzanov e A, Frank. Os algorit-
mos podem ser encontrados nas referéncias [Luc76, FL&8, Fra8l, Kar79] respectivamerite.
Além de determinar uma cobertura minima para os cortes orientados eles também de-
terminam uma familia disjunta méxima de cortes orientados, que corresponde ao outro
problema da relagao minimax.

Um problema parecido com o problema da cobertura minima dos cortes orientados é
o de se determinar o menor numero de arestas que se adicionadas ao digrafo o tornam
fortemente conexo. Este problema tem solugdo bastante mais simples e também tem o
formato de uma igualdade minimax. Seja D = (V, E) um digrafo. Podemos supor que
D ¢ aciclico pois a contragio de cada um dos seus componentes fortemente conexos a um
vértice ndo modifica os cortes orientados do digrafo. Seja s 0 niumero de fontes, £ o numero
de sorvedouros e ¢ o numero de vértices isolados do digrafo. Entdo o nimero minimo de
arestas que adicionadas ao digrafo o tornam fortemente conexo é igual a ¢ + max(s,t}.
Esta expressdo é claramente um limite inferior para o problema, j4 que um conjunto de
arestas que tornam o digrafo fortemente conexo devera conter arestas com pontas finais
em cada uma das fontes, pontas iniciais em cada um dos sorvedouros e cada vértice isolado
deverd ser coberto por uma ponta final e uma ponta inicial de alguma aresta. O método
para determinarmos urn conjunto que atinge este limite inferior consiste basicamente em
determinar um conjunto de arestas que formam um circuito entre as fontes, os sorvedouros
e os vértices isolados [ET76].

3.2 T-Cortes e T-jungdes

Nesta se¢io definiremos o conceito de T-cortes ¢ mostraremos que eles sdo uma genera-
lizagio dos cortes impares. Mostraremos que as coberturas minimais dos T-cortes de um
grafo sdo equivalentes as 7-jungdes, de forma que podemos nos restringir ao estudo das
T-jungdes ao lidarmos com o problema das coberturas minimas dos T-cortes. Provaremos
que o problema da T-jungio minima pode ser reduzido ao problema do emparelhamento
de cysto minimo. '
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Seja G = (V, ) um grafo € um conjunto I" € V com um numero par de vértices em
cada componente conexo de G. Um T'-corte de G é um conjunto de arestas §(X), X C V,
tal que | X NT| é impar.

Os cortes impares, isto €, cortes com um nimero {mpar de arestas , sao generalizados
pelo conceito de T-cortes, bastando para isso tomarmos o conjunto T' igual ao conjunto
dos vértices de grau impar do grafo. A veracidade desta alirmagdo decorre do lema, abaixo:

Lema 3.1 Seja G = (V,E) e T C V o conjunto de vértices de grau impar de (. Se
X CV entdo
|6(X)| = | X 0T (mod 2).

Prova: |§(X)| = L pex d(v)—2-|{c € E: e C X}|. Portanto, |§(X)| = X,ex d(v) (mod
2). Mas ¥,cx d(v) = |X NT| (mod 2), pois T contém os vértices de grau impar de &. O

Algumas referéncias apresentam um conceito diferente para cortes impares. Nelas os
cortes impares sio definidos como conjuntos §(X), X C V, tal que |X| é impar. Esta
definigdo se aplica aos grafos com um numero par de vértices, pois do contrario todos os
cortes do grafo seriam impares. Esta defini¢ao também é um caso particular dos T-cortes,
bastando para isso tomarmos I' = V.

T-juncdes e sua equivaléncia as coberturas minimais dos T-cortes

Consideraremos ao longo desta secio que G = (V, E) é um grafo e que T C V tal que
todo componente conexo de ¢ tenha um numero par de vértices de T'.

Um conjunto ¢ € E é uma T'-jungdo se para todo v € V tem-se que |6(v)N¢t| é impar
seveT eparsev ¢ T.

Exemplo:

® = vérticesde T
= arestas da T-jungdo

Figura 3.1: Exemplo de uma T-jungdo.
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Lema 3.2 Teda T-juncdo € uma cobertura dos T-cortes de G.

Prova: Seja i C E uma T-jungéo. Tome o grafo G' = (V,¢). Os vértices de G' com
grau impar sao exatamente os vértices de . Aplicando-se o lema 3.1 ao grafo G/, temos
que |6 (X)| = | X NT| (mod 2) para todo X € V. Assim, se §(X) é um T-corte entéo
|X N T| é impar e portanto §(X) Nt nio é vazio. O

Lema 3.3 Toda cobertura minimal dos T-cortes de um grafo € wma T-jungdo,

Prova: Vamos mostrar que toda cobertura dos T'-cortes contém uma T'-jung¢io, o que,
aliado ao lema anterior, prova que as coberturas minimais sao T-jungoes.

Seja t € F uma cobertura dos T-cortes. Primeiramente vamos mostrar que é possivel
obter um conjunto de |[T|/2 caminhos, ndo necessariamente disjuntos, cujas arestas per-
tencem a ¢ e tal que os vértices que sdo exiremos dos caminhos sao os vértices de T. Cada
vértice de T sera um dos extremos de apenas um dos caminhos.

Vamos construir um conjunto de caminhos cujos extremos sdo os vértices {{s1,%:1},...,
{sir1/2:tir|y2}}. Suponha que j& construimos um conjunto de caminhos com extremos
{8:,t;} para 0 < i < k < |T|/2. Vamos incluir um novo caminho a este conjunto cujos
extremos sdo vértices de T’ que ainda ndo foram utilizados como extremos de nenhum
caminho, isto ¢, que pertencem ao conjunto T = T\l {si,%:}. Seja sy um vértice
qualquer de T. Seja X C V o conjunto de todos os vértices que podem ser alcancados a
partir de s; por caminhos cujas arestas estdo em . Se algum s;, 0 € 1 € k— 1, pertence a
X, entdo o vértice t; também pertence. Assim, X NT deve conter algum vértice de T\ s,
pois se ndo contivesse, §(X)} seria um T-corte ndo coberto por . Podemos repetir este
processo até obtermos os |T|/2 caminhos.

Sejam Py,..., Bryyz os caminhos obtidos. Vamos verificar agora que a diferenga
. Fy ot 2 v . ~ -
simétrica t' = GSEI{’ P; é uma T-jungdo. Se v € V, entao
IT]/2
He3nT) = > |6p,(v)] (mod 2).
i=]
Essa congruéncia é verdadeira pois se o vértice pertence a T’ entdo ele é extremo de
exatamente um dos caminhos, podendo ocorrer internamente qualquer nimero de vezes.
Por outro lado, se o vértice nao pertence a T entdo ele ndo é extremo em nenhum dos

caminhos, de forma que 2/2/? [65,(v)] é par. Além disso,

IT)/2
2. 1r()l= 3 Hi:e€ R} = |éu(v)] (mod 2)
=1 e€f(v)

A dltima equivaléncia vem do fato de que as arestas pertencentes a ¢’ sdo exatamente
aquelas que aparecem em um ntimero impar de caminhos, fato que decorre de uma pro-
priedade bésica da operagio de diferenca simétrica. Provamos assim que |{v} N T| =
_ |6¢#{v)} {mod 2) e portanto ¢’ é uma T-jungdo. O
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Uma propriedade interessante da T'-jungio obtida na demonstragio deste lema € que
ela ¢ formada por caminhos que casam os vértices de T dois a dois além de possiveis cir-
cuitos. Esta propriedade é compartilhada por todas as T-jungdes. No caso da T-jungdo
conter circuitos, podemos retird-los sem alterar a paridade do numero de arestas adjacen-
tes a cada vértice. Portanto, as T-jung¢bes minimais sao formadas apenas por caminhos
disjuntos nas arestas.

O Problema da T-jungao de cardinalidade minima

O problema de determinarmos uma T-juncdo de cardinalidade minima pode ser redu-
zido eficientemente ao problema do emparelhamento maximo de custo minimo que por
sua vez pode ser resolvido em tempo polinomial [PS82]. O problema do emparelhamento
maximo de custo minimo consiste em determinar um emparelhamento de cardinalidade
maxima com custo minimo. A redugdo consiste em aplicarmos o algoritmo do empare-
thamento méximo de custo minimo ao grafo completo obtide da seguinte maneira: para
cada vértice de T' o grafo tera um vértice € o custo de uma aresta é igual ao tamanho de
um caminho minimo, no grafo original, entre os dois vértices correspondentes.

Exemplo:

2

Figura 3.2: Redugao do problema da T-jungio minima ao problema do emparelhamento maximo de
custo minimo.

Ao aplicarmos um algoritmo para o problema do emparelhamento maximo de custo
minimo obtemos um emparelhamento perfeito, isto é, cada vértice do grafo pertence a
alguma. aresta do emparelhamento. Este empareihamento corresponde a um conjunto de

. caminhos no grafo original que ligam os vértices de 1" dois a dois. Estes caminhos sao
disjuntos em relagio is arestas porque se nao fossem, ao tomarmos a diferenga simétrica
destes caminhos, obteriamos novos caminhos cuja soma das cardinalidades seria menor e
que portanto corresponderiam a um emparelbamento perfeito de menor custo. Por outro
lado, ja vimos que cada T-jun¢do minimal é formada por caminhos disjuntos nas arestas
que ligam os vértices de T dois a dois. Assim, cada T-juncdo minimal corresponde a
um emparelhamento perfeito no grafo associado cujo custo é igual a cardinalidade da I
juncdo. Portanto, o conjunto de arestas dos caminhos obtidos através da redugdo ¢ uma
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T-jungao minima.
O Problema da T-jungao minima com custos nao negativos

Se associarmos um custo ndo negativo a cada aresta, podemos formular o problema.
da determinag¢do de uma T'-jungao de cuslo minimo. Este problema pode ser resolvido
através da mesma redugio apresentada acima, porém desta vez definindo o custo de uma
aresta do grafo completo igual ao custo de um caminho minimo entre os dois vértices.
Repare que neste caso uma aresta cujo custo original ¢ 0 poderia ser utihzada por mais
de um dos caminhos obtidos. PPara contornar csie problema hasta lomarmos a diferenga
simétrica dos caminhos obtidos e teremos uma 7’-jungdo que possui 0 mesmo custo.

O Problema da T-jungido minima com custos arbitrarios

Podemos definir uma versao generalizada do problema ponderado da T-jungae minima
permitindo que os custos possam ser também negativos. Mostraremos adiante que este
problema pode ser reduzido ao caso em que todos os custos sio nio negativos.

A versio com custos ndo negativos e |T'| = 2 € equivalenie ao problema do caminho
minimo entre dois vértices. Poder-se-ia perguntar se a versdo com custos arbitrérios
generaliza o problema do caminho mais longo entre dois vértices, bastando para isso
atribuirmos um custo igual a -1 a todas as arestas do grafo. Porém isso seria incoerente,
ou surpreendente, ja que sabemos que o problema do caminho mais longo € NP-completo
[GJT9]. A sutileza que diferencia as duas situagdes é que ao permitirmos custos negativos,
pode acontecer que todas as T-jungdes de custo minimo contenham circuitos, cujos custos
seriam negativos. Veja o seguinte exemplo:

C 3

-1 -1
® @ ® ®
S t S t

(@) (b)

Figura 3.3: (a) Caminho mais longo entre se ¢t. (b) {s,1}-jungdo de custo minime.

Se apesar de custos negativos nao houverem circuitos com custos negativos, entao o
problema é equivalente ao caso com custos ndo negativos e a reducgao para o problema do
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emparelhamento de custo minimo é a mesma. Agora passaremos a mostrar que o caso
mais geral também pode ser resolvido de forma eficiente.

Reduciao do caso geral ao caso com custos ndo negativos

Seja G = (V, E) um grafo e I' C ¥V com um nimero par de vértices em cada compo-
nente conexo de G. Seja uma fungdo ¢ : &£ — Z. Vamos construir uma instancia para
o problema da T-juncao minima com custos nio negalivos ¢ mostrar como o problema
original pode ser resolvido a partir dela.

Seja E' = {c € E : ¢(¢) < 0}. Seja V' = {w € V : [6(v) N E'| é impar}, ou seja, o5
vértices que possuem um numero impar de arestas adjacentes cujos custos sao negativos.
Seja T' = T@®V'. Os dois lemas abaixo mostrarao que uma 7"-juncdo de custo minimo em
relagio a fungio ¢, tal que ¢'(e) = |c(e)| para todo e € E, corresponde a uma T-jungio
de custo minimo em relacdo a fungdo c.

Lema 3.4 Um conjunto t C E € uma T-jungdo de G se ¢ somente se t’ :=t D E' é uma
T'-jungdo de G.

Prova: Considere um vértice qualquer v € V. Entéao,
|6(v) N ¥ = [6(v) Nt + [6(v) N E'| — 2.)6(v) NN E|.

Suponha que ¢ é uma T-jungdo. Se v € 1" entdo, por definigdo, ou |§(v) N ¢} ou
|6(v) N E’| é impar, mas nido ambos. Portanto, [§{(v) N ¢'| é impar. Por outro lado, se
v ¢ T" entdo ambos os valores sao pares ou ambos sdo impares e portanto |§(v) N#'] é par.
Portanto ¢’ é uma T"-jungao.

Suponha agora que t' é uma 1”-jungdo. Observe que T' = T @ V'. Assim,sev € T
entdo [8(v) N#| ou |6(v) N E’| é impar, mas ndo ambos. Nos dois casos |6(v) N T'| é impar.
Se v ¢ T entac |§(v) Nt e [§(v) N E'| sio ambos impares ou ambos pares. Para que a
igualdade seja vilida |6(v) N¢| deverd ser par. O

Agora mostraremos a relagio entre os custos de uma T-jungdo e de uma 7T'-juncao.

Lema 3.5 Seja ¢ : E — N tal que (e) = |c{e)] para todo e € E. Enido, para todo
tCE, c(t)=C(taE)+(F).

Prova: c(t) = c(t\E') +c(t N E') = J(t\E") + c(t N E') = (t\E') + (E\t) + () =
it E)+(E). O \

Como o termo ¢(£’) é constante, a T"-juncio ¢’ cujo valor ¢(#') é minimo corresponde
3 T-jungéo ¢ @ E' que minimiza c(t). Como ¢’ € uma fung¢do nio negativa, a redugio estd
concluida. |

URIS AP !
DA IOYECA CEMTRAL |
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3.3 Laminarizagao

Sera mostrada nesta se¢do uma técnica que é muito utilizada quando trabalhamos com
familias de cortes. Ela permiie transformar uma dada familia de cortes em outra com a
mesma cardinalidade, que utiliza cada aresta um nimero menor ou igual de vezes ¢ além
disso possuindo a propriedade de ser laminar. Esta propriedade, que serd definida adiante,
concede a colegio de cortes uma estrutura que serd importante nas demonstragoes que
apresentaremos adiante.

Assumiremos daqui em diante que os grafos e os digrafos sdo conexos. A rigor esta
simplificacio ndo é necessaria ja que varios dos resultados apresentados valer igualmente
para os grafos que néo sdo conexos. Entretanto, ficara claro que o caso geral dos teoremas
facilmente decorre do caso em que supdem-se que 0s grafos sdo conexos.

Assumiremos também a partir deste ponto que os cortes sdo nio vazios. Assim, ao nos
referirmos a um corte de cardinalidade minima, estaremos nos referindo a um corte nio
nulo cuja cardinalidade € minima. Da mesma forma, ao falarmos de um familia disjunta
maxima de cortes, estaremos assumindo que ndo sdo permitidos cortes vazios.

Dois cortes 6(X) e §(Y) se cruzam se cada um dos seguintes conjuntos X NY, X NY,
XNY eXNY nio forem vazios. Neste caso, diremos também que X e Y se cruzam.

(@) (b)

Figura 3.4: Exemplo de cortes que se cruzam (&) e que ndo se cruzam (b).

Note que a definigdo de cruzamento ndo depende da margem utilizada na definigédo do
corte. Este é o principal motivo para assumirmos que os grafos sao conexos.

Uma familia de cortes é laminar quando nenhum par de cortes da familia se cruza.

Para ilustrar o procedimento de laminarizagao, apresentamos abaixo a sua versao para
cortes em geral e nas proximas secdes mostraremos que ele também podem ser aplicado
no caso das familias de cortes orientados e de T-cortes,

O procedimento que descrevemos abaixo transforma uma familia de cortes em uma
familia de cortes que é laminar e que possui a mesma cardinalidade da familia dada. Além
disso, a utilizagio de nenhuma aresta é aumentada.
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Procedimento de Laminarizacio
Entrada: Familia de cortes
Saida: Familia laminar de cortes £
inicio
enquanto existirem dois cortes é(X) ¢ 6(Y) que se cruzam
1.1 tome 7 := min{C(6(X)),C(6(Y))}
12 C:i=C—r-(§(X)+6(Y) +r-(6(XNY)+6XUY))
retorne C
fim

Cada iteragio do procedimento descrito acima toma dois cortes que se cruzam e elimina
aquele que possui a menor multiplicidade. Com eleito, ao serem retiradas r cépias de
cada um dos cortes, um deles ficard com a multiplicidade nula e, como convencionado
na definicio de familias, ele deixara de pertencer & familia de cortes. Além disso, sie
acrescentadas r coplas do corte definido pela intersegdo das margens ¢ r cdpias do corte
definido pela unido das margens.

Em algumas aplicagbes particulares pode-se demonstrar que o procedimento termina
em tempo polinomial [GLS88|. Entretanto, ndo é a complexidade desse algoritmo que nos
interessa aqui e sim a questdo existencial de que para cada familia de cortes corresponde
uma familia laminar de cortes com a mesma cardinalidade e que usa cada aresta um

nimero menor ou igual de vezes.
Lema 3.6 As seguintes propriedades sio verdadeiras:

i. O procedimento termina apds um numero finito de iteracdes;
i, L] = |C];
i1, para toda aresta e, #o(e) < #c(e)t.

Prova: Item i: Vamos mosirar que a cada iteracio do algoritmo o nimero de
cruzamentos entre cortes da familia diminul e portanto o nimero de iteracoes € finito.
Cada iteracio do procedimento elimina pelo menos r* cruzamentos da familia, que cor-
respondem &s r cépias dos cortes §(X) e 8(Y) subtraidas da familia. Vamos mostrar que
além disso, cada novo cruzamento introduzido na familia corresponde a um cruzamento
eliminado que nao esta incluido no conjunto dos r¢ cruzamentos citados acima. Sejam
6(X) e §(Y) dois cortes que se cruzam e §(Z) um terceiro corte da familia.

! Lembre-se que #¢(¢) representa o nimero de vezes que a aresta ¢ usada pela familia . Veja a segéo

1.3
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caso I. Se Z cruza XNY e X UY entio Z cruza X e Y.
Prova: Como Z cruza X NY entdo ZNX,ZNY,ZNX e ZNY 350 nio vazios.
Como Z eruza X UY entiao ZNX,ZNY,ZNX eZNY sio nio vazios. Logo Z
cruza X e Z cruza Y.

caso II. Se Z cruza X NY entdo Z cruza X ou Z cruza Y.
Prova; Como Z cruza X NY entio ZN X, ZNY,ZNX e ZNY sio nio vazios.
Veja a figura 3.5.

Suponha inicialmente que ZNXNY # §. Como ZN{XUY) # 0, entdo ZNX #
ou ZNY # 0. Portanto Z cruza X ou Y.

Se ZNXNY =B entio ZNXNY # @ pois XNY £ 0. Trocando-se na notagio
Z por Z, podemos demonstrar este caso de forma semelhante ao caso anterior.

caso III. Se Z cruza X UY entdao Z cruza X ou Z cruza Y.
Este caso pode ser demonstrado analogamente ao caso anterior trocando-se na
notagio X por X e Y por Y.

Figura 3.5: Se o corte Z cruza a intersecgao dos corles X e Y que se cruzam, entdo Z cruza X ou Y.

Ttem ii: A igualdade |£| = |C] é trivial pois a cada iteragio o numero de cdpias
subtraidas é igual ao niimero de cdpias somadas a familia.

Item iii: Seja A = XNY, B = XNY,C = XNY ¢ D = XNY como mostrado na figura
3.6. Sejae = (u,v) umaaresta do grafoe C' = C—r-(§(X}+6(Y))+r-(§(XNY)-+S(XUY)).

caso I. Se os vértices u e v pertencem ao mesmo conjunto, dentre os conjuntos 4, B, C
ou D), entdo a aresta e ndo pertence nem ao corte §(X NY) e nem ao corte §(XUY).
Como a aresta também ndo pertence a §(X) nem a §(Y) entdo #ci(e) = #cle).
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B | p
X1| A o
———

Y

Figura 3.6: As quatro intersecqies entre as margens de dois cortes,

caso II. Seu € Aeve Dentioe € 6(X), e € d(Y),e € 6(XNY)e ce (X UY).
Logo #c/(e} = #c(e).

caso III. Seu € Aeve Centioe g §(X),e€é(Y)e€c6(XNY)e e §(XUY).
Logo #ci(e) = #c(e).
0casoemqueu€Aev€Béanélogo.

caso IV. Seu€ BeveE Dentdoe ¢ §(X),e€é(Y)ed §(XNY)e ecd(XUY).
Logo #cr(e) = #cle).
O caso em que u € C' e v € D ¢ analogo.

caso V. Finalmente, se u € Bev € C entao e € §(X), e € §(Y),e ¢ (X NY)e
ed¢ §(XUY). Logo #ci(e) < #cfe).

Como conseqliéncia do item iii, obtemos a seguinte propriedade fundamental de cortes:

Lema 3.7 (Propriedade Submodular dos Cortes)} Sejam 6(X) ¢ 6(Y) dois cortes
que se eruzam, entdo |[(X NY)| + |§{XUY)| < [§(X)] +|6(Y)]. O

Laminarizagio de Cortes Orientados

Considere agora que temos um digrafo ¢ uma familia de cortes orientados. O seguinte
lema mostra que podemos aplicar o procedimento de laminarizagao a uma familia de
cortes orientados.

Lema 3.8 Seja D um digrafo conezo e d’ = §(X) ¢ d” = §(Y) dois cortes orientados em
Ditaisque 6 (X) =P ed (Y)=0. Sed ed’ se cruzam, entdo §(X NY) e 6(X UY)
sdo cortes orientados ndo nulos.
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Prova: i. XNY # 0 e XNY # B pois os cortes se cruzam. A conexidade de
D garante que §(X NY) # 0. Mas (X NY) = B, pois se (u,v) € § (X NY) entédo
vEXNY eud¢ Xouu¢Y e portanto (u,v}) € §7(X) ou (u,v) € §(Y), contradigio.
Logo 6{X NY’) é um corte orientado ndo nulo.

il. Podemos mostrar analogamente que §{X U Y} é um corte orientado nio vazio. O

Isso mostra que podemos aplicar o procedimento de laminarizagio aos cortes orienta-
dos. O lema 3.6 se aplica neste caso e temos portanto que:

Lema 3.9 Para qualquer familia L de cortes oricntados cziste uma familia laminar L'
de cortes orientados tal que |L'] > |L]. O

O caso V do item iii do lema 3.6 nunca ocorre ja que ndo podem haver arestas com
uma das pontas em XNY e a outra em XNY. Disso podemos concluir que #2{e) = #c(e)
para toda aresta ¢ € £ e que o lema 3.7 pode ser enunciado de forma mais forte no caso
dos cortes orientados:

Lema 3.10 (Propriedade Modular dos Cortes Orientados) Sejam 6(X) e 6(Y) dois
cortes orientados que se cruzam, com §7(X) =0 e 6~ (Y) =0. Entdo

[S{X AY)+[6(X UY)| = [6(X)] + [6(Y)].

Laminarizacio de Cortes fmpares e T-cortes

Para aplicar o procedimento de laminarizagio a uma familia de T-cortes devemos
tomar wm pouco mais de cuidado. Dados dois T-cortes §(X) e 6(Y) que se cruzam,
nio é verdade que §{(X NY) e §(X UY) sdo necessariamente T-cortes. Na verdade,
quando (X NY) e (X U Y) nio sio T-cortes, (X UY) e §(X UY) sao T-cortes. As
seguintes igualdades sdo verdadeiras: [X NT|= X NYNT|+ | XNY NT|e|Y NT|=
IXNYNT|+|XNnYNT|. Como|XNT|e|Y NT|sio impares, entdo ou | X NY N T
é fmpar ou [X NY NT]e |[XNY NT|sdo {mpares. Como |X NY NT| possui a mesma
paridade que o conjunto | X NY N T, fica demonstrada a afirmagio.

Mostramos que ¢ procedimento de laminarizagio pode ser utilizado em familias de
T-cortes, desde que tomemos o cuidado de acrescentar os cortes corretos a familia. Dal
temos o seguinte lema:

Lema 3.11 Para qualquer familia £ de T-cortes existe uma famdia laminar L' de T-
cortes tal que |£'| > |£]. O
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par fmpar fmpar | par
X4| fmpar | par X par | fmpar
_‘_.J _Y_,

Y Y

Figura 3.7: O esquema mostra as duas situagics possiveis entre dois T-cortes que se cruzam,

3.4 Particao de uma Familia de Cortes Orientados

Mostraremos nesta segdo que uma familia k-disjunta de cortes orientados pode ser partici-
onada em k familias disjuntas. Mostraremos também um resuitado mais geral que afirma
que uma familia de cortes orientados pode ser particionada em & familias de forma que a
utilizagdo das arestas do digrafo é feita de forma equilibrada pelas familias da particao.
O primeiro resultado sera utilizado nas demonstragdes do Teorema de Lucchesi-Younger e
do Teorema de Lovasz e o segundo na demonstragao do Teorema de Edmonds-Giles, que
serdo apresentados no capitulo 4.

Assumiremos ao longo desta se¢io que D = (V, E) é um digrafo conexo ¢ £ é uma
familia de cortes orientados laminar e que r = |£|. Representaremos por dy,ds,...,dr—1
as r copias de cortes de L, ou seja, L = Y10 1-d.

Vamos definir uma fungio, a qual chamaremos de funcao potencial, que associa a cada
vértice de V um valor inteiro ndo negativo. Utilizando esta fungio definiremos uma outra,
que associa a cada copia de um corte da familia um valor inteiro tal que para cada aresta do
digrafo, todos os cortes que a contém possuem valores consecutivos. Para particionarmos
a familia em k& familias, poderemos tomar os cortes cujos valores pertencem as classes de
congruéncia mddulo k. Como todos os cortes que contém uma aresta em comum recebem
valores consecutivos, as arestas sio usadas de forma balanceada pelas familias da partigdo.

Fungao Potencial

Chamaremos de fungio pofencial a fungao # : V — N definida por n{v) = |{i € N :
v € V+d;}|, ou seja, #(v) é igual ao nimero de cdpias de cortes de £ em relagdo aos quais
v pertence a margem positiva.

Considere um caminho P = < vg, ep,v1,81,--.,6n-1,vs > do digrafo D. Podemos
particionar as arestas de P em dois conjuntos, um contendo as arestas da forma {vi, vig1)
que denotaremos por Ep e 0 outro contendo as arestas da forma (viy1,v:) que denotaremos

por E’p. Seja a seguinte expressdo:
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Exemplo:

Figura. 3.8: Familia de cortes orientados e a fungio potencial = correspondente.

=1 -
Dp =Y (| Ep 0di| — | Ep Ndi])
i=0
O valor desta expressao Bode ser computado somando-se uma unidade para cada

intersecio de uma aresta de Ep com um corte da familia e subtraindo-se uma unidade
para cada interse¢io de uma aresta de Ep com um corte da familia. O seu valor é o
mesmo para todos 0s caminhos que ligam um dado vértice u a um vértice v. Provamos
abaixo que este valor é igual a m{v) — w(u), que pode ser interpretado como a diferenga
de potencial entre os vértices u e v.

Lema 3.12 Se P ¢ um caminho entre os vértices u e v, entdo Dp = w(v) — w(u).

Prova: Se d € L é tal que u,v € V*d, entdo ]E}p Nd] = IEp Nd|. Igual-
mente, se u,v ¢ V*d, entdo |Ep Ndl = |Ep Nd|. Se u € V¥d e v € V~d entdo
|Ep Nd| = [Ep Nd| = —1eseu € V-dewv € V*d entio [Ep Nd| — [Ep Nd} = 1. Por

outro lado, a diferenga #(v) — m(u) € igual ao nimero de cortes d tais que v € V*td e
u € V~d menos o nimero de cortes d tais que u € V¥de v € V-d. Portanio a igualdade
¢ verdadeira. O

Dada uma aresta e € F, podemos considerar a subfamilia de £ composta pelos cortes
que contém e. Podemos tomar estes cortes na seguinte ordem: dy;,...,d;,_,, onde m =
H#Hcle)eVd, CV7°d, €---CVd Além disso, se d;; = dij,,
sempre que i; < 1;31. * Esta ordenagdo é possivel apenas porque £ é laminar, de forma
que para quaisquer dois cortes a e b distintos que nido se cruzam e que possuem uma aresta
em comum, temos que V-a C V~bou V=6 C V~a. Veja a figura 3.9.

entao suporemos

fm—i"

2Isto implica que as diversas copias de um mesmo corte sao consideradas sempre em ordem crescente
comn relagdo aos seus indices.
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- — —_—

Vbl ¢ 1‘ VbT

Vb __,_‘ Vb ’ ¢

Va Va Vh Va
&Y ®

Figura 3.9: Se dois cortes a e b que ndo se cruzam possuem uma aresla em comum, entdo ou (a)
V8CV~a ou (b) V-aC Vb

Seja e = (u,v) uma aresta e d;,,...,d; _, os cortes de £ que contém e, com a

m—1

ordenagao descrita acima. Definimos we : {29,...,%m~1} — N como a fungdo para a qual
we(i;) = w(v) + 7, para j € Nem.

Exemplo:

.054 3 2 23‘

Figura 3.10: Uma familia de cortes orientados e a fungio w que associa nimeros inteiros consecutivos
aos cortes que contém wm aresta ein comum.

Mostraremos abaixo que o valor w.(z) é o mesmo em relagio as diferentes arestas de
d; e portanto a fungao w, induz uma fungio w : N, — N que associa a cada corte um
valor inteiro.

Lema 3.13 Seja um corte orientado d; € L e ¢’ = (u/,v"), e’ = (u",v"} duas arestas de
d,‘. Entdo wg:(i) = 'wgn(i).

Prova: Pela definicao da fungdo w, temos:
wo(i) = 7(v") + D] +[C] ¢
wer (i) = w(v"} + (D" +[C],

onde D', D" e C sdo as subfamilias de £ definidas abaixo. Lembre-se que L|F ¢ a restrigdo
da familia £ ao conjunto F: :
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D=L|{deLl:dede"¢deVdCVd},
D'=L{delL:e¢dec"€deVdCVd} e

C=%jg{djeLl:eedje" €djeVd; CVdioud; =d, j <i}.
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Figura 3.11: Tustracio da demonstragio do lema 3.13

Vamos mostrar que

w(v) = a(v") = |D'| - |D. (3.1)
Sejad € L.

1. v e Vtdev” ¢ V*d se e somente se d € D”.

Suponha que v/ € V¥d e v" ¢ Vtd. E claro que ¢’ ¢ d. Como d e d; nio podem
se cruzar, entdo ¢” € d. Come L € laminar e d # d;, entdo ou V=™d C V~d; ou
V-d; CV~d Masv' € V'd; e v ¢ V™d. Assim, V~d C V™d; e portanto d € D",
Reciprocamente, se d € D" entdo v € V-d e como V-d C V~d; e ¢’ ¢ d, entdo
v € Vtd.

2. v ¢ Vtdev” € V*d se e somente se d € T'.

Este caso é analogo ao anterior, trocando-se os papéis de D' e D7 e de v e v".

Os casos 1 e 2 mostram que a igualdade 3.1 é verdadeira e portanto wy (i) = wes(2). O

Teorema 3.14 (Teorema da Partigdo) Seja D = (V,E) um digrafo. Seja L uma
familia laminar de cortes orientados k-disjunte. Entdo eziste uma partigio de £ em k
fam{lias disjuntas, isto ¢, existem familias disjuntas £1,Lz,..., Ly, tais que L = kL

Prova: O Lema 3.13 mostrou que a fungdo w que associa a cada copia de cortes de £
um valor inteiro estd bem definida. Pela defini¢io de w sabemos que os cortes que contém
uma mesma aresta sao associados por w a valores consecutivos. Considere a partigao de £
definida pelas famfilias £; = {d; € £ : w{i) = 7 (mod &)}, para 0 < 7 < k —1. Como uma
aresta é usada no maximo k vezes por £ e como os cortes que a contém estdo associados a
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valores consecutivos, entdo cada um destes cortes pertence a uma familia diferente desta
particéio e portanto cada familia £; é disjunta. O _

A figura 3.10 mostra uma familia 3-disjunta e os valores que a fungdo w associa a cada
corte. Se tomarmos as familias dos cortes para os quais w associa valores pertencentes
aos conjuntos {0,3,6,...} ,{1,4,7,...} e {2,5,8,...}, respectivamente, obteremos trés
familias disjuntas que formam uma partigio da familia original,

Usando a mesma idéia, podemos demonstrar a seguinte genceralizagio do Teorema 3.14:

Teorema 3.15 (Teorema da Partigdo Balanceada) Seja D = (V,E) um digrafo.
Seja L uma familia laminar de corles orientados e k um valor inleiro malor do que
0. Entdo ezxiste uma partigio de L em k famiias Lo, Lq,...,Le—1, tais que para cada

i€ Nep ecadae € E,
L)) o < 720

3.5 Particao de uma Familia de T-cortes

Na se¢ao anterior mostramos como as familias de cortes orientados podem ser particiona-
das em familias disjuntas. Nesta se¢do abordamos o problema de particionar uma familia
de T-cortes em grafos bipartidos. No capftulo seguinte utilizaremos estes resultados para
provar os Teoremas de Lovasz e de Seymour.

Ao contrario das familias de cortes orientados, existem familias laminares k-disjuntas
de T-cortes em grafos bipartidos que ndo podem ser particionadas em & familias disjun-
tas. Este é o caso do exemplo da figura 3.13. Entretanto, mostraremos que é possivel
transformar uma familia k-disjunta qualquer de T-cortes em uma familia k-disjunta que
pode ser particionada.

Seja um grafo bipartido e uma particdo do seu conjunto de vértices nos conjuntos V+
e V- de forma que toda aresta do grafo possui uma ponta.em V7' e a outra em V™.
Diremos que uma familia de cortes do grafo é vdlide quando ao orientarmos cada aresta
do grafo do vértice em V* para o vértice em V™, cada corte da familia se torna um corte
orientado do digrafo obtido. Veja a figura 3.12.

Mostramos adiante que sempre existe uma familia k-disjunta maxima de T-cortes que
é valida e laminar. Uma familia vélida de T-cortes corresponde a uma familia de cortes
orientados do digrafo obtido orientando-se as arestas de V* para V™. Assim, o Teorema
da Partigio da seqdo anterior implica que uma familia k-disjunta vélida e laminar de
T-cortes pode ser particionada em & familias disjuntas. Dai temos o seguinte teorema:
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Exemplos:

Figura 3.12: Uma familia de cortes que nfo ¢ valida e uma que é vélida. As setas que aparecem na
lustragao servem apenas para facilitar a compreensio, ja que o conceito se aplica a grafos néo orientados,

Figura 3.13: Uma familia 2-disjunta de T-cortes que nao pode ser particionada em duas familias
disjuntas. Qcorre que os cortes a, b e ¢ se intersectam mutuamente. Note que os cortes a e ¢ nido sdo
- validos.

Teorema 3.16 Em um grafo bipartido, qualquer famdia F k-disjunta de T-cortes cor-
responde a uma famiia de T-cortes de mesma cardinalidade, k-disjunta e que pode ser
particionada em k fomilias disjuntas.

Prova: Se a familia F néao for laminar, entao obtemos uma familia £ que é laminar e tal
que |£| = |F|. Pelo lema 3.17 sabemos que existe uma familia £’ k-disjunta de T-cortes

com {L'| > |£] que é valida e que, portanto, pode ser particionada em & familias disjuntas.
d

Lema 3.17 Seja B = (V, E) um grafo bipartido com biparticio (V*,V~). Seja T C V,
tal que |T'| seja par. Se L € uma familia laminar de T-cortes de B, entdo cziste uma
famdlia £’ de T-cortes de B que € vilida, laminar ¢ tal que |L'] > |L].

Prova:

1. Base da Indugio: Se todos os cortes da familia sdo triviais entdo a familia satisfaz
a propriedade desejada pois cada T-corte poderd ser definido por um vértice que é
ou uma fonte ou um sorvedouro do digrafo Dg obtido orientando-se as arestas do
grafo do conjunto V* para o conjunto V™.

2. Seja £ uma familia k-disjunta méaxima de T' que seja laminar®. Suponha que o
Teorema é verdadeiro para todo grafo com menos vértices do que B ou se existir
uma familia £’ laminar tal que |£’| > |£| e que possui mais cortes trivials do que L.

3 A existéncia das familias laminares foi discutida na segdo 3.3
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Figura 3.14: Exemplo da operagao do item 4 da demonstragio do lema 3.17.

3. Suponha que existe um T-corte d = §(v) em L que é trivial e tal que L{d) =
k. Seja Bg o grafo bipartido obtido a partir de B contraindo-se os vértices de
W = {v} U Adj(v) em um dnico vértice v'. Tome TV = T\W e acrescente v’ a T" se
|W N T| for impar. Pela hipétese da indugao, o grafo By possui uma familia £’ de

T'-cortes que é k-disjunta, laminar e valida e tal que [£'| > |£ — k- 6(v)| = |£] — k.
As seguintes propriedades sdo verdadeiras em relagio & familiaC = L' + k- §(v):

i. C é uma familia de T-cortes k-disjunta em B,
ii. C é valida, laminar e
iii. |C] > |L]-
Os itens 1 e ii sdo triviais. Q item 1ii é verdadeiro pois |C| = |L'| + &k = [L].

4. Seja X C V minimal tal que §(X) € £ e §(X) nao é trivial.

Seja A=VtNXNTeB=V-NXNT. Se necessirio, troque as definigées de A
e B de forma que |A| > |B| (lembre-se que X N T é impar). Seja

£+ = EUEA.I - 5(”) e
L7 = Tes, swec 1 6(v).
Tome L' = L — (L~ + 6(X)) + L*. Veja a figura 3.14.

i. |L'| > |£] porque [L| = |L| = (L7 + 1)+ |CH e |LH] = [L7]+ 1.

ii. £'ék-disjunta e laminar. Seja 8(v) € L*. Sejae:= {u,v} € §(v). See € §(X),
entdo pela defini¢io de L', é facil verificar que #./(e) = #c(¢). Suponha entdo
que e ¢ §{(X). Como L é laminar e X é minimal, os dnicos cortes de £ que
podem conter e 530 os cortes triviais §(u) € §(v). Se é(u) ¢ L entdo #o(e) < k
pois pelo item 3 sabemos que L£{6(v)) < k. Caso §(u) € £ entdo u € B e
portanto pela definigio de L', temos também que #¢/(e) < #c(e).

A laminaridade de £’ é uma conseqiiéncia direta da defini¢do de £'.
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Como o numero de cortes triviais de £’ é maior do que o de £, entdo a hipétese da
indugdo implica a existéncia da familia de cortes valida. O

Podemos ver esta demonstragdo como um algoritmo que transforma uma familia la-
minar qualquer em uma familia laminar que é valida. A demonstragao que apresentamos
acima ¢é similar & utilizada por Lovasz em [LP86].



Capitulo 4

Os Teoremas

Neste capitulo iremos apresentar os principais teoremas deste trabalho. Eles correspon-
dem a diversas igualdades minimax que relacionam familias de cortes com coberturas
minimas dos cortes do grafo. Mostraremos que apesar destes teoremas tratarem de obje-
tos distintos, podemos demonstra-los de forma semelhante. Para alcangar este objetivo
empregaremos os resultados sobre laminarizagido da se¢éo 3.3 e sobre parti¢do de familias
de cortes das se¢des 3.4 e 3.5.

Na secao 4.1 apresentamos o método do elemento essencial que permite provarmos
igualdades minimax que envolvemn familias disjuntas e coberturas em geral. Na secio 4.2
é apresentado o Teorema de Lucchesi-Younger e na secdo 4.3 os teoremas de Lovisz e de
Seymour.

A secdo 4.4 mostra uma generalizagdo do Teorema de Lucchesi- Younger que estabelece
uma igualdade minimax envolvendo as k-coberturas minimas dos cortes orientados, isto
" é, conjuntos de arestas que intersectam cada corte orientado em pelo menos k arestas.
Apresentaremos uma demonstragio original para esta igualdade que consiste na utilizagao
de técnicas que sio generalizagoes daquelas utilizadas nas demonstragoes dos teoremas das
segOes anteriores.

Na segio 4.5 abordamos o problema da existéncia de uma igualdade minimax que
envolva as k-coberturas dos T-cortes. Mostramos que se |T'| = 2, entdo podemos provar
um resultado andlogo ao Teorema de Edmonds-Giles. Apresentamos uma conjectura para.
o caso em que |T] = 4. '

Na secdo 4.6 apresentamos igualdades minimax para circuitos em grafos planares que
sao conseqiiéncias dos teoremas apresentados nas se¢oes 4.2, 4.3 e 4.4, respectivamente.

4.1 O Método do Elemento Essencial

Vamos temporariamente deixar os grafos e os digrafos de lado e trabalhar em um contexto
um pouco mais geral.,

32
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Seja E um conjunto finito qualquer. Seja 7 C 2F tal que F,, F; € Fe F. C F;
implicam que 7 = j. Chamaremos uma familia de subconjuntos com esta propriedade
de colegdo bdsica. Dizemos que um conjunto t € E € uma cobertura de F se para todo
de F,tNd # 9. Seja v(F) a cardinalidade maxima de uma familia disjunta de elementos
de F e 7(F) a cardinalidade de uma cobertura minima de F. Ao longo deste capitulo
usaremos freqlientemente esta notagdo e quando a familia F estiver claramente definida,
pelo contexto, usaremos simplesmente os simbolos v e 7.

Um fato trivial é que v(F) < r{F), pois se F contém k conjuntos disjuntos, uma
cobertura de F deve conter pelo menos k elementos.

Exemplo: Todos os exemplos dados no capitulo 2.1 podem ser vistos sob esta dtica.
Em particular, o Teorema de Menger afirma que se F é o conjunto de arestas de um grafo
conexo e F C 2% é a colegio de todos os caminhos que ligam s a £, entdo v(F) = 7(F).
Note que as coberturas minimais de todos os caminhos entre s e ¢ sdo exatamente os
- cortes minimais que separam 3 de t. O dual desse Teorema diz que se D ¢ o conjunto de
todos os cortes que separam s de ¢, entdo ¥(D) = 7(D).

Passaremos agora a descrever um método para provarmos a igualdade v(F) = 7(F).
Seja E' C E. Definiremos v(F, E') como sendo a cardinalidade mixima de uma familia
disjunta de elementos de F contidos em E' e 7(F, E’) é a cardinalidade minima de uma
cobertura dos elementos de F contidos em E’. Note que v(F) = v(F,E) e 7(F) =
7(F, E). Resumindo: '

v(F,E') = max{|F|: F CFn2¥, F disjunta };

(F,E) =min{[t|: t C E'e ( Fe Fn2F = Fnt+M}

O método do elemento essencial € um melo de demonstrarmos que »(F) = v(F). Ele
consiste em uma induc¢io sobre a cardinalidade do conjunto E’ que é efetuado retirando-
se um elemento essencial do conjunto E'. A seguir definimos o conceito de elemento
essencial.

Um elemento ¢ de E' é essencial em relagdo a um par (F, E’) se ele é usado por todas
as familias disjuntas méximas de F N 2F, isto é, v(F, E'\{z}) < v(F, E').

Teorema 4.1 Se, para todo E" C E' tal que v(F,E") > 0, o par (F, E") possui um
elemento essencial, entio v(F,E') = 7(F, E').

Prova: Se E' = { entdo v(F,E') = v(F,E') = 0. Suponha por hipétese de indugio
que v(F, E"} = 7(F, E") para todo E” tal que |E”| < |E’|. Por hipdtese, (¥, E') possui
um elemento essencial ¢ € E'. Pela hipétese da indugao, »(F, E'\{e}) = 7(F, E"\{e})
e portanto existe um conjunto ¢’ C E'\{e} com |t'| = v(F, E'\{e}) que cobre todos os
conjuntos de F que estdo contidos em E'\{e}. Entéo t := #' U {e} cobre F N 2% ¢
lt| = |t} + 1 = »(F, EN\{e}) + 1 < v(F, E'), donde |t| < v(F,E’). Mas a desigualdade
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T(F, E') =2 v(F, E') é trivialmente valida, porque para cobrirmos uma familia disjunta de
cardinalidade k precisa-se de pelo menos & elementos. Isso implica que ¢ é uma cobertura
minima e que 7{F, E') = v(F, E’) como querfamos demonstrar. O.

Em geral a reciproca deste Teorema nio é verdadeira. Tome F = {1,2,3,4,5,6,7},
F={1,2,3},{3,4,5},{2,5,6},{1,4,7},{1,4,6},{2,5,7}. Este exernplo corresponde aos
cortes impares de um K, com uma das arcstas subdivididas por um vértice. O conjunto
{1,5} é uma cobertura minima de F e os conjuntos {1,4,7} e {2,5,6} sdo dois conjuntos
disjuntos, de forma que v(F, E) = 7(F, E). Se tomarmos o conjunto E' := {1,2,3,4,5,6},
podemos verificar que v(F, E') = 1 < 7(F, E'}) = 2 e que E' de fato ndo possui nenhum
elemento essencial.

Apesar do exemplo que acabamos de mostrar, se v(F,E") = 7(F,E) > 0, entao
existe um elemento essencial em F’. Qualquer aresta contida em uma cobertura minima
de F N 2% & essencial. Se ¢ é uma cobertura minima de F N2F e e € ¢, entdo t\{e} cobre
todos os conjuntos que nao usam e. Assim, v(F,E') = 7{(F,E) = 7(F,E'\{e}) + 1 >
v(F, E"\{e}). Logo v(F, E'\{e}) < v{F, E') e portanto ¢ ¢ um elemento essencial.

O Caso Ponderado

As igualdades minimax relacionadas com familias disjuntas maximas e coberturas
minimas de colegbes basicas podem ser generalizadas para casos ponderados. Seja
c: E = NeF C 28 Dizemos que F é c-disjunta se cada elemento e € F é usado
no maximo c{e) vezes pela familia. Podemos interpretar ¢(e) como sendo a capacidade do
elemento e. O walor ¢(t) de uma cobertura ¢ de F é definido como §..¢; c(e). Neste caso
é interessante interpretar o valor c¢(e) como sendo o custo de usarmos o elemento e.

Denotaremos por v.(F) o tamanho de uma familia c-disjunta méaxima de conjuntos de
F. Por 1.(F) denotaremos o valor de uma cobertura de F de valor minimo.

Seja uma familia F e uma fungdo ¢ : £ — N. Um elemento = € E é essencial
em relagdo ao par (F,c) se c(z) > 0 e ele é usado ¢(x) vezes por todas as familias c-
disjuntas méximas. Assim, se ¢ € £ é um elemento essencial, entdo v.(F) > vo(F), onde
cdle) =cle) se e # z e d(z) = ¢(z) — 1.

Usando o mesmo raciocinio indutivo utilizado na prova do Teorema do Elemento
Essencial, podemos mostrar que v (F) = 7(F) sempre que existir um elemento essencial
para cada par (F,c), onde ¢': E — N é tal que ¢(E) < ¢(E).

Na secio 4.4 teremos a oportunidade de apresentar um exemplo deste método.
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4.2 O Teorema de Lucchesi-Yoilnger

Nesta seqao estudaremos o Teorema de Lucchesi-Younger. Este Teorema foi demonstrado
originalmente por Claudio L. Lucchesi ¢ Daniel H. Younger no inicio dos anos setenta
[Luc76, LY78]. O Teorema é uma igualdade minimax que relaciona a cardinalidade de
familias disjuntas de cortes orientados com a cardinalidade de coberturas minimas dos
cortes orientados de um digrafo. Este problema, portanto, se enquadra no modelo de pro-
blemas apresentados até aqui e em particular ao modelo de colegdes bésicas apresentado
na segio anterior, aonde o Método do Elemento Essencial foi apresentado. A demons-
tragdo que apresentamos ¢ baseada em [LY78]. L. Lovasz [Lov78] apresenta outra prova
para o Teorema. O enunciado da igualdade minimax é o seguinte:

Teorema 4.2 {Lucchesi-Younger) Em um digrafo, uma cobertura minime dos cortes
orientados tem a mesma cardinalidade de uma familia disjunta mdzima de cortes orien-
tados.

Em termos de colegbes basicas, o Teorema afirma que se D = (V, E) é um digrafo
qualquer e F é o seu conjunto de cortes orientados, entdo v(F) = 7(F). Se mostrarmos
que qualquer conjunto E' C E tal que v(F,E’) > 0 contém um elemento (ou aresta)
essencial em relagao a F, entao o Teorema do Elemento Essencial implicara a igualdade
desejada. Utilizando o Teorema da Partigdo, apresentado na segdo 3.4, provaremos que de
fato esta aresta essencial sempre existe. Na verdade provaremos que todo corte orientado
contido em E’ contém pelo menos uma aresta essencial.

O Teorema da Parti¢ao afirma que uma familia k-disjunta e laminar de cortes orienta-
dos pode ser particionada em k familias disjuntas. Uma conseqgiiéncia fundamental deste
Teorema é o seguinte lema:

Lema 4.3 A cardinalidade de uma familiec k-disjunta mdzima {vx) de corles orientados
é igual a k vezes a cardinalidade de uma familia disjunta mdzima de cortes orientados

(k-v).

Prova: A desigualdade vi > k- v € trivial pois dada uma familia disjunta F de cortes
orientados, a familia k - F ¢ k-disjunta e sua cardinalidade é & - |F|. Por outro lado, se £
é uma famfilia k-disjunta de cortes orientados, entdo podemos obter uma familia laminar
L' tal que [£'| = [£]. O Teorema da Partigio afirma que £’ pode ser particionada em &
familias disjuntas tais que a soma de suas cardinalidades é igual & cardinalidade de L'.
Assim, o tamanho da maior destas familias sera maior do que ou igual a I%L e portanto
k- v _>_ V. O

Os cortes orientados contidos em F N 28 sdo os cortes orientados do digrafo obtido a
partir de D contraindo-se as arestas de F\E’. Assim, podemos estender o lema acima e
afirmar que vi(F, E') = k- v(F, E') para todo E' C E.
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Teorema 4.4 Se F ¢ @ colegdo de cortes orientados de um digrafo e E' C E € tal que
v(F,E") > 0, entdo E' contém uma aresta essencial.

Prova: Seja d um corte orientado, d € F, tal que d C E'. A existéncia de d ¢
garantida pela hipdtese de que v(F, E') > 0. Vamos provar que pelo menos uma das
arestas de d ¢ essencial em relagio ao par (F, ££). |

Seja k = |d| e d = {e1,...,er}. Suponha por absurdo que d ndo contém uma arcsta
essencial. Assim, para cada aresta e; € d, existe uma familia disjunta F; de cortes
orientados contidos em E'\e; tal que |Fi| = v(F, E').

Seja £ = (TX, Fi) + 1.d. A familia £ ¢ k-disjunta, pois cada familia £; ¢ disjunta e
as arestas do corte d sdo usadas no maximo em k — 1 destas familias,

Por definigao, a cardinalidade de £ & k-»(F, E')+1. Mas isso implica que v {F, £') >
k- v(F,E"), o que é uma contradigdo. O

Com esse tltimo resultado, acabamos de provar o Teorema de Lucchesi-Younger. B
natural perguntarmos se o Teorema 4.2 pode ser generalizado a uma versio ponderada.
A resposta ¢é afirmativa e resulta no seguinte teoremas |

Teorema 4.5 (Lucchesi-Younger — versdo ponderada) Seja D = (V, E) um digrafo
e ¢: E — N uma fungdo. Entdo o tamanho de uma familia c-disjunia de cortes
orientados ¢ igual ao valor minimo de uma cobertura dos cortes orientados.

Este teorema pode ser demonstrado utilizando-se a versio ponderada do método da
aresta essencial. Ndo apresentaremos esta demonstragio por duas razdes. Em primeiro
lugar, o Teorema 4.5 é um caso particular do Teorema de Edmonds-Giles que provaremos
na sec¢ao 4.4 e além disso porque podemos considera-lo como um coroldrio do Teorema 4.2.
Podemos associar a um digrafo D = (V| E) com ponderagio ¢: £ — N um digrafo ndo
ponderado D' = (V’, E') onde V' contém V ¢ para cada aresta (u,v) € F, associamos um
caminho orientado comegando em u e terminando em v com comprimento c{e). Assim,
uma familia c-disjunta de cortes orientados de I corresponde a uma familia disjunta
de cortes orientados em D’ e vice-versa. Além disso, cada cobertura de valor & em D
corresponde a uma cobertura de cardinalidade £ em D'. Aplicando-se o Teorema 4.2 a
DY, obtemos a igualdade desejada para o digrafo D e a fungao c.

4.3 Os Teoremas de Lovasz e Seymour

Os Teoremas de Lovasz e de Seymour possuem enunciados bastante semelhantes ao do
Teorema de Lucchesi-Younger. Eles também comparam a cardinalidade de uma familia
maxima de cortes com a de uma cobertura minima. Entretanto, ao invés de cortes orien-
tados, estes resultados tratam de T-cortes. Mostraremos que o método da aresta essencial
também é eficaz neste contexto. O enunciado do Teorema de Lovasz € o seguinte:
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Teorema 4.6 (Lovdsz) Seja G = (V, E) um grafo conezo e T G V tal que |T seja par.
Fntdo, a cardinalidade de uma familia mdzima 2-disjunta de T'-cortes € igual ao dobro da
cardinalidade de uma cobertura minima dos T-corles, isto é, 13 =2 - 1.

Lembre-se que como os T-cortes generalizam os cortes impares, o teorema enunciado
acima implica que a cardinalidade de uma familia maxima 2-disjunta de cortes impares é
igual ao dobro da cardinalidade de uma cobertura minima dos cortes impares.

Uma diferenga importante deste teorema para os demais vistos até aqui é a necessi-
dade de trabalharmos com familias 2-disjuntas de cortes ao invés de familias disjuntas. A
questdo ¢ que existem grafos para os quais a igualdade minimax ndo ocorre ao comparar-
mos familias disjuntas maximas com T'-jungbes minimas. Este é o caso do grafo completo
de quatro vértices (K,) e do grafo de Petersen, ambos com T' = V. No primeiro caso
v=1e7=2enosegundo v =4 e 7 = 5. Veja a figura 4.1.

Figura 4.1: K4 e o Grafo de Petersen: exemplos de grafos cujas T-junces minimas sdo estritamente
maiores do que as familias disjuntas méaximas de T-cortes.

No caso dos grafos bipartidos a igualdade é vilida para familias disjuntas, resultado
provado originalmente por Seymour em [Sey81]. O enunciado desta ignaldade é o seguinte:

Teorema 4.7 (Seymour ~ grafos bipartidos} Seja G = (V, E) um grafo bipartido co-
nezo e T C V tal que |T'| seja par. Entdo, a cardinalidade de uma famdia disjunta mdazima
de T-cortes € igual ¢ cardinalidade de uma cobertura minima dos T -cortes.

Mostraremos inicialmente que o Teorema de Seymour implica o Teorema de Lovasz.
Dado um grafo G = (V, E), definimos o grafo bipartido By como sendo o grafo obtido a
partir de (7 através da subdivisdo de cada uma de suas arestas por um vértice. Daqui em
diante, v,(G) denota o tamanho de uma familia £-disjunta méaxima de T-cortes de G.

Lema 4.8 Dado um grafo G = (V,E) e T C V tal que [T| seja par, entdo vy (G) =
L!k(BG).
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Prova: Dada uma aresta e € E, seja v, o vértice de Bg que subdividiu e. Cada familia
2k-disjunta de T-cortes de G corresponde a uma familia k£ disjunta de Bg com a mesma
cardinalidade, pois podemos associar aos cortes que utilizam uma dada aresta e = {u,v}
cortes em Bg tais que metade deles use a aresta {u,v.} ¢ a outra metade use {v,,v}.
Logo, V};(Bg) 2 Uzk(G).

Por outro lado, se F é uma familia k-disjunta de T-corles de By, podecmos associa-la
a uma familia 2k-disjunta de G. Se e := {u,v} € E, entdo o nimero de cortes de F que
possuem u e v em margens opostas é de no maximo 2k, pois cada um destes cortes deve
conter a aresta {u,v.} ou a aresta {v.,v}. Portanto, para cada corte 6(X) € F, podemos
associar o corte §( XMV} de G e teremos desta forma uma familia 2k-disjunta de 1"-cortes.
Logo va(G) 2 wk(Bg). O

Além da relagao estabelecida pelo lema acima, é claro que 7(Bg) = 2 - 7(G). Assim,
como o Teorema de Seymour implica que ¥(Bg) = (Bg), temos que 12(G) = v(Bg) =
7(Bg) = 2+ 7(G), o que implica o Teorema de Lovdsz. Adiante provaremos que no case
dos grafos bipartidos temos que v4(G) = k- v(G). Entretanto, este resultado néo serd
suficiente para provarmos o Teorema de Seymour da mesma forma como provamos o
Teorema de Lucchesi-Younger. A razdo disso € que a contragdo de arestas de um grafo
bipartido pode resultar em um grafo que ndo € bipartido. Assim, se pretendemos encontrar
uma demonstragio analoga & utilizada na secdo anterior, devemos aplicd-la ao Teorema
de Lovasz.

No caso dos grafos orientados, mostramos que vy = k - v. Apesar desta igualdade nao
ser verdadeira no caso dos T-cortes, podemos mostrar um resultado andlogo que afirma
que g == k- /2. Este resultado serd provado adiante e corresponde ao lema 4.11. Abaixo
mostramos como este lema pode ser utilizado para que o Teorema de Lovisz seja provado
de forma analoga ao Teorema de Lucchesi-Younger. Utilizaremos também o lema 4.10,
cuja demonstracao igualmente sera adiada, que afirma que toda familia 2-disjunta maxima
de T-cortes tem cardinalidade par.

Prova do Teorema de Lovasz

Seja G = (V, E) um grafo conexo e T' C V tal que [T seja par. Seja F o conjunto de
todos os T-cortes de G. Seja B C E tal que »(F, E') > 0, isto é, existe pelo menos um
T-corte de G contido em E'.

Assim como no Teorema 4.2, vamos mostrar que cada 7-corte contido em E’ contém
uma aresta essencial em relacio as familias 2-disjuntas de T-cortes, isto €, que existe
uma aresta e € E' tal que (G, E') > v3(G, E'\¢). O lema 4.10 implica que se e é uma
aresta essencial, entdo v2(G, E') > 1,(G, F'\e) +2. Supondo por indugio que v,(G, E”) =
2-7(G, E") para todo E” C F', temos que »2(G, E') 2 »(G, E'\e) +2 = (pela h.i.) 2-
(G, E'\e)+22>2-(r(G,E')—1) +2 =2 7(G, E’). Concluimos assim que v3(G, E) >
2-7(G, E"). Como 13(G,E') < 2-7(G, E') é trivial, provamos a igualdade v,(G, E’)
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2 - 7(G,E’). Passamos agora a provar que todo conjunto E’ C E possui uma aresta
essencial.

Teorema 4.9 Se F € a cole¢io de T-cortes de um grafo e E' C E € tal que v(F, E') > 0,
entdo E' contém uma aresta essencial,

Prova: Seja d = {e1,...,e;} um T-corte de G tal que d € £’. Suponha por
absurdo que d nio contém nenhuma aresta essencial. Entdo, para cada : de 1 até &
existe uma familia 2-disjunta £; contida em E"\{e;} tal que |£;| = »a(F, E'). Seja L' =
(TF, L) +24d.

Como L’ é 2k-disjunta e, por definigio, |L'| = k-13(F, E')+2, tem-se que v, (F, E') >
k- vo(F, E'). Isto contradiz o lema 4.11, que provaremos adiante. O

Resta-nos provar os lemas 4.10 ¢ 4.11. Comecemos peio mais simples.
Lema 4.10 Toda familia 2-disjunta mdzima de T-cortes tem cardinalidade par.

Prova: Seja G = (V, E) um grafo e T C V tal que |T| é par. Seja € uma familia 2-
disjunta de T-cortes de G formada pelos cortes §(Xy),8(X1}),...,8(X3,). Vamos mostrar
que & possivel acrescentar um novo T'-corte a essa familia e manté-la 2-disjunta.

Seja. X = @?;0 X,'.

1. |X N T| éimpar.

|X; N T| é impar para cada ¢,0 < i < 2r. Portanto, 317, |X: N T| também é fmpar.
Mas,

2r 2r

L IXin T =35 {v}n Xif.

=0 veT i=0

Existe portanto um mimero {mpar de vértices em T para os quais ¥ og [{v} N X:| €
impar. Por definicio X contém exatamente esses vértices.

2. €+ 6(X) é 2-disjunta.
J4 vimos que §(X' @ X") = 6§(X') ® 6(X")!. Portanto, §(X) = @, §(X;). Logo

§(X) contém exatamente as arestas que estio contidas em apenas um dos cortes da
familia C. Isso mostra que C + 6(X) ¢ 2-disjunta. '

|
Provaremos agora que vq = k - 1. Mostraremos que este resultado decorre do lema
4.12 que afirma que nos grafos bipartidos vx = k- ».

- Veja a segdo 1.1,
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Lema 4.11 A cerdinalidade de uma familia 2k-disjunta mdrima de T-cortes € igual a k
vezes a cardinalidade de uma familia 2-disjunta mdzima de T-cortes, ou seja, vy, = k- 1.

Prova: Pelo lema 4.12 que provaremos em seguida, temos que v{Bg) = k - v{Bg).
Portanto, vax(G) = vk(Be) = k- v(Bg) = k - 1,(G). Note que o lema 4.8 foi utilizado na
primeira e na ltima igualdade. O

Para concluir a demonstracao do Teorema de Lovasz resta provar que nos grafos bi-
partidos v, = k- v.

Lema 4.12 Se B ¢ um grafo bipartido, entio vi(B) = k- v( D).

Prova: O Teorema 3.16 da segio anterior mostrou que sempre existe uma familia
k-disjunta maxima de T-cortes que pode ser particionada em k familias disjuntas. A
maior familia desta particio tem cardinalidade maior do que ou igual a I%L € portanto
k- v(B) 2 vi(B). A outra desigualdade ¢ trivial e portanto o lema esta provado. O

O Teorema de Seymour segue agora como um coroldrio do Teorema de Lovasz. Dado
um grafo bipartido B, temos que »p{B) = 2. 7(B). Mas pelo lema acima temos que
v3(B) =2 v(B) e portanto v(B) = 7(B).

Versdo ponderada para os Teoremas de Lovasz e Seymour

Assim como fizemos com o Teorema de Lucchesi-Younger, podemos também formular
versGes ponderadas para os Teoremas de Lovasz e de Seymour. Os comentarios que
fizemos sobre aquela versdo também sdo validos neste contexto. A versio ponderada para
o Teorema de Lovdsz tem o seguinte enunciado:

Teorema 4.13 Seja G = (V, E) um grafo, T C V, tal que |T'| é par e c: E — N uma
fungdo. Entdo o tamanho de wma familia 2- e-disjunte de T-cortes de G € igual ao dobro
do valor de uma cobertura de valor minimo dos T-cortes de G.

Sempre que todos os circuitos do grafo tiverem valor par em relagdo a fungdo ¢, caso
em que o grafo é dito c-bipartido, a igualdade é valida sem a necessidade de dobrarmos
a capacidade de cada aresta. Isso ocorre pois quando substituimos cada aresta do grafo
por um caminho de tamanho igual a capacidade de cada aresta, obtemos um grafo que €
bipartido.

Grafos para os quals 7 = v

~ J& vimos que os grafos bipartidos sdo, em certo sentido, especiais com relagio aos
problemas tratados nesta secio. Para eles a igualdade minimax é vélida sem que seja
necessario permitirmos que cada aresta seja utilizada duas vezes. Perguntamos: para
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quais grafos esta igualdade € valida? Infelizmente ndo se conhece uma boa caracterizagdo
para estes grafos.

Sempre que |T| = 2 a igualdade é valida. Neste caso, os T-cortes coincidem com
os cortes que separam os dois vértices de T e as T-jungdes minimais séo exatamente os
caminhos entre os dois vértices. Como vimos na secdo 2.1, o tamanho de um caminho
minimo entre dois vértices é igual ao nimero méaximo de cortes disjuntos quc 08 separam.

Uma outra situagio em que a igualdade é valida ocorre quando consideramos os gralos
série-paralelos. Esta classe de grafos é independente da classe dos grafos bipartidos, isto
é, nenhuma delas estd contida na outra. Esta classe € formada pelos grafos que podem
ser obtidos a partir do K, através das seguintes operagoes: acrescentar novas copias de
arestas ja existentes e subdividir uma aresta através da adigio de um vértice. Temos
entéo o seguinte teorema [LP86]:

Teorema 4.14 (Seymour) Seja G = (V, E) um grafo série-paralelo e T C V, |T| par.
Entao a cardinalidade de uma familia mdzima disjunta de T'-cortes € igual & cardinalidade
de uma cobertura minima dos T'-cortes.

0

P. D. Seymour também provou, em [Sey81], a seguinte caracterizagio para os grafos
nos quais vale a igualdade 7 = v, que se aplica ao caso em que |T| = 4.

Teorema 4.15 Seja G = (V, E) um grafo e T = {vi,vs,v3,v4} C V. Entde 7 = v se
e somente se pelo menos uma das seguintes condigdes for vdlida. Denotaremos por d;; a
distdncia entre os vértices v; € v;:

i digtdag> 7,
i, diz +dag > 7,
. dig+daa > T ou
w. dyp + daz + dis € par.

Antes de demonstrarmos o teorema, temos algumas observacoes a fazer. A primeira
é que dy3 + dag > 7, pois do contririo pederfamos tomar a diferenga simétrica entre dois
caminhos minimos entre vy e v, e entre va e vy, respectivamente, e obter uma T-jungao
de cardinalidade menor do que 7. A mesma observagio se aplica aos itens 11 e iii.

Outra observagdo diz respeito a aparente assimetria que o item iv apresenta. O que
ocorre é que sempre que os itens i, ii e iii sdo falsos entdo a paridade de di; + d;x + dix € a
mesmma para quaisquer ¢, j ¢ k¥ C {1,2, 3,4} distintos. Suponha que dig +dss = di3+day =
dia + dzz = 7. Mostraremos que dy; + dgz + dia € daz + d3q + das tém a mesma paridade.
Como o termo dq3 € comum aos dois somatdrios, basta mostrarmos que diz+ di3 e dag + dag
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tém a mesma paridade. Dois mimeros tém a mesma paridade se e somente se sua soma é
par. Assim, basta provarmos que dip + dia + dayg + dag é par. De fato, por hipdtese, esta
soma vale 27.

Considere uma familia C disjunta maxima de T-cortes. Cada T-corte de G pode
ser definido como §(X) para algum X C V tal que [ X NT| = L. Assim, scja C(v;) a
familia de cortes de C que tém v; como o dnico vértice de 1' em uma de suas margens.
Seja c(v;) = |C(wi)]. B claro que {C(v;) : 1 < i < 4} é uma partigio de C ¢ portanto

ticlv) = |Cl = v. Podemos supor que C ¢ laminar. Na verdade, sem perda de
generalidade, podemos supor que para cada v; em T,

C(v) == {8(Adji(v)) : 0 < i < ¢[v)}, onde Adji(v):= {u € V : d(v,u) < i}.

Exemplo:

o C)
Dados doi; vértices distintos v; e v; de T', a disjungdo de C implica que
c(ve) + c(v;) < dij.
A demonstragio que segue é a mesma apresentada em [Sey81].

Demonstracao do Teorema 4.15

Para provar a necessidade da condigao, suponhamos que vale a igualdade minimax e
que 1, ii e iii sdo todas falsas. Vamos provar a validade de iv. Assim, vamos supor que
|C] =T7T= du - d34 = dlg + d24 = d14_ 4 dzg € provar que dm + d23 + d13 é Par. De fato,
7 = diz +das > c(vy) +¢(v2) + c(va) + ¢(va) = |C} = 7. Logo di2 = ¢(v1) + c(v2). Podemos
mostrar da mesma maneira que daz = c{vy) + c(v3) e diz = ¢(v1) + ¢(v3). Somando-se
estas igualdades temos que dig + dga + diz = 2 - (c{v1) + ¢(v2) + ¢(v3)) que é par.

Passaremos agora a provar a suficiéncia da condigao. Suporemos entao que pelo menos
uma das quatro condigdes é valida e provaremos que v = 7.

Seja C uma familia disjunta méxima de T-cortes laminar.
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Seja o grafo H = (T, Ex), onde Eg = {{vi,v;} : ¢{vi) + c(v;) = di;, 1 #3}. O grafo
H nio contém vértices isolados, pois se v; for isolado em H entio podemos acrescentar
bc(Adje(v)(vi)) a €, uma contradigio.

Vamos considerar inicialmente o caso em que o grafo H tem um par de arestas que
nio se intersectam. Suponhamos, por exemplo, que {v1,v2} € By ¢ que {va,v‘;}. e Ey.
Assim, c(v1) + c(v2) = diz € c(v3) + ¢(v4) = d34. Somando-se as duas igualdades Lemos
que |C] = dy3 + daq > 7, 0 que implica a igualdade minimax.

Podemos entio supor que H ndo tem um par de arestas que nio se intersectam. Logo
H é isomorfo ao grafo representado abaixo:

Sem perda de generalidade, suporemos que vy é o vértice de grau 3 em H.

Vamos considerar agora o caso em que ¢(vq) = 0. Tomando-se a diferenga simétrica dos
trés caminhos minimos em G de v4 a cada um dos outros trés vértices, temos obviamente
uma T-jungio em G. Assim, dyy + dog -+ d3s > 7. Logo, |C| = c(v1) + e(va) + ¢{va) =
dig + dzq + d3g > T, 0 que implica a igualdade.

Podemos entdo supor que c(vy) > 0. Seja C' :=C + §( Adje(u){(v1)) + 8(Adje(uyy(va)) —
§(Adjegor)—3(v4))-

Seja ¢’ a fungio andloga a ¢ para a familia C'. Portanto,
¢(v) = c{vy) + 15
d(va) = c(vg) + 1;
¢'(vs) = ¢{vs);
{vg) = ¢(vg) — 1.

Como |C'| = |C] + 1, entdo C’ ndo é uma familia disjunta. Podemos concluir que
d(v1) + ' (vz) > dy, isto &, c{vy) + ¢(v2) = diz — 1. Mas como {vy,v2} ¢ Ex, entio

0(1)1) + C(Uz) = dlz - 1.
Analogamente podemos provar que

c(ve} + c(vs) = dpz — 1
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e que
c(v1) + c(va) = dha — 1.

Se a condigio i for verdadeira, isto €, diz + das > 7, entdo da primeira das trés
igualdades acima temos que

IC] = C(Ul) + C('Ui) + C(U;;) + C(U4) = dlz — 14 d34 2 T,

o que implica a igualdade minimax.

Analogamente, se a condigao ii ou iii forem verdadeiras entdo pode-se mostrar a igual-
dade de forma analoga. .

Finalmente, suponhamos que as trés condigbes i, ii € iil sdo falsas. Nas observacoes
iniciais notamos que as somas das distincias envolvendo quaisquer trés dos quatro vértices
de T' tém a mesma paridade. Somando-se as trés igualdades que obtivemos temos

2(c(v1) + c(v2) + ¢(v3)) = diz + daa + diz — 3,

0 que mostra que iv também ¢ falsa, uma contradi¢io. O

4.4 O Teorema de Edmonds-Giles

Como vimos na se¢io 4.2, o Teorema de Lucchesi-Younger estabelece uma igualdade mi-
nimax envolvendo as coberturas dos cortes orientados de um digrafo. Alguns anos apds
a descoberta daquela igualdade, J. Edmonds e R. Giles provaram uma outra igualdade
que generaliza a primeira e que envolve as k-coberturas dos cortes orientados, isto €, con-
juntos de arestas que intersectam cada corte orientado em pelo menos k arestas. Abaixo
enunciamos uma primeira versio deste teorema.

Teorema 4.16 (Edmonds-Giles) Seja D = (V,E) um digrafo e um inteiro k > 1
e menor do que ou itgual ao tamanho de um corte orientado minimo de D. FEntdo, a
cardinalidade de uma k-cobertura minima dos cortes orientados de D ¢ igual ao mdzimo,
sobre todas as familias C de cortes orientados, da ezpressio:

k-1C| = > max{0, #c(e) — 1}
ec B
Esta expressao é bem menos complexa do que parece. Dada uma familia de cortes
orientados, o seu valor é dado multiplicando o tamanho da familia por k e subtraindo o
nimero de vezes que cada aresta foi usada pela familia menos 1, sempre que esse valor
for positivo. Assim, para arestas usadas 0 ou 1 vezes pela familia, ndo subtraimos nada.
J& uma aresta usada 2 vezes corresponde a um decréscimo de 1, e assim por diante.
Como mostra o exemplo (a) da figura 4.2, ndo seria suficiente comparar o tamanho das
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k-coberturas com o valor igual a k vezes o tamanho de uma familia disjunta. Para k = 2,
o valor maximo que conseguimos para 2 vezes o tamanho de uma familia disjunta é 2,
enquanto que uma cobertura minima tem tamanho 3. Porém, ao considerarmos a familia
representada na figura pelas linhas tracejadas que usa uma das arestas duas vezes, obtemos
para a expressao k - |C| — Yo.ep max{0,Fc(e} —1} ovalor2-2 — 1 = 3.

Figura 4.2: Um digrafo para o qual é necessario que uma familia de cortes orientados utilize uma aresta
mais de uma vez para que a igualdade do Teorema 4.16 acontega, para k = 2.

O Teorema 4.16 possui uma versdo analoga para o caso de digrafos ponderados. Este
resultado serd demonstrado com uma adaptagio da versdo ponderada do método da aresta
essencial e utilizard também o Teorema da Partigio Balanceada da secdo 3.4.

Dado um digrafo D = (V,E), uma fungio ¢ : £ — N e uma familia de cortes
crientados de D, denotaremos por v.{C, D) o valor da expressio

k-1C] = 3_ max{0, #c(e) — c{e)}
ecl
e por v(D) denotaremos o maximo valor que a expressdo acima atinge.

Note como o valor da expressio do Teorema 4.16 corresponde ao valor de v (C, D)
quando a fun¢do ¢ 6 igual a 1 para todas as arestas. Os valores das duas expressoes sao
realmente andlogos. Para calcular o valor de v,(C, D) devemos tomar o valor de k- |C} e
subtrair o nimero de vezes que cada aresta foi utilizada além da sua “capacidade” c(e).
Denotaremos por 7.(D) o valor de uma k-cobertura dos cortes orientados de I cujo valor
¢ minimo .

Para simplificar a notagéo, omitiremos a letra D em v.(C, D). Faremos o mesmo para
v(D) e 7(D), que serdo representados apenas por v, e 7. respectivamente.

Teorema 4.17 (Edmonds-Giles) Sejo um digrafo D = (V, E), uma fungaoc: E— N
e um inteiro k > 1 menor do que ou igual ao tamanho de um corte orientado minimo de
D. Entao,

Te = V.
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Demonstragao da desigualdade trivial

Primeiramente mostraremos a desigualdade trivial 7. > v.. Seja t uma k-cobertura
dos cortes orientados de D. Seja ¢ uma familia de cortes orientados de D. Entio

CkelCl S AN =3 d#ele) = 3 cle) + D _[H#c(e) — cle)] <

deC et et eEL

< cft) + 3 max{0, #c(e) — {e)) < o(t) + 3 max{0, fhe(s) - ofs))

eEl eeE
Logo,
c(t) 2 k-|C| - %:Emax{o,#c(e) — c(e)}.

Como a k-cobertura ¢ e a familia C sdo arbitrarias, tem-se que a desigualdade vale para
uma cobertura de valor minimo e para uma familia que maximiza »,. Portante . > v..
D

Nosso objetivo daqui em diante ¢ mostrar a existéncia de uma k-cobertura cujo tama-
nho € igual a v, e portanto minima e que mostra que 7, = v,.

Também utilizaremos o método da aresta essencial, porém devidamente adaptado a
este contexto. Diremos que uma aresta e com custo ¢(e) > 0 € essencial em relagao a D
e a uma fungdo ¢ : £ — N se v.(D) > vy(D), onde c'{e) = c(e) — 1 e ¢(¢’) = ¢(¢’) para
toda aresta e’ # e. Se uma aresta é essencial entdo ela é utilizada c(e) vezes ou mais por
todas as familias de cortes que maximizam »,.

A justificativa para esta defini¢do de aresta essencial é a seguinte. Sejac: F — N
uma fun¢io. Suponha que e € uma aresta essencial e que por hipdtese de indugao 7o < v
para toda fungio ¢’ : E —+ N tal que ¢'{F) < ¢(E). Seja c.: I — N a fungdo cujo valor
ce(e) = c(e) — 1 e ce(€') = c(e’) para toda aresta e’ # e. Pela hipdtese da indugao, existe
uma k-cobertura 2, tal que c.(t,) < v... Mas c(te) € 1+ ¢.(te) <14 v, e como e é
essencial, isto é, v,, < v, entdo I + v, < v.. Logo ¢(t.) < v, e portanto 7. < v, como
queriamos provar. Para base desta indugdo, podemos usar o caso em que ¥, = 0. Nesta
situagdo, cada corte orientado (se existir algum) necessariamente possui pelo menos &
arestas com custo 0. Portanto existe uma k-cobertura de custo 0 e a igualdade se verifica.

Resta-nos provar que todo o digrafo D = (V, E) e toda a funcio ¢ : E — N, tal que
vo(D) > 0, possuem uma aresta que € essencial,

Seja Eq = {e € E : c(e) = 0}. Supondo que v.(D) > 0, entdo existe um corte
orientado d tal que |d N Fp| < k. Vamos mostrar que d contém um aresta essencial.

Seja d»o = d\Eo = {e1,...,€,}, onde r = |dsg|. Como |d] > k temos que dyq 3£ 0.
Vamos mostrar que dsp contém uma aresta essencial em relagéo a D e a fungdo ¢. Suponha
por redugdo ao absurdo que d,q ndo contém nenhuma aresta essencial. Entdo, para cada
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i, 1 €4 < r, existe uma familia de cortes orientados D; tal que v, (D;) = v, = v, onde
ci(e:) = cle:) — 1 e cife) = cfe), se e £ e
Tome a familia .
D= Z'D; + 1.d.
i=1

Como no Teorema de Lucchesi-Younger, podemos obter uma familia laminar £ tal que
1. |£| = |Dl c

i #¢(e) = #ple), Vee £,

Gragas ao Teorema da Parti¢de Balanceada da segdo 3.4, sabemos que é possivel
particionar a familia £ em r familias £,,...,£L,, de forma que para todo 4,1 <2 <r, ¢
verdade que

#c(e) #c(e)
| =1 £ #ale) S [—1

T T

Vamos mostrar que Yrey vo(L;) > YT, v, (Di) € como Y7_, v, {D;) = r.v., poderemos
concluir que v,(L;) > v, para algum 7, I <j <r, o que é uma contradigdo.
Vamos desenvolver o termo Y_7_,; v.(£;):

0

-,

S ve(L) = STkl 3 max{0, #e,(e)—c(e)}] = k1LI~3" 3 max{0, #c.(e) — c(c)).

i=1 =1 el t=1ecl

Por outro lado, podemos desenvolver o termo 31_; v, (D;) da seguinte maneira:

Zr:vc.- ('Dt) = i[klpt‘ - Z max{[},#pi(e) - c;(e)}] =

t2=i i=1 cel
o ﬁ
kE(D|-1)- il zEma,x{U, #o,(e)—cile)} =k-|D]—(k+ Zr: Z;E max{0, #p,(e) — ci(e)}
=1 eE i=l eg

Assim, é suficiente provarmos que {1) < {2). O ponto chave para a compreensao
do argumento que vamos desenvolver é que dada uma aresta e duas familias £; ¢ £;, o
Teorema da Particdo Balanceada implica que o médulo da diferencga #.,(e) — #c,(e) €
igual a 0 ou a 1.

Particionaremos as arestas do digrafo em dois grupos, um contendo as arestas que

foram usadas acima de sua capacidade por alguma familia £; e o outro contendo o com-
plemento deste conjunto.

By :={ec€ E:#(e) > cle) para algum 2,1 < i <7}

Ee = E\Es
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O valor de (1) restrito as arestas de E< é 0 e portanto ¢ menor do que ou igual ao
valor de (2) restrito a estas mesmas arestas. Portanto, se mostrarmos que (1) < (2) em

relagdo as arestas de F, a desigualdade mais geral fica provada. Assim, mostraremos
que (1') < (2), onde (1') e (2') séo definidos assim?,

1) T3 max{0, #c,(e) — (e)}

eEE, i=1
(2) k + EE: gmax{o,#p.-(c) - a(e))

Note porém que podemos simplificar a expressio (1’), ja que o Teorema da Partigao
implica que se #¢,(e) > c(e) para algum ¢, entdo #.,(e) > c(e) para todo j. Assim:

= 3 Y max{0, #a(e) — )y = X Slhe(e) - ole)] =

ecly 1=1 ek, 1=1
= ) [#ole)—recle)] (1)
ec k.,

O somatério (1”) pode ser dividido em trés parcelas que correspondem ao valor do
* somatério restrito aos conjuntos de arestas Ex\d, ExNdsq e EsNdNEy, respectivamente.
Vamos analisar cada caso:

i. e € Ey\d. Neste caso, #p(e) = L., #p,(e) e r.cle) = 2 ci(e). Assim,

#o(e) — rc(e) = 3 [Hmile) c.»(ensgmx{o,#vi(ew{(e)}.

=1
ii. e € Ey Ndso. Neste caso, pelas definigdes da familia D e das fungdes ¢;’s, temos

que #ple)=Yrmi#nle)+1 e Yi.jcle)=r.cle) — 1. Dai,

#p(e) —r.cle) = Z[#v (e) —aie)] < Zmax{ﬂ #oi(e) —ci(e) }-

=1

iii. Finalmente,see € E.NdNE,, entdo #p(e) = X1, #p,(e)+]l e TI_; ci(e) = r.e(e),
donde

#hole) = re(e) = 1+ Ll (€)= a{e)] < 1+ Y max{0, o (6) — ).

=1

. 2E claro que a inversao que faremos aos somatorios ndo altera os valores das expressoes.
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Lembre-se que d é um corte tal que |d N £g| < k. Assim, somando-se as trés desigual-
dades obtidas para todas as arestas de F-, temos:

(1) < 1dN Eol -+ Z z": max{0, #p,(e) —c(e})} <k+ > i max{0, #p,(e) —ci(e)} = (2).

e€E i=1 et i=1
a

4.5 As k-coberturas dos T-cortes

Ao longo desta dissertagao mostramos diversas analogias entre os cortes orientados e os
cortes impares. Na segdo anterior apresentamos uma igualdade minimax que relaciona
as k-coberturas dos cortes orientados, de forma que é natural indagarmos se existe um
resultado analogo para as k-coberturas dos T-cortes. Ndo temos uma resposta definitiva
para a questao, apresentaremos alguns resultados positivos e outros negativos.

O Problema dos & Caminhos Minimos entre Dois Vértices

Podemos analisar as coberturas minimais dos T-cortes ou T-jungbes no caso em que
|T| = 2. Se T = {x,y}, as T-jungdes correspondem aos caminhos que ligam = a y. Uma
T-jungdo minima corresponde a um caminho minimo entre esses dois vértices.

As k-coberturas minimas dos {z,y}-cortes correspondem as familias de & caminhos
aresta-disjuntos entre x e y cuja soma dos comprimentos seja minima. E trivial o fato
de que k¥ caminhos aresta-disjuntos entre & € ¥ sdo uma k-cobertura dos {z, y}-cortes do
grafo. Por outro lado, se t é uma k-cobertura dos {x,y}-cortes de G, entdo no subgrafo
H = (V,t) de G que contém apenas as arestas de ¢, o menor {z,y}-corte tem cardinali-
dade no minimo k. Pelo Teorema de Menger apresentado no capitulo 2, H contém pelo
menos k caminhos aresta-disjuntos de & a .

O problema dos k& caminhos aresta-disjuntos, entre dois vértices, de cardinalidade
minima é a generalizagio mais natural para o classico problema do caminho minimo entre
dois vértices. Dai o interesse da igualdade minimax que mostraremos.

O teorema apresentado abaixo tem um enunciado analogo ao Teorema de Edmonds-
Giles. A sua demonstragio consistira em mostrar que dada uma familia laminar de {z,y}-
cortes de um grafo G, é possivel orientar as arestas de G de forma que cada corte desta
familia torna-se um corte orientado do digrafo correspondente. Isso implica que pode-
se aplicar o Teorema da Partigio Balanceada para que o resultado seja demonstrado da
mesma maneira que o Teorema da se¢do anterior. '

Teorema 4.18 3 Seja um grafo G = (V, E), uma fungédo ¢c: E — N, dois vérticesz ey e
um inteiro k > 1 menor do que ou igual ao tamanho de um {z,y}-corte minimo. Entdo,

3Em [Sch83] hi uma citagdo deste Teorema.
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o minimo da Soma dos custos de k caminhos disjunios entre z e y € igual ao mdzimo,
sobre todas as famdlias C de {z,y}-cortes de G, da expressdo:

k-1C| = Y max{0,#c(e) — c(e)}- (4.1)
13

Prova: A demonstragio é absolutamente andloga a demonstragio do Teorema de
Edmonds-Giles. A tdnica observacio importante a fazer é que apesar de GG nao ser orien-

tado, é possivel particionar de forma balanceada uma familia laminar £ de {z,y}-cortes.
De fato, mostraremos que é possivel orientar as arestas de G de forma que cada corte
de £ corresponde a um corte orientado do digrafo obtido. Para cada corte 6(X) em £,
adote como margem o conjunto X C V tal que z € X. Oriente cada aresta do corte para
fora de X. Essa orientacido parcial das arestas de G é consistente, pols se uma aresta
{u,v} € E deve ser orientada de u para v em relagdo a 6(X) e de v para u em relagdo a

§(Y), entdo
LueXnY e
i.veXNnY.
Mas pela escolha dos conjuntos X e Y temos:
. z€ XNY e
iv.ye XnNY.

Logo 6(X) e 8(Y) se cruzam, o que € uma contradicio.
Assim, orientando arbitrariamente as demais arestas, obtemos um digrafo em que cada
corte de £ é orientado. Portanto € possivel particionar £ de forma balanceada. O

Apesar das demonstragoes deste Teorema e do Teorema de Edmonds serem semelhan-
tes, ndo se pode afirmar que este seja um caso particular daquele. Dado um grafo e dois
vértices z e y, ndo é possivel orientar as arestas do grafo de forma que os {z,y}-cortes
de G correspondam aos cortes orientados do digrafo e vice-versa. Este € o caso do grafo
representado na figura 4.3.

O Caso |T| =4

Ao substituirmos |T'| = 2 por |T| £ 4 no enunciado do Teorema 4.18, obtemos uma
proposi¢aio que ndo é verdadeira. Sabemos que para o grafo K; com T = V, ndo é
verdade que uma cobertura minima dos T-cortes tem a mesma cardinalidade de uma
familia disjunta maxima de T-cortes. Para & = 1, a igualdade do Teorema 4.18 so pode
ser verdadeira se existir uma familia disjunta para a qual a igualdade é valida. Com efeito,
a0 acrescentarmos um corte a familia, o valor de v, cresce no maximo uma unidade, de
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E
et

Figura 4.3: Um exemplo de grafo para o qual ndo € possivel orientar as arestas de forma que os cortes
orientados e o8 {z, y}-cortes se relacionem um a um,

forma que se a familia utilizar alguma aresta mais de uma vez, o valor permanece igual
ou diminui. A igualdade também ndo acontece no caso em que k = 2. Portanto o £, ¢
um contra-exemplo para a proposigao.

Procurando manter a analogia existente entre o Teorema de Lucchesi-Younger € o
Teorema de Lovisz, podemos enunciar uma outra proposi¢do que nao tenha o K4 como
contra-exemplo. A idéia é permitir que as arestas sejam utilizadas até duas vezes sem que
nenhuma penalidade seja aplicada. Propomos entdo a seguinte conjectura:

Conjectura 4.19 Seja um grafo G = (V, E), ume fungdo ¢ : E — N, T C V tal que
IT| < 4 ¢ um inteiro k > 1 menor do que ou igual ao tamanho de um T'-corte minimo.
Entdo, o dobro do valor de uma k-coberture de valor minimo dos T-cortes de G € igual
ao mdzimo, sobre todas as familias C de T-cortes de &, da expressdo:

—-2. c(e)-{}- | (4.2)

klcl—2- 3 max{0, {#“(e) >

13

A desigualdade trivial da expressdo acima ¢ valida.

Prova da Desigualdade Trivial

Seja t uma k-cobertura dos T-cortes de um grafo G e € uma familia qualquer de T-
cortes de G. Mostraremos que o valor da expressao (4.2) para a familia C é menor do que
ou igual ao dobro do valor de {. '

k-0 < ltnd =3 3 Helndl =3 _#ele) =

: dec deC €t e€t
=Y 2-c(e) + Zt[#c(e) —2-ce)] £2-¢(t) + Ze; max{0, #c(e) —2-¢(e)} =
= 2-¢(t)+2-)_max{0, #e(e) _22 . C(e)} < 2-¢(t)+2- Y max{0, [#C(e) _22 : C(e)} }.a
e€t eck
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Figura 4.4: Exemplo de grafo para o qual a Conjecturs 4.19 ¢ verdadeira,

A figura 4.4 mostra um exemplo para o qual a igualdade da Conjectura 4.19 ¢ valida.
Para k = 1 ou 2 a igualdade é verdadeira, bastando tomarmos a familia que contém
os 4 T-cortes triviais distintos. Para k& = 3, a familia de T-cortes representada pelas
linhas tracejadas faz a expressdo 4.2 assumir o valor 14. Note que apenas duas arestas
sdo utilizadas mais do que duas vezes. Estas arestas correspondem a subtragiao de 4 no
valor da expressdo. O valor 14 ¢ exatamente o dobro do tamanho da tnica 3-cobertura
do grafo. Temos portanto a igualdade desejada.

A generalizagdo da Conjectura 4.19 para conjuntos T de tamanho arbitrdrio € falsa.
O grafo de Petersen, apresentado na figura 4.1, com T = V, é um contra-exemplo. Para
k =1 a igualdade ¢ vélida. O grafo possui um emparelhamento perfeito e portanto uma
cobertura minima dos T-cortes deste grafo possui cardinalidade igual a 5. A familia de
T-cortes C := ),y ¢(v) formada pelos T-cortes triviais é 2-disjunta e o valor da expressao
(4.2) é igual a 10, o que mostra a igualdade. Entretanto, para k = 2 a igualdade nao ocorre.
E sabido que o grafo de Petersen ndo possui dois emparelhamentos perfeitos disjuntos,
portanto uma 2-cobertura minima dos seus T-cortes tem cardinalidade no minimo 11. Por
outro lade, a expressdo 4.2 nde atinge o valor 22. QObserve primeiramente que qualquer
famflia de T-cortes para a qual o valor da expressdo (4.2) seja malor do que ou igual a 22
devera possuir pelo menos i1 cortes. Além disso, como cada corte do grafo de Petersen
possui pelo menos trés arestas, temos que Y .cg #c(e) 2> 3 - [C|. Utilizaremos também o
fato de que max{0, e} + max{0, b} > max{0,a + b}. Temos entdo que:

2.1c1- 2+ Y max{0, [#"(e)_Q'“(e)] =2.1¢] ~ ¥ max{0,2 - [#5(6)52”(6)}}5

eell 2 eCH

< 2(¢| - max{0, 2. (#C(E) —z “(‘ﬂ} < 21¢] - max{0, X (Fe(e) - 2} <

eEE ec K

< 2.[C] — max{0,3./C| ~ 2.|E|} = 2.|C| — max{0, 3.|C{ — 30}.

Se |C| for maior do que ou igual a 10 entdo o valor da expressdo acima ¢ 30 — |C|,
donde concluimos que seu valor € menor do que ou igual a 20.
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Consideramos como um problema em aberto o estabelecimento de uma igualdade
minimax analoga a apresentada acima para o caso em que T' tem tamanho arbitrério.

4.6 Circuitos Orientados e Circuitos Impares em
Grafos Planares

Nesta secio abordaremos algumas igualdades minimax para problemas que envolvem
familias disjuntas de circuitos impares € orientados em grafos planares.

Usaremos nesta segao diversos conceitos sobre grafos planares mas tido nos preocupare-
mos em estender o texto com definiges e demonstragdes sobre o assunto. Caso necessario,
recomendamos ao leitor que consulte livros texto sobre Teoria dos Grafos como C. Berge
{Ber73] e J. A. Bondy e U. S. R. Murty [BM76].

Consideramos ac longo desta se¢io que os circuitos sdo conjuntos de arestas.

Duais de Grafos Planares

Um grafo pode ser representado no plano R? associando-se cada vértice a um ponto
do R? e cada aresta a uma curva com inicio e fim nos pontos que representam os vértices
que compde a aresta. Se esta representagio € tal que cada curva sé intersecta outra curva
nos pontos que representam vértices em comum entre as arestas correspondentes entao
diremos que a representacao é uma representagdo planar.

Dizemos que um grafo é planar se ele possui uma representagio planar que o representa.
Uma representagdo planar divide o plano em regides que denominamos de faces. Dada
uma representagéo planar de um grafo planar G, o seu grafo dual G, é o grafo que contém
um vértice correspondendo a cada face da representagao de G e dois vértices estao ligados
por uma aresta se as faces que correspondem a eles possuirem uma aresta em comum nos
circuitos que as delimitam. Todo grafo dual de um grafo planar também é planar. A
figura 4.5 mostra a representacao de um grafo planar e o seu dual.

As arestas de G e de G, se correspondem uma a uma. Seja ¢ : F — E, a funcio
bijetora que associa as arestas de G as de (7,. Dado um conjunto ¢ € E, definimos
#(c) = {e. € Fe : $(e) = e, para algum e € c}.

Pode-se mostrar que se ¢ C F sdo as arestas de um circuito de & entdo ¢(c) € um
corte minimal de G,. Também é verdade que se d C E, é um corte minimal de G, entdo
¢~(d) é um circuito de G. Além disso, um conjunto ¢ C £ é uma cobertura de todos os
circuitos de G se e somente se ¢(¢) ¢ uma cobertura de todos os cortes de G..

Podemos utilizar as mesmas idéias que levaram a descoberta do conceito de T-cortes
e definir os T-circuitos em grafos planares. Dada uma representagdo planar de um grafo,
selecionamos um conjunto de faces T de cardinalidade par e definimos que um circuito
do grafo é um T -circuito se o mimero de faces de T' que ele delimita na representagdo
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Figura 4.5: Uma representagio planar e o seu dual.

planar for impar. Se escolhermos para T as faces delimitadas por circuitos impares, os
T'-circuitos serao exatamente os circuitos impares do grafo.

Pode-se mostrar que um conjunto de arestas ¢ C F é um T'-circuito de (& se e somente se
#(c) é um T.-corte minimal de G., onde T, é o conjunto de vértices de G. que corresponde
ao conjunto de faces T'. Temos entdo que:

Lema 4.20 Um conjunto t C FE € uma cobertura dos T'-circuitos de G se e somente se
$#(t) € uma cobertura de todos os T,-cortes de G,. O

Note que para todo . C E, existe um ¢ C E tal que t. = ¢(¢) de forma que o lema
acima implica que as coberturas de T-circuitos de (G estdo em correspondéncia biunivoca
com as coberturas dos T,-cortes de G..

No caso dos digrafos planares, podemos estabelecer uma relagdo entre os circuitos
orientados e os cortes orientados do digrafo dual, que passamos a definir agora. Dada
uma representagdo planar de um digrafo D = (V, E), definimos seu dual D, = (V,, E.)
da seguinte maneira:

i. o grafo subjacente a D, ¢ o grafo dual da representagéo planar do digrafo D, visto
como um grafo;

ii. dada uma aresta e, := {u,v} € F. e supondo que u corresponde a uma face limitada,
definimos a orientagdo da aresta e, de u para v se ¢~'(e,) tiver orientagdo no sentido
horario em relagio a face que corresponde a u; do contrdrio orientamos-e, de v para
u.

Pode-se provar o seguinte lemas:

Lema 4.21 Um conjunto de arestas t C E € uma cobertura dos circuilos orientados de
D se e somente se ¢(t) € uma cobertura dos cortes orientados de D,. O
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Figura 4.6: Um mapa planar de um digrafo e o seu dual.

A partir do que fot discutido acima, passaremos a apresentar as implicagbes dos teore-
mas apresentados nas seqdes 4.2, 4.3 e 4.4 para as relagGes minimax que envolvem circuitos
em grafos planares e suas coberturas.

Igualdades Minimax para Circuitos em Grafos Planares

O Teorema de Lucchesi-Younger tem como corolario a seguinte igualdade minimax:

Teorema 4.22 Em um digrafe planar, ¢ cardinalidade de uma familia disjunta mdzima
de circuitos orientados € tgual a cerdinalidade de uma cobertura minima dos circuitos
ortentados do digrafo. O

Por sua vez, o Teorema de Edmonds-Giles implica o seguinte teorema:

Teorema 4.23 Em um digrafo planar, uma k-cobertura minima dos circuitos orientados
¢ igual ao mdzimo, sobre todas as familias C de circuitos orientados, da expressgo:

k-|C]— Y max{0, #c(e) — 1}.

eck

Seja um grafo planar e uma representa¢do planar deste grafo cujas faces sao repre-
sentadas pelo conjunto F. Seja T € F um conjunto de faces cuja cardinalidade é par.
Assim, o Teorema de Lovasz implica a seguinte igualdade:

Teorema 4.24 A cardinalidade de uma familia 2-disjunta mdzima de T-circuitos é tgual
ao dobro da cardinalidade de uma cobertura minima de todos os T-circuttos. O
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E um fato conhecido que se todos os vértices de um grafo planar tém seus graus pares,
caso em que o grafo é chamado euleriano, entdo seus grafos duais sdo bipartidos. Dal, o
Teorema de Seymour implica a seguinte igualdade mirimax:

Teorema 4.25 Se o grafo planar for euleriano entdo a cardinalidede de uma familia

disjunta mdzima de T-circuitos ¢ igual & cardinalidade de uma coberlure minima dos
T-circustos. O



Capitulo 5

Problemas Duais

No capitulo 2 mostramos um exemplo de igualdades minimax duais. Neste capitulo
exploraremos o conceito de dualidade para os problemas abordados no capitulo anterior.

Ao enunciarmos os duais dos Teoremas de Lucchesi-Younger e de Lovasz obtemos con-
jecturas bastante interessantes. O dual do Teorema de Lovasz deve comparar a cardinali-
dade de uma familia 2-disjunta maxima de I'-junges ao dobro do tamanho dos T'-cortes
minimos. Entretanto, mostraremos que essa igualdade ndo é verdadeira. Seymour em
[SeyT9] provou que se todos os vértices do grafo tém grau par, entdo a igualdade enunci-
ada segue como consequéncia da generalizacao de uma famosa conjectura de Fulkerson.
Estenderemos este resultado provando que se todos os T'-cortes tém a mesma paridade,
entdo a conjectura de Fulkerson é equivalente a igualdade minimax para T-cortes. Este
caso inclui o resultado de Seymour e também o caso dos cortes fmpares.

No caso do dual do Teorema de Lucchesi-Younger, se restringirmos o resultado aos gra-
fos fonte-sorvedouro conexos, obtemos um teorema que por si 50 parece ser um resultade
bastante forte que foi provado por P. Feofiloff ¢ D. H. Younger [FY87] ¢ independen-
temente por A. Schrijver [Sch82]. O caso geral permanece como conjectura, apesar do
exemplo descoberto por Schrijver [Sch80], que mostra que uma 2-cobertura dos cortes
orientados nem sempre contém duas coberturas disjuntas.

5.1 Duais para o Teorema de Lovasz

Na secio 2.1 apresentamos o Teorema de Menger. Ele afirma que o nimero de caminhos
aresta-disjuntos entre dois vértices € igual ao tamanho de um corte minimo que separa
os dois vértices. Podemos enunciar esta igualdade em termos de T-jungoes e T-cortes.
Jé vimos que quando |T| = 2, os T-cortes sdo exatamente os cortes que separam os dois
vértices e que as T-jungdes minimais sdo caminhos que ligam estes vértices. Assim, o
Teorema de Menger afirma que quando |I'| = 2 entdo existe um niimero de T'-juncdes
disjuntas que é igual ao tamanho de um T'-corte minimo. Veremos que essa igualdade nao

57



5.1. Duais para o Teorema de Lovasz 58

0COITE N0 caso geral.

Ao longo desta segao assumiremos que &G = (V, E) é um grafo e que 7' C V possul um
nimero par de vértices em cada componente conexo de G.

Abaixo mostramos um exemplo com |T'] = 4 para o qual a igualdade ndo ocorre.
Os T-cortes minimos deste grafo tém tamanho 2, porém nio existem duas T-jungdes
disjuntas. Isso pode ser facilmente verificado. Nolc primeiro que o gralo ndo possui
neshuma T-jungdo de tamanho 2. Assim, duas 7-jungdes disjuntas deveriam ter pelo
menos 6 arestas, ou seja, todas as arestas do grafo seriam utilizadas. Além disso, cada
T-jungio deve ter um nimero par de arestas adjacentes ao vértice que nio pertence a T
(vértice branco), mas o seu grau € 3 e portanto isso é impossivel.

Figura 5.1: Grafo cujo T-corte minimo tem tamanho 2 e que nio possui duas T-jungdes disjuntas.

Passaremos agora a explicar a relagdo entre estas igualdades e a Conjectura de Fulker-
son. Um grafo é dito r-regular se todos os seus vértices possuirem grau r. Diremos que
um grafo é um r-grafo se ele for r-regular e ndo possuir nenhum V-corte menor do que r.
Observe que por esta definigdo, se r > 0 entdo o grafo necessariamente tem um ndmero
par de vértices, pois do contrario o corte §(V) seria um corte {mpar de cardinalidade 0.
Fulkerson enunciou a seguinte conjectura:

Conjectura 5.1 (Fulkerson) Todo 3-grafo possui 6 emparelhamentos perfeilos 2-digjuntos.

E sabido que todo 3-grafo possui um emparelhamento perfeito. Este fato pode ser
provado facilmente se utilizarmos o seguinte resultado de Tutte que caracteriza os gra-
fos que possuem algum emparelhamento perfeito. Denotaremos por o((F) o nimero de
componentes conexos de G que possuern um nimero {mpar de vértices.

Teorema 5.2 (Tutte) Um grafo G = (V, E) possui um emparelhamento perfeito se ¢
somente se oG — S) < |§| para todo S C V.

[}

A necessidade desta condigdo € trivial, pois um emparelhamento perfeito deve empa-
relhar pelo menos um vértice de cada componente impar de G — 5 com um vértice de
S. Uma demonstracio completa deste teorema pode ser encontrada em [BM76]. Deste
teorema podemos obter o seguinte resultado bem conhecido:
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Lema 5.3 Todo r-grafo, r > 0, possui um emparelhamento perfeito.

O

O menor 3-grafo que nao possui 3 emparclhamentos perfeitos disjuntos € o grafo de
Petersen apresentado anteriormentie na segido 4.3.

Seymour [Sey79)] generalizou a Conjectura de Fulkerson da seguinte mancira:

Conjectura 5.4 {Seymour) Todo r-grafo possui 2r emparelhamentos perfeilos 2-disjuntos.
Seymour também provou que a Conjectura 5.4 implica na seguinte proposicao;

Conjectura 5.5 Se todos os vértices de G tém grau par entdo o tamanho de uma familia
2-disjunta mdxima de T-jungées € igual ao dobro do tamanho de um T-corte minimo.

Se tomarmos um grafo qualquer e para cada aresta acrescentarmos uma outra aresta
formada pelos mesmos dois vertices, o grau de cada vértice se torna par. Dai a implicagao
descrita acima prova que para qualquer grafo, a Conjectura 5.4 implica na seguinte pro-
posigio:

Conjectura 5.6 O tamanho de uma familia {-disjunta mdzima de T-jungées € igual ao
guidruplo do tamanho de um T'-corte minimo.

Yamos agora considerar a seguinte conjectura:

Conjectura 5.7 (Cohen,Lucchesi) Se todos os T-cortes de G tém a mesma paridade
entdo o tamanho de uma familia 2-disjunta mdzima de T-jungées € igual ao dobro do
tamanho de um T-corte minimo.

Provaremos abalxo que a Conjectura 5.7 € equivalente a Conjectura 5.4. Esie caso
inclui o resuitado de Seymour e também o caso das coberturas dos cortes fmpa.res.' Na
verdade, quando todos os T-cortes tém a mesma paridade entido apenas estes dois casos
sao possiveis: ou todos os vértices tém grau par ou T € formado pelos vértices de grau
impar do grafo. No segundo caso, a igualdade minimax tem o seguinte enunciado:

Conjectura 5.8 O tamanho de uma familia 2-disjunta mdzima de coberturas dos cortes
impares € iqual ao dobro da cardinalidade de um corte ympar minimo.

Na demonstragio que segue utilizaremos uma operagao sobre o grafo que chamare-
mos de redugdo. Dados um vértice v € V e duas arestas {z,v} e {y,v} adjacentes
a v, a operagio de redu¢do consiste em obtermos o grafo G' = (V,E’), onde E’ =
E\{{z,v},{y,v}} U {=,y}. A figura 5.2 ilustra a operagao de redugio. Observe que
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Figura 5.2: Operagdo de redugdo no vértice v e nas arestas ¢ e e’.

para todo X C V, [8a(X)]| = [6c(X)| ou |8(X)| = |6a(X)| — 2, portanto, todos os T-
cortes de G tém a mesma paridade se e somente se todos os T-cortes de G’ tém a mesma
paridade.

A idéia da demonstracio ¢ aplicar sucessivamente a operac¢ao de redugdo até que o
grafo obtido seja um r-grafo, sendo r o tamanho dos T-cortes minimos do grafo original.
O ponto crucial da prova é mostrar que é possivel aplicar a operagido de redugido sem
diminuir o tamanho dos T-cortes minimos.

Teorema 5.9 A Conjectura 5.7 € equivalente d Conjectura 5.4.

Prova: Vamos provar inicialmente que a Conjectura 5.7 implica a Conjectura 5.4.
Se G ¢ um r-grafo, entdo todos os V-cortes de G t&ém a mesma paridade. Supondo que
a Conjectura 5.7 é verdadeira, entdc G possul 2r V-jungdes 2-disjuntas. Cada V-jungdo
deve ter pelo menos uma aresta adjacente a cada vértice. Mas o grau de qualquer vértice
é r e portanto cada V-jungio tem exatamente uma aresta adjacente a cada vértice. Em
outras palavras, cada V-jungado € um emparelhamento perfeito.

Agora provaremos a reciproca. Seja (G um grafo qualquer e r o tamanho de um T-corte
minimo de G. Se G é um r-grafo e V = T entio a Conjectura 5.4 implica que G possui 2r
emparelhamentos perfeitos 2-disjuntos, que sdo T-jungdes. Podemos assumir entao que
G ndo é um r-grafo ou V # T'. Assumiremos como hipdtese de indugdo que o resultado é
valido para todo grafo com menos arestas que G.

Podemos supor que r > 2, pois 0s casos » = 0 e r = 1 sdo triviais, Também podemos
supor que para todo v € V, |6(v)| > 2. Se |§(v)] <1 entdo v ¢ T e podemos considerar o
grafo G — v no lugar do grafo G.

Como G nao é um r-grafo ou V 3# T entédo existe um vértice v € V tal que v ¢ T ou
v€Tel|é(v)|>r+2. Seja z € §(v) um conjunto maximal de arestas com a propriedade
de que existe um 7-corte minimo que o contém.

Se z = () entdo tome quaisquer duas arestas {z,v} e {y,v} de 6(v). Aplique a operacdo
de reducao sobre estas arestas. Obtemos assim o grafo G'. O tamanho de um 7-corte
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minimo de G’ também €  pois, por hipdtese, todos os T-cortes de G que contém as arestas
em questdo tém tamanho maior do que ou igual a r + 2. Pela hipdtese de indugio, G’
contém 2r T-jungdes 2-disjuntas. Estas 2r T-jungdes de G correspondem a 2r T-juncdes
de G desde que para cada T-jungdo ¢ que contenha a aresta {z,y} tomemos em seu lugar
a T-juncao (t\{{=z,y}}) U {{=z,v}, {y,v}}. L5 claro que todo corte coberto por {z,y} é
coberto ou por {z,v} ou por {y,v}.

Suponha agora que z # . Vamos provar que existem duas arestas de 6(v) para as
quais a operagio de redugio nio diminui o tamanho dos T-cortes minimos. Desta forma
¢ possivel aplicar a hipotese de indugdo da mesma forma que fizemos no caso anterior.

Proposicao: Nem toda aresta de §(v) esta em z, isto ¢, §{v)\z # 0.

Por absurdo, suponha que é(v) C 2. Seja 6(X), v &€ X C V , um T-corte minimo
que inclui §(v). Se v ¢ T entdo §(X)\é(v) = 6§(X\{v}). Portanto §(X\{v}) é um T-
corte menor do que §(X), contradicio. Se v € T entdo, por hipdtese, [§{(v)| > r. Logo
[8(X)] 2 |6(v)| > r, contradigdo.

Proposicdo: Sejae € zee€’ € §(v)\2z. A operagio de redugdo utilizando as arestas
e e ¢ nao diminui o tamanho dos T-cortes minimos. ’_

Mostraremos que nenhum T-corte minimo contém estas duas arestas, ¢ como assu-
mimos que todos os cortes tém a mesma paridade, o tamanho dos T-cortes minimos é
preservado apos a reducio.

Seja §(X), X C V, um T-corte minimo tal que v € X e z C §(X). Suponha por
redugdo ao absurdo que existe um T-corte minimo 6(Y), v € Y C V, tal que ¢,¢’ € §(Y).
Como z ¢ maximal, existe uma aresta ¢” € §(X) tal que ¢” ¢ §{Y). Veja a figura abaixo:

Vemos assim que X e Y se cruzam. Sabemos portanto que TN(XNY)eTN(XUY)
sio fmpares ou TN(XNY) e TN(XUY) sdo impares. Se TN(X NY) for impar entao, pela
propriedade de submodularidade, sabemos que §(X NY) € um T-corte minimo. Assim,
como zU {e'} € 6(X NY), znio era maximal, contradigio.

- Suponha entio que XNY é{mpar. Neste caso temos que |6(X)[+{6(Y)| > [6(X N Y)|+
16X UY),poise ¢ (X NY)eed §(XUY). Porém isso contradiz a minimalidade dos
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T-cortes §(X) e §(Y).

Provamos assim que as arestas e e €' nao pertencem a nenhum 7'-corte minimo. Po-
demos assim reduzir o grafo a partir destas arestas. O

Poderiamos pensar na seguinte relaxacio das Conjecturas 5.4 e 5.7, que nao é valida:

Conjectura 5.10 O temanho de uma familia 2-disjunie mdaima de T-jungées ¢ igual
ao dobro do tamanho de um T'-corte minimo.

Proposigao 5.11 (Seymour {Sey79]) O grafo G da figura 5.3 € um contra-ezemplo da
Conjectura 5.10.

Prova: O grafo G ¢ obtido a partir do gralo G’ da figura 5.3 subdividindo-se cada uma
de suas arestas por um vértice. Por sua vez, o grafo G' é obtido a partir do graflo de
Petersen substituindo-se um dos vértices pelo Ka.

G G’
Figura 3.3: Contra-exemplo para a Conjectura 5.10.

O grafo de Petersen, 3-regular, tem 10 vértices e 15 arestas. O grafo G’ tem portanto
12 vértices e 18 arestas. Assim, o grafo G tem 30 vértices e 36 arestas. Em particular,
G tem um nimero par de vértices. Facamos T = V. Os T'-cortes minimos de G tém
tamanho 2. Vamos mostrar que o grafo G ndo possui uma familia 2-disjunta de T-jungdes
de tamanho 4. Suponha que F ¢ uma familia 2-disjunta formada pelas T-jungdes ¢;,1z,3
e t4. Como cada aresta de G é adjacente a algum vértice de grau 2 entao cada aresta de
G é usada duas vezes por F. Sejam

o =11 $ i

¢z 1= 11 B la;
C3 .= i1 iy
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Cada vértice de G tem um ndmero par de arestas incidentes em cada ¢; (1 <3 < 3),
assim, cada ¢; € uma unido de circuitos aresta-disjuntos de G. Cada aresta de G pertence
a exatamente 2 destes conjuntos. Podemos estabelecer uma associa¢do natural entre cada
conjunto de arestas ¢; de G e um conjunto ¢ de arestas de G'. Para cada i, ¢} também
é uma unido de circuitos aresta-disjuntos de G'. Assim, como cada vértice de G’ tcm
grau 3, o complemento de ¢; é um emparelhamento perfeito de ¢’'. Mas cada arcsta
pertence a dois conjuntos dentre ¢, c; e ¢ e portanto cada aresta pertence a apenas um
dos complementos. Logo ¢, ¢, e ¢ sdo trés emparelhamentos perfeitos e disjuntos de G'.
Entretanto, é ficil ver que se o grafo G’ possui trés emparelhamentos perfeitos disjuntos
entio o grafo de Petersen também os possui. Chegamos assim a uma contradigiol.

Ocaso |T| <8

J4 vimos que a generalizagdo da Conjectura de Fulkerson implica que sempre que todos
os T-cortes tém a mesma cardinalidade entdo o grafo possui 2r T-jungdes 2-disjuntas,
onde r é o tamanho de um T-corte minimo. A demonstragdo que apresentamos consiste
na redugdo do grafo a r-grafos. Com isso em vista, provaremos agora o seguinte resultado:

Teorema 5.12 Se |T| < 8 ¢ todos 03 T-cortes de G tém a mesma paridade, entao G
possut uma familia disjunta de T-jungdes cujo tamanho € igual ae tamanho de um T'-
corte minimo.

Prova: Usando o mesmo método utilizado na demonstragao do Teorema 5.9, podemos
reduzir o grafo G a um r-grafo ¢ = (V| E") com V' = T e tal que se ¢’ possui r
V’-jungbes disjuntas entdo G possui r T-juncoes disjuntas. Provaremos abaixo que todo
r-grafo cujo numero de vértices ¢ menor do que ou igual a 8 possui r emparelhamentos
perfeitos disjuntos. Este resultado completa esta demonstragio pois os emparelhamentos
perfeitos sao V'-jungdes de G'. O

Lema 5.13 Seja G = (V, E) um r-grafo tal que |V| < 8. Entdo G possui r emparelha-
mentos perfeitos disyuntos.

Se {V| = 2 ou r = 0 entdo o resultado é trivial. Suponha entdo que |V| > 4 e que
r > 0. Por hipétese de indugao, assumiremos que o resultado € valido para todo r’-grafo
G'=(V',E)tal que |V'| = |V|er' <rou |V|<|V]

caso 1. (G possui um V-corte ndo trivial de cardinalidade r.

Seja um V-corte nio trivial §(X), X C V tal que |6(X)| = r. Tome os grafos
G, = (W, Ey) e Gy = (V,, E;) obtidos pela contragao de X e V\ X, respectivamente,

1 Esta demonstragdo é semelhante & apresentada em [Sey79]
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a um tnico vértice, Os grafos G e G5 sdo r-grafos e ambos possuem um nimero
menor de vértices do que 7. Pela hipdtese de indugdo, existem familias disjuntas
JF1 e F3 de emparelhamentos perfeitos de (G; e de 7y, respectivamente. Cada um
destes emparelhamentos intersectam 6(X) em apenas uma aresta. Assim, podemos
“mesclar” as duas familias, tomando-se a familia F = {$; Uiy : #1 € Fi, i, € F>
ety Nty £ B}. E ficil verificar que F é formada por r cmparclhamentos perfeitos
disjuntos de G,

caso ii. Todo V-corte nao trivial de G possui cardinalidade maior do que r.

Pelo lema 5.3 sabemos que G possul um emparelhamento perfeito ¢ C £. Afirmamos
que G' = (V, E\t) é um (r — 1)-grafo. Seja 6(X), X © V um V-corte de G'. Se
§(X) é trivial entdo obviamente [§c/(X)| = r — 1. Se 8(X) ndo ¢ trivial, entdo
l6c(X)| > r 4+ 2. Como |V| < 8, |X| =3 ou |X] = 3. Portanto, |6(X) Nt| < 3.
Logo |6c(X)\¢t| > r — 1. Logo G’ é um (r — 1)-grafo e pela hipétese de indugao
sabemos que G’ possui uma familia de r — 1 emparelhamentos perfeitos disjuntos.
Podemos acrescentar ¢ a esta familia e obter os r emparelbamentos procurados. O

O exemplo abaixo mostra que o caso i da demonstragdo € necessario, isto ¢, a retirada
de um emparelbamento perfeito s6 garante que o grafo obtido seja um r — 1 grafo se néo
existirem V-cortes de tamanho r.

Se relaxarmos qualquer uma das hipoteses feitas no enunciado do Teorema 5.12, a
afirmagao deixa de ser valida. Assim, se permitirmos |V| = 10, temos o grafo de Petersen
como contra-exemplo. Se ndo exigirmos que todos os T-cortes tenham a mesma pari-
dade, entdo, embora o resultado permanega vélido para |T'| = 2, o exemplo da figura 5.1
apresentado anteriormente mostra que para |I'| = 4 a igualdade nem sempre ocorre.

5.2 Duais para o Teorema de Lucchesi-Younger

Ao enunciarmos a igualdade minimax dual ao Teorema de Lucchesi-Younger, obtemos a
seguinte conjectura:

Conjectura 5.14 O tamanho de uma familia disjunta mdzima de coberturas dos cortes
orientados de um digrafo € igual ao tamanho de um corte orientado minimo.
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i

Em [EGT7], Edmonds e Giles conjecturam que toda k-cobertura dos cortes orientados
conteriam & coberturas disjuntas. Entretanto, Schrijver apresenta em nota intitulada “A
Counterexample to a Conjecture of Edmonds and Giles” [Sch80] o seguinte digrafo:

Seja t o conjunto de arestas em destaque do grafo da figura 5.2. E facil verificar que:

i. ¢ cobre os cortes orientados de G e
ii. para toda aresta e € £, t\e cobre todos os cortes orientados.

Portanto ¢ é uma 2-cobertura dos cortes orientados. Suponha que estas arestas foram
particionadas em duas coberturas ¢; e ;. As arestas que ligam o hexdgono menor ao
maior formam um corte orientado, de forma que uma das coberturas deve conter uma
aresta dentre x,y e z enquanto que a outra contém as duas restantes. Suponha que z € ¢;
e y,z € t. Para cobrir o corte 6(v1), t1 deve conter a aresta a e para cobrir o corte §(v;)
ele deve conter a aresta b. Mas assim {5 ndo cobre o corte d, 0 que é uma contradicao.

No caso dos T-cortes, se uma igualdade minimax analoga a Conjectura 5.14 fosse
verdadeira, entdo qualquer k-cobertura dos T-cortes conteria k coberturas disjuntas. A
izualdade minimax poderia ser aplicada ao grafo formado pelas arestas da k-cobertura.
No caso dos cortes orientados a situagdo ndo € a mesma. A retirada de arestas do digrafo
pode aumentar o nimero de cortes orientados. Assim, o contra-exemplo apresentado néo
‘implica necessariamente que a Conjectura 5.14 seja falsa. Apesar disso, ndo € descabido
interpreta-lo como um indicio de que a Conjectura 5.14 nédo seja verdadeira.

Certamente ao considerarmos a restrigio da Conjectura 5.14 a certas classes de digrafos,
obtemos igualdades vilidas. A classe mais significativa para a qual esta igualdade foi
provada é a classe dos digrafos fonte-sorvedouro conezos®. Esta classe é formada pelos

?Daqui em diante diremos simplesmente f-s-conexos.
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digrafos nos quais cada fonte é conectada por um caminho orientado a cada sorvedouro.
Esta igualdade foi provada independentemente por A. Schrijver em [Sch82] e por P. Fe-
ofiloff e D. H. Younger em [FY87]. Abaixo apresentaremos uma demonstragio resumida

desta igualdade utilizando um resultado sobre bi-coberturas cuja demonstragdo pode ser
encontrada em [FY8T].

Faremos primeiramente algumas defini¢des. Se d é um corte orientado entio L7d i=
{{u,v) € E: {u,v}NV~d £ 0} e E*d é definido analogamente. Seja um digrafo conexo
D = (V,E) e C o conjunto de fodos os cortes orientados de . Definimos assim:

Cti={deC:EdNE"d # 0, para todo £ €} e
C-:={deC:E*dn E*d # {, para todo d € C}.

Exemplo:

Figura 5.4: Cortes de um digrafo f-s-conexo associados aos conjuntos G+ ou €~ a gual pertencem.

Os grafos f-s-conexos podem ser caracterizados em fungdo dos conjuntos Ct e C~.
Um grafo é f-s-conexo se e somente se todos os seus cortes orientados estdao em C* ou em

C-.

Dado um conjunto ¢ C E, definimos os seguintes conjuntos:
t* ={e€t:e € é(v), para alguma fonte v € V'} ¢
i~ ={e€t:ec §(v), para algum sorvedouro v € V'}.

Dizemos que ¢ C E é uma bi-cobertura dos cortes orientados se t+ é uma cobertura
de C*+ e t~ é uma cobertura de C~. Se ¢+ for uma k-cobertura de C* e ¢~ for uma
k-cobertura de €~ entdo dizemos que t é uma k-bi-cobertura.
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No caso dos grafos f-s-conexos, € claro que toda bi-cobertura é uma cobertura dos
cortes orientados. Qutro fato importante que utilizaremos adiante é que d € CT se e
somente se V' *d nio contém nenhum sorvedouro. Analogamente, d € C~ se e somente se
V~d nao contém nenhuma fonte. Pode-se provar o seguinte teorema [FY8T}:

Teorema 5.15 (Feofiloff-Younger)} Toda k-bi-coberiura conlém k bi-coberluras disjun-
tas. O

Utilizando o Teorema 5.13, mostramos abaixo que nos grafos f-s-conexos toda &-
cobertura dos cortes orientados conlém k coberturas disjuntas.

Teorema 5.16 (Feofiloff-Younger,Schrijver) Em um digrafo f-s-conezo, se £t C L €
uma k-coberture dos cortes orientados entdo t contém k coberturas disjuntas.

Prova®: Sem perda de generalidade, podemos supor que o digrafo € aciclico e conexo.
Além disso, se existe um caminho orientado entre os vértices u e v entdo podemos supor
que a aresta (u,v) pertence ao digrafo, adicionando se necessario (u,v) a £, mas nio a 2.

Vamos supor por hipétese de indugdo que o teorema é verdadeiro para toda k-cobertura
¥ C E tal que [t'] < |t| e para todo digrafo D' = (V/, E’) tal que |V'| < |V].

caso i. Existe um corte orientado ndo trivial 4 tal que |[dN¢| = £.

Seja Dy = (Wi, E1) e Dy = (Va, E,) obtidos pela contragio de V*d e V ~d, respecti-
vamente, a um tnico vértice. Seja t; = tNE~d ey, =t N E*d. Os conjuntos ¢, e
to sao k-coberturas de [y e Dy, respectivamente. Pela hipéotese de indugdo, o con-
junto #; contém k coberturas disjuntas de Dy. Seja JF; a familia disjunta composta
por estas k coberturas. Analogamente, podemos determinar a familia 7 contendo
k coberturas disjuntas de Dq. Seja a famila F = {1 Uty : ¢y € F,12 € Fa e
t Nty # @}

Vamos mostrar que cada elemento de F é uma cobertura dos cortes orientados
de D. Seja ¢ € F e d um corte orientado de D. Se d' nao cruza d entdo evi-
dentemente ¢ cobre d'. Supondo entdo que os cortes se cruzam, sabemos que
§(V+dnV+d') e §(V*tdUV+d') sdo cortes orientados. Além disso, §.(VTdUVTd') 2>
1, 6. (V*dnV+d') > 1 e |dNt| = 1. Por modularidade, lema 3.10, sabemos que

16 (VHdN V)| 4 |6, (VIdU VHd) = [dNc|+|d Nel.

Portanto |d'N¢| > 1.

3Fsta demonstragao ¢ semelhante a apresentada em [FY87)
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caso ii. Podemos supor que para todo corte orientado d nao trivial, temos que |[dN¢| > k.
Isso implicaque se e € t entdo e € t* ou e € £, pois do contrério ¢\ {e} seria também
uma k-cobertura e o resultado seria provado por indugdo. Assim, toda aresta de ¢
incide numa. fonte ou num sorvedouro.

Se t é uma k-bi-cobertura de D, entdo pelo Teorema 5.15 sabemos que ¢ pode ser
particionado em & bi-coberturas e isso prova o teorema.

Suponha entdo que ¢ ndo é uma k-bi-cobertura. Sem perda de generalidade vamos
supor que existe um corte d € C* tal que |d N ¢t| < k. Suporemos ainda quc d ¢é
tal que V*d seja minimal.

Como {dNt| < k, entao existe uma aresta e := (u,v) € dN¢~. Assim u nao ¢ {onte
¢ v ¢ sorvedouro.

Seja d' € C* tal que V¥d' C V*d, e ¢ d' e V*d' seja maximal. Veja a figura 5.5 (a).
A existéncia de algum corte com esta propriedade decorre do fato de haver pelo
menos um vértice que é fonte contido em V*td.

Pela minimalidade de V*d, |d' N t*] > k. Assim, existe uma aresta ¢’ := (u',v’) €
dNnittee ¢ d Comode C*t, ndo existem vértices que sio sorvedouros em V+d.
Assim, como & C V*d, entio v’ ndo é sorvedouro mas u' é fonte. Seja " := (u/,v).
Como u' ¢ fonte e v é sorvedouro, entao existe um caminho orientado de v’ a v de
forma que e’ € E.

Vamos mostrar que t' := (t\{e, ¢'}) U " é uma k-cobertura dos cortes orientados
de D e além disso que todo corte orientado que contém a aresta ¢” contém e ou e'.
Dai, podemos aplicar a hipétese da inducio utilizando ¢'. Ao substituirmos e” por
{e, €'} na cobertura que utiliza ", obtemos & coberturas disjuntas contidas em .

d’ d d d
1\‘ ‘\‘ \\ ‘\‘
\‘ u e |‘ v l e I‘
1
fontes e K ! :a i \ 2
® Voo e [ e
sorvedouros i & po L
o .-’.': v l' -":- :
* ] ¥
——>=0 C—r—=0)
M / € r i
F Fl r
;" / H Y
R P a”
——— (a) ®)
Figura 3.5:

Vamos provar agora que ' é uma k-cobertura dos cortes orientados. Como u ndo
é fonte e v’ nao é sorvedouro, entio, para todo w € V que é fonte ou sorvedouro,
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[6(w) Nt'| = |6(w) Nt]. Por outro lado, os cortes orientados ndo triviais tm mais
do que k arestas de ¢ e além disso, aqueles cortes que contém e e €' também contém
e”. Portanto todos os cortes orientados ndo triviais sdo k-cobertos por t'.

Vamos mostrar agora que todo corte orientado que contém ¢” contém também e ou
e’. Suponha que existe um corte orientado d” tal que ¢” € d” ¢ {e,c¢'} N d" = .
Podemos supor que V*td' C V*d” ¢ V¥d pois do contririo poderiamos substituir
d" pelo corte §((V¥d N V*+d"Yu V*+d'). Veja a figura 5.5 (b). Além disso, d" € C*
porque V*+d"” ¢ V*d implica que £-d" O E~d e como d € Ct entao d € C™.
Assim, se [d" N t*] > k entio V*d nio era maximal ¢ se |d" Nt¥] < k entio V*d
nao era minimal. Em ambos os casos temos uma contradigao. De fato, todo corte
orientado que contém e” contém e ou ¢'. Isso conclui a demonstragio. O
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Conclusao

Este trabalho unifica os principais resultados da Teoria dos Grafos que tratam de
cortes impares e cortes orientados e se apresentam como igualdades minimax. Apesar de
muitos resultados importantes terem sido estabelecidos, varios problemas permanccem
ainda em aberto.

Mostra-se nesta dissertacdo que é util abordar as igualdades minimax para cortes
mpares e orientados em conjunto. Apesar da relagao entre estes dois conceitos nao ser
ainda inteiramente conhecida, sabemos que muitas semelhangas existem entre eles, bem
como ajgumas diferengas fundamentais.

Entre as semelhangas, podemos destacar a correspondéncia existente entre os enunci-
ados das diversas igualdades minimax e principalmente a possibilidade de demonstra-las
utilizando idéias em comum. Em particular, as demonstracdes que apresentamos para
os teoremas de Lucchesi-Younger, Lovasz e Edmonds-Giles e do Teorema 4.18 sio bas-
tante analogas. Qutro resultado relevante é a perfeita analogia existente entre os circuitos
impares e orientados em grafos planares no que diz respeito as relagdes com os cortes do
grafo dual.

A principal semelhanga entre os problemas duais para cortes orientados e impares apre-
sentados no capitulo 5 é a existéncia de importantes problemas em aberto. A dificuldade
destes problemas representa ou uma outra semelhanca entre cortes orientados e impares,
ou apenas significa que nao conhecemos com suficiente profundidade os problemas que
envolvemn as familias disjuntas de coberturas de cortes.

A primeira diferenga marcante entre igualdades minimax para os cortes impares e ori-
entados esta refletida nos enunciados do Teorema de Lucchesi-Younger e de Lovasz, ja que
o enunciado do segundo mostra que é necessario recorrer as familias 2-disjuntas de cortes
para que a igualdade seja valida. Podemos concluir outra diferenga importante a partir
do contetido da segao 4.5 que mostra que mesmo que exista uma igualdade minimax para
o problema da k-cobertura minima dos T'-cortes, é provavel que ela nio seja totalmente
andloga ao Teorema de Edmonds-Giles. Esta igualdade minimax deveria corresponder
a Conjectura 4.19, que mostramos ndo ser valida no caso geral. Para os problemas do
capitulo 5 as diferencas parecem ser ainda maiores, mas talvez nio conhegamos o suficiente
destes problemas para fazermos afirmagées mais objetivas.

Além do que foi discutido até aqui, estd dissertagdo traz as seguintes contribuigdes:
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® Apresentamos demonstragdes originais para os Teoremas de Lovdsz ¢ de Edmonds-

Giles, tendo em comum a utilizagao do que chamamos de Método da Aresta Essen-
cial.

e Estendemos o resultado de Seymour estabelecendo uma relagao mais profunda entre
a generalizagdo da Conjectura de Fulkerson ¢ a igualdade minimax para T'-cortes
minimos,

o Provamos o Teorema 4.18 para as k-coberturas dos T'-cortes no caso em que |T'| = 2,
mostrando que o problema de determinar k-caminhos aresta-disjuptos entre dois
vértices pode ser relacionado através de igualdade minimax.

o Provamos o Teorema 5.12 que afirma que se todos os T-cortes tém a mesma paridade
e |T} < 8, entdo o nimero de 7T-jungdes disjuntas é igual ao tamanho de um 7'-corte
minimo.

Além destes resultados, apresentamos as seguintes conjecturas que consideramos rele-
vantes:

¢ Conjectura 4.19 que trata das k-coberturas dos T-cortes para |T'} < 4.

¢ Conjectura 5.7 que tem o seguinte enunciado: se todos os T-cortes de G tém a
mesma paridade entdo o tamanho de uma familia 2-disjunta maxima de T-juncdes
é igual ao dobro do tamanho de um T-corte minimo.

Além da tentativa de resolugio destas conjecturas, acreditamos que os seguintes as-
suntos podem ser pesquisados como continuagdo deste trabalho:

o A demonstragio do Teorema 4.18 que apresentamos é um espelho da demonstragdo
do Teorema de Edmonds-Giles. Talvez este resultado ndo precise de tanto esforgo
para ser demonstrado. Uma prova mais direta para o problema poderia ser procu-
rada.

e Seria muito interessante que se investigasse igualdades minimax para as k-coberturas
dos T'-cortes. Pode-se também tentar provar que o problema da &-cobertura minima
dos T-cortes seja. NP-dificil para algum k e |T| constantes. Isto nos indicaria que
uma igualdade para o caso geral ndo deve existir. '

e A aplicagio de abordagens semelhantes & apresentada no capitulo 4, que consiste em
trabalhar a0 mesmo tempo com dois tipos de problemas que apresentam simetrias,
pode ser utilizada para tentativas de solugdo nio apenas dos problemas do capitulo
5 deste trabalho mas também de outros tipos de problemas da Teoria dos Grafos.
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¢ Os mesmos problemas estudados nesta dissertacdo poderiam ser estudados com
énfase em algoritmos eficientes para soluciona-los. Também seria interessante o
estudo destes problemas através de Combinatdria de Poliedros.
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