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Resumo

Modelos de Computagdo sdo uma ferramenta muito importante para um bom desenvolvi-
mento de algoritmos. Em geral, eles visam facilitar o trabalho de projetistas abstraindo
diversos fatores existentes nas méaquinas reais.

Em computagido paralela, a necessidade de um modelo é extrema devido a grande
variedade de arquiteturas. O surgimento de um modelo de computacdo paralela poderia
impulsionar ainda mais o crescimento da area que ja é bastante acentuado, devido a
limitacGes fisicas existentes em computadores seqiienciais.

Nesta dissertagdo fazemos um estudo de modelos de computagio paralela sob o ponto
de vista de projeto de algoritmos e com enfoque na computagao paralela derivada da ar-
quitetura de von Neumann. Para tanto, comegamos por estudar um conjunto de maquinas
paralelas para que suas diferengas fiquem claras. Escolhemos as maquinas paralelas mais
conhecidas, ou mais difundidas, como: CM-2, Sequent Symmetry, MasPar MP-1, CM-5,
entre outras.

Apos este estudo de maquinas, partimos diretamente para os modelos de computagao
paralela. Escolhemos trés como base. Tais modelos apresentam caracteristicas bem dis-
tintas quanto a simplicidade e realismo.

Os modelos estudados sdo PRAM, BSP [Val90] e LogP [CKP*93]. Muitos defendem
que continuemos usando o modelo PRAM , pois este, apesar de ser muito abstrato, facilita
bastante o trabalho dos projetistas. A proposta do modelo BSP é um pouco mais ousada
pois Valiant tenta, com seu modelo, influenciar as dreas de hardware e software da mesma
forma que a arquitetura von Neumann fez com a computacio seqiencial. Ja a proposta
do modelo LogP é bastante imediatista, visto que tenta resolver o problema atual de
dificuldade de projeto de algoritmos.

Para que pudéssemos avaliar um modelo sob o ponto de vista de projeto de algoritmos,
fizemos um estudo de casos com os problemas de Transformada de Fourier e Eliminacao de
Gauss. Com este estudo de casos pudemos avaliar quao facil ou dificil é projetar algoritmos
em cada um dos modelos.
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Abstract

Models of Computation are one of most important tools in algorithm design. With these
models, the work of an algorithm designer becomes easier, because these models leave out
many characteristics of real machines.

In parallel computing there is a great need for a general model, because we have many
different parallel machines. The advent of a parallel computing model could make the area
grow more than it is already growing.

In this dissertation we study some parallel computing models. First we take a look
at a representative set of parallel machines, in order to learn the differences between
each architecture. Our set of machines contains some of the most important commercial
machines such as: CM-2, Sequent Symmetry, MasPar MP-1 and CM-5. After this, we
study the models themselves.

The models chosen were: PRAM, BSP [Val90] and LogP [CKP*93]. Many researchers
argue that the PRAM is the best model for algorithm design although it is not realistic.
The proposal of the BSP model is bold, since it also seeks to influence parallel architecture
design. The proposal of LogP model although similar to the BSP, does not require parallel
machines to have synchronization mechanisms. This makes LogP the most realistic but
also the most difficult model to use.

We evaluate these models based on the problems of Fourier Transform and Gaussian
Elimination. After this study we made an evaluation of the three models.
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Capitulo 1

Introducao

”For unto us a child is born,

unto us a Son is given,

and the government shall be upon His shoulder,
and His name shall be called:

Wonderful, Counsellor, The Mighty God,

The Everlasting Father, The Prince of Peace !”

ISIAH IX,6

O mundo estd em um processo intenso de evolugdo. Diversas dreas crescem a um ritmo
assustador e cada dia se necessita mais de avangos tecnolégicos. A computagio possui hoje
um papel de muita importancia neste contexto, ja que a mente humana trabalha muito
rapidamente e conseqlientemente temos que possuir tecnologia suficiente para acompanhar
esta velocidade.

Atualmente é inconcebivel se fazer pesquisa sem o apoio de um computador, que a
cada dia dispde de mais e mais recursos. Nao sabemos porém, até que ponto a tecnologia
destes computadores suprira as necessidades existentes. Desta forma temos que pensar em
solugOes para este problema antes que ele se torne critico. O nosso conceito de pesquisa é
este: antecipar problemas e resolvé-los antes que ocorram.

O conceito de paralelismo é muito antigo. Desde os primérdios o homem ja fazia
trabalhos em paralelo. Atualmente, podemos afirmar que uma grande parte dos trabalhos
existentes sao executados em paralelo. Qualquer trabalho em grupo, por exemplo, pode
ser visto como uma tarefa paralela, ja que se tem um problema grande a ser resolvido e
varias pessoas trabalhando nele.

Por que entdo nao utilizamos este conceito tdo difundido em computagio ? Pensando
desta maneira, diversas propostas de arquiteturas com tecnologia de paralelismo surgiram
na ultima década, dando inicio a uma nova subirea da computagido a qual chamaremos
simplesmente de Computacao Paralela.



Formada por um conjunto muito grande e distinto de arquiteturas, onde cada uma
destas possui poucas maquinas como representantes, a computagao paralela atual é uma
area bastante diversificada e ainda pouco explorada quando comparada com a computagao
sequencial. Além disso, o rapido crescimento em desempenho das arquiteturas seqiienciais
tem tornado a computagdo paralela uma area mais esquecida ainda, ja que, em geral, o
desempenho das maquinas seqienciais ainda é satisfatorio.

Mesmo assim, existem diversas propostas que nos mostram os beneficios da utilizagao
da computagao paralela. Em ultima analise sabemos que, cedo ou tarde, a velocidade
da computacdo seqliencial atingird seus limites fisicos; quando este momento chegar, um
aumento no desempenho computacional s6 sera possivel através do paralelismo .

Nesta dissertagao tentamos esclarecer os principais fatores que tornam a computacio
paralela uma area um pouco nebulosa para grande parte dos usudrios. Tenderemos a
mostrar que acreditamos que a melhor solu¢ao para a computagao paralela é o surgimento
de um modelo de computagio padrdo, como também é defendido por Valiant [Val90).

Esta dissertagdo esta dividida em nove capitulos, dos quais este é o primeiro.

No capitulo 2 definimos modelos de computacio de uma forma geral e situamos a com-
putacao sequencial atual no contexto deste trabalho. Em seguida mostramos o porqué do
sucesso da computagdo seqiiencial, além de pontos que podem ser utilizados para melhorar
a generalidade da computagio paralela.

No capitulo 3 entramos na computagdo paralela propriamente dita onde mostramos al-
gumas classificagées existentes e descrevemos algumas maquinas paralelas mais difundidas.
Usando as classifica¢bes apresentadas mostramos que tais maquinas possuem arquiteturas
bastante distintas.

No capitulo 4 mostramos a possibilidade de a computacio paralela vir a substituir
a computagao sequencial naturalmente. Logo depois definimos modelos de computacao
paralela, mostrando sua necessidade. Em seguida descrevemos o modelo PRAM, por este ser
o modelo de computagio paralela mais difundido, de uma forma bem detalhada mostrando
onde este falha e também mostrando suas boas caracteristicas.

No capitulo 5 descrevemos sucintamente algumas extensoes do modelo PRAM que ten-
tam torna-lo mais realista. Descrevemos extensdes de tal sorte que todos os principais
problemas do PRAM sejam abordados. Algumas destas extensbes sao bastante recen-
tes, como o caso do QRQW PRAM [GMR94c], nos mostrando que muitos acreditam na
viabilidade deste tipo de solugao.

Nos capitulos 6 e 7 descrevemos duas novas propostas de modelos de computacao
paralela que representam bem o espectro existente de novos modelos que partem de uma
linha diferente do PRAM. No capitulo 6 descrevemos o modelo BSP [Val90] que, a partir do
sucesso do modelo RAM e da arquitetura von Neumann, se propoe a ser um modelo ponte
ligando as areas de hardware e software. Para tanto este modelo supoe a existéncia de
uma arquitetura especial que, de certa forma, faz o papel da arquitetura von Neumann na



computacao paralela. No capitulo 7 descrevemos um modelo de mais baixo nivel, chamado
LogP [CKP*93]. Este modelo diferentemente dos outros tenta resolver o problema atual
modelando um tipo de arquitetura especial dentre os apresentados no capitulo 2.

No capitulo 8 fazemos um estudo dos modelos apresentados, sob o ponto de vista de
projeto e analise de algoritmos, abordando dois problemas fundamentais em computagao:
Eliminagao de Gauss e Transformada Répida de Fourier.

No capitulo 9 fazemos uma conclusao geral do trabalho onde comparamos os modelos
PRAM, BSP, e LogP entre si sob o ponto de vista de projeto de algoritmos. Em seguida
mostramos as contribui¢ées do trabalho e quais suas possiveis extensoes.



Capitulo 2

Modelos de Computacao

2.1 Caracterizagao

Um sistermna de computacao é uma estrutura muito complexa, tornando dificil, para grande
parte das pessoas, o desenvolvimento de programas que considerem todos os detalhes nele
existentes. Devido a esta dificuldade, surgiram abstracdes, as quais chamamos Modelos
de Computagao. Tais modelos consideram apenas as caracteristicas mais importantes
dos sistemas, objetivando facilitar o desenvolvimento de programas (vide figura 2.1).

Projeto de Programas
Sem Uso de Modelos
(Programagio de Baixo Nfvel)

Modelos
de
utacdo

Usudrios
Algoritmo (Projetista)

Com

Figura 2.1: Modelo de computagdo como meio de interagdo entre usuario e sistemas de
computagao.

Mais formalmente temos:



2.1. Caracterizacao 5

Um modelo de computagdo caracteriza as operacées primitivas que podem ser ezecuta-
das nos sistemas de computagdo e seus respectivos custos [PS85].

Pela figura 2.1, podemos notar que um modelo pode facilitar bastante o trabalho de um
projetista de algoritmos. Sem um modelo o projetista teria que desenvolver seus programas
diretamente para os sistemas de computagio seguindo o caminho complexo representado
na figura citada. Ja com a existéncia de um modelo de computagio o trabalho se torna bem
mais facil j4 que o trabalho teoricamente mais complexo, o de abstragdo da arquitetura,
ja foi realizado durante a construgao do modelo.

A elaboragdo de um modelo de computacdo ndo € uma tarefa simples. Muitas sdo as
caracteristicas desejaveis, mas pelo menos duas podem ser consideradas fundamentais:

e Simplicidade: Por ser uma abstracio de sistemas de computacao, os modelos de-
vem ser mais simples que tais sistemas. Esta simplicidade viabiliza o desenvolvi-
mento de algoritmos por projetistas que ndo sejam especialistas nos sistemas de
computagao.

e Fidelidade: Um modelo de computagao pode ser dito fiel se atenta para os pon-
tos fundamentais dos sistemas de computacao e se o comportamento de algoritmos
desenvolvidos no modelo for semelhante ao comportamento da implementacao dos

mesmos algoritmos em um sistema real.

Um balanceamento entre simplicidade e fidelidade pode, em certos casos, caracterizar
um bom modelo. Outras caracteristicas importantes sao:

e Unicidade: O nimero de modelos existentes voltados para um conjunto de sistemas
de computagdo deve ser pequeno ou preferencialmente unico, pois isto permite o
surgimento de uma base de pensamento comum, a qual teria uma grande chance de
ser difundida.

e Independéncia: Um modelo ndo deve estar inteiramente ligado a um tipo de arqui-
tetura em particular nem 4 semantica de uma determinada linguagem; o modelo deve
ser o mais geral possivel, algo que seja independente de hardware e software abs-
traindo caracteristicas importantes de ambos os lados. Desta forma os algoritmos
desenvolvidos terao um tempo de vida maior, pois nao se tornariam inadequados

com o surgimento de novas tecnologias.

o Facilidade de Andlise: Um modelo de computagio deve permitir o uso de alguma
forma de avaliacao de complexidade de algoritmos.
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2.2 O Caso Seqiuencial

Quando falamos em modelos de computagiao seqliencial, ha dois modelos principais: a
Maquina de Turing e o modelo RAM (Random Access Machine). Descrevemos neste traba-
lho apenas o segundo, pois o modelo de Mdquina de Turing, apesar ser extremamente geral,
nao nos permite fazer uma analise de complexidade de uma maneira facil devido ao fato
de este ser um modelo extremamente simples. Ao trabalharmos com o modelo RAM, que
¢ mais complexo, podemos analisar mais facilmente um algoritmo. Além disso, sabemos
que Méquina de Turing e RAM possuem poder computacional equivalente [AHU74].

O modelo RAM consiste basicamente de dois componentes: um processador e uma
memoria ilimitada que pode ser acessada por este processador. Neste modelo temos as
seguintes operagdes primitivas disponiveis a custo unitario:

1. operagées aritméticas (+, —, X, =);
2. comparagoes entre dois numeros (=, >, <, #, >, <);

3. operagoes de acesso & memoria.

O modelo RAM obteve éxito na sua tarefa conseguindo se tornar um Modelo Ponte!
em computagao sequencial. Sua proximidade com a arquitetura von Neumann, fez com
que os usuarios de computacdo seqliencial o utilizassem na tarefa de desenvolvimento de
algoritmos. Sua estabilidade permitiu o desenvolvimento de uma base de pensamento na
qual tanto empresas de hardware quanto de software puderam confiar. Também permitiu
todo um desenvolvimento de uma teoria de complexidade, possibilitando se saber mais
facilmente quais problemas sao trataveis ou nao.

As previsoes de desempenho no modelo RAM nio sao muito precisas devido a diferencas
existentes entre modelo e maquina. Estas previsdes de desempenho, porém, possuem boa
precisao relativa, isto é, se um algoritmo A for assintoticamente melhor que um outro
algoritmo B no modelo RAM, o algoritmo A implementado em uma maquina seqiencial
sera, muito provavelmente, melhor que B implementado na mesma maquina para entradas
suficientemente grandes.

Apesar de todo este sucesso, o modelo RAM possui alguns problemas que podem
comprometer seu uso na pratica:

e Memoria Ilimitada: O modelo RAM supde que a memodria é suficientemente
grande de modo a todos os dados necessarios a uma operacao se encontrarem dis-
poniveis em memoria principal. Esta suposicdo nem sempre é verdadeira quando
consideramos maquinas seqiienciais reais. Suponha como ilustracao uma ordenagao

! Bridging Model, conceito introduzido por Valiant [Val90]
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de 100 milhoes de elementos onde cada elemento ocupa 4 bytes. Neste caso nem
toda maquina conseguird manter uma quantidade tio grande de dados em meméria
principal, pois seria necessario em torno de 400 Mbytes de memodria para tal arma-
zenamento. Desta forma a operagido em questdo sofreria uma degradagao no seu
tempo de execugdo, ja que dados armazenados em memorias secundarias possuem
tempo de acesso maior. Note que mdquinas seqlenciais reais mantém seus dados
armazenados em uma hierarquia de memodria de diferentes velocidades.

e Custo Unitario das Instrugdes: Para o modelo RAM, todas as operagées primi-
tivas custam uma unidade de tempo. Esta outra suposi¢do também nao é realista
pois sabemos que em maquinas sequenciais reais as operagoes tém custos diferentes.
Como ilustracdo, observemos que mesmo operagdes simples como adi¢ao e multi-
plicagao possuem custos diferenciados. Desta forma, a diferenga de custos existente
entre uma leitura de um dado e uma soma de dois numeros tende a ser muito maior.
Tal diferenca nao suposta pelo modelo RAM pode ocasionar que um algoritmo A
seja mais eficiente do que um algoritmo B de acordo com a analise feita sobre o

modelo RAM e que na pratica ocorra o inverso.

"pipe” decodificador executor
L 4
~ L | 5| L |5 —= g L —>
pseudo-paralelismo

Figura 2.2: Estrutura simplificada de uma execugio através do uso de pipelining. Execugao
nao atomica.

¢ Igualdade de Tempo de Acesso: Além de a memoria ser ilimitada, o modelo
RAM supde que o tempo de acesso a qualquer dado é o mesmo, nao importando
sua posicdo na memoria. Isto seria até aceitavel se nao tivéssemos a memoria das
maquinas reais organizada em uma hierarquia. Tal hierarquia ndo sé apresenta
diferengas de tempo de acesso de um nivel para outro, como também dentro de um
mesmo nivel, dependendo da localizagdo do dado. Um bom exemplo deste caso sdo

os acessos a discos rigidos.
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o Palavra de Memodria Ilimitada: O modelo RAM supde que a palavra de memoria
é grande o suficiente para manipular dados de qualquer tamanho. Ja em uma
maquina seqliencial real isso nao acorre; a palavra de memoria é limitada e caso
o dado nao consiga ser manipulado em uma tnica palavra, ele terd de ser manipu-
lado por duas ou mais. A isto associa-se um custo que nao é considerado no modelo
RAM bésico. O modelo RAM de custo logaritmico [AHU74], por outro lado,
considera tal custo.

¢ Pipelining: Esquema de execugio de instrug¢des ndo convencional caracteristico da
maioria das maquinas seqiienciais o qual permite que uma execugdo se processe mais
rapidamente. Tal aceleragao pode ser feita ja que o processo de execucao nao €
atomico; geralmente é dividido em subpartes como decodificacao e execugao. Esta
divisdo possibilita que enquanto uma instrugio esteja sendo executada outra ja possa
estar sendo decodificada (vide figura 2.2). Novamente o modelo RAM nao considera

este tipo de operagao.



Capitulo 3

Arquiteturas Paralelas

3.1 Classificagcao das Arquiteturas Paralelas

As maquinas paralelas comegaram a surgir com o objetivo de resolver algumas aplicagoes
cientificas de maior porte. As maquinas eram projetadas com a finalidade de resolver um
determinado problema da forma mais rdpida possivel sem preocupagdes com padronizagao
entre arquiteturas; o conceito da arquitetura proposta refletia exatamente o problema a
resolver.

Apesar das diferencas existentes entre as arquiteturas paralelas, podemos discernir
algumas caracteristicas comuns que sdo de grande importancia para o nosso trabalho, pois
podemos olhar este diversificado mundo em partes. A seguir expomos uma caracterizagao
quanto a organizagdo da memdria global. Antes porém precisamos das seguintes definigoes:

Definigao 3.1 Laténcia de Memdria € o tempo que um processador espera para que um
dado requisitado que ndo esteja em sua memoria local fiqgue disponivel.

Definigao 3.2 Escalabilidade € a capacidade que uma mdquina possui de melhorar o seu
desempenho a medida que o numero de processadores € aumentado.

A caracterizagio por Meméria Distribuida supde que cada processador possua uma
parte da memoria global que lhe é acessivel, e onde a comunicagio entre eles seja realizada
através de troca de mensagens. A ligagdo entre os processadores é representada através
de uma rede de interconexao. Esta rede pode, em geral, ser visualizada como um grafo
onde cada vértice representa um par processador-memoria € onde as arestas representam
as ligacOes diretas entre estes pares. A laténcia de memodria estd intimamente ligada
ao didmetro da topologia da rede, que, em geral, é expresso em relacdo ao numero de
processadores, n (nimero de vértices do grafo). Existem diversas topologias (vide figura
3.1), dentre as mais conhecidas temos:
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¢ Linear: Topologia muito simples e pouco usada, pois seu didmetro ¢ dado pelo
tamanho da estrutura, que é linear, O(n).

¢ Completa: Topologia também pouco usada, pois seu custo de construcao é muito
alto, principalmente quando temos muitos processadores. Em contraste, seu diametro
é constante, O(1).

e Malha: O uso desta topologia ja é mais difundido, pois possui uma boa tolerancia a
falhas (devido ao grande nimero de caminhos alternativos entre dois processadores)

e diametro O(/n).

@a) @
®)
o—o—o°
(@)
"

Figura 3.1: Algumas topologias de rede de interconexao: (@) Toro, (b) Hipercubo 3-D, ( c)
Completa, (d) Arvore gorda, (e) Linear e (f) Malha.

(c)

o—0 &

e Hipercubo: Topologia bastante usada devido ao seu baixo didmetro em relagao a
outras topologias, O(log n).

e Toro: E uma malha em que os processadores das bordas estio ligados entre si.
O objetivo desta topologia é aumentar o nimero de caminhos alternativos entre
dois processadores melhorando sua confiabilidade. O didmetro permanece O(\/n).
O conceito de toro pode ser estendido para dimensdes maiores (por exemplo um

reticulado cibico com ligagdes entre as faces).
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e Arvore gorda': Na arvore gorda, cada vértice, ao invés de um, possui dois ou mais
pais. Sendo assim, se supusermos que cada vértice possui dois pais, podemos afirmar
que cada folha da arvore possui 2 pais, 4 avos, 8 bisavés e assim sucessivamente.
Esta topologia possui a facilidade de podermos aumentar o nimero de processadores
facilmente. Seu uso se tornou mais difundido com a proposta da méaquina CM-5
(veja secdo 3.4.6). Possui didmetro O(logyn), onde d é o niimero maximo de filhos
que um dado vértice pode ter.

Ja a caracterizagdo por Meméria Compartilhada supée que a memoria é visua-
lizada pelos processadores como um tnico espago de enderecamento, podendo até estar
fisicamente distribuida entre eles. A comunicagdo entre os processadores da-se através da
memoria compartilhada, assim um processador A desejando comunicar-se com um B deve
escrever em uma posigao da memoria para que B leia desta mesma posigao.

Uma outra caracterizagdo de mdaquinas paralelas é a proposta por Flynn{Fly72], que
apesar de ser considerada ambigua em certos casos, torna-se interessante devido a sua
simplicidade. As classes de arquiteturas foram propostas de acordo com a unicidade ou
multiplicidade de dados e instrugdes:

o Single-Instruction Stream—Single-Data Stream (SISD): Classe que compreende as
arquiteturas seqlienciais, assim consideradas, por ndo expressarem nenhum tipo de
paralelismo, seja de dados seja de instrugoes. Alguma duvida pode ocorrer com
relacdo a arquiteturas seqiienciais que se utilizam de pipelining (vide figura 2.2),
porém a grande maioria dos autores as consideram como pertencentes a esta classe.

Rede de Inferconexio | Rede de Inferconexio |
ou ou
Meméria i Meméria i

L } Processadores - } Processadores
\./—\N \—’-—\/\J
Controle Unico (a) Controle )

Figura 3.2: Estrutura das duas classes de arquiteturas mais importantes para a com-

putagao paralela: (a) SIMD (b) MIMD.

L Fat tree
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o Single-Instruction Stream—Multiple-Data Stream (SIMD): Abrange arquiteturas que
possuem somente paralelismo de dados (uma mesma instrucdo é executada por di-
versos processadores contendo dados diferentes). Os processadores trabalham sin-
cronamente, porque as instrugées sio geradas em uma unica unidade de controle
(vide figura 3.2). Além disso cada processador possui uma pequena memdria local
que ¢é utilizada no manuseio dos dados de uma operagao.

o Multiple-Instruction Stream—Multiple-Data Stream (MIMD): As arquiteturas per-
tencentes a esta classe possuem tanto paralelismo de dados quanto de instrugoes.
Os processadores podem trabalhar assincronamente, pois as instrugoes sdo geradas
por unidades de controle diferentes. Cada processador executa sua instrucao no seu
proprio dado (vide figura 3.2).

A seguir comparamos as classes das duas classificagées apresentadas, objetivando 1den-
tificar melhor suas diferencas e realgar suas similaridades. Antes, porém, apresentamos
duas defini¢bes necessarias a um melhor entendimento de tal comparagao:

Definigao 3.3 Contengdo por Memdria € uma sttuagdo onde vdrios processadores aces-
sam um mesmo modulo de memdria ao mesmo tempo. A concorréncia eristente entre
estes processadores faz com que a laténcia de memdria seja maior.

Definicao 3.4 O grau da contengdo € igual ao nimero de processadores que participam
da contengdo por memdria.

Compararemos, a seguir, a classificagdo quanto a organizagdo da memdria global e em
seguida a classificacao de Flynn.

3.2 Memoria Compartilhada vs. Distribuida

Ao usarmos o termo memdria distribuida temos uma tendéncia natural de pensarmos em
arranjo fisico de memdria. Desta forma, usaremos nesta comparagdo o termo troca de
mensagem objetivando evitar qualquer tipo de ambigiidade que possa surgir em casos
onde a memoria é classificada como compartilhada mas estd fisicamente distribuida entre
os processadores.

Um modelo de meméria compartilhada se utiliza da memodria para qualquer comu-
nicagao entre os processadores, enquanto que no modelo de troca de mensagem a comu-
nicacido entre os processadores € realizada através de transmissoes e recepgoes de mensa-
gens. Uma descrigao mais detalhada pode ser encontrada na secao 3.1.

LeBlanc e Markatos [LM93] nos mostram que os dois modelos possuem boas carac-
teristicas e que nao devemos dizer que um modelo ou outro é o melhor sem analisarmos
os varios fatores que influenciam seu uso, como por exemplo a propria aplicagao.
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Um obstaculo existente na construgdo de arquiteturas com memdria compartilhada
(néo fisicamente distribuida) é a existéncia de um limitante superior no nimero de proces-
sadores que podem estar ligados ao seu barramento, prejudicando assim a escalabilidade
da arquitetura. Logo, a construgio de maquinas paralelas com grande niimero de proces-
sadores torna-se dificil, o que nos leva a acreditar que o uso da memdria compartilhada é
aconselhavel somente se a mesma encontrar-se fisicamente distribuida entre os processa-
dores.

Quando ocorre sincronizagao, cada processador toma conhecimento da execucdo de
outros. Nos modelos de troca de mensagem a sincronizagao, caso seja necessaria, € efetuada
através de troca de mensagens entre os processadores. Ja nos de meméria compartilhada
a sincronizagao € feita através da escrita na prépria memdria.

Uma caracteristica favoravel ao modelo de troca de mensagem, com relaciao a acesso
a memoria, € o fato de este tirar proveito da localidade de referéncia, trazendo os dados
para a memoria local antecipadamente. As méquinas de memédria compartilhada também
podem se utilizar de busca antecipada, mas a um custo de uso de meméorias cache.

A maior vantagem do modelo de memoria compartilhada é a diminuigao do tempo ge-
ral que os processadores ficam parados. Segundo LeBlanc e Markatos [LM93], os modelos
de memoéria compartilhada se utilizam, em geral, de uma fila de tarefas?, onde a medida
que um processador termina sua tarefa ele retira outra da fila de execugdo escondendo
a laténcia de memoéria existente. No modelo de troca de mensagem isso pode até ser
implementado mas, em geral, as divisdes de tarefas entre os processadores sdo efetuadas
estaticamente antes da execugdo, levando alguns processadores a ficarem parados espe-
rando pelo término de outros. Note que a estrutura do modelo de meméria compartilhada
permite a implementacdo de fila de tarefas mais facilmente.

3.3 SIMD vs. MIMD

Existem discussdes a respeito de qual seja a melhor arquitetura paralela: SIMD ou MIMD.
O que podemos afirmar é que as duas possuem caracteristicas importantes e talvez nio
devam ser vistas como concorrentes.

As arquiteturas MIMD sao consideradas de propdsito mais geral pois, teoricamente,
podem executar programas destinados a arquiteturas SIMD. Na arquitetura MIMD os
processadores trabalham assincronamente, mas podem, se necessario, trabalhar sincrona-
mente, bastando para isso que exista um mecanismo para executar este controle. Ja as
arquiteturas SIMD sdo fixamente sincronas pois, como suas instru¢ées sao geradas pelo
mesmo controle, ndo existe a possibilidade de um processador se atrasar com relagao a

outros.

2threads
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Nas arquiteturas MIMD o assincronismo inerente possibilita que os processadores
mais rapidos ndo sejam atrasados pelos mais lentos, s6 que se alguma sincronizagio for
necessaria seu custo sera muito alto [AG94).

Uma boa caracteristica existente em maquinas SIMD é sua maior facilidade de pro-
gramagao. Um caso ilustrativo é o da conten¢do por memoria em arquiteturas SIMD;
ocorre que, ou todos processadores necessitam de um recurso compartilhado ou nenhum,
facilitando assim a contabilizagido deste custo. Por outro lado, em arquiteturas MIMD, a
contengdo por memoéria pode ser variavel, tornando dificil a estimativa do custo associado
que é dado sempre pelo grau da contencao.

As arquiteturas SIMD necessitam de um menor espago para o armazenamento do
conjunto de instrugdes (controle) pois estas sio as mesmas para todos os processadores.
Apesar disso, existe um custo relacionado com o tempo de envio de uma instrugao da
memoria para cada processador, seja esta compartilhada ou distribuida. Em oposigao, as
arquiteturas MIMD exigem que o conjunto de instrugoes esteja replicado em todos os
processadores caso este seja o mesmo. Tal problema pode nao ser muito sério caso o custo
de memoéria continue decaindo com relagiao ao custo dos processadores [AG94].

Apesar de existirem estas discussdes sobre as diferengas entre estes dois tipos de arqui-
tetura, existem estudos que nos mostram a possibilidade de simulagdo de uma em outra
a um custo bastante atrativo. Campbell [Cam94|, por exemplo, nos mostra que se ga-
rantirmos alguns fatores podemos simular MIMD em SIMD ou vice-versa com relativa

facilidade.

3.4 Maquinas Paralelas

Apresentaremos abaixo descrigdes sucintas de algumas maquinas paralelas existentes no
mercado. O leitor notara que existe uma diversidade muito grande entre cada uma destas
maquinas, de tal sorte que nos faremos valer de uma tabela, mostrada na segao final, para
um melhor esclarecimento de tais diferencas.

Antes de apresentarmos as descrigdes, porém, mostraremos uma defini¢ao que nos sera
de grande importancia para melhor entendimento destas:

Definicao 3.5 Largura de Banda® € a taza de transferéncia de dados mdzima entre dois
componentes, geralmente medida em nimero de mensagens por unidade de tempo, a qual
pode impor limitagées no desempenho total de uma mdquina [Hay88].

3 Bandwidth



3.4. Maquinas Paralelas 15

3.4.1 CM-2 (Connection Machine 2)

Configurivel de 4.092 até 65.536 processadores, a CM-2 é uma maquina SIMD com
memoria distribuida. Seus processadores estdo organizados em um hipercubo, onde cada
vértice deste hipercubo equivale ao que é chamado de sprint-node. Estes sprint-nodes
sao formados por 32 processadores nao poderosos (1 bit), com estrutura semelhante a

mostrada na figura 3.3 [Mac92, AG94].

n DIMENSOES n DIMENSOES

AT, e

MEMORIA
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UNIDADE DE PONTO FLUTUANTE

Figura 3.3: Estrutura de um sprint-node da CM-2.

Essa estrutura em hipercubo, com cada vértice sendo um sprint-node, € talvez a ca-
racteristica particular desta arquitetura. Utilizando esta estrutura uma CM-2 com 65.536
processadores possui 2.048 sprint-nodes organizados em um hipercubo de 11 dimensées. Os
processadores sdo customizados enquanto que as memorias utilizadas sao DRAMs padrao
usadas comercialmente [Mac92, RO93].

A CM-2 se destaca também por ser a maquina predecessora da CM-5.

3.4.2 DAP-6xx (Distributed Array Processor)

Lancada em meados de 1992 a série DAP-6xx se constitui de maquinas SIMD de memoria
distribuida. Seus processadores estao organizados em uma topologia em malha de 64 x
64 processadores nao poderosos, customizados, e onde cada um esta ligado diretamente a
sua memoria local.

Como memoria, sdo utilizadas RAMs estaticas que, apesar de possuirem um alto custo,
visam diminuir o tempo de acesso [Mac92]. O tamanho da memdria local a cada processa-
dor nao pode ultrapassar 1 Mbit, mas geralmente varia de 32 a 256 Kbit por processador.
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Antes do lancamento do primeiro DAP-6xx, a série topo de linha era a DAP-5xx que
possui 32 x 32 processadores em malha. Note que o nimero maximo de processadores é
diferente em cada série e é definido como sendo sempre uma malha de 2¥ x 2¥ processadores
onde y é dado no nome da série (DAP-yxx). Neste mesmo sentido, a velocidade em MHz
da série é identificada pelo valor zz. Exemplificando, uma maquina DAP-610 possui 64 x
64 processadores e clock de 10MHz.

Esta maquina se destaca por possuir a arquitetura que mais se aproxima da arquitetura

SOLOMON*.

3.4.3 MP-1 (MasPar)
Configuravel de 1.024 a 16.384 processadores em duas séries (MP1100 a MP1200) a MP-1

é uma maquina SIMD de memoéria distribuida. Os processadores sdo customizados e estao
organizados em uma topologia em malha, mas com grupos de 16 processadores em malha
4 x 4. A este tipo de rede é dado o nome de X-NET (vide figura 3.4). A largura de banda
desta rede cresce quase linearmente com o nimero de processadores [AG94, Mac92].

Com relagdo a meméria, a MP-1 utiliza atualmente DRAMs de 16 Kbytes por processa-
dor, o que d4 uma memdria total de 256 Mbytes na configuracao com 16.384 processadores.

Uma caracteristica importante da MP-1, e talvez a que a tornou diferente das CM-2 e
DAP, é que esta ja no seu primeiro projeto visualizava a utilizagao de unidades de ponto
flutuante, o que nas outras maquinas citadas ndo era previsto nos projetos iniciais, sendo
incorporada posteriormente.

3.4.4 KSR1 (Kendall Square Research)

A KSR1 é uma maquina MIMD configuravel de 8 até 1088 processadores no projeto atual,
mas pode ser estendida para dezenas de milhares de processadores [AG94]. Utiliza-se de
um sistema de caches privadas mantidas consistentes via hardware chamado ALLCACHE

Através do sistema ALLCACHE é possivel se ver o espago de enderegamento, que esta
fisicamente distribuido entre os processadores, como um inico espago de enderegamento
compartilhado por todos os processadores. Este sistema é bastante diferente dos sistemas
convencionais. Geralmente as caches em sistemas convencionais sdo um meio de armaze-
namento local e temporario de dados e onde existe uma memoria global que contém uma
cépia permanente dos dados. J4 no sistema ALLCACHE temos o primeiro nivel de caches
mas, ao invés da memoria global, existe um segundo nivel de caches com uma copia dos
dados que sao, de tempos em tempos, copiadas em disco [AG94].

4Simultaneous Operation Linked MOdular Network [SBM62], maquina que mais influenciou as
maquinas SIMD atuais.
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Apesar de ser uma maquina assincrona, a sincronizagao na KSR-1, quando necessaria,
pode ser feita através do uso de variaveis condicionais, regides criticas, barreiras ou pelo
travamento dos dados através uso de fungdes adequadas a este trabalho.

' NP NP NS S N_—'§

Figura 3.4: Estrutura em malha da MasPar MP-1, chamada particularmente de X-NET.

3.4.5 Sequent Symmetry

Baseada nos processadores de prateleira Intel 80X86, a Sequent Symmetry é uma maquina
MIMD de memoéria compartilhada, configuravel com até 30 pares processador-coprocessador.
Apesar de serem poucos processadores, o desempenho da maquina é muito bom e gira em
torno de 150 Mips para a arquitetura com 30 pares de processador-coprocessador. Este
desempenho é conseguido devido ao fato de os processadores utilizados serem poderosos,
ao invés de processadores pequenos existentes em outras maquinas.

Seus processadores estdo organizados em uma topologia baseada em barramento. To-
dos os processadores estio conectados a um barramento central que é o mesmo para
controladores de I/O e memdria.

O uso de um sistema de barramento central pode gerar alta contengao devido a concen-
tracao de tarefas neste barramento. Especificamente na Sequent Symmetry este problema
seria sério com mais de 4 processadores se nao existisse uma cache de 64 Kbytes por pro-
cessador que diminui o trafego de dados. Além disso, o uso de um barramento mais largo
suportando até 64 bits de dados ou 32 bits de dados e 32 bits de controle, multiplexados,

minimiza o problema de contengao.
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A caracteristica mais importante da Sequent Symmetry, é o fato de ela utilizar proces-
sadores de prateleira, permitindo uma maior flexibilidade da arquitetura. Atualmente, a
ultima maquina oferecida, a Sequent 2000, ja utiliza processadores Intel da familia 80486.

3.4.6 CM-5 (Connection Machine 5)

Ultimo modelo lancado pela Thinking Machines Corporation, a CM-5 é uma maquina que
possui uma arquitetura bastante diferente de suas antecessoras (CM-2 e CM-200). A CM-5
é classificada como MIMD mas possui muitas caracteristicas também de SIMD, principal-
mente pelo fato de ter instrugées rapidas de sincronizagdo. Muitos problemas existentes
na CM-2 foram resolvidos na CM-5 principalmente os problemas de nao facilidade de
expansao inerentes a organizacio dos processadores em hipercubo.

A CM-5 possui memoria distribuida entre os processadores que estao organizados em
arvores gordas, que é uma estrutura mais flexivel que o hipercubo. O hipercubo dificulta
o acréscimo de mais processadores, ji que este ndo pode ser feito arbitrariamente. O
hipercubo sé pode ser expandido caso dobremos o nimero de processadores. As arvores
gordas, por sua vez, podem ser expandidas com um numero arbitrario de processadores
além de possuirem propriedades de tolerancia a falhas (vide figura 3.1), ja que os vértices
possuem mais de um vértice pai [R0O93, AG94]

A implementagio atual da CM-5 possui processadores RISC de prateleira baseados
em SPARC com uma memédria de 32 Mbytes por processador. A escolha de processadores
baseados em SPARC facilita um pouco o processo de desenvolvimento de software pelo fato
de ja existir um bom conhecimento de como se desenvolver software para SPARC. Notamos
também que cada processador da CM-5 é muito mais poderoso do que um processador da
CM-2.

A CM-5 pode chegar a um ntimero maximo de 16.384 processadores. Atualmente
porém, a maior maquina disponivel possui apenas 1.024 processadores, resultando em
uma maquina com 32 Gbytes de memoria total.

3.4.7 Cray T3D

Considerada a primeira maquina macicamente paralela da Cray Research, o Cray T3D
é uma maquina MIMD de meméria compartilhada, mas onde esta estd fisicamente dis-
tribuida entre os processadores. Dizemos que a memoria é compartilhada porque qualquer
processador pode ler ou escrever em memorias nao-locais sem conhecimento prévio dos
processadores locais a estas.

O acesso a memoria possui custos diferentes dependendo de os acessos serem locais
ou ndo. O tempo de acesso & memoria gira em torno de 25 ciclos de clock enquanto que
a memodrias nao-locais gira em torno de 225 ciclos de clock. Ja com relagdo a largura
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de banda entre memodria e processador temos taxas em torno de 320 Mbytes/seg para
memorias locais e 100 Mbytes/seg para memdrias nao-locais.

O tamanho da memoéria do Cray T3D é dado pelo nimero de processadores multiplicado
pelo tamanho da memodria local a cada processador, que varia de 16 a 64 Mbytes. Logo
uma maquina com 1024 processadores possui uma memoria de até 64 Gbytes.

Os processadores do Cray T3D estao organizados em um reticulado cibico com ligagoes
entre as faces (um toro). Nesta maquina existem dois processadores por vértice do toro, e
por isso uma configuragao de 1024 processadores usa um toro de 512 vértices (8 x 8 x 8).
A justificativa para o uso do toro como topologia de interconexao é o fato de ele possuir
caminhos redundantes entre processadores, aumentando assim a confiabilidade do sistema.
Além disso o toro possui baixa laténcia (devido ao seu didmetro) quando comparado com
outras topologias [KFW94].

A proposta do Cray T3D é bastante interessante pois atenta para pontos criticos
em computagao paralela. A arquitetura possui mecanismos para esconder o custo das
operagoes de longa laténcia, como fila de busca antecipada®. Com relagao & sincronizagao,
varios mecanismos existentes facilitam este trabalho independentemente da granularidade
ou do tipo de paralelismo (de dados ou de controle), como: Barreira de Sincronizagao e
Mensagens entre os processadores. _

Finalmente, vale salientar que o Cray T3D possui uma boa escalabilidade, sendo esta
quase linear [KFW94].

3.4.8 NCUBE/x

Sistema MIMD com configuracdes variando de 16 a 8192 processadores, a familia NCUBE/x
é constituida de maquinas com processadores de prateleira ligados em hipercubo. O termo
z que identifica o nome da maquina € igual ao logaritmo base dois do nimero de proces-
sadores.

Apesar de ser uma topologia muito flexivel em termos de aumento do numero de
processadores, o hipercubo é bastante modular e pode ser dividido em hipercubos menores
que podem ser alocados a diferentes aplicagées. Cada vértice do hipercubo constitui-se de
um processador customizado e um conjunto de 6 a 10 chips de memoria de até 64 Mbytes.

Sprefetch queue
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3.4.9 Quadro Comparativo

Como observamos as maquinas paralelas apresentadas possuem caracteristicas arquitetu-

rais as mais distintas. Abaixo sumarizamos estas caracteristicas pela tabela 3.1.

Caracterfstica Organizagio | Classificagio Tipos de Tamanho
Topologla de dos

Méquina pologl Meméria Flynn Processadores|Processado
CM-2 Hipercubo | Distribufda SIMD Customizado| Pequenos
DAP-6xx Malha Distribufda SIMD Customizado| Pequenos
MP-1 oh('fang‘% Distribufda SIMD Customizado| Pequenos
KSR1 Hierdrquico | Compart. MIMD Customizado| Poderosos
Sequent Symetry Barramento | Compart. MIMD Prateleira Poderosos
CM-5 Arvore | Digrbuida | MIMD | Prateleira | Poderosos
Cray T3D Toro Compart. MIMD Prateleira Poderosos
NCube/X Hipercubo | Distribufda MIMD Customizado| Poderosos

Tabela 3.1: Resumo das caracteristicas de algumas maquinas paralelas



Capitulo 4

Modelo PRAM

4.1 Computacao Paralela como Substituta da Com-
putacao Sequencial

Atualmente, um dos principais desafios da ciéncia da computagao e da industria de com-
putagio é determinar a extensao em que a computagao paralela pode atuar e se é possivel
esta substituir gradualmente a computacgio seqiiencial, tornando-se o que McColl chama
de Computagio Paralela de Propésito Geral![McC93, McC94b).

Na secdo 3.4 fizemos uma breve descricio de algumas maquinas paralelas existentes
e vimos que elas possuem caracteristicas bem distintas. Apesar de um possivel ganho
em desempenho, a computacdo paralela ndo conseguiu ainda se tornar comercialmente
atrativa. Asindustrias de hardware nio possuem muitas maquinas paralelas disponiveis no
mercado ja que as maquinas seqienciais estio a cada dia com melhor desempenho e menor
custo, e todos nés sabemos a importancia do custo de uma maquina para seu sucesso no
mercado. Além disso, grande parte das maquinas paralelas existentes sio especializadas na
resolugio de problemas mais complexos, principalmente na area cientifica. Ja as industrias
de software nio se sentem muito atraidas pela computacao paralela devido ao pequeno
numero de maquinas existentes no mercado e a grande diferenga entre elas, o que geraria
a necessidade de uma versdo de software para cada arquitetura.

McColl defende que o surgimento de um modelo de computagdo paralela que exerca
o mesmo papel que a arquitetura von Neumann para a computacio sequencial, podera
aumentar o interesse das inddstrias de hardware e software pela computagdo paralela,
pois tal modelo formaria uma base de pensamento em que ambas as indudstrias pudessem
confiar. Além disso, a computagio paralela se tornaria gradualmente um método simples
de computagio, expandindo seus limites de atuagao.

1 General Purpose Parallel Computing
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4.2 Modelos de Computacao Paralela

O surgimento da arquitetura von Neumann permitiu a difusido da computagdo seqiiencial.
Desta forma, acreditamos que o surgimento de uma arquitetura padrio para a computagao
paralela podera difundi-la.

Apés o surgimento da arquitetura von Neumann, a necessidade de um modelo de
computagao que viesse facilitar a tarefa de desenvolvimento de algoritmos se tornou clara,
dai o surgimento do modelo RAM. Em computacdo paralela o processo é um pouco diferente
dado a diversidade de arquiteturas existentes. Sendo assim acreditamos que um modelo de
computagao paralela deva ser o mais genérico possivel, conseguindo abstrair, sendo todas,
as principais arquiteturas paralelas existentes. Com base nestas observagdes, podemos
afirmar que enquanto néao surgir um modelo genérico, a computagio paralela dificilmente
atingira a generalidade existente na computagdo seqiiencial.

Com base nos problemas existentes em computacido paralela, podemos acrescentar
algumas necessidades especificas aquelas ja descritas na secao 2.1:

¢ Exploracao do Paralelismo: Necessitamos de um modelo de computacao paralela
que nos permita expressar, de uma maneira simples, o paralelismo existente em
alguns problemas, objetivando assim, reduzir o tempo de computagio dos algoritmos.

e Transportabilidade: Os modelos de computacdo paralela devem, se possivel, abs-
trair diversas arquiteturas distintas entre si, permitindo que programas desenvolvidos
em uma maquina sejam transportaveis para outras com o menor nimero possivel de
modificagées. Também é desejavel que esta transportabilidade seja independente do
nimero de processadores e do tipo de memédria: distribuida ou compartilhada.

A anilise de quao bom é um modelo de computagio paralela é feita verificando-se o
quanto ele atende as necessidades acima, em adi¢do aos dois fatores principais: simplici-
dade e realidade.

Além da verificacido de fatores tedricos, como os apresentados acima, a comprovagao
experimental é um fator extremamente importante na avaliacio de um modelo de com-
putagao paralela [AKP93]. Em computacio paralela a necessidade de comprovagio experi-
mental é mais intensa devido a grande diversidade de fatores como: classes de arquiteturas,
arranjos de memoria, processos de comunicagao, entre outros.
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4.3 O Modelo PRAM

4.3.1 Descrigao

O PRAM ¢ o modelo de computacio paralela mais popular. Até o surgimento do PRAM 0s
modelos existentes em computacio paralela como redes de ordenagao? e circuitos, dificul-
tavam o desenvolvimento de algoritmos que utilizam estruturas de dados. Os modelos de
redes de ordenacéo e os circuitos ndo possuem memdria definida, fazendo com que leituras
e escritas nao sejam permitidas dentro de uma execu¢do. Um problema a ser resolvido
nestes modelos deve ter uma entrada inicial e uma unica saida gerada pelo modelo.

Observando o problema definido acima o modelo PRAM foi proposto como uma ex-
tensdao paralela do modelo de computagdo seqiiencial RAM.

O modelo PRAM de computagdo paralela consiste, em linhas gerais, das seguintes
partes:

¢ um conjunto de processadores idénticos que trabalham sincronamente. Um
processador sé pode avangar ao passo seguinte de sua execugdo se todos os outros
processadores tiverem terminado seus respectivos passos correntes.

e uma memoria compartilhada, ilimitada, que pode ser acessada por qualquer
numero de processadores indistintamente para leitura e escrita em uma unidade
de tempo.

Os algoritmos desenvolvidos no modelo PRAM consideram no seu projeto a possibili-
dade ou nio de acesso concorrente a uma determinada posi¢do da memoria compartilhada.
Sendo assim podemos afirmar que o modelo estd dividido em submodelos de acordo com
a possibilidade ou nao de um algoritmo possuir acesso de escrita ou leitura concorrente a
posi¢oes de memdria. Estes submodelos sio:

o Ezclusive Read Ezclusive Write (EREW PRAM): Este é o submodelo mais fraco.
Os projetistas devem considerar que os algoritmos ndo podem conter instrugoes de
leitura ou escrita concorrente.

o Concurrent Read Ezclusive Write (CREW PRAM): No desenvolvimento de algoritmos
neste submodelo, os projetistas podem usar a facilidade de varios processadores
poderem ler de uma mesma posi¢ao de memoéria, mas se atendo ao fato de somente
um processador poder escrever em uma mesma posi¢ao de memoria por vez.

e Concurrent Read Concurrent Write (CRCW PRAM): Este submodelo é o mais forte.
Os projetistas de algoritmos podem se utilizar da facilidade de todos os processadores
poderem ler ou escrever em uma mesma posi¢ao de memdria ao mesmo tempo.

2sorting networks
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o FEzclusive Read Concurrent Write (ERCW PRAM): A existéncia deste submodelo
é descrita em alguns trabalhos, como [Akl89]. Nele os projetistas de algoritmos
podem usar a facilidade de varios processadores poderem escrever ao mesmo tempo
em uma mesma posi¢ao de memoria, mas ndo podendo haver leitura simultanea a
uma mesma posi¢ao de memoria. Vale observar que este submodelo ndo é muito
comum pois a permissao de escrita concorrente é um problema mais sério que o de
leitura concorrente. Em geral, quando o problema de escrita concorrente é resolvido
o de leitura pode ser resolvido sem nenhuma grande modificacdo no submodelo.

Apesar das diferengas nas restri¢oes dos submodelos, existem resultados que mostram
que o modelo mais fraco consegue simular o mais forte com perda de O(log n) no tempo,
onde n é o tamanho da entrada {CLR90].

No caso dos modelos ERCW e CRCW podem aparecer conflitos de escrita. Com o
objetivo de controlar estes possiveis conflitos, sdo utilizadas algumas politicas de acesso.

As mais usadas sdo:

e Comum: A escrita é efetuada somente se todos os processadores que estao tentando

escrever na mesma posi¢do contiverem o mesmo dado.

e Prioridade: Existe uma prioridade de escrita entre os processadores. Havendo

conflito, o processador de maior prioridade tera sucesso.

e Arbitrario: Dentre os processadores que geraram o conflito, somente um deles,

escolhido arbitrariamente, terd sucesso.

4.3.2 Avaliacao de Desempenho em PRAM

Existem varias propostas de como se avaliar um algoritmo PRAM. Nesta secdo descreve-
remos duas que consideramos mais importantes.

Custo por Tempo vs. Processadores

Este método de avaliagdo consiste em achar o custo do algoritmo, C'(n), que é o tempo
de execugdo do algoritmo multiplicado pelo nimero de processadores necessarios a esta
execucdo. Logo temos que C(n) = T(n) x P(n), onde T(n) é o tempo de execugao do
algoritmo e P(n) é o nimero de processadores necessarios a execugao [CLR90].

Este talvez seja o método de avaliagao mais difundido dentre os existentes para o
modelo PRAM. Para fazermos uso dele, temos que, ao desenvolver um algoritmo. nos
preocupar com quantos processadores existem e como dividir a tarefa entre eles. Tendo
o algoritmo pronto, fazer uma analise de complexidade se torna uma tarefa simples para

um usuario com experiéncia em analise de algoritmos seqiienciais.
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Um dos motivos que influenciou na difusido deste método, é que dado um algoritmo
paralelo com custo igual a C(n), podemos transformi-lo em um seqliencial equivalente,
fazendo o unico processador existente simular os P(n) processadores existentes no caso
paralelo. Este fato possibilita que cotas superiores para algoritmos paralelos possam ser
levadas para o caso seqiiencial.

Verificamos a otimalidade de um algoritmo através de uma comparagdo com algoritmos
sequenciais. Desta forma, dizemos que um algoritmo é 6timo se seu custo for assintotica-
mente igual ao tempo de execugao do melhor algoritmo seqliencial. Formalmente temos
que um algoritmo é 6timo se C(n) = 6(T*(n)), onde T*(n) é o tempo de execucdo do
melhor algoritmo seqiiencial [CLR90, J4j92].

Custo por Numero de Operagoes

Este tipo de avaliagdo consiste em contar o nimero de operagoes de um algoritmo, W (n),
independente de estas estarem sendo executadas em paralelo ou nao [J4j92].

Para fazermos uso deste método é desejavel que projetemos os algoritmos paralelos
com base no paradigma de tempo-trabalho3, que nos propoe fazer o desenvolvimento
através de um método top-down em dois niveis.

No primeiro nivel devemos descrever os algoritmos como uma sequéncia de passos
onde podem existir operagdes concorrentes de qualquer grau®*. J4 no segundo nivel (mais
baixo), devemos seguir o principio do escalonamento tempo-trabalho. Este principio
advoga que, dado um algoritmo projetado de acordo com o primeiro nivel com tempo I'(n)
e trabalho W (n), é possivel executa-lo em um PRAM com p processadores em [Eg—‘lj +T(n)
passos ou menos.

A principal vantagem do uso deste método de avaliagdo é que nao precisamos nos
preocupar com o numero de processadores nem com o escalonamento das tarefas entre
eles. Todos os algoritmos sdo representados sem preocupacdo de quantos processadores
existem ou como os dados devem ser divididos entre os mesmos.

Da mesma forma que no caso anterior, verificamos a otimalidade de um algoritmo
através de uma comparagdo com algoritmos seqiienciais. Desta forma dizemos que um
algoritmo é 4timo se o numero de operagbes executadas for assintoticamente igual ao
tempo de execugido do melhor algoritmo seqliencial. Logo um algoritmo é 6timo se W (n)
= 0(T*(n)), onde T=(n) é o tempo de execugao do melhor algoritmo seqiiencial [J4j92].

4.3.3 Algoritmos

Nesta secao descreveremos alguns algoritmos PRAM com uma pequena analise de comple-
xidade de acordo com os dois critérios descritos na se¢ao anterior. Nosso objetivo principal

3work-time
*niimero de processadores que realizam tarefas concorrentes
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é mostrar as diferengas existentes entre as duas formas de avaliagio.

Posicionamento em Uma Lista

O problema de posicionamento em uma lista® consiste em, dada uma lista ligada,
acharmos a distancia de cada elemento da lista ao final da mesma. A importéancia deste
problema se deve principalmente ao fato de o seu algoritmo fazer uso de uma técnica
importante em computagio paralela chamada salto de ponteiros®(vide figura 4.1)

@) ®) ©

Figura 4.1: Processo da técnica de salto de ponteiros.

Apresentamos na figura 4.2 um algoritmo EREW PRAM para a resolugdo deste pro-
blema.

Ao analisamos o algoritmo da figura 4.2 utilizando o método de Tempo vs. Processa-
dores podemos afirmar, pelos lagos iniciados nas linhas (1) e (4), que sdo necessarios n
processadores para que o tempo do algoritmo seja o menor possivel. Este tempo é definido
pelos passos que serdao executados em cada processador. O passo (2) - (3) leva tempo
constante para ser executado por cada processador. Os passos referentes a técnica de salto
de ponteiros representados por (5) - (8) levam tempo O(log n) para serem executados
em cada processador, pois a cada passo do lago iniciado em (6) a lista ligada através do
apontador aux é dividida ao meio. Como esta lista possui tamanho n o tempo de execugao
é o logaritmo deste nimero.

A partir desta analise podemos concluir que o algoritmo executa em tempo T'(n) =
O(log n) e que sdo necessarios n processadores para essa execugido. Logo dizemos que o
custo do algoritmo é C(n) = O(n log n).

Diferentemente do primeiro tipo, a analise por nimero de operagdes nao se preocupa
com o numero de processadores disponiveis para a execugdo do algoritmo. Aqui sdo con-

Slist ranking
6 pointer jumping
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Entrada: Uma lista ligada e uma lista com o sucessor de cada elemento ¢ dado por
succ(i). suce(i) para o ultimo elemento é 0.

Saida: Uma lista dist(7) com a distancias de cada elemento, ¢, ao final da lista.

(1 for i := 1 to n do in parallel

(2) if succ(i) <> 0 then dist(i) := 1
(3) else dist(i) := 0
(4) for i := 1 to n do in parallel

(5) aux(i) := succ(i)

(6) while (aux(i) <> 0) do

(7) dist(i) := dist(i) + dist(aux(i))
(8) aux(i) := aux(aux(i))

Figura 4.2: Algoritmo EREW PRAM para o problema de posicionamento em uma lista.

tadas as operagoes independente do seu local de execugdo. Vemos que o passo (2) - (3)
possui somente uma operagao, mas esta é executada n vezes devido ao lago (1). Podemos
também observar que os passos (5) - (8) executam log n operagoes, que representam a
técnica de salto de ponteiros; esta técnica é executada n vezes devido ao lago (4).

Com esta analise podemos concluir que o algoritmo executa O(n log n) operagdes no
total, isto é, W(n) = O(n log n).

Note que os valores de C(n) e W(n) sdo iguais porque nio existe limitagdo no nimero
de processadores, ja que assumimos que temos o nimero de processadores necessarios a
execugao do algoritmo. Note também que o algoritmo apresentado s possui tempo de
execugao O(log n) porque os n processadores necessarios a sua execugao estao disponiveis.

Esta igualdade entre C'(n) e W(n) poderia ndo ocorrer caso tivéssemos menos proces-
sadores que o minimo necessario a sua execugao, ja que o tempo, T(n), de um algoritmo
é diretamente ligado a0 mimero de processadores existentes. Em contra-partida a analise
realizada pelo o método de custo por nimero de operacdes, W(n), independe do nimero
de processadores existentes para a execucao do algoritmo. Note que este ltimo método
de avaliagdo pode ser considerado mais realista j4 que o teorema de Brent” nos garante
uma certa independéncia do numero de processadores.

"Este teorema mostra como dividir uma tarefa para menos processadores que o necessirio sem uma
grande perda no tempo de execuc¢do [Bre74].
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Achar o maximo

O problema consiste em se achar o maximo de n nimeros. Apesar de simples, o problema
é bastante interessante para exemplificarmos um caso onde algoritmos CRCW possuem
vantagens claras sobre outros mais fracos.

Apresentaremos na figura 4.3 o algoritmo CRCW para resolugdo deste problema. Tal
algoritmo é baseado no apresentado em [CLR90].

Entrada: Uma lista ligada, A, dos elementos e uma outra lista ligada, auz de elementos
logicos, inicializados com TRUE, com o mesmo tamanho de A.

Saida: O indice na lista A do elemento maximo, dado por %.

(1) for i := 1 to n do in parallel

(2) for j:= 1 to n do in parallel

(3) if A[i] < A[j] then aux[i] := FALSE
(4) for i := 1 to n do in parallel

(5) if aux[i] = TRUE then k:=i

Figura 4.3: Algoritmo CRCW PRAM para o problema de achar o maximo de n numeros.

Ao analisarmos o algoritmo da figura 4.3 utilizando o método de avaliacio Tempo
vs. Processadores notamos que no minimo n? processadores sio necessirios para que o
algoritmo possa executar no menor tempo possivel, devido aos lagos encadeados iniciados
em (1) e (2). Dado que temos este nimero de processadores podemos afirmar que o
tempo necessario para execugao do algoritmo é O(1). Os passos (1) - (3) levam tempo
O(1), pois cada processador executard uma comparagao e se necessario escrevera na posigao
aux[i]. Veja que neste lago existe escrita concorrente: existem n processadores escrevendo
ao mesmo tempo em cada uma das n posi¢bes do vetor aux. Da mesma forma, podemos
dizer que o lago (4) - (5) executa em tempo O(1) se os n processadores necessarios para
esta execugao estiverem disponiveis.

Sendo assim podemos confirmar que o algoritmo acima possui realmente tempo total
T(n) = O(1) e custo C(n) = O(n?). Como falamos anteriormente, mostramos este algo-
ritmo apenas para exemplificar um caso onde um algoritmo CRCW executa muito mais
rapidamente que quaisquer outros. Vale salientar porém, que este algoritmo nao é 6timo
com relagdo ao custo, pois € possivel se achar 0 maximo a um custo C(n) = O(n).

A analise usando o método de nimero de operacoes é mais simples de ser feita. Ao
olharmos para o algoritmo apresentado notamos claramente que os passos (1) - (3)
equivalem a execugao de O(n?) operacoes seqiienciais e que o lago (4) - (5) equivale a
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execugao de O(n). Sendo assim podemos afirmar que o algoritmo possui um nimero de
operagdes total dado por: W(n) = O(n?).

4.3.4 Vantagens do Uso do PRAM

Por ter sido o primeiro modelo de computagio paralela no qual se pode desenvolver algo-
ritmos utilizando estrutura de dados e proposto como uma extensio paralela do modelo
RAM, o PRAM rapidamente se tornou conhecido. Atualmente dispomos de uma vasta
literatura sobre algoritmos paralelos e suas técnicas de desenvolvimento.

O uso do modelo PRAM nos traz uma série de beneficios. Suas principais vantagens

Sa0:

e Estudo da Estrutura do Problema: Por ser um modelo de computagao paralela
simples, o PRAM possibilita que conhegamos a estrutura do problema mais facil-
mente, j4 que nao precisamos nos ater a detalhes nao relacionados a esta estrutura.

e Facil Andlise de Complexidade: Por ser uma extensao paralela do modelo RAM,
o PRAM nos permite analisar a complexidade de algoritmos de uma maneira quase
tdo simples quanto no modelo RAM. Com apenas algumas informacoes adicionais
relativas a paralelismo, um usudrio com pratica em andlise de complexidade no
modelo RAM, consegue fazer a de um algoritmo paralelo. Da mesma forma que no
modelo RAM, a complexidade de um algoritmo PRAM é expressa, geralmente, usando
notagao de analise assintoética.

e Facil adaptagao por Parte dos Usudrios: A cultura adquirida através dos anos
de desenvolvimento de algoritmos seqlienciais no modelo RAM permite uma facil
adaptacio, em direcao ao PRAM, por parte dos usuarios. Devido a sua simplicidade
e facilidade de uso o PRAM serve como um bom modelo para introduzir um usuario
em computagio paralela. Karp [Kar91] chega mais adiante e nos propoe usar o
modelo PRAM em uma fase inicial de um processo de desenvolvimento de algoritmos
paralelos em duas fases. Ele nos mostra que o uso do PRAM nesta fase inicial de
desenvolvimento, além de nos fazer conhecer melhor o problema, nos leva a uma
implementacao em uma maquina real usando um processo mais adequado que o do
desenvolvimento diretamente para esta maquina.

4.3.5 Problemas com o Uso do Modelo PRAM

Além dos problemas relacionados com a distancia entre modelo e maquina (descritos na
secdo 2.2) e que de certa forma podem ser aplicados ao modelo PRAM, temos alguns
referentes a implementabilidade deste modelo:
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e Sincronismo: Devido a fatores como sistema operacional, meios de armazenamento
com velocidades de acesso diferentes e diferenca na velocidade de execugao das ins-
trugoes, exigirmos que os processadores se comportem de uma forma sincrona pode
gerar ineficiéncia em uma maquina paralela, pois poderia sempre ocorrer de proces-
sadores ficarem esperando por algum outro processador que, por algum dos fatores
citados acima, levasse mais tempo para terminar seu passo. Além disso temos que a
constru¢do de uma maquina que garanta sincronizagao por hardware a cada passo®,
como ocorre no modelo PRAM, pode ser muito cara.

e Custo de Acesso 2 Memédria: Em maquinas paralelas reais com memdria compar-
tilhada, o custo de acesso a memdria pode ser muito alto, principalmente pela possivel
existéncia de contencao no barramento ou pela prépria distincia que o médulo de
memoria desejado esteja do processador. Desta forma néo € realista a contabilizagao
de um acesso a memoria como ocorrendo em um tunico ciclo. Algumas mdquinas
possuem memoria local aos processadores objetivando armazenar dados temporaria-
mente. O uso desta memoria pode diminuir substancialmente os acessos a memoria
global, caso os dados sejam trazidos a memoria local em blocos de dados consecu-
tivos. Esta diminuicdo de acessos a memodria global é garantida pelo principio da
localidade de referéncia. Porém, o modelo PRAM nio considera a existéncia de
memodrias locais com este objetivo.

¢ Distincia entre Modelo e Arquitetura: De uma forma geral, o modelo PRAM néo
possui um bom nivel de precisdao em suas previsdes de desempenho, pois nao existe
uma arquitetura que predomine em computagao paralela que seja com ele relacio-
nada, como acontece no caso seqiencial entre o modelo RAM e a arquitetura von
Neumann.

4.4 Modelo PRAM, Nova Visao

Apesar da sua distancia as maquinas paralelas, recentemente o modelo PRAM voltou a ser
bastante discutido no meio devido, principalmente, ao trabalho de Vishkin [Vis92, Vis93].
Este trabalho apresenta diversos fatores que fazem do PRAM um modelo atrativo para ser
usado na pratica.

Muitos trabalhos tentam incluir novos parametros no modelo PRAM para uma melhor
representagao de caracteristicas existentes em maquinas paralelas, mas isto torna mais
complexa sua utilizacdo. Por outro lado, a utilizacdo do PRAM como um modelo de
computagao paralela seria bastante razoavel pela sua simplicidade e por permitir uma
facil adaptacao dos usuarios de computagio seqiiencial a computagao paralela.

8lock-step sincronization
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Atualmente poucas sdo as maquinas estritamente seqlienciais [Vis92]. Quase todas
as maquinas ditas seqienciais modificam mais de um dado por ciclo, seja pelo uso de
pipelining ou por outras caracteristicas de hardware. Isto nao é compativel com a defini¢do
de maquina sequencial, que supde a modificacdo de um dinico dado por ciclo.

Segundo Vishkin, para um maior desenvolvimento da computagio paralela, necessi-
tamos de cursos de analise e projeto de algoritmos que incluam em sua ementa topicos
na area, tornando os usuarios mais intimos deste assunto. Além disso, é necessario que
as industrias de hardware tornem possivel a utilizagao de simulacido de paralelismo em
suas maquinas hoje ditas sequenciais. Isto possibilitaria uma introdugao da computacao
paralela de uma forma menos brusca, pois os usuarios poderiam gradativamente incluir
em seus programas rotinas em paralelo.

Quatro sdo os argumentos usados por Vishkin para nos mostrar que o modelo PRAM pode
ser usado na pratica:

e Algoritmos Sequenciais Mais Rédpidos: Alguns algoritmos escritos para o mo-
delo PRAM podem ser executados seqiencialmente de maneira mais rapida que
os escritos diretamente para o modelo RAM. Isto é conseguido porque quando de-
senvolvemos algoritmos paralelos a distribui¢ao dos dados entre os processadores é
considerada passo a passo, possibilitando que o transformemos em um algoritmo
seqiiencial que se utilize de busca antecipada.

e Emulagao Eficiente: O modelo PRAM pode ser emulado eficientemente em uma
maquina paralela sincrona onde cada processador estd conectado a um pequeno
numero de outros [MV84].

e Sucesso da Teoria: Dispomos atualmente de um grande numero de técnicas de
desenvolvimento de algoritmos para o modelo PRAM. Consequentemente, algoritmos
para os mais diversos problemas ja foram desenvolvidos neste modelo [GR88, Ak189,

J4j92, KR90].

e Por Default: A nao existéncia de um outro modelo de computagio paralela que
seja mais desenvolvido e difundido entre os usuarios de computagao em geral, faz do
modelo PRAM uma das melhores escolhas atuais.

Mesmo com o surgimento de outros modelos, possivelmente mais complexos, o modelo
PRAM nao deve ser esquecido. Ele poderia ser utilizado, em um passo inicial, por usuarios
menos preparados em computagdo paralela; ou em aplicagoes para as quais o uso de outro
modelo mais complexo nao nos traga beneficios. Porém, nada impede que um usuario opte
por desenvolver seus algoritmos em modelos mais complexos se ele assim achar necessario

ou se isto for vantajoso com relagido a desempenho.
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Vale salientar que, ao referir-se ao modelo PRAM, Vishkin esta na realidade referindo-se
a um conjunto de modelos que possui o PRAM como base. Logo qualquer uma de suas
extensbes pode ser utilizada como modelo de programacgio segundo o autor.

4.5 Algoritmos PRAM em uma Maquina Real

Na secao anterior mostramos pontos que podem fazer do modelo PRAM um modelo mais
aplicavel na pratica. Além destes fatores defendidos principalmente por Vishikin, existem
trabalhos que reforcam a teoria de que o PRAM pode co-existir como outros modelos
padrao [HRD93a, HRD93b, KLH93|. Estes trabalhos nos mostram casos onde algoritmos
PRAM sao implementados eficientemente em maquinas paralelas com memoria distribuida.

Um dos trabalhos citados acima é o de Hsu et. al [HRD93a, HRD93b] que mostra im-
plementacoes de algoritmos PRAM para grafos ndo direcionados em uma maquina MasPar
MP-1. Este trabalho € interessante pois caracteriza bem o caso onde o PRAM se faz um
bom modelo de computacao paralela na pratica. Descreveremos sucintamente a seguir o
trabalho.

Apesar de o PRAM ser um modelo que ndo expressa bem os custos existentes em
maquinas paralelas reais, os autores usaram-no principalmente por acreditarem na viabi-
lidade de um modelo abstrato como o PRAM modelar bem, na pratica, algumas maquinas
paralelas como a MasPar MP-1. Hsu et. al [HRD93a, HRD93b] argumentam que os al-
goritmos desenvolvidos em PRAM possuem, em geral, uma boa estruturacdo fazendo com
que a implementagao seja facilitada.

Um dos principais problemas existentes no mapeamento de um algoritmo PRAM para
uma maquina paralela é o custo decorrente dos acessos a memoria global. No PRAM sa-
bemos que o custo de tal acesso é O(1) enquanto que no caso da MP-1 o custo é de O(n),
onde n é o nimero de processadores.

Para tentar resolver tal problema os autores propdem um mapeamento da memoria da
MP-1 para a memoéria do PRAM. A proposta consiste em simular a meméria do PRAM pelo
conjunto de parte da memoria local a cada processador MP-1 juntamente com a memoria
global desta® (Vide figura 4.4).

Com o mapeamento representado na figura 4.4, é possivel distribuir os dados na
memoria da MasPar MP-1 de tal forma a minimizar a diferenca de custo de acesso a
memoria global existente entre o modelo PRAM e a maquina MP-1. Em geral é possivel
se realizar acesso a memdria global da MP-1 com custo na ordem de o(n).

Os autores propéem que os dados mais usados por um determinado processador sejam
colocados, preferencialmente, na parte da memoria global do PRAM referente a memoria

Ao nos referirmos a memdria global da MasPar MP-1, estamos nos referindo a um componente da
maquina chamado ACU (Array Conirol Unit)
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local a este processador. Caso o dado seja usado bastante por todos os processadores, eles
devem ser preferencialmente alocados na parte da memédria global do PRAM referente a
memoria global da MasPar MP-1.

Ja com relagdo a programagcao de algoritmos para grafos, é usada uma estratégia de alo-
car um processador para cada né ou aresta do grafo a ser usado. Note entao que variaveis
globais ao sistema devem ser armazenadas na parte da memoria global do PRAM referente
a memoria global da MP-1.

MEMORIA GLOBAL DO PRAM

) 1
N Lo B L MEMORIA :
tIMmol|mo ;
je.cdlo ol GLOBAL :
ol B DA MASPAR-1 | |

]

!

Figura 4.4: Mapeamento da memoria da MasPar MP-1 para o modelo PRAM. Adaptado
de [HRD93a].

A estratégia usada para mostrar a viabilidade dos resultados obtidos no modelo PRAM foi
implementar algoritmos seqiienciais usando a mesma biblioteca utilizada para os algorit-
mos paralelos. A partir dos algoritmos seqlienciais e paralelos foi possivel considerar a
aceleracdo pratica e tedrica como forma de avaliacao dos resultados.

Como exemplo, suponhamos a resolugdo do problema da floresta espalhada. Tal pro-
blema consiste em acharmos uma arvore para cada componente conexo de um grafo dado.
A resolugdo deste problema seqliencialmente € trivial, basta que apliquemos uma busca
no grafo dado. Este método possui tempo de execugdo O(n + m), onde n é o nimero de
vértices do grafo e m o numero de arestas.

O algoritmo paralelo implementado no MasPar MP-1 é uma variacdo do algoritmo
para componentes conexos apresentado por Awerbuch e Shiloach [AS87], que se utiliza de
O(n + m) processadores e possui tempo de execugao O(log n). Como este algoritmo é
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originalmente CRCW temos que transforma-lo em EREW para que possa ser implemen-
tado em uma maquina real. Desta forma, o tempo do algoritmo aumenta por um fator
multiplicativo de O(log n), resultando em um algoritmo com tempo total O(log?n).

No caso de grafos esparsos, podemos afirmar que o tempo do algoritmo sequencial é
O(n). A aceleragio tedrica do algoritmo é, a menos de fatores constantes:

n_ - _P_

log?n = log?P

Na implementagao deste algoritmo os autores supuseram a existéncia de um processa-
dor para cada vértice do grafo, logo temos que P = n. .

Tendo implementado tanto a versdo seqliencial quanto a versdo paralela usando os
mesmo recursos, foi possivel comparar o resultado obtido com o resultado tedrico.

Hsu et. al observaram que sua implementacdo do algoritmo PRAM obteve uma
aceleracido bastante proxima daquela prevista pela teoria. O mesmo fato ocorreu para
implementacgdes de varios outros algoritmos paralelos para problemas em grafos. Estes
resultados vém reforcar as consideracoes de Vishkin sobre a viabilidade do modelo PRAM.

E preciso se fazer a ressalva de que os resultados de Hsu et. al sdo validos apenas
quando o tamanho do problema casa com o nimero de processadores disponiveis.



Capitulo 5

Extensoes do modelo PRAM

5.1 Histérico

A partir da verificagdo da nado aplicabilidade pratica do modelo PRAM, varias propos-
tas surgiram, principalmente extensoes, tentando suprir necessidades geradas pelos seus
pontos fracos. Alguns destes pontos foram descritos na segdo 4.3.5.

Mostramos a seguir algumas extensées do modelo PRAM que observam pontos fracos
distintos. Tentaremos abordar as principais extensoes para cada ponto.

Vale salientar que nio tomamos todos estes modelos para um estudo mais aprofundado
na dissertacido porque optamos por estudar mais detalhadamente duas propostas que nao
tém o PRAM como modelo base. Outro ponto importante € que preferimos abordar mais
profundamente modelos de computagido paralela que se propéem a resolver, sendo todos
os problemas existentes no modelo PRAM, pelo menos aqueles considerados mais sérios.
Nés veremos que estas propostas de extensio se preocupam, na maioria dos casos, com
apenas um problema especifico.

Apesar disso, as extensdes tém seu papel, pois na maioria dos casos é possivel se ter
um pouco mais de proximidade com as arquiteturas sem perda de simplicidade do modelo.
Acontece como se tivéssemos um modelo mais realista com a mesma simplicidade do
modelo PRAM.

5.2 APRAM: Incorporando Assincronismo ao PRAM

No modelo APRAM [CZ89] os custos referentes a sincronizagio sio explicitos, o que torna
o modelo um pouco mais complexo. A justificativa para o uso deste modelo é que como
as maquinas paralelas existentes no mercado sio potencialmente assincronas (MIMD),
acredita-se que o uso de um modelo assincrono seja mais apropriado.

O APRAM ¢é um modelo onde a meméria é compartilhada e serve como meio de comu-

35
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nicagao assincrono: um processador que deseje comunicar-se com outros escreve o valor
em uma posi¢cao de memoria e nao necessita esperar pela leitura do mesmo.

O modelo é definido como uma cole¢io de processos onde cada um é constituido de um
conjunto de eventos. Sdo eles: evento de leitura, evento de escrita e evento local (qualquer
evento que ocorra na memdria local, como uma leitura ou um célculo). Estes eventos
seguem uma relagdo de precedéncia definida pela relagao executado antes e representada
pelo sinal —. Dados dois eventos e; e e;, se e; — €5, entdo e; é executado antes de e,.
A mesma representagdo poderia ser usada para nos mostrar um caso onde e; necessitasse
escrever um dado na memoria compartilhada para que e, o lesse. Desta forma podemos
dizer que uma computagao no modelo APRAM ¢é definida como um seqiienciamento de
eventos onde estes obedecem a relacao executado antes.

5.3 Phase PRAM: Usando Sincronizagao em Fases

O Phase PRAM [Gib89] é um modelo que elimina o sincronismo rigido existente no PRAM e
adota o uso de fases onde os processadores trabalham assincronamente. Entre cada fase
existe uma instru¢do de sincronizacido que ndo envolve obrigatoriamente todos os proces-
sadores, P, e sim um conjunto S de processadores tal que S C P. A execucgdao de uma
instrucao de sincronizacao consiste em uma parada dos processadores até que todos do
conjunto S tenham terminado suas tarefas. Sé entdo, os processadores entram numa nova
fase de execugdo assincrona.

A consisténcia do modelo Phase PRAM é garantida pois nao sao permitidos acessos ar-
bitrarios & memdria. Tal afirmacao é ilustrada pelo fato de um processador somente poder
ler uma posicio de memdria que outro escreveu, caso haja uma instrucdo de sincronizagao
antes. Veja que, como o modelo é assincrono, um processador ndo tem conhecimento da
execucgao de outros, dai a necessidade de sincronizagao.

Na proposta do modelo Phase PRAM é definida uma familia de modelos que diferem
somente em pontos especificos:

o Phase PRAM com sincronizagdo por subconjunto: Os processadores estao di-
vididos em subconjuntos e o custo de sincronizagao é proporcional ao numero de
processadores de cada subconjunto.

e Phase PRAM com sincronizagio de todos os processadores: O custo de sin-
cronizacao é relativo a todos os processadores. Seria similar ao anterior, onde o
subconjunto compreende todos os processadores.

e Phase PRAM contabilizando laténcia de comunicagao: Objetiva fazer uma me-
lhor estimativa do tempo de execugao dos algoritmos. Considera a laténcia de co-

municagao fixa para acessos de leitura e escrita, onde 2t é o tempo de acesso para
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leitura (ja que sdo necessarios tanto uma requisicdo de leitura quanto o retorno do
resultado da leitura) e ¢ é o tempo de acesso para escrita.

Nos submodelos acima citados, a execugdo de instrugdes pode se utilizar de pipelining,
mas este somente pode ocorrer dentro de uma mesma, fase.

5.4 BPRAM: Incorporando Transferéncia em Blo-
cos de Dados

Tendo em vista o principio da localidade de referéncia, podemos visualizar um modelo
de computagdo paralela que utilize suas vantagens. No modelo Block PRAM [ACS89], ou
simplesmente BPRAM, as transferéncias de dados em blocos sdo permitidas objetivando
diminuir a laténcia de comunicagao, que em algumas maquinas reais chega a ser centenas
de vezes maior que o tempo de execu¢dao de uma operacdo aritmética em memoria local.

O BPRAM ¢ um modelo de memoria compartilhada, ilimitada, onde cada processador
possui sua memoérialocal. Sdo definidos dois pardmetros usados na analise de complexidade
dos algoritmos:

e [, laténcia de comunicagao

e p, numero de processadores

Cada operagao em memodria local, executada por um processador, gasta uma unidade
de tempo, enquanto que uma operacao em memoria global gasta [+ b unidades de tempo,
onde b é o tamanho do bloco ou a granularidade da memoria. A vantagem principal é que
se cada posicao de memoria de b fosse lida individualmente gastariamos ! x b unidades de
tempo para isso. Os acessos & memoria global sdo exclusivos tanto para leitura quanto
para escrita.

5.5 H-PRAM: Uma Hierarquia de PRAMs

Uma constante nas extensées do modelo PRAM € o fato de estas modificarem caracteristicas
fundamentais do modelo, dificultando que algoritmos ja desenvolvidos para 0 PRAM sejam
aproveitados em tais extensdes. Face a isto, o modelo H-PRAM [HR92| segue um caminho
diferente, fazendo do PRAM seu submodelo. O H-PRAM ¢é um modelo que utiliza uma
hierarquia de PRAMs configurdvel dinamicamente.

De uma forma geral, o modelo H-PRAM introduz uma nova funcao ao PRAM, que
é subdividir uma tarefa em tarefas menores que possam ser resolvidas por PRAMs com
menos processadores. Esta divisdo pode ser feita até que as subtarefas atinjam o seu
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limite minimo, quando cada uma pode ser resolvida por um processador. Feita a divisao
adequada da tarefa base, as subtarefas sio executadas em sub-PRAMs de niveis cada vez
mais baixos na hierarquia (visualizando a hierarquia como uma arvore) (vide figura 5.1).

1 PRAM (8 processadores)

2 PRAMSs (4 processadores)

3 PRAMS (2 processadores)
2 PRAMS (1 processador)

Figura 5.1: Macro estrutura do modelo H-PRAM.

Quando hd uma divisdo de tarefas em subtarefas de niveis inferiores na hierarquia,
os sub-PRAMs que as executardo trabalham assincronamente entre si, e a execugao sé
retornara ao nivel superior desta hierarquia apés uma sincronizagio.

Com relacao aos acessos a memdria compartilhada, o modelo H-PRAM pode ser dividido
em duas categorias:

e H-PRAM Privado: A memdria compartilhada é dividida igualmente entre os pro-
cessadores, e cada PRAM possui, na hierarquia, direito de acesso apenas a parte da
memoria associada aos seus processadores.

¢ H-PRAM Compartilhado: Caso em que um PRAM de qualquer nivel hierarquico
possui direito de acesso a toda memoria compartilhada do H-PRAM.

Varios sdo os pontos interessantes deste modelo. Podemos citar alguns como:

¢ O modelo pode ser visto como de propdsito mais geral que outros, pois as subdivisoes
nio necessariamente devem ser em PRAMs bdsicas, podendo existir subdivisées em
BPRAMs, por exemplo. A tnica exigéncia é que o modelo usado na subdivisdo seja
sincrono.

o A capacidade da hierarquia de PRAMs poder ser configurada dinamicamente, permi-
tindo que o modelo se adeqiie a problemas de granularidade variada.
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e Fatores como laténcia de memoria e custo de sincronizacdo estao contabilizados
implicitamente no custo da fun¢do de divisdo de tarefas, ndo sendo necessario o uso
de parametros que possam vir a diminuir a simplicidade do modelo.

5.6 QRQW PRAM: Contabilizando Contengao

Apresentaremos aqui uma extensao do modelo PRAM bastante recente, o que nos mostra
que 0 PRAM nao é de forma alguma um modelo a ser esquecido. Esta nova proposta veio
também reforgar as consideragoes de Vishkin apresentadas no capitulo anterior. Faremos
uma descricdo mais longa deste modelo tentando deixar claro o objetivo geral de uma
extensao do PRAM.

5.6.1 Definicao do Modelo
A proposta de Gibbons et. al [GMR94c, GMR94a, GMR94d, GMR94b] consiste basica-

mente da inclusido de uma nova regra para tratamento de acessos concorrentes aquelas ja
descritas na secao 4.3.1, possibilitando que os custos decorrentes da contengao por memoria
sejam contabilizados (vide figura 5.2). A nova regra proposta foi dado o nome de fila'.

n Posi¢Ges de Memoria e Filas

---------- } Meméria Compartilhada
__________ ; } Fila (Queue)
) Barramento
---------- > Processadores
p Processadores

Figura 5.2: Estrutura do modelo QRQW PRAM

Lqueue



5.6. QRQW PRAM: Contabilizando Contencao 40

Definigao 5.1 O Grau Mdzimo da Contengdo por Memdria € igual ao nimero mdrimo
de processadores que estio lendo ou escrevendo em uma mesma posicdo de memdria em
um determinado passo.

O QRQW PRAM ¢é definido como um modelo de memdria compartilhada onde cada
processador possui sua propria memoria local. Como na maioria dos modelos de meméria
compartilhada, toda comunicagdo € feita através da memoria compartilhada.

A execugao no modelo QRQW PRAM consiste de um conjunto de passos onde cada
passo esta dividido em subpassos menores:

e Subpasso de leitura: /; células da memdria compartilhada sao lidas pelo proces-
sador z.

e Subpasso de cdlculo: ¢; cilculos locais sdo executados por cada processador .

e Subpasso de escrita: e; valores sdo escritos em e; posi¢des da memoria comparti-
lhada por cada processador @

Note que o modelo é sincrono e portanto entre cada passo existe uma sincronizagao.
Esta divisdo em subpassos possibilita um pouco mais de liberdade de programagao, ja
que nao existe sincronizacao entre subpassos. Em particular o modelo permite que o pro-
cessador realize outras operagbes enquanto espera que suas leituras ou escritas terminem.
Sendo assim, dado que t,, é o tempo de um passo em um processador : tal que t,, =
Max{l;, c;, e;}, seja t, = Max{t,,, tp,, tp;, ... , tp,} € k 0 tempo méximo decorrente da
contencao por memdria, entao o custo de um passo neste modelo é dado por Max{t,, k}.
Definido o custo de cada passo, as medidas de desempenho T'(n) e C(n) sao calculadas
normalmente.

Além deste modelo, varios outros podem ser definidos através do uso da fila indepen-
dentemente para leitura e escrita, podendo surgir modelos como: CRQW, ERQW, entre
outros.

5.6.2 Motivagao

A regra de acessos através do uso de fila é bastante proxima da realidade. Varias maquinas
paralelas se utilizam deste tipo de regra para solu¢ao de seus problemas de acesso concor-
rente, como podemos verificar na tabela 5.1.

A proposta da regra de fila também se baseou no fato de que ao analisarmos as regras
para tratamento de acessos concorrentes propostas no modelo PRAM, podemos facilmente
verificar que as mesmas nao sdo muito realistas quando comparadas com maquinas para-

lelas:
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e A regra de exclusividade de acessos é extremamente rigida, pois a existéncia de

contengdo por memoria é comum na maioria das maquinas paralelas. Além disso, os
algoritmos resultantes tornam-se um pouco mais complexos, pois estes, em hipéStese
alguma, poderdo conter acessos concorrentes & memoria.

A regra de concorréncia de acessos, ao contrario da anterior, propoe uma facilidade
que é extremamente irreal. Nesta regra ndo existe custo adicional pela existéncia de
contencao por memoria. Os acessos concorrentes podem ocorrer e sdo contabilizados
da mesma forma que os acessos exclusivos, que custam uma unidade de tempo.
Ocorre que até o momento nao conhecemos uma maéquina paralela cujos acessos
concorrentes tenham mesmo custo que acessos nao concorrentes, e ambos iguais ao
de uma operagao local. Em contraste a isso, temos que o trabalho do projetista
de algoritmos é facilitado, pois 0 mesmo nao necessita se preocupar com custos
relacionados com conten¢ao por memoria.

Regras de Acessos Concorrente em algumas Méquinas
Kendall Square KSR1 CRQW
Stanford DASH QRQW
MasPar MP-1, MP-2

roteador global QRQW

Xnet EREW
Thinking Machines CM-5

rede de dados QRQW

rede de controle QRQW
Intel Paragon QRQW
NCUBE 3 QRQW

Tabela 5.1: Regras para tratamento de acessos concorrentes em algumas maquinas para-

lelas



Capitulo 6

Modelo BSP

6.1 Descricao do Modelo

6.1.1 Descricao Basica

O BsP [Val90] surgiu como proposta de um modelo de computagio paralela que nao fosse
nem arquitetural nem de programagio, mas algo que pudesse ser considerado entre as duas
areas, como uma abstragio de ambos os lados, ligando-os.

O modelo BSP, em linhas gerais, consiste das seguintes partes:

e Processadores e médulos de memoria chamados indistintamente de componentes.

¢ Um roteador que transporta mensagens, tipicamente operacdes de leitura e escrita,
ponto a ponto entre os componentes. Mais especificamente, a principal tarefa do
roteador é realizar h-relagoes, que sdo passos do algoritmo onde cada componente
envia ou recebe no maximo h mensagens.

e Mecanismos para sincronizagdo dos componentes no estilo Barreira de Sincro-
nizagao.

O esquema de sincronizagio através de barreira, referido acima, deve ser provido por
hardware no modelo BSP. Neste esquema de sincronizagdo os processadores trabalham
assincronamente dentro de intervalos de tempo L, e a cada final de intervalo ha uma parada
para sincronizacao. Apesar de este esquema ser provido por hardware, o programador
pode, via software, desabilitar seu uso para que determinados processos, como processos
estritamente sequenciais, nao sejam atrasados desnecessariamente. Uma vez desabilitado,
os processos podem se utilizar de envios de mensagens caso desejem sincronizar.

O modelo BSP se propoe a ser mais realista contabilizando alguns custos existentes nas
maquinas paralelas através de pardmetros que sdo usados na avaliagio de complexidade
de seus algoritmos. Estes parametros sio:

42
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¢ O niumero de componentes, p.

e O tempo minimo, L, entre operagdes de sincroniza¢do que pode ser controlado via
software, de acordo com o tamanho das operagdes, com o objetivo de conseguir a
maxima utilizagdo dos processadores. Este periodo L ¢ intimamente relacionado
com a laténcia da rede, ja que L deve ser pelo menos igual ao tempo requerido para
acessos ndo locais [McC94b].

e A razao g entre o numero total de operagées elementares de todo sistema por unidade
de tempo e o numero total de palavras de dados transportados pelo roteador por
unidade de tempo. Este parametro é melhor entendido como sendo o inverso da
largura de banda de comunicagdo do sistema. Em geral, g € fixado de tal forma que
possamos, em uma analise, associar um custo de gh para uma h-relagao.

o A laténcia ou startup, s, esta ligada a velocidade dos processadores, pois quanto mais
rapidos forem os processadores mais rapido eles conseguirao responder as requisicoes,
diminuindo desta forma a laténcia do sistema.

A execucao em um computador BSP consiste de um conjunto de superpassos. Em
cada superpasso, tarefas como operagoes locais, transmissio de mensagens e recebimento
de mensagens sdo atribuidas a cada componente. Ao final de L unidades de tempo é
executada uma sincronizagio global (barreira de sincronizagio) para verificar se todos os
componentes encerraram suas tarefas; caso nem todos os processadores tenham terminado,
outras L unidades de tempo sdo alocadas para o superpasso.

Agora suponha, para qualquer componente, que O; é o nimero méaximo de operagoes
locais executadas (ou O; = Max{0,,}, = 1,2, ..., p), M, é o nimero maximo de mensagens
enviadas (ou M. = Max{M.,,;}, i = 1,2,...,p) e M, é o nimero méaximo de mensagens
recebidas(ou M, = Max{M,}, i = 1,2,...,p); entdo a complexidade de um superpasso é
Max{L, O;, gM., gM.}.

6.1.2 Acessos Concorrentes

Como podemos notar, o BSP é um modelo de memédria distribuida onde nio interessa
qual é a particular rede de interconexdo entre os processadores (vide figura 6.1). O que
faz parte do modelo é o roteador, que deve transportar mensagens ponto a ponto entre
os componentes, independente da topologia da rede de interconexao e sem requerer o uso
de mecanismos especiais para combinagao de acessos concorrentes; o objetivo é diminuir a
laténcia provocada pela contengio por memédria. O fato de nao existir nenhum mecanismo
de hardware para combinacdo destas mensagens nio impede que consigamos melhorar o
atraso provocado pela contengao.
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Quando nenhum mecanismo de combinacdo de mensagens concorrentes esta disponivel,
a laténcia de um acesso concorrente sera linearmente proporcional ao nimero de proces-
sadores que participam deste acesso, ja que eles serdao atendidos um por vez. O grande
problema é que este atraso pode ser inaceitavel caso o nimero de processadores seja muito

grande.

ROTEADOR

Rede

de
Interconexao

Cq

Figura 6.1: Macro estrutura do modelo BSP.

Umas das solugoes existentes para implementacio de acessos concorrentes, em tempo
nao linearmente proporcional ao niimero de processadores, é o uso de redes de combinagao!
[GGK*83, Ran87], que sio mecanismos de hardware que podem combinar mensagens
concorrentes ou replicar mensagens para diversos processadores destino, e nao somente
enviar mensagens ponto a ponto entre os processadores.

Uma rede de combinacdo nada mais é do que ligagbes fisicas entre os componentes.
O problema do uso deste tipo de solugdo é que, em geral, ndo conhecemos o padrao
de comunicagdo entre os componentes, e desta forma ndo podemos usar uma rede de
combinagao fixa (com poucas ligagdes). Sendo assim, temos que fazer uso de mais ligagoes
para permitir uma maior flexibilidade de comunicagdo. Tal flexibilidade, porém, somente
é alcangada a um custo muito alto devido ao grande nimero de ligacdes necessarias.

A proposta apresentada por Valiant [Val92], e que ele supde estar implementada no
modelo BSP, é o uso de um mecanismo de combinagio de mensagens concorrentes em
duas fases implementado via software, e conseqientemente com custos menores. Como

Leombining networks
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um determinado processador somente consegue atender requisi¢bes em tempo linearmente
proporcional ao nimero de requisi¢bes concorrentes, o mecanismo em duas fases procura,
em uma primeira fase, espalhar, via uma funcdo de hashing, os acessos concorrentes a
mesmas posigdes de memoria em processadores intermediarios, os quais tém por objetivo
combinar as mensagens recebidas em uma sé; a segunda fase consiste simplesmente de
enviar a mensagem combinada para o destino apropriado. Podemos visualizar este meca-
nismo com uma arvore associada a cada endere¢o de meméria, onde o préprio endereco é
sua raiz e quanto maior for o numero de acessos concorrentes maior sua profundidade.

O modelo BSP possui esquemas de gerenciamento automatico de memdria e comu-
nicacdo, mas o uso destes ndo é obrigatorio. O programador pode nio fazer uso de tais
esquemas objetivando, por exemplo, melhorar o desempenho da execugdo de um algoritmo
com relagdo ao tempo.

6.1.3 Folga Paralela

O desempenho de algoritmos projetados no modelo BSP pretende ser 6timo dentro de
fatores multiplicativos constantes e independente do nimero de processadores. Isto signi-
fica que os algoritmos projetados para v processadores virtuais podem ser implementados
em uma maquina com p processadores efetivos, onde p < v, tendo fatores constantes de
diferenca no tempo de execucao. Tal fato é possivel gragas a folga paralela?, a qual é usada
para esconder a laténcia decorrente de operacdes de grande laténcia.

A exploragao desta diferenca entre o numero de processadores virtuais (v) e processa-
dores efetivos (p) pode permitir que se atinja a otimalidade de execucdo de algoritmos,
mas caso tivéssemos v = p esta otimalidade nio seria possivel em todos os casos. A
existéncia de menos processadores efetivos permite que estes estejam sempre ocupados.
Suponha a execucido de uma operacido de longa laténcia como, por exemplo, leitura de
memoria, que na pratica chega a custar até 10 vezes o tempo de uma operagio comum. Se
P = v, o mapeamento dos processadores virtuais para os efetivos tera uma relagdo de 1:1,
logo caso um processador necessite executar uma leitura ele ficara latente até que o dado
esteja disponivel. Se p < v, cada processador efetivo respondera pela execugio de [2]
processadores virtuais. Neste caso, quando um processador efetivo executa uma operacao
de longa laténcia, ele pode usar o tempo da laténcia para executar operagoes escalonadas
para outros processadores virtuais, escondendo desta maneira a laténcia da operagao. A
isso chamamos de exploracdo da folga paralela.

O desempenho 6timo dentro de fatores multiplicativos refere-se ao fato de que, se
garantirmos que v = p log p, podemos garantir que a razao ;’7 é proporcional a razao
f’v’-, onde ¢, é o tempo de execugdo do algoritmo implementado e ¢, o tempo de execugio
do algoritmo no modelo BSP [Val90]. Esta proporcionalidade significa que quanto menos

2parallel slackness - diferenga existente entre o niimero de processadores virtuais e efetivos
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processadores efetivos existirem maior serd o tempo de execucdo do seu algoritmo, mas
permanece a equivaléncia entre as duas razdes. Caso tenhamos v = p, temos que fazer
algumas modificagées no algoritmo para, se possivel, utilizar mais processadores virtuais.

6.2 Motivacao

A proposta do modelo BSP surgiu como uma tentativa de se conseguir uma padronizagao
no mundo da computagio paralela. Valiant [Val90, Val93] argumenta que o sucesso da
computagao sequencial se deve, em grande parte, ao surgimento da arquitetura von Neu-
mann. Esta arquitetura e o modelo que ela supde conseguiram se portar, segundo Valiant,
como uma ponte ligando as areas de hardware e software.

A partir destas observagoes realizadas no mundo da computacdo sequencial, Valiant
resolveu propor o modelo BSP, argumentando que este poderia representar na computagao
paralela o mesmo papel da arquitetura von Neumann para a computagio seqiencial.

Em [Val93|, Valiant nos apresenta alguns fatores (sumarizados abaixo) que mostram o
porqué da necessidade de tal modelo ponte na computacdo paralela:

e Grande parte dos problemas tratdveis computacionalmente possuem um grau de
paralelismo implicito. Um modelo de computacio nos ajudaria a explorar tal para-
lelismo, que difere de problema para problema.

e Nao existe nada que impega que a exploracdo deste paralelismo gere algoritmos
transportaveis entre as diversas arquiteturas existentes, alcangando assim, uma com-
putagao paralela de propdsito geral.

o E pouco provavel que um modelo de computagio paralela padrao surja apenas de
consideracoes de linguagens. Note que a arquitetura von Neumann surgiu sem a
existéncia de uma linguagem padrao.

e Também € pouco provavel que um modelo de computacao paralela surja apenas de
consideragoes de hardware. As rapidas mudangas tecnoldgicas, que podem ocorrer
no mercado, forgam a existéncia de um modelo que seja de mais alto nivel.

e Uma vez proposto, um modelo ponte deve permitir que antecipemos restrigoes tec-
noldgicas sem que percamos um bom nivel de programabilidade.

e Nao existe nenhum impedimento fundamental que nos mostre a impossibilidade de
padronizacdao da computagao paralela através de um inico modelo de computagao.

Considerando todos estes pontos, o modelo BsSP foi proposto como um modelo ponte
para a computacao paralela que influencia tanto a area de hardware, com a proposta de
uma arquitetura (BSP computer), quanto a de soffware, com métodos de programagao.
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6.3 Algoritmos

Antes de falarmos nos algoritmos é oportuno falarmos um pouco de formas de avaliagao
de algoritmos BSP.

A forma mais usada € a utilizagao do conceito de contagem de superpassos desprezando
constantes multiplicativas e termos de menor grau (analise assintdtica).

O conceito de notacao assintética pode ser usado, principalmente, devido a existéncia
de um tipo de sincronizagio que, neste caso, é feita por barreira. Para analisar um
algoritmo temos que descobrir o custo de cada superpasso e contar o nimero de superpassos
existentes. Podemos, se necessario, expressar o custo deste superpasso em termos dos
parametros do modelo BSP.

Descreveremos a seguir um algoritmo para este modelo. Nosso objetivo é mostrar como
€ um algoritmo BSP. Desta forma, escolhemos um problema bastante simples para que as
caracteristicas do modelo nao fossem ofuscadas pela dificuldade de um problema.

6.3.1 Difusao de Dados

Um dos problemas mais comuns e mais simples em computacdo paralela é o problema
de difusdo®. O problema consiste em enviar um dado, inicialmente localizado em um
processador, para todos outros através de transmissoes de mensagens.

O objetivo é resolver o problema da forma mais rapida possivel. Para tanto, temos
que evitar alguns fatores adversos como o fato de um determinado processador receber o
dado mais de uma vez.

Valiant [Val90] nos apresenta um algoritmo para difusio onde o processo de comu-
nicagao se comporta como uma arvore de grau d. Ele nos mostra que o problema de
difusido pode ser resolvido através desta drvore em tempo d g logap.

Antes de apresentarmos o algoritmo em si, precisamos definir a seguinte operagao:

® SEND(VALOR,DESTINO): Consiste em enviar um VALOR para um processador DES-
TINO. Faz-se necessario devido ao BSP ser um modelo de memdria distribuida.

Na figura 6.2 apresentamos uma formalizacdo do algoritmo BSP para difusao, com
apenas uma pequena modificacdao. No algoritmo original os processadores ficam parados
ap0s enviar os dados para seus respectivos receptores; na nossa variante, os processadores
permanecem enviando dados em todos os passos até que todos os processadores tenham
recebido o dado. A diferenca de desempenho entre estas duas variagbes nao passa de
valores constantes.

No algoritmo da figura 6.2 existem d — 1 SENDs, cada um corresponde a uma 1-relagio,
e que consequentemente possuil custo g. Como cada SEND equivale a uma h-relagao,

3broadcast
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Entrada: Um processador, P;, contendo o dado a ser enviado para os outros processa-
dores. O grau, d, da arvore a ser usada e as n posi¢des de memoria onde os dados
devem ser colocados. O vetor A é local a cada processador

Saida: Ao final de logap passos, todos os processadores conterido n cépias do dado inicial
nos p vetores locais.

(1) for i := 1 to p do in parallel
(2) k :=1

(3) while k <= p/d do

(4) if (i <= k) then

(5) for j:=1 to d-1 do

(6) SEND (DADO, Piy(d—j)k))
¢P) k :=k *xd

(8) for j := 1 to n/p do

(9) A[j] := DADD

Figura 6.2: Algoritmo BSP para difusido de um dado

existe uma barreira de sincronizacdo entre cada um. Ainda olhando para a funcao SEND,
podemos afirmar que cada um gasta tempo constante, pois como neste modelo a rede de
interconexao nao é importante, podemos contabilizar o custo de um SEND igualmente para
qualquer né da rede. O lago representado por (3)-(7) é executado loggp vezes, ja que
este simula uma arvore d-aria, ja o lago (8)-(9) é executado o vezes. Dai dizemos que o
algoritmo possui tempo total, T'(n), proporcional a (d — 1) g logap + >

Note que a forma de apresentagao deste algoritmo néo o torna diferente dos algoritmos
PRAM. Tal diferenca comega a ficar clara quando fazemos suposigbes sobre os valores dos
parametros do modelo.

Desta forma, podemos verificar que como cada SEND possui custo g (1-relagio) e como
sdo executados (d — 1) destes, o ideal seria que o valor de L fosse O(dg), pois desta forma
o intervalo entre sincronizag¢des ndo seria nem pequeno demais nem grande.

O outro objetivo é alcangarmos um tempo 6timo para o algoritmo que neste caso é
dado por O(%). Observe que isto é possivel se tivermos O(d g logap + ) = O(3), o que
nos mostra que o grau da arvore, d, a ser usada deve ser O((=——3%—) X log(——)).

pglogp pglogp
No capitulo 8 apresentaremos uma implementacio paralela no modelo BSP do algo-

ritmo para Eliminagdo de Gauss.
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Modelo LogP

7.1 Descricao do Modelo

Os modelos de computagido paralela sdo geralmente propostos tentando descobrir o futuro
da computacao paralela ou influenciar na construgio de uma arquitetura que venha a
se tornar padrio. O modelo LogP [CKP*93], ao contririo dos outros, tenta resolver
o problema atual de desenvolvimento de bons algoritmos para um grande nimero de
maquinas existentes.

O modelo LogP se baseou tanto em uma convergéncia de arquiteturas paralelas quanto
no modelo BSP [Val90] que serviu como ponto de partida. Assim como no modelo BSP,
o modelo LogP possibilita a contabilizacdo de fatores existentes nas maquinas paralelas
através de parametros que sio utilizados na expressdo da complexidade de um algoritmo.
Este porém, ndo prové nenhum mecanismo de sincronizagao, caracterizando-se como um
modelo totalmente assincrono.

Antes, porém, de mostrarmos os parametros do modelo necessitamos da seguinte de-
finigdo:

Definigdo 7.1 Custo Adicional® de Comunicagdo é o custo decorrente da transmissdo ou
recepcao de informagdes adicionais necessdrias a realizagdo da transmissdo ou recepgdo
de mensagens.

Sao os seguintes, os pardmetros definidos no modelo LogP:

e L, um limite superior para laténcia;

® o, custo adicional de comunicagio incorrido por um processador para transmitir ou
receber uma mensagem;

1 Overhead
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o g (gap), que define o intervalo minimo entre transmissdes consecutivas ou recepgdes
consecutivas de mensagens;

e um certo nimero P de mddulos, cada um composto de um processador e sua meméria
local.

Como podemos verificar pelos parametros do modelo, ele ndo supde a existéncia de
nenhuma rede de interconexao particular, podendo, desta forma, os processadores estarem
organizados em qualquer topologia. Além disso, o modelo supde que a rede de interconexao
tem uma capacidade finita, isto €, no maximo um certo nimero de mensagens podem
estar circulando na rede num dado instante. Esse nimero é [I;"I para garantir que todas
mensagens poderao ser processadas mesmo que destinadas a um tunico processador. As
previsdes de desempenho no modelo LogP sé sdo validas se este limite imposto a rede de
interconexao for respeitado. Veja também que a laténcia individualmente existente em
cada mensagem € imprevisivel mas é limitada por L.

Os proponentes do modelo LogP acreditam que este conjunto de parametros dificil-
mente poderia ser menor caso realmente desejemos uma boa expressao da realidade. O
uso de todos os parametros estd sujeito a cada aplicacdo e a cada maquina. Em alguns
casos alguns parametros podem ser desprezados pois nao influenciam no comportamento
total do algoritmo.

7.2 Motivagao

Atualmente j4 podemos observar que diversos fatores tecnoldgicos estao fazendo com que
maquinas paralelas atuais de grande porte possuam caracteristicas semelhantes [CKP*93,
GKLP93|.

Por questdes estritamente econémicas as maquinas paralelas tendem a possuir no
maximo milhares de nds, pois um sistema com mais do que esse limite se tornaria eco-
nomicamente inviavel quando comparado com uma rede de estagoes de trabalho? [Pat93,
KFW94]. Além disso, os nés de uma maquina paralela tendem a se tornar praticamente
estagdes de trabalho completas, dado seu poder (vide figura 7.1). Esse poder dos proces-
sadores se deve ao crescimento da capacidade de processamento que cresce em torno de
50% ao ano em relacio a operagdes com inteiros e 75% ao ano em relagdo a operagoes de
ponto flutuante (vide figura 7.2(a)); estes processadores tendem a ser ndo customizados®,
ja que os custo de desenvolvimento de processadores tornou-se muito alto.

Além dos processadores as memérias locais também tendem a crescer, mas a uma taxa
menor que a dos processadores (vide figura 7.2(5)). O gap existente entre a velocidade dos

2workstations
3off-the-shelf
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processadores e das memorias é muito grande e tende a crescer; acredita-se que no ano
2000 a velocidade de uma CPU devera ser em torno de 10 a 12 vezes maior que a velocidade
da memdria (vide figura 7.2(c)). As memdrias locais tendem a estar em torno de centenas
de MegaBytes. Ja a tecnologia de interconexao de nds, apesar de ter evoluido bastante,
nao consegue acompanhar as crescentes velocidades dos processadores e das memorias, o
que nos faz acreditar que a largura de banda continuara baixa em relagdo a velocidade dos
processadores, assim como a laténcia de comunica¢do continuara sendo relativamente alta.
Quanto a topologia da rede de interconexdo, modernas técnicas de roteamento indicam
que uma particular forma de organizacao ndo sera fundamental no futuro das maquinas

paralelas. Algumas maquinas que fazem parte desta convergéncia sao: CM-5, Intel iPSC
e NCube.

Mmprocessador
| Meméria Cache

|
]

|

Microprocessador
[ Meméria Cache Interconexiio
| Inteface de Rede

Meméria DRAM

Figura 7.1: Macro estrutura de arquiteturas pertencentes a convergéncia. Adaptado de

[CKP+93].

Em outro trabalho apresentado por McColl [McC94b], pode-se observar afirmagoes a
respeito da convergéncia de arquiteturas. Segundo McColl, existem atualmente trés tipos
de arquiteturas paralelas disponiveis comercialmente, que parecem convergir em diregao a
uma arquitetura comum:

e Arquiteturas com Meméria Distribuida: Este tipo de arquitetura caminha em
dire¢do a uma forma de abstracdo que permitira aos usuarios visualizarem a memoria
como um unico espaco de enderegamento.

e Arquiteturas com Meméria Compartilhada: Caminha em dire¢ao a uma maior
escalabilidade, substituindo sua arquitetura baseada em barramento por redes de
interconexao de alto desempenho.
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¢ Redes de Estagoes de Trabalho: As estacbes de trabalho tendem a se ligar
através de redes de alto desempenho onde a laténcia sera bastante reduzida quando
comparada com a existente atualmente neste tipo de arquitetura.
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Figura 7.2: Gréficos indicando o desempenho dos processadores e memoria. Adaptado de

[Pat93]

De uma forma geral, a tendéncia visualizada por McColl vai ao encontro da visualizada
por Paterson em [Pat93]. McColl defende que em poucos anos uma arquitetura padrao
surgira; teremos pares processador-meméria conectados ponto a ponto em uma rede de
interconexao eficiente que suporte o uso de espago de enderegamento unico.
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7.3 Algoritmos

O primeiro passo antes de mostrarmos algoritmos em LogP é falarmos de como estes
podem ser projetados e analisados.

Diferentemente de outros modelos, ndo existe uma formaliza¢do de um algoritmo LogP.
O modelo serve como suporte para que o usudrio projete diretamente o programa para
a maquina destino. N&o podemos, assim como no BSP e outros modelos, definir um
algoritmo como um metacddigo em termos de alguns parametros que se adaptam a cada
situagao.

Neste modelo é fundamental que antes de pensarmos em como resolver o problema em
si, termos todos parametros para a maquina destino, pois nossa forma de agir e toda a
estrutura do programa dependera de seus valores.

Com relagdo a analise de desempenho do programa, o que temos é um célculo do
tempo de execugdo, que se propode a ser preciso, pois dado o valor de cada parametro e
conseqlientemente como é o comportamento do programa, podemos predizer precisamente
o tempo de execucdo. Novamente ndo é possivel se apresentar uma fungao geral dos
parametros, que indique o tempo de execug¢ao para qualquer maquina. Existe uma fungao,
mas especifica a cada maquina.

7.3.1 Difusio de Um Unico Dado

A resolugao do problema de difusdo de dados no modelo LogP se di de uma maneira
completamente diferente da vista no capitulo 6. Como ndo é possivel formalizar um
algoritmo genérico, pois o que temos sdo praticamente técnicas que nos ajudam a resolver
o problema, descreveremos a solu¢do para um exemplo particular e mostraremos como
essa solugdo inicial nos ajuda na resolugao geral.

O problema de difusdo consiste em enviar um dado (ou um conjunto de dados) inicial-
mente localizado em um processador inicial Py para todos os outros P — 1 processadores
no menor tempo possivel. Pode-se notar que é ideal garantirmos que nenhum processador
receberd o dado mais de uma vez, ja que isto seria um custo adicional desnecessario.

O primeiro passo é visualizar a estrutura de comunicacdo entre estes processadores.
Neste problema temos a figura 7.3 que nos mostra uma possivel estrutura de comu-
nicagdo. Podemos notar que nesta figura cada né estd associado a um valor, em fungao
dos parametros L, o e g do sistema, o que nos mostra claramente que esta estrutura esta
extremamente ligada as arquiteturas alvo.

A figura também nos mostra que estamos supondo que o dado a ser difundido ja se
encontra no processador Py no tempo 0. A partir deste instante o processador Fp ja esta
apto a enviar o dado para outro processador e pode reenviar o dado a outros processadores
a cada intervalo de g unidades de tempo, conseqientemente P, enviara um dado nos tempos
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0, g, 29, 3g, e assim por diante. Quando o dado sai de P, no tempo 0 ele estard disponivel
no seu destino no tempo L + 20, correspondendo a um custo adicional de comunicagao,
0, para o envio; uma laténcia, L, correspondendo ao tempo que o dado leva do né fonte
para o no destino; e finalmente outro custo adicional de comunicagio para o recebimento

do dado.

L+20+(k-1)g

2L+40 2L+40+g  2L+4o0+(k-1)g 2L+40+g 2l+40+2g

Figura 7.3: Arvore para difusao de um tnico dado

Podemos generalizar estes tempos exemplificados para o processador Py para qualquer
outro processador. Suponha que um processador recebeu o dado a ser difundido no tempo
a, entao este mesmo processador podera enviar este dado para outros processadores nos
tempos a, a + ¢, a + 2g e assim sucessivamente. Similarmente, se um processador envia
um dado no tempo b ele estard disponivel em seu destino no tempo b+ L + 2o.

Logo para resolvermos o problema de difusdao no modelo LogP temos que primeiro
construir a arvore da figura 7.3 e substituir os valores dos parametros para a maquina
alvo. Com a &rvore construida temos que escolher os P menores nds desta arvore. O

tempo de execugao do algoritmo sera igual ao né escolhido de maior valor.

7.3.2 Soma

O problema de soma consiste em, dado um conjunto de valores, obter a soma destes valores
no menor tempo possivel.

A solugao classica em arquiteturas de memodria distribuida consiste em espalhar os
valores pelos processadores e executar a soma, de tal forma que cada processador ao
executar sua soma local passe o valor a outro processador. Neste tipo de solu¢dao temos
que garantir que nenhum dos processadores transmitird o resultado de sua soma a mais de
um processador, pois caso isto ocorra seu resultado podera ser somado mais de uma vez.
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Podemos observar que este problema possui similaridades como o problema de difusao,
pois o que temos aqui praticamente o processo inverso. Se tomarmos a arvore de soma
veremos que esta tem praticamente a mesma estrutura da arvore de difusdo. A cada soma
executada em um processador, este transfere seu resultado ao né pai.

(P§,32)

(P6,2) P72) (Ps,8)

Figura 7.4: Método para transformagao da arvore de difusio com parametros L = 8,
0=4,g==6e P =8 na arvore de soma com parametros: L =7,0=4,g=6e P=28;e
tempo T = 40. Os nds da 4rvore superior (difusdo) sdo representados por (Pz,y) onde z
indica o nimero do processador e y o tempo restante para uma possivel difusao a partir
deste n6 (o tempo cresce de cima para baixo). Os nds da arvore inferior (soma) também
possuem representacao dada por (Pz,y) mas neste caso o valor de y representa o tempo
gasto na soma até este né (o tempo cresce de baixo para cima).

Existem duas abordagens do problema de soma, sendo uma o inverso da outra: a
primeira que pretende somar o maior nimero de valores, n, no tempo dado e uma segunda
abordagem que pretende descobrir qual o menor tempo necessario para se somar n numeros
dados. Em [CKP*93, KSSS93] a primeira abordagem é mostrada como que introdutéria
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para a solugao da segunda a qual podemos chamar de mais geral. Mostraremos a primeira
abordagem detalhadamente.

Antes de descrevermos os algoritmos para as duas abordagens do problema, precisamos
apresentar um resultado de Karp et. al [KSSS93], sobre a similaridade da arvore de difusao
e a de soma:

Teorema 7.1 A drvore de soma dtima € igual ao inverso drvore de difusdo de um unico
dado, com relagdo ao tempo.

O teorema 7.1, nos mostra que dada uma arvore 6tima de difusdo de um unico dado
cujo tempo de execugdo € T', podemos construir a arvore 6tima de soma para o mesmo
tempo T', simplesmente substituindo o tempo de cada nd, T, (mostrado na figura 7.3), por
um né com tempo T — T,. A tnica diferenga existente é que, ao considerarmos a arvore
inversa da difusdo para obtermos a de soma, temos que contabilizar o tempo necessario
para execucao da soma no né (vide figura 7.4).

Para resolvermos a primeira abordagem do problema de soma no modelo LogP, neces-
sitamos, como em qualquer outra resolugio, dos valores dos parametros L, o, g, P e evi-
dentemente o tempo T' que temos para trabalhar. Com estes valores disponiveis podemos
mostrar qual o comportamento da resolugao através da arvore 6tima de soma. Especifica-
mente neste exemplo, faremos a suposigdo de que uma soma local a um processador pode
ser efetuada em uma unidade de tempo.

(P3,1213) (P4,18,14) (P5,24,15)

(P2,6,7)

(P6,23) (P7,2,3) (P8,8,9)

Figura 7.5: Arvore de comunicagao 6tima para soma com os mesmos parametros da figura
7.4. Neste exemplo os nés da arvore soma sao representados por (Pz,y,z); note que os
pardmetros z e y possuem mesmo significado dos da drvore de soma da figura 7.4. O

parAmetro z representa o nimero maximo de valores que podem ser somados pelo né
localmente.
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Suponha como exemplo que os valores dos parametros do modelo LogP para uma
determinada maquina sejam: L = 7, 0 = 4, ¢ = 6 e P = 10; suponha também que
o valor do tempo disponivel para soma é T' = 40. A partir destes valores temos que
construir a arvore de soma (a partir da similar de difusdo), pois esta nos mostra a forma
de comunicagado entre os processadores. A figura 7.5 nos mostra esta arvore, onde os
valores internos a cada né representam o tempo em que cada um envia a soma de seus
resultados ao seu né pai.

Dada a arvore de comunicagdo 6tima da figura 7.5, podemos calcular quantos valores
poderédo ser somados no tempo dado. Nos processadores representados por nés folhas na
arvore de comunicagao temos que cada processador consegue somar ¢, + 1 valores, onde t,
é o tempo interno de cada né. No exemplo apresentado, temos que os processadores P,,
Ps5,Ps, P; e Pg conseguem somar respectivamente 7, 13, 3, 3 e 9 valores. Ja os processadores
representados por nds internos na arvore de comunicacio temos que cada processador
consegue somar t, — fp(0 + 1) + 1, onde f, representa o nimero de filhos do né na arvore
de comunicagido. Note que o custo de cada recebimento de um valor do né filho é o + 1,
pois necessita-se de uma unidade a mais de tempo para se executar a soma do valor
recebido. No exemplo apresentado temos que os processadores Py, Py e Ps; conseguem
somar respectivamente 21, 14 e 15 valores.

Na figura 7.6 mostramos uma explosdo de alguns ndés onde pode ser verificado o porqué
das féormulas apresentadas.

Figura 7.6: Expansao dos nés Py, Ps, Ps, Py e Pz da arvore de comunicagio apresentada
na figura 7.5

Concluindo, podemos dizer que o nimero maximo de valores que podem ser somados
no exemplo apresentado € igual a 85, que equivale a soma dos valores que podem ser
somados em cada processador.

A partir da solu¢do da primeira abordagem do problema podemos facilmente mostrar
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como resolver a segunda abordagem. Aqui também temos todos os parametros do modelo,
mas ao invés de desejarmos o nimero maximo de elementos que podem ser somados em
um tempo dado, queremos descobrir o tempo minimo para se executar a soma de um
conjunto de valores dados.

Neste problema temos trés casos relacionados com o tamanho do conjunto de valores

a ser somado:

e O tamanho do conjunto é menor que o tamanho é6timo que pode ser
somado pela drvore de comunicagao: Neste caso podemos resolver o problema
de duas maneiras: a primeira seria utilizar uma subarvore 6tima que fosse suficiente
para fazer a soma do conjunto de valores; a segunda, e a que acreditamos ser mais
precisa, seria construir uma arvore de comunicagdo utilizando menos processadores
com um tempo menor, da mesma forma que fizemos no exemplo anterior.

e O tamanho do conjunto é igual ao tamanho 6timo que pode ser somado
na arvore de comunicagao: Aqui basta que usemos a arvore diretamente. Neste
caso, 0 tempo minimo para se somar o conjunto de valores serd, evidentemente, o
usado para resolver a primeira abordagem do problema.

e O tamanho do conjunto é maior que o tamanho 6timo que pode ser so-
mado pela drvore de comunicagéao: Neste caso temos que nos utilizar da arvore
6tima dividindo o excesso do nimero méaximo que pode ser somado pela arvore entre
todos os processadores de forma a conseguir um minimo atraso.



Capitulo 8

Estudos de Casos

8.1 Transformada Rapida de Fourier

8.1.1 Definicao

Uma das maiores descobertas de algoritmos rapidos da historia da computagao foi a Trans-
formada Rapida de Fourier[CT65]. Introduzida em 1965 por Cooley e Tukey, sua des-
coberta proporcionou um decréscimo muito grande do nimero de operagbes necessarias
ao calculo da transformada de Fourier. Em geral, o uso da TRF! diminui o nimero de
operagdes executadas de O(n?) para O(n log n).

O impacto da descoberta desta técnica se deve principalmente ao fato de a transfor-
mada de Fourier ser aplicavel em diversas dreas como: problemas aritméticos comuns,
processamento de sinais, fisica quantica, teoria da probabilidade, dtica, sistemas lineares,
entre outros. Além disso a Transformada Répida de Fourier possibilitou a aplicagao da
transformada de Fourier na resolucido de varios outros problemas que de outra forma eram
quase que intrataveis. Atualmente a TRF € um dos algoritmos aritméticos mais usados
em toda computagao [Sed88].

Na demonstragao do algoritmo utilizaremos um problema aritmético comum de mul-
tiplicacdo de polindmios e mostraremos como TRF pode ser usada para diminuir a com-
plexidade da operacio de O(n?) para O(n log n).

8.1.2 Multiplicagao de Polinomios e TRF

Em &lgebra existem quatro operagdes fundamentais: adigdo, subtracdo, multiplicacao e
divisao. Estas operacdes podem ser aplicadas, principalmente, em trés diferentes dominios:
inteiros, polinémios e matrizes. O campo de estudo de algoritmos eficientes para essas

!Transformada Rapida de Fourier; em inglés FFT, Fast Fourier Trasform
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operagoes é chamado de dlgebra algoritmica [Yap94]; mostraremos aqui a importancia
da TRF para este campo.

Para exemplificarmos uma aplicagdo da TRF, usaremos um dos problemas basicos
em algebra algoritmica: multiplicagdo de polindmios. Mostraremos inicialmente a ligacio
existente entre este problema e a TRF de uma maneira informal, mostrando uma boa
formalizacao desta ligagao no final da sego.

De um modo geral, um polinémio em z é uma fungao do tipo:

onde os valores de a;, parat =0,1,2,3,...,n—1,n, sao chamados coeficientes. O grau
de um polinémio é dado por n.

Computacionalmente falando, os polinémios podem ser representados de duas formas:
representacao por coeficientes e representagio por valores de pontos.

A representacao por coeficientes de um polinémio P(z) é dada por um vetor A de todos
os coeficientes do polindmio, sejam estes zero ou nao, logo A = [a¢, a1, az2,...,an_1,85). J&
a representacao por valores de pontos é dada por um conjunto de n + 1 pontos distintos
entre si, onde n é o grau do polindmio, logo o conjunto é dado por:

{(J:O’yo) ) (xl) yl) ’ (.’Eg, y2) Yooy (xn—ly yn—-l) 3 (xna yn)}

onde y; = P(z;).

Pode-se provar facilmente que sé existe um polinémio de grau n que passa por n + 1
pontos distintos. Para tanto supomos que existem dois e chegamos a uma contradigao
aplicando um método de interpolagdo. Dai podemos dizer que este tipo de representagao
pode ser mapeado em um polinémio. Como exemplo suponha um polinémio de grau 1 do
tipo ag + a;z. Note que este polinémio nada mais é do que uma reta no plano, e sabemos
que s6 existe uma reta passando por dois pontos distintos entre si. Note também que sao
necessarios 2 pontos para a representacao de um polinémio de grau 1.

O uso destas representacgdes depende das caracteristicas de cada aplicagdo, mas de qual-
quer forma podemos transformar uma representacdo em outra, quando assim desejarmos,
através do uso dos métodos de avaliagio e interpolagao.

Quando desejamos transformar a representagao por coeficientes para a representagao
de valores de pontos podemos utilizar a regra de Horner como método de avaliacao. Tal
regra é descrita pela seguinte expressao:

P(zo) = ap+ zo(a1 + zo(az + ... + zo(an_1 + zo (an))-..))

Esta regra consegue avaliar um polinémio em um determinado ponto em tempo O(n).
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Como sdo necessarios n + 1 pontos para representagio por valores de pontos de um po-
linémio de grau n, necessitamos fazer n + 1 avaliagdes, o que nos da um tempo total de
O(n?).

Na transformacdo da representagao por valores de pontos para a por coeficientes, uti-
lizamos a férmula de Lagrange, dada por:

=T - r—z IT—-Tn—1 r—-z
Plz) = Yo (&= 2 : 2 ~)+
Zo—T) To—T2 To—Zx3 0 —Tn—1 Zo—Zn
)/1 ( T—Ig Z—I2 I—I3 IT—Tn—1 Ir—Tp )+
r1—Zo ) —IT2 T —I3 Iy —Tn—1 I1—Zn
Y2 (r—:r:o r—r] r—xI3 I—ZTn—1 I—Ip )+
z2—ZT9 r2—I1 2—~T3 r2—Tn-—1 Ir2—ZIn
Y 1 ( z—=Zq r—I3 IT—I2 IT—Tn-2 I~Zp )+
n- In—1—Z0 Tpn—1—7T1 In—1—T2 Tpnel—%Tn-2 In—1—ZTn
Y ( T—Tq -1 T—I3 T—ZTpa? T—=Tpo1 )
n Tn—Zo In—T1 Tn—1I2 Tn—Tn—2 Tn—Tn—1

O resultado obtido com o uso desta regra € um polinémio na forma de coeficientes. A
execugdo desta férmula gasta tempo O(n?).

A representacao por coeficientes é aconselhavel quando os polinémios que queremos
representar possuem muitos coeficientes com valor zero, pois podemos usar uma lista
ligada onde somente os valores dos coeficientes diferentes de zero seriam armazenados.
Tal representagio permite que somemos dois polindémios em tempo O(n), onde n é o grau
do polinémio de maior grau, pois basta somarmos os coeficientes dos termos de mesmo
grau. Dados dois vetores A = [ag, a1, a2, -, Amg—1,8m,] € B = [bo, b1,b2, ..., b, -1, am,], 0
vetor resultante da soma de A+ B é dado por S = [so, $1,82, - - -, Sn—1, Sn), onde 8; = a;+b;
para:=0,1,2,3,...,n — 1,n e onde n = maz {mo, m; }.

Um problema com este tipo de representagio é que o método basico para multiplicagao
de polinémios é feito em tempo O(n?). Dados dois vetores A e B de graus respectivamente
mg € my, o método basico se dd através multiplicacao de cada elemento de A por todos os
elementos de B, resultando um vetor R = {ro,r1,72,...,7n-1,7n}, onde r; = E§=0 a;bi_;
e onde n = mg + m;.

Ja a representacao de um polinémio por valores de pontos é excelente para operagoes
tanto de soma quanto de multiplicagdo de polinémio, mas requer n + 1 pares de pontos
para a representagdo de um polinémio de grau n, independente das caracteristicas deste.

Nesta representacado, tanto a adi¢do quanto a multiplicacao podem ser feitas em tempo
O(n). Na adigao de A(z) e B(z) suponha, sem perda de generalidade, que o grau de A(z)
é igual ao grau de B(z) e que:
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A(x) = {(1'0’ yO) ) (271, yl) LR (zm—la ym—l) ) (xm, ym)}
B(z) = {(z0,48) (21, 83) s+ -+ (Tme1,¥n_1) » (@m0 }

entdo a representacao de S(z) é dada por:

S(.’I:) = {(.’Eo, Yo + y(,)) ’ (zla Y1 + y{) 1y (zm—la Ym-1 + y:n—l) ,(III,-,,, Ym + y;n)}

8(n?)
Notagio Multiplicagdo Comum Notagiio
de \/\/\/\/\——- de
Coeficientes Coeficicntes
Avaliagdo Interpolagio
6(n log n) 6(n log n)
Notagiio Notagio
de /\/\/\f\/—' de
Valores de Pontos Valores de Pontos
Multiplicagdo por
Valores de Pontos
8(n)

Figura 8.1: Processo para a multiplicagdao usando notagao de coeficientes

Este método também é valido para a multiplicagdo com o adendo de que os polinémios
a serem operados necessitam estar representados no nimero de pares de pontos necessarios
a representacao do polinémio resultante. Desta forma suponha n, o grau do polinémio
resultante igual a 2m, logo teremos a seguinte representacao para a multiplicagio:

A(z) = {(z0,%0), (Z1,91) 5.+ s (Tn-1,Yn-1), (Tn, Yn)}
B(z) = {(0,8) , (21,40 - - (Tnc1,¥01) » (2, 9) }

entdo a representacio de R(z) é dada por:
R(z) = {(z0,40 X 48) , (@1,51 X ¥1) 1+, (Tncrs Ync1 X Yoiq )+ (Tmr Y X WA)}

Dado a facilidade de multiplicarmos um polinémio via notacido de valores de pontos,
podemos visualizar uma opgao de fazermos multiplicaciao de polinémios representados por
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coeficientes através de uma transformacao de notagdes (vide figura 8.1).

Como vimos anteriormente, tanto a avaliagdo quanto a interpolagdo possuem tempos
de execugdo O(n?). Note porém, que na avaliagao utilizamos pontos quaisquer; desta
forma, podemos imaginar que alguns pontos sdo triviais de serem avaliados.

Apés verificagdo, vemos que alguns pontos sido mais convenientes para a avaliagio
polinomial. Este conjunto de niimero sao chamados de raizes de unidade?. Os nimeros
pertencentes a este conjunto, quando elevados a uma determinada poténcia, resultam um
valor unitario.

Usaremos um conjunto especial de raizes de unidade que facilitarao nosso trabalho
posteriormente. Para um dado n, tal conjunto é formado por um nimero complexo ¢ €
C, tal que ¢ = 1 e por suas poténcias ¢™ para 0 < m < n, logo nosso conjunto é
{2, ... ,c""2 "1}, note que ¢ = ¢°. Chamamos este conjunto de enésimas raizes
unitarias complexas®.

Usaremos a notacdo w)' para identificar um conjunto de enésimas raizes unitarias
complexas para um valor n. Desta forma para & = 8 teriamos o conjunto denominado
oitavas raizes unitarias complexas, dado por: {wd,ws,w?,ws, ws, ws, wg,wl}. Este conjunto
estd espalhado uniformemente no plano complexo (veja figura 8.2(d)).

@ ® 2
W8
3 1
WJ W8
Wk
we Wi wi .- w!
wk
5
WB W8
6
W8

Figura 8.2: (a) Disposicdo das enésimas raizes unitdrias complexas no plano complexo e
(b) disposicao das oitavas raizes unitdrias complexas também no plano complexo

2mim

O valor de cada w* é dado por e™» que pela féormula de exponenciais de numeros

complexos temos:

2roots of unity
3complex nth root of unity
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m __ 2nm © Ll 2rm
w,' = cos (———n ) + 7s81n (———n )

Como j4 citamos a TRF é uma forma de resolver a TDF*. Sendo assim, nesta aplicagao,
dizemos que a TDF € a avaliagio de um polinémio nas raizes unitarias complexas. Seja
o vetor de coeficientes A = {ag,a;,as,...,a,_1,0as}, dizemos que o resultante Y formado
pelos y.,, € dado por:

n—1 .
Ym = A(er) = ;) ai(w:zn)l’

dizemos entao vetor Y é a Transformada Discreta de Fourier do vetor A, ou
Y =TDF,(A).

A TRF € usada nesta aplicacdo para melhorar o tempo necessario a avaliagdo de um
polinémio nas raizes complexas. Com o uso desta técnica podemos chegar a um tempo
O(n log n). A TRF utiliza o método de divisdo-e-conquista e se faz valer da seguinte
propriedade das raizes complexas.

Propriedade 8.1 Se j > 0 € um nimero par, entdo o quadrado das j-€simas raizes

unitdrias complezas resulta em -',j; %-ésimas raizes unitdrias complezas.

Para esclarecer esta propriedade, suponha um exemplo com as oitavas raizes unitarias

complexas:

.0 ,1 2 3 4 5 6 7
Qs : wg,wg, ws, Wy, wg, Wy, Wy, Wy

Pela figura 8.2(b), podemos observar que wg = —1, logo podemos escrever:

.. 0,1 ,2,3 0 1 2 3
Qg : wy,wz, ws,ws, —wg, —wg, —W§, —Wg
desta forma, elevando cada termo ao quadrado, nos da 2 cdpias de quartas raizes
) bl
unitarias complexas:

2.,0,,0 ,2 3 0 1 2 3
Q3 : wy, wy, wi, wy, Wy, Wy, Wy, Wy
Para usarmos tal propriedade temos que modificar a representagao do polinémio de tal
forma a termos somente poténcias pares:
k=1 .
P(z)= ¥ aiz* >
1=0
k-1 k=1
|43 L5

P(z) = Z% auz® + 20 azipr %
1=t 1=

‘Transformada Discreta de Fourier. Em inglés DFT, Discrete Fourier Tranform.
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Com isto, o problema se reduz a fazermos uma avaliagao de dois polinémios de grau 7

nos pontos wl;_" e entdao combinar os resultados.

Com a propriedade 8.1 e a reducio mostrada acima, temos tudo que necessitamos
para aplicagdo da técnica de divisdo-e-conquista usada na TRF. Resumidamente, para
avaliarmos um polindmio de graus n — 1 em n pontos, dividimos o polinomio em dois
outros de grau "2;1 e os avaliamos em ’% pontos (raizes unitirias complexas).

A partir desta descrigio podemos dizer que o tempo de execugdo do algoritmo € pro-

porcional a equacao de recorréncia da técnica de divisdo-e-conquista, dada por:
T(n) = 2T (%) + O(n)

cuja solugdo é O(n log n).

Um algoritmo paralelo pode se fazer valer da divisdo-e-conquista na divisao de tare-
fas. Uma solugdo trivial no modelo PRAM executaria em tempo O(log n), utilizando n
processadores. Conseqilentemente teriamos custo C(n) = O(n log n).

Dada a figura 8.1, podemos verificar que para obtermos um algoritmo rapido para a
multiplicacdo de polinémios basta que encontremos um algoritmo para interpolagao pelo
menos tao rapido quando o existente para avaliagdo que acabamos de descrever informal-
mente.

O uso da raizes unitarias complexas faz com que a operagio de interpolagao seja exa-
tamente a inversa da avaliagdo®. Isto nos permite usar, na interpolagio, o mesmo método
usado na avaliacao. Neste caso usamos os inversos das raizes unitarias complexas, isto €,
suponha que temos os seguintes valores com resultado de avaliagao polinomial:

P(wg) = So
P(wi) = 5
P (W) = s,
P(w;n) = Sm

desta forma podemos montar um polinémio da forma:
m .

Qz) = L sz’
=0

que quando avaliado nos devidos pontos (inverso das raizes unitarias complexas) pro-
duzird como resultado os coeficientes do polinémio original. Desta forma, temos uma
interpolagao polinomial em tempo O(n log n).

Como citamos, usamos na interpolacio o inverso das raizes complexas:

*propriedade fundamental da inversdo de uma Transformada de Fourier (veja [Yap94]).
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1 5 -6 -7

-1, 0 - -2 -3 -4 -
Qs i Wg, Wg , W, wWg , Wg , Wg , Wg , Wy

-1, 0 7 6 5 4 3 2 1
5" : wg, wg, w§, wi, wg, ws, Wiz, Wy

Note que os pontos sdo os mesmos usados na avaliagdo em uma ordem diferente.

Apresentaremos agora uma formalizacao, tal como apresentada em [Yap94], que nos
mostra bem a ligagao entre multiplicagdo de polinoémios e TRF.

Seja n um nimero par, e A = [ag,a1,a2,...,an-2,8n-1] € B = [bo, b1, b2,...,b5_2,b,_1]
dois vetores de tamanho n, a convolugao de dois vetores é dada por:

C = AxB

= [C07 C1,C2y ... ,Cn2, Cn—l]
onde ¢; = 3 g ajbi—;.

Suponha agora que os vetores A e B representam os coeficientes de dois polinémios,
P(z) e Q(z) de grau menor que 7,
n pontos . Entdo podemos afirmar que o vetor C é o vetor do produto de polinémios

R(z) = P(z) x Q(z). Note que este polinémio resultante possui grau menor que n.

inserindo zeros para completar a representacao com

Podemos entdo concluir que o convolugao de dois vetores representa uma multiplicagao
de polinémios.

O teorema abaixo resume formalmente os processos de avaliacdo e interpolagao de
polinémios. Sua prova pode ser encontrada em [Yap94]. Para que este teorema se tornasse
mais claro fizemos algumas modificages a partir de observacdes de Knuth [Knu81).

Teorema 8.1 Sejam A e B dois vetores de tamanho n (n par), onde em cada um deles

n

existem 5 posigoes com o valor zero. Logo:

C = AxB
TDF(Ax B) = TDF(A) x TDF(B)
C = AxB = TDF'(TDF(A)xTDF (B))
Com esta formalizagdo mostramos a ligagao existente entre Multiplicacao de Polinomios

e TRF. Nas préximas se¢bes mostraremos algoritmos para TRF em diversos modelos de
computagdo paralela.
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8.1.3 Desenvolvimento de um Algoritmo TRF

A seqliéncia de calculos de uma TRF pode ser expressa por uma rede conhecida como
butterfly (veja figura 8.3). Nesta figura representamos a execugdo de uma transformada
rapida de Fourier de tamanho 8, pois temos como entrada um vetor de X de tamanho 8
e como saida um vetor Y (que é a transformada) também de tamanho 8. Cada vértice
desta estrutura efetua operagbes que sio partes de um calculo total.

B R
EE
% -

;
§<

meo

)

)

Figura 8.3: Estrutura da rede de interconexio butterfly mostrando sua caracteristica de

TRF

Uma rede deste tipo pode ser visualizada como um grafo direcionado com n(log n+1)
vértices distribuidos em n linhas e log n + 1 colunas. Cada vértice (/,c) estd ligado a um
outro vértice (I,c+ 1) e (I'y,c + 1) onde [ e I’ diferem apenas pelo ¢ + 1-ésimo bit mais
significante.

Visualizando o grafo butterfly em termos de linhas e colunas e a representagao de um
vértice dada por (Lin,Col) temos a seguinte representacdo para os vértices (0,2) e (1,2):

Yo = (0v2) = (071) + (171)
ya = (1,2)wg = ((0,1) - (1,1))wy

Note também a natureza recursiva da estrutura do butterfly. Os dois circulos ponti-
lhados na figura 8.3 representam dois pequenos butterflies que representam o calculo de
duas TRF de tamanho 4. Desta forma podemos concluir que uma TRF de tamanho n é



8.1. Transformada Rapida de Fourier 68

formada por duas TRFs de tamanho 7.

secdo anterior sobre a aplicabilidade da técnica de divisao-e-conquista.
O objetivo principal de um algoritmo paralelo para a TRF é alocar os vértices nos

Isto apenas vem confirmar a afirmacao feita na

p processadores existentes e fazer um escalonamento de comunicacao de tal forma que
minimizemos o tempo de saida da ltima resposta (lado direito do grafo representado na
figura 8.3). :

Faremos uma anélise comparativa entre a resolu¢do do modelo LogP e do modelo
PRAM sob o ponto de vista de projeto de algoritmos. Estes dois modelo possuem algo-
ritmos 6timos para resolu¢ao de Transformada de Fourier. Este tempo é dado por "—I‘;g—"
onde n log n é o nimero de de vértices do butterfly, e p é o nimero de processadores
(poderosos).

8.1.4 Algoritmos Paralelos para TRF

Faremos a seguir uma analise comparativa de dois algoritmos para Transformada Rapida de
Fourier desenvolvidos usando dois modelos bastante distintos: LogP e PRAM. Tentaremos,
com este problema, mostrar as diferencas entre estes dois modelos com relagdo a nivel de
abstragao.

Comegaremos por mostrar um algoritmo EREW PRAM para TRF apresentado por
J4ja [J4j92]. Logo apds, mostraremos um outro algoritmo para TRF desenvolvido para o
modelo LogP.

Antes porém de mostrarmos o algoritmo PRAM para TRF faremos alguns comentarios
sobre tal algoritmo.

O que desejamos calcular é a TDF y = W,z. Para tanto, devemos supor que y e
2m

¢ sio vetores de n posicdes e que W, é uma matriz construida a partir de w = €' =
coszn1 +1 X sen%", onde cada elemento W (j, k) = w’*, e onde j,k = (0,1,2,...,n—1).
Desta forma o valor de Wy, por exemplo, é representado por uma matriz 4 x 4 com os
seguintes valores:

1 1 1 1

1 i =1 —i
W, =

4 1 -1 1 -1

1 —i —1 i

Seguindo com o exemplo podemos afirmar entdo que o valor do vetor y é dado por:

Yo = Zo + 1 + Z2 + I3
n To + 1Ty — I, — 1T3
Y2 = o — Ty + T2 — I3
Yys = To — Ty — Iz + T3
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Note entao que o cdlculo da TDF pode ser representado como uma multiplicagdao de
matrizes que é um algoritmo que no modelo PRAM possui custo de O(n?) operagdes
com numeros complexos. O algoritmo que apresentaremos para resolugio da TDF possui
tempo T'(n) = O(log n) e custo W(n) = O(n log n). Este custo coincide com o tempo
do algoritmo seqiencial mais rapido e desta forma considerado 6timo [J&j92].

Seguindo o que foi mostrado na segdo 8.1.2, podemos afirmar que a técnica de divisdo-
e-conquista e bastante aplicavel na formulagdo de um algoritmo PRAM, principalmente
pelas caracteristicas das raizes unitarias (vide figura 8.2).

Na figura 8.4 apresentamos um algoritmo EREW PRAM para TRF encontrado em
[J4j92]. Este algoritmo é mostrado recursivo para deixar claro que estamos usando a

técnica de divisdao-e-conquista.

Entrada: Um vetor z de elementos complexos e n suposto ser poténcia de 2, sem perda
de generalidade.

Saida: Um vetor y que é a TDF de z

TRF(z,n)

(1) if n = 2 then

(2) y[1] = =[1] + z[2]

(3) y[2] = =[1] - <[2]

@ else

(5) for k:=0 to 5 - 1 do in parallel
(6) ulk] := z[k] + z[5 + K]

(7) v(k] := w*(zlk] - z[2 + K])

(8) z = TRF(u,2)

(9 z(® := TRF(v,%)

(10) for 7:=0 ton - 1 do in parallel
(11) if 7 mod 2 = 0 then

(12) yij) = 0[]

(13) else

(14) ylj] 1= 2O

Figura 8.4: Algoritmo EREW PRAM para TRF

Note que este algoritmo PRAM expressa claramente a estrutura do problema apresen-
tada informalmente na se¢io 8.1.2 como também expressa a estrutura butterfly apresentada
na figura 8.3. Observe que as linhas (6) e (7) do algoritmo sdo generaliza¢ées do cédlculo
apresentado como exemplo na secao 8.1.3



8.1. Transformada Répida de Fourier 70

Resumiremos a seguir um estudo realizado por Sahay [Sah93], sobre paralelizagdo no
modelo LogP de tarefas do tipo TRF, isto é, tarefas que podem ser representadas através
de uma rede de dependéncia do tipo butterfly. Alguns problemas que se enquadram neste
tipo de aplicagio sdo: Avaliagao de Polinémios e Ordenacio Biténica®.

O objetivo principal de Sahay é tentar minimizar os custos de comunicagio incorridos
devido a limitagoes da largura de banda existentes em certas arquiteturas. O modelo
LogP foi escolhido por Sahay pois este permite que explicitemos o escalonamento de co-
municagdo, o que nao é possivel no modelo BSP, por exemplo.

A solucao apresentada por Sahay [Sah93] se baseia exclusivamente na estrutura do
problema de TRF que é representada por um butterfly. O algoritmo particiona os n log n
vértices de um butterfly com n entradas em P processadores, organizando a sequiéncia de
calculo e comunicagio de forma a conseguir um tempo de execug¢do proximo de "—I;’;"—" (que
é uma aceleragao ideal). Esta aceleragao so é alcancada quando o tamanho de n é grande
quando comparado com P. O autor cita, porém, que mesmo para valores de n nao muito

P

grandes, a aceleragao atingida chega a o
log n

Descreveremos informalmente o algoritmo apresentado por Sahay. Primeiramente des-

creveremos a alocagido dos vértices para os processadores. Logo apds, descreveremos as
caracteristicas do escalonamento da execu¢do do algoritmo e conseqientemente mostra-
remos seu tempo de execucao em fungio dos parametros L, g e P. O parametro o foi
desprezado nesta simplificagdo do modelo, pois o autor esta supondo que a largura de
banda das maquinas paralelas é bem pequena e desta forma g € muito grande. Segundo
Culler et. al [CKP*93] quando isto acontece o parametro o pode ser desprezado para
trabalharmos com um modelo mais simples.

O algoritmo apresentado por Sahay objetiva processar uma estrutura do tipo butterfly
da forma mais rdapida possivel, minimizando o custo de operagdes de comunicagao, que
sdo compararativamente, as operagbes mais caras. Desta forma, um dos pontos mais
importantes de um algoritmo LogP € a divisio dos dados entre os processadores.

Especificamente com relagao a estrutura butterfly, existem duas maneiras principais de
alocagdo dos elementos para os processadores:

e Ciclica: As linhas do butterfly sao alocadas ciclicamente entre os processadores;
desta forma caso tivéssemos 8 linhas e 4 processadores teriamos uma possivel alocagao
dada por:

— linha 0 e 4 - processador 0
— linha 1 e 5 - processador 1

— linha 2 e 6 - processador 2

8 Bitonic Sort
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— linha 3 e 7 - processador 3

e Bloco: Neste caso, um conjunto de linhas € alocado para cada processador, e desta
forma teriamos uma alocagao possivel dada por:

— linha 0 e 1 - processador 0

— linha 2 e 3 - processador 1

linha 4 e 6 - processador 2

— linha 6 e 7 - processador 3

Ao analisarmos a estrutura do butterfly para o calculo da TRF vemos que as pri-
meiras comunicagoes da estrutura seriam locais a cada processador se utilizassemos uma
alocagao ciclica. Em contra-partida as dltimas comunicagées somente seriam locais caso
utilizassemos uma alocacao em bloco”

Logn

cicLICcO BLOCO

Log P LogP

Figura 8.5: Estrutura abstrata da rede de interconexao butterfly, mostrando o mapeamento
hibrido de nds aos processadores.

Sendo assim, Sahay [Sah93] nos propoe uma forma de alocagio hibrida iniciando ciclico
e terminando em bloco. Devemos também observar que esta divisdo entre o que sera
ciclico e o que serd bloco, ndo deve ser feita aleatoriamente ja que desejamos minimizar
as comunica¢bes ndo locais entre processadores. Chamaremos de Remapeamento o
processo de mudanca de alocagao ciclica para em bloco.

O problema agora € descobrir o local onde o remapeamento deve ocorrer. Este local
depende diretamente da diferenca entre o nimero de processadores, P, e o tamanho da
entrada do butterfly, n.

“chamamos de primeiras comunica¢des as representadas nas primeiras colunas do grafo e con-
seqientemente as dltimas comunicagdes as representadas pelas ultimas colunas do grafo.
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Se garantirmos que n > P2, podemos usar o mapeamento hibrido de tal forma que
tenhamos somente uma comunicagao ndo-local, ocorrendo justamente durante o remape-
amento (vide figura 8.5).

Para vermos porque é necessarios garantirmos que n > P? basta verificarmos que cada
processador cuidara § nés. A cada coluna ¢, o nimero de nés envolvidos em comunicagao
dobra. Assim, a comunicagao deixa de ser local quando 2* > $ ou quando ¢ > log n—log P.
Isto mostra que precisamos de pelo menos log P colunas para manter a comunicagao
local no caso ciclico. Raciocinio andlogo mostra que também precisamos das dltimas log P
colunas para manter a comunicagao local no caso de alocagdo em bloco. Portanto é preciso
que log P +log P < log n.

Como estamos utilizando um método hibrido, temos que garantir que todos os pro-
cessadores cheguem a fase de remapeamento no mesmo instante. Como o modelo LogP é
totalmente assincrono temos que nos utilizar de uma barreira de sincronizagido antes do

remapeamento.

O algoritmo funciona portanto em duas fases: uma antes do remapeamento (ciclica) e
outra apés (em bloco). Desta forma sejam m = % el = B. As duas fases do algoritmo
sao:

e FASE I:. Para ¢ = 1...logm, os vértices (r,c) estao associados ao processador
r (modP);

e FASE II: para ¢ = logm .. .logn, os vértices (r,c) estdo associados ao processador

=]

Esta alocacdo hibrida nao influencia o tempo de computacao do algoritmo, mas por
outro lado, Culler et. al [CKP*93], nos afirmam que o tempo gasto para comunicagao é
diminuido por um fator de log P. Desta forma, o tempo total do algoritmo também é
melhorado. Veja que caso a alocagdo nio fosse hibrida (digamos totalmente ciclica), ne-
cessitariamos de mais log P comunicagdes totais para terminamos o algoritmo, e portanto,
nosso tempo de comunicacdo seria multiplicado por log P.

Como mostramos, o tempo de comunicagio total do algoritmo acima é igual ao tempo
de uma comunicagao total entre os processadores (difusdo de todos para todos). Tal
comunicagao pode ser executada em tempo:

glm — ¢ - 1) + L

Esta equacao pode ser facilmente entendida se pensarmos antes na equagdo de uma

rede ndo hibrida. Supondo uma alocagio totalmente ciclica, por exemplo, necessitamos

enviar durante log P fases (ndo locais) % mensagens para todos os processadores. Neste

caso temos um tempo de comunicagao dado por:
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(95 + L)log P

Ja no modelo hibrido ndo temos necessidade de log P comunicagoes, o que j& nos dé
um tempo:

9 + L

Como um bloco ndo precisa enviar mensagens para ele mesmo, podemos subtrair este
tempo e chegar a equacao final dada por:

g(3 - &-1) +L=gm - €-1)+ L

Agora como o tempo de computagao total do algoritmo é dado por:

3 X logn =% x (logm + log P) = m logm + m log P

Podemos afirmar que o tempo total do algoritmo é dado por:

mlogm+mlog P+ L+ (m—£—1)g (1]
Slog B+3 log P+ L+(5— & — g 2
Flogn—Flog P+3log P+ L+(F~F—1)g [3]
Zlogn+L+(3—-5—1)g [FINAL]

Com mais algumas consideragbes extra, esta previsdo tedrica fica bem préxima do
desempenho na pratica em uma CM-5 [CKP*93].

8.1.5 PRAM vs. LogP

Com as duas abordagens acima podemos ver mais claramente as diferencas existentes entre
estes dois modelos. Faremos abaixo uma comparagao entre tais modelos.

No algoritmo PRAM implementamos diretamente a técnica de divisao-e-conquista para
TRF. Embora o algoritmo seja recursivo, é facil de vermos que ele é equivalente ao com-
portamento da rede butterfly (vide figura 8.3).

Observe que embora o modelo PRAM resolva o problema baseado na rede butterfly,
em nenhum ponto foram feitas consideracbes relacionadas ao nimero de processadores
maximo ou minimo, alocagido dos nds nos processadores, ou seja, o modelo PRAM esta
apenas preocupado com a clareza do algoritmo e sua eficiéncia tedrica, ja que grande parte
dos fatores praticos importantes ndo sao considerados.

Ao nos referirmos a fatores praticos importantes, estamos nos referindo exatamente
aos modelados pelos parametros do modelo LogP. Desta forma, podemos afirmar que,
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independentemente do problema, este modelo tende a ser mais realista.

Ao verificarmos o papel do modelo LogP para o problema de TRF vemos que ele supde
encontrar a solugao do problema através de uma rede butterfly abstrata (ja que nenhuma
maquina foi especificada), onde a maior preocupacgao esta relacionada a alocagao dos dados
aos processadores. Ademais, o modelo permite que outros custos, como o de comunicacao,
sejam quantificados e conseqlientemente considerados na analise de desempenho deste.

Ao descrevermos o modelo LogP afirmamos que este modelo nao fixa uma rede de
interconexao, visto que estas tendem a possuir o mesmo desempenho. Neste exemplo
podemos ver claramente que o modelo ndo fixou uma rede concreta e usou apenas uma
rede abstrata.

Sendo assim, a conclusdo principal que podemos tirar é que, neste caso, o modelo LogP
funciona essencialmente como uma maquina abstrata que permite mapear mais facilmente
um algoritmo baseado na rede butterfly a uma maquina paralela de meméria distribuida.

Quando desejamos aplicar nosso algoritmo para TRF em uma maquina existente, po-
deremos ter que fazer algumas pequenas modificagoes para cada maquina alvo. Note a
diferenca de um algoritmo projetado neste nivel de abstracao e um possivelmente projetado
para a maquina destino. Um algoritmo especifico certamente conteria caracteristicas parti-
culares da maquina alvo, dificultando assim, sua transportabilidade para outras maquinas
com arquiteturas diferentes. Neste ponto vale lembrar que transportabilidade é um das
principais caracteristicas de um bom modelo de computacao paralela.

8.2 Eliminagao de Gauss

8.2.1 Definicao

Operagoes com matrizes aparecem constantemente como subpartes de grandes problemas
que necessitam de resolug¢ao computacional.

Um dos problemas onde usamos matrizes, sdo os de sistemas de equagoes lineares. Um
sistema de equagdes é um conjunto de equagdes com variaveis onde queremos, a partir
destas equacgdes, calcular o valor das variaveis, caso isto seja possivel. Um sistema de

equagoes € apresentado normalmente na seguinte forma:

a1 ry + a12r; + a;3rz + + G1a-1Tno1 F QGaTh, = b
a31T1 + 422Xy + az3T3 + + @rn1Tnoy + ApTn = by
aziry + a32T2 + azszrz + ... + A3a_1Tnor + G30Tn = b3
an1T1 + An2Il2 + aAn3r3 + ...+ Ann—tLn-1 + ApnTn = bn

O sistema de equagoes lineares acima é equivalente a seguinte operagao com as matrizes
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A, X eB:

AX =B
a1 a2 a3 ai,4 a15 ... Qin T by
az,1 a3 2 a3 az,4 azs ... QA2n I b2
as, as,2 asz3 as,4 azs ... Q4zn I3 b3
as1 a4,2 Q4.3 Q4.4 Q4.5 ce Q4n Ty by
as, as 2 as 3 as 4 dss ... Qsgq Ts o bs

n-11 Gn-12 Qp-13 Qn-14 A4n-15 ... Qp_1n Tn-1 bn—1

an,l an,2 an,S an,4 an,5 .o an,n Tn bn

~ ~~ - ~~ R

A X B

Podemos fazer certas operagoes em sistemas de equagdes lineares sem que os resultados
sejam alterados. Desta forma podemos tentar, através destas operagoes, obter sistemas de
equagoes mais simples. As operacdes que utilizaremos sao:

e Multiplicagdo por uma Constante: Podemos multiplicar qualquer equagio de
um sistema de equagdes lineares por uma constante.

e Soma de Equagées: Podemos somar indiscriminadamente quaisquer duas equagoes
e substituir uma delas pela soma.

e Permuta de Equagoes: Podemos permutar a posigido de duas equagdes do sistema.

e Permuta de Varidveis: Podemos também permutar a posicio de duas variaveis
dentro do sistema. Porém, temos que executar isto para todas as equagoes.

Suponha, sem perda de generalidade, que temos o mesmo nimero de equagoes e
varidveis. Desta forma, o método de Eliminagio de Gauss propée que eliminemos cada
variavel z; , das equagbes ¢ + 1 até n. Mostraremos um exemplo onde podemos observar
mais claramente tal método.

Suponha o seguinte sistema de equagoes lineares na forma de matrizes:

2 1 -3 T —11
1 -1 -1 z | = 1
5 -2 2 T3 24

Suponha agora as seguintes operagoes nas matrizes sabendo que [t] representa a i-ésima
linha destas:
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o [2]=[2]+[1] x -}
o 3] =38 +[1] x -

Obtemos entao:

2 1 -3 I —11
-3 1 —_ 13

0 35 == 32
-9 19 103

0 3 2 z3 2

Note que a primeira coluna da matriz A foi totalmente zerada com excec¢ao da primeira
linha. Fazendo agora a seguinte operagdo chegaremos a matriz desejada:

o (3] = (3] +[2] x -3

2 1 -3 T —11
02 dllm|=] ¥
0 0 8|z 32

Temos agora, como desejado, a matriz A totalmente simplificada. Chegamos entao ao

seguinte sistema de equacoes lineares:

2.’21 + T - 3373 = —11

o2+ 3% = 3

8.’53 = 32

que possui solugio igual a:

S = R oo | P+ hes = B oo 2m 4 o - 3m = -l
z3 = 4 2z, + 2 = ¥ = 2z, — 3 - 12 = -11
—23.’1:2 = % = 2231 - 4
] = -3 I = 2

Podemos representar este processo de eliminagGes de acordo como os sistemas de

equacdes lineares abaixo, onde o coeficiente a

(k)

i; representa o termo a;; resultante apods

a k-ésima iteracao do algoritmo. A diferenca basica desta representagao para a apresen-
tada acima € o fato de que nesta estamos pensando em termos cada coeficiente e nao de

linhas:
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a112; + @1222 + G13%3 + ... + Ga-1Zpol + GaZn = b )
agl,%:zzg + ag%xg + + aglyzl_lzn_1 + a(zlezn = bgl)

aglyg:cg + aég:ca + ... 4+ agl,,)l_lxn_l + ag,)tzn = bgl)

oy + a2y + .+ ahiza + oz, = b

a1 + @122 + 1373 + ... + G1p-1Tpo1 + G1aT. = by )
aglv%:cg + ag%xg + ... + ag,)l_lzvn_l + ag,)lzn = b§”

(1:(33:_);233 + ... + a:(f,)l_lxn_l + ag?,)lxn = b§2) \

alles + ...+ P jzaa + a@lz. = 0P )

a1y + a12%2 + @133 + ... + Qa-1Tasi + GaZe = b )
afdzry + affes + + a2y + oz, = B

afzs + + o) _za + oz, = b

+ o)z + oz, = b )

Podemos generalizar as operagoes executadas em cada elemento do sistema acima di-

retamente para equagdes abaixo:

a(k—d) _ _ a{k._l) _
aff]) _ a,(»_kj_l) _ lkk—l ai/,cj 1) bfk) — bfk ) _ a.:_l bik 1)

Ak k,k

Para que estas equagdes sejam calculaveis é preciso que em nenhum momento haja
divisdo por zero. Pode-se provar que se a matriz for inversivel é sempre possivel encontrar

uma permutagdo das colunas tal que ndo ocorram tais divisoes.

8.2.2 Algoritmos Paralelos para Eliminacao de Gauss

Nesta secao faremos com a Eliminacao de Gauss algo semelhante ao feito com TRF; usare-
mos o problema para estudar as diferengas existentes entre dois modelos. Primeiramente
apresentaremos algoritmos nos modelos PRAM e BSP. Na proxima se¢ao faremos uma com-
paragao entre os modelo BSP e LogP. Mostraremos a solug¢io PRAM para este problema
pois ela pode ajudar em um melhor entendimento do algoritmo no outro modelo.

Como afirmamos na sec¢do 8.2.1, a Eliminacao de Gauss consiste em eliminar cada
variavel z; das equagdes ¢ + 1 até n. Estas operagdes podem ser representadas em um
algoritmo PRAM diretamente. Mostramos na figura 8.6 um algoritmo CRCW PRAM para
tal problema adaptado de [AkIg9].
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Entrada: Uma matriz A[n,n + 1] onde a n + 1-ésima coluna representa o vetor B.

Saida: A matriz A com todos os coeficiente das varidveis z;, das equagdes ¢ + 1 até n,

zerados.
Gauss(A)
(1) for £k := 1 to n do
(2) for ¢ := 1 to n do in parallel
(3) for j := k to n+1 do in parallel
(4) if ¢ # k then
— g Bik .
(5) a;j; = Qi — (ak':) X QA ;

Figura 8.6: Algoritmo CRCW PRAM para o problema de Eliminacdo de Gauss.

Podemos ver claramente que realmente o algoritmo apresentado possui leitura concor-
rente no passo (5). Tal algoritmo possui tempo de execugdo, T'(n) = O(n) devido ao
lago (1) que n3o é executado em paralelo. Seguindo o mesmo pensamento, vemos que o
algoritmo necessita de O(n?) processadores para se executado devido aos lago encadeados
(4) e (5). Desta forma o algoritmo acima possui custo, C(n) = O(n?).

Como afirmamos, o algoritmo apresentado acima para o modelo PRAM possui custo
O(n®). Se detalhdssemos este custo veriamos que o algoritmo executan® + O(n?) operagdes
devido a matriz B que é adicionada como ultima coluna de A.

Nos algoritmos BSP, geralmente, temos que fazer suposi¢oes a respeito dos parametros.
Na segdo 6.1.3 mostramos a importancia da folga paralela nos algoritmos BSP. No algo-
ritmo que apresentaremos a seguir € necessario que asseguremos que o tamanho da entrada,
n, esteja relacionado ao niimero de processadores de tal forma que p < n? (na pior das
hipSteses teremos um processador para cada elemento).

Apresentaremos o algoritmo para Eliminagdo de Gauss de forma semelhante a apre-
sentada por Gerbessiotis e Valiant [GV93], mas de uma maneira mais informal.

O algoritmo estd dividido em trés procedimentos que sdo executados n vezes (vide
figura 8.7).

Mostraremos mais detalhadamente cada um dos procedimentos do algoritmo (figura
8.7) apds fazermos uma descri¢do sumaria do algoritmo.

O objetivo de Gerbessiotis e Valiant ao propor este algoritmo nao é o de alcancar o
melhor desempenho possivel e sim mostrar que o projeto de um algoritmo utilizando os
parametros p, g € L ndo é uma tarefa dificil.

O algoritmo consiste, em linhas gerais, dividir o nimero de processadores p em ,/p gru-
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(1) for k := 1 to n do
(2) Piva (k)

(3) Comunica (k)

(4) Calcula(k)

Figura 8.7: Macro cédigo de um algoritmo para Eliminagdo de Gauss no modelo BSP.

pos de tamanho ,/p, e onde cada processador p; é responsavel por, no maximo, % (% + 1)
elementos. Note que nesta soma, o tempo 1 somado, representa a matriz B que foi adici-
onada como n + 1-ésima coluna da matriz A. Feita esta divisao o algoritmo estd apto a

executar os trés procedimentos bésicos.

Figura 8.8: Divisio de elementos de uma matriz de n x n elementos (n = 8) entre P
processadores (P = 16)

Antes porém de mostrarmos os procedimentos, necessitamos introduzir algumas notagoes
importantes, tais notacées podem ficar mais claras pela figura 8.8.

e Coluna®®): Conjunto dos /P processadores que contém elementos da coluna k.
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o Linka®®): Conjunto dos /P processadores que contém elementos da linha k.

e Proc(ax;): Processador que contém o elemento ax ; da matriz A.

Com estas notagbes podemos agora descrever os procedimentos do algoritmo de Eli-
minacao de Gauss para BSP mais detalhadamente:

e Pivo(k): Este procedimento é composto de 3 passos que visam, no todo, achar o
elemento pivo que serd usado no calculo de eliminagao de Gauss. Este procedimento
se faz necessdrio pois o elemento pivo deve ser, ao menos, ndo nulo, para que as
equagoes fundamentais da eliminacdo sejam calculaveis. Os passos deste procedi-
mento sao:

— Passo 1: Cada processador pertencente ao conjunto Colunaf®) procura, den-
tre os elementos locais a ele, aquele que possui maior valor absoluto e que esta
simultaneamente na coluna k e linha j, para 7 > k. Note que estamos tomando
somente os js com indice maior que k, pois a eliminacdo de Gauss transforma
a matriz A em uma matriz triangular superior. Apoés se achar este maximo ele
é comunicado ao processador Proc(ak k), que é o processador do elemento da
diagonal.

Anadlise: Este passo é composto de duas partes: uma computagdo que gasta
tempo 7"}-3, pois cada processador estd procurando o maximo de seus elementos

locais; e uma comunicagio de VP — 1 mensagens. Estas mensagens correspon-
dem a uma /P — 1l-relagio que gasta tempo g(\/—ﬁ —1).

— Passo 2: O processador Proc(akx) procura o maior elemento dentre aqueles
recebidos no passo anterior. Tendo este elemento, identifica sua linha, [, e co-
munica este valor para o conjunto de processadores Linhat®) e Linha®®).
Anilise: Neste passo temos que o tempo para computagio é VP, ja que o
processador estd procurando o maximo de /P elementos. Com relagio a co-

municacio, sio enviados 2v/P mensagens que gasta tempo g(2v/P).

— Passo 3: Os processadores pertencentes ao conjunto LinhaP®*) e Linha®®
trocam seus elementos para toda coluna k.
Analise: Aqui s6 temos comunicagao. O que estamos fazendo é permutando
todos os elementos de duas linhas, logo necessitamos de 77 mensagens gastando

tempo g( 7"5)

e Comunica(k): Composto de [log\/ﬁl passos que visam comunicar todos os ele-
mentos necessarios ao calculo da eliminagao para cada elemento da matriz dado pela
equagao apresentada no final da secao 8.2.1.
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— Passo 1: O processador Proc(aix) executa uma difusdo de seu dado para os
processadores do conjunto Linha?(¥),
Anailise: Temos aqui o tempo de comunica¢io dado por gv/P equivalente ao
processamento de uma \/I_D—rela.géo.

— Passo 2: Cada processador do conjunto Linka®®) divide o elemento que possui

pelo elemento ay x recebido no passo anterior. Este calculo consiste na execugao
.. aSk-1> . . .. .
da divisao ;—%f:—l—; pertencente a equacdo principal de eliminacao. Note que a
k.k

. pSkmI> ;. . .
divisdo L5—= ¢é executada também ja que B foi acrescentada na matriz A como
Tk k

ultima coluna.
Analise: Veja que cada processador possui 7"1—3 elementos e desta forma possui
tempo de execugao 75 referente as divisdes efetuadas.

— Passo 3, Passo 4, Passo 5, ..., Passo {log\/ﬁ] +2: Nestes passos cada pro-
cessador j do conjunto Linha®®) executa uma difusio do elemento computado

P(3), Simultaneamente todo j-

no passo 2 para todos processadores da Coluna
ésimo processador do conjunto Coluna”*) executa uma difusido do elemento
da coluna k para todos os j-ésimos processadores de todos os outros grupos.
Observe que o objetivo principal destes passos é disponibilizar todos os dados
necessarios ao calculo da equagdo de eliminagao de Gauss.

Anadlise: Em cada um dos passos acima gastamos um tempo de comunicagao

equivalente a uma %-relagéo, ja que sao duas transmissoes simultaneas. Isto
nos leva a um tempo gasto de (%’};) g. Apesar das transmissoes ocorrerem

para no maximo v/ P processadores, utilizamos somente log vV P passos, pois
podemos utilizar uma difusdo com replicagao bindaria.

e Calcula(k): Possui somente um passo que é o calculo da eliminagio propriamente
dita, ja que todos os dados necessarios estao disponiveis.

— Passo 1: Todos os processadores executam a equagdao para calculo da eli-
minagao. Note que um parte do calculo ja for executada no passo 2 do proce-
dimento Comunica(k).

Analise: Neste passo necessitamos calcular a equagio para todos os elemen-
tos do proecssador. Desta forma temos que, devido a formula da eliminagao,
gastamos tempo:

O primeiro termo se deve as 2 operacOes necessarias para todas as linhas a
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partir da coluna k. O segundo termo se refere as operagbes sobre a coluna que
representa o vetor B.

Tendo em vista o algoritmo apresentado acima se suas respectivas analises a cada passo,
podemos resumir os tempos de cada procedimento:

o Pivo

— Computagao: ﬁ: + VP
— Comunicagao: g (\/1_3—1 + 2V/P + 7";)

e Comunica

n

— Computagido: 75

— Comunicagio: g (\/F + 109\/1_3(%;—,))
e Calcula

— Computacdo: Tk

Antes de mostrarmos a anélise total do algoritmo resaltamos que em cada superpasso
gastamos em computagdao no minimo o tamanho do intervalo entre barreiras de sincro-
nizagbes, L. Da mesma forma, em comunicacao gastamos no minimo o nimero de mensa-
gens que podemos rotear entre as barreiras de sincronizacio, %.

Sendo assim podemos dizer que nos n passos do algoritmo teriamos uma expressio de

computagao dada por:
2n maz {L, 7"5} + n maz {L, \/I_’} + Y iy maz {L,Ti}
Da mesma forma o tempo gasto com comunicagoes é:
w0 (4ma (£,VP} + mas (5,35} + o0V maz {1, )

Gerbessiotis e Valiant observam que a comunicacio de v/P valores, que aparece na
expressdo acima, pode ser otimizada através de um processo de difusdo.

Apés termos feito toda esta andlise do algoritmo BSP, o passo seguinte seria aplicar
as equagdes para valores especificos de P, L, g e n. Em [{GV93] nos é apresentado um
exemplo para P = 100, n = 1000, L = 100 e g = 15. Neste caso os autores afirmam que a
parte computacional fica aproximadamente 7% mais lenta que o 6timo e que o tempo de
comunicagao € sempre menor que o de computacao.
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8.2.3 PRAM vs. BSP

Se olharmos atentamente para os algoritmos apresentados, veremos facilmente que os dois
refletem claramente as caracteristicas do problema. O algoritmo BSP consiste basicamente
do algoritmo PRAM com consideragbes a respeito de memoria distribuida. Estas consi-
deragoes estao mostradas quando incluimos os pardmetros do modelo BSP na analise de
seu algoritmo.

Note porém, que sé a consideragio destes fatores adicionais, apesar de tornar o algo-
ritmo mais realista, o tornou mais complexo. Desta forma devemos fazer um bom estudo
dos nossos objetivos para avaliarmos o que precisamos mais: realidade ou simplicidade.



Capitulo 9

Conclusao

9.1 Conclusao Geral

Apresentamos neste trabalho alguns modelos de computagio com caracteristicas bem dis-
tintas. Descrevemos o modelo PRAM e suas extensdes e dois outros modelos que tém uma
visao diferenciada do problema: BSP e LogP.

Apresentaremos abaixo um resumo das conclusdes tiradas sobre cada um destes mo-
delos.

9.1.1 PRAM e Suas Extensoes.

Como foi afirmado diversas vezes neste trabalho, o modelo PRAM se apresenta como um
6timo modelo para projeto e analise de algoritmos, principalmente em uma primeira fase.

Suas extensdes tém como objetivo geral torni-lo mais realista e, se possivel, deixando-
o tdo simples quanto antes. O modelo QRQW PRAM [GMR94c}, por exemplo, consegue
modelar de uma forma mais realista as arquiteturas paralelas existentes sem se tornar por
demais complexo.

Utilizando o conceito de Vishkin, que considera o PRAM uma familia de modelos que
possua 0 PRAM como base, faremos consideragdes sobre o modelo QRQW PRAM, visando
mostrar a viabilidade de modelos baseados em PRAM. Optamos em fazer este detalhamento
com 0 QRQW PRAM por este ter sido proposto mais recentemente e também por ser a
proposta que consideramos mais simples e realista, dentre as extensées do PRAM.

A figura 9.1 nos mostra como se situa o QRQW PRAM dentro de submodelos do PRAM.
Esta figura também nos mostra como é equilibrado este modelo com relagao a simplicidade
e realidade, pelo menos comparado com submodelos do PRAM.

Outra boa caracteristica deste modelo é sua possibilidade de emulagao pelo modelo
BSP, onde as caracteristicas das méaquinas estio mais realisticamente modeladas'. Esta

1Esta emulagdo também é possivel com o modelo PRAM original

84



9.1. Conclusao Geral 85

caracteristica reforga o argumento de que os modelos de fila sdo boas escolhas para projeto
e analise de algoritmos. Resultados mais objetivos com relagao a esta simulagio serao
mostrados na se¢ao 9.1.2.

CRCW MAIS PODEROSO / POUCO REALISTA

.
/

CRQW QRCW

QRQW

/ N\

\ERCW
~

\/

CREW/
.

QREW ERQW

/
\

EREW MENOS PODEROSO / MUITO EXIGENTE

Figura 9.1: Estrutura mostrando a relagdo entre modelos PRAM mais fracos e mais fortes.

Adaptado de [GMR94d]

Apesar destas caracteristicas, hd alguns problemas relacionados com a contabilizagdo
da contengdao por memodria e com a nio contabilizagio de outros fatores.

Por ser um modelo considerado de alto nivel, o QRQW PRAM ndo prevé a utilizagio
de mecanismos especiais para combinacdo de mensagens existentes em algumas maquinas
paralelas. Mecanismos deste tipo possibilitam diminui¢ées substanciais no grau maximo da
contengao por memoria. No modelo QRQW PRAM a contabilizagdo de custos é, em geral,
realizada pelo pior caso independentemente da existéncia ou ndo de tais mecanismos nas
maquinas onde o algoritmo sera implementado. Desta forma a contabilizacao da contengao
por memoria de k processadores sera O(k), note entdo que se k for muito grande o algoritmo
pode ser considerado inviavel.

Ja a contabilizagao de fatores como laténcia, custo de sincronizagio, entre outros, ndo
é realizada no modelo QRQW PRAM por questdes de simplicidade e também pelo fato de
seus proponentes acharem que o problema de contengdo por memoria é um dos mais sérios
em computagdo paralela. O fato é que assim como no modelo PRAM, algumas previsdes
de desempenho podem néo refletir a realidade.
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9.1.2 BSP

O modelo BSP se mostra como um excelente modelo para projeto e analise de algoritmos
paralelos de uma forma independente de arquitetura. Note que a diferenca deste para os
modelos da familia PRAM é que defendemos o uso do PRAM e suas extensdes apenas em
um primeiro passo do projeto de algoritmos. O BSP é um modelo que devido a existéncia
de sincronismo néo dificulta demasiadamente este trabalho de projeto, podendo ser usado
desde o inicio do projeto.

Uma das melhores caracteristicas do BSP € o seu papel de modelo intermediario, ndo
sendo muito de alto nivel, para nao abstrair fatores essenciais ao desenvolvimento de algo-
ritmos paralelos; nem de baixo nivel, se detendo a detalhes algumas vezes desnecesséarios
e dificeis de serem tratados por um projetista de algoritmos.

A proposta do modelo BSP apresentada por Valiant [Val90] é bastante fundamentada
e suas idéias nio surgiram repentinamente. Varias propostas anteriores de extensoes do
PRAM tornam o modelo BSP consistente, ja que algumas idéias implementadas neste mo-
delo podem ser observadas nessas extensdes. Em 1989, Gibbons [Gib89] propés o modelo
Phase PRAM (descrito sucintamente na segao 3.3) que usa o conceito de sincronizagao em
fases, semelhante ao conceito de barreira de sincronizacdo do modelo BSP. Isto nos mostra
que, de certa forma, o modelo BSP pode ser visualizado como uma extensdo do modelo
PRAM onde o intervalo de sincronizagao nao € rigido a um passo. Para comprovagao desta
afirmacio basta usarmos os parametros do modelo BSP com valores adequados.

Por poder ser visto como uma extensao do modelo PRAM, a proposta do BSP pode
ser mais facilmente entendida pelos usudrios. A existéncia de um tipo de sincronizagao
facilita o trabalho do projetista de algoritmos, pois podemos ter um controle mais efetivo
da execugdo do algoritmo. Além de ser relativamente simples, o modelo BSP aproveita
todo trabalho desenvolvido para o modelo PRAM, pois este pode ser simulado no modelo
BsP. Dada suficiente folga paralela, um algoritmo CRCW PRAM (se considerarmos g
constante) pode ser simulado otimamente no modelo BSP.

Com relacao ao modelo QRQW PRAM, a simulacao é possivel mas a outros custos.
Dado um algoritmo QRQW PRAM que possui tempo de execugdo T'(n) e custo C(n), sua
simulagdo no modelo BSP tera tempo de execugao O (9%‘1 + T (n) x log p) [GMR%4c].

Apesar desta possivel simulacdo de um modelo pelo outro, o modelo BSP é consi-
derado de mais baixo nivel que o QRQW PRAM, pois supde a existéncia de arquiteturas
que implementem os mecanismos usados no modelo, como a barreira de sincronizagao
[Val90], enquanto que o modelo QRQW PRAM ou outra extensio do modelo PRAM nio
faz imposigoes a respeito de mecanismos no nivel arquitetural.

A suposigao de arquiteturas que implementem as caracteristicas necessarias ao mo-
delo BSP ¢ talvez seu principal problema. Atualmente ndo existe nenhuma arquitetura
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com caracteristicas do BSPC?. Mesmo assim acreditamos que sua construgao devera ter
custos menores que a de uma arquitetura baseada em PRAM, ja que no modelo BSP nao
possuimos problemas relacionados a memoria compartilhada e com pequena granularidade
de sincronizagdo. Apesar disso, Valiant nos afirma que se estes custos forem pagos, no-
vas maquinas paralelas com melhores niveis de eficiéncia, flexibilidade e programabilidade
podem ser alcancadas [Val90, McC94b|.

Atualmente o modelo BSP tem sido bastante estudado em diversos grupos de pesquisa.
Esta sendo atualmente desenvolvido em Oxford uma linguagem baseada no modelo BSP;
este desenvolvimento ja se encontra bastante avangado e ja existem varias rotinas imple-
mentadas em uma biblioteca chamada de MLIB [BM94]. Uma boa explicagao deste projeto
pode ser encontrado em [McC94a]. O modelo BSP é pesquisado como parte do projeto
ESPRIT 9072 - GEPPCOM (Foundations of General Purpose Parallel Computing), onde
o objetivo final é construcao de software paralelo que possa ser transportavel e executavel
com boa performance em arquiteturas de memoria distribuida, meméria compartilhada ou
rede de estacbes de trabalho. Também é do nosso conhecimento que o grupo de pesquisa
responsavel pela proposta do modelo H-PRAM [HR92] possui interesse em varios aspec-
tos do modelo BSP, objetivando verificar as melhores caracteristicas deste modelo e, se
possivel, inclui-las no H-PRAM.

9.1.3 LogP

Diferente de todos os modelos apresentados, o LogP é um modelo de bastante baixo nivel
e conseqlientemente de dificil uso quando comparado como o PRAM.

Nés tivemos a oportunidade de observar que o projeto de um algoritmo no modelo
LogP nao é uma tarefa trivial. Seus proponentes defendem que, apesar desta dificuldade,
o modelo serve como um bom meio de desenvolvimento de algoritmos para as maquinas
paralelas disponiveis no mercado.

Um aspecto importante do modelo LogP é o seu direcionamento para as maquinas
pertencentes a convergéncia. Apesar de previsées [CKP+93, Pat93, McC94b], ndo podemos
seguramente afirmar que elas ocorrerdo. O mercado é muito instavel e sujeito a diversos
fatores que podem levar os projetos de maquinas paralelas comerciais a seguirem outras
diregbes. Além disso nada garante que todas as maquinas seguirdo esta convergéncia e caso
isto ndo ocorra teremos a necessidade de outros modelos direcionados a estas arquiteturas.

Ao ser comparado com o modelo BSP, que de certa forma ja é de nivel mais baixo que
outros modelos, € que notamos o quanto o modelo LogP € de baixo nivel.

Diferentemente do modelo BSP, o LogP ndo possui qualquer necessidade de sincro-
nizacao fixa; caso seja necessaria, a sincronizagao € efetuada através de passagens de men-
sagens. Os proponentes do modelo LogP, apesar de admitirem que o modelo BSP serviu

2BsP computer [Val90)]
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como base para sua proposta, fazem uma série de criticas a este modelo. Especificamente
sobre a questao da sincronizagao do modelo BSP, o fato de este modelo supor a existéncia
de mecanismos especiais de hardware o tornam menos realista que o modelo LogP. Nés
particularmente ndo entendemos que o fato da nao existéncia de tais mecanismos de hard-
ware possa invalidar a proposta do modelo BSP. Na secdo 8.1.4 pudemos observar que
mesmo o modelo LogP necessita de sincronizagdes. O algoritmo para TRF exige uma bar-
reira de sincronizagao. Desta forma, assim como no modelo LogP, o mecanismo de barreira
de sincronizagao, suposto no BSP. pode ser simulado através de passagem de mensagens e
acreditamos que até com custos semelhantes. O fato de esta sincronizagao ser periddica
no modelo BSP pode até ter um custo elevado quando computada todas as sincronizagoes,
mas por outro lado, temos uma maior facilidade de programagao.

Outra critica feita ao modelo BSP € que ele utiliza poucos parametros na modelagem
das maquina paralelas. pois seriam necessarios alguns mais. introduzidos no modelo LogP,
para se poder fazer uma boa modelagem do mundo real. Esta critica nao nos parece
bem fundamentada, principalmente pelo fato de existir uma certa contradicdo quando
é afirmado na proposta do modelo LogP que, felizmente para os usuarios, em muitas
aplicacoes alguns parametros podem ser desprezados. Se isto € verdade, seria necessario
um estudo mais aprofundado para se saber qual a quantidade maior, se a dos problemas
que necessitam de mals parametros ou se a dos que sdo bem modelados pelo modelo BSP.

Na proposta do modelo LogP ainda é feita outra critica com relagdo ao fato de o modelo
BSP permitir simulagées de PRAM. E afirmado, e nos parece correto, que as constantes
embutidas nesta simulagdo podem ser muito grandes e inviabilizar a otimalidade proposta.
De qualquer forma para uma parte dos problemas as constantes podem ser pequenas
viabilizando a simulagdo. Achamos que mesmo com constantes elevadas, é importante
para um modelo de computagao paralela permitir tal simulagdo, pois isto pode servir até
para uma melhor adaptagao por parte dos usudrios. Esta possibilidade de simulagao de
PRAM nao existe, ou ndo foi apresentada juntamente com a proposta do modelo LogP,
pelo fato de este estar muito distante do modelo PRAM.

Apesar de todas as criticas que fizemos ao modelo LogP. achamos que a proposta
do modelo é vélida e tem grande importancia, principalmente pelo fato de ela se ater a
uma questao atual, pois os problemas necessitam ser resolvidos e ndao tinhamos uma boa
proposta para resolveé-los.

9.2 Contribuigoes

Algumas contribui¢oes deste trabalho sao:

e comparagao teodrica de varios modelos de computagao paralela;

e comparagao de classes de arquiteturas paralelas;
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® exposi¢do organizada dos problemas existentes em computagdo paralela;

e comparagao entre computagao sequencial e paralela.

9.3 Futuros Trabalhos

Algumas extensoes possiveis deste trabalho sdo:

e estudar de um novo problema profundamente e projetar algoritmos paralelos usando
os trés modelos principais abordados;

e implementar os algoritmos usando uma linguagem paralela conhecida para veri-
ficagdo da realidade do modelo;

e verificar experimentalmente a proximidade entre o modelo LogP e as arquiteturas
da convergeéncia.
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