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Resumo

Uma representacao PI consiste em duas retas paralelas, r e s, e triangulos com um vértice
em r e um lado em s. Considere R uma representacao PI. O grafo intersecao de R é
chamado grafo PI quando cada vértice do grafo corresponde a um triangulo de R e existe
aresta entre dois vértices se, e somente se, os triangulos correspondentes se intersectam.

Segundo o livro Graph Classes - a Survey (1999) [3], escrito por Brandstadt, Le e
Spinrad, os problemas de reconhecer e de caracterizar a classe dos grafos PI ainda nao
estao resolvidos. Essa é a principal motivacao para o estudo da classe PI.

Nesta dissertagao, apresentamos um estudo dos grafos PI baseado nas suas relagoes
com outras classes de grafos tais como os grafos de intervalos e permutagao, que sao classes
amplamente conhecidas de grafos intersecao, e os grafos trapezdides, que possuem uma
estrutura muito semelhante a dos grafos PI.

Esta dissertacao ¢ uma sintese de trabalhos existentes sobre a classe PI e apresenta
novas condigoes necessarias e/ou suficientes para que um grafo seja PI.
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Abstract

A Pl-representation consists of two parallel lines, r and s, and triangles with one vertex
on r and the other two on s. Let R be a Pl-representation. The intersection graph of R
is called PI graph when each vertex in the graph corresponds to a triangle in R and there
exists an edge between two vertices if and only if their corresponding triangles intersect.

According to the book Graph Classes - a Survey (1999) [3], by Brandstédt, Le and
Spinrad, the PI graph characterization and recognition problems are still open. This is
the main motivation for the study of the PI graph class.

In this dissertation, we present a study of PI graphs based on their relationship with
other graph classes such as the interval and permutation graphs, which are well known
intersection graph classes, and trapezoid graphs, which have a very similar structure to
that of PI graphs.

This dissertation is a survey on existing work on the PI graph class and presents new
necessary and/or sufficient conditions for a graph to be PI.
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Capitulo 1

Introducao

Seja F uma familia de conjuntos. Pode-se associar um grafo G a F da seguinte forma:
cada conjunto de F corresponde a um vértice de GG e existe uma aresta ligando dois vértices
em G se, e somente se, os conjuntos correspondentes a estes vértices se intersectam. O
grafo G é chamado grafo intersecao da familia F. Sabe-se que todo grafo simples é
grafo intersecao de alguma familia de conjuntos [17]. Assim, vdrias classes amplamente
conhecidas de grafos foram definidas considerando familias com estruturas especiais. Se F
for, por exemplo, uma familia de intervalos de um conjunto linearmente ordenado como a
reta real, o grafo intersecao de F é um grafo de intervalos. Considere duas retas paralelas
r1 e re. Se F for uma familia de segmentos de reta com um extremo em r; e outro em 74,
o grafo intersegao dos elementos de F é chamado grafo permutacao.

A classe de grafos PI foi definida em 1987 no artigo “Extensions of permutation and
interval graphs” [8], muito citado nas referéncias de trabalhos sobre grafos intersegao de
familias de conjuntos entre duas retas paralelas. O artigo, escrito por Corneil e Kamula,
generaliza as classes de grafos permutacao e de intervalos, criando uma nova classe onde
a familia F contém triangulos com um lado em ry e um vértice em ry. O grafo interse¢ao
de F é chamado grafo PI (Point-Interval). No mesmo artigo, Corneil e Kamula definem
a classe dos grafos trapezoides, uma outra generalizacao dos grafos permutacao e de in-
tervalos, onde a familia F contém trapézios entre as retas paralelas r; e r5. Os autores
mostram que a classe trapezoide é uma superclasse dos grafos PI.

Segundo o livro Graph Classes - a Survey (1999) [3], escrito por Brandstddt, Le e
Spinrad, os problemas de reconhecer e de caracterizar a classe PI ainda nao estao resolvi-
dos. Essa é a principal motivacao para o estudo da classe, ja que os grafos de intervalos
e permutacao sao reconhecidos por algoritmos lineares [2, 25| e os grafos trapezdides por
algoritmos polinomiais [5].

Apesar de nao serem conhecidos algoritmos polinomiais para o reconhecimento de gra-
fos PI, alguns problemas ja sao resolvidos eficientemente para esta classe. Lin apresenta,



no artigo “Iriangle graphs and their coloring” [19], um algoritmo O(nlog x) para a co-
loragao minima dos vértices e para encontrar uma maior clique de um grafo PI, onde y é o
nimero cromatico do grafo; também apresenta um algoritmo de tempo O(n loga) para o
problema de encontrar um maior conjunto independente de vértices e uma cobertura por
cliques minima em grafos PI, onde o é o tamanho de um maior conjunto independente.

Apesar de Lin apresentar em [20], um grafo trapezoéide que nao é PI, ndo encontramos
na bibliografia uma caracteristica dos grafos PI que os distingliisse dos demais grafos
trapezodides. Dedicamos grande parte do estudo realizado nesta dissertagao na busca de tal
caracteristica. Outras alternativas incluiram a busca de grafos proibidos para subclasses
dos grafos PI que nao fossem proibidos para a prépria classe PI. Assim, analisamos as
classes dos grafos de intervalos e permutacao.

O capitulo 2 apresenta as notacoes e alguns conceitos basicos necessarios para a lei-
tura desta dissertacao. O capitulo 3 apresenta a classe de grafos PI e algumas relagoes
importantes dessa classe com outras classes de grafos. No capitulo 4 estao algumas pro-
priedades descritas por Corneil e Kamula [8] para os grafos trapezdides e que sao herdadas
pela classe PI; definimos uma subclasse dos grafos PI, a classe Pl-especial, obtida restrin-
gindo os triangulos da familia F a triangulos nao obtusangulos; mostramos quando um
grafo PI nao é de intervalos; e identificamos, dentre os grafos trapezoides, aqueles que
sao PI. O capitulo 5 relaciona os grafos PI com a familia de Gallai e a classe dos grafos
permutacao e apresenta uma condicao necessaria para que um grafo seja PI. No capitulo
6 estao as conclusoes e algumas consideracoes que podem direcionar o estudo dos grafos
PI em trabalhos futuros.



Capitulo 2

Notacao e conceitos necessarios

Algumas definigbes sao necessarias para uma boa leitura dessa dissertagao. Assim, este
capitulo se destina a apresentacao da notacao utilizada e de alguns conceitos de teoria
dos grafos.

Nesta dissertacao, G = (V(G), E(G)) denota um grafo simples e conexo, com |V (G)| =
n e |E(G)| = m, onde V(G) = {v1,...,v,} é o conjunto dos vértices e E(G) = {(v;,v;),
tal que v;,v; € V(G)} é o conjunto das arestas de G. Quando nao houver ambigiiidade,
utilizaremos V' e F para denotar os conjuntos de vértices e de arestas, respectivamente.

Quando V(H) C V(G) e E(H) C E(G), H é chamado de subgrafo de G. O subgrafo
induzido de G para um subconjunto de vértices V' C V(G) é o subgrafo G[V'] = (V', E'),
onde E' = {(u,v) € E(G), tal que {u,v} CV'}).

O grafo G = (V, E), onde E = {(u,v), tal que (u,v) € E} é chamado de complemento
de G.

Seja F uma familia de conjuntos. Pode-se associar a F um grafo G tal que cada
conjunto de F corresponde a um vértice de GG e existe uma aresta ligando dois vértices
em G se, e somente se, os conjuntos correspondentes a esses vértices se intersectam. O
grafo G é chamado grafo interse¢ao da familia F e a familia F é chamada de representa¢ao
de G.

Algumas classes de grafos bastante estudadas sao formadas por grafos intersecao de
familias de conjuntos com estruturas especiais. Exemplos sao os grafos de intervalos,
onde F ¢é uma familia de intervalos de um conjunto linearmente ordenado como, por
exemplo, a reta real; os grafos trapezdides, onde F ¢é uma familia de trapézios entre duas
retas paralelas; e os grafos permutacao, onde F é uma familia de segmentos de reta com
extremos em duas retas paralelas.

Sejam duas retas paralelas, 71 e 1o, e poligonos O e Oy formados entre 1 e 1o, cada
um com pelo menos um vértice em ry e um vértice em r,. A notagao O; < 0, indicard
que todos os pontos do poligono ©; estao estritamente a esquerda de todos os pontos



do poligono ©,, nao havendo intersecao entre eles. Da mesma forma, se ©; e ©, forem
segmentos de reta com um extremo em r; e um extremo em 7y ou intervalos de uma reta,
teremos ©; < O, sempre que todos os pontos de O, estiverem estritamente a esquerda
de @2.

Para qualquer representacao de um grafo através da intersecao de figuras geométricas
entre duas retas paralelas, convencionaremos que a reta inferior serd chamada r; e a reta
superior sera ry. Consideraremos r; e 1o retas reais. Para que nao haja ambigiiidade,
chamaremos de pontos extremos os vértices dos poligonos e os extremos dos intervalos
e dos segmentos de reta das representagoes desta dissertacao. Os pontos extremos que
estao sobre 71 e ry, serao ordenados da esquerda para a direita. Com os pontos ordenados,
diz-se que um ponto P precede um outro ponto ) quando P e () estao na mesma reta
e P esta a esquerda de () na representacao. O fato de que P precede () serda denotado
por P < @). Dois pontos P e Q onde P < () sao ditos consecutivos se, e somente se, nao
existe nenhum outro ponto extremo S de uma figura geométrica tal que P < S < Q.

Considere R uma representacao de um grafo através da intersecao de figuras geométricas
entre as retas paralelas ry e r. Sejam O e O duas figuras geométricas distintas em R.
Pode-se considerar, sem perda de generalidade, que os pontos extremos de ©1 sao distintos
dos pontos extremos de Oy, pois se houver um ponto extremo de ©; na mesma posi¢ao
de um ponto extremo de O,, entao O; N O, # (). Como r; e ry sdo retas reais, existe um
ponto mais a esquerda (ou mais a direita) onde se pode colocar um dos dois extremos
coincidentes de forma a manter a intersecao e nao criar novas adjacéncias.

Caracterizar uma classe de grafos é encontrar propriedades para o conjunto dos grafos
que pertencem a classe de tal forma que satisfazer essas propriedades é condigao necesséria
e suficiente para que o grafo pertenca a classe.

Reconhecer uma classe de grafos é construir um algoritmo que tenha como entrada um
grafo GG e que responda se GG pertence ou nao a classe. Em geral, buscam-se algoritmos
que sejam eficientes, ou seja, que respondam a essa questao em tempo polinomial.

Um caminho em um grafo G = (V, E') é uma seqiiéncia de vértices distintos (vq, . .., v,),
v; € V, com um conjunto de arestas {(v;,v;41) € F, 0 <i < n}. Umn caminho P, com
n vértices, tem comprimento n — 1. Observe que o comprimento de um caminho ¢ igual
a0 seu numero de arestas.

Um ciclo em um grafo G = (V, E) é uma seqiiéncia de vértices (vy,ve,v3, ..., Unt1),
v; € V, onde (vy,...,v,) é um caminho e a aresta (v,,v,41) = (v,,v1) € E. Um ciclo
com n vértices é dito de tamanho n.

Os grafos que nao possuem ciclos induzidos de tamanho maior que 3 sao chamados
grafos cordais e os grafos que nao possuem ciclos induzidos nem complementos de ciclos
induzidos com mais de 4 vértices sao chamados fracamente cordais.

Uma aresta (v;,v;), quando orientada do vértice v; para o vértice v;, serda denotada



por [v;, v;].

A propriedade de orientacdo transitiva se da quando cada aresta de um grafo G =
(V, E) pode ser orientada de forma a resultar em um grafo orientado G = (V, E) que
satisfaca a seguinte condicao:

Se [v;,v;] € E e [v;, 0] € E, entio [vi, 0] € E (Yoi, 05,0 € V).

Propriedade hereditdria de um grafo G é uma propriedade satisfeita por G e que
também é satisfeita por qualquer subgrafo induzido de G.

Em toda classe de grafos intersecao, a propriedade de ser grafo intersecao é hereditaria.
Seja H um subgrafo induzido de um grafo intersecao de uma familia de conjuntos F, entao
H é grafo intersecao de um subconjunto de F.

Tres vértices distintos e dois a dois nao adjacentes em um grafo formam uma tripla
asteroidal quando para quaisquer dois deles existe um caminho que os liga e nao passa
pela vizinhancga do terceiro. Um grafo que nao possui triplas asteroidais é chamado de
grafo sem tripla asteroidal (STA).

Um grafo G é perfeito se, para todo subgrafo induzido H de G, o nimero cromético
de H ¢ igual ao tamanho de uma maior clique de H.

Em [1], encontram-se os conceitos bésicos da teoria dos grafos nao definidos neste
trabalho.



Capitulo 3

Grafos PI e classes relacionadas

Esse capitulo destina-se a apresentacao da classe PI e das principais classes que con-
textualizam os grafos PI. Algumas relagbes de continéncia importantes serao descritas
a seguir. Na pégina 23, diagramas de Venn exibem as relagoes de continéncia descritas
neste capitulo.

3.1 Os grafos PI

Considere duas retas paralelas e uma familia 7 de triangulos tal que cada triangulo
A = (T, E, D) satisfaz as seguintes condigoes:

e sobre uma das retas deve estar um intervalo [E, D] que serd a base do triangulo;

e sobre a outra reta deve estar um tnico ponto 7', que sera o topo do triangulo.

O grafo intersecao dos triangulos de 7 tal que todos os triangulos tem base sobre uma
mesma reta, é chamado grafo PL

Chamaremos de representacao PI de um grafo G a representacao de G através da
intersecao dos triangulos de 7 entre duas retas paralelas. As retas que contém as bases e
os topos dos triangulos de 7 serao denotadas por ry e ro, respectivamente. A figura 3.1
apresenta um grafo GG e sua representagao PI.

Observe que a base de cada triangulo pode se constituir de um tnico ponto. Assim, o
triangulo terd um topo T' e uma base [E, D] onde E = D. Portanto, ha casos em que, em
vez de um tridngulo A = (T, E, D), a representacao permite que se tenha um segmento
de reta I' = (T, E') entre 71 e 7.

Nesta dissertagao, o triangulo que representa o vértice v; na representacao PI, R, de
um grafo PI sera denotado por A, (R) = (T, Ey,, Dy,). Quando nao houver ambigiiidade,
A, (R) serd substituido por A; = (T, E;, D;).

7



3.1. Os grafos PI 8

Mo

I

Figura 3.1: (a) Grafo G.  (b) Uma representagao PI de G.

Lema 3.1.1 Todo segmento de reta de uma representacao PI pode ser substituido por um
triangulo.

Prova Considere uma representagao PI e seja C o conjunto dos pontos em r; que sao
extremos das bases dos triangulos ou extremos dos segmentos de reta entre 1 e ro. Ordene
os pontos em C tal que, para todo K; e K;11 € C, tem-se K; < K;;. Como r; é uma reta
real, existe um ponto X tal que K; < X < K;,;. Para cada segmento de reta (7}, K;),
forme o triangulo (7}, K;, X). Construimos, portanto, uma representacao por triangulos
que mantém as adjacéncias de G' e que nao apresenta segmentos de reta entre r; e ra.

Uma caracteristica da classe PI ¢ a sua hereditariedade. Sejam G = (V, E) um grafo
PI e {A,},ev uma representacio Pl de G. A representagao {A!},cy de um subgrafo
induzido G’ = (V’, E’) construida retirando-se os elementos de {A,},ev que representam
vértices que nao pertencem a V' é, claramente, uma representacao PI de G'. Sendo assim,
G’ é PI. Portanto, vale o seguinte lema:

Lema 3.1.2 Sejam G um grafo PI e G' um subgrafo induzido por qualquer subconjunto
de vértices de G. O grafo G' é PL

Segundo o livro Graph Classes - a Survey de A. Brandstadt, V. B. Le e J. P. Spinrad [3],
os problemas de reconhecer e de caracterizar a classe PI ainda nao estao resolvidos.

Em [19], encontramos algoritmos eficientes para colora¢ao minima dos vértices e para
encontrar uma maior clique de um grafo PI. Esses dois problemas podem ser resolvidos
em tempo (O(nlogx)), onde x é o nimero cromatico do grafo. O problema de encontrar
um maior conjunto independente de vértices de um grafo PI pode ser resolvido em tempo
(O(nloga)), onde a é o tamanho de um maior conjunto independente.
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3.2 Subclasses dos grafos PI

Nesta secao, serao apresentadas as subclasses mais conhecidas dos grafos PI. Serao vistos
os grafos permutacao e os grafos de intervalos.

3.2.1 Grafos permutacgao

Considere duas retas paralelas r; e 7. Um grafo G' é chamado de grafo permuta¢ao se
G é o grafo intersecao de uma familia S de segmentos de reta com um extremo em r; e
o outro em ry. A representacao de G através da intersecao dos elementos da familia S
sera chamada representacao permutacdao de G. O grafo C4 é de permutacao. Veja uma
representacao permutacao para o Cy na figura 3.2.

(a) (b)

Figura 3.2: (a) Grafo G.  (b) Uma representacao permutacao de G.

Os grafos permutagao foram caracterizados em 1941 [12].

Teorema 3.2.1 Um grafo G € grafo permutacao se, e somente se, G e seu complemento
G admitem uma orientacdo transitiva para suas arestas.

Tais grafos podem ser reconhecidos em tempo linear [25]. Também nesta classe varios
problemas dificeis possuem solugoes elegantes e polinomiais. Em [17] encontramos, além
da caracterizagao da classe, algumas aplicagoes interessantes e um algoritmo para a colo-
racao dos vértices de um grafo permutagao.

Como as representacoes PI admitem que triangulos A = (T, E, D) sejam segmentos
dereta ' = (T, B), B = E = D, toda representagdo permutacao é uma representacao PI.
Logo, vale o seguinte lema.

Lema 3.2.2 Se G é um grafo permutacao entao G é PI.

A inclusao ¢ estrita, o grafo da figura 3.1 é PI e nao possui uma orientacao transitiva
para suas arestas, logo nao é permutacao (pelo teorema 3.2.1).
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3.2.2 Grafos de intervalos

Outra subclasse dos grafos PI amplamente conhecida é a dos grafos de intervalos. Um
grafo de intervalos é o grafo intersecao de uma familia Z de intervalos de um conjunto
linearmente ordenado como, por exemplo, a reta real. Chamaremos de representacdao por
intervalos de um grafo G a representacao de GG através da intersecao dos intervalos da
familia Z. Veja a figura 3.3.

o

Figura 3.3: (a) Grafo G.  (b) Uma representacao por intervalos de G.

Esta é uma das classes mais estudadas dentre os grafos intersecao. Varios problemas
conhecidos como NP-dificeis possuem algoritmos simples e polinomiais quando nos res-
tringimos aos grafos de intervalos (por exemplo, o problema de coloragdo minima dos
vértices do grafo). O problema de reconhecimento esta resolvido desde 1976, através de
um algoritmo de tempo linear [2]. Um algoritmo de reconhecimento bastante atual pode
ser encontrado em [9].

Lekkerkerker e Boland [18] e Gilmore e Hoffman [16] caracterizaram independente-
mente esta classe. A caracterizagao a seguir pode ser encontrada em [17].

Teorema 3.2.3 Um grafo G ¢ grafo de intervalos se, e somente se, G € cordal e seu
complemento admite uma orientagao transitiva nas arestas.

E conhecido que todo grafo de intervalos é PI [8]. A seguir, apresentamos uma prova
deste fato.

Lema 3.2.4 Todo grafo de intervalos é PI.

Prova Seja G = (V, E) um grafo de intervalos e {2, },c1 uma representagao por interva-
los de G. Ja que o conjunto de intervalos que representam os vértices de G é um conjunto
linearmente ordenado, podemos colocar todos esses intervalos sobre uma mesma reta real
r1. Chamemos de D, e E, os pontos extremos a direita e a esquerda, respectivamente,
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de ,. Para cada intervalo €2, de r; escolha um ponto T, € §,. Agora, considere uma
segunda reta, ro (também real) paralela a 71, marque em ry o ponto 7}, e ligue E, e D,
a T,. A representacao obtida é uma intersecao de triangulos entre duas retas paralelas
e de tal forma que as bases estao todas sobre r;. O fato de escolhermos um ponto do
intervalo {2, nao foi ao acaso, foi para que se preservassem as intersecoes da representacao
por intervalos de G e para que nao se criassem novas intersecoes. Portanto, G possui uma
representacao PI, logo G é PI.

A inclusao é estrita, ja que Cy nao é grafo de intervalos pois os grafos de intervalos
sao cordais (teorema 3.2.3) e é PI (veja figura 3.4).

(a) (b)

Figura 3.4: (a) C4.  (b) Uma representagao PI de Cj.

Na figura 3.5 apresentamos um grafo de intervalos que nao é grafo permutagao (tal
grafo nao possui uma orientacao transitiva para suas arestas). Portanto, grafos de inter-
valos e permutagao sao classes distintas e com intersegdo nao vazia (a interse¢ao contém
o grafo da figura 3.3).

Figura 3.5: Um grafo de intervalos que nao é grafo permutacao.

O grafo da figura 3.1 é prova de que existem grafos PI que nao sao grafos permutacgao
e também nao sao grafos de intervalos. De fato, tal grafo nao possui orientacao transitiva
em suas arestas, logo ndo é permutagao (teorema 3.2.1). Além disso, possui Cy como
subgrafo induzido, portanto nao é cordal, logo nao é grafo de intervalos (teorema 3.2.3).
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3.3 Superclasses dos grafos PI

Nessa secao serao apresentadas algumas superclasses dos grafos PI. O estudo das propri-
edades hereditarias dessas classes ¢ importante, pois abrange a classe PI.

A classe de grafos PI surgiu como uma generalizacao das classes permutacao e inter-
valos dada em 1987 por Corneil e Kamula [8]. Além dos grafos PI, os autores definiram
outra classe que recebeu o nome de PI* e que sera vista a seguir.

3.3.1 Grafos PI*

Considere novamente duas retas paralelas, r e o, e uma familia V' de triangulos formados
entre elas e tal que a base de cada triangulo pode estar tanto em r; quanto em r,. O
grafo intersecao dos elementos de V é chamado grafo PI*.

A representagao de um grafo G através da intersecao dos elementos da familia V sera
chamada de representacao PI* de G. Veja a figura 3.6.

(a) (b)

Figura 3.6: (a) Grafo G.  (b) Uma representacao PI* de G.

Observe que V pode conter segmentos de reta.
Como toda representacao PI é uma representacao PI*, vale o seguinte lema.

Lema 3.3.1 Todo grafo PI é PI*.

A inclusao é estrita, o grafo de Cheah da figura 3.7, citado por Cheah e Corneil em [5]
e encontrado em [4], é um exemplo de grafo PI* que nao é PI. Como apresentado na
figura 3.7, ha uma representacao PI* para tal grafo.

Mostraremos que o grafo de Cheah nao é PI. Observe que G possui dois grafos bipar-
tidos K44 disjuntos como subgrafos induzidos. O lema a seguir prova que, em um certo
sentido, sé hd uma forma de representar um K, 4 utilizando uma representagao PIL.
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1 2 3 45 ¢ 7 8 13 14 15 16 9 10 11 12 r,
w2

w4

(b)

Figura 3.7: (a) Grafo apresentado por Cheah e Corneil. (b) Uma representagao PI*
do grafo de Cheah e Corneil.

Lema 3.3.2 Existe uma unica representacao PI para um grafo K, ,.

Prova Seja K,, um grafo bipartido completo com biparticio {Q', ©*}, onde Q! =
{ur, ug,us, ..., u,} e Q* = {v1,v2,vs,...,0,}. Os vértices do conjunto Q' sdo dois a
dois nao adjacentes, entao, uma representacao PI de Q! segue a regra:

Doy K Dy K Dy K000 K A, (3.1)

Podemos adotar a ordenagao topoldgica dos triangulos apresentada em (3.1), sem
perda de generalidade, pois a permutacao de qualquer triangulo A,,, u; € Q! com
qualquer triangulo A, u; € Q' em (3.1) ainda é uma representacao PI de Q'. Dizemos
que, nesse sentido, (3.1) é tnica.

O mesmo ocorre com os vértices do conjunto Q2:

Dy € Dy K Dy Lo <D, (3.2)

Cada vértice de Q2 é adjacente a todos os vértices de Q', ou seja, A, N A, # 0,
1 < 4,5 < q. Como a representagdo PI de Q' é tinica, para representar o grafo K,
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basta incluir os triangulos que representam vértices do conjunto Q2 na representacao PI
do subgrafo induzido por Q'. Para isso, a insergao do triangulo A\, nesta representagao
deve ser tal que possibilite a insercao de A, , para todo triangulo A,,, 1 <1i < g.

Para que uma representacao PI inclua todos os vértices de Q? e satisfaca A, NA,, # 0,

1 <i,5 <gq, é preciso que:

T,<T,, 1<i<q e E,<D, 1<i<g (3.3)
ou
T, <T,,1<i<q e D,<D,,1<i<q e FE, <D, (3.4)

Sem perda de generalidade, podemos considerar a representacao que utiliza a regra
(3.3), pois a representagao dada por (3.4) é a mesma de (3.3), mudando-se apenas os
rétulos entre Q' e Q2.

Como A,, € A,,,,,ouseja, Tp,, < T, e D,, < E,,,, por (3.1), (3.2) e (3.3) tem-se:

41

T, <..<T,<T,<..<T, e Dy, , <E,<D,<E,<..<D,_ ,<E,
(3.5)
Portanto, a representacao PI de K, , é uinica a menos de permutacoes de triangulos
em (3.1) ou (3.2) e troca de rétulos entre Q' e Q%

Do lema 3.3.2 podemos concluir que a tnica representacao PI de um subgrafo K44 é
a apresentada na figura 3.8.

Vi Vo V3 V4auqs U2 u3 Ug

Figura 3.8: Representacao PI de um K, 4

O grafo da figura 3.7 possui dois K, 4 disjuntos como subgrafos induzidos. Sejam eles
H e H' (veja figura 3.9).
Como sao disjuntos, temos:

R(H) < R(H') (3.6)
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Vi V2 V3 V4 Uy U2 Uz Ug ViVoVviaViau'y U U3 U'g
M |
‘Mn

H H

Figura 3.9: Uma representacao PI dos subgrafos K44 induzidos do grafo de Cheah.

onde R(H) e R(H') sao as representagoes PI dos subgrafos H e H', respectivamente.
Para representar o grafo da figura 3.7 como grafo PI, basta incluir os triangulos A,
e A\,,, que representam os vértices w; e wq, na figura 3.9.
O vértice w; é adjacente a dois (e somente dois) vértices de Q};, a dois (e somente
dois) vértices de Q% e a dois (e somente dois) vértices nao adjacentes de H'. Assim, a
posicao para A, ¢ a seguinte:

o T, <1y <Ty

De fato, pois se T, < T,,, entdo w; nao pode ser adjacente a nenhum vértice de H’
sem ser adjacente a trés ou quatro vértices de Q. Se T,, < T,,, entdao para que
w; seja adjacente a dois vértices de QL terd que ser adjacente aos quatro vértices

de Q%.
o D, <E, <D,

A justificativa desta posicao é semelhante a dada no item anterior. Observe que o
extremo direito da base do triangulo A,,, deve estar livre para fazer intersecao com
os triangulos de R(H').

o Eu’2 < le < Eug

De fato, como sé resta fixar a posigao do extremo direito da base de A,,,, se D, <
E.;, entao wy nao serd adjacente a dois elementos de H ' e se Ey, < Dy, entao wy
serd adjacente a mais de dois elementos de H'.

O vértice wy é adjacente a dois (e somente dois) vértices de Q},, a dois (e somente
dois) vértices de Q%, e dois (e somente dois) vértices nao adjacentes de H. Assim, a
posicao para A, ¢ a seguinte:

o Tv; < TU,2 < Tvé
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o Eu’2 < Dw2 < Eug

O raciocinio a ser seguido para esta conclusao é igual ao utilizado para concluir a
posicao de A,,.
Os vértices w; e wy nao sao adjacentes. Como T, < T),,, tem-se:

Dy, < Eu, (3.7)

Desta forma, R(H) < /A,, e wy nao ¢é adjacente a vértices de H, uma contradicao.
Portanto, grafos isomorfos ao grafo de Cheah (figura 3.7) ndo possuem representacao PI.

3.3.2 Grafos paralelogramos

Outra superclasse dos grafos PI é a classe dos grafos paralelogramos, definida por Lin
em [20].

Grafos paralelogramos sao grafos que podem ser representados pela interse¢ao de uma
familia P de paralelogramos entre duas retas paralelas r; e ry. Cada paralelogramo se
constitui de um intervalo Q! = [E', D'] em 7, e um intervalo Q? = [E? D? em 7y,
com [ = |Q?|. Os outros dois lados do paralelogramo sdo um segmento de reta com
extremos E' e E? e outro segmento com extremos D! e D?. A representacao de um grafo
através da intersecao dos paralelogramos da familia P serd chamada representacao por
paralelogramos. Veja figura 3.10.

N
o\ N
o

(@) (b)

Figura 3.10: (a) Grafo C;.  (b) Uma representagao por paralelogramos de Cj.

Observe que a representacao por paralelogramos de G pode conter segmentos de reta.
Segundo Lin [20], os problemas de caracterizacdo e reconhecimento dos grafos parale-
logramos ainda nao foram resolvidos.

Lema 3.3.3 [20] Todo grafo PI é grafo paralelogramo.
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Prova Sejam G um grafo PI, V(G) = {v1,v9,...,v,} e R uma representagao PI de G.
Sem perda de generalidade, podemos assumir que todos os pontos extremos dos triangulos
em R sao pontos distintos. A notagao T; sera usada para indicar o i-ésimo topo em 7o
(da esquerda para a direita) na representagao R.

Para cada triangulo A; = (T}, E;, D;), o tamanho de sua base D; — E; > 0 serd
denotado por L;.

O topo de cada triangulo A\; pode ser transformado em um intervalo do mesmo ta-
manho de sua base, da seguinte forma: para cada triangulo A; tal que T; < T} posicione
o topo Tj em T; + L;. Construa, agora, o paralelogramo Q! = [E}, D}| = [E;,D;] e
OF = [E7, D] = [T, T, + Li).

Repetindo o processo anterior para cada triangulo A;, 1 < ¢ < n, transformamos o
topo de cada triangulo A\; de R em intervalos de tamanho £;, temos uma representacao por
paralelogramos que preserva as adjacéncias de GG. Portanto G' é um grafo paralelogramo.

O

A classe PI estd estritamente contida na classe dos paralelogramos, pois o grafo de Lin,
apresentado na figura 3.11 (a), ndo é PI e é paralelogramo [20]. Veja sua representacao
por paralelogramos na figura 3.11 (b).

3.3.3 Grafos trapezdides

Dentre as classes de grafos intersecao que sao superclasses dos PI, a mais conhecida é a
classe dos grafos trapezoides. Sejam duas retas paralelas, r; e 79, e dois intervalos, 2; =
[E', D' e Q, = [E?, D?], considerados sobre 71 e 7, respectivamente. A figura geométrica
formada unindo os extremos E' com E? e D! com D? é um trapézio. Consideremos, agora,
uma familia Z de trapézios entre r; e 5. O grafo interse¢ao da familia Z é chamado de
grafo trapezoide e a representacao desse grafo através da intersecao dos trapézios da familia
Z é conhecida como representacao trapezoidal. O grafo da figura 3.12 é um exemplo de
grafo trapezoide.

As representagoes trapezoidais admitem triangulos e segmentos de reta. Usando os
mesmos argumentos do lema 3.1.1, pode-se concluir que todo triangulo e todo segmento
de reta podem ser substituidos por um trapézio.

Para esta classe sao conhecidas as solugoes do problema da caracterizagao [8, 10] e do
reconhecimento |7, 11].

Segundo Cheah e Corneil [5], Ma e Spinrad [21, 22], apresentaram um algoritmo de
reconhecimento envolvendo multiplicacao de matrizes que pode ser executado em tempo
O(n?) e, com algumas alteracoes, produz uma representacio trapezoidal do grafo.

Em [5], Cheah e Corneil mostraram um algoritmo totalmente baseado na teoria dos
grafos, mais precisamente baseado na representacao trapezoidal. Os autores construiram,
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Iy

(b)

Figura 3.11: (a) Grafo de Lin: um grafo paralelogramo que nao é PI.  (b) Uma repre-
sentacao por paralelogramos do grafo de Lin.

a partir do grafo trapezdide, um grafo permutacao com uma propriedade especial e a-
presentaram um algoritmo para verificagao de tal propriedade. Com isso, garantem um
algoritmo de tempo O(n?) para reconhecimento dos trapezéides que constréi uma repre-
sentacao trapezoidal. Cheah e Corneil afirmaram que a implementagao dessa solucao é
mais simples que as outras existentes para o reconhecimento dos trapezoides.

Como todo paralelogramo é um trapézio, tem-se o seguinte lema.

Lema 3.3.4 Todo grafo paralelogramo € trapezoide.

A inclusao é estrita, pois em [13] Felsner prova que o grafo da figura 3.13 é trapezdide
e nao ¢é paralelogramo. Chamaremos o grafo da figura 3.13 de grafo de Felsner.

Nesta dissertacao, o trapézio que representa o vértice v; serd denotado em uma re-
presentacao trapezoidal R por II,,(R) = (E2, D2, E},D, ). Quando nao houver am-
bigiiidade, utilizaremos apenas I1; = (EZ, D E!, D}).

3.3.4 Grafos de co-comparabilidade

A préxima superclasse dos grafos PI a ser definida é a classe dos grafos de co-comparabilidade.
Entretanto, apresentaremos primeiro a classe dos grafos de comparabilidade, que nao é
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Figura 3.12: (a) Grafo G.  (b) Uma representacao trapezoidal de G.

superclasse nem subclasse dos grafos PI, mas tem intersecao nao vazia com esta classe.

Um grafo que admite uma orientacao transitiva para suas arestas é chamado de grafo
de comparabilidade.

Um exemplo de grafo de comparabilidade é dado na figura 3.14.

Se o complemento de um grafo G é um grafo de comparabilidade, entao G é chamado
grafo de co-comparabilidade [17]. A figura 3.15 mostra um grafo de co-comparabilidade.

Em [17] pode-se encontrar um capitulo inteiro dedicado ao estudo dos grafos de com-
parabilidade, além de extensa bibliografia sobre essa classe. Nesse livro também encon-
tramos um algoritmo de reconhecimento para tal classe de tempo O(Am), onde A é o
grau maximo dos vértices do grafo.

O reconhecimento dos grafos de co-comparabilidade pode ser feito verificando-se que
o complemento desses grafos é de comparabilidade. A construcao do complemento de um
grafo G pode ser O(n?) e portanto o reconhecimento dos grafos de co-comparabilidade
pode ser feito em O(n?).

Lema 3.3.5 [8] Todo grafo trapezdide é grafo de co-comparabilidade.

Prova Seja G um grafo trapezoide. Sejam trés vértices quaisquer u, v e w pertencentes

a V(Q), tais que (u,v) € E(G) e (v,w) € E(G). Entao (u,v) € E(G) e (v,w) & E(G).
Como G é grafo trapezdide, em uma representagao trapezoidal {II,cy} de G, 11, < II,
e I, < II, e, portanto, II, < II,. Dessa forma, (u,w) ¢ E(G) e isso implica que
(u,w) € E(G). Assim, uma orientacio transitiva das arestas de G é dada por:

[u,v] € BE(G) < II, < Il, na representacio trapezoidal de G.
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Figura 3.13: Grafo de Felsner, que é trapezdide e nao é paralelogramo.

Portanto, G possui uma orientacdo transitiva para suas arestas, logo G ¢ grafo de
co-comparabilidade.

Além disso, as classes trapezéide e co-comparabilidade nao sao iguais: Cg é um grafo
de co-comparabilidade que nao é trapezéide [8].

Pelo lema 3.2.2 e pelo teorema 3.2.1 tem-se que a intersecao dos grafos PI com os
grafos de comparabilidade é exatamente a classe dos grafos permutacao.

e O

(@) (b)

Figura 3.14: (a) Grafo G.  (b) Uma orientagao transitiva de G.
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a f
f g c d
G
[ ® e b
a b c d e
g
(a) (b)
Figura 3.15: (a) Grafo G.  (b) Uma orientagao transitiva no complemento do grafo G.

3.4 A classe dos grafos trapezdides simples

Sejam novamente as retas paralelas r; e ro. Os grafos trapezdides simples sao grafos
intersecao de uma familia ) de segmentos de reta com extremos em r; e 79 e retangulos
com lados em 71 e ry. A representacao de um grafo através da intersegao dos elementos de
Y é uma representacado trapezoidal simples. O grafo de Lin da figura 3.11 (a) é um exemplo
de grafo trapezoéide simples e a representacao da figura 3.11 (b) é uma representagao
trapezoidal simples.

Os grafos trapezdides simples nao possuem caracterizacao, nem algoritmo polinomial
de reconhecimento [20].

Tanto retangulos quanto segmentos de reta tem extremos que sao intervalos de mesmo
tamanho em 7; e r9, portanto vale o lema abaixo.

Lema 3.4.1 Todo grafo trapezoide simples € paralelogramo.

Lin [20] prova que o grafo da figura 3.11 é trapezéide simples e nao é PI e prova que
o grafo da figura 3.16 é PI e nao ¢é trapezdide simples. O grafo Cy é PI e é trapezoide
simples. Portanto, vale o seguinte teorema.

Teorema 3.4.2 PI e trapezoides simples sao classes distintas com intersecao nao vazia.
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Figura 3.16: Grafo PI que nao é trapezdide simples.

3.5 Relacoes de continéncia

As relagoes de continéncia podem ser descritas como segue, onde o conjunto dos grafos
de cada classe é representado pelo seu nome.

Intervalo C PI (3.8)

Permutacao C PI (3.9)

PI C PI* (3.10)

PI C Paralelogramo C Trapezéide C Co-comparabilidade (3.11)
Trapezodide Simples C Paralelogramo (3.12)

)

PI # Trapezoéide Simples (3.13

Os diagramas das figuras 3.17 e 3.18 expressam as relagoes da classe PI com as demais
classes.
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Figura 3.18: Diagrama das relagdes entre os grafos PI e as classes descritas em [20]. Os
numeros sao referéncias a figuras dessa dissertacao que contém exemplos de grafos em

cada classe.



Capitulo 4

Grafos trapezodides e grafos PI

Este capitulo destina-se a apresentar propriedades dos grafos PI. Como todo grafo PI é
trapezodide, algumas propriedades dos grafos trapezdides que sao herdadas pelos grafos PI
serdo apresentadas na segao 4.1. Esta segdo baseia-se no artigo de Corneil e Kamula [8].
A segao 4.2 destina-se a apresentar condigoes necessdrias e/ou suficientes para que um
grafo seja PI.

4.1 Propriedades dos grafos trapezoides

Um grafo trapezoide G pode ter muitas representagoes trapezoidais diferentes. Ha varias
operagoes que podem ser realizadas sobre a representacao trapezoidal R de um grafo sem
altera-lo. Uma delas é uma reflexao em relagao a uma reta perpendicular as retas paralelas
r1 e ro da representacdo R. Nesse caso, cria-se uma nova representacao trapezoidal R’,
obtida de R através da reordenacao de todos os pontos extremos tal que, para dois pontos
extremos distintos P e () numa mesma reta, tenhamos: P <g () se, e somente se, P >g ().
Similarmente, a reflexao em relacao a uma reta paralela as retas ry e ry da representacao
transforma R em R’ efetuando a troca de todos os pontos extremos da reta ro com os
pontos extremos da reta r; da seguinte forma: para quaisquer dois pontos Pe @), P <r Q)
e P,Q €r; em R se, e somente se, P <p Qe P,QQ €ry em R'.

Como as representacoes trapezoidais admitem triangulos, toda representagao PI é uma
representacao trapezoidal. Portanto, as reflexoes de representacoes PI em relacao a retas
perpendiculares ou paralelas a r; e r5 também preservam as adjacéncias do grafo.

Sejam dois vértices nao adjacentes v; e v; de um grafo trapezéide G, representados
por 1I; e II; em qualquer representacao trapezoidal de G. Entao ou II; < II; ou II; < II;.
A operagao de reflexao permite considerar, sem perda de generalidade, II; < II;.

O lema 4.1.1 estabelece uma ordem na representagao trapezoidal de uma aresta e de
um vértice nao adjacente a ambos os extremos dessa aresta.

25
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Lema 4.1.1 Sejam vy e vy dois vértices adjacentes em um grafo trapezoide G = (V, E).
Seja vy tal que (v1,v) € E e (vo,v) € E. Em qualquer representagao trapezoidal de G,
se H1 < Ht (Ht < Hl), entao Hg < Ht (Ht < Hg)

Prova Sejam vq, vy e v; como descritos no lema. Suponha que II; < II; (IT; < 1) e
[T, ndo estd estritamente & esquerda (direita) de IT;. Como I, N TT; = (), entao IT; < Il
(IIy <« I1;). Dessa forma, I1; < II; < 11y (Il < II; < I14), logo 11} < Iy (11, < I1y), ou
seja, II; N IIy = (. Portanto, (vq,vs) ¢ E, uma contradi¢ao.

Seja G um grafo que possui um caminho Py = (vq, vy, .. ., vx) como subgrafo induzido.
Seja vy um vértice de V(G) que nao ¢é adjacente a nenhum vértice de V(Py). Em qual-
quer representacao trapezoidal de G, o trapézio II;, que representa o vértice v;, estara
estritamente a direita (ou estritamente a esquerda) de todos os trapézios que representam
vértices de V(Py). O lema a seguir, provado em [8], é uma generalizagdo do lema 4.1.1
que considera, em vez de uma aresta de G, um subgrafo induzido P.

Lema 4.1.2 [8] Seja Py = (v1,v9, ..., v;) um caminho induzido em um grafo trapezdide
G. Seja v, € V(G) e tal que (v;,v) € E(G), 1 <i < k. Sell; < II, (II; < II;) para
algum i, 1 <i <k, entao II; < II; (II; < 11,), para todo j, 1 < j < k.

Prova A prova desse lema é por indu¢ao no nimero de vértices do caminho P,. Para
um caminho P, com 2 vértices, a prova esta feita no lema 4.1.1.

Sejam Py e v, como descritos no lema e, por hipétese de inducao, se existe um vértice v;
tal que II; < II; (II; < II;) na representacgao trapezoidal de Py, entao II; < II; (I, < II;),
para todo 7, 1 < j < k.

Seja P41 um caminho induzido em G e v, € V(G), tal que (v;,v) € E(G), 1 < i <
k + 1. Suponha que existe um vértice v; em Py, tal que II; < I, (II; < II;). Note
que qualquer representacao trapezoidal de um caminho Pj,; contém uma representacao
trapezoidal do caminho Py.

Se 1 < i < k, entao por hipétese de indugao, II; < II; (II; < II;), 1 < j < k. Como
(Vp11,v0) € E(G), (v, k1) € E(G) e I, < II; (IT; < i), pelo lema 4.1.1, 11 < II;
(II; <« ). Assim, II; < II, (I < I1;), 1 < j < k+ 1.

Sei=k+1,isto é Iy < I (II; < gyq). Como (vg, vpr1) € E(G) e (vg,vy) &
E(G), pelo lema 4.1.1, 1T, < II; (IT; < II). Sendo 11, < II; (II; < IIj), por hipdtese de
inducdo, II; <« II; (II; < II;) para todo j, 1 < j < k. Logo, II; <« II, (II; < II;) para
todo j, 1 <j<k+1

Lema 4.1.3 /8] Grafos trapezdides nao contém triplas asteroidais.
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Prova Por contradicao, assuma que existe um grafo G' que contém uma tripla asteroidal
{v1, v, v3} e possui uma representacao trapezoidal. Seja P um caminho de v; para vy que
nao passa pela vizinhanca de vs. Considere também caminhos P,3 e Psq, similares a Pjs,
de vy para vs e de vz para vy, respectivamente. Aplicando o lema 4.1.2 sobre o caminho
Py3 e considerando o vértice vy, tem-se II; < Il — II; < II3. Fazendo o mesmo para
Py e P31, considerando respectivamente os vértices vz e vy, tem-se 11} < II3 — 1l < I3
e Il < I3 — Iy < II;. Logo, se II; < Ily, entao Il < II;, uma contradi¢ao!

Corneil e Kamula [8] provaram que grafos trapezéides nao contém C,,, n > 5, como
subgrafo induzido. Apresentamos, a seguir, uma outra prova para esse resultado.

Lema 4.1.4 Grafos trapezoides nao contém C,,, n > 5, como subgrafo induzido.

Prova Seja C5 = (vy, vg,v3, 04,05, v1). Como (vy,v4) € E(Cs), tem-se IT; N1, = (). Sem
perda de generalidade, pode-se considerar II; < Il4. Pelo lema 4.1.1, I} < 1l — 1l <
Iy — I, < 1l; — I3 <« Il — I3 <« [I; — [ < II;, uma contradicao. Portanto, nao
existe representacao trapezoidal para o Cf.

Os grafos da familia C,,, n > 6, tém tripla asteroidal. De fato, seja C,, = (v1,. .., vy, v1),
entao vy, vz € vs sao uma tripla asteroidal. Pelo lema 4.1.3, grafos trapezdides nao contém
tripla asteroidal.

Como ser grafo trapezdide é propriedade hereditaria (pois quando nao se pode repre-
sentar um subgrafo induzido, nao é possivel representar o préprio grafo), entdo nenhum
grafo trapezoide contém C),, n > 5 como subgrafo induzido.

Na observacao 4.1.5 e nos lemas 4.1.6 e 4.1.8, considere C,, = (v1,v,...,0,,v1) € as
operacoes nos indices serao feitas médulo n.

Observagao 4.1.5 Em qualquer representagao trapezoidal de C,,, n > 4, como (v, vi11) &
E, (Uiavi—l) ¢ E e (Ui—lavi—i-l) € E, pelo lema 4.1.1,

Hi < Hi—l € H, <K Hi+17 1 S 1 S n (41)

ou
Hi—i—l < HZ € Hi—l < HZ’, 1 S 1 S n (42)

Lema 4.1.6 [8] Grafos trapezdides nio contém C,, n impar e n > 5, como subgrafo
induzido.
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Prova Como ser trapezéide é propriedade hereditéria, basta provar que C,,, n impar e
n > 5, nao é trapezdide.

Suponha que C,,, n impar e n > 5, é um grafo trapezéide e seja R uma representacao
trapezoidal de C,,.

Como (v, 1) € E(C,), podemos assumir, sem perda de generalidade, que I1; < II,.
Da observacao 4.1.5, II; <« IIy = II,,. A aplicacao sucessiva do lema 4.1.1 implica que
I, < ell; <1, ipare 2 < i <n—1. (Note que i—1 e i+ 1 s@o indices impares.)

Sendo n fmpar, tem-se I1,, < II,,_;. Como (v,,v1) € E(C,), (vn,vn_1) & E(C,) e
(v1,v,_1) € E(C,,), pelo lema 4.1.1, I1,, < II;, uma contradigao.

Portanto nao é possivel representar um grafo C,, n impar e n > 5, com uma repre-

sentacao trapezoidal e, dessa forma, C),, n impar e n > 5, nao ¢ trapezdide.

Os lemas 4.1.4 e 4.1.6 confirmam que os grafos trapezéides sao perfeitos [6].

Os resultados obtidos no lema 4.1.6 podem ser alcancados analisando-se apenas a dis-
posicao dos intervalos na reta ry. Observe que o mesmo nao ocorre quando consideramos
C,, n par.

Observacao 4.1.7 Seja R uma representacao trapezoidal do grafo G. Assuma que, para
quaisquer dois trapézios 11; e 11, de R, os pontos extremos de II; sao distintos dos pontos
extremos de 1l;.  Considere que Q% € o intervalo do trapézio p na reta q. As sequintes
regras sao satisfeitas em R:

PN2#£D ou
2 <O e EL< D).

(u,v) € E(G) <~ {

(u,v) € E(G) < P2 <02 e D.<E!

Lema 4.1.8 [8] Grafos trapezdides nao contém C,, n par e n > 6, como subgrafo indu-
zido.

Prova Como ser trapezdide é propriedade hereditaria, basta provar que C,, n par e
n > 6, nao é trapezoide.

Suponha que C,,, n par e n > 6, é um grafo trapezéide e seja R uma representacao
trapezoidal de C,. Assuma, sem perda de generalidade, II; < II, em R. Note que se
I, <« IIy a aplicagao sucessiva do lema 4.1.1 implica que II;,;; < II; e II;_; < 1I; para
todo ¢ par, 2 <17 < n.

Seja Il o trapézio com ponto extremo direito mais a direita em ro dentre todos os
trapézios de indice impar. Assim, D} 5 < Di,, e Di_, < D7 ;.

Como k é par, I < II; e, portanto, D7, < EZ implicando que D7, 5 < EZ. Como
(vk, vkt3) € E(C,) e QF,4 < QF, da observacao 4.1.7 tem-se E} < Dj,.
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Novamente, como k ¢é par, I, < I, logo D}_, < E} < Dj,,.

Como k+2 é par, tem-se I1; 43 < Il;4o, portanto, Dy, 4 < Ep ,. Assim, D}, < El,,.

Como k + 2 é par, Iy < I e, portanto, D7, < Ef.,. Como Di_, < Di,,,
tem-se D7 | < E7_,.

Assim, [Ty N1z =0 e (vp_1, vrre) € F(C,), uma contradigio.

Como corolario dos lemas 4.1.4, 4.1.6 e 4.1.8, tem-se:
Corolario 4.1.9 Grafos trapezoides sao fracamente cordais.

A classe dos trapezoides estd estritamente contida na classe dos grafos fracamente
cordais, pois existem grafos que sao fracamente cordais e que nao sao trapezéides. Um
exemplo é o grafo GG da figura 4.1, que apresenta uma tripla asteroidal formada pelos
vértices ¢, | e i. Do lema 4.1.3 grafos trapezodides sao livres de triplas asteroidais e,
portanto, G nao é trapezoide.

Figura 4.1: Grafo fracamente cordal que nao é trapezdide.

4.2 Quando um grafo é PI

Até o momento, todas as propriedades vistas sobre os grafos PI sdo, na verdade, pro-
priedades que os grafos PI herdam de suas superclasses como, por exemplo, os grafos
trapezdides. Nos perguntamos se nao ha uma maneira de identificar, dentre os grafos que
sao trapezdides (ou PI*), aqueles que sao PI. Assim, comec¢amos estudando a operagao de
contracao de arestas.
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4.2.1 Contracao de arestas

Seja G = (V(G), E(G)) um grafo e (u,v) € E(G). A contracdo da aresta (u,v) em
G cria um novo grafo G’ = (V(G'), E(G")) tal que V(G') = V(G) U {uv}\{u,v}; se
(1,7) € E(G) e i,7 # u,v, entao (i,7) € E(G'); e se (i,u) € E(G) ou (i,v) € E(G) entao
(1,uv) € E(G").

A operacao de contrair uma aresta em um grafo G nao preserva a propriedade de G
ser (ou nao) PI, como veremos a seguir.

Seja GG’ um grafo resultante da contracdo de uma aresta de um grafo PI G. Serd
que G’ é PI? Nao, a contracao de uma aresta de G nao implica que o novo grafo, G,
é PI. A figura 4.2 apresenta um grafo G e sua representagao PI. A contragdo da aresta
(u1,u2) € E(G) resulta num grafo G' que é exatamente o grafo de Lin (figura 3.11), um
grafo paralelogramo que nao é PI.

£

Figura 4.2: (a) Grafo G.  (b) Uma representagao PI de G.

Seja G um grafo PI obtido a partir da contracdo de uma aresta de um grafo G. Serd
que G é PI? Mais uma vez, uma resposta negativa. O grafo G nao é necessariamente
PI. Seja um ciclo Cy = (ab,c,d, e,ab), resultante da contracdo da aresta (a,b) do ciclo
Cs = (a,b,c,d,e,a), como mostra a figura 4.3. O grafo Cy é PI, veja a figura 3.4. Pelo
lema 4.1.4, o grafo C5 nao é trapezdide e, portanto, nao é PI.
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(a) (b)

Figura 4.3: (a) C5.  (b) Cj resultante da contracao da aresta (a,b) € E(Cs5).

4.2.2 Uma restricao na representacao PI: os grafos Pl-especiais

A classe Pl-especial é obtida a partir de uma restricao imposta a representagao dos grafos
PI tal que nenhum triangulo possui angulo obtuso nos vértices da base e nenhum triangulo
é degenerado, ou seja, para todo triangulo A = (T, E, D), tem-se E # D. Chamaremos
os triangulos que satisfazem tais propriedades de triangulos especiais (TESP).

Sejam duas retas paralelas r1 e ro. O grafo intersecao de uma familia de triangulos
especiais que possuem um vértice em ro e um lado em r; serd chamado grafo Pl-especial.

Nos perguntamos se os grafos Pl-especiais, que sofrem restricoes na representacao,
constituem uma subclasse estritamente contida na classe PI. O teorema a seguir mostra
que Pl-especial é exatamente a classe dos grafos de intervalos e, portanto, é estritamente
contida na classe PI.

Teorema 4.2.1 Um grafo G é Pl-especial se, e somente se, G € grafo de intervalos.

Prova Sejam G um grafo Pl-especial e R uma representacao de GG através da intersegao
de TESPs entre duas retas paralelas r; e ro. Seja A = (T, E, D) um triangulo de R com
vértice T em ry e vértices £ e D em r1. Note que, se A; e AA; sao triangulos sem angulos
obtusos nos vértices das bases, os lados de AA; e A que estao sobre a reta 7, se intersectam
em pelo menos um ponto. Seja p a fungao projegao ortogonal sobre a reta r;. A uniao
das imagens p((T, E)) e p((T, D)) é o intervalo [F, D] da reta ;. Dessa forma, p associa
a cada TESP de R um intervalo [E, D] tal que existe interse¢ao entre dois intervalos se, e
somente se, existe intersecao entre seus respectivos TESPs. Logo, os lados dos triangulos
que estao sobre r; formam uma representacao de G por intervalos. Portanto, G é grafo
de intervalos.

Sejam G um grafo de intervalos e R uma representagao de G através da intersegao de
intervalos de uma reta r;. Construa uma reta ry paralela a r;. Para cada intervalo [E, D]
de ry, marque em ro um ponto 7' de tal forma que p((T, E)) C [E, D]. Ligue os dois
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extremos F e D ao ponto T'. Essa construcao, se repetida para todos os intervalos de R,
gera uma familia de TESPs. Como a projecao de cada ponto T sobre r; é um ponto no
intervalo [E, D], as adjacéncias de G foram preservadas. Logo, G é um grafo Pl-especial.

O

Uma conseqiiéncia do teorema 4.2.1 é que a representacao PI de um grafo que nao
¢é de intervalos contém pelo menos um triangulo com angulo obtuso em um vértice da
base. Note que o segmento de reta que representa o vértice b do ciclo Cy na figura 3.4 so
pode ser substituido por um triangulo com angulo obtuso interno na base. Assim, numa
representacao PI podem haver triangulos e segmentos de reta, mas nem todo segmento
de reta pode ser substituido por um TESP, nesse caso, o grafo nao é PI-Especial.

O teorema 4.2.2 exibe uma caracterizacao dos grafos de intervalos através de uma
familia de subgrafos proibidos [17].

Teorema 4.2.2 Um grafo é de intervalos se, e somente se, nao contém nenhum dos
grafos da figura 4.4 como subgrafo induzido.

a
a
. 2 é%
1 n b c
. 2 1 n
n-1 N 1 b c

Cn,n>3 Dn,n>1 En,n>0

a
N
b c b
Al A2

Figura 4.4: Grafos proibidos para a classe dos grafos de intervalos

Teorema 4.2.3 Se G é PI e nao € grafo de intervalos, entao G contém Cy como subgrafo
induzido.

Prova Seja G um grafo PI que nao é de intervalos. Pelo teorema 4.2.2, G contém algum
grafo da figura 4.4 como subgrafo induzido. Pelo lema 3.1.2, todo subgrafo induzido de
G ¢é PI. Mostraremos que dentre os grafos da figura 4.4, apenas Cy é PI.
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De fato, pelo corolario 4.1.9 e pela relacao de continéncia (3.11), a familia C,,, n > 4
nao é PI, pois nao é fracamente cordal. Pela relacao (3.11) e pelo lema 4.1.3, todos
os outros grafos da figura 4.4 nao sao PI, pois nao sao grafos STA (em cada grafo, a
tripla asteroidal consiste dos vértices a, b e ¢). Finalmente, a figura 3.4 apresenta uma
representacao PI para o grafo Cy.

4.2.3 Uma caracterizacao para os grafos PI

Ainda na tentativa de identificar os grafos trapezdides que sdao PI, nos voltamos para
um estudo das estruturas das representacgoes trapezoidal e PI. Esta secao apresenta uma
condigao necessaria e suficiente para que um grafo trapezoide seja PIL.

Sejam G um grafo trapezoide e R uma representagao trapezoidal de G tal que, para
todo trapézio II,, nao ocorrem II, e II,, tais que

E? < D?< E2 < D? e D! < E!<D!<E.. (4.3)
Note que, pela regra (4.3), a aresta (v, w) nao pertence a E(G). Veja figura 4.5.

E3 Df EZ D

Figura 4.5: Ordem dos extremos dos trapézios segundo a regra (4.3).

Segue abaixo o algoritmo TRAPtoPI, que transforma uma representacao trapezoidal
R em uma representacao trapezoidal R’ de G que difere de R por apresentar um triangulo
A, no lugar do trapézio II,,.

Algoritmo TRAPtoPI

Entrada: Uma tupla (R, u), onde R é uma representagao trapezoidal do grafo G tal que
(4.3) nao ocorre para todo trapézio de R e u € V(G) é o vértice representado por I, em
R e que serd representado por A, em R'.

Saida: A representacao trapezoidal R’ de G, onde o trapézio II,, que representa o vértice
u, foi substituido por um triangulo A,,.

Passos:
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1. Inicializagao: T, = E?; Ty = D?;
2. Se E? # D2 faga:

(a) Se existem trapézios II, tais que Q! < Q! e E? < D? < D? faga:

e Seja Il o trapézio com ponto extremo direito mais a esquerda na reta 7o
dentre todos os trapézios II,. Faga Ty = D%;

(b) Se existem trapézios II,, tais que QL < QL e F? < F? < D? faca:

e Seja Il o trapézio com ponto extremo esquerdo mais a direita na reta 7o
dentre todos os trapézios II,,. Faca T, = E%;

(¢) Escolha um ponto T, tal que T, < T,, < Ty;
(d) Substitua Q2 por T, fazendo E2? = D? = T,;

Note que se E? = D? TI, j4 é um triangulo e nada precisa ser feito.

Observe também que os trapézios II, e I1,, dos passos (a) ou (b) podem ser triangulos
ou segmentos de reta. Nesses casos, D? = T, (para o passo (a)) e E2 = T, (para o passo
(b)).

Para quaisquer dois trapézios II; e II; da representacao trapezoidal R (que é dado de
entrada do algoritmo TRAPtoPI), assuma, sem perda de generalidade, que os pontos ex-
tremos do trapézio II; sao distintos dos pontos extremos do trapézio II;. Considere o ponto
T,, criado pelo algoritmo TRAPtoPI para substituir o intervalo [E2, D?] da representacao
trapezoidal R.

O lema a seguir apresenta uma prova de que sempre existe um ponto 7T, para ser
escolhido no passo (c).

Lema 4.2.4 Sejam R uma representagdo trapezoidal para um grafo G tal que (4.3) nao
ocorre, para todo trapézio de R, e u um vértice de G tal que 11, possui E* # D?. Apds
0s passos (a) e (b) de TRAPtoPI tem-se Ty — T, > 0.

Prova Como E? # D? sabemos que E? < D?. Apés o passo (1) do algoritmo, T, = E?
(S Td = Di

Suponha, por contradi¢do, que apds os passos (a) e (b) do algoritmo TRAPtoPI te-
nhamos Ty < T.

Como E? < D2, se Ty < T,, um dos dois valores (T, e/ou T,) se alterou apds o passo
(2).

Se Ty se alterou no passo (a), entao Ty = D?, onde II, é o trapézio com ponto extremo
direito mais & esquerda dentre todos os trapézios II, tais que Q) < Q! e E2 < D? < D2,
Nesse caso, E? < Ty, < D? logo E? = T, < T,. Portanto, a alteragao de T, no passo (a)
nao ¢ suficiente para que Ty < T,.
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Se T nao se alterou no passo (a) e T, se alterou no passo (b), entao Ty = D2 e T, = E2,
onde II,, é o trapézio com ponto estremo esquerdo mais a direita dentre os trapézios Pi,,
tais que Q) < QL e E?2 < E2 < D2. Nesse caso, E? < T, < D? logo T, < T, = D2.
Portanto, a alteragao de T, no passo (b) nao é suficiente para que T < T..

Se Ty se alterou no passo (a) e T, se alterou no passo (b), entao Ty = D? (onde II, é o
trapézio com ponto extremo direito mais a esquerda dentre todos os trapézios II, tais que
Ol <Ol eE?<D?< D?eT, = E? (onde I, é o trapézio com ponto extremo esquerdo
mais & direita dentre os trapézios II,, tais que Q! < QL e B2 < E2 < D?). Nesse caso,
E? <Ty<D?e E? <T, < D? Como Ty e T, nao estao diretamente relacionados, da
suposicao, vamos assumir que Ty < T.. Nesse caso, tem-se E> < D? < F2 < D2. Além
disso, como Q! <« Q! <« QL tem-se D! < E! < D! < El ou seja, a representagao R
contém um trapézio I, satisfazendo (4.3), contradigao.

Lema 4.2.5 O ponto T,, escolhido pelo algoritmo TRAPtoPI é tal que E? < T, < D?

Prova O ponto T, escolhido pelo algoritmo TRAPtoPI é tal que T, < T, < Ty (passo c).

Os pontos T, e Ty sao definidos na inicializagao do algoritmo: T, = E? e Ty = D?
(passo (1)).

Se esses pontos nao se alterarem até o fim do algoritmo, pelos passos (1) e (c) tem-se
T,=FE*<T,<T;= D>

Entretanto, esses pontos podem se alterar nos passos (a) e (b).

Se T, se altera no passo (a) e T, nao se altera no passo (b), entao Ty = D?, onde I,
¢ um trapézio tal que E? < D < D?. Logo, E? < Ty < D?. Como T, nao se altera no
passo (b), tem-se T, = E? < T,, < T; < D2 e, portanto, E2 < T, < D2.

Se Ty nao se altera no passo (a) e T, se altera no passo (b), entao T, = EZ, onde IIj
é um trapézio tal que E? < E? < D2. Logo, E? < T, < D?. Como T, nao se altera no
passo (a), tem-se E2 < T, < T, < T, = D? e, portanto E> < T, < D2.

Se Ty se altera no passo (a) e T, se altera no passo (b), entao Ty = D3, onde II ¢ um
trapézio tal que E? < D} < D? e T, = E}, onde II;, é um trapézio tal que E2 < E} < D2.
Pelo lema 4.2.4, E?2 < T, < T, < T, < D? e, portanto E? < T, < D2.

Seria interessante que a representacao R’ criada pelo algoritmo T'RAPtoPI ainda fosse
uma representacao do grafo G. Como o algoritmo TRAPtoPI altera apenas o trapézio
que representa o vértice u, as intersegoes entre quaisquer dois trapézios I1, e I1,,, v, w # u,
estao preservadas. O lema a seguir garante que as adjacéncias do vértice u € V(G) foram
preservadas em R’

Lema 4.2.6 A representacio R', produzida pelo algoritmo TRAPtoPI, preserva as ad-
jacéncias do grafo G.
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Prova Seja R a representacao trapezoidal de G que é dado de entrada para o algoritmo
TRAPtoPIL

Observe, primeiro, que o lema 4.2.5 garante que a transformacao de II, em A, nao
cria novas adjacéncias, ou seja, todo trapézio II, que nao intersecta II, em R, nao terd
intersecao com A, em R'. De fato, se II, < II,, como nao houve mudancas em 7,
Ol < QL em R. Como D? < E? em R, pelo lema 4.2.5, D? < E? < T,, logo D? < T, em
R'. Se II, < II,, como niao houve mudancas em 71, QL < Q! em R'. Como D? < E? em
R, pelo lema 4.2.5, T,, < D? < E? logo T, < E? em R'. Portanto I, N A, = () em R

Todo trapézio 11, que intersecta II, em r; na representacao R tera intersecao com A,
em 7 na representacao R'. Assim, se IT, N1, # 0 em R, A, NI, # 0 em R'. De fato,
como a alteragao de I, para A\, ocorre em r9, se 2L NQ! # () em R, como nenhum ponto
da representacio de G em r; foi modificado, tem-se QF N Q! # 0 em R

Resta garantir que os trapézios II, que nao intersectam II, na reta r; e tais que
IT, N 11, # () em R, tem interse¢ao nao vazia em R'.

Considere a representagao R. H4 4 casos em que II, NI, # 0 e QL N QL = 0:

L. Q< Qle F2<D?<D?
2. Ol < Qle D2 < D?
3. Al < Qe B2 < E2< D?
4. L < Qe B2 < E2

O lema 4.2.5 garante que as intersegoes dos casos (2) e (4) sao preservadas. No caso
(2) tem-se Q! < QL e T, < D? em R'. De fato, T, < D? pelo lema 4.2.5, D> < D? em R
(pelas condigoes do caso (2)) e a posicao de D? em R’ nao se alterou. Da mesma forma,
no caso (4) tem-se Q! < Q! e F?2 < T, em R/, pois E?> < T, (lema 4.2.5), E? < E> em R
(pelas condigoes do caso (4)) e a posi¢io de EZ em R’ nio se alterou.

Portanto, os trapézios que intersectam II, em r; tem suas intersecoes preservadas e
o lema 4.2.5 garante que novas adjacéncias nao sao criadas e que todos os trapézios que
estao nas condigoes (2) ou (4) tem suas interse¢oes preservadas.

No passo (1) do algoritmo: T, = E2 e T, = D2.

Suponha que existem trapézios Iy em R que estao no caso (1). Da escolha do trapézio
I, no passo (a) tem-se Ty = D? e, portanto, Ty < D? para todo k tal que o trapézio II},
estd no caso (1). (Note que T, = E2.) Se nao h4 trapézios nas condicdes do caso (3), entdo
nada ocorre no passo (b) do algoritmo. No passo (c), tem-se T, = E2, Ty = D? e escolhe-
se T,, tal que E? < T,, < D?. Logo, Q! <« Ql (pelas condigoes do caso (1)) e T, < D2,
para todo trapézio II, que esteja nas condigoes do caso (1). Portanto, IT, N A, # () em
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R, onde A\, = (T,, E%, D?). Portanto, todas as intersecoes de R entre II, e os trapézios
I1;. que est@ao no caso (1) estao preservadas em R’

Suponha que existem trapézios II, em R que estdao no caso (3) e se nao hé trapézios
nas condicoes do caso (1), entdo nada ocorre no passo (a) do algoritmo. Da escolha do
trapézio II, no passo (b), tem-se T, = E? e, portanto, E7 < T, para todo k tal que II,
estd no caso (3). (Note que Ty = D2.) No passo (c), tem-se T, = E2 T, = D? e escolhe-se
T, tal que E? < T, < D?. Logo, QL < Q! (pelas condigdes do caso (3)) e E2 < T,,, para
todo trapézio II, que esteja nas condigoes do caso (3). Portanto, I, N A, # () em R/,
onde A, = (T,, E?, D?). Portanto, todas as intersegoes de R entre II, e os trapézios Il
que estao no caso (3) estao preservadas em R'.

Suponha que existem trapézios I1, e Il nas condigoes dos casos (1) e (3), respectiva-
mente. Entao Q! < QL <« Q. Logo, no passo (a), pela escolha do trapézio II,, tem-se
Ty = D? e Ty, < D?, para todo k tal que II; estd no caso (1). (Note que T, = E2.) No
passo (b), da escolha do trapézio II,, tem-se T, = E2 e, portanto E? < T., para todo k
tal que IT; estd no caso (3). (Note que Ty = D?2.) Agora, E? < D?, caso contririo, R con-
teria uma configuragao em relagao a I, satisfazendo (4.3). No passo (c), tem-se T, = E?
T, = D? e escolhe-se T, tal que E2 < T, < D?. Logo, Q! < Q! < QL (pelas condigoes
dos casos (1) e (3)) e E2 < T, < D?, para todos os trapézios II, e II,, que estejam nas
condigdes do caso (1) ou (3), respectivamente. Portanto IT, N A, # () e Il, N A, # ) em
R.

Além disso, como E? < E? < T, < D? < D?, tem-se E? < T,, < D? e, dessa forma,
todas as intersecoes ja provadas estao preservadas.

2

r

Figura 4.6: Uma representacao trapezoidal que nao é resultado do algoritmo TRAPtoPl.
Lema 4.2.7 A execucao do algoritmo TRAPtoPI sobre uma representacao trapezoidal R
nao cria a condicdo (4.3) na representacdo trapezoidal R', resultante do algoritmo.

Prova Suponha, por contradicao que, apds a execugao do algoritmo TRAPtoPI sobre
uma representacao trapezoidal R, a condigao (4.3) é criada na representagao resultante
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R'. Nesse caso, como apenas o trapézio II, foi alterado, tal trapézio deve ser parte da
obstrucao criada em R’. Ou seja, A, é o trapézio 11, II, ou II,, de R’.

Para evitar ambigiiidades, chamemos os trapézios da obstrucao criada em R’ de II/,,
Il e II,.

Obviamente, A, nao pode ser o trapézio II/,, pois nao é possivel existir um ponto
extremo de IT, tal que T, < D? < T,,.

Se A, é o trapézio II) de R', entdo existe um outro trapézio II), em R’ tal que B2 <
T,< E» <D?eD! <E!<D!<EL.

Como a execugao de TRAPtoPI preserva as adjacéncias do grafo na nova representagao
R, o vértice representado pelo triangulo A, (que é o trapézio I/, em R') e o vértice
representado por I/, em R’ nao sdao adjacentes. Portanto, em R tinhamos D2 < Efjl.

Como a execugao de TRAPtoPI preserva as adjacéncias do grafo na nova representagao
R', o vértice representado pelo triangulo A, (que é o trapézio I/, em R’) e o vértice
representado por IT/, em R’ sdo adjacentes. Portanto, em R tinhamos E? < D?2.

Logo, em R, tinhamos: E2 < D2 < E2' < D? e, como nenhuma alteracio foi feita
em 71, temos D! < E < DI < EL'. O vértice representado pelo trapézio II, em R’
estava sendo representado por um trapézio em R que estava na condigao (4.3). Logo R
tem um trapézio na condicao (4.3), contradigao.

A prova para o caso em que A\, é o trapézio 11/, em R’ é andloga a que fizemos para
!
Au - Hv' O

Teorema 4.2.8 G é um grafo PI se, e somente se, G possui uma representacdo trape-
zoidal tal que para todo trapézio 11, nao ocorre (4.3).

Prova Seja R uma representacao PI de G. Como representacoes trapezoidais admitem
triangulos, R é uma representacao trapezoidal de G tal que T,, = E? = D2, para todo
trapézio 1L, = A,.

Como E? = D2, nao existe nenhum ponto extremo de outro triangulo entre E2 e D2,
logo ndo ocorre E? < D? < E2 < D2

Seja G um grafo trapezdide e R uma representagao trapezoidal de G tal que para todo
trapézio 1, ndo ocorre (4.3).

A aplicagdo sucessiva do algoritmo TRAPtoPI na representacao R, substitui todo
trapézio II,, por um triangulo A,. Pelo lema 4.2.6, a cada aplicagao do algoritmo TRA P-
toPI as adjacéncias de GG sao preservadas.

Note que a aplicagao sucessiva do algoritmo TRAPtoPI nao cria a situagao (4.3). De
fato, suponha que apds algumas aplicagoes do algoritmo T'RAPtoPI a situacao represen-
tada na figura 4.6 (e que satisfaz (4.3)) ocorra. Note que T, < Ty,.

Considere o passo do algoritmo TRAPtoPI em que II, foi escolhido para ser transfor-
mado em A\,. Entdo, as desigualdades vélidas eram Q! < Q! (D! < E!), pois o algoritmo
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nao promove nenhuma alteragio em ry, e E2 < T, < Ty = D2

Considere, agora, o passo em que o algoritmo TRAPtoPI transforma II,, em 2A\,.
Entao, QL < Q! (D! < El)e B2 <T, <T,= D2

Como Q! < Q! < QL e na situacao criada, T,, < T,,, entao originalmente I, NIL,, = (.
Logo, a principio, D? < E?2. Portanto, tinha-se E? < D? < E? < D2 e a situagao (4.3)
ja existia, uma contradicao.

Como a aplicagao sucessiva do algoritmo nao cria a situagao (4.3) e como as adjacéncias
sao sempre preservadas, é possivel construir uma representacao PI de G, logo G é PI. 4
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Capitulo 5

A familia de Gallai e os grafos PI

Neste capitulo serd apresentada a familia dos grafos proibidos para comparabilidade. O
interesse é identificar, dentre os grafos dessa familia, aqueles que sao de co-comparabili-
dade e, dentre estes, os que sdo (ou nao) PI.

5.1 Familia de Gallai e grafos de co-comparabilidade

Em [15], Gallai apresentou a seguinte caracterizac¢ao para os grafos de Comparabilidade:

Teorema 5.1.1 Um grafo é de comparabilidade se e somente se nao contém um subgrafo
induzido isomorfo a qualquer dos grafos da figura 5.1 ou a um dos complementos dos
grafos da figura 5.2.

2n+1

Con+1, n>1 Hn, n>1

Jn,n>2

Figura 5.1: Grafos proibidos para a classe de Comparabilidade.

Os grafos da figura 5.1 e os complementos dos grafos da figura 5.2 formam uma familia
que recebeu o nome de familia de Gallai.

41
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Figura 5.2: Complementos dos grafos proibidos para Comparabilidade

O teorema 5.1.2 descreve os grafos pertencentes a familia de Gallai que sao de co-com-
parabilidade.

Teorema 5.1.2 Dentre os grafos da familia de Gallai, os grafos H, e I,, n > 1, e J,,

n > 2, apresentados na figura 5.1 e aqueles cujos complementos estao na figura 5.3 sao
de co-comparabilidade.

Prova Primeiro consideramos os grafos da figura 5.1.
o (o1, n>2

Os ciclos (5,11, n > 2, nao sao grafos de co-comparabilidade, pois nao sao perfeitos e
todo grafo de co-comparabilidade ¢ perfeito [17].
e H,el,, n>2

Essas duas familias pertencem a classe dos grafos de intervalos. Nas figuras 5.4 e 5.5 estao
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Figura 5.3: Grafos cujos complementos sao de co-comparabilidade e pertencem a familia
de Gallai.

as representacgoes através da intersecao de intervalos para os grafos H,, e I, respectiva-
mente. Portanto, pelas rela¢oes de continéncia (3.8) e (3.11), H, e I,, n > 2, sdo grafos

de co-comparabilidade.

] 1
2n ... 4 2
2n+1  2n-1 . 3

Figura 5.4: Uma representacao por intervalos da familia H,,.

e J,,n>3
Os grafos da familia J,,, n > 3, sao grafos PI (figura 5.6). Pela relacdo de continéncia

(3.11), os grafos J,, n > 3, sao grafos de co-comparabilidade.
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1 1
_2n+1
2 4 2n-2 2n

Figura 5.6: Uma representacao PI da familia J,,.

Portanto, da figura 5.1, apenas a classe Cs,11, n > 2, é proibida para co-comparabilidade.

Para decidir se os grafos G cujos complementos G aparecem na figura 5.2, sao de co-
comparabilidade, basta verificar se os grafos G da figura sao de comparabilidade. Vejamos
cada caso:

e (,,n>6
Pelo teorema 5.1.1, os ciclos Cy,41, n > 2, sao proibidos para comparabilidade. Seja o
ciclo Cy, = (1,2,...,2n,1), n > 3. A orientagao de Cy,, tal que 2i, 1 < i < n, é fonte e
2i+1,1<i<n-—14¢ésumidouro, é uma orientagao transitiva.

Portanto, Cs,41, n > 2 sao proibidos para co-comparabilidade e Cs,, n > 3, é uma
familia de grafos de co-comparabilidade.

e D, n>1
Como H,, n > 1 nao é de comparabilidade e os grafos Dy, n > 1, contém H,, n > 1 como
subgrafo induzido (basta retirar o vértice a do grafo D,, da figura 5.2), pelo teorema 5.1.1,
Dsy,, n > 1, nao sao grafos de comparabilidade. Quanto ao grafo Dy é facil verificar que
nao é possivel exibir uma orientagao transitiva para suas arestas. Um grafo Do,,1, n > 1
com os vértices rotulados como na figura 5.2, admite a seguinte orientagao transitiva:
[a,b], [i,b] (1 <i<2n+1),[1,¢], [2n+1,d] e 0 caminho 1,2,...,2n,2n+ 1, orientado de
forma que todos os vértices impares sejam fontes e os vértices pares sejam sumidouros.
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Assim, a familia D,,, n > 1, é proibida para co-comparabilidade e os grafos Do, 1,
n > 1, sao grafos de co-comparabilidade.

e F,,n>1
Os grafos Eg,41, n > 1, contém I,,1, n > 1, como subgrafo induzido (basta retirar o
vértice a do grafo F, da figura 5.2) e, portanto, pelo teorema 5.1.1, nao sdo grafos de
comparabilidade. Quanto ao grafo F;, é féacil verificar que nao existe uma orientagao
transitiva para suas arestas. Para os grafos Fs,, n > 1, se rotularmos os vértices como
na figura 5.2, uma orientagao transitiva pode ser feita orientando o caminho 1,2,...,2n
de forma que todos os vértices pares sejam fontes, os impares sumidouros e as demais
arestas orientadas da seguinte forma: [d, 1], [2n,¢], [a,b], [d,b], [c,b], [c €], [c,al, [c,i],
[i,0], 1 <i < 2n.

Portanto, Ey,, n > 1 é uma familia de grafos de co-comparabilidade e Es, .1, n > 0,
sao grafos proibidos para co-comparabilidade.

o F,,on>1
Os grafos Fy,, n > 2, possuem J,.1, n > 2 como subgrafo induzido, por isso e pelo
teorema 5.1.1, nao sao grafos de comparabilidade. Quanto ao grafo I é facil verificar que
nao existe uma orientacao transitiva para suas arestas. Uma possivel orientagao transitiva
para a familia Fy, 1, n > 0, (com os vértices de Fy, 1 rotulados como na figura 5.2) é:
la,b], [d,b], [a,c], le,c], [i,0], [i,c], 1 <i<2n+1,[1,d], [2n+1,¢€] e as arestas do caminho
1,2,...,2n,(2n+ 1), orientadas de forma que os vértices impares sejam fontes e os pares
sejam sumidouros.

Portanto, Fy,.1, n > 0, é uma familia de grafos de co-comparabilidade e F5,, n > 1,
sao grafos proibidos para co-comparabilidade.

e A;;1<:<10,7+#8
A figura 5.7 mostra uma orientacao transitiva para cada um desses grafos. Portanto sao
grafos de comparabilidade e seus complementos sao grafos de co-comparabilidade.

o Ag
O grafo Ag é isomorfo ao grafo F,. Logo, pelo teorema 5.1.1, Ag nao é grafo de compara-
bilidade e Ag nao é grafo de co-comparabilidade.

5.2 Familia de Gallai e grafos PI

Dentre os grafos da familia de Gallai que sao de co-comparabilidade, podemos encontrar
alguns grafos (ou algumas familias de grafos) que sdo PI. O teorema 5.2.1 demonstra que
Con, n > 3, sdo os unicos grafos de co-comparabilidade pertencentes a familia de Gallai
que nao sao PI.
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®
A
Y
Lol
At A2 A3 As As
® e ) .
x y < y
As A7 Ao Ao
Figura 5.7: Orientagoes transitivas para os grafos Ai, ..., A7, Ag e Ajp.

Teorema 5.2.1 Todo grafo G da familia de Gallai que € de co-comparabilidade ¢ PI,
exceto Cs,, 1 > 3.

Prova Da demonstragao do teorema 5.1.2, temos que J,,, n > 2, é PI (figura 5.6) e os
grafos H, e I,, n > 1, sdo grafos de intervalos (figuras 5.4 e 5.5), portanto, pela relagao
de continéncia (3.8), sdo PIL.

Vamos analisar os grafos cujos complementos aparecem na figura 5.3.

Como todo grafo PI é trapezéide, pelo lema 4.1.8, Cs,, n > 3, nao é PL.

As figuras 5.8, 5.9 e 5.10 apresentam, representacoes PI das familias Do, 1, Ea, €
2 (respectivamente). Portanto os complementos de Da, 11, Fa, € Fo,y1, comn > 1
em todos os casos, sao grafos PI.

ol 20 2n+1 2n-2 6 4 5 2

-]

Figura 5.8: Uma representacao PI da familia Dg, ;.

A figura 5.11 apresenta uma representacao PI para os grafos A;,..., A7, Ag e Aj.
Desta forma, concluimos que todos os grafos de co-comparabilidade que pertencem a
familia de Gallai sdo PI, exceto os grafos Ca,, n > 3.
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Figura 5.10: Uma representacao PI da familia F5,, ;.

5.3 Grafos PI e grafos permutacao
Essa secao apresenta uma condicao necessaria para que um grafo seja PI.

Teorema 5.3.1 Se G ¢ PI, entio G € um grafo permuta¢ao ou contém algum dos grafos
da figura 5.12 ou o complemento de um grafo da figura 5.13 como subgrafo induzido.

Prova Se GG é PI e é grafo permutacao, o teorema vale.

Seja G um grafo PI que nao é permutagao. Pelas relagoes de continéncia resumidas na
figura 3.17, GG é grafo de co-comparabilidade e nao é de comparabilidade, logo G possui
algum grafo da familia de Gallai como subgrafo induzido (pelo teorema 5.1.1). Como
ser PI é propriedade hereditédria (pelo lema 3.1.2), G contém algum grafo da familia de
Gallai que é PI como subgrafo induzido. Tais grafos foram apresentados na secao 5.2 e
sao exatamente os grafos da figura 5.12 e os complementos dos grafos da figura 5.13. 4



5.3. Grafos PI e grafos permutacao 48

Figura 5.11: Uma representacao PI para o complemento dos grafos A;..A7, Ag e Aqg.
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Figura 5.12: Grafos proibidos para permutacao que pertencem a classe PIL.
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Figura 5.13: Grafos cujos complementos sao proibidos para permutacao e sao PIL.



Capitulo 6

Conclusoes e trabalhos futuros

O capitulo 3 apresenta a relacao da classe PI com outras classes de grafos, algumas am-
plamente estudadas e com muitas aplicagdes bem conhecidas (como grafos de intervalos,
permutacao e co-comparabilidade), outras menos observadas, mas que possuem estruturas
muito parecidas com a dos grafos PI (como trapezdides, paralelogramos, PI* e trapezdide
simples). Neste capitulo, apresentamos uma demonstragao de que a inclusao da classe
PI em PI* é estrita. Apesar de Cheah ter apresentado em [4] um grafo PI* que néo é
PI, tal demonstracao nao aparece em seu trabalho. Dentre as questoes que podem ser
resolvidas em trabalhos futuros esta a relagao dos grafos PI* com as classes paralelogramo
e trapezdide simples.

No capitulo 4 dedicamos uma atencao especial a classe dos grafos trapezoides devido
a grande similaridade da estrutura dos grafos trapezdides e PI. Além disso, o fato de os
grafos trapezoides serem uma superclasse dos PI torna este estudo bastante proveitoso,
sendo uma das melhores formas de se conhecer propriedades da classe PI. Neste capitulo,
também definimos uma outra classe de grafos, que recebeu o nome de Pl-especial. Tal
subclasse dos grafos PI se restringe aos grafos PI que podem ser representados sem o uso de
triangulos obtusangulos na representacao PI. Provamos que todo grafo Pl-especial é grafo
de intervalos e essa observacao foi importante para notarmos que todo grafo PI que nao é
de intervalos possui um C); como subgrafo induzido. Eis a primeira condi¢ao necessaria:
se um grafo é PI, entao é grafo de intervalos ou possui um C como subgrafo induzido.
Ainda no capitulo 4, estudamos as propriedades das representacoes trapezoidal e PI. Esse
estudo foi inspirado nos trabalhos de Cheah e Corneil [4, 5] e deu origem ao teorema 4.2.8,
uma caracterizacao para os grafos PI. Segundo o teorema, G é um grafo PI se, e somente
se, G possui uma representacao trapezoidal tal que para todo trapézio II, nao ocorre
E? < D> < E? < D? e D! <FE! < D! < E! Existe uma certa semelhanga entre
esse teorema e a conjetura apresentada por Cheah em [4]. Corneil e Cheah apresentam
em [4, 5] um algoritmo O(n?®) para o reconhecimento dos grafos trapezéides e afirmam
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que se a conjetura de Cheah for verdadeira, entao, com uma pequena modificacao neste
algoritmo, teremos um algoritmo para o reconhecimento dos grafos PI. Consideramos que
um estudo mais detalhado do trabalho de Cheah e Corneil pode ser bastante proveitoso.

Seja R uma representacao trapezoidal qualquer, serd possivel transformar R, sempre
que o grafo representado for PI, em uma representacao trapezoidal onde nao ocorre a
regra (4.3) para todo trapézio de R? Mais que isso: serd que tal transformacao pode
ser feita em tempo polinomial? Nesse caso, teriamos um algoritmo de reconhecimento
eficiente para a classe PI.

No capitulo 5, apresentamos a familia de Gallai, a familia dos grafos proibidos para
comparabilidade. O objetivo foi identificar, dentre esses grafos, quais sao PI. O es-
tudo da familia de Gallai permitiu concluir que todo grafo desta familia que é de co-
comparabilidade é PI, exceto Cs,, n > 3. Mais que isso, o estudo da familia de Gallai
permitiu apresentarmos mais uma condicao necessaria para que um grafo seja PI: se G
é PI, entao G é um grafo permutacao ou contém algum dos grafos da figura 5.12 ou o
complemento de um grafo da figura 5.13 como subgrafo induzido.
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