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Resumo

Em um problema de classificacao tradicional temos um conjunto de n objetos € um conjunto
de m classes e queremos classificar cada objeto como pertencente a uma classe, de modo que
esta classificacdo seja consistente com alguns dados que temos sobre o problema. Este trabalho
apresenta um estudo do problema de classificacdo métrica através de algoritmos aproximados.
Os algoritmos aproximados conhecidos para este problema sdao baseados na solucdo de grandes
programas lineares e sdo impraticdveis para instancias de tamanho moderado e grande. Apre-
sentamos um algoritmo 8 log n-aproximado, analisado pela técnica primal-dual, que apesar de
possuir fator de aproxima¢do maior que os algoritmos anteriores, pode ser aplicado a grandes
instancias. Mostramos também que este fator de aproximacdo € justo, exceto por um fator
constante. Obtivemos resultados experimentais usando instancias geradas computacionalmente
e instancias de processamento de imagens com o novo algoritmo e com outros dois algorit-
mos baseados na resolu¢do de programas lineares. Para estas instancias o algoritmo proposto
apresentou solugdes de boa qualidade com um ganho considerdvel no tempo computacional.
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Abstract

In a traditional classification problem, we have a set of n objects and a set of m labels (or
classes). We wish to assign one of m labels (or classes) to each one of n objects, in a way that is
consistent with some observed data that we have about the problem. In this work we present a
study of approximation algorithms for the metric labeling problem. The known approximation
algorithms for this problem are based on solutions of large linear programs and are impractical
for moderate and large size instances. We present an 8 log n-approximation algorithm analyzed
by a primal-dual technique which, although has a factor greater than the previous algorithms,
can be applied to large sized instances. We also show that the analysis is tight, up to a constant
factor. We obtained experimental results on computational generated and image processing in-
stances with the new algorithm and two other LP-based approximation algorithms. For these
instances our algorithm presents good quality solutions with a considerable gain of computa-
tional time.
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Capitulo 1

Introducao

Quando pensamos em classificacdo a primeira idéia que surge é que temos um conjunto
de objetos e queremos atribuir cada objeto a uma classe de modo que objetos iguais ou muito
similares pertencam a mesma classe. Na drea de computagdo existem muitos problemas que
possuem uma defini¢ao similar, como por exemplo, os problemas de particionamento (cluster-
ing) ou o problema de localizacdo de recursos. No entanto, nenhum destes problemas possui as
mesmas caracteristicas do problema de Classificacio Métrica.

No problema de classificacdo métrica temos um conjunto de n objetos € um conjunto de
m classes e queremos classificar cada objeto como pertencente a uma classe. A escolha da
melhor classificacdo para os objetos leva em consideracao dois conjuntos de custos, o custo de
atribuicdo e o custo de separacao, que sio descritos a seguir.

e Custo de atribuicdo: ¢ o valor pago por associar um objeto a uma classe. Este valor é
pago apenas uma vez para cada objeto, porque um objeto s6 pode pertencer a uma classe.

e Custo de separacao: No problema de classificacdo métrica temos informacdes sobre a
relacdo entre pares de objetos. Quanto mais forte for a relagdo entre dois objetos, maior
¢ a sua similaridade. Temos também informacgdes sobre a similaridade entre as classes.
O custo de separagdo € pago quando dois objetos, relacionados, sd@o associados a classes
diferentes, sendo que seu valor € proporcional a for¢a da relacdo existente entre os objetos
e a dissimilaridade existente entre as classes.

Esta abordagem para o problema de classificacao € aplicdvel a vdrias dreas, tais como, pro-
cessamento de imagens, andlise biométrica, visdo computacional, etc.

Uma das aplicagdes na drea de processamento de imagens € o problema de restauracao
de imagens degeneradas por ruidos, onde os pontos da imagem sdo considerados objetos e as
cores classes. O custo de associacdo de uma nova cor a um ponto é definido de acordo com
a similaridade entre a nova cor e a cor atual do ponto. Por exemplo, se a cor atual do ponto
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for 255 e a nova cor for 55, o custo de se associar esta nova cor ao ponto &, digamos, de 200.
A relagdo entre dois pontos, que € um dos fatores do custo de separacdo, ¢ definida através da
coloragdo atual destes pontos e a distancia entre eles na malha de pontos. Assim se u € v sd0
dois pontos vizinhos na malha de pontos, € a cor de u € igual a cor de v, entdo a forca da relagdo
entre eles € um valor z muito alto. Se associarmos os objetos u € v a cores diferentes, o custo
de separacdo para estes objetos é x vezes a distancia entre as cores associadas.

Uma outra aplica¢do, também em processamento de imagens, € a identificacdo de regides
em uma imagem, onde cada ponto da imagem € visto como um objeto e cada regido pode ser
vista como uma classe, assim pontos classificados na mesma classe pertencem a mesma regio.

Outro exemplo de aplica¢do do problema de classificagdo métrica € o problema de classifi-
cacdo de hipertextos, onde os documentos sdo os objetos que desejamos classificar e as classes
sdo as categorias. A relacdo entre os objetos é definida através da existéncia de links entre os
documentos e da ocorréncia de palavras chaves em cada documento. O custo de associagdo de
um objeto a uma classe € estimado com base no nimero de palavras chaves que o documento
possui relacionadas a categoria que a classe representa.

Nesta dissertagdo estudamos o problema de classificagdo métrica do ponto de vista de al-
goritmos aproximados. Faremos uma breve revisdo de alguns conceitos da drea de algoritmos
aproximados e apresentaremos o problema de classificacio métrica e suas variacdes, junta-
mente com algumas abordagens encontradas na literatura. Apresentaremos também, um novo
algoritmo guloso para o problema de classificacdo uniforme, que surgiu do estudo de proble-
mas relacionados, como o problema de localizacdo de recursos e o problema de cobertura por
conjuntos.

Este novo algoritmo, apesar de possuir um fator de aproximag¢ao maior que o fator de apro-
ximacao de algoritmos ja existentes, tem tempo de execucdo pratico menor e conseqiientemente
pode ser aplicado a instincias maiores. Isto ocorre porque a grande maioria dos algoritmos en-
contrados na literatura, para o problema de classificacdo métrica, sdo baseados na resolucao de
programas lineares grandes.

Apresentaremos também os resultados experimentais comparando tempos de execucao e
qualidade das soluc¢des obtidas para o algoritmo proposto e outros baseados em programacgao
linear.

1.1 Organizacao da Dissertacao

Inicialmente, no capitulo 2, apresentaremos alguns conceitos utilizados na abordagem de algo-
ritmos aproximados, passando a seguir para a descricdo formal do problema de classificacdo
métrica e suas variantes, bem como apresentacdo de problemas correlatos.

Nos capitulos 3 e 4 sdo discutidos os principais algoritmos encontrados na literatura para o
problema de classificagdo métrica, que estao divididos em algoritmos que utilizam programacgao
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linear, no capitulo 3, e no capitulo 4 algoritmos que utilizam técnicas de fluxo em rede.

Além disso, no capitulo 5, apresentamos um novo algoritmo para o problema de classifi-
cacdo métrica e o seu fator de aproximacgdo, juntamente com alguns problemas que serviram de
inspiracdo para a construcao deste algoritmo. Neste capitulo mostraremos também que o fator
de aproximacao € justo, exceto por um fator constante.

Por fim, no capitulo 6 € mostrado uma comparacio do desempenho do novo algoritmo com
o desempenho dos algoritmos apresentados anteriormente.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Algoritmos Aproximados

Nesta secdo apresentamos uma visdo geral sobre algoritmos de aproximacdo. Apresentamos
uma nota¢do comum na drea de algoritmos de aproximagdao bem como defini¢des e conceitos
basicos. Além disso, discutimos brevemente quais técnicas sdo utilizadas para se lidar com
problemas de aproximacao.

A motivagdo de se desenvolver algoritmos de aproximacao € a de obter algoritmos rapidos
(polinomiais), que produzam solugdes dentro de um fator de aproximagao.

Nos ultimos anos, surgiram varias técnicas de carater geral para o desenvolvimento de al-
goritmos de aproximacgdo. Algumas destas sdo: arredondamento de solugcoes via programacdo
linear, dualidade em programacdo linear e método primal-dual, algoritmos probabilisticos e
sua desaleatorizacdo, programacdo semidefinida, dentre outras (veja [5, 12, 22, 23]).

Uma estratégia comum para se tratar problemas de otimizacdo combinatdria é formular o
problema através de um programa linear inteiro e resolver a relaxagdo linear deste, uma vez que
isto pode ser feito em tempo polinomial. A solucdo obtida através do programa linear pode ser
fraciondria e muitas vezes ndo € aplicavel ao problema. Uma abordagem muito comum nestes
casos ¢ o arredondamento das solucdes fraciondrias geradas pelo programa linear.

Outra técnica, que envolve a formulacido do problema como um programa linear, € resolver
o sistema dual do programa linear, em vez do primal, e em seguida obter uma solu¢do com
base nas varidveis duais. Uma outra técnica mais recente € o uso do método de aproxima-
¢ao primal-dual, que tem sido usado para obter diversos algoritmos combinatérios usando a
teoria de dualidade em programacao linear. Neste caso, o método € em geral combinatorio,
nao requerendo a resolu¢do de programas lineares e consiste de uma generalizacdo do método
primal-dual tradicional.

Ja no caso de algoritmos probabilisticos, o algoritmo contém passos que dependem de uma
seqiiéncia de bits aleatorios, dados na entrada. Neste caso temos um valor esperado para a

4
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solucdo gerada pelo algoritmo que € calculado com base nas probabilidades de todas as esco-
lhas aleatérias. E interessante observar que apesar do modelo parecer restrito, a maioria dos
algoritmos probabilisticos podem ser desaleatorizada, através do método das esperangas condi-
cionais, tornando-os algoritmos deterministicos (veja [5]). A versdo probabilistica € em geral
mais simples de se implementar e mais facil de se analisar que a correspondente versao deter-
ministica. Além disso, muitos dos algoritmos de aproximag¢do combinam o uso de técnicas de
programacdo linear com técnicas usadas em algoritmos probabilisticos, considerando o valor
das varidveis obtidas pela relaxacdo linear como probabilidades. Estas técnicas, tanto isolada-
mente como em conjunto, t€m sido aplicadas com sucesso em diversos problemas nos ultimos
anos.

Cada algoritmo de aproximac¢do possui um fator de aproximagao, que nos diz o quao longe
pode estar a solug@o obtida de uma solucdo 6tima. Podemos definir o fator de aproximacao para
um algoritmo da seguinte forma.

Definicao 2.1.1 Dado um algoritmo A para um problema de otimizacdo, se I é uma instdn-
cia para este problema, denotamos por A(I) o valor da solucdo devolvida pelo algoritmo A
aplicado a instancia I e denotamos por OPT(I) o correspondente valor para uma solu¢do
otima de I. Para problemas de minimizacdo (maximizacdo), diremos que um algoritmo A
tem um fator de aproximagdo «, ou é a-aproximado, se A(I)/OPT(I) < «, com a > 1
(A(I)/OPT(I) > o, com o < 1), para toda instdncia I. No caso dos algoritmos probabilis-
ticos, consideramos a desigualdade E[A(I)]/OPT(I) < a (E[A(I)]/OPT(I) > «), onde a
esperanga E[A(I)] é tomada sobre todas as escolhas aleatdrias feitas pelo algoritmo.

Para mostrar que um algoritmo é de aproximacdo, o primeiro passo é buscar uma prova
de seu fator de aproximacao. Posteriormente € interessante encontrar alguma instancia para
o algoritmo cujo valor da solugdo produzida pelo algoritmo atinja o fator de aproximacao em
relacdo ao valor 6timo. Neste caso dizemos que o fator de aproximacdo do algoritmo € justo.
Podemos definir um fator de aproximacao justo da seguinte forma.

Definicao 2.1.2 Dado um algoritmo A, para um problema de minimizacdo (maximizacdo),
com fator de aproximacdo o, dizemos que o é um fator de aproximacdo justo se existir, para
qualquer € > 0, pelo menos uma instancia I, tal que A(I)/OPT(I) < a—e(A(I)/OPT(I) >
o+ e€).

Do ponto de vista tedrico os algoritmos de aproximac¢do mais desejados sdo aqueles que tem
fator de aproximacao préximo de 1, embora isto nem sempre seja possivel.
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2.2 O problema de Classificacao Métrica

Primeiro, vamos estabelecer algumas convencdes bdsicas de notacdo. Dada uma funcdo c :

E x E — R que associa um nimero a cada par de elementos {z,y} de um conjunto finito £,

denotamos o valor de ¢ em {z,y} por ¢;,. Dizemos que uma fungdo ¢ é métrica somente se

esta func¢do respeitar a desigualdade triangular, ou seja, dado trés elementos z, y € z quaisquer,

Cay < Cyz + Czy. Se uma fungdo c respeitar a desigualdade triangular entdo, ¢ € métrica.
Podemos definir uma classificacdao da seguinte forma:

Problema 2.2.1 Classificacdo é uma funcdo de classificacdo f : P — L, onde P é um conjunto
de n objetos e L é um conjunto de m classes.

No problema de classificacdo métrica temos um conjunto P de n objetos e um conjunto L
de m classes e o objetivo é associar cada objeto de P a alguma classe em L, de modo que o
custo dessa classificacdo seja minimizado. Para definir o custo de uma classificacdo levamos
em consideracdo as seguintes informacoes:

e Custo de atribuicio, definido pela fungio ¢ : P x L — Q*. Quando um objetou € P é
associado a uma classe i € L através de uma funcéo de classificagdo f, isto é, f(u) = 1,
o custo c(u, 1) é pago e denotamos por A(u, f) este valor. O custo de atribui¢do é pago
apenas uma vez para cada objeto, porque um objeto s6 pode pertencer a uma classe. O
custo de atribuicdo total de uma classifica¢do f, para todos os objetos em P, é A(P, f) =

ZueP A(“? f)

e Distiancia métrica entre as classes, definida pela fungdo d : L x L — QT, indica a
dissimilaridade entre as classes, ou seja, quanto maior o valor de d(i,7) parai,j € L
menor € a similaridade entre estas classes.

e Forca da relacio entre dois objetos, definida pela fungdo w : P x P — Q™, que indica
qual a similaridade entre dois objetos, ou seja, quanto maior é o valor de w(u,v) para
u,v € P, maior é a similaridade entre estes objetos.

e Custo de separacao ¢ o valor pago por associar dois objetos v e v a classes diferentes.
Este valor é proporcional a dissimilaridade existente entre as classes e a forca da relagdo
entre os objetos. Se o objeto u € P for associado a classe 7 € L e o objeto v € P for
associado a classe j € L através de uma fun¢ao de classificacio f, o custo de separagdo
pago para os objetos u e v é w(u,v) - d(7,7). Denotamos este valor por S(u,v, f). O
custo de separagdo para todos os objetos em P para uma classificagdo f é S(P, f) =

ZumEP S('LL, U, .f)

Podemos definir o problema de classificacdo métrica da seguinte forma:
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Problema 2.2.2 Uma instincia para o problema de classificacdo métrica (Metric Labeling
Problem (ML)) é uma tupla (P, L, d, ¢, w) onde

- P é um conjunto de n objetos,

- L é um conjunto de m classes,

-d: L xL— Q" éumafungdo de distdncia métrica,

-c: P x L — QF éo custo de associacdo,

-w: P x P — QF éaforga da relagdo entre objetos,
e 0 objetivo é encontrar uma fungdo de classificacdo [ : P — L, tal que, A(u, f) = c(u, f(u))
e S(u,v, f) =w(u,v) - d(f(u), f(v)), e que minimize o custo

QU ) = AP, [)+ S, f) = clu, f(u)+ > wlu,v)d(f(u), f(v)).

ueP u,veP

Note que podemos interpretar o conjunto de objetos P e o peso w da forca da relagdo entre
objetos como um grafo G = (P, E') com pesos nas arestas, onde o conjunto dos vértices do grafo
¢ composto pelos objetos do conjunto P e a relagdo entre dois objetos u, v € P € representada
por uma aresta ndo orientada ¢ = {u,v} € E, com peso w(u,v). Daqui em diante podemos
referenciar o peso w(u, v) de uma aresta e = {u, v} como we.

Figura 2.1: Exemplo de uma instancia para o problema de classificacio métrica.

A figura 2.1 representa uma instancia para o problema de classificacdo métrica e uma pos-
sivel classificagdo seria f(u) = ¢, f(v) =j, f(y) = i. Esta classificagdo teria os seguintes
custos:

e custo de classificagdo: c(u, f(u)) + c(v, f(v)) + c(y, f(y)) = cui + cvj + Cyis

e custo de separagdo: w(u,v) + w(y,v).
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Assim o custo de classificagdo final seria ¢,; + ¢,; + ¢y + w(u,v) + w(y,v).

Esta abordagem do problema de classificacao € aplicdvel a vdrias 4reas, tais como, proces-
samento de imagens, andlise biométrica, visdo computacional, etc.

Um exemplo de aplicac@o do problema de classificacdo métrica € a recuperacao de imagens
degeneradas por ruidos. Nesta aplicacdo uma imagem € vista como uma malha de pontos (grid)
onde cada ponto possui uma cor, que pode ser sua cor “real” ou o resultando da degeneragdao
da imagem por ruidos. Para o problema de classificagdo, os pontos sdo os objetos e as cores
sdo as classes. O objetivo € encontrar a “verdadeira” coloragdo dos pontos, ou seja, a nova
classificacdo, que é a imagem sem ruidos.

O custo de associagdo de um objeto a uma classe € estimado através da coloracdo atual do
objeto e a cor que a classe representa, e através da posicdo de dois objetos na malha de pontos
e suas cores podemos obter a relacdo entre estes dois objetos.

O objetivo € encontrar a melhor classificacdo para o conjunto de pontos, onde a “melhor
classificacdo” € baseada em duas influéncias competitivas: o custo de associar uma cor a um
ponto, e o “castigo” pago por associar dois pontos relacionados, pertencentes a uma mesma
regido da imagem, a cores diferentes. A melhor recuperacdo da imagem € obtida quando o
somatoério dos custos de associagdo com os custos de separacao for minimizada.

O problema de classificacdo métrica possui alguns casos especiais. A principal diferenca
entre estes casos estd na funcdo de distancia aplicada ao conjunto das classes. Podemos citar os
seguintes casos especiais:

e Problema de Classificacao Métrica Linear (Linear Metric Labeling Problem (LML)):
Possui as mesmas caracteristicas que o problema ML, com a diferenca que cada classe é
dada por um niimero inteiro positivo nao repetido e a funcdo de distancia entre as classes
¢ dada pelo médulo da diferenga entre seus nimeros, i.e., d : L x L — N7 € tal que
dij =i — 7l

e Problema de Classificacio Métrica Linear Truncada (7Truncated Linear Metric La-
beling Problem (TML)): Possui as mesmas caracteristicas que o problema ML, com a
diferenca que cada classe é dada por um niimero inteiro positivo nao repetido e a funcdo
de distancia entre as classes € dada pelo menor valor entre o médulo da diferenca entre as
duas classes e um valor maximo M, i.e.,d : L x L — N satisfaz d;; = min{|i — j|, M }.

e Problema de Classificacao Uniforme (Uniform Metric Labeling (UML)): Possui as mes-
mas caracteristicas que o problema ML, com a diferenca que a fun¢do de distancia entre
as classes sempre devolve 1 para quaisquer duas classes, i.e., d;; = 1 Vi,j € L com
1 # j e 0 caso contrario.

Boykov, Veksler e Zabih [4] desenvolveram a conexdo entre o problema de classificacao
métrica uniforme, com m > 2, e o problema de multi-cortes em grafos (multiway cuts) e
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mostraram uma reducdo direta do problema de multi-cortes para o problema de classificacdao
métrica uniforme. Assim, como o problema de multi-cortes é um problema NP-dificil, o pro-
blema de classificagdo métrica uniforme também é.

2.3 Problemas Correlatos

Existem problemas que sao muito parecidos com o problema de classificacio métrica. Alguns
destes sdo os problemas de localiza¢do de recursos, particionamento, cobertura por conjuntos,
entre outros. Devido a grande similaridade existente entre estes problemas e o problema de
classificagcdo métrica, muitas das idéias desenvolvidas para estes problemas correlatos podem
ser Uteis para o nosso problema. A seguir descrevemos um pouco mais sobre alguns destes
problemas.

2.3.1 Problema de Localizacao de Recursos

Desde o inicio dos anos 60 o problema de localizacdo de recursos (Facility Location Problem)
ocupa um ponto central na drea de pesquisa operacional. Este problema modela situagdes de
defini¢do do local de instalagdo de industrias, armazéns, escolas, e hospitais e mais recente-
mente incluem a instalacdo de servidores de proxy na web [22], instalacdo de centrais telefoni-
cas, entre outros.

Problema 2.3.1 No Problema de Localiza¢do de Recursos temos um conjunto F' = {1,...,n}
de recursos, e um conjunto C = {1,...,m} de clientes, que devem ser atendidos pelos re-
cursos. Temos também um custo c¢;; € 7, onde 1 < i < nel < j < m, que representa o
custo de se atender o cliente j pelo recurso i. Se algum cliente for associado ao recurso i entdo
temos que pagar um custo f; para abrir o recurso i. O objetivo do problema é encontrar um
subconjunto A C F que minimize o custo de abrir os recursos em A e atender todos os clientes.

O problema de localizacdo de recursos apresenta algumas variantes, e dentre elas podemos
destacar:

e Problema de localizacio de recursos sem capacidades: Neste problema, um recurso
ndo possui restrigdes no nimero mdximo de clientes que podem ser associados a ele. Isto
possibilita, por exemplo, uma solu¢do onde apenas um recurso € aberto para atender todos
os clientes.

e Problema de localizacao de recursos com capacidades: Nesta variante, um recurso tem
um limite maximo de clientes que podem ser atendidos por ele.
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Além das variacdes de um recurso possuir restri¢ao de capacidade, existem outras variacoes
que dizem respeito ao custo de associar um cliente ao recurso. Estes custos podem ser métricos
ou ndo-métrico.

2.3.2 Problema de Particionamento

Particionamento (Clustering) é a arte de encontrar grupos em um dado conjunto de objetos tal
que os objetos pertencentes a0 mesmo grupo sio similares entre si, enquanto que objetos em
diferentes grupos sdo tdo diferentes quanto possivel [16].

O problema de dividir um conjunto de dados em um nimero pequeno de particdes com
itens relacionados tem um papel crucial em muitas aplica¢des para extracdo de conhecimento e
andlise de dados, tais como busca na web e classificagdo dos resultados ou interpretagdo de da-
dos experimentais em biologia molecular. Problemas de particionamento sdo muito estudados,
na literatura, onde encontramos um grande nimero de variantes bem como diversos algoritmos.
Além disso, problemas de particionamento aparecem em outras dreas do conhecimento com
nomes diferenciados. Por exemplo, em biologia particionamento ficou conhecido como taxo-
nomia numérica, em ciéncias sociais como tipologia, na drea de reconhecimento de padrdes (em
Inteligéncia Artificial) como aprendizado ndo supervisionado, em lingiiistica como clumping,
em geografia como regionaliza¢do, em antropologia como serializagdo, etc.

Em uma defini¢do superficial do problema de particionamento temos um conjunto de n
pontos, que desejamos particionar em subconjuntos, respeitando certas restri¢coes estruturais dos
elementos entre e em cada parte, de tal forma que uma dada funcdo objetivo seja minimizada (ou
maximizada). Esta fun¢do objetivo e as restri¢des estruturais variam de acordo com a aplicagao.

Problema 2.3.2 Uma instdncia para o problema de particionamento é uma tripla (S,Cs, c),
onde
- S € um conjunto de n objetos,
- Cs € um conjunto de particoes de S, ndo necessariamente dado de forma explicita,
-c¢:Cg — Q7 é uma fungéo de custo de uma particdo.
O objetivo é encontrar uma parti¢do C € Cg que minimize c(C).

Na andlise de dados baseada em particdes o objetivo € particionar o conjunto de objetos
de maneira que objetos em uma mesma parte sejam mais similares possivel, enquanto que em
relagc@o a objetos externos a parte sejam mais diferentes possivel. Existem muitas maneiras de
formular matematicamente as func¢des objetivo de diversos problemas de particionamento, que
consiste em buscar a homogeneidade interna a parte e a separacdo entre partes. Em seguida
vamos citar alguns problemas de particionamento mais conhecidos.

e minimo k-clustering: Possui as mesmas caracteristicas que o problema 2.3.2 acrescido
de uma fungdo de distancia d : S x S — N* que satisfaz a desigualdade triangular. O
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objetivo é encontrar uma parti¢do de S em k conjuntos de modo que a maior distancia en-
tre dois objetos pertencentes a mesma parte seja minimizada. Assim queremos minimizar

max;e(1,. k) Max, yec, d(T, ).

e k-centros: Dado um grafo G = (S, F') com uma funcdo d de distancia nas arestas, temos
como objetivo encontrar k elementos ¢y, o, . . ., ¢ de S, chamados de centros, onde cada
u € S é associado a ¢; se d(u, ¢;) = min;<;<j d(u, ¢;), definindo assim & partes. O custo
.. ) k s e z
de um particionamento € dado por » ;| >, .. d(u.c.)> € O Objetivo € encontrar k centros
que minimizem esta somatoria.

2.3.3 Problema de Cobertura por Conjuntos

O problema da cobertura por conjuntos (Set Cover) ¢ um problema muito conhecido em otimiza-
cdo e surge quando tentamos ‘“adquirir”, de forma eficiente, itens que estdo empacotados em
um conjunto fixo de pacotes, podendo ter o mesmo item em pacotes diferentes. O objetivo é
“adquirir” todos os itens pegando o menor nimero de pacotes, ou, na versao com pesos, 0 con-
junto de pacotes que cont€ém todos os itens e seja 0 de menor custo, se 0s pacotes tiverem custos
de aquisic¢ao.

Problema 2.3.3 Uma instdncia para o problema de Cobertura por Conjuntos Minima (MinCC)
é composta de um conjunto Esc = {ey, ea, ..., e,} de n objetos, uma colegdo Ssc de subcon-
juntos de Esc, onde Ssc = {C1,...,C.}, e uma fun¢do de custo ¢ : Ssc — QF. O objetivo

é encontrar uma subcolecdo Ssc' C Ssc tal que Uc,esge’Ci = Esc e ECiGSSC, c(C;) é
minimo.

2.4 Diferencas entre o Problema de Classificacao Métrica e
Problemas Correlatos.

No problema de classificacdo métrica, quando desejamos classificar um conjunto de objetos,
temos que levar em consideracdo as informagdes que temos sobre o conjunto de dados, que sao
o relacionamento entre objetos e o relacionamento dos objetos com as possiveis classes. Por
exemplo, se no problema de restaurar imagens degeneradas por ruidos a intencdo fosse associar
um ponto a uma cor, sem observar a relacdo deste ponto com seus vizinhos, poderiamos mapear
este problema para o problema de localizacdo de recursos, onde os pontos sdo os clientes, e
as cores sao os recursos. No entanto, se desejamos simplesmente criar particdes baseadas na
localidade e na cor de cada ponto, ou seja, a informagdo considerada relevante é a relagdao
de um ponto com seus vizinhos, esta abordagem pode ser mapeada como um problema de
particionamento.
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Ambas as abordagens para o problema de recuperacdo de imagens levam em consideragao
apenas parte das informacdes disponiveis, causando assim uma atribui¢io de cores inadequada
para os pontos. Quando utilizamos o problema de classificagdo métrica para modelar a restau-
racdo de imagens degeneradas por ruidos, obtemos uma modelagem que leva em consideracao
tanto o custo de associar um ponto a uma cor quanto o custo de atribuir cores diferentes a dois
pontos que pertencem a mesma regido da imagem.



Capitulo 3

Algoritmos Baseados em Programacao
Linear

O Problema de Classificacdo Métrica (ML) foi apresentado pela primeira vez por Kleinberg
e Tardos [17], que mostram uma formula¢do do problema de classificacdo métrica uniforme
como um programa linear inteiro. Mais recentemente, Chekuri et al. [7] apresentaram um
programa linear que € aplicado ao problema de classificacdo métrica de uma forma mais natural.
Apresentamos a seguir estas duas abordagens.

3.1 Primeiro Programa Linear para o Problema de Classifi-
cacao Métrica

Kleinberg e Tardos [17] apresentaram a primeira formulacdo em um programa linear para o
problema de classificacdo métrica uniforme. Posteriormente, esta formulagdo € adaptada para o
caso geral do problema de classificacdo métrica.

Como vimos no capitulo 2, podemos interpretar o conjunto de objetos P e a funcdo w da
relac@o entre objetos como um grafo G = (P, E/) com pesos nas arestas, onde o conjunto dos
vértices do grafo é o conjunto P e a relagdo entre dois objetos u, v € P é representada por uma
aresta ndo orientada e = {u,v} € E, com peso w, = w(u,v).

Para definir o programa linear inteiro, Kleinberg e Tardos usaram trés tipos de varidveis:

e 1, € uma varidvel bindria que indica se o objeto u estd associado a classe 7, para cada
objetou € Pecadaclassei € L,

e 2. é uma varidvel bindria, para cada e = {u, v} € E, que indica se dois objetos relaciona-
dos pela aresta e sdo associados a classes diferentes,

e 2., paracadae = {u,v} € Fei € L, expressa o valor absoluto de x,; — ;.

13
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A restricdo que cada objeto deve ser associado a exatamente uma classe, € dada por

A distancia entre as classes associadas a dois objetos u e v, relacionados pela aresta e =
{u,v} € E, no problema de classificagdo métrica uniforme pode ser expressa em funcdo das
variaveis x,; como

A (), F(0) = 5 D s = .

ieL
Para representar esta distincia € introduzida a varidvel z.;, que representa o valor absoluto de
Tui — Ty NO programa linear, isso € representado pelas restri¢des

Zei Z Lyi — Loi € Zei 2 Lyi — Lui,

aproveitando que os custos sdo todos nio negativos e a fung¢do objetivo € de minimizagao.
Assim, a varidvel z., que representa se dois objetos vao ser separados, ¢ definida pela restricao

Ze — %Zzei.

A funcgdo objetivo € composta por dois termos, o custo de associacdo, que € representado

por
E Coui Loy

uePiel

e o custo de separacdo, representado por
g WeZe.

Assim, a formulacdo em programacao linear inteira fica:

min g WeZe + g CouiTui

c€E uePiEL
s.a. me =1 Yu € P,

i€l )

Ze:ﬁ;%i VeekFE, (KTG)

Zei 2 Tyi — Ty Ve=A{u,v} € E, Viel,
Zei = Ty — Ty Ve=A{u,v} € E, Viel,
Ty € {0,1} Vue P, YielL.
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O programa linear relaxado da formulacdo (KTG) pode ser obtido removendo-se as restri-
¢oes de integralidade z,; € {0, 1} e acrescentando-se as restri¢cdes x,,; > 0, para todo u € P
e 1 € L. Observe que ndo € necessario acrescentar a restri¢do x,; < 1, visto que o programa
linear possui a restricdo ) ., x,; = 1 que ndo permite que as varidveis x,; assumam valores
maiores que 1. Com essas alteracdes obtemos a relaxacdo do programa linear (KTG).

min E WeZe + E CoiTosi

e={u,w}eFE uePiel
s.a. mezl VuéeP,
icL .
Ze = 5 Z’Zei VeeF, (KTR)
i€l

Zei 2 Tui — Tyj ve:{“a“}? Vie L,
Zei > Twi — Tui Ve={uv}, Viel,
Tui > 0 VueP, Viel,

3.1.1 Algoritmo para o caso da métrica uniforme

Seja z uma solu¢do do programa linear inteiro (KTG). Se x,,; for igual a 1, significa que, levando
em consideracdo os custos de associa¢io e os custos de separacdo para o objeto u e seus vizi-
nhos, uma melhor classificacdo para o objeto u € a classe .

No programa linear relaxado (KTR), a varidvel z,; pode assumir valor fracionério entre ()
e 1. No entanto, relembrando o exemplo de recuperacdo de imagens degeneradas por ruidos,
ndo podemos dizer que um ponto serd 30% verde, 40% vermelho e 30% azul. Entdo, surge a
necessidade de transformar os valores fraciondrios das varidveis x,; em valores inteiros, para
tanto, o conteido de uma varidveis z,; € interpretado como a probabilidade do objeto u ser
atribuido a classe .

Uma primeira idéia que surge € considerar cada variavel z,; separadamente, sortear um valor
aleatdrio pertencente ao intervalo [0, 1] e decidir, baseado neste valor aleatdrio, se aquele objeto
serd associado a classe. Entretanto, nesta abordagem pode ocorrer de objetos relacionados, com
probabilidades iguais ou semelhantes, serem separados.

Kleinberg e Tardos [17] apresentam um algoritmo, que denominamos de Alg UML, itera-
tivo dois aproximado para o arredondamento do resultado do programa linear (KTR). Em cada
iteracdo € escolhida uma classe para ser analisada. Veja o algoritmo na figura 3.1.

Para melhor ilustrar o funcionamento do algoritmo Alg_UML utilizaremos uma instincia
para o problema de classificacdo métrica uniforme, apresentada na figura 3.2, que contendo
duas classes e trés objetos. Assumimos a soluc¢do apresentada na tabela 3.1 como uma solugdo
do programa linear (KTR) para esta instincia, onde o contetido da célula na linha u coluna ¢
representa o valor da varidvel z,;.
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ALGORITMO Alg UML (P, L,d, c,w)
onde (P, L,d, ¢,w) é uma instincia para o problema UML.
1. % Inicialmente nenhum objeto possui uma classe associada
2. Seja (x, z) uma solugao para o programa linear (KTR)
3. Executa Round_UML(P, L, x)

PROCEDIMENTO Round_UML(P, L, )
1. U«P
2.  Enquanto U # ()

3 Selecione aleatoriamente uma classe ¢ € L

4 a «— random|0, 1]

5 Para todou € U

6. Se o < z,; entdo

7 flu) —i

8 U—U\{u}

9, Devolva f

Figura 3.1: Algoritmo Alg_UML para o arredondamento da solu¢do do programa linear (KTR)
para o problema UML.

Z.Q\\ L
7 ,\:3;"."\"{. N
3, 157122 10 6
COREE S TR
u' 3 2 ‘y
4

Figura 3.2: Exemplo de uma instancia.

| i |
u06]04
v 027108
y 05105

Tabela 3.1: Os valores de x para uma solu¢do do programa linear (KTR) para a instancia da
figura 3.2.

Inicialmente o algoritmo seleciona aleatoriamente uma classe e sorteia um valor o no in-
tervalo [0, 1]. Vamos assumir que ¢ é a classe selecionada e o valor de « é 0,4. Em seguida, o
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algoritmo verifica quais sdo os objetos ndo classificados (representados pelo conjunto U) com
valor x,;, u € U, maior que «. Pela tabela 3.1, verificamos que esta condi¢do € satisfeita para
os objetos u e y. Assim 0s objetos u € y sdo associados a classe ¢ e removidos do conjunto U.
O algoritmo repete este procedimento até que todos os objetos tenham sido classificados.

Note que a classe ¢ pode ser escolhida novamente em uma proxima iteragao e ter o objeto v
associado a ela, No entanto, € mais provdvel que o objeto v seja associado a classe j uma vez
que Z,; € Menor que T;.

0%

Figura 3.3: Possiveis situacdes na escolha de a.

Para compreender melhor a fun¢do da varidvel « no algoritmo Alg_UML, observe a figura 3.3,
onde temos trés casos que podem ocorrer em relacio ao valor de « e a separacdo de objetos u e
v relacionados:

a) O valor de « ocorre no intervalo a;. Neste caso os objetos u e v sdo associados 2 mesma
classe.

b) O valor de «v ocorre no intervalo a,. Neste caso apenas o objeto u tem sua classe associada
nesta iteragcdo e dizemos que u € v sdo separados.

¢) O valor de « ocorre no intervalo 3. Neste caso os objetos u e v ndo sdo associados a
classe 7 nesta iteragao.

Os lemas a seguir apresentam propriedades do algoritmo probabilistico Alg UML.

Lema 3.1.1 Em uma iteracdo do Enquanto do procedimento Round_UML, a probabilidade de
um objeto u € U ser associado a uma classe i é precisamente x,;/m e a probabilidade de
u ser associado a qualquer classe em uma iteragcdo é 1/m, onde m é o niimero de classes.
Assim, numa execu¢do do Round_UML, a probabilidade do objeto u ser associado a classe 1 é
exatamente ;.

Prova. Pela restrigdo ) ,_, r,; = 1 temos que a probabilidade de um objeto u ser associado a
qualquer classe € 1. A probabilidade de uma classe ser escolhida é 1 /m. Assim, a probabilidade
de um objeto u ser associado a uma classe qualquer em uma iteragdo € igual a 1/m.

Em cada iteracdo, enquanto o objeto u ndo tem uma classe associada, a probabilidade dele
ser associado a uma classe ¢ é %xm Assim a probabilidade de um objeto u ser associado a uma
classe ¢ pelo algoritmo é precisamente ;.

g
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Sabemos que para ocorrer a separacdo de dois objetos relacionados, eles devem ser associa-
dos a alguma classe em iteragdes diferentes. O lema a seguir d4 a probabilidade de dois objetos
serem associados a classes em iteracdes diferentes.

Lema 3.1.2 Em uma iteracdo, a probabilidade de dois objetos u e v em U, relacionados pela
aresta e, serem separados € 2z./m = .., |vu; — x|/ m. A probabilidade dos dois objetos
e v, relacionados pela aresta e = {u, v}, serem separados pelo algoritmo é no mdximo 2z..

Prova.

Considerando uma classe ¢ escolhida na linha 3 do procedimento Round_UML, a probabi-
lidade de somente um dos objetos u e v em U ser associado a classe i é |x,; — z,;|. Entéo,
a probabilidade de somente um dos objetos u e v, relacionados pela aresta e = {u,v}, ser
associado a alguma classe em uma iteragdo é
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Se os objetos u e v, relacionados pela aresta e = {u, v}, forem associados a uma classe na
mesma itera¢do, entéo o custo de separa¢do w,, onde e = {u, v}, ndo serd pago. Isto é, em cada
iteracdo o algoritmo escolhe aleatoriamente uma classe © € L e um valor a entre O e 1. Se x,,; €
maior ou igual a « entdo u é associado a classe 7. Seja £ o evento em que u e v sdo separados
em uma iteracdo e £’ o evento em que pelo menos um de v e v € associado em uma iteragao.
Podemos obter uma delimitac¢ao superior da probabilidade de dois objetos relacionados serem

separados pelo processo do seguinte modo:

Pr[€]
Pr[&]

3.1)

A probabilidade de ocorrer o evento £ é 2z./m e a probabilidade de ocorrer o evento &’ é
pelo menos a probabilidade do objeto u ser associado que é, pelo lema 3.1.1, 1/m. Entao, a
probabilidade dos objetos u e v, relacionados pela aresta e = {u, v}, serem associados a classes
diferentes € no maximo 2z,.

a

Com o auxilio dos lemas anteriores podemos enunciar o proximo teorema que nos da o fator
de aproximagdo do algoritmo.

Teorema 3.1.3 Seja x uma solugdo do programa linear relaxado (KTR) com cy p representando
o custo de associacdo e wyp representando o custo de separagdo da correspondente solucdo.
O algoritmo obtém uma classificagdo x onde o custo de associacdo esperado é cyp, e o custo
de separagdo esperado é no mdximo 2wy p.
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Prova.

Pelo lema 3.1.1, a probabilidade Pr|f(u) = ] é z,,;. Entdo, a contribui¢do esperada de u
para a fungdo objetivo € ) ., c,iTyi, que € exatamente igual a contribui¢do de u no programa
linear. Assim, o custo total de associacdo esperado € de ¢y p.

A contribuic@o esperada da aresta e = {u,v} para o custo de separacdo é exatamente w,
vezes a probabilidade dos objetos u e v serem separados, que pelo lema 3.1.2 é no maximo
2z.. A contribuicdo esperada da aresta e € no maximo 2w.z., que é duas vezes a contribui¢do
do programa linear. Portanto, o custo total esperado de associa¢io sobre todos os objetos é no
maximo 2wy, p.

O

Coroléario 3.1.4 Usando uma solucdo x do programa linear (KTR) obtemos uma classificacdo
com valor esperado que é no mdximo duas vezes o valor de uma solugdo otima.

Lema 3.1.5 O tempo de execucdo esperado do algoritmo Alg_UML é no mdximo m.

Prova.

O tempo de execugdo esperado é dado por ) _, tPr(t), onde ¢ € o tempo de execucdo e Pr(?)
¢ a probabilidade do tempo de execugdo ¢ ocorrer.

Pelo lema 3.1.1, a probabilidade de um objeto ser associado a qualquer classe em uma
iteracdo € % Note que a probabilidade de um objeto ser associado a uma classe qualquer em
uma iteracdo ndo € alterada pelo fato de outros objetos terem sido associados, ja que os valores
de z,; ndo sdo alterados durante a execu¢do do algoritmo. Assim, a probabilidade de um objeto
ser associado na i-ésima iteragdo € dado por 1/m(1 — 1/m)’, e o tempo de execugio esperado
do algoritmo € dado por

Sil(i-2) a] - Ani(-)”

1
T oa—2(1-4)+(1-2)
1
-z
m2
m2
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= m.

Assim, o tempo de execuc¢do esperado do algoritmo Alg UML é no maximo m.

3.1.2 Arvores métricas

Antes de apresentarmos a abordagem considerada por Kleinberg e Tardos [17] para o caso
da métrica geral apresentaremos os resultados obtidos por Bartal [2, 3] sobre a aproximagao
de espacos métricos através de drvores métricas. Assumimos que um espaco métrico MY =
(M, V) é a aplicagdo da métrica M sobre o conjunto de pontos V.

O problema de aproximacao de espacos métricos depende diretamente da escolha da classe
de métricas que tomamos como sendo “simples”. Tipicamente € mais facil obter bons resultados
em problemas de otimiza¢do quando os dados respeitam alguma métrica mais “simples”. Um
exemplo de métrica simples é a métrica uniforme, além da métrica uniforme vale destacar as
métricas geradas por arvores (também conhecidas como métricas aditivas).

Seja NV e MV dois espacos métricos sobre um conjunto finito de pontos V', dizemos que
o espaco métrico NV domina o espago métrico M" se para todo par de pontos u,v € V,
dyr(u,v) < dy(u,v). Seja S um conjunto de espagos métricos “simples” sobre um conjunto de
pontos V. O espaco métrico MV é dito ser a-aproximado-probabilisticamente por S se existir
uma distribui¢do de probabilidade em S, onde para cada par de vértices u,v € V' a esperanga
da distancia em um espaco métrico NV, escolhida probabilisticamente em S, é no miximo «
vezes maior que a distincia em MV, ou seja E(dy(u,v)) < ady(u,v).

Se temos uma F-aproximacdo para um problema de otimizagdo, onde o espago métrico,
sobre o conjunto de dados V/, pertence a classe S, e se um espago métrico NV ¢ S pode ser
a-aproximado-probabilisticamente por S entdo, a razdo de performance dos algoritmos para
um espago métrico NV ¢ S é af3.

Um espaco métrico M"Y sobre um conjunto de pontos V' pode ser visto como um grafo
Gy = (V,E,w), onde um peso w(e), para uma aresta ¢ € F, representa a distdncia entre
os pontos ligados pela aresta e. Um exemplo de espago métrico simples para M" é o espago
métrico gerado pela arvore geradora de peso minimo de (G, onde a distancia entre dois ele-
mentos u, v € V € dada pela soma das arestas do caminho minimo de u até v na arvore geradora
de peso minimo. Este espaco métrico possui uma distor¢ao na distancia entre os pontos de no
maximo (n) [2], onde n é o nimero de pontos em V.

Bartal [2] explora o fato de que os espagos métricos que formam a classe S e sdao usados
para aproximar uma métrica M, definida sobre um conjunto de pontos V', ndo precisam ser
induzidos por um subgrafo do grafo gerado pela métrica M. Isto permite considerar uma classe
onde os espagcos métricos sdo gerados por drvores métricas e possuem outras caracteristicas
desejaveis.
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As arvores métricas que compde uma classe de espagos métricos sdo chamadas de arvores
r-hierarquicamente bem separadas (r-hierarchically-well-separated trees r-HST). Temos como
propriedade das drvores métricas m-HST que o espaco métrico gerado pode ser decomposto
recursivamente em subespagos métricos, e para um espago métrico com didmetro A os seus
subespagos métricos terdo didmetros menores em um fator de r, ou seja, A/r, A/ r2, A / s, ...,
paraum 7 > 1. A figura 3.4 ilustra um exemplo de uma arvore 7-HST onde podemos observar
as propriedades destas drvores.

Mais formalmente podemos definir uma arvore 7-HST da seguinte forma.

Definicao 3.1.6 Uma drvore métrica r-hierarquicamente bem separada (r-HST) é definida
como uma drvore enraizada onde as arestas possuem pesos com as seguinte propriedades:

e As arestas que ligam um pai aos seus filhos tem o mesmo peso.

e Os pesos das arestas ao longo de qualquer caminho que vai da raiz até uma folha de-
crescem por um fator maior que 1, que é uma poténcia de r, ou seja, se €,y e e, $do
arestas que ligam um vértice v ao seu pai e v a um de seus filhos, respectivamente, entdo
w(eyr) = wley)/r!, para algumt >= 1.

e A distdancia entre dois nos da drvore é dada pela soma do tamanho das arestas do tinico
caminho entre estes nds na drvore.

Figura 3.4: Exemplo de uma arvore r-HST.

Note que a distancia entre pontos irmaos em uma arvore r-HST € uniforme. Isto permite
a utilizacdo da técnica de divisdo e conquista para obter uma solucdo para um problema de
otimizacao definido sobre qualquer métrica M.

O principal resultado de Bartal [2, 3] € apresentado no teorema 3.1.7

Teorema 3.1.7 Todo grafo conexo G com pesos nas arestas pode ser a-aproximado-probabi-
listicamente por um conjunto de drvores r-HST, que possuem um didmetro proporcional ao
diametro do grafo G, em tempo polinomial, onde o = O(r log nloglogn).
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A construcdo de uma arvore 7-HST que aproxima um espaco métrico M"Y, definida so-
bre um conjunto de vértices V', é baseada em uma particdo métrica hierdrquica (Hierarchical
Partition Metric (HPM)) do grafo G ;.

Uma particdo métrica hierarquica ¢ uma parti¢ao recursiva do grafo GGj;, onde em cada
iterac@o o grafo € particionado e as arestas que definem a particdo s@o rotuladas com um valor
maior que o diametro do subgrafo considerado na iteragdo. A particdo e a atribui¢io de rétulos
¢ repetida para cada parte obtida. Como resultado da HPM temos uma estrutura muito préxima
de uma arvore HST.

A construgido de uma HPM para um grafo ponderado G = (V, E/, w) é feita recursivamente
como mostra o algoritmo Alg HPM da figura 3.5. O algoritmo Alg_HPM utiliza como entrada
um grafo com pesos nas arestas e devolve uma atribui¢ao de rétulos ¢ para as arestas.

ALGORITMO Alg_HPM (G)
onde G = (V, £, w) é um grafo ponderado.

1. U=V
2. ¢=0(G)=|E|
3. A= diam(Q)
4. T=9¢=|E(G)
5. Seja G o grafo obtido a partir de G contraindo as arestas em {e € E|w(e) < £}
6. SejaA=A/2.
7. Escolha aleatoriamente um vértice v € U.
8. Escolha aleatoriamente um inteiro ¢ no intervalo [0, 7).
9. Defina oraio z, = %&
10. Defina um corte Cy, = {{u, w} € E(G)|d(v,u) < 2y < d(v,w)}.
11. Paracadae € C,
12. le)=A
13.  Seja Ul = {u € V(G)|d(u,v) < z,} e U2 = {u € V(G)|d(u,v) > 2z}
14. Seja H, e H; os subgrafos induzidos de G pelos conjuntos de vértices U, e U.
15. Se U, # () entdo
16. Execute Alg_HPM(H,)
17.  Se U? # 0 entdo
18. Execute Alg_HPM(H)

Figura 3.5: Algoritmo para a parti¢do métrica hierarquica.

Como podemos ver na figura 3.6, o resultado da particdo métrica hierdrquica € uma atribuicao
de rétulos ¢ para as arestas do grafo G. Os rétulos atribuidos para as arestas sio representados
por tipos de linhas diferentes. Na figura 3.6(a) temos o grafo GG e na figura 3.6(b) temos o resul-
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() (b) () (d)

Figura 3.6: Exemplo de uma particdo métrica hierdrquica.

tado da primeira iteragdo do algoritmo. Claramente o conjunto de vértices U, 92 € composto pelos
vértices do componente de maior tamanho da figura 3.6(b). Aplicando HPM para o subgrafo
induzido por U, 92 temos a figura 3.6(c). Observe que as arestas rotuladas da figura 3.6(c) pos-
suem o mesmo rotulo. Isto ocorre porque o diametro do subgrafo formado pelo conjunto U, 5 é
igual ao didmetro do grafo GG. Aplicando recursivamente o algoritmo Alg_HPM para o subgrafo
formado pelo conjunto U, gl temos a atribuicao ilustrada na figura 3.6(d).

Dada uma particdo métrica hierarquica ¢ de um grafo G, o algoritmo Alg_HST, ilustrado
na figura 3.7, constréi uma arvore r-HST, onde cada vértice da arvore r-HST representa um
subgrafo da particdo métrica de G'.

Analisando as distor¢des geradas na criagdo da HPM e na construcdo da arvore r-HST,
temos que para qualquer métrica M, definida sobre um conjunto V' de n pontos, podemos
construir uma drvore métrica r-HST, que é uma O(log n log log n)-aproximacdo da métrica M,
em tempo polinomial.

Recentemente Fakcheroenphol ef al. [9] melhoraram o resultado de Bartal apresentando um
algoritmo que aproxima um espaco métrico qualquer por drvores métricas HST com fator de
aproximagdo O(logn).

3.1.3 Algoritmo para o caso da métrica geral (Problema ML)

Observe que, utilizando o algoritmo Alg_UML, nem sempre se obtém uma solucao, com garan-
tia no fator de aproximagdo, para instancias do problema de classificacdo métrica com distan-
cias variadas. Isto porque o programa linear (KTR) ndo considera em sua formulagdo o valor
da funcdo de distancia.

Kleinberg e Tardos [17], utilizando o resultado obtido por Bartal [2, 3], anunciado no teo-
rema 3.1.7, desenvolveram uma variacdo do algoritmo Alg UML e do programa linear (KTR),
que obtém solugdes O(logm log logm)-aproximadas para instincias do problema de classifi-
cacdo métrica.

A 1déia basica do algoritmo consiste em aproximar o espaco métrico definido pela fungao
de distancia d do conjunto de classes L através de uma arvore enraizada r-HST, onde r é um
inteiro maior que 2, e utilizar esta aproximacao do espago métrico como um dos parametros de
entrada para um programa linear, semelhante ao apresentado para o problema de classificacdao
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ALGORITMO Alg_HST (G, /¢, r, L, k)
onde G = (V, E,w) é um grafo ponderado,
¢ é uma particdo métrica hierarquica de G,
r € um fator de decréscimo da distancia,
L é o didmetro do subgrafo considerado, inicialmente diam(G) e
k € araiz a quem serd ligado a subarvore, inicialmente NILL.

1. Se k = NILL faga.
2. Adicione um vértice vg como sendo a raiz.
3. Aponte v para o vértice vg.
4. Seja {Hq, ..., H,,} os m subgrafos de G gerados no primeiro nivel da HPM /.
5. Para: = 1 até m faga
6. Se H; # () entdo
7. Execute Alg_HST(H;,(,r, L,v)
8. Sendo
9. Crie um vértice vg.
10. Conecte o vértice vg como filho de k& com uma aresta de comprimento L /2.
11. Se diam(G) < L/r entdo
12. Aponte v para o vértice vg.
13. Decremente L por um fator de 7.
14. Senao
15. Aponte v para o vértice k.
16. Seja {Hy, ..., H,,} os m subgrafos de G gerados no primeiro nivel da HPM /.
17. Para ¢ = 1 até m faca
18. Se H; # () entéo
19. Execute Alg_HST(H;,{,r, L,v)
Figura 3.7: Algoritmo para a construcdo de uma arvore r-HST.
uniforme.

Kleinberg e Tardos acrescentaram trés novas restri¢des, para que uma arvore 7-HST, sobre o
espaco métrico das classes, possa ser utilizada pelo novo programa linear e pelo novo algoritmo.
Sao elas:

a) O parametro r, utilizado na construgio da arvore r-HST, tem que ser maior que 2.

b) Todos os nés que representam as classes devem ser folhas.

¢) Os n6s internos da drvore, nds que ndo sdo folhas, sdo apenas auxiliares.
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Note que ao construir uma arvore r-HST para o espaco métrico formado pelo conjunto de
classes L de uma instancia do problema de classificagdao métrica uniforme, obtemos uma arvore
em formato de estrela, onde todas as folhas sdo classes. O nd central € um né auxiliar € o
tamanho de todas as arestas € a metade da distincia entre quaisquer duas classes, que é um
valor constante.

Seja T' uma drvore r-HST, onde as classes sdo folhas de 7', e 7" uma subérvore qualquer
de T'. Denotamos por L(7") o conjunto das classes que sdo folhas de 7”. Vamos usar a notagdo
T" < T para arvores 1" que sdo subdrvores de T". Assim, U7 L(T") = L.

Ap6s construirmos uma arvore 7', r-HST, para as classes em L, podemos formular o pro-
blema como um programa linear inteiro, semelhante ao programa linear (KTG), utilizando as
mesmas varidveis x,; € z. utilizadas anteriormente. A principal diferenca estd na inclusdo de
variaveis 7, para T < T, que é uma varidavel auxiliar no calculo do custo de separacdo e
estabelecer que

Esta variavel indica se a classe a qual o objeto u serd associado pertence a subarvore 7", onde
T’ € uma subdrvore enraizada em algum nd, inicialmente a raiz.

Dada uma subarvore 7" de T cuja raiz é y, denotamos por {7+ o comprimento da aresta
{y, s}, onde s é o pai de y em T'. Como conseqiiéncia da defini¢do da varidvel x,;, que indica
se 0 objeto u serd associado a classe ¢, a varidvel x, 7 indica se o objeto u serd associado a uma
classe que pertence a L(7"). Assim, a distincia entre as classes associadas aos objetos u e v,
relacionados pela aresta e = {u, v}, é definida como

d(f(u), f(v)) =Y brr|aur — zyr.
T'<T
Para auxiliar na constru¢io do programa linear temos a varidvel z.;» que expressa o valor abso-
luto |z,7v — xy1|. A seguir apresentaremos o programa linear inteiro do problema de classifi-
ca¢do métrica usando uma arvore 7', r-HST:

min E WeZe + E Cuilui

c€E u€P €Ll
s.t. mezl Yuée P,

icl

Ze = Z Lo Zor Vee E,

Trer (KTTG)

Zer! 2 Tyt — Ty Ve={uv}teE, T'<T,

ZeTr = Ty — Ty Ve={uvte B, T'<T,

Ty = Z Ty T <T,

iEL(T")

Ty € {0,1} Vue P, VielL.
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Assim como no programa linear (KTG), obtemos o programa linear relaxado fazendo com
que as varidveis z,; recebam valores no intervalo [0, 1|, ao invés dos valores bindrios {0, 1},
e acrescentamos a restricao z,; > 0 no programa linear (KTTG). Baseado nestas alteracdes
obtemos o seguinte programa linear:

min E WeZe + g CouiLui

e={uv}ek ueP,iel
s.t. quizl Yue P,
iel
Ze = Z br Zee Vee E,
T'<T (KTT)
Ze! 2 Ty — TyT Ve={u,v} € E, T'<T,
ZeT! 2 Ty — Ty Ve={uvte E, T'<T,
Ty = Z L T < T7
1eL(T")
Ty = 0 VueP, Viel.

No programa linear relaxado (KTT), a varidvel z,; pode assumir um valor fraciondrio entre
0 e 1, que o algoritmo interpreta como a probabilidade do objeto u ser atribuido a classe :. Pela
defini¢do da variavel z,,;, a varidvel x, pode ser interpretada como a probabilidade do objeto
u ser associado a alguma classe pertencente ao conjunto formado pelas folhas da subarvore 7.

O algoritmo Alg_ML, apresentado na figura 3.8, utiliza como ponto de partida uma solugdo
do programa linear relaxado (KTT) e considera inicialmente as ¢ subarvores, que tem como
raiz um filho da raiz de T, dadas por T, ..., T" (assumindo que a raiz de T possui ¢ filhos).
Em seguida sdo passados como parametros para a execucdo do procedimento Round_UML o
conjunto de objetos P, um conjunto de classes, onde cada uma das ¢ subdrvores € considerada
uma classe, e os valores x, 1 respectivos as subarvores consideradas na iteracao.

Como resultado da primeira iteragdo temos a associagao de um conjunto de objetos P’ C P
a cada classe representada pela subdrvore 77, onde j € {1,...,t}. Posteriormente assumimos
Tui = Tui/Tyri, para todas as classes i € L(T j) e para todo u € P, como uma normaliza¢do
dos valores de x,,;, para que a soma dos valores de 7,,; em uma subarvore 77 seja igual a um e
possam ser utilizados na chamada recursiva para a subdrvore 77, onde j € {1,...,t}.

Na figura 3.9 temos uma instancia para o problema de classificacdo métrica. A figura 3.9(a)
ilustra uma arvore 3-HST que serd utilizada pelo algoritmo Alg_ML e na figura 3.9(b) temos o
grafo formado pelos objetos e suas relacdes, ja na figura 3.9(c) temos a decomposi¢do da drvore
T em subdrvores.

Os valores das arestas que ligam as subarvores de 7" aos seus pais sdo: ((T7) = 3, ((T») = 3,
0(T3) = 1el(Ty) = 1. Os custos de atribuicdo estdo dispostos na tabela ilustrada na figura
3.10, onde o valor da célula na linha a coluna b representa o custo de associagao cgy.
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ALGORITMO Alg ML (P, L,d,c,w,T)

onde (P, L, d, ¢,w) é uma instancia para o problema ML e
T € uma arvore r-HST que aproxima a métrica de L.

Seja x uma solugdo para o programa linear (KTT)
Execute Round_ML(P, T, )

Devolva f

PROCEDIMENTO Round_ML (P, T, x)

1.

— e
Py =e

XN R LD

Yuj = Tyrs ¥V 1 <j<t eV ue P, onde T’ éfilhode T

Execute Round_UML(P, {T", ..., T}, y)
Para j = 1 até ¢ faca
Pr; « objetos associados a subérvore 77
Se a altura de 77 é igual a zero entdo
Para todo v € Py; faga
f(u) = L(T7)
Sendo

Paratodoi € L(T?)eu € P
Tyi xui/quj
Para todo 7" < TY

Tyl <— ZiGL(Tl) T
Execute Round_ML(Pr;, T7 %)

Figura 3.8: Algoritmo para o arredondamento da solu¢do do programa linear para o caso

métrico.

3 T3 G=(5Ew) T, Ty, T3 4
1 . °
VAN
1A 5 3 /\ v J
? 7 Y ¢ J
(a) (b) (©)

Figura 3.9: Exemplo de uma instancia para o algoritmo Alg_ML.

Para melhor ilustrar o funcionamento do algoritmo Alg_ML considere a instancia ilustra na

figura 3.9 com os valores de x, de uma solucdo do programa linear (KTT), apresentados na
tabela da figura 3.11, onde o contetido de uma célula u: representa o valor de z,;.

O algoritmo Alg_ML executa o procedimento Round_ML passando como parametros o con-

junto P, a arvore 1" e a atribui¢do de x, representado pela tabela da figura 3.11. O procedimento
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[ils]! il [[n|B|T]|T
w2316 w|060202]08]02]0,6]0,2
v|6]5]|2 v|02] 0 (08]02]08[02| 0O
y41]14|3 y04]104(02]08]02]04|04

Figura 3.10: Custo de associa¢do da ins- Figura 3.11: Solucdo do programa linear
tancia ilustrada na figura 3.9. (KTT) para a instancia da figura 3.9.

Round_ML executa o procedimento Round_UML passando como parametros o conjunto de ob-
jetos P e o conjunto {77, ... 7™} de classes, onde T, ..., T™ sdo filhos de T'. Para 0 nosso
exemplo o conjunto de classes L = {77,75}, e os valores de x passados para o procedimento
sdo as colunas 7} e 75 da tabela 3.11.

Supondo que a solucdo do procedimento Round_UML seja a atribui¢do dos objetos u e y
a subdarvore 77 e o objeto v a subdrvore 75. O procedimento Round_ML é executado recursi-
vamente para a subdrvore 7 com o conjunto de objetos {u,y} e para a subarvore 75 com o
conjunto de objetos {v}. Os valores de = sdo atualizados para cada subdrvore. Para a sub-
arvore T os valores de x considerados sdo os representados pela tabela 3.2; O procedimento
Round_ML nio é executado para a subdrvore 75 devido a esta ndo possuir filhos.

| i | i || T

wll 0,75 1025075 | 0,25
yl 05105105105

Tabela 3.2: Os valores de z atualizados para a subarvore 7.

Ao executarmos o procedimento Round_ML para a subdrvore 7} com seus respectivos ob-
jetos e valores de z, este executa o procedimento Round_UML que devolve uma classificagdao
dos objetos u e y em uma das subdrvores 75 ou 7}, concluindo assim a execuc¢do do algoritmo
Alg ML.

Para analisar este algoritmo sdo usadas as propriedades validas para a métrica uniforme,

que foram provadas nos lemas 3.1.1 e 3.1.2, e estdo adaptadas, no lema 3.1.8, para métricas
aproximadas através de arvores r-HST.

Lema 3.1.8 A probabilidade do objeto u ser associado a uma subdrvore T? é x, ;. Para cada
aresta e = {u, v} a probabilidade dos objetos u e v serem associados a classes diferentes é no
maximo

t

Z |quj — Lyri |-

J=1
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Quando consideramos um conjunto de objetos, onde todos sdo associados a mesma subar-
vore, temos o problema que o seu custo de separagdo fraciondrio € alterado devido a normaliza-
cdo aplicada sobre as varidveis x,;. Como veremos, o aumento no custo de separacio resultante
desta alteracao € limitado no lema 3.1.10. Antes de mostrarmos este limite precisamos de al-
guns fatos importantes. A prova € baseada na soma de todos os niveis da arvore e € usada a
propriedade das arvores r-HST de que o comprimento das arestas na drvore decresce exponen-
cialmente conforme andamos em direcao as folhas.

Lema 3.1.9 Seja x uma solugdo fraciondria devolvida pelo programa linear (KTT) quando
aplicado a uma instancia do problema ML, com o espaco métrico do conjunto de classes L
aproximado através de uma drvore r-HST com r > 2, cujas folhas sdo classes. Entdo, para um
objeto u e uma subdrvore T),

Prova.

Se t é araizde T e t’ é araiz de uma subarvore 1" de T', dizemos que 7" estd no nivel j se
o caminho que parte de ¢ e chega em ¢’ tem exatamente j arestas e denotamos por D (7", T') o
nivel da subarvore 7" em T'. Note que temos

E Lo T7 S ToT
T:D(T",T)=j

para todo 57 > 1. Assim

Z Ui Ty Z Z Ui Ty

T'<T §>1 T/:D(T",T)=j

< ZT T Z L1’

j>1 T:D(T",T)=j

< Z r T

j=1

< Cpxyr.
r—1

O

Lema 3.1.10 Seja e = {u,v} uma aresta e suponha que x,ri < T,ri. Se ambos, u e v, sdo
associados a subdrvore T" entdo o novo custo de separacdo fraciondrio é no mdaximo

TyTi — Ty

Z Ui\ Tyrr — Ty | +

T'<T?

Ui
1T

Lyri
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Prova.
O novo custo de separagdo fraciondrio para a aresta e = {u, v} é we Yy b/ [Turr — Topr
e se u e v sdo ambos associados a 7" entdo a soma pode ser escrita como

f — — o f L7 Ty
T"qu/ _va’| - T S )
T'<Ti T/ <Ti Lurt LT
2 : / <qu/ va/) <xUT/ va’) '
— T — — —
T'<Ts TyTi TyTi Ly TyTi
1 1 1
< E bpr——|Tyrr — Typr| + E —— — —— | Ty (3.2)
reri T prepi LTuTt LT
1 1 1
< — 'Y ol —aun| | + —lrau | — = —| (33)
LuT? T <Ti r—= Ly LoyTi
1 1 Ly
= — E ET’|qu’ - va/‘ + Ui 1
Tuti | fyor r—1 Ty
1 1 TyTi — Ly
= — E Cp| Ty — x| | + 1£Ti
TyTi T r— Ty
1 1
e E gT’|qu’ - va" + gTi (vai - qui) )
Ty T r—1

onde (3.2) é obtida usando a hipétese que =, < z,7i € (3.3) € obtida usando o lema 3.1.9.
a

Teorema 3.1.11 Seja x uma solucdo do programa linear (KTT) aplicado a uma instdancia do
problema ML, com o espagco métrico do conjunto de classes L aproximado através de uma
drvore r-HST com r > 2, cujas folhas sdo classes. Seja cpp e wrp o custo de associagdo e
separagdo, respectivamente, resultante da classificag¢do fraciondria x. O algoritmo Alg_ML
encontra uma classificacdo com custo de associacdo esperado de cpp e custo de separac¢do
esperado de no mdximo

4
(2 + —)’LULP.
r—2

Prova.

Ambas as afirmacoes sobre o custo da classificacdo sdo provadas por inducao na profundi-
dade da arvore.

Na base da inducdo a profundidade da arvore € 1, ou seja, a drvore 71" possui ¢ filhos, que
sdo as classes, e os valores =, = z,;. Pelo teorema 3.1.3 o valor esperado para o custo de
associacdo € ¢y p e o valor esperado para o custo de separacao € 2wy, p.
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Sejam T, ..., T" as subérvores que sio filhas da raiz da 4rvore r-HST.

Primeira afirmacao: “O algoritmo Alg_ML encontra uma classificacdo com custo de as-
sociacdo esperado de c;p.” Considere uma subédrvore 77 no primeiro nivel. Pelo lema 3.1.8,
a probabilidade de um objeto u ser associado a subérvore 77 é 7, e se u for associado a
subdrvore T7 entdo a probabilidade de associagio, que pelo lema 3.1.1 é x,;, é normalizada
para

para cada classe i € L(7"). Por indugdo, uma vez que um objeto u € associado a uma subdrvore
T, este € atribuido a uma classe ¢ € L(77) com probabilidade T,; e assim a probabilidade do
objeto u ser associado a classe i em L(77) é 2,77y = 4. Lo0go, o custo de associagdo
esperado é Zue picr, CuiTui, qUe ¢é exatamente ¢y p.

Segunda afirmacao: “O algoritmo Alg_ML encontra uma classificagdo com custo de sepa-
ragdo esperado de no maximo (2 + T;fz)w rp.” O custo de separagdo fraciondrio para uma aresta
e={u,v}é

We Z gT’|qu’ - va’|-
T'<T
O custo de separac¢ao é computado considerando o evento £’ que indica se os objetos u ¢ v sd0
separados no nivel mais alto e o evento &; que indica que os objetos u e v sdo associados a
mesma subarvore T". Seja h(u,v) uma varidvel aleatéria que indica a distAncia métrica entre
as classes associadas aos objetos u e v. O custo de separagdo da aresta ¢ = {u, v} é w.h(u,v).
Entdo o custo de separacdo esperado é w.E[h(u,v)] e a distdncia esperada entre as classes
associadas aos objetos u e v pode ser escrita da seguinte maneira

t
E[h(u,v)] = E[h(u,v)|] - Pr[E']+ ) Elh(u,v)[&] - Prl&)).
=1
Pelo lema 3.1.8 temos que a probabilidade Pr[€’] de que dois objetos relacionados através
de uma aresta sejam separados no primeiro nivel € no méximo Zﬁzl |Turi — y7i|. O custo de
separacdo neste caso € limitado pelo didmetro da arvore que, usando propriedades das arvores

r-HST, é no méaximo [2r/(r — 1)]¢7: para qualquer i. Assim, o primeiro termo da soma dada
anteriormente € limitado por

t

, , 2r
Elh(u,v)|€] - Pre] < — ;EW

(3.4)

TyTt — Ty |-

Se ambos objetos forem associados 2 mesma subdrvore 7" entdo, por inducdo no nivel da
subdrvore e usando o resultado da equacdo (3.4), o custo de separacdo esperado é no maximo
2+ 4/(r — 2) vezes o custo de separagdo fraciondrio da solugdo escolhida. A probabilidade
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de que ambos objetos sejam associados 2 mesma subdrvore 7" é no maximo min (7, T,z ) €
usando o lema 3.1.10 podemos limitar o valor de E[h(u,v)|&;] - Pr[&;] da seguinte forma

r—2 r—1

T<Ti

2 1
E[h(u,v)|&] - Pr[&] < L [Z Uy — oy | + Cpi| @y — Ty ] :

Assim o limitante final para E[h(u, v)] fica da seguinte forma

t
2r
E[h(u, U)] < —1 Zz:; gTi TyTi — Ty
t
2r 1
r_9 Z [ZgT‘qu - va‘ + r_ 1£T1 LTy — Ty ]
=1 LT<T?
2r
—9 Z gT"qu/ - %T/|-

T'<T

Por defini¢do, wrp = Y 7y {1 |Tur — Ty7v| 0 que conclui a prova do teorema 3.1.11.

a

O fator de aproximacdo demonstrado no teorema 3.1.11 ndo leva em consideracgdo o fato de
que a arvore r-HST utilizada é uma aproximac¢do do espago métrico do conjunto de classes L.
Para obter o fator de aproximagao real precisamos aplicar o resultado de Bartal na aproximagao
probabilistica de espacos métricos.

Segundo Bartal [2], para toda métrica d, hd um conjunto S de arvores métricas r hierarqui-
camente bem separadas (r-hierarchically-well-separated tree metrics), onde cada " € S tem
uma fungdo de distancias dr e uma distribui¢do de probabilidade pr, tal que dr(u,v) > d(u,v)
paratodo 7" € S e todo par de objetos u, v. Além disso, dr(u, v) ndo é muito maior que d(u, v),
mais precisamente, Y ;s prdr(u,v) < O(rlogmloglogm)d(u,v). Utilizando este resultado
Kleinberg e Tardos derivaram um algoritmo O(logm log log m)-aproximado para o problema
de classificacdo métrica em um espaco métrico geral.

O algoritmo Alg_ML tem como parametro de entrada uma arvore 7" que € uma arvore r-HST
com a caracteristica de que todas as classes sao folhas. Antes de mostrar o fator de aproximagao
de O(log mloglogm) para o algoritmo Alg_ML, vamos mostrar que podemos transformar uma
arvore r-HST em uma r-HST onde todas as classes sdo folhas, com um acréscimo de um fator
2 + 1/r na distancia.

Lema 3.1.12 Seja T uma drvore r-HST com fun¢do de distancia dr, entdo existe uma drvore T’
r-HST com fungdo de distdncia dr onde todas as classes sdo folhas, resultante da modificagdo
da drvore I’ e para quaisquer duas classes i e j temos

dr(i, ) < dr(i, j) < (24 1/r)dr(i, j).
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Figura 3.12: Modificagdo em uma arvore r-HST para que todas as classes sejam folhas.

Prova.

Para cada n6 interno ¢ da drvore 1" que é uma classe, substitua este né i por um novo né ¢’
e coloque ¢ como filho de /. A maior alterag¢@o na distancia ocorre se um né ¢ possui um filho
j e ambos sdo classes, este caso esta ilustrado na figura 3.12. Seja ¢ = dr(i, 7). Entdo i passa
a ser filho de ¢’ e a distancia entre 7 e i’ € igual a /, ¢ j passa a ser filho de um novo né j' e 5’ é
filho de ¢’. Se a nova drvore 7" é uma r-HST entdo a nova distancia d (7, j') < ¢/r, e temos
que dr (2, j) = dp (i, i) + dp (¢, j') + dr (', ) < 20+ L/r = (24 1/r)dr (i, ).

g

Esta modificacdo das arvores r-HST € executada devido a Kleinberg e Tardos [17] conside-
rarem que um no interno de uma arvore 7-HST pode ser uma classe. No entanto, se a drvore
r-HST for gerada pelos algoritmos de Bartal [2, 3] ou Fakcheroenphol ef al.[9] estas alteracdes
ndo sdo necessdrias, ja que na arvore r-HST gerada por estes algoritmos as classes sdo as folhas
e os nds internos representam um subgrafo da particio métrica hierdrquica, veja a subsecao
3.1.2.

A seguir, mostraremos um algoritmo que fornece um fator de aproximacgdo esperado de
O(log mloglog m) para o problema ML, onde o espaco métrico é aproximado probabilistica-
mente usando uma arvore 7', 3-HST, e em seguida € executado o algoritmo Alg_ML sobre esta
arvore. Utilizando o algoritmo apresentado por Bartal [2] a drvore I' € escolhida com probabi-
lidade p; em um conjunto S.

ALGORITMO Alg ML’ (P, L,d, c,w)
onde (P, L, d, c¢,w) é uma instancia para o problema ML.
1. Seja T a arvore devolvida pelo algoritmo de Bartal
2. ExecutaAlg ML (P, L,d,c,w,T)

Figura 3.13: Algoritmo de Kleinberg e Tardos para o problema de classificacio métrica.
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Teorema 3.1.13 O algoritmo Alg_ML’, da figura 3.13, é um algoritmo O(logmloglogm)
aproximado que consome tempo polinomial para o problema da classificacdo métrica, onde
m é o numero de classes da instancia de entrada.

Prova.

Seja d uma funcdo de distancia métrica sobre o conjunto das classes L. Através da apro-
ximagdo por arvores métricas de Bartal e do lema 3.1.12 encontramos um conjunto de arvores
métricas 3-hierarquicamente-bem-separada que aproxima d. Denotamos por S este conjunto
das arvores métricas e pr, para todo 7' € S, a distribuicdo de probabilidade das arvores,
tal que para cada par de classes i¢,j € L e cada drvore 7' € S, temos que d;; < dr(i,j) e
Y resPrdr(i, j) < O(logmloglogm)d,;.

Seja O o custo da classificacdo 6tima f» para a métrica d. Seja Op, parauma arvore T’ € S,
o custo da classificacdo f para as classes representadas pela arvore 7'. Por definicdo da aproxi-
magdo através de drvores métricas temos que ) s prOr € no miximo O(logm loglogm)O.

Seja A uma varidvel aleatéria que denota o custo resultante da utilizacdo da métrica d na
classificacdo devolvida pelo algoritmo Alg_ML, e Ar uma variavel aleatéria que indica o custo
resultante da utilizacdo da métrica dr na classificacdo devolvida pelo algoritmo Alg_ML. Pela
defini¢do de aproximagao através de arvores métricas temos que A < A7, paratodo T € S.

Lembre-se que o custo esperado da classificacdo resultante E[A] é no maximo
O(logmloglogm)O. Seja er uma varidvel que corresponde ao evento que a arvore 7" é se-
lecionada no algoritmo Alg ML’. Temos que Pr(er) = pr e que E[Az|er] < 60r. O fator
multiplicativo 6 € resultado da substituicdo do valor de r por 3 no teorema 3.1.11. Usando estas
esperangas temos o seguinte.

ElAl = Y res ElAler] - Prier]

S ZTGS pTE[AT‘gT] (35)
< 62 resprOr
= O(logmloglogm)O.

d

Note que o fator de aproximagdo de O(logm loglogm) para o caso métrico geral ocorre
devido a distor¢do de O(logmloglogm) gerada ao aproximarmos o espaco métrico de L em
uma arvore HST. Recentemente Fakcheroenphol ef al. [9] apresentaram um novo limitante de
O(logm) para a distor¢do causada ao aproximar um espaco métrico de m pontos através de
arvores HST. Baseado no resultado de Fakcheroenphol et al. podemos alterar o enunciado do
teorema 3.1.13 e obtemos seguinte teorema.

Teorema 3.1.14 O algoritmo Alg_ML’, da figura 3.13, é um algoritmo O(logm) aproximado
que consome tempo polinomial para o problema da classificacdo métrica, onde m é o niimero
de classes.
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3.2 Programacao Linear com Interpretacao de Fluxo em Rede

Chekuri et al. [7], motivados pelo fato de que para utilizar a formulagdo apresentada por Klein-

berg e Tardos [17], € preciso uma aproximagao do espaco métrico, desenvolveram uma nova

formulacdo, que pode ser aplicada diretamente as instincias do caso uniforme e do caso métrico.
Para definir o novo programa linear, Chekuri et al. [7] usaram duas varidveis:

e 1,;, como na formulacdo de Kleinberg e Tardos [17], € uma varidvel que indica que o
objeto u esta associado a classe 4, para cada objeto v € P e cada classe i € L,

® 7,i,; indica que o objeto u estd associado a classe 7 € 0 objeto v estd associado a classe j,
ou seja, que os objetos u e v sdo associados a classes diferentes.

Nesta nova formulacao é mantida a restricdo de que cada objeto deve ser associado a exata-
mente uma classe, o que € representado pela restricao

1€l

Além disso, € acrescentada a restri¢ao

m
E Lwivg — Tui = 0
J=1

que forga consisténcia nas varidveis ;. Observe que x,;,; serd 1 somente se x,; = 1 e
Ty,; = 1. Ja a restrigdo Ty;,; — Tyjui = 0 expressa a simetria entre estas varidveis. Nesta
formulagdo usaremos a notagdo N (u) para especificar o conjunto de objetos que tém relagéo
com o objeto u no grafo G = (P, E'). A formulag@o relaxada é apresentada a seguir.

min ZZcui-xui—i- Z Zzwe'dij'xuw]’

ueP i€l e={u,w}eF i€L jEL
$.0. ) ep Ty =1 Yue P,
ZjGLxmvj—xmzo Vue PVveN(u),Vie L, (CKNZ)
Tyivj — Tyjui = 0 Ve={uv}eEVijelL,
Tyi > 0 Yue PVi€eL,
Tyivj > 0 Ve={uv} e EVijeE L.

Para auxiliar na compreensao e na andlise desta formulacido, Chekuri er al. [7] constroem
uma rede de fluxo, levando em conta que o conjunto de classes L = {1,...,m} é representado
por uma seqiiéncia de inteiros. A rede de fluxos, ilustrada na figura 3.14, € construida da forma
como segue.
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Tul T2 Tu3 Lum
(\ul Um

Um,
vl L2 L3 Lom

¢
x
Figura 3.14: Rede de fluxos H (u,v) para uma aresta {u,v} € E.

Para cada aresta {u,v} € F é associado um grafo completo bipartido H (u, v) com os vér-
tices {uy,...,un} e {v1,...,v,}, estes vértices representam todas as possiveis classificacdes
de u e v. Para cada par de vértices u;,vj, com 1 < 7,7 < m, hd uma aresta {u,, vj} no grafo
H (u,v). Durante esta se¢do vamos nos referir as arestas {u;, v;} por links.

Supondo que os valores das varidveis z,,;, para todo v € P e ¢ € L, foram determinados,
usando estes valores o grafo H (u, v) é interpretado como uma rede de fluxo da seguinte forma:

e a alimentagdo dos vértices u; € x,;, V 1 <i <m.
e a demanda dos vértices v; € z,;, V 1 <5 <m.
e o custo de transportar uma unidade de fluxo de u; parav; éd;;, V 1 <1,57 <m.

Seja  uma solugdo do programa linear (CKNZ) e seja e = {u, v} € E uma aresta. Como as
varidveis z,; e x,; sdo a produgio e a demanda na rede de fluxos H (u, v), podemos interpretar
o valor atribuido a varidvel z,;,; como a quantidade de fluxo que passa pelo link {u;,v;} em
H(u,v). A contribuigio da aresta e para o custo de separac@o é o valor do transporte 6timo do
fluxo entre {uy,...,uy,}e{vy,...,om}.

No restante desta secéo, vamos denotar por dyp(u, v) a distdncia entre as classes associadas
aos objetos v € v em uma solucdo 6tima (fraciondria) do programa linear (CKNZ). Esta distancia
¢ o custo do transporte 6timo em H (u, v), que é ZiJeL dij T -

Os custos do transporte 6timo nas redes H (u,v), para todo u,v € P, induz uma métrica
no grafo G = (P, E), ja que, para qualquer u, v,y € P, o custo do transporte de u para v ndo
pode ser maior que a soma dos custos dos transportes de u para y e de y para v. Esta métrica
¢ estudada na literatura de processamento de imagens com o nome de earth mover’s metric
[20, 21].

Esta rede de fluxo ndo € implementada realmente, devido ao seu alto custo. Ela serve apenas
para auxiliar na compreensao e andlise dos algoritmos.
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Chekuri et al. [7] analisam a utilizagao do programa linear (CKNZ) para os problemas de
classificagdo métrica uniforme, classificacio métrica linear e classificacdo métrica truncada.

3.2.1 O caso da métrica uniforme

Kleinberg e Tardos com sua formula¢do (KTR) obtiveram uma 2-aproximagao para este caso
usando o algoritmo de arredondamento Alg_UML. Aplicando este algoritmo na solugdo fra-
ciondria do programa linear (CKNZ), Chekuri ef al. obtiveram o mesmo fator de aproximagao
para o problema de classificacdo uniforme.

Para obter tal fator de aproximacao, estes autores mostraram que, usando o resultado da
formulacao (CKNZ) no algoritmo Alg_UML apresentado por Kleinberg e Tardos [17], o valor
da solucdo devolvida € menor ou igual ao valor da solucdo do algoritmo Alg_UML, que utiliza
o resultado da formulacdao (KTR). Em outras palavras, a formulacdo (CKNZ) é semelhante a
formulag¢do (KTR) para o problema de classificagdo métrica uniforme.

Teorema 3.2.1 O fator de aproximacdo do algoritmo Alg_UML ndo é maior que 2 quando
usamos a formulacdo (CKNZ) no lugar da formulagcdo (KTR).

Prova.

Sabemos que utilizando a formulacio (KTR) o algoritmo Alg_UML tem um fator de aproxi-
macao igual a 2, para que este fator nao se altere € necessario mostrar que o valor devolvido pela
formulacdo (CKNZ) ndo € maior que o valor obtido da formula¢dao (KTR), quando aplicado a
uma instancia do problema de classificagdo métrica uniforme. A func¢do objetivo da formulagdo
(KTR) ¢

1 m
E E Cuilos + 5 E E we|xuz’ - xm‘|
ueP i€l e={u,w}el i=1

enquanto que a func¢do objetivo da formulacdo (CKNZ) é

Z Z CoiTos + Z Z Z Wedij Ty -

u€eP i€l e={u,v}el 1=1 j=i

Note que o custo de atribui¢do, em ambas as formulagdes, é definido pelas varidveis x,; €
tém as mesmas contribui¢des para a fungdo objetivo. Ja a expressao que representa o custo de
separacdo, que no programa linear (KTR) é dado por

% Z Zm:we‘xm' — Tyi

e={u,v}el =1
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e no novo programa linear (CKNZ) é dado por

m m
E g E wedz’jxuz’vj7

e={u,v}ek i=1 j=i

sdo diferentes. Para que seja verdadeira a afirmacao de que o fator de aproximacao do algoritmo
Alg_UML nao é maior que 2, quando a formulacdo (CKNZ) é usada, é preciso mostrar que

m m m
1
E E E wedijxuivj S 5 E E we‘xui - xvi"

e={u,v}el =1 j=i e={u,v}eF 1=1
Como estamos analisando a desigualdade apenas para o caso de distancias métricas uni-
formes, o valor assumido pela fun¢do de distancia, utilizado no lado esquerdo da desigualdade,
serd 0 ou 1, sendo 0 somente quando ¢ = j. Assim, se considerarmos apenas i # j podemos
eliminar a fun¢do de distancia, e também, podemos dividir a desigualdade por w., eliminando

o peso w,. Fazendo estas alteracdes, temos:

S>3 D way < % S0 lrui — il (3.6)

e={up}eE i=1 j=1,j#i e={u,w}eF =1

Esta desigualdade considera todas as arestas entre objetos e todas as classes. Vamos provar
que para cada aresta do somatoério acima a desigualdade € vdlida. Assim basta provar a seguinte
desigualdade para cada aresta e = {u,v} € E.

Z Z UZU] — %Z xuz xUZ (3’7)

Jj=1,j

Claramente se a desigualdade (3.7) for vdlida entdo a desigualdade (3.6) também ¢ vélida.

Ao considerarmos uma aresta e = {u, v} temos duas possibilidades. A primeira em que os
objetos u e v possuem probabilidades de associa¢ao iguais, ou seja z,; = T, paratodo i € L,
fazendo com que % Yo | Tu — x| = 0.

Neste caso, na formulacdo (CKNZ), pelas restricoes

> uij =1wi Yu€PYveN®u),Viel

€ Tyivj — Tojui =0 Ve={u,v} € E Vi je L,as varidveis x,;,;, para i # j, sdo forcadas a
assumir valor zero, enquanto que as varidveis ,;,; tendem a assumir valores diferentes de zero.

Para melhor ilustrar esta atribui¢do de valores para as varidveis x,,;, considere a rede de
fluxos H(u,v). O custo de transportar uma unidade de fluxo do vértice u; para o vértice v;
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¢ igual a d(i, j) e a produgdo x,; do vértice u; é igual a demanda z,; do vértice v;, para todo
1 <7 < m. Baseado nisso, o transporte 6timo do fluxo entre os vértices u; e v; € feito através
das arestas {u;, v; }. Estas arestas sdo escolhidas devido ao custo de transportar uma unidade de
fluxo através delas ser igual a d(i, ) = 0. Podemos interpretar o valor da varidvel Tyipj COMO &
quantidade de fluxo que passa pela aresta {u;, v; }. Assim, devido a probabilidade de associa¢do
dos objetos u e v serem iguais, as varidveis T,;,; que assumem valores diferentes de zero sdo
aquelas em que 7 = j. Como estas varidveis ndo sdo consideradas no somatorio, temos que
> it Z;ﬁzl,j;ﬁi Tuivj = 0.

A segunda possibilidade é de que os objetos u € v possuem probabilidades de associagdo
diferentes, fazendo com que £ > | |x,; — 2,;| > 0. Neste caso, na rede de fluxos H(u,v), 0
transporte do fluxo que € considerado para um vértice u; € apenas aquele que nao é consumido,
ou produzido por v;, ou seja, |T,; — Z,;|. Assim o fluxo total narede H (u, v), que é representado
por Y ", Z;”:l Tyinj, € igual a Y " max{0,z,; — x,;}. Esta somatoria representa o fluxo
enviado do conjunto de vértices u; para o conjunto de vértices v; e que pela restricdo Y ;" | 2y =
1 do programa linear (CKNZ) € igual ao fluxo no sentido contrario. Assim podemos reescrever
esta somatdria como % S |wwi —xyi|, ou seja, ela é igual a contribui¢do da formulagdo (KTR).

g

3.2.2 O caso da métrica linear

Para o problema de classificacdo métrica linear (LML) Chekuri et al. [7] apresentam um algo-
ritmo que, utilizando uma solug¢do fraciondria do programa linear (CKNZ), obtém uma solucdo
com valor esperado igual a solucdo fraciondria do programa linear (CKNZ). No problema de
classificagdo métrica linear temos as mesmas caracteristicas de um problema de classificacdao
métrica, com a diferenca que para cada classe € atribuido um ndmero inteiro positivo nao
repetido e a funcdo de distancia entre as classes é dada pelo médulo da diferenca entre elas;
ie,d:LxL— Nt dyj;=|i—j|

O Algoritmo para o Problema LML

O algoritmo para o problema de classificagdo métrica linear, apresentado na figura 3.15, tem
como ponto de partida a resolucdo do programa linear (CKNZ), em seguida é escolhido um
valor aleatério 6 entre 0 e 1, que é utilizado no arredondamento da solugdo fracionaria do
programa linear (CKNZ).

Para entender melhor o procedimento de arredondamento, veja a figura 3.16. Nesta figura
temos os valores o de um objeto v em relagdo a todas as classes do conjunto L = {1,2,3,4}.
Observe que o objeto u tem maior probabilidade de ser associado a classe 3, devido ao in-
tervalo entre o(u,2) e a(u,3) ser o maior intervalo em [0, 1], e o tamanho deste intervalo é
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ALGORITMO ALG_LML (P, L,d, ¢, w)
onde (P, L,d, ¢,w) é uma instincia para o problema LML.
Seja x uma solug@o para o programa linear (CKNZ)
0 — random|0, 1]
Para todo v € P
Parai =1até m
alu,i) = Y,
Para todou € V
Seja i tal que a(u,i — 1) < 0 < a(u,1i)
fu) i
Devolva f

XA E WD

Figura 3.15: Algoritmo para o arredondamento do resultado do programa linear (CKNZ).

T,3. A garantia de que todos os objetos serdo associados a alguma classe é dada pela restri¢ao

o(u,l)  ouu,2) 0(u,3) o(u,4)

I I I 1

Figura 3.16: Exemplo de valores para a.

O valor esperado da solucdo inteira devolvida pelo algoritmo Alg_LML, para o problema
de classificacdo métrica linear, € igual ao valor da solucdo fracionaria devolvido pelo programa
linear (CKNZ). Para mostrar que isso € verdade temos que analisar a esperanga do custo de
associacdo e separagdo. Para cada objeto u € P definimos uma varidvel aleatéria L(u), onde
L(u) representa a classe a quem o objeto u é associado no algoritmo Alg_LML, e a probabilidade
de L(u) = i é z,;. Isto significa que o custo de associa¢do esperado para um objeto u é
Yo TyiCy; que é exatamente o custo de associagdo no programa linear (CKNZ).

Lema 3.2.2 O valor esperado da distancia entre as classes associadas aos objetos u e v, para
uma aresta {u,v} € F, é

Prova.

Para auxiliar na andlise, definimos as varidveis bindrias 71, ..., Z,,_1 cujos valores sdo
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definidos da seguinte forma:

7 1 se min{L(u), L(v)} <i < max{L(u), L(v)}
1 0 caso contrério.

Em outras palavras Z; é 1 se 7 estiver no intervalo entre L(u) e L(v). Entdo, como d;; = |i — j|,
fica claro que

d(L(u), L)) = 3 Zi.

=1

Conseqiientemente, E[d(L(u), L(v))] = 377" E[Z;]. Afirmamos que

E[Z] = Pr[Z; = 1] = |a(u,i) — a(v,i)]. (3.8)

O lema ¢ facilmente provado usando a igualdade 3.8. Para provar a igualdade 3.8 suponha, sem
perda de generalidade, que a(u, i) > a(v,). Se § < a(v,i) entdo L(u) e L(v) sdo menores ou
iguais a 7. Se 6 > «(u, ) entdo L(u) e L(v) sdo maiores que 7. Em ambos os casos Z; = 0. Se
0 € [a(v,1), a(u,i)] entdo L(u) < ie L(v) > i, 0 que implica que Z; = 1. Assim, Pr[Z; = 1]
é exatamente | (u, 1) — a(v,1)|.
0
De posse da esperanca da distancia entre as classes atribuidas aos extremos de uma aresta
e = {u, v}, podemos estimar qual ¢é a contribui¢do desta aresta para a func@o objetivo. Como
indicado na se¢do 3.2, a contribui¢do da aresta ¢ = {u,v} € E para a fungéo objetivo é igual
ao custo do transporte 6timo do fluxo no grafo completo bipartido H (u, v). Vale lembrar que
o valor da distancia entre as classes associadas aos objetos u, v no programa linear (CKNZ) é

dLP(ua U) = Zi,j dij * Livg -

Lema 3.2.3 A seguinte desigualdade é vdlida para a métrica linear

dpp(u,v) > Z la(u, i) — a(v, )],

Prova.

Analisando a estrutura da rede H (u,v) podemos observar que: Se a producdo de u;, que
¢ igual a x,;, for igual ao consumo de v;, que € igual a x,;, para todo 7, significa que os dois
objetos u e v serdo associados a mesma classe . Devido ao custo de transportar uma unidade
de fluxo de u; para v; ser igual a d;;, quando z,,; € igual a x,,, para todo ¢, o custo de transportar
o fluxo narede H (u, v) é zero, ou seja, o custo de separacdo é zero.

No caso em que a producao x,; € maior que o consumo z,; temos um fluxo excedente em
relacdo a classe ¢, neste caso de x,; — x,;. Este fluxo excedente serd consumido por um outro
nd e para tanto precisa ser “transportado” através da rede H(u,v). Vale lembrar que o custo
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de transportar uma unidade de fluxo de w; para v; € igual a d;;. Se x,, for maior que z;, a
quantidade de fluxo excedente é x,; — x,;. Assim, o fluxo excedente na rede de fluxos H (u, v)
em relagdo a uma classe i € |T,; — Ty

O que é consumido no intervalo {1,2,...,:} é min{«a(u,i),a(v,i)} e por conseqiiéncia
la(u, i) — a(v,i)| é a quantidade de fluxo excedente, que serd enviada para fora deste intervalo,
o que significa que serd cobrada para que esta quantia excedente de fluxo seja transportada.

Aplicando este argumento a todos os valores de 7, obtemos que o custo de transporte 6timo
do fluxo em H (u, v) é precisamente y ;| |a(u, ) — a(v,i)].

a

Assim obtemos que o custo esperado da aresta e = {u,v} € F, apds o arredondamento,
nao é maior que sua contribui¢do para a funcao objetivo do programa linear, ou seja, o gap de
integralidade do programa linear (CKNZ) para o caso da métrica linear é um.

3.2.3 Melhora no fator de aproximacao para o caso de distancias métricas
lineares truncadas (TML)

No capitulo 4 € apresentado uma abordagem para o problema de classificacio métrica desen-
volvida por Gupta e Tardos [11], que utiliza algoritmos de fluxo em redes para obter uma
solucdo para uma instancia do problema de classificacdo métrica truncada. O problema de
classificagdo métrica truncada ¢ uma variacdo do problema de classificacdo métrica onde as
classes sdo definidas como inteiros de 1 até m e a distancia entre duas classes 7 € 7 € dada pela
funcao de distancia d;; = min(|i — j|, M), onde M é o valor méximo da distancia.

Gupta e Tardos, utilizando algoritmos de fluxo em redes, obtiveram um algoritmo polino-
mial que obtém uma solu¢ao de valor no méximo 4 vezes o valor 6timo para o problema TML.
Com o programa linear (CKNZ) Chekuri e al. [7] obtiveram uma (2 + ﬁ)—aproximagéo,
melhorando o resultado prévio de Gupta e Tardos [11].

A métrica truncada do conjunto de classes L pode ser vista como um grafo formado por um
caminho contendo m vértices, que representam as m classes, e para cada par de vértices ¢, 7,
onde d;; > M, € acrescentada uma aresta de tamanho M, assim como ilustrado na figura 3.17.
Podemos considerar este grafo como um caminho com o truncamento em M implicito. Isto
permite utilizar, com modifica¢des apropriadas, a idéia utilizada para o caso das distancias
métricas lineares.

Ao contrério do algoritmo apresentado por Gupta e Tardos [11] para o caso das distancias
métricas truncadas, o algoritmo apresentado por Chekuri et al. [7] utiliza uma solu¢do do pro-
grama linear. O algoritmo Alg_TML_CKNZ, apresentado na figura 3.18, tem como parametros
de entrada o conjunto de objetos P, o conjunto de classes L e um valor M’ que é maior ou igual
a M e é definido na andlise do algoritmo.

O algoritmo Alg TML_CKNZ generaliza o algoritmo de arredondamento para o problema
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S

Figura 3.17: Grafo para a métrica truncada com M = 5.

ALGORITMO Alg TML_CKNZ (P, L,d, c,w, M")
onde (P, L, d, ¢,w) é uma instincia para o problema TML.
Seja x uma solugdo para o programa linear (CKNZ)
Enquanto existir objeto ndo classificado
Escolha aleatoriamente um inteiro ¢ em [—M' + 2, m| com probabilidade uniforme
Seja I, o intervalo [¢, ¢ + M’ — 1]
0 — random|0, 1]
Para todo © € P ndo esta classificado
Para todo ¢ € I,
Se >y tuy <0< DT
fu) —i

RN ER B

[y
o

Devolva f

Figura 3.18: Algoritmo para o caso das distancias truncadas utilizando a formulacdo (CKNZ).

UML e LML de uma forma natural. Uma vez que ¢ € selecionado e o intervalo [, € definido, o
arredondamento € similar ao da métrica linear. A principal diferencga entre o algoritmo Alg_LML
e o algoritmo Alg_TML_CKNZ é que no primeiro um objeto sempre € associado a uma classe
em uma iteragdo. J& no algoritmo Alg_TML_CKNZ um objeto pode ndo ser associado em uma
iteracdo, devido a cada iteracdo considerar apenas parte do conjunto de classes. Se dois objetos
sao classificados em iteragcdes separadas assumimos que a distancia entre estas classes é M.

A melhora no fator de aproximagao € obtida através de uma andlise cuidadosa do algoritmo.
A andlise guia para a escolha de um M’ que resulta na melhor garantia de aproximagao, onde
M > M.

Lema 3.2.4 Em uma iteracdo qualquer, a probabilidade de um objeto u, ndo classificado, ser
associado a classe 1 naquela iteragdo é exatamente

Ty - M'J(m+ M —1).
A probabilidade de u ser associado a alguma classe é M'/(m + M' —1). Assim

Pr[L(u) = i] = xy;.



44 Capitulo 3. Algoritmos Baseados em Programagao Linear

Prova.

Se ¢ € escolhido no primeiro passo de uma iteracdo e se ¢ € [, entdo a probabilidade de
associar o objeto u a classe 7 € exatamente x,; e, se i & I, a probabilidade é zero. O ndimero de
intervalos que contém i é M’, devido ao fato de podermos escolher ¢ para delimitar o intervalo
que contem ¢ de M’ formas diferentes. Assim, a probabilidade do objeto u ser associado a uma
classe 7 em uma iterac@o € a probabilidade de associar o objeto u a classe ¢ vezes a probabilidade
de se escolher a classe 7 que resulta em x; - M'/(m + M' — 1).

a

Segue deste lema que, com alta probabilidade, todos os objetos sdo associados em O (m logn)
iteracdes. O préximo lema delimita o valor esperado da distincia entre L(u) e L(v) em fungio

de M, relembrando que drp = >°._, yep Dicr 2ojer dij * Tuivg-

Lema 3.2.5 A distdncia esperada entre L(u) e L(v) satisfaz a seguinte desigualdade
Eld(L(u), L(v))] < (2 + max{3}, §r})drp(u, v).

O lema 3.2.5 serd provado mais adiante devido a necessidade de outros resultados anteriores.

Teorema 3.2.6 Hd um algoritmo (2-++/2)-aproximado para o problema de classificacdo métrica
quando as distdncias sdo métricas lineares truncadas.

Prova.

Note que o algoritmo e a andlise sdo facilmente generalizados para o caso em que M’ é
um ndmero real. Observando a desigualdade do lema 3.2.5, o valor de M’ que minimiza a
fungdo max 3\%, %’} é V/2M. Assim, pelos lemas 3.2.4 ¢ 3.2.5, se M' = V/2M temos um
algoritmo (2 + v/2)-aproximado para o problema de classificacio métrica quando as distancias
sdo métricas lineares truncadas.

a
Com o objetivo de provar o lema 3.2.5 vamos analisar o efeito do procedimento de arredonda-
mento na distincia esperada entre as classes associadas aos objetos de uma aresta e = {u, v} €
E. Consideraremos uma iteracdo onde u e/ou v serdo associados a uma classe. Podem acontecer
dois casos:

e Somente um dos objetos € associado em uma iteracdo, ou seja, sdo separados, e pagare-
mos a distancia M.

e Os dois objetos sdo associados na mesma iteragdo e pagaremos a distancia entre as classes
que estao no mesmo intervalo.

O interesse principal aqui € na distancia esperada entre as classes associadas a € v em uma
iteracdo. Vamos utilizar o grafo H (u,v), definido no inicio da se¢do 3.2, para nos auxiliar na
prova do lema 3.2.5. Denotaremos as arestas {u;, v;} do grafo H (u,v) por links.
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Dado um intervalo I, = [¢,¢ + M’ — 1], podemos dividir os links interessantes de H em 3
categorias. Consideramos links interessantes aqueles que tém pelo menos um dos extremos no
intervalo I,. As 3 categorias de /inks interessantes estdo ilustradas na figura 3.19 e sdo divididas
da seguinte forma:

e Links de cruzamento a esquerda, que ligam um vértice u;, com ¢ € I, a um vértice v;, tal
que j < ¢ e ¢ é o limite a esquerda do intervalo I, = [¢, ¢ + M’ — 1]. O conjunto de tais
links é denotado por LCRS(I,). Observe que o link de cruzamento a esquerda também
pode ser {u;, v; }, ou seja, o vértice u; € quem esta a esquerda do intervalo /.

e Links internos sdo os links que ligam u; a v;, onde 4, j € I, e formam o conjunto INT(1;).

e Links de cruzamento a direita sdo aqueles que ligam um vértice u;, com 7 € [;, a um
vértice v;, tal que j > ¢ + M’ — 1, onde ¢ + M’ — 1 é o limite a direita do intervalo
Iy = [¢,0 + M' — 1]. Tais links formam o conjunto RCRS(,). Observe que o link de
cruzamento a direita também pode ser {u;, v;}, ou seja, o vértice u; é quem estd a direita
do intervalo I,.

e Denotamos por CRS(1,) a unido de LCRS(1,;) com RCRS(1,).

I,

1 links internos links cruzamento direita

links cruzamento esquerda

Figura 3.19: Links interessantes para o intervalo [,

Usaremos a seguinte notag¢ao no resto da prova.
e ¢ = {u;,v;} é um link (aresta) em H (u,v) que liga os vértices u; e v;.
e d. = d;; é a distancia truncada entre as classes i € j.

e |e| = |i — j| é a distAncia linear entre as classes i e j.
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e 1. representa o valor de x,,;, que € interpretado como a quantidade de fluxo que passa
do vértice u; para o vértice v;.

e Sejae € CRS(Iy) esejai € I, aclasse aqual e estd ligada. Denotamos por e, a quantidade
(¢ + M'"—1—1), que é a distancia de 7 até o limite direito do intervalo /.

o x(u,ly) =5, 1, Zui € 0 fluxo de u associado pelo programa linear (CKNZ) ao intervalo
1.

Lema 3.2.7 A probabilidade de u e v serem separados em uma iteragcdo, ou seja, apenas um
dos objetos u e v € associado a uma classe pertencente ao intervalo 1, dado que ( é escolhido
no primeiro passo da iteragcdo, é no maximo

S

ecCRS(1,)

Prova.

Olhando pela perspectiva de fluxo na rede H (u,v), a quantidade de fluxo que é produzida
no intervalo /, e ndo é consumida pelos vértices internos ao intervalo I, é dada por |x(u, I;) —
x(v, I;)|, que é exatamente a probabilidade de separag¢do dos objetos u e v. Esta quantidade
excedente de fluxo € transportada para fora do intervalo [, através dos links de cruzamento a
esquerda e a direita. Assim

|‘T(ua [Z) _‘T(U>I€)| < Z Le- (39)
ecCRS(1,)

a
Lema 3.2.8 Para dois vértices u e v ndo classificados antes de uma iteracdo, seja py a distdncia

esperada entre as classes associadas a estes objetos, condicionado ao evento que { é escolhido
no primeiro passo da itera¢do e ambos foram associados a classes pertencentes ao intervalo

1,. Entdo:
Z €rTe + Z le|z..

ecCRS(1,) e€INT(Iy)

IN

De

Algumas intui¢des antes da prova. Uma vez que ¢ € escolhido, o arredondamento € exata-
mente 0 mesmo que para o caso de métricas lineares, restrito ao intervalo /,. Vimos no lema
3.2.2 o valor exato do custo esperado para o processo de arredondamento. No entanto ndo temos
um lema equivalente ao lema 3.2.3 que delimita a distancia utilizada pelo programa linear, de-
vido a [, ser apenas um subintervalo do caminho formado pelas classes de 1,...,m, e ter seu
tamanho truncado.
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A principal dificuldade é em relagdo aos links que pertencem ao conjunto CRS(I,). Estes
links sdo “carregados” de um valor e, (diferente de d., que é o valor pago pelo programa li-
near) para que possamos pagar o custo do transporte 6timo do fluxo induzido pelos valores
fracionarios das variaveis x,; € T,;.

Prova.

Fixe ¢ e, sem perda de generalidade, suponha que z(u, I;) > z(v, I;). Com probabilidade
q = x(v, ;) ambos, u e v sdo associados a classes em [,. Analisando a distancia esperada
baseada no evento em que ambas as classes associadas aos objetos u € v pertencem ao intervalo
Iy, uma vez que o intervalo I, é fixado, o arredondamento € muito similar ao caso das métricas
lineares.

Seja

O+

au,1) = Z Ty,
=t

para 0 < i < M’, o fluxo acumulado de u nas primeiras ¢ + 1 classes do intervalo I,. No
caso em que u € v sdo associados a classes no intervalo /, assumimos que a distancia € li-
near e ignoramos o truncamento. Pelo Lema 3.2.3 a distancia esperada entre v e v € igual a

U

Z?fo_l | min{q, a(u, i)} — a(v, )| que limitamos superiormente por Zi]\io Ya(u, i) — (v, i)].
Observe que a contribuigdo de «(u, ) para a distancia, quando a(u, 7) é maior que ¢, é descon-
siderada por ser a quantidade de fluxo que nao é consumida pelos vértices internos ao intervalo
I, narede H(u,v). Baseado nesse limitante podemos substituir p, por Zi]‘i/o_l la(u, 1) —a(v, 7)].

A seguinte desigualdade € vélida

M'—1
Y le(wi)— o) < > ewet+ Y el (3.10)
i=0 ecCRS(1,) ecINT (1))
Para provar que a equagdo (3.10) é verdadeira, consideramos cada link ¢ = (uy,vp) €
CRS(1;)|JINT(I;) e somamos sua contribui¢do para o termo ¢; = |a(u,7) — a(v,i)], com

0 <i< M Sejae={ug v} € INT(). E claro que e contribui exatamente com z, para ¢;
sea<ieb>1oua > ieb <i. Caso contririo sua contribui¢do é 0. Assim, a contribui¢io
total de e para > q; é z.|a — b| = z.|e|.

Para melhor compreender a contribuicdo do link e = {u,, vy} € INT(I;) para ) ¢;, observe
a figura 3.20. A regido sombreada da figura representa o fluxo computado para ¢;. Além
disso, podemos considerar o link e = {u,,v,} como um link de cruzamento da regido ¢;, o
que significa que € uma quantidade de fluxo z. excedente da regido ¢;, € como o custo de se
transportar uma unidade de fluxo pelo link e = {u,, vy} € igual a d(a,v) = |a — b| temos que a
contribuicdo total de e para > q; € z.|la — b| = z.|e] .

Agora, suponha que ¢ = {u,, vy} € LCRS(I;) e, sem perda de generalidade, que a > /¢
eb < (. Ocasoemquea < {eb > (¢éandlogo. O link e contribui com x, para «(u,1),
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C+M —1
|

U; (%)

Figura 3.20: Contribuicdo do link {u,, vy} € INT(I;) para ¢; = |a(u, i) — a(v,1)].

coma — ¢ < i < M, e contribui com 0 para a(v,7), com 0 < i < M’, jd que b estd fora do
intervalo [,. Assim, a contribui¢ao de e para ¢; é z., se a — ¢ < i < M’, e 0 caso contrario. A
contribuicdo total de e para > q; é z.[¢ + M' — 1 — a| = e;x.. Um argumento similar é valido
quando e € RCRS(1y).

C+ M —1
|

(%

Figura 3.21: Contribuicao do link {u,, vy} € CRS(I;) para ¢; = |a(u, i) — a(v, ).

Para melhor compreender a contribui¢io do link e = {u,, vy} € LCRS(I;) para ) g;, ob-
serve a figura 3.21. Nesta figura, at¢é 0 momento em que ¢ = 1, que considera o fluxo até os
vértices u; e v;, a contribui¢do do link {u,,v,} para a quantidade ¢; é nula. O valor z. passard
a contribuir para ¢; no momento em que ¢ = a — ¢, que ¢ o momento que a quantidade z,,,
produzida pelo vértice u,, ¢ computada para a(u, %), e essa contribuicdo é mantida para todos
os valores de ¢ maiores que a — ¢, até o fim do intervalo I,. Como v, 0 outro extremo do link
{uq, vy}, estd fora do intervalo /,, a quantidade x,, ndo influenciard no valor de «(v, i) e por
conseqiiéncia ndo influencia no valor de ¢; fazendo com que a contribui¢@o total de e para > ¢;
éxe|l + M —1—a| = epr.. A mesma argumentacdo é vilida para e € RCRS(I,).

a

Prova do lema 3.2.5
Prova.

Dada uma itera¢do onde u e v sdo dois objetos ndo classificados, denotamos por Pr[u A v]
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a probabilidade de ambos serem associados, Pr[u @ v| a probabilidade de exatamente um ser
associado e Pr[u V v] a probabilidade de pelo menos um ser associado. Vamos definir um limite
superior para E[d(L(u), L(v))] da seguinte forma: Se u e v sdo separados em alguma iteragao
entdo, podemos simplificar o limite superior da distancia por M. Usando esta simplificagao, a
seguinte desigualdade ¢ valida.

Prlu@v] - M + Prlu A v] - E[d(L(u), L(v))|u A v] '

Eld(L(u), L(v)] < Prlu V v]

(3.11)

Definimos um limite superior para os componentes da parte direita da desigualdade como
segue:

e Limitamos inferiormente Pr[u V v] por Pr[u]| que, pelo lema 3.2.4, é igual a M'/(m +
M —1).

e Limitamos superiormente Pr[u @ v] por m >0 2 ecCRS(1,) Te» que € a probabili-
dade de escolher um intervalo I, vezes a probabilidade de separar os objetos u e v que,

pelolema3.2.7,é ), ZEECRS(Q) Te.

e Pela definicdo de py, no lema 3.2.8, temos o seguinte:

Prfu AL (). S0 A ] = ey e
)4

Substituindo estes valores na desigualdade (3.11) e utilizando o lema 3.2.8 para limitar py,
que € o valor esperado da distancia entre as classes associadas a dois objetos u e v, considerando
0 evento em que ambos 0s objetos sdo associados a classes pertencentes a0 mesmo intervalo 7y,
temos

1 1
((m—i—M’—l) 2 ZeeCRS(m xe) M + ((m—i—M’—l) Zé”)

< v
(m+M'-1)
< ﬁ S>> M+ p (3.12)
| ¢ ecCRSwuy) £
< % Z Z xeM—l—Z Z €rTe + Z le|z. (3.13)
| ¢ ecCRS(1)) £ \eeCRS(1)) ecINT(1,)
< %Z Y (Mtedze+ D el (3.14)

¢ ecCRS(1,) ecINT(1,)
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< ﬁer S M)+ Y e (3.15)

e t:ecCRS (1)) t:ecINT(1,)

onde d, = ﬁ(ze:eeCRS(m(M +€0) + D reeINT (1, l€l)- A passagem da equagdo (3.12) para
a equacao (3.13) ocorre devido ao lema 3.2.8. As equacdes (3.14) e (3.15) sdo equivalentes,
dado que na equacdo (3.14) € considerada primeiro a escolha de ¢ e posteriormente computada
a contribui¢cdo dos links para aquele intervalo. J4a na equacdo (3.15) € considerado um link e
computada qual € sua contribui¢ao para todos os intervalos.
a
O lema 3.2.9 mostra que d, ¢ limitado superiormente por (2 + max{2M /M’ M'/M?})d,.
Isto conclui a prova do lema 3.2.5, levando em consideragdo que dyp(u,v) = Y Zed,.

1 2M M’
Lema 32,9 d. = - ( Y MAe)+ > )< (2+max{ﬁ,ﬁ})de.
2:ccCRS (1)) t:ecINT (1))

Prova.

Dado que M’ > M ed., < M < M, d, é avaliado separadamente para trés diferentes tipos
de arestas, |e| > M', |e| < Me M <|e| < M'. Sejae = {u;,v;} um link em H(u,v) e, sem
perda de generalidade, suponha que 2 < 7. O outro caso € similar.

e |e| > M’: Neste caso esté claro que e ndo pode ser uma aresta interna de intervalo, para
qualquer intervalo I, ou seja, a contribui¢iio do link e para d. é dada apenas pelo termo
da somatdria que computa os links de cruzamento. Também d, = M. Assim

Md, = > (M+e) (3.16)
t:ecCRS(1,)
= Yo Mte)+ D> (M+e) (3.17)
Z:eELCRS(Ig) E:eERCRS(Ig)
= Y (M+M+l-1-5)+ > (M+M+0-1-1) (3.18)

Z:eELCRS(Ig) Z:eERCRS(Ig)
J

= Y (M+M+0-1-j)+> (M+M+0-1-1) (3.19)

0>5— M’ 0>i— M/
M’ M’
< DY M+M—0+> (M+M -2 (3.20)
=0 =0

< M'(2M + M")
M' (24 M'/M)d..
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O conjunto CRS(1I;) dos links que cruzam um intervalo I, é a unido de dois conjuntos,
os links LCRS(1;) que cruzam o intervalo I, no lado esquerdo e os links RCRS(I,) que
cruzam o intervalo I, no lado direito, justificando a passagem da equacdo (3.16) para
(3.17). A quantidade e, para uma aresta e = {u;,v,;} com i € I, representa a distancia
do vértice u; interno ao intervalo I, até o extremo direito do intervalo /,, que € igual a
M’ + ¢ — 1 — i e aplicando esse valor na equagdo (3.17) temos a equagio (3.18).

Dado um link e = {u;,v;} de cruzamento a esquerda, tal que : < je |i — j| > M'. As
restri¢des da escolha de ¢ nos somatérios da equacdo (3.18) podem ser substituidas por
j—M <t <jei— M < <i, que sio os valores de ¢ que mantém o link e como
um link de cruzamento a esquerda e a direita, respectivamente, obtendo assim a equagao
(3.19).

Claramente o ndmero de possiveis valores que ¢ pode assumir é M’ em ambos somatorios
e a diferenca ¢ — j, que € a distancia do elemento interno ao intervalo I, ao limite direito
do intervalo [, varia entre 0 e M’, resultando assim na equagao (3.20).

e |e| < M: Neste caso o link e pode tanto ser um /ink interno quanto um /ink de cruzamento

ed, = |e|.
MT =Y Mte)+ Y e

r:ecCRS(1)) t:ecINT(1))

= ) Mte)t+ D>, (MAe)+ D el 321
Z:eELCRS(Ig) E:eERCRS(Ig) t:ecINT(1,)
J j—M’ i

= Y (MAM+0-1—j)+ Y (M+M+0-1-i)+ > e[ (3.22)
o>i >i— M’ >5— M
=il =il M’ —j—i

< Y MM -0+ (M+0+ 3 el (3.23)
=0 =0 =0

= |e|M + |e|]M' — |e\‘2£| + |e|M + |6‘% + (M — |e])|e] (3.24)

= (2M' +2M — le]|)|e|

< (2M' +2M)|e]

= M'(2+2M/M')d,.

Como CRS(I;) = LCRS(1;) U RCRS(I,) temos a equagdo (3.21). Para que o link e =
{u;,v;} seja um link de cruzamento a esquerda, o valor de ¢ tem que ser maior que i e
menor que j. Para e ser um link de cruzamento a direita ¢ tem que ser entre i — M’ e
j — M’ e para e ser um link interno ¢ tem que estar entre j — M’ e i. Utilizando esses
valores para ¢ e substituindo os valores de e;, na equagao (3.21) temos (3.22).
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No primeiro somatério da equagdo (3.22) temos |j — i| possiveis valores para ¢ fazendo
com que os termos do somatério variem de M + M’ — |j —i|, para ¢ = i+ 1,a M +
M’ — 0 — 1, para ¢ = j. No segundo somatério ¢ pode assumir |7 — i| valores diferentes
fazendo com que os termos do somatorio variem de M + 0, para { = ¢ — M’ + 1, a
M +|j —1i|, para ¢ = j — M'. No terceiro somatério temos M’ — |j — i| possiveis valores
para (. Substituindo estes valores na equagdo (3.22) obtemos a equagdo (3.23). Como
|7 — 1| = |e], substituindo e simplificando os somatdrios, temos a equagao (3.24).

e M < |e|] < M': Neste caso o link e pode tanto ser um link interno quanto um /ink de
cruzamento e d, = M.

Md, = > (M4e)+ D> el

t:eccCRS (1)) t:ecINT (1))
= Yo MAe)+ Y. (MAe)+ Y e
t:eeLCRS (1) 2:ecRCRS (1)) t:ecINT (1))
J j—M' i
= Y (M+M+0-1—j)+ Y (M+M'+0-1—i)+ > [e]
>i £>i— M’ 0>5— M/
5l 5=l M —|j—il
< Y M+M =0+ (M+0O+ Y e
/=0 /=0 /=0
= el fel — el - felr + 16l + a7~ eppe
= (2M' +2M — |e]|)le|
< M'(M'+2M) (3.25)
= M'(2+ M'/M)d.. (3.26)

Observe que as igualdades e desigualdades anteriores a desigualdade (3.25) sdo iguais as
desigualdades do caso onde |e| < M. Por conseqiiéncia sdo vdlidas. Limitando |e| por
M’ temos a equacdo (3.25) e como o valor de d. = M temos (3.26).

Assim, de acordo com o tamanho do link, o valor d, pode ser (2+M'/M)d,, se e = {u;, v;}

eli—j| > M, ou(2+2M/M')d,, se e = {u;,v;} e |i — j| < M. Ou seja o valor de d. € no

maximo (2 + max {2 A1), Este valor nos guia para a escolha de M’ = /2, que é o

. . . - /
valor que minimiza a fun¢cdo max { 20 M

M M)

a

3.2.4 O caso de métricas gerais

Com esta nova formulacdo Chekuri et al. [7] conseguiram o mesmo fator de aproximagao
de O(logm) para o caso com métrica geral, apresentado anteriormente por Kleinberg e Tar-
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dos [17], que utiliza da aproximagao do espaco métrico do conjunto de classes L por arvores
métricas r-HST e aplica o programa linear (KTT) sobre esta aproximacao.

A nova formulagdo serve como uma alternativa na obten¢do de uma solugao para o problema
de classificagdo com métricas gerais. Em contraste a abordagem dada por Kleinberg e Tardos,
Chekuri et al. aplicam diretamente o programa linear (CKNZ) sobre uma instancia do problema
de classificacdo métrica.

A soluc¢do devolvida pelo programa linear (CKNZ) € usada para identificar uma aproxima-
cdo métrica HST deterministica do espaco métrico, de forma que o custo da solucao fraciondria
devolvida pelo programa linear (CKNZ) nesta métrica HST seja no méaximo O(logm) vezes o
custo do programa linear no espaco métrico original. Isto pode ser feito utilizando o seguinte
resultado de Charikar et al.[6], acrescido do resultado de Fakcheroenphol et al.[9].

Proposicao 3.2.10 Seja d uma métrica arbitrdria definida sobre m pontos e seja o uma fun¢do
ndo negativa definida sobre todos os pares de pontos. Entdo d pode ser deterministicamente
aproximada por uma drvore métrica HST T’ com fungdo de distancia dr tal que

> ali, j)dr(i, j) < O(logmloglogm) Y (i, j)dy;.

i,7 i,J

Dada uma solucao do programa linear (CKNZ), aplicamos a proposi¢ao 3.2.10 com a fun¢ao

de peso

ali, j) = Z WeLyivg,
e={u,v}eF

para 0 < 4,7 < m. Isto é, a(i,j) é o peso fraciondrio da aresta e = {u, v}, onde f(u) = i
e f(v) = jou f(u) = je f(v) = i. Como a drvore métrica HST resultante, dr, altera
apenas a métrica entre as classes e nao a classificacao fornecida pelo programa linear (CKNZ),
a solucdo fraciondria continua uma solugdo factivel para esta nova métrica e tem um acréscimo
no custo de no maximo O(logm). Assim, se arredondarmos a solucdo fraciondria utilizando a
métrica dr, acrescentaremos um fator constante no custo da solucao e obtém-se um algoritmo
O(log m)-aproximado.

Este arredondamento da solug¢do do programa linear (CKNZ) pode ser feito utilizando o
algoritmo Alg_ML de Kleinberg e Tardos, apresentado na figura 3.8, que apresenta um fator de
aproximagdo de O(1) para o problema de classifica¢do métrica, utilizando uma arvore métrica
HST para aproximar o espago métrico das classes, resultando em um algoritmo O(logm)-
aproximado.



Capitulo 4

Algoritmo que Utiliza Fluxo em Redes

Os algoritmos apresentados no capitulo 3 tem como passo inicial a resolucao de um pro-
grama linear. Neste capitulo apresentaremos uma abordagem desenvolvida por Gupta e Tar-
dos [11], que ndo depende da resolu¢do de nenhum programa linear para a obtencdo de uma
solucdo.

4.1 Fluxo em Redes e os Problemas de Classificacio Métrica

Gupta e Tardos [11] apresentam um algoritmo com fator de aproximag¢do constante para o pro-
blema de classificacdo métrica linear truncada, Truncated Line Metric Labeling Problem (TML).
No problema TML um conjunto de classes L = {1,...,m} é visto como um caminho de
tamanho m onde as classes representam os vértices e as arestas (4,7 + 1) entre as classes tém
tamanho 1. Para cada par de classes {i, j} com |i —j| > M é adicionada uma aresta de tamanho
M, resultando assim na métrica linear truncada. Assim a distancia entre duas classes i e j é
dada pelo menor valor entre a diferenca, em mddulo, entre as classes ou um valor maximo M,
istoé,d: L x L — N*,d(i,j) = min{|i — j|, M}. A métrica truncada pode ser vista como o
grafo da figura 4.1.

Figura 4.1: Grafo G, para a métrica truncada do conjunto de classes L com M = 5.

O algoritmo apresentado por Gupta e Tardos [11] para o problema TML € um algoritmo de

54
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busca local, e tem fator de aproximacdo igual a 4. A idéia principal € que o espaco métrico
truncado pode ser aproximado por uma arvore estrela gerada aleatoriamente, onde as folhas sdo
intervalos de tamanho no médximo M. Veja a figura 4.2.

123... T T+1ooo 7’+M ’L+1 o o o 'L+M m—2 m

Figura 4.2: Arvore de distancias truncadas, onde i = 4.

Os passos utilizados para aproximar o grafo Gy, da métrica truncada (veja a figura 4.1) por
uma arvore aleatéria 7' (veja a figura 4.2), s@o os seguintes:

e Escolha aleatoriamente um valor r € {1,2,..., M}.

e Para cada posi¢io 1 < k < m, tal que k — |+5]M = r, apague cada aresta {i,j} do

grafo G,onde i < ke j > k (veja a figura 4.2). Como resultado desta operagdo temos
um conjunto de intervalos em func¢do da escolha do valor r, que vamos denotar por S,.
Note que apenas o primeiro e o ultimo intervalo podem ter comprimentos menores que
M, onde o primeiro intervalo tem tamanho igual a 7 e o ultimo intervalo tem tamanho

iguala (m —r) — [ | M.

e Crie uma arvore com um nd s como sendo a raiz.

e Para cada intervalo I em S,, conecte o menor vértice do intervalo I ao vértice s através
de uma aresta de comprimento M /2.

Baseado na forma como € construida a drvore 7' que aproxima o espago métrico do conjunto
de classes L temos o seguinte fato.

Fato 4.1.1 Para qualquer par de classes 1,7 € L a probabilidade que i e j pertencam a inter-
valos diferentes é igual a d;j/M.

Como conseqiiéncia deste fato temos o seguinte teorema em relagdo a distancia esperada
entre duas classes na drvore 7.

Teorema 4.1.2 Para qualquer par de classes i, j € L a distdncia dr(i, j), em qualquer drvore
T aleatdria, é no minimo d;; e o valor esperado de dr (i, j) é 3d;;.
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Prova.

Se d;; < M e as classes ¢ e j pertencerem ao mesmo intervalo apds a escolha de 7, entdo a
distancia entre 7 e j € igual a d;;. No entanto, se ¢ e j pertencem a intervalos diferentes, entdo
a distancia entre eles serd dada pelo menor caminho entre eles, que ¢ no minimo M. Assim o
valor de dr(i, j) > d;;, como anunciado.

Assumindo que as classes ¢ e j sdo separadas, o valor esperado de dr (i, j) depende de quem
vai ser a classe que representa o inicio do intervalo que contem j, vamos chamar esta classe
que é a primeira classe que do intervalo que contem j de r2, e vamos chamar de r! a primeira
classe do intervalo que contem a classe 7. Note que temos d;; possiveis valores para r%, que vai
de i + 1 até 7 + d;;, isto pode ser visto melhor na figura 4.3.

7,.2 ,,,.2 7,2
M M M M N
2 2 2 2
M r2 M-1 . r2
(a) (b) (©

Figura 4.3: Possiveis valores de dr(i, j), quando i e j pertencem a intervalos diferentes.

Denotamos por ¢ o evento onde i e j sdo separados. O valor esperado de dr(i, j), con-
siderando que 7 e j pertencem a intervalos diferentes, € baseado na probabilidade da escolha de
r2, que é dado por

Eldr(i,j)le) = — Y 2M — (i = 1)+ (dij — i)

Assim, o valor esperado de dr(i,j), considerando que 7 e j pertencem a intervalos dife-
rentes, ¢ 2M. Como a probabilidade de 7 e j pertencem a intervalos diferentes é %, o valor
esperado de dr (i, j) é dado por
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. dij di;
d2.

IN

3d(i, 7).

0
Veremos que no algoritmo, esta arvore ndo € criada diretamente, e sim uma parti¢ao .S,
aleatoria do espagco métrico do conjunto de classes em intervalos, como descrito anteriormente.

4.1.1 O Algoritmo para o Problema TML

O algoritmo apresentado por Gupta e Tardos, que denotamos por Alg_TML_GT, inicia com
uma classificacdo arbitraria fj, e iterativamente obtém uma nova classificacdo f’ de menor
custo através de movimentos locais. O movimento local aqui citado consiste em encontrar uma
nova classificacao através da interpretacdo de cortes em uma rede de fluxo, que € construida com
base nos custos de associagdo, separacao e as distancias truncadas, que sdo aproximadas através
das arvores de intervalos, citadas anteriormente. Dada uma classificacdo f, vamos denotar por
Q(f) o seu custo de classificacdo e () o custo da classifica¢ao inicial, ou seja, Qg = Q(fo)-

ALGORITMO Alg TML_GT (P, L,¢)

P := conjunto de objetos; L := conjunto de classes.

e := folga de aproximacao.

Seja fy uma classificagao aleatéria

Repita ™M (log Qo + log €7) vezes
Escolha aleatoriamente um valor r entre —M e m.
I —{r+1r+2,...,r+M}n{l,...,m}
Construa a rede de fluxos N; associada ao intervalo [
Execute MinCut(Ny)
Seja f’ a classificac¢@o resultante do corte na rede de fluxos (/Ny)
Se Q(f") < Q(fo) entdo

Jo=7V
10. Devolva fy

R L SR S

Figura 4.4: Algoritmo para o caso das distancias truncadas de Gupta e Tardos.

Na figura 4.4 apresentamos o algoritmo Alg TML_GT para o problema de classificacdo
métrica linear truncada. O algoritmo comeca sua execu¢do com uma classificacdo arbitréria
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fo e a cada iteragdo do algoritmo € escolhido aleatoriamente um intervalo /, criada uma rede
de fluxos N;, que € associada ao intervalo [, e entdo € aplicado o algoritmo do corte minimo.
Baseado nesse corte € escolhida uma nova classificacdo para os objetos.

A probabilidade de se escolher um r que dé origem a uma arvore aleatéria com um conjunto
de intervalos S, € igual a 1/M. Dado um conjunto de intervalos S,, a probabilidade de se
escolher um intervalo I’ em S, é igual a 1/|S,|, que é igual a M /m. Assim a probabilidade de
um intervalo I’ ser escolhido é igual a 1/m. Note que a probabilidade de escolher um intervalo
I, nos passos 3 e 4 do algoritmo Alg_TML_GT, ndo é maior que a probabilidade de escolher um
intervalo I’ através da escolha de uma arvore aleatdria e entéo, escolher o intervalo no conjunto
de intervalos desta drvore.

Antes de fazer a anélise do algoritmo Alg_TML_GT vamos ver como ¢ construida a rede de
fluxos Ny e como € obtida uma nova classificacao através de um corte minimo nesta rede.

A rede de fluxos N; é um grafo orientado e sua construcdo € baseada na relacdo entre os
objetos e nos custos de associac¢do. Para construir a rede de fluxo, sdo consideradas as classes
pertencentes a um intervalo /. Vamos assumir que estas classes sdo {i + 1,7 + 2,...,j}, onde
o ndmero de classes é dado por |i — j|, que € no mdximo M. A seguir descrevemos a forma
como € construida a rede de fluxo N; associada ao intervalo /.

e Acrescente um vértice s como a origem do fluxo e ¢ como o destino do fluxo.
e Para cada objeto u € P adicione |i — j| nés da forma w41, . . ., u;.

e Acrescente arestas direcionadas (uy, uy41) com capacidade igual a ¢y, paratodo i+ 1 <
k < j,onde u;y =t.

e Acrescente arestas direcionadas (uyy1,u,) com capacidade igual a infinito, para todo
1+1< k<.

e Acrescente aresta direcionada (s, u;,1) com capacidade D(u) que é definido como: se
fo(u) € I entdo D(u) = oo, sendo D(u) = c(u, fo(u)), ou seja, a aresta (s, u; 1)
tem capacidade igual a infinito, se a classe a quem o objeto u estd associado, na atual
classificacdo, pertencer ao intervalo I, ou a capacidade da aresta (s, u;,1) serd igual ao
custo da classificagdo atual do objeto u se fo(u) & I.

e Acrescente uma aresta direcionada (u;. 1, s) com capacidade igual a infinito.

A figura 4.5 ilustra uma parte da rede, que se assemelha a uma “corrente”, que € construida
para todos os objetos u € P. Os vértices s e ¢ sdo criados apenas uma vez, ou seja, todas as
“correntes” sdo ligadas a estes dois vértices.

Para ver a razdo dessa construcao, considere qualquer corte minimo s —¢ em N;. A inclusdo
das arestas (ug,1,ug), parai + 1 < k < j e (u;11,$) com pesos igual a infinito, na rede de
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D(u) c(u,i+1) c(u,i+2) c(u, j)
8 /\/\/\ .. /\
o0 Ui+1 00 Ui+2 o0 UWUit+3 Uj o0

Figura 4.5: A “corrente” para o vértice u.

fluxos Ny, faz com que um corte s — ¢, de capacidade minima, inclua apenas uma aresta, que
pode ser a aresta (s, u;;1) ou uma das arestas (uy, ur+1). Se a aresta que pertencer ao corte
minimo s — ¢ for (uy, uyy1), este corte corresponde a associagdo do objeto u com a classe k e
o seu valor é igual a c,. J4 se a aresta (s, u;,1) pertencer ao corte, significa que a classifica¢do
anterior deste objeto serd mantida. Note que o valor do corte minimo s — ¢ na rede de fluxos N;
representa o custo de associagdo.

Para que o custo de separacdo seja acrescentado no valor do corte minimo da rede NV;, sdo
acrescentadas arestas entre as correntes da seguinte forma:

a) Para cada aresta e = {u, v} no grafo original sdo adicionadas arestas orientadas (uy, vy)
e (vg,uy) cada uma com capacidade w,, onde i + 1 < k < j.

b) Se, na classificagdo atual, fo(u) € I e fo(v) € I, para e = {u,v}, entdo é adicionada
uma aresta (u;, 1, v;+1) com capacidade w..

¢) Se, na classificacdo atual, fo(u) € I e fo(v) € I, para e = {u, v}, entdo é adicionada
uma aresta (u; 1, v;,1) com capacidade w.d(fo(u),i + 1).

d) Se, na classificacdo atual, fo(u) € I e fo(v) & I, para e = {u, v}, entdo é adicionado
um novo vértice vy, que é conectado a rede através das arestas (U1, Vuy) € (Vyp, Uit1),
ambas com capacidade w.d(f(u),i+ 1), (Vy, Vis1) € (Vit1, Vuw), ambas com capacidade
wed(f(v),7+ 1) e uma aresta (s, vy, ) com capacidade w.d( fo(u), fo(v)).

A figura 4.6 ilustra a rede de fluxos N; resultante, para o caso onde fo(u) & I e fo(v) & I
Nesta figura as arestas com pesos igual a infinito foram omitidas.

Um corte s —t de capacidade minima efetuado na rede N;, com as novas arestas, representa,
além do custo de associacao, o custo de separacdo. Podemos ter quatro tipos de cortes na rede
de fluxos N; em relagdo a dois objetos u € v. Vamos nos referenciar a estes quatro tipos de
cortes por C', Cs, C3 e Cy, assim como ilustrado na figura 4.7. Seguem as caracteristicas de
cada tipo de corte e os seus significados.

e Corte do tipo C';: como podemos ver na figura 4.7(a), as arestas que fazem parte deste
corte 830 (U, ugr1) € (v, Vg1 1) que significa que os objetos u e v s3o associados 8 mesma
classe k e, por conseqiiéncia, o custo de separacao ¢ igual a zero.
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(v,i41)
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Figura 4.7: Exemplos de cortes na rede ;.
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e Corte do tipo Cy: neste caso, as arestas que fazem parte do corte s30 (uy, Ux11), (Vn, Vpi1)
e (v, u), para k < [ < h, conforme mostra a figura 4.7(b). Como visto anteriormente,
as arestas (uy, ury1) € (vp, vp11) representam a classificagdo com f'(u) = ke f'(v) = h
com a contribui¢do para a capacidade do corte de ¢, € ¢,,. J4 as arestas (v, u;), para
k <1 < h, representam o custo de separagao w.d(f'(u), f'(v)) = w.|k — h|.

e Corte do tipo C'5: neste tipo de corte, um dos objetos é associado a uma classe pertencente
ao intervalo / e o outro mantém sua classificacdo anterior. No caso da figura 4.7(c), o
corte (5 indica que o objeto u mantém sua associagdo anterior, onde fo(u) & I, com
o custo D(u), que neste caso é c(u, fo(u)), enquanto que o objeto v é associado a uma
classe no intervalo /. O custo de separac¢do neste caso é w.d(fo(u),7 + 1), dado pela
aresta (Uyy, U;+1), mais we|i + 1 — k|, dado pelas arestas (v, u;), parai + 1 < [ < k,
supondo que a aresta (vy, vg11) pertenga ao corte C'.

e Corte do tipo Cy: como podemos ver na figura 4.7(d), este tipo de corte é composto pelas
arestas (S, u;11), (S, Vuy) € (8, v;41), significando que os objetos u e v mantiveram sua
classificacdo anterior juntamente com seus custos de associacdo e separacdo, que neste
caso é dado por w.d(fo(u), fo(v)), pela aresta (s,vy,), mais c(u, fo(u)) e c(v, fo(v)),
pelas arestas (s, vyy) € (S, Vir1)-

Note que um corte minimo na rede de fluxos /N; corta no maximo uma das arestas entre os
vértices (Vyy, Uit1)s (Vuw, Vit1) € (8, Uy ). Isto ocorre devido a capacidade de (s, vy,,) ser maior
que a soma das capacidades das arestas (U, Ui11) € (Vyp, Viy1), ou seja, wed(fo(u), fo(v)) <
wed(fo(u), 1+ 1) +wed(i+1, fo(v)), o que é verdade devido a funcdo de distdncia no conjunto
de classes ser métrica e respeitar a desigualdade triangular.

Antes de formalizar a relac@o entre cortes da rede N; e a reclassificacdo, devemos considerar
dois casos extremos: (1) quando o intervalo / consiste de todas as classes e (2) quando o
intervalo / tem uma tnica classe, / = {i + 1}. No caso (1) a constru¢do é a mesma que
a apresentada anteriormente e segundo Boykov et al.[4] e Ishikawa e Geiger [13], um corte
minimo na rede de fluxos associada ao intervalo I, que contém todas as classes, equivale a
classificagdo 6tima para a métrica linear em /. No caso (2) a constru¢do da rede continua a
mesma e o corte indicard quais serdo os objetos reclassificados para a classe ¢ + 1.

Baseado na forma como € construida a rede de fluxos N; para um intervalo / podemos
enunciar o seguinte teorema.

Teorema 4.1.3 Os cortes na rede de fluxo Ny sdo um a um correspondentes a uma reclassifi-
cacdo local f.

O teorema 4.1.3 segue diretamente da constru¢cdo da rede de fluxos N; e da interpretacao
das arestas (uy, ug11), pertencentes ao corte minimo, como a associagao do objeto u a classe k.
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Lema 4.1.4 Seja f' a classificacdo resultante de um corte minimo C' na rede de fluxos Nj.
Para qualquer aresta e = {u,v} do grafo original, a distdncia, resultante do corte C, entre as
classes associadas a u e v é no mdximo 2M, ou seja,

d(f'(w), f'(v)) < d((f'(u),i+1) +d(i + 1, f'(v)) < 2M.

Prova.

Narede de fluxos N; a distancia entre duas classes que pertencem ao mesmo intervalo € dada
pelo nimero de arestas (uy, vy) entre elas. Por exemplo, se f'(u) = ke f'(v) =hek,h eI
entdo sua distancia é dada por |k — h| e, devido a forma como a rede é construida, este valor é no
maximo M. Se f'(u) & I e f'(v) € I entdo, d(f'(u), f'(v)) = d((f'(u),i+1)+d(i+1, f'(v)),
onde d((f'(u),i+1) é dada pela aresta (s, u;41) e é limitada por M. A quantidade d(i+1, f'(v))
¢ dada por |i + 1 — f'(v)], que também € limitada por M. Assim a distdncia méaxima entre f'(u)
e f'(v) é2M.

U

Teorema 4.1.5 Seja f' uma classificacdo resultante de um corte minimo C' em Ny. O custo da
classificacdo f' ndo é maior que o custo do corte C.

O teorema 4.1.5 segue diretamente do lema 4.1.4.

A cada iteracdo, a rede de fluxo € reconstruida com base nos custos obtidos na iteracao
anterior e € encontrado um novo corte, que representa uma nova classificacdo. Esta nova clas-
sificacdo serd assumida se seu custo for menor que o custo da classificagdo anterior. A cada
iteracdo € esperada uma diminuicdo do custo. O nimero de vezes em que o lago principal do
algoritmo € executado € obtido analisando a melhora no custo de classificagdo obtida a cada it-
eracdo. Esta melhora implica no fato que quando o algoritmo Alg_TML_GT atingir um minimo
local, o custo esperado da classificagdo é de no méximo 4 vezes o custo 6timo.

Para analisar o fator de aproximagao deste algoritmo, vamos fixar f* como uma classificagao
6tima, e f como a classificacdo atual no algoritmo Alg TML_GT. Para qualquer subconjunto
X C P, seja A*(X) o custo de associagdo 6timo e A(X) o custo de associagdo pago pela classi-
ficacdo atual no algoritmo, pago pelos objetos em X . Para o conjunto de arestas Y C F, S*(Y)
e S(Y) sdo os custos de separacdo 6timo e da classificagdo atual do algoritmo respectivamente.
Claramente o custo da classificagdo 6tima € dado por Q(f*) = A*(P) 4+ S*(F) e o custo da
classificacdo resultante do algoritmo é dado por Q(f) = A(P) + S(E).

Considere o caso em que o algoritmo escolhe o intervalo /. Dada uma classificacdo 6tima
f*, definimos algumas notacdes relacionadas ao intervalo I e a classificacdo f*, que serdo
utilizadas na andlise do algoritmo.

e P, é o conjunto dos objetos que sdo associados as classes pertencentes ao intervalo [
através da fungdo de classificacdo f*, ou seja, P; = {u : f*(u) € I, Yu € P}.
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e F; é o conjunto das arestas e = {u,v} € FE cujos objetos sdo associados a classes
pertencentes ao intervalo [ através da funcdo de classificacdo f*, ou seja, £y = {e =
{u,v}: f*(u) € 1, f*(v) € I, Ve € E}.

e §; é o conjunto das arestas ¢ = {u,v} € F, cuja maior classe associada aos objetos da
aresta e = {u, v}, através da funcio de classificagdo f*, pertence ao intervalo / e a menor
ndo, ou seja §; = {e = {u,v} : max(f*(u), f*(v)) € I, min(f*(u), f*(v)) € I, Ve €

e 0, é o conjunto das arestas e = {u,v} € E, cuja menor classe associada aos objetos da
aresta e = {u, v}, através da func@o de classificagdo f*, pertence ao intervalo / e a maior
ndo, ou seja 07 = {e = {u,v} : min(f*(u), f*(v)) € I, max(f*(u), f*(v)) € I, Ve €

Figura 4.8: Exemplo de uma classificacdo f* relacionada a um conjunto de intervalos 5.

Para melhor entender as defini¢des anteriores, veja a figura 4.8 que representa uma clas-
sificacdo f*. Representamos por linhas pontilhadas a classificacdo f* para os objetos. Como
podemos observar, a unido de todos os conjuntos P, é igual ao conjunto P. As arestas tracejadas
sdo aquelas arestas cujos objetos sdo associados a classes que pertencem ao mesmo intervalo,
ou seja, sdo as arestas F, respectivas a cada intervalo /. As arestas entre os conjuntos F; sdo as
arestas de cruzamento. Note que ao considerarmos o intervalo /5, por exemplo, as arestas que
ligam objetos de Pr, a objetos em Py, sdo as arestas que pertencem ao conjunto d,, € estas mes-
mas arestas fazem parte do conjunto 5}2. Assim fica claro que a unido das arestas dos conjuntos
0; € igual a unido das arestas dos conjuntos 57, ou seja, U res,0; = U Ie&,éj. Esta unido das
arestas de “fronteira” das parti¢des é denotada por d,. Note também que E = §, U (Uses, E7).

Lema 4.1.6 Para uma particdo S, escolhida aleatoriamente, o valor esperado do custo de
separagdo para as arestas de fronteira,
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Prova.

Seja e = {u, v} uma aresta do grafo original, e €. 0 evento em que as classes associadas a u
e v, através da funcdo f*, pertencam a intervalos diferentes em S, ou seja, €. € o0 evento em que
a aresta e pertence a d,. A esperanca de M >° ., o5 we €iguala MY . \cpwePrlee].
A probabilidade de uma aresta e = {u, v} fazer parte de , é exatamente d(f*(u), f*(v))/M.
Assim

EIM > w| =M > wPrl]

e={u,v}E€d, e={u,v}eFE

— MY wd(f (), S )M

e={u,v}el
=Y wd(f W), f()
e={u,v}el

— S*(E).

a

Considere a situacdo em que o algoritmo escolhe um intervalo [ e seja P; o conjunto de

objetos tal que u € P; se f(u) € I. Um movimento local de reclassificacdo possivel é trocar a

classificagdo f(u), para todo u € Py, pela classificacdo 6tima f*, ou seja, f(u) = f*(u), para

todo v € P;. Vamos utilizar este movimento local de reclassificacdo para limitar a melhora
obtida pelo algoritmo a cada iteragdo.

Lema 4.1.7 Para uma classificacdo f e um intervalo I, o movimento local de reclassificagdo,
que corresponde a um corte minimo em Nj, decrementa o custo da solucdo de no minimo

(A(P) + S(Erud; Uop))— (AP + SY(ErUs )+ M Y we+2M > w,

e={u,v}€d, e={u,v}ed;

Prova.

Ap6s o algoritmo ter executado o corte minimo na rede de fluxos /V;, a classificacao corres-
pondente a este corte tem custo no méximo o valor do corte.

Para provar que a melhora ndo € superior a anunciada € preciso mostrar um corte com
capacidade menor que o corte minimo em N;. Para tanto, considere um corte que gere 0 movi-
mento local de reclassificacao para todos os nés em P; da sua classificagc@o atual para a classifi-
cacdo f*. Esse movimento fard com que o valor A(P;), que é o custo de associa¢do dos objetos
em Py, passe a ser A*(Pr) e o valor S(E;), que é o custo de separag@o para as arestas em Fj,
passe a ser S*(Ey). Para aqueles vértices e arestas que ndo tém sua classificagio alterada neste
movimento os custos de classificacdo e separacdo se mantém oS mesmos.
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Considere as arestas em d; Ud; . Estas sdo as arestas que possivelmente terdo a classificago
alterada para exatamente um dos objetos a quem a aresta esta ligada. Para estimar a capacidade
do corte que gerou a nova classificacdo f* para os objetos em Pj, correspondente ao custo de
separa¢do destas arestas, vamos considerar as arestas em J; e §; separadamente.

Usando o lema 4.1.4, o limitante do custo de separacdo para as arestas ¢ = {u,v} € 6] é
de 2Mw.. Agora, considerando uma aresta ¢ = {u,v} € 0;, suponha que v € P;. O limitante
da capacidade das arestas em /N; pertencentes ao corte C' correspondente ao custo de separacio
da aresta e = {u, v}, pelolema4.1.4, é w.[d(f*(u),i+ 1) +d(i+ 1, f(v))]. Note que devido a
aresta e estar em 0, temos que f*(v) < ieassimd(f*(u),i+1) < d(f*(u), f*(v)). Limitando
o outro termo d(i + 1, f(v)) por M obtemos que a capacidade correspondente a separa¢do dos
objetos ligados a aresta e = {u, v} € no maximo w.[d(f*(u), f*(v)) + M]. Assim temos

AP+ S (B + > weld(f*(w), f7(v) + M)+ Y 2Muw,

e={u,v}€d; eeé}"
= AP+ S(EN+ Y wd(fu), )+ D> wM+ > 2Muw,
e={u,v}e€d; e={u,v}eo; eeé}"
= AP+ SUEUG) + MY we+2M ) w,.
e€dy e€df

O

Teorema 4.1.8 Se o algoritmo alcancou uma classificacdo f e esta classificacdo representa
um minimo local, entdo o custo Q(f) é no mdximo 4 vezes o custo étimo Q(f*).

Prova.

O fato do algoritmo ter alcangado uma classificacdo f que ¢ um minimo local implica que a
garantia de melhora do lema 4.1.7 neste momento € ndo positiva para qualquer intervalo /, ou
seja,

A(P) + S(ErU6; USH) S AY(Pr) + SYEr U6 )+ M > we+2M > we.
e={u,v}€d, e={u,v}ed;

Agora, considerando a particdo S, e somando estas desigualdades para cada I € S, temos
do lado esquerdo A(P) + S(E) + S(4,), uma vez que as arestas em J,. ocorrem nas fronteiras

de dois intervalos. Esta quantia é pelo menos Q)( f), o custo da classificacdo f. Somando o lado
direito, temos exatamente A*(P) + S*(E) +3M 3. _, ,1c5, We. Por conseqiiéncia temos

QU < APV +S*(B)+3M 3w,
e={u,v}€0,

para qualquer parti¢do .S,.. Baseado nisso, pode-se obter a esperanca do custo de classificacao.
O lado esquerdo da desigualdade € constante, e pelo lema 4.1.6, o custo esperado do lado direito
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¢ no maximo A*(P) + 4S*(FE). Assim temos Q(f) < A*(P) + 4S*(F) < 4Q(f*) conforme
anunciado.
a

Teorema 4.1.9 Seja )y o custo da classificacdo inicial. Se o laco principal do algoritmo
Alg_TML_GT for repetido O((m/M)(log Qo + log €™)) vezes, entdo o custo esperado da clas-
sificacdo resultante é no mdximo (4 + €)Q(f*).

Prova.

Para estimar o decréscimo esperado do custo de classificagdo em uma iteracao, considere
a seguinte alternativa para selecdo aleatoria de um intervalo. Primeiro, selecione aleatoria-
mente uma parti¢ao S, e em seguida selecione um intervalo I € S,.. Este processo seleciona
cada intervalo, para ser usado pelo algoritmo Alg_TML_GT, com aproximadamente a mesma
probabilidade, a diferenca é que algumas particdes t€m um intervalo a mais que outras, e a
probabilidade de escolher um intervalo nestas particdes ¢ menor.

Considerando uma classificag@o f, uma particdo .S, e a escolha do intervalo /, o lema 4.1.7 é
usando para estimar um limitante da melhoria obtida para o intervalo /. Como na prova anterior,
¢ somada a estimativa de melhora para todos os intervalos da parti¢io S,.

Como hd no méaximo [m/M] + 1 intervalos em S,, o decréscimo esperado no custo da
classifica¢do, quando um intervalo € selecionado aleatoriamente de .S,., € pelo menos

[m/M]+ 1

Mas pelo lema 4.1.6, para uma particdo .S, escolhida aleatoriamente, o valor esperado desse
decréscimo € pelo menos

o (@ - 1Q(r).

assim, em O(m /M) itera¢des é esperada que a diferenga Q( f) — 4Q(f*) decresca por um fator
constante. Isto implica no limite do tempo de execucao anunciado.
d



Capitulo 5

Algoritmo Guloso para o Problema de
Classificacao Métrica Uniforme

Neste capitulo apresentamos um novo algoritmo, que é experimentalmente polinomial, para
o problema de classificagdo métrica uniforme UML. A idéia utilizada na criagcdo deste algoritmo
surgiu do estudo de problemas correlatos, como o problema de localizacdo de recursos e o
problemas da cobertura por conjuntos. Antes de mostrar o novo algoritmo, vamos apresentar
uma prova de um fator de aproximagdo de um algoritmo guloso, para o problema de cobertura
por conjuntos, via uma andlise primal-dual, em seguida mostraremos uma abordagem para o
problema de localizacdo de recursos, que serviu de inspira¢do para o desenvolvimento deste
novo algoritmo. Também, mostraremos uma familia de instancias cujo o fator de aproximagao
¢ Q(logn).

5.1 Uma Analise Primal-Dual para o Problema de Cobertura
por Conjuntos

Nesta se¢do apresentamos uma versao primal-dual para um algoritmo aproximado guloso para
o problema de cobertura por conjuntos, incluindo uma prova de seu fator de aproximacao. Esta
versdo primal-dual difere da maioria dos algoritmos primal-duais por usar uma atribui¢do o, que
pode ser dual invidvel, e no final busca um valor ~, tal que, /7 seja uma solucdo dual vidvel.
Apresentamos, também, nesta se¢cao uma generalizacdo da prova para o algoritmo primal-dual
para o caso em que os custos dos conjuntos sejam aproximados.

Uma instancia para o problema de Cobertura por Conjuntos Minima (MinCC) € composta
de um conjunto Esc = {eq,e,...,e,}, de n objetos, uma cole¢do Sgc = {CY,...,C;}, de
subconjuntos de Egc, € uma fungdo de custo w : Sg¢ — Q7. O objetivo é encontrar uma
colecdo Ssc’ C Ssc, tal que Uciessc'ci = Esc, que minimize ZCZ‘ESSC/ w(C;).

67
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Um algoritmo guloso cldssico para o problema de cobertura por conjuntos é apresentado
por Chvatal [8], e € uma H j-aproximagdo, onde g € o nimero de elementos do maior conjunto
em Ssc e H, € o valor do nimero harmonico de grau g. Neste algoritmo temos um conjunto
U dos elementos “ndo cobertos™, que sdo aqueles que ndo pertencem a qualquer conjunto que
jé esteja na solucdo. Inicialmente o conjunto U contém todos os elementos. A cada iteracdo o
algoritmo escolhe um conjunto C; € Ssc que tenha o menor custo amortizado, que € o custo
w, do conjunto C} dividido pelo nimero de elementos “ndo cobertos”, ou seja, % Uma vez
que um conjunto € escolhido para fazer parte da solug@o, todos os elementos deste conjunto
sdo considerados “cobertos” e entdo removidos do conjunto U. Na figura 5.1 descrevemos este
algoritmo mais formalmente.

ALGORITMO Alg_GCC (Egc, Ssc,w)
onde Fgc € um conjunto de elementos, Sgc € uma familia de
conjuntos e
w € o custo dos conjuntos.
11. Sol —0; U « FEsc.
12. Enquanto U # () faca

13. J' e argming.c;nv20 1o
14. Sol «— Sol U {j'}
15. U«U\Cy

16. Devolva Sol.

Figura 5.1: Algoritmo guloso para o problema de cobertura por conjuntos.

Para mostrar o algoritmo primal-dual para o problema de cobertura por conjuntos, apre-
sentaremos primeiramente uma formulag¢do que usa varidveis bindrias x;, para cada conjunto
C; € Ssc,onde z; = 1, se e somente se, C; € escolhido para entrar na solugdo. A formulagdo
consiste em encontrar x que

min E 'w]'.CEj
J

s.a Z@Zl YV e € Egc,
j:e€Cy

z; €{0,1} vV ojedl,... t},
e o dual da versdo relaxada consiste em encontrar o que

min ZGEESC Qe
5.4 Yoo e <w; Vel ..t}
a. >0 Vec Esc.
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O algoritmo guloso pode ser reescrito como um algoritmo primal-dual com um conjunto
similar de eventos onde os elementos sdao inseridos na solucdo na mesma ordem. Para rees-
crevermos o algoritmo usaremos um conjunto U, que contém os elementos ndo cobertos, ini-
cialmente igual ao conjunto F/gc. A cada iteragc@o, o conjunto U € atualizado removendo-se 0s
elementos “cobertos” na iteracdo. Além do conjunto U, usaremos uma varidvel 7', para expres-
sar a no¢do de tempo associado a cada evento, e usaremos varidveis duais «., associadas a cada
elemento e € Egc. As varidveis o, tém seus valores iniciais iguais a zero e sdo aumentadas
uniformemente a cada itera¢do, juntamente com a varidvel 7'. O algoritmo primal-dual esta
ilustrado na figura 5.2.

ALGORITMO Alg_PDCC Esc,Ssc,w)
onde Esc € um conjunto de elementos, Sgc € uma familia de
conjuntos e

w o custo dos conjuntos.
1. U« Egc; T+—0; a.«0,Ye€c Egc; Sol 0.

2. Enquanto U # () faca

3. Aumente uniformemente o tempo 7' e as varidaveis «, : e € U
até existir um indice j tal que Zeecj AU Qe S€jaigual a wj.

4. Sol — Sol U{j}.

S. U—U\C,;.

6. Devolva Sol.

Figura 5.2: Algoritmo primal-dual para o problema de cobertura por conjuntos.

Lema 5.1.1 A segiiéncia de eventos executada pelo algoritmo guloso Alg_GCC e pelo algo-
ritmo Primal-Dual Alg_PDCC é a mesma.

Prova.

Note que o valor de «, quando Zeecij a, = w; € igual ao custo amortizado do con-
junto C;. Desde que . cres¢a uniformemente, no passo 3 do algoritmo Alg_PDCC, o algoritmo
escolhe o conjunto com menor custo amortizado em cada iteracao.

g

Este lema indica que todas as solugdes obtidas pelo algoritmo guloso podem ser analisadas
através da técnica primal-dual associada ao algoritmo Alg_PDCC.

Lema 5.1.2 Seja C; = {e1, ea,...,ex} e a; a varidvel de tempo associada ao item e;, obtida
no final do algoritmo primal-dual. Se oy < o < ... < ay, entdo em um instante o, para todo
1<I<k Y, o <w.
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Prova.

No momento exatamente anterior ao tempo «y, todas as varidveis «;, [ < i < k tem o0 mesmo
valor, oy, e todas elas sdo associadas a um elemento nao coberto. Suponha que o lema € falso.
Neste caso, Zf:z a; > w; e em um instante imediatamente anterior a oy, o conjunto C; deveria
ter entrado na solugdo e todos os seus elementos deveriam ter o < «, 0 que € uma contradi¢do,
ja que C; tem pelo menos um elemento maior ou igual a a;. Assim, o lema € vélido.

a

a1 Qg (3 (&%) (073

Figura 5.3: Exemplo dos valores de & no momento o;.

O algoritmo primal-dual devolve uma solugdo primal Sol, de custo val(Sol) = > __ o,
que € vidvel e inteira. Note que uma solucdo « pode ser dual invidvel, devido ao passo 3 do
algoritmo Alg_PDCC aumentar apenas as varidveis «, cujo elemento e nao tenha sido coberto
ainda até que ZeeCjﬁU a. = wj, fazendo com que a restri¢do ) _ . ¢; Qe < Wj possa ser violada.
Se existir um valor ~y tal que «/~ é dual vidvel, ou seja, Zeecj a./v < wj, para cada j €
{1,...,t}, entdo, pelo teorema forte da dualidade, val(Sol) < vOPT. A idéia usada para
provar o fator de aproximacéo é encontrar um valor 7 tal que o/~ seja dual vidvel.

Teorema 5.1.3 O algoritmo primal-dual para o problema de cobertura por conjuntos é um
algoritmo H ,-aproximado, onde g é o tamanho do maior conjunto em Ssc e H, é o valor do
niimero harmoénico de grau g.

Prova.
Considere um conjunto arbitrario C' = {ey, ..., ex }, com k elementos e com custo w. Cada
elemento e; € C' possui uma variavel de tempo «; associada, para¢ = 1,..., k. Sem perda de

generalidade , assuma que a; < ... < .
Se ~y é um valor tal que o/~ é dual vidvel entdo

k
E a; /v < w, (5.1
i=1

assim, uma condi¢do necessdria €

(5.2)
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Aplicando o lema 5.1.2 para cada valor de [, temos

=1, ko < w, = a/w < 1/k,
=2, k=1 < w, = wa/w < 1/(k-1),

[ =k, Qg ap/w < 1.

IN
=
4

Somando as desigualdades acima temos

k
D iy Qi

w

< Hy. (5.3)

Conseqiientemente, quando v = H, temos que a/~ € uma solugdo dual vidvel.
0
Uma instancia que mostra que este fator de aproximacao € justo estd ilustrada na figura 5.4.
Nesta instincia temos n elementos Esc = {ey, e, ...,e,}, € n + 1 conjuntos que pertencem
a familia de conjuntos Sgc = {C1, ..., C, 11}, onde a composi¢do dos conjuntos é a seguinte:
Cr=A{e1}, Cy ={es}, ..., C,, ={en} e Coi1 = {e1,e9,...,€,} com os custos %, ﬁ, o
1,1, e 1 + € respectivamente.

[EEMCEREY

1

|H<

[\
3= ‘i‘
(e D

—

Figura 5.4: Instancia justa para o algoritmo Alg_PDCC.

Quando executamos o algoritmo Alg_PDCC sobre esta instancia a solucdo devolvida é com-
posta dos n conjuntos unitdrios. Assim o custo da solug@o devolvida pelo algoritmo é

1 1
4 ——+...+1=H,,
n n—1

enquanto que o custo da cobertura 6tima é 1 + .

Agora, considere uma pequena modificacdo no algoritmo Alg_GCC. No passo 3 do algo-
ritmo guloso, ao invés de escolher o conjunto com menor custo amortizado, passamos a escolher
um conjunto C'; com custo amortizado no maximo f vezes maior que o custo de um conjunto de
menor custo amortizado. Se C;, € um conjunto com o menor custo amortizado entdo a seguinte

desigualdade € valida.
QUj 'w]'*

[&3a C U
Esta modificagdo permite que o custo amortizado do conjunto escolhido seja no maximo f
vezes maior que o menor custo amortizado de um conjunto. Denotamos por A; o algoritmo
primal-dual com esta modificagdo.

U|§f
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Lema 5.1.4 Seja C; = {e1,e9,...,ex} e a; avaridvel de tempo associada ao item e; gerada

pelo algoritmo Aj. Se a; < ay < ... < «y entdo em um instante oy, para todo 1 <1 <k,
k

Yoo < fw;

Prova.

Suponha por contradicio que o lema € falso. Neste caso, existe uma execucdo onde
Zf:z o > fw; e, em um instante 7' < «;, o conjunto C} teria sido escolhido para entrar
na solu¢do impedindo que os valores de «; chegassem ao valor o; ou maior, o que é uma con-
tradi¢do.

a

Teorema 5.1.5 Se g é o tamanho do maior conjunto em Ssc, entdo o algoritmo Ay é um
algoritmo f H,-aproximado.

Prova.
Considere um conjunto arbitrario C' = {ey, ..., e;}, com k elementos e com custo w. Cada
elemento e¢; € C' possui uma variavel de tempo «; associada, parai = 1,..., k. Pela descrigdo

do algoritmo Ay, a soma . a. pode ultrapassar o valor de w por no méximo um fator de f.
Sem perda de generalidade, assuma que a; < ... < .
Se « é um valor tal que o/~ é dual vidvel entdo

k
> ai/y<w, (5.4)
=1

assim, uma condi¢do necessdria é

k
v > 2zt (5.5)
w

Aplicando o lema 5.1.4 para cada valor de [, temos

=1, koy < f-w, = o/w < f-(1/k),
=2, k—1ay < fw, = wa/w < f-(1/(k-1)),
=k, a < frw, = a/w < f-(1)
Somando as desigualdades acima temos
k
2% gy (5.6)
w

Conseqiientemente, quando v = f - H, temos que «/7 € uma solucao dual vidvel. Assim, pelo
teorema forte da dualidade, o algoritmo A € um algoritmo f H  -aproximado.
O
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5.2 O Problema de Localizacao de Recursos

A 1idéia que inspirou um novo algoritmo para o problema de classificacdo métrica uniforme
surgiu ao estudarmos um algoritmo apresentado por Jain et al. [14], para o problema de locali-
zacdo de recursos, que utiliza a idéia de estrelas. Uma estrela é um grafo conexo onde apenas
um vértice, chamado centro da estrela, pode ter grau maior que um e um conjunto de estrelas é
denominado constelagdo. A figura 5.2 ilustra um conjunto de estrelas.

Figura 5.5: Conjunto de estrelas.

Uma estrela, para o problema de localiza¢iao de recursos, € composta por um recurso, que
¢ o no central, e os clientes atendidos por este recurso. J4 uma estrela para o problema de
classificacdo métrica ¢ formada por uma classe, que é o n6 central, e os objetos classificados
como pertencentes a esta classe.

A 1déia de estrelas no problema de localizagdo de recursos surgiu com um algoritmo de Jain
e Vazirani [15], que é baseado na andlise da formulagcdo dual do problema de localiza¢do de
recursos. Uma solug@o para o problema de localizagio de recursos é um par (1, ¢),onde [ C F
¢ o conjunto dos recursos abertos e ¢(j) é uma funcdo que indica o recurso em / que atende o
cliente j.

Jain et al. [14] apresentam uma forma de resolver o problema de localizacdo de recursos
utilizando a idéia de estrelas, semelhante a usada por Jain e Vazirani [15]. O algoritmo € iterativo
e trabalha de forma gulosa, escolhendo sempre a estrela de menor custo amortizado. O custo
amortizado de uma estrela, para o problema de localizacdo de recursos, é dado pela relacdo
entre o custo da estrela e o nimero de clientes atendidos por ela. O custo de uma estrela é
dado por dois fatores: o custo de abrir o recurso e o custo de atender os clientes usando aquele
recurso. Mais formalmente, o custo de uma estrela (i, C"), onde i é o recurso e C’ C C' é um
subconjunto de clientes, é dado pelo valor f; + > jecr Gij- O custo amortizado de uma estrela
(i, C") € arazdo entre o custo da estrela e o tamanho de C’, ou seja, (fi + > ccr i) /|C7).

Na descri¢do do algoritmo de Jain et al. [14], que chamamos por Alg_SFL, denotamos por
U o conjunto dos clientes ndo atendidos por nenhum recurso, por Sppp o conjunto de todas as
estrelas para o conjunto U, por A o conjunto dos recursos abertos e por ¢ a fungido de conexao
de um cliente a um recurso. O algoritmo de Jain et al. [14] € apresentado na figura 5.6.

Se observarmos os passos 4 e 5 do algoritmo Alg_SFL, onde sdo geradas todas as estrelas
para o conjunto U e entre estas estrelas € escolhida uma de menor custo efetivo, podemos
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ALGORITMO Alg_SFL (G)
onde GG é um grafo bipartido (F, C).
A—10
U—C
Enquanto U # ()
Srp <+ {(4,C):C CU, i€ F}
Escolha uma estrela S = (i, C") de menor custo amortizado em Sgp p
Sei¢g A
Pague o custo f;
A—AUf;
fi =0
Para todo j € (' faga
o(j) = i
U« U\
13. Devolva (A, ¢)

N R L S

—
N =2

Figura 5.6: Algoritmo guloso para o problema de localizacio de recursos usando estrelas.

concluir que em principio o algoritmo Alg_SFL possui tempo de execucdo exponencial. Isto
ocorre porque cada cliente pode ou nao estar ligado a um recurso, assim temos que o nimero
de estrelas com pelo menos um cliente é ny * (2" — 1), onde ny € o nimero de recursos e n, ¢
o nimero de clientes.

Observando uma solugdo para uma instancia do problema, temos que apenas as estrelas de
menor custo amortizado sdo utilizadas. Portanto, se for possivel encontrar apenas as estrelas de
menor custo amortizado em tempo polinomial, o algoritmo Alg_SFL serad polinomial. Jain et
al. [14], observaram que apenas os clientes mais proximos sdo atendidos pelo recurso 7, ou seja,
a estrela de menor custo amortizado € formada por aqueles clientes que t€m menor custo de
associacdo. A figura 5.7 mostra um exemplo de estrela formada pelos clientes mais proximos,
0 que resulta no menor custo amortizado.

Figura 5.7: Exemplo de estrela de menor custo amortizado.

Uma forma de encontrar as estrelas de menor custo amortizado, para um recurso ¢ € F', é
ordenar os custos de associacdo c¢;;, para todo j € C. Sem perda de generalidade, considere
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cit < ciog < ... < ¢y, € escolha os k clientes que possuem 0s menores custos ¢;;, tal que
o valor da equagdo (f; + Z;‘le ¢;j)/k seja minimizado. Como a ordenagdo e a escolha dos
k menores elementos pode ser feita em tempo polinomial, a escolha de uma estrela de menor
custo amortizado pode ser feita em tempo polinomial. Conseqiientemente hd uma maneira de
implementar o algoritmo Alg_SFL descrito de forma que este consuma tempo polinomial.

5.3 Um Algoritmo Primal-Dual para o Problema de Classifi-
cacao Métrica Uniforme

O algoritmo que apresentaremos para o problema de classificagdo métrica uniforme, usa uma
idéia similar ao algoritmo apresentado por Jain et al.[14] para o problema de localizacdo de
recursos, apresentado na sec¢io anterior. No problema de classificagdo métrica podemos consi-
derar uma classificacdo f : P — L como um conjunto de estrelas, onde cada estrela é formada
por uma classe, que é n6 central, e os objetos associados a esta classe. Uma estrela S para o
problema de classifica¢do métrica uniforme é uma tupla (/,Us), onde [ € Le Us C P. O
novo algoritmo para o problema de classificacio métrica uniforme seleciona a cada iteracdo
uma estrela de menor custo amortizado, até que todos os objetos tenham sido classificados.
O custo C(S) de uma estrela S = (I, Us), onde [ € L e Us C P, é definido como

C(S) = e(Us) + %w((m,

onde c(Us) = > ,cpy Cu © W(Us) = 3, cusve(p\ug) Wuvs que € 0 custo de associar cada
elemento de Ug a classe [ somado com metade do custo de separar cada objeto de Ug dos
objetos em P \ Us. E considerada apenas a metade do custo de separagdo porque a outra
metade serd considerada quando os objetos em P \ Ug forem associados a alguma estrela.

A figura 5.8 ilustra uma instancia para o problema de classificacio métrica uniforme e a
figura 5.9 ilustra todas as possiveis estrelas e seus custos para esta instancia.

Os principais passos do algoritmo consistem em:

a) Gerar estrelas de menor custo amortizado para todas as classes;

b) Escolher entre todas as estrelas geradas uma estrela de menor custo relativo;

¢) Associar os objetos pertencentes a esta estrela a respectiva classe;

d) Remover os objetos associados na iteracdo do conjunto dos objetos considerados;

e) Repetir os passos acima até que todos os objetos tenham sido classificados.
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O (Classes
® Objetos

Figura 5.8: Uma instancia para o problema UML.

ot o1 o1 lo¥} 0] 0]
U v U Yy v Yy U % U Yy v Yy
w=11,5 w=7 w=12,5 w=3§,5 w=9 w="17,5
i J
u vy u vy
w =11 w =8

Figura 5.9: Todas as estrelas da instancia apresentada na figura 5.8.

A busca por estrelas de menor custo amortizado € resolvida através de um algoritmo para
o problema de cobertura por conjuntos. Para isso € preciso mapear as estrelas, geradas para o
problema de classificacdo métrica uniforme, em uma instancia para o problema de cobertura
por conjuntos.

A transformacao do conjunto de todas as possiveis estrelas S, de uma instancia do problema
de classificagdo métrica uniforme, em uma instincia (Fgc, Ssc, w’) do problema de cobertura
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por conjuntos pode ser feita da seguinte forma:
e O conjunto Fgc, dos elementos a serem cobertos, € igual ao conjunto P de objetos.

e A familia de conjuntos Ssc = {CY, ..., C;} é formada pelas estrelas S, onde S = (I, Us),
paratodol € Le Ug C P.

e O custo w; de cada conjunto C; € Sgc € o custo da estrela S = (I, Ug) que originou o
conjunto C.

A instancia para o problema UML, apresentada na figura 5.8, e as estrelas para esta instancia,
apresentadas na figura 5.9, geram uma instancia para o problema de cobertura por conjuntos,
onde o conjunto de elementos Egc € igual a {u, v, y} e a colecdo de conjuntos Sgc pode ser
vista na figura 5.10.

w =55  w =38 w=65 w=75 w=3 w = 6,5

w=11,5 w' =7 w=12,5 w' =85 W' =

w =11 w' =8

Figura 5.10: Todos os conjuntos gerados pelas estrelas apresentadas na figura 5.9.

Na figura 5.11 é apresentada a descricao do algoritmo guloso para o problema de classi-
ficacdo uniforme, GUL, que usa um algoritmo aproximado para o problema de cobertura por
conjuntos. Assumimos que um dos parametros de entrada do algoritmo GUL € o algoritmo
aproximado para o problema de cobertura por conjuntos que serd utilizado no algoritmo. Na
descri¢do do algoritmo GUL usamos a seguinte notagao:

e SyLp € o conjunto de todas as possiveis estrelas;

U € o conjunto dos objetos nao classificados;

(Esc, Ssc,w') é uma instincia para o problema de cobertura por conjuntos;

e [ é uma colecdo de conjuntos de objetos;

f € uma classificacao.
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ALGORITMO GREEDY UNIFORM LABELING (GUL) (P, L,d, ¢, w, Asc)
onde (P, L,d, ¢, w) é uma instancia para o problema UML e
Agc €é um algoritmo -aproximado para o problema de cobertura
por conjuntos.
1. FEgc «— P.

2. Ssc {US 28 = (Z,US) S SULP}-
3. w’s —Cs+ %w(US), vV S= (l, US) € SuLp-
4, U~ ASC (ESC>SSC>U/)’ seja U= {U51> U52, ceey USt}-
5. U<P
6. Parak «— 1atét faca
7. Seja l € L a classe associada com Usg, ;
8. fi) < ,Vie Us, NU,;
9. U«—U\Us,.
10. devolva f.

Figura 5.11: Novo algoritmo para o problema de classificagdo métrica uniforme.
5.3.1 Analise do Algoritmo
Para analisar o algoritmo usaremos a seguinte notacao:
e valypp(f) é o valor, no problema de classificacdo métrica uniforme, da classifica¢do f;
e valgc(U) é o valor, no problema de cobertura por conjuntos, da colegdo U;
e fopr € uma classificacido 6tima para o problema de classifica¢do métrica uniforme;
e Uppt € uma solucdo 6tima para o problema de cobertura por conjuntos;

e SC(f)éumacolegdo{Ug,,Us,,...,Us, } relacionada com uma classificacdo f = {51, 5o,
..., Sk}, onde S; = (I, Ug,) é uma estrela.

Lema 5.3.1 Se f é uma solucdo devolvida pelo algoritmo GUL e U é a solucdo devolvida pelo
algoritmo Agc para o problema de cobertura por conjuntos (no passo 4) entdo

valyLp(f) < valsc(U).

Prova.
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saluie(f) = 30(8) =3 (eUs) + ult) 57
Sef Sef
< Z (c(Us) +w(Us)) (5-8)
— C(S) + ~w(Us)
2 (e 3u0)
= ) wi = valsc(U)
Usel

A igualdade (5.7) € vdlida, ja que as estrelas em f sdo disjuntas, isto pode ser checado por
contagem. A desigualdade (5.8) é vilida, ja que um custo de associag@o de valypp(f) também

aparece em valgc (U),
S es) < 3 e(Us),
Sef Useld

e o custo de separacdo w,,,, para qualquer u e v, onde f(u) # f(v), que aparece em valyLp(f)
deve aparecer, uma ou duas vezes, em valgc (U),

Y= Y wes< Y w(ls)

Sef u<v:f(u)#f(v) Useld

Lema 5.3.2 ValSC(uOPT) S 2valULP(fOPT)-

Prova.

sale(for) = 2 X €)= ¥ (04 qut) 69

2
SefopT SefopT

. /
= 2.

tESC(fOPT )

> > (5.10)
tEZ/{OPT
= valsc(UopT),

onde a desigualdade (5.9) é vilida, ja que C(S) > %w(U s). A a desigualdade (5.10) é vilida,
jaque SC(fopr) € uma solugdo para o problema cobertura por conjuntos, mas no necessaria-
mente com valor 6timo. O
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Teorema 5.3.3 Se [ é uma instancia para o problema UML, f é a classificacdo gerada pelo
algoritmo GUL e fopr € uma classificacdo otima para I entdo

valyLp(f) < 26 valyLp(fopT);
onde (3 é o fator de aproximagdo do algoritmo Asc dado como pardmetro.

Prova.
Seja U a solugdo devolvida pelo algoritmo Agc (passo 4 do algoritmo GUL) e Uppt uma
solucdo Otima para a instancia do problema de cobertura por conjuntos correspondente. Neste

caso temos
valyLp(f) < valsc(U) (5.11)
< Bvalsc(Uopt) (5.12)
< 2BvalyLp(fopt) (5.13)

onde a desigualdade (5.11) € valida pelo lema 5.3.1, a desigualdade (5.12) € vdlida ja que U é
encontrada por um algoritmo -aproximado e a desigualdade (5.13) € vélida pelo lema 5.3.2.
a
Para obter um algoritmo polinomial que € 8 log n-aproximado para o problema UML pre-
cisamos apresentar um algoritmo Agc que seja 4 log n-aproximado para o problema de cober-
tura por conjuntos e que nao precise de todas as possiveis estrelas. O algoritmo € baseado em
uma aproximacao para o problema Quotient Cut, que € descrito a seguir.

5.3.2 Um Algoritmo Agc polinomial para o problema de cobertura por
conjuntos

O conjunto de todas as possiveis estrelas e, por conseqiiéncia, a colecdo de conjuntos Sgc da
linha 2 do algoritmo possui tamanho exponencial e a geracdo de todos 0s conjuntos tornaria
nosso algoritmo invidvel. Nesta secdo mostraremos como implementar o algoritmo guloso para
o problema de cobertura por conjuntos sem gerar todos os possiveis conjuntos.

Os passos de 1 a 4 do algoritmo GUL, que dizem respeito a transformac¢do de uma instancia
do problema de classificagdo métrica em uma instancia do problema de cobertura por conjuntos,
através da criacdo de todas as estrelas possiveis, devem ser substituidos por um algoritmo que
encontra as estrelas de menor custo amortizado que serdao usadas no problema de cobertura por
conjuntos. Este novo algoritmo basicamente gera um grafo (; para cada possivel classe | € L
e obtém um conjunto Ug de menor custo amortizado referente a classe /.

Em uma dada iterac@o para encontrar o conjunto Us que minimize wg/|Us N U|, onde U é
o conjunto dos objetos nao cobertos, é construido um grafo completo (&; da seguinte forma:
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a) O conjunto dos vértices V(G;) = P U {l}, onde P é o conjunto dos objetos e [ é uma
classe de L;

b) O peso wg, (u, v) das arestas e = {u, v} no grafo Gy, parae = {u,v} € U, é igual a w, e
0 peso wg, (u, [) para as arestas (u, ), onde u € U é igual a c,;.

Em outras palavras, o custo de uma aresta entre uma classe e um objeto € o custo de associa¢do
e o custo de uma aresta entre dois objetos € o custo de separacao.

Lema 534 Se C C Péumcortede Gy, 1 ¢ C, o custodo corte C, c(C) = 3, o0 We, (u,v),
é igual ao custo da estrela S = (1, C') para o problema de cobertura por conjuntos.

Prova.
O lema pode ser provado por contagem. No problema de cobertura por conjuntos, wg €
igual a

Z Cul + Z Wy, onde S = (I,Ug),

ucUg ueUg,weP\Ug

que € igual ao custo do corte C'. Veja a figura 5.12.

Figura 5.12: Exemplo de um corte C' que tem o mesmo custo w para Ug = C.

Vimos que o custo do corte no grafo (G; equivale ao custo da estrela S. Gostarfamos que a
razao entre o custo do corte C' e o niimero de elementos do corte C' fosse minima. Isto pode ser
resolvido pelo problema Quotient Cut [18], definido a seguir.

Defini¢ao 5.3.5 QUOTIENT CUT PROBLEM (QCP): Dado um grafo G com peso w, € R
para cada aresta e € E(G) e peso c(v) € Z*' para cada vértice v € V(G). O objetivo é
encontrar um corte C que minimize w(C)/ min{r(C), 7(C)}, onde w(C) := Y ueCwgc Wuv €

m(C) = Y pec cv).
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Se definirmos uma fung¢@o de peso ¢; para cada vértice de G; como

1 seveV(G)NPNU,
av)=4¢ 0 seveV(G)N(P\U),
n seveV(G)NL,

onde U sio os objetos ndo classificados, entdo um corte C' := min;e, {QC (G, wg,, ¢;) }, de-
volvido por um algoritmo QC' f-aproximado para o problema Quotient Cut, corresponde a um
conjunto S, S = {l} U C que é no mdximo f vezes maior que 0 conjunto com o custo amor-
tizado minimo. Um algoritmo A; pode ser implementado escolhendo este conjunto. Assim, o
seguinte resultado € vdlido pelo teorema 5.1.5.

Teorema 5.3.6 Se existir um algoritmo f-aproximado para o problema Quotient Cut com tempo
de execugdo T (n), entdo existe um algoritmo 2 f H,-aproximado para o problema UML, com
complexidade de tempo igual a O(nm T (n)).

O problema Quotient Cut é NP-dificil e Aumann e Rabani [1] apresentam um algoritmo
polinomial O(logn)-aproximado para o problema. Mais recentemente Freivalds [10] apresen-
tou uma algoritmo com fator de aproximagao 4 para o problema Quotient Cut. Em experimentos
computacionais efetuados por Freivalds [10], seu algoritmo apresentou um consumo de tempo
estimado em O(n'%) quando o grau de cada vértice é uma constante pequena e O(n*) para
grafos densos. Apesar disso, ndo hd uma prova de que sua complexidade de tempo no pior caso
seja polinomial. Utilizando o resultado de Freivalds [10] podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 5.3.7 Hd um algoritmo 8 log n-aproximado para o problema UML com complexidade
3.6,

de tempo estimada em O(mn
Note que se / é uma instincia para o problema UML, seu tamanho, denotado por size(I), é
O(n(n +m)). Assim, a complexidade estimada para nosso algoritmo é O (size(I)*3).
Se utilizarmos o algoritmo O(log n)-aproximado de Aumann e Rabani [1] para o problema
Quotient Cut, podemos substituir o teorema 5.3.8 pelo seguinte teorema.

Teorema 5.3.8 Hd um algoritmo O(log® n)-aproximado para o problema UML com complex-
idade de tempo polinomial.

5.4 O Fator de aproximacao é ()(logn)

Nesta se¢do mostraremos que o fator de aproximagio do algoritmo GUL é )(logn) através da
apresentacdo de uma familia de instancias, onde o fator de aproximacdo é Q(H,,) quando uti-
lizado o algoritmo GUL. Para tanto, assumimos que .Agc é um algoritmo guloso que seleciona
o conjunto de menor custo efetivo em cada iteragdo.
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Dado um inteiro n e valores positivos €; € €3, onde 0 < ¢; < € < 1/ n?, definimos uma
instancia Z,, = (L, P, ¢, w) da seguinte forma:

o L={1,...,n},

e P={1,...,n},

e paracadai € Pel € L, defina ¢;; como segue
er seie{l,...,.n—1}el =1,
e seie{l,...,n—1}el=n,

Cit = )
1 set=nel=n,

oo demais casos,

e paracadai,j € P, defina w;; como segue

! e {1 l}ej
——  se1 ...,n—1}tej=n
wij _ n—i+ 1 ) ) )
0 caso contrario.

A instancia Z,, € apresentada na figura 5.13. No préximo teorema mostraremos que o algoritmo
GUL pode obter uma solugéo para a instancia Z,, com um fator de {2(logn) do 6timo.

1 2 3 4 n—1 n
O O O O o e
€1

Figura 5.13: Uma instancia Z,,.

Teorema 5.4.1 Se o algoritmo GUL usa um algoritmo guloso como subrotina para o problema
GUL(z,)

ot H, com ey, es — 0, onde OPT(Z,) é o valor de

de cobertura por conjuntos, entdo
uma solucdo otima para I,
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Prova. A solugdo 6tima para a instincia Z,, € a estrela (n, P) com custo 1 + e(n — 1).
Agora, vamos provar que a solucio obtida pelo algoritmo GUL pode ser formada pelas estrelas
(1,{1}),(2,{2}),...,(n,{n}) e custar H,, + €;(n — 1).

O teorema pode ser provado por indu¢do no nimero de iteragdes.

Dado uma estrela S = (I,Us), paral € L e Us C P, denotamos por W;(l,Us) o custo
amortizado de S na i-ésima iteracdo, e seu valor é W;(l,Ug) = \U:—EU\’ onde U é o conjunto de
objetos ndo associados até a ¢-ésima iteragao.

Apesar do numero de estrelas ser grande, podemos considerar apenas algumas estrelas,

como € mostrado no préximo fato.
Fato 5.4.2 Todas as estrelas que possuem custo limitado sdo da seguinte forma
o (i,{i})parai=1,... n;

e (n,Us) para qualquer conjunto Us C P,Ug # ().

Considere a primeira iteragdo do algoritmo. Neste caso vamos provar que a estrela de menor
custo efetivo € a estrela (1,{1}). A seguinte desigualdade é imediata:

Wi(1,{1}) < Wi (2,{2}) < ... < Wi(n, {n}). (5.14)

Wi (i, {i}) < Wi(n,{i}), paratodoi € {1,...,n — 1}. (5.15)

Da desigualdade (5.14) e (5.15) podemos concluir que Wy (1, {1}) é menor ou igual ao custo
efetivo de todas as estrelas de tamanho 1.
Como Wy(1,{1}) =1/n+ € e Wi(n, P) = 1/n + e, temos

Wi(1,{1}) < Wi(n, P). (5.16)

Considere as estrelas que possuem o conjunto de objetos ), onde n € () e Q C P. Como
a adi¢do de um objeto i € P\ () em () diminui o custo de separagdo e o aumento no custo de
associa¢do nao € significativo (apenas €5 € acrescentado), temos

Wi(n, P) < Wi(n, Q). (5.17)

Através da desigualdade (5.16) e (5.17) podemos concluir que qualquer estrela que contenha
o0 objeto n tem custo maior que W7 (1, {1}).

Agora, considere uma estrela com o conjunto de objetos @ C P\ {n},Q@ # 0. Um argu-
mento minimal diz que

Wi(n,{i}) < Wi(n,Q), parai = min{Q N U}. (5.18)
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A desigualdade (5.18) € valida devido a

: . 1
Wiln () = min G T e
© 1
Wi(n, Q) > averagei/eQmU{m} + €.

Através das desigualdades anteriores podemos concluir que todas as estrelas tem um custo
efetivo maior que Wy (1, {1}). Assim, a estrela (1, {1}) entra na solugdo obtida pelo algoritmo
GUL na primeira iteracao.

Atualizando U, o conjunto de objetos ndo associados, podemos notar uma propriedade que
¢ invariante. Na segunda iteracdo esta claro que

Wa(2,{2}) < Wa(3.{3}) < ... < Wa(n, {n}) (5.19)
e como W5(2,{2}) =1/(n — 1) + e; e Wa(n, P) = 1/(n — 1) + “=l¢, temos
Wh(2,{2}) < Wa(n, P). (5.20)

De modo similar podemos concluir que todas as estrelas tem um custo efetivo maior que
W5(2,{2}) na segunda iteragdo. Assim, o algoritmo guloso selecionard a estrela (2, {2}) para
entrar na solugao.

O posso da inducao € direto. Por conseqiiéncia, a solu¢do produzida pelo algoritmo GUL
consiste de {p(1) = 1,¢9(2) =2,...,¢(n) = n}. O



Capitulo 6

Resultados

Neste capitulo apresentamos uma comparacdo tedrica entre os algoritmos, analisando a
complexidade computacional dos algoritmos apresentados para o problema de classificacdao
métrica uniforme. Apresentamos, também, os resultados obtidos quando estes algoritmos sao
aplicados em instancias geradas computacionalmente e instancias praticas.

6.1 Experimentos Computacionais

Na literatura encontramos trés principais abordagens para o problema de classificacdo métrica,
que sdo:

e a abordagem apresentada por Kleinberg e Tardos [17] (secdo 3.1 pg.13), denotada por
M. Desta abordagem temos dois algoritmos, um para o problema UML e um para o
problema ML, denotaremos por Ay o algoritmo para o problema UML;

e a abordagem apresentada por Chekuri et al.[7], denotada por Mk . Desta abordagem
temos algoritmos para os problemas ML, UML, LML e TML, denotaremos por Ac o
algoritmo para o problema UML;

e a abordagem de Gupta e Tardos [11], denotada por Mgy, da qual temos um algoritmo
para o problema TML, que denotaremos por Ag7.

As abordagens de My e Mok nz sdo baseadas na resolu¢do de um programa linear. Os
algoritmos Ay, baseados na abordagem M, precisam resolver um programa linear que é
composto de O(n?m) restrigdes com O(n?m) varidveis, correspondendo a uma matriz com
O(n*m?) elementos. J4 os algoritmos baseados na abordagem Mgz, para uma instancia de
m classes e n objetos, resolve um programa linear que possui O(n?*m?) restri¢des e O(n*m?)
varidveis, correspondendo assim a uma matriz com O(n*m*) elementos.

86
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A abordagem M por sua vez nao utiliza programacao linear e € baseada em um algoritmo
de fluxo em redes. O algoritmo Agr executa a cada iteracdo um algoritmo que busca o corte
de menor capacidade em um rede de fluxos, construida sobre o conjunto de objetos e classes,
contendo O(n*m) arestas. O algoritmo do corte minimo € aplicado O((m/M)(log Qo+loge™))
vezes, para conseguir uma aproximacao de (4 + €)Q(f*) vezes o 6timo, onde M é o valor do
truncamento da distancia entre as classes e )y € o custo da classificacdo de partida, geralmente
uma classificacdo aleatéria. Veja o capitulo 4 para maiores informacdes.

Implementamos os algoritmos Ay, Ac e 0 nosso algoritmo, denotado por GUL. A primeira
dificuldade que observamos ao iniciar a fase de testes foi a falta de instincias para testar os
algoritmos implementados. Tentamos entrar em contato com outros pesquisadores na busca de
instancias reais para o problema de classificacdo uniforme, mas nao obtivemos sucesso. Devido
a necessidade de instincias para atestar a corre¢ao dos algoritmos e comparar seus resultados,
construimos instancias computacionalmente. Na subsecdo seguinte apresentamos uma andlise
das instancias utilizadas no processo.

6.1.1 As Instancias

Em nosso algoritmo, a cada iteragcdo, ocorre indiretamente a constru¢cao de uma estrela de menor
custo amortizado aproximada para todas as classes. Para simplificar a andlise das instancias,
vamos considerar a construcao das estrelas de menor custo amortizado 6timas.

Ao construirmos uma estrela de menor custo amortizado para uma classe © com um conjunto
P de n objetos, um subconjunto de objetos P’ C P € escolhido para formar a estrela da classe
i. Os objetos em P’, que formardo a estrela para a classe i, sdo aqueles que fazem com que o
valor da equagdo

D e Cui + Dy poe progp WU V)
[Pl

seja minimizado.

Analisando o nosso algoritmo percebemos que o tempo necessdrio para a obtencdo de uma
solucdo depende do nimero de objetos escolhidos para compor a estrela em cada iteracdo.
Assim, a maior complexidade de tempo para o algoritmo GUL ocorre quando o nimero de
objetos associado a cada iteragdo € pequeno, tendo em vista que a cada constru¢do de uma
estrela de menor custo efetivo é executado o algoritmo para o problema Quotient Cut, que
possui complexidade de tempo igual a O(n*°).

A escolha dos objetos que vao compor a estrela é baseada nos seus custos de associagdo e
separacdo. O nosso objetivo € construir instancias que demandem maior tempo de execugdo,
para que o algoritmo GUL ndo seja favorecido no momento da comparagdo. Para construir tais
instancias temos que escolher quais valores serdo atribuidos as fun¢des do custo de associa¢do
e do custo de separacdo. Para que o nimero de objetos escolhidos a cada iteracdo seja pequeno,
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preferencialmente um, o custo de uma estrela, que contenha apenas um objeto u, tem que ser
menor que o custo amortizado de qualquer outra estrela que contém mais de um objeto.

O primeiro passo para obter uma estrela que seja composta por apenas um objeto u € definir
o custo de separagdo menor que o custo de associagdo. Considerando que o grafo G = (P, E)
¢ completo, ou seja, um objeto relaciona-se com todos os outros, o valor do custo de as-
sociacdo tem que ser proporcional ao nimero de objetos e ao custo de separacdo para que
Cui 2 D ptuwep WU, V).

Com essa configuracao o objeto u € escolhido somente se ¢,; = min,¢p ¢,;. Como todos os
custos de associagdo sdo grandes em relagcdo aos custos de separacao, e o valor de ¢,; € 0 menor
de todos, entdo um novo objeto v serd acrescentado a estrela somente se o custo amortizado
para u e v for menor que o custo da estrela construida somente com o objeto u. Ou seja,

Cyi T+ Z ’UJ(U, U) Cui + Coi + Z 'LU(y7 U) + Z w(yv U)
v#UVEP yeP\{u,v} yeP\{u,v}

1 2

2 * Cuyi + (cvi - Cui) - ’LU(U,U) + 2 Z 'LU(U,y)
yFuyeP

2

(Coi — Cui) — w(u, v)‘

y#uyeP

Para que apenas o objeto u faca parte da estrela da classe 7, ou seja, para que a desigualdade
seja vdlida, o valor de ¢,; — ¢,; tem que ser maior que w(u, v). Baseados nisso, se definirmos o
,C

custo de associagdo ¢,;, paratodou € Pei € L,igual a random(100 - n - ¢), onde n = | P
¢ uma constante e random(t) devolve um valor aleatério entre 0 e ¢, e w(u,v) = random(c),
teremos que o valor esperado de instancias geradas que vao dar origem a estrelas com mais de
um objeto é pequeno. Alguns testes computacionais mostram que este nlimero é em torno de

1%.

6.1.2 Os Testes e Seus Resultados

Implementamos o algoritmo para o problema de classificacdo métrica uniforme de Kleinberg
e Tardos [17], denotado por Ag, o algoritmo apresentado por Chekuri et al. [7], denotado por
Ac, e 0 nosso algoritmo, denotado por GUL. Como visto anteriormente, os algoritmos Ay e
A¢ utilizam programagao linear para obter uma solucio fraciondria para o problema. Nestes
casos utilizamos o pacote de programacao linear Xpress-MP [19]. A implementacdo foi feita
em linguagem C' + +. Todos os testes foram executados em uma Athlon XP com 1,2 Ghz, 700
MB de RAM.
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Executamos cinco baterias de testes. Nas instancias utilizadas na primeira bateria de teste, o
2k | Tk

nimero m de classes € igual a metade do niimero n de objetos, ou seja, (n,m) « (|5
Outra caracteristica destas instancias sdo os custos de associacdo e separa¢do, definidos como

Cui < random(1000),Vu € P,Vi € L e w, = random(10),Ve = {u,v} : u,v € P.
Utilizando o algoritmo Ac a maior instincia que conseguimos resolver tem 46 objetos e
24 classes e foi preciso para isso 4 horas e 38 minutos. Nao foi possivel resolver instancias
maiores que esta, devido ao tamanho muito grande do programa linear gerado. Quando apli-
camos o algoritmo GUL na mesma instancia, obtivemos uma solucdo que é 0,25% pior em
apenas 7 segundos. A maior instancia resolvida pelo algoritmo Ak nesta bateria de testes foi
de 80 objetos e 40 classes com tempo de execucao de aproximadamente 4 horas e 19 minutos.
Quando aplicamos o algoritmo GUL na mesma instancia, obtivemos um resultado 1,01% pior

em 1,21 minutos.

Nesta primeira bateria de testes percebemos que a maior limitacdo para o uso do algoritmo
Ak € o tempo de execucdo, enquanto que para o algoritmo Ac, além da restricio do tempo
de execuc¢ao, hd também limitacdes quanto a quantidade de memoria utilizada. O tempo gasto
pelos algoritmos Ax e Ao foi basicamente para resolver o programa linear correspondente.

Veja a figura 6.1 para comparar o tempo de execu¢do de cada algoritmo.

10000 — T T T T T
: i Gul —+—
: ! Ak —-x-—-
5 : Ac %
8000 ; : i
i X
@ 6000 - g
o : !
o : |
3 .
= 4000 - ; /
; %
2000 | / R
," /x
0 Lotk sl I I I
0 50 100 150 200 250 300 350
(n+m)

Figura 6.1: Compara¢dao do tempo de execucdo dos algoritmos implementados na primeira

bateria de testes.
Podemos observar na figura 6.1 que hd uma reducgdo brusca na funcao de tempo associada ao

algoritmo GUL quando n+m alcanga 291. Como citado na subse¢do 6.1.1, este comportamento
ocorre porque nas instancias de tamanho n +m < 291 o numero de objetos classificados a cada
iteracdo € baixo, devido ao custo de associacao ser, para um objeto ou varios objetos, ser maior

que o custo da separacdo.
Analisando as instancias utilizadas nesta bateria de testes, temos que o valor esperado do
custo de associar um objeto a uma classe € 500. Ja o custo esperado da relagdo entre os objetos
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€ 5. Assim, para uma instancia onde n + m = 291, ou seja, n = 194 e m = 97, o custo
esperado de separar um objeto dos demais € 5 * 193 = 965 que € maior que o custo esperado de
associagdo para esta instancia. Isto implica que o custo de classificacdo € minimizado quando
um grande nimero de objetos sdo associados a mesma classe em uma mesma iteracdo. Nesta
bateria de testes, quando n + m < 291 o nimero médio de objetos associados em cada iteragdao
foi de 1,2, e para instancias maiores, o nimero médio de objetos associados em uma iteragdao
foi 32,3 o que implica na reducio do niimero de iteracdes e na redugdo do tempo de execugao.

Em uma segunda bateria de testes mantivemos a mesma proporc¢ao em relacao ao nimero de
classes com o nimero de objetos e alteramos a relagdo entre o custo de associagdo e separagao,
onde definimos o custo de associagdo ¢,;, paratodo u € P ei € L, igual a random(5-n), onde
n = |P|, e w(u,v) = random(5). Nestas instancias ndo tivemos uma queda brusca no tempo
de execucdo do algoritmo GUL, como ocorreu nas instancias anteriores, devido ao custo de
associacdo se manter proporcional ao niimero de objetos e o custo de separacdo ser constante.

Para essa bateria de testes a maior instancia que conseguimos resolver, utilizando o algo-
ritmo A, possuia 46 objetos e 24 classes, e foram precisos para isso 5 horas e 12 minutos.
Nao foi possivel resolver instancias maiores que esta, devido ao tamanho do programa linear
gerado ultrapassar 1 Gb de memoria. Quando aplicamos o algoritmo GUL na mesma instancia,
obtivemos uma solucdo que € 1,25% pior em apenas 7 segundos. A maior instancia resolvida
pelo algoritmo Ax foi de 120 objetos e 65 classes e o tempo necessdrio para sua resolugdo foi
de 12 horas e 20 minutos. Quando aplicamos o algoritmo GUL na mesma instancia, obtivemos
um resultado 0,48% pior em 1,08 minutos. A maior taxa de erro obtida pelo algoritmo GUL
em relacdo ao Ax nessa bateria de testes foi de 11,53%, e em todas as instincias dessa bateria
de testes, quando aplicado o algoritmo GUL, havia um niimero pequeno de objetos associados
em cada iteracdo. Na média 1,03 objetos associados a cada iteracdo. Veja a figura 6.2 com o
grafico de comparacgdo dos resultados obtidos.

Em uma terceira bateria de testes buscamos variagdes na relacdo entre o nimero de objetos
e o numero de classes, fixando n ou m e variando o outro. Nesta fase dos testes ndo utilizamos
o algoritmo Aq por este possuir alto custo computacional, e as suas solucdes serem iguais as
solugdes apresentadas pelo algoritmo Ag. Os resultados estdo apresentados na tabela 6.1. A
coluna Erro(%) corresponde ao valor de (GUL(/)/Ak(I) — 1) - 100, para cada instancia I.
A maior taxa de erro obtida neste caso é de 1,25% e, como esperado, o ganho de tempo ¢é
considerdvel quando fixamos o nimero de classes € aumentamos o nimero de objetos.

Podemos observar nos resultados da terceira bateria de testes, ilustrados na tabela 6.1, que o
algoritmo Ay teve um acréscimo mais significativo no seu tempo de execugdo quando fixamos
o numero de classes e aumentamos o nimero de objetos. Este comportamento ja era esperado,
tendo em vista que o tempo do algoritmo Ay € baseado na resolucdo de um programa linear
com O(n?m) restrigdes e O(n?m) varidveis. O mesmo ocorre com o algoritmo GUL mas em

3,6)

uma escala menor, pelo fato de que a complexidade do algoritmo GUL é O(m n*°) para grafos
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Figura 6.2: Comparagdo do tempo experimental dos algoritmos implementados.

densos.

Uma outra bateria de testes foi executada sobre instancias com nimero fixo de objetos e de
classes, 40 objetos e 20 classes, e variando a relagdo entre o custo de associagdo e o custo de
separacdo. O custo de associagdo é dado por ¢,; < random(1000), e o custo de separagdo é
dado por w(u, v) < random(10p), onde p é um valor inteiro e varia de 1 até 100. Os resultados
podem ser visto na tabela 6.2.

Visto que o custo de separacdo aumenta quando p aumenta, grandes estrelas se tornam
promissorras para fazer parte da solu¢dao. Quando grandes estrelas entram na solu¢ao, o nimero
de iteragdes decresce. Note que a instdncia mais dificil ocorre na transi¢@o entre grandes estrelas
e pequenas estrelas. Quando o custo de separagdo € grande (p > 80), o problema se torna fécil,
J& que o objetivo se torna conectar todos os objetos em uma classe. Quando p = 80 a instancia
correspondente € “dificil” para o algoritmo GUL, ja que o fator de aproximag¢do aumenta, esta
instancia também é “dificil” para o algoritmo Ay, ja que o tempo de execugdo também aumenta.
Deste experimentos podemos concluir que a razdo entre o custo de associacdo e separagdo é uma
caracteristica importante em instancias dificeis.

Observamos que menos de 1% das instancias utilizadas até o momento da execu¢do desta
bateria de testes tinham gerado solugdes fraciondrias para os programas lineares (KT), de Klein-
berg e Tardos [17], e (CKNZ), de Chekuri ef al. [7]. Nesta tltima bateria de testes surgiram
algumas instancias que geraram solucdes fraciondrias para os programas lineares, € apds ana-
lisarmos estas instancias conseguimos identificar caracteristicas que nos levaram a uma nova
bateria de testes, onde cerca de 10% das instancias geradas resultaram em solugdes fraciondrias
para os programas lineares. Como caracteristicas destas instancias temos que o tamanho do
conjunto de objetos € igual a 40, o nimero de classes € igual a 20, a rela¢do w,, entre 0s ob-
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jetos é igual a random(8) e o custo de associacdo € igual a random(192) ou random(200) ou
random(208).

O maior erro entre o valor devolvido pelo algoritmo Ay e a solu¢do do programa linear
(KT), para as instancias com as caracteristicas apresentadas anteriormente, foi de 24,17% e
foram necessdrios 17 minutos para obter a solu¢do neste caso, enquanto que O erro para o
algoritmo GUL para esta mesma instancia foi de 7,15% usando apenas 4 segundos. O erro
médio das instancias cujo valor da solu¢cdo do programa linear € fraciondria € de 7,02% com
um tempo de execuc¢do médio de 16,93 minutos, enquanto que o erro médio para o algoritmo
GUL quando aplicado nas mesmas instancias € de 5,8% com tempo de execu¢cdao médio de 3,02
segundos.

Para todas as instancias utilizadas nos testes anteriores o grafo G = (P, E') é completo, ou
seja, cada objeto se relaciona com todos os outros. Baseados nas caracteristicas das instancias
da dltima bateria de testes, geramos instincias onde o grafo G = (P, E) é um grafo ndo muito
denso, com grau médio dos vértices igual a 2. Mais precisamente, estas novas instancias sao
formadas por 20 objetos e 10 classes, com em média 40 arestas entre os objetos, custo de
associagdo € igual a random(20) e o custo de separacéo é igual a random(8). Cerca de 8% das
instancias com estas caracteristicas geravam resultados fraciondrios para os programas lineares
e 0 maior erro para o algoritmo Ax em relagdo a solucdo fraciondria do programa linear foi de
21,34% com erro médio de 6,47%, enquanto que o maior erro para o algoritmo GUL, quando
comparado com a solu¢do fraciondria do programa linear, é de 50,89% e com erro médio de
13,46%.

Os resultados computacionais que obtivemos com estas instancias nos forneceu maior co-
nhecimento para gerar instancias dificeis. Isto nos conduziu as instancias Z,, que provam que o
algoritmo GUL possui um fator de aproximacao de Q2(logn) (veja a secéo 5.4).

Para ilustrar a aplicabilidade do algoritmo primal-dual em instancias préaticas, aplicamos o
algoritmo ao problema de recuperacdo de imagens, com uma imagem degenerada por ruidos.
A imagem possui uma malha de pontos em tons de cinza e dimensdes 60x60, com um total de
3600 pontos (objetos) para serem classificados nas cores branco ou preto. Para definir o custo
de associacdo e separacdo consideramos que cada cor € um inteiro entre 0 e 255. O custo de

associa¢do de um objeto u a uma classe ¢ é dado por ¢,; = |clr(u) — clr(i)|, onde clr(u) é a cor
atual do ponto u e clr(i) é a cor associada a classe i. O custo de separa¢do de um objeto u e
um objeto v é dado por w,,, = 255 — |clr(u) — clr(v)|. Nestas imagens consideramos apenas 0s
oito vizinhos mais proximos de cada ponto.

As seguintes imagens, apresentadas nas figuras 6.3—6.6, apresentam o resultado obtido apli-
cando o algoritmo primal-dual. Em cada figura, a imagem da esquerda foi obtida inserindo
alguns ruidos e a imagem da direita € a imagem obtida apds a classificagdo dos objetos.

A diferenca de tempo de classificacdo entre as imagens ocorre porque o custo de separacao
nas imagens com menos ruido € maior que em imagens com mais ruido, fazendo com que o
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&
Figura 6.3: Imagem com 25% de ruido. Figura 6.4: Imagem com 50% de ruido.
Tempo necessdrio de 4,8 minutos. Tempo necessdrio de 5,32 minutos.

an i '-'_-'ul"'::" ot - : }.-“"- i

Figura 6.5: Imagem com 75% de ruido. Figura 6.6: Imagem com 100% de ruido.
Tempo necessdrio de 8,51 minutos. Tempo necessdrio de 12,22 minutos.

nimero de objetos classificados a cada iteracdo seja maior.

Apesar destes tempos serem altos para aplicacdes de processamento de imagens, eles servem
para ilustrar a aplicabilidade e a qualidade das solu¢des do nosso algoritmo. Além disso, em
instancias reais, possivelmente grandes, € possivel trabalhar com o sistema de janelas, onde a
imagem € dividida em partes menores e entdo € aplicado o algoritmo de classificacdo, fazendo
com que o tempo de execucdo seja menor. Claramente, o problema de classificacdo métrica
¢ mais geral que o problema de restauracdo de imagens e o algoritmo primal-dual se mostra
apropriado para instancias de tamanho moderado e grande.
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Instancia Tempo (s)

Objetos (n) | Classes (m) | GUL A Erro (%)
40 5 0 1 0.18
40 10 2 3 0.23
40 15 3 6 0.67
40 20 4 9 0.29
40 25 5 12 0.47
40 30 5 23 0.19
40 35 6 30 0.66
40 40 7 36 0.27
40 45 8 49 1.25
40 50 9 56 0.78
40 55 10 75 0.77
40 60 11 94 0.44
40 65 11 68 0.37
5 40 0 1 0

10 40 1 0 0

15 40 0 1 0

20 40 1 2 0.87
25 40 2 3 0.83
30 40 3 7 0.46
35 40 4 17 0.70
45 40 11 77 0.62
50 40 16 131 0.56
55 40 22 400 0.38
60 40 26 912 0.47
65 40 33 2198 | 0.60

Tabela 6.1: Tempos e solugdes para os algoritmos Ax ¢ GUL com variacdes no nimero de

objetos e classes.
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Tempo (s) Numero de
GuL Ag Erro (%) p | iteracdes

3 5 0.34 1 36
4 7 0.39 5 37
4 7 0.57 10 | 38
4 11 0.75 15 |39
4 11 0.43 20 | 38
3 25 0.66 25 | 36
3 21 0.47 30 | 37
4 23 0.51 35 | 38
3 35 0.51 40 | 37
4 41 0.88 45 | 36
4 67 0.68 50 |36
4 114 1.06 55 | 36
4 168 1.75 60 | 36
4 203 1.26 65 | 32
4 439 2.26 70 | 32
4 831 4.32 75 129
4 1182 | 13.33 80 |23
2 790 0 85 |1

0 549 0 90 |1

0 262 0 95 |1

0 114 0 100 | 1

Tabela 6.2: Tempos e solucdes para os algoritmos Ax ¢ GUL com variagdes na relagdo entre o
custo de associacdo e o custo de separagao.



Capitulo 7

Consideracoes Finais

Apo6s estudos que culminaram nesta dissertagdo, verificamos que os problemas de clas-
sificacdo métrica ainda merecem mais aten¢do da comunidade cientifica. Os algoritmos de
aproximagado existentes ainda apresentam complexidade de tempo alta, fazendo com que sua
aplicabilidade seja restrita, como € o caso dos algoritmos que t€m como passo inicial a reso-
lucdo de um programa linear grande. Motivados pelo alto custo computacional dos algoritmos
presentes na literatura e através do estudo de problemas correlatos, como o problema de locali-
zacdo de recursos e o problema de cobertura por conjuntos, desenvolvemos um novo algoritmo
para o problema de classificacdo uniforme.

Ap6s finalizarmos a fase de implementagdo dos algoritmos, comecamos a busca por ins-
tancias reais para o problema, mas ndo obtivemos sucesso. A soluc¢do encontrada foi gerar
instancias computacionalmente e também oriundas do problema de recuperacdo de imagens
degeneradas por ruidos. Utilizando as instancias geradas computacionalmente comparamos
os resultados do nosso algoritmo com os resultados dos algoritmos baseados em programacgao
linear.

Apesar do novo algoritmo poder ser implementado em tempo polinomial com fator de apro-
ximagdo de O(log® n), optamos por implementar uma versio, que d4 um fator de aproximacio
de 8logn, mas ndao possui complexidade de tempo comprovadamente polinomial. Por outro
lado ele se mostrou rdpido e apresentou bons resultados quando comparado com os algoritmos
baseados em programacao linear. A qualidade das solugdes obtidas, apesar da anélise apontar
um algoritmo 8 log n-aproximado, sdo boas, tendo uma taxa de erro média inferior a 14% da
solucdo 6tima e o maior erro encontrado foi de 50.89% em relagcdo ao 6timo fraciondrio do pro-
grama linear. Por ter tempo de execu¢do menor e usar menos memoria, o novo algoritmo obtém
solucdes para instancias de tamanho moderado e grande, enquanto que os algoritmos baseados
em programacao linear resolvem apenas instancias de pequeno porte.

Sabemos que as instancias utilizadas nos testes nao refletem a realidade mas elas serviram
para o nosso proposito de comparar a eficicia do nosso algoritmo em relagdo aos demais.

96



7.1. Trabalhos Futuros 97

7.1 Trabalhos Futuros

Apresentamos a seguir alguns pontos de pesquisas que consideramos promissores:

e Estudar a aplicacdo da técnica de programacgao semidefinida ao problema de classificagdao
métrica.

e Buscar instincias praticas e interessantes para o problema, para que possamos analisar
melhor o funcionamento do algoritmo em instincias reais.

e Continuar na busca por um algoritmo primal-dual para o problema de classificacdo que
apresente um fator de aproximagdo melhor que O(logn).

e Acrescentar um custo de utilizacdo para cada classe, que devera ser pago quando, pelo
menos, um dos objetos for associado aquela classe. Observe que com esta alteracdo
temos um problema muito semelhante ao problema de localizag¢do de recursos, com uma
nova restri¢do que dois clientes fortemente relacionados devem ser atendidos pelo mesmo
recurso.

e Acrescentar a caracteristica de que a relacdo entre os objetos obedeca alguma métrica
mais restrita. Talvez com esta caracteristica o problema de classificacdo métrica possa
ser resolvido mais facilmente através de alguma técnica que leve em consideracdo esta
informacao.
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