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Abstract

In this work, we study some algorithms that give solutions to the three
variations of the problem of approximate string matching: k-differences, k-
mismatches, patterns with don’t care symbols. In this last problem we will not
study a specific algorithm that solves it but we study a generic algorithm that
solves the three problems. Our main objective is to describe and analize clearly
and precisely some algorithms for the three problems.

In Chapter 2 we study the algorithm of Ukkonen that gives a basis for some
algorithms in Chapter 3.

In Chapter 3 we present solutions to the k-differences problem. It will be
presented the algorithm of Ukkonen, the algorithm of Galil and Park and the
algorithm of Tarhio and Ukkonen. The algorithm of Ukkonen is a modification
of the original one presented in Chapter 2, the algorithm of Galil and Park is
an improvement of the algorithm of Ukkonen. The algorithm of Tarhio and
Ukkonen uses the ideas from dynamic programming and preprocessing of the
pattern.

In Chapter 4, we describe three algorithms that solve the k-mismatches
problem: algorithm of Landau and Vishkin, algorithm of Baeza and Gonnet and
the algorithm of Tarhio and Ukkonen. The first uses the ideas similar to the
ideas of the algorithm of Knuth, Morris and Pratt, the last two algorithms use
the pattern shift technique introduced in the algorithm of Boyer and Moore.

Finally, in Chapter 5, we describe the algorithm of Baeza and Gonnet and
the algorithm of Wu and Manber, these algorithms are flexible enough to solve
the three problems of approximate string matching.



Resumo

Neste trabalho estudaremos alguns algoritmos que fornecem solucdes para
trés variacoes do problema de casamento aproximado de padrdes: k diferencas,
k colisdes, e padrées com simbolos neutros. Neste iltimo problema nio estu-
daremos um algoritmo especifico para solucioni-lo, mas um algoritmo genérico
que soluciona os trés problemas citados. Nosso objetivo principal é descrever e
analisar de forma clara e precisa alguns algoritmos para os trés problemas.

No Capitulo 2 estudaremos o algoritmo de Ukkonen que servira de base para
alguns algoritmos do Capitulo 3.

No Capitulo 3 apresentaremos solucdes para o problema das k diferencas.
Ser3o apresentados os algoritmos de Ukkonen, o algoritmo de Galil e Park e o
algoritmo de Tarhio e Ukkonen. O algoritmo de Ukkonen é uma modificacao
do algoritmo original apresentado no Capitulo 2, o algoritmo de Galil e Park é
uma melhoria do algoritmo de Ukkonen. Ja o algoritmo de Tarhio e Ukkonen
utiliza as idéias da programacao dindmica e do pré-processamento do padrao.

No Capitulo 4 descreveremos trés algoritmos que fornecem solucGes para o
problema das k colisGes: algoritmo de Landau e Vishkin, algoritmo de Baeza-
Yates e o algoritmo de Tarhio e Ukkonen. O primeiro utiliza idéias semelhantes
as idéias do algoritmo de Knuth, Morris e Pratt, os dois ultimos algoritmos
usam as idéias de deslocamento do padrdo encontradas no algoritmo de Boyer
e Moore.

Por fim, no Capitulo 5, apresentamos os algoritmos de Baeza-Yates e Gonnet
e o algoritmo de Wu e Manber que apresentam algoritmos flexiveis para resolver
os trés problemas do casamento aproximado de padrdes.
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Capitulo 1

Introducao

Certamente, ha algum tempo o problema de casamento de padrdes, e suas
generalizagGes, vem recebendo uma atengao consideravel por parte dos pes-
quisadores que buscam soluciond-lo de maneira mais eficiente possivel. Em
sua versao basica o problema do casamento exato de padroes é definido da
seguinte forma: sejam dadas duas seqiiéncias de simbolos A de tamanho m
e B de tamanho n, m < n, deseja-se encontrar todas as posigoes z em B
onde A ocorre, ou seja, B(i+1...i+m) = A(1...m)onde B(i+1...1+m)
representa os caracteres de B que estdo nas posi¢oes que vao de i+1 a i+ m.

Por exemplo, a solugao para A=abc e B=dcfgabcedafbabc sio as
posicoes 5 e 13 de B, veja:

dcfgabcedagbabc

abc abc

A solucao do problema é aplicavel em varios cenarios. Uma das formas
mais comuns € saber se um dado padrio ocorre em um texto. Nesta mesma
linha, sistemas que implementam diciondrios valem-se da busca de termos
fornecidos pelo usuirio para apresentar o significado dos mesmos.

O reconhecimento de padrdes em sequéncias de caracteres esta relacio-
nado com um problema correspondente em tratamento de imagens. De fato,
alguns algoritmos de casamento de padroes podem ser generalizados para
a forma bidimensional [KS87], pois, a extracido do contorno de um objeto
bidimensional leva a uma forma unidimensional que, para efeito de solugao,
é considerada uma sequéncia de simbolos, logo, neste caso, a aplicabilidade
do problema é imediata.
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Na década de 70 varios algoritmos bastante eficientes para casamento
exato de padrdes foram propostos, dentre os quais destacamos trés algorit-
mos classicos: o algoritmo de Knuth, Morris e Pratt [KMP77], o algoritmo
de Boyer e Moore [BM77], o algoritmo de Aho e Corasick [AC75]. Estes
algoritmos, além de sua simplicidade, apresentam comportamento linear em
relagao ao tamanho do texto, em particular [BM77] apresenta um compor-
tamento sublinear na maioria dos casos. Um estudo detalhado do problema
de casamento exato de padrdes pode ser encontrado em [AL93].

Uma série de novas aplicagdes surgiram para o problema de casamento
de padroes. Por exemplo, em caso de entrada de dados duvidosos, causada
por erro de digitagdo, a busca por seqiéncias parecidas ajuda na critica
de dados. Neste mesmo tipo de aplicacao, sistemas que implementam di-
cionarios necessitam realizar buscas de palavras que possuam certo grau
de semelhanga para apresentar um conjunto de sugestdes ao usuario. Um
exemplo para este tipo de aplicagio é dada em [LK93]. Um estudo so-
bre o problema de casamento exato e aproximado pode ser encontrado em
[Gra92].

Note que agora temos uma variacdo do problema do casamento de
padroes, estamos preocupados em fazer um reconhecimento aproximado
do padrio. Uma das 4reas em que a solugdo para o problema do casa-
mento aproximado de padrées é muito utilizado é a biologia computacional,
que estuda o DNA para reconhecer as subseqiéncias de nucleotideos que o
compoem.

Diante das inovagoes das necessidades pelas variagdes do problema de ca-
samento aproximado de padrdes surgiram novas classes do problema, dentre
as quais podemos citar:

e casamento aproximado com um nimero maximo de diferencas;
e casamento aproximado com um ndmero maximo de colisdes;
e casamento aproximado com o padrdo contendo simbolos neutros.

O problema de casamento de padrdes conta ainda com outras variagoes,
tais como: reconhecimento em duas ou trés dimensoes, reconhecimento da
maior subseqiiéncia comum, etc. Para cada uma dessas modalidades do
problema de casamento de padrdes, existem inimeras solugées que visam
explorar diferentes caracteristicas de cada situagao. Desta forma, podemos
notar que uma discussio detalhada das diversas solugées para o problema
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de casamento de padrdes é um assunto bastante longo. Assim, nesta dis-

sertagao vamos nos restringir ao problema do casamento aproximado de
padroes.

1.1 Casamento Aproximado de Padroes

Conforme relatamos acima, um estudo detalhado dos diversos problemas do
casamento de padroes tornaria esta dissertagio bastante longa. Assim, con-
centraremos no problema do casamento aproximado de padrdes. Para este
problema, temos varias classes dentre as quais podemos citar: casamento
aproximado com no maximo k diferengas, casamento aproximado com no
maximo k colisGes e casamento aproximado com o padrido contendo simbolos
neutros.

O problema do casamento aproximado de padrées com no méximo k
diferencas surge quando desejamos reconhecer um padrao em um texto onde
se permite um determinado mimero de diferengas entre uma subsequéncia
do texto e uma subseqiiéncia do padrio. Basicamente existem trés tipos de
diferengas:

1. Um simbolo do padrao corresponde a um simbolo diferente do texto.
Neste caso seria necessiria uma substitui¢ao de um simbolo. Esta
diferenca é chamada de colisdo;

2. Um simbolo do padrio nio tem um correspondente no texto. Neste
caso seria necessaria uma insercao,

3. Um simbolo do texto ndo tem um correspondente no padrao. Neste
caso seria necessaria uma remocao de um simbolo do texto.

Entao o problema do casamento aproximado de padroes com no maximo
k simbolos diferentes (daqui por diante, o problema das k diferengas) con-
siste em encontrar as posigoes em que um padrio A ocorre como sub-
sequéncia de um texto B com no maximo k diferengas, onde consideraremos
que uma subseqtiéncia de B sao caracteres que ocupam posigoes consecuti-
vas de B.

Por exemplo, considere o texto B=abcdefghi e o padrao A=bxdyegh e
k = 3. Existe uma ocorréncia de A em B, a partir do segundo simbolo, com
3 diferencas. A correspondéncia obtida é: b (do texto) corresponde a b(do
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padrao), c corresponde a x (uma substituigao), d com d, nada com y (uma

inser¢do), e com e, f com nada (uma remogao), g com g, h com h. Veja a
ilustragiao abaixo:

|[bxdye gh|
albcd efghli

Note que este problema é uma generalizagao do problema classico de
casamento exato de padrbes. Basta fazer k = 0 e teremos que buscar
as ocorréncias exatas de B em A. Por outro lado, se desejarmos saber o
nimero de diferencas para transformar A em B ou vice-versa entio temos
o problema da distincia de edigdo entre duas seqiiéncias de caracteres.

A aplicagao deste problema é bastante freqiiente em biologia computa-
cional. Seu objetivo é estudar as seqiiéncias de nucleotideos que compéem
o DNA. Uma cadeia de DNA pode ser considerada como uma seqaéncia
de simbolos formada sobre o alfabeto £={C,G,T,A}, onde cada simbolo
representa uma das quatro bases nitrogenadas (citosina, guanina, timina,
adenina).

Tem sido de grande importancia para esta area descobrir seqiiéncias
homoélogas entre DNA. Isto se deve ao interesse em descobrir como as
seqiiéncias de DNA estao relacionadas e também para obtencao de linhagens
melhoradas geneticamente.

Mesmo o problema clissico (reconhecimento exato) é utilizado na bi-
ologia: certas doengas (como por exemplo a distrofia muscular) somente
se manifestam a partir de uma certa idade, mas é possivel o diagnéstico
precoce através da busca de certos padrbes genéticos. Alguns autores
[Miu80, Fra91, Lan91] descrevem de maneira mais técnica as razoes do uso
de casamento de padrdes em biologia.

Devido a mais esta importancia varias propostas foram feitas para o
problema das k diferencas, dentre estas destacamos os algoritmos de Ukko-
nen [Ukk85], Galil e Park [GP90], Tarhio e Ukkonen [TU91]. O algoritmo
de Ukkonen [Ukk85] é uma melhoria da solugao trivial dada pelas técnicas
de programagao dindmica, j& a proposta de Galil e Park [GP90] melhora
a solucao de Ukkonen com o pré-processamento do padrao (idéia ja usada
em [KMPT77]), Tarhio e Ukkonen [TU91] generalizaram a idéia de Boyer e
Moore [BM77] para o problema das k diferengas.

Uma outra variacao do problema do casamento de padrées é conhecido
como casamento aproximado de padrdes com no méximo k colisdes (daqui
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para frente, o problema das k colisdes). Nesta modalidade, a solugio con-
siste em buscar ocorréncias do padrio no texto que possuam no méiximo
k diferencas do tipo 1, ou seja, permitem-se apenas diferencas ocasionadas
por substituicdo de simbolos.

Por exemplo, considere o texto B=bbababacaachb e o padrio
A=aaaaabaaab e k = 4. Neste caso temos uma ocorréncia na posicao 3
de B com 4 colisoes. Veja:

bbababacaacbb

aaaaabaaab

[

Para esta classe do problema podemos citar as seguintes propostas: Lan-
dau e Vishkin [LV86] que realizam um pré-processamento do padrao e utili-
zam uma idéia semelhante ao algoritmo de Knuth, Morris e Pratt [KMP77],
Baeza-Yates [BY89] e Tarhio e Ukkonen [TU91] que generalizam a idéia do
algoritmo Boyer e Moore [BM77].

A dltima variagdo do problema (padrdes com simbolos neutros) possui
importantes aplicagdes. Uma delas é quando se deseja encontrar uma re-
senha em um texto que possua a ocorréncia de duas palavras separadas
por um determinado nimero de caracteres. Por exemplo, podemos querer
saber se existe alguma palavra que identifique algum tipo de relacao entre
um sapo e um rato, para isto basta procurar a ocorréncia de sapo seguida
de rato com um nimero k de simbolos neutros entre sapo e rato. Este pro-
blema serd tratado aqui como o problema do casamento aprorimado com
simbolos neutros, onde os simbolos neutros, denotados por ¢, sao aqueles
que ndo acarretam nenhum tipo de colisao.

Este tipo de busca também é comum em biologia computacional.
Por exemplo, o padrio de DNA TATA (timina, adenina, timina, ade-
nina - conhecida como caixa de Hogness [MBY91]) sempre aparece an-
tes da seqliéncia CAATCT (conhecida como caixa CAAT). Procuremos na
sequéncia

B=AAGCTACTGCCCTATAGCGCCAGGGATTCAATCTGGCCAAA

a ocorréncia de TATA e CAATCT com 12 simbolos neutros entre os mesmos,
ou seja, k = 12. A solugdo indica uma ocorréncia no décimo quarto simbolo

de B. Veja:
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AAGCTACTGCCCTATAGCGCCAGGGATTCAATCTGGCCAAA
TATA¢ 466646 6¢¢6¢$$CAATCT

Temos duas variantes deste problema: numa, como no exemplo acima,
exigem-se exatamente k simbolos ignorados no texto; na outra variante,
aceitam-se até k simbolos ignorados.

De outra forma, o problema de casamento aproximado de padroes com
simbolos neutros pode ser definido da seguinte forma: seja ¢ um simbolo
neutro, um texto B(l...n) € X* e um padrio A(1...m) € (Et¢*)*EL+,
devemos, entdo, encontrar os indices 7 tais que 1 < i < n-m+1e
ti...titm—1 = P1...Pm, onde dois simbolos sdo iguais se eles denotam os
mesmos elementos de ¥ ou se um deles é o simbolo neutro ¢.

Varias propostas surgiram para este problema, dentre estas podemos
citar as solugGes de Pinter [Pin85], Baeza-Yates e Gonnet [BYG89], Manber
e Baeza-Yates [MBY91] e Wu e Manber [WM91].

Pinter em sua solugdo realiza uma adaptagio do algoritmo de Aho e
Corasick [ACT75]. Nesta proposta, Pinter considera as subseqiiéncias entre
os simbolos neutros como novos padrdes e, entdo, reduz o problema a uma
busca multipla de varios padroes.

Baeza-Yates e Gonnet transformam o padrio e o texto em valores
numéricos que sio armazenados em um vetor. Através de operagoes de
deslocamento e operagbes and sobre o vetor numérico, Baeza-Yates e Gon-
net resolvem o problema de casamento exato de padroes de maneira simples
e eficiente.

Manber e Baeza-Yates apresentam uma solugdo para casamento de
padrdes com apenas uma tnica seqiiéncia de simbolos neutros. Esta solucao
foi obtida através da redugao do problema de padrdes com simbolos neutros
para um problema em geometria computacional.

1.2 Objetivos e Organizagao da Dissertagao

Estabeleceremos agora o objetivo e organizagido deste trabalbo. O objetivo
desta dissertacdo é apresentar (descrever e analisar) alguns algoritmos das
trés classes do problema do casamento aproximado de padroes.

Agora, vamos estabelecer os objetivos da descrigdo e da analise de cada
algoritmo. O objetivo inicial da descri¢io dos algoritmos é descreveé-los
de maneira clara e simples, nesta descrigao pretendemos eliminar a falta
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de clareza existente na grande maioria dos artigos da area, além disso,
procuraremos descrever os algoritmos de maneira mais didatica o possivel.

Nesta dissertagdo os algoritmos serdo descritos em pseudo-cddigo. Algu-
mas vezes, o simbolo < n >, onde n é um valor numérico, sera utilizado nos
algoritmos. Estes simbolos nio tém qualquer efeito no algoritmo e servirao
apenas para referenciar o comando na linha do algoritmo em que o simbolo
¢é encontrado. Qutras vezes, alguns comandos dos algoritmos serao marca-
dos com um contorno ( Estas marcas indicam que o comando
nao tem influéncia no algoritmo, tais comandos contornados sdo utilizados
para auxiliar as demonstragoes e explicagoes relacionadas ao algoritmo.

Por fim, o objetivo da anélise dos algoritmos é avaliar o comportamento
dos algoritmos na situacao de pior caso (complexidade de tempo). Consi-
deraremos também em nossas analises questdes de complexidade de espago.

Como de praxe, nas analises dos algoritmo utilizaremos a notagio O
(“O grande”) cujas descrigdo pode ser encontrada em vérias publicacdes
tais como [AHUT74], [Ziv93).

Como restringiremos nossos estudos a algoritmos que realizario buscas
de um padrao em um texto, entao consideraremos que o comportamento dos
algoritmos serd determinado pelo mimero de comparagGes entre caracteres
do texto e do padrao. Nao consideraremos outros tipos de comparagées,
como por exemplo, entre variaveis de controle.

Finalmente, vejamos como esta dissertagdo foi organizada. Inicialmente,
gostariamos de ressaltar que devido ao grande nimero de solugGes existentes
para os variados problemas do casamento aproximado de padrdes, escolhe-
mos aqueles algoritmos que apresentavam idéias que geraram varias outras
solugdes, e que também, em nossa opinido, possuem solugbes elegantes, ou
por vezes, tem importancia histérica.

Descreveremos agora a organizagao desta dissertagdo. Inicialmente,
no restante deste capitulo, descreveremos de maneira sucinta trés algorit-
mos que sdo considerados referéncias importantes na area de casamento de
padrées. Os algoritmos sdo o algoritmo de Knuth, Morris e Pratt [KMP77],
o algoritmo de Boyer ¢ Moore [BMT77] e o algoritmo de Aho e Corasick
[ACT75]. Muitos dos algoritmos para as diversas variagoes do problema de
casamento aproximado valem-se das idéias destes algoritmos.

No capitulo 2 estudamos o algoritmo de Ukkonen [Ukk85] para o pro-
blema da distdncia de edigao. Vale ressaltar que abordamos esse problema
pois este algoritmo servird de base para a descri¢ao de alguns algoritmos
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para o problema das k diferengas. Na descri¢io deste algoritmo conse-
guimos, em nossa opinido, uma versao mais clara e correta do algoritmo.
Correta no sentido de que eliminamos problemas de contorno do algoritmo.

No capitulo 3 apresentamos solugdes para o problema das k diferencas.
Neste capitulo apresentamos os algoritmos de Ukkonen [Ukk85], o algoritmo
de Galil e Park [GP90] e o algoritmo de Tarhio e Ukkonen [TU91). E
interessante destacar que o algoritmo de Ukkonen descrito neste capitulo é
uma pequena modificagao do algoritmo original que tratava do problema da
distancia de edi¢ao. O algoritmo de Galil e Park consiste de uma melhoria do
algoritmo de Ukkonen. Para diminuir o nimero de comparagoes realizadas
pelo algoritmo de Ukkonen este algoritmo utiliza uma tabela proveniente do
pré-processamento do padrio e armazena informagoes de igualdades entre
subsequéncias do texto e do padrao, tais informagdes sio obtidas durante a
execugao do algoritmo. O algoritmo de Tarhio e Ukkonen alia as idéias da
programacio dinamica a um pré-processamento do padrio semelhante ao
do algoritmo de Boyer e Moore.

No capitulo 4, estudamos solugGes para o problema das k colisdes. Neste
capitulo sdo estudados os algoritmos de Landau e Vishkin [LV86], o algo-
ritmo de Baeza-Yates [BY89) e o algoritmo de Tarhio e Ukkonen [TU91]. O
algoritmo de Landau e Vishkin é divido em duas fases: pré-processamento
do padrdo e analise do texto. Este algoritmo, de certa forma, utiliza as
idéias do algoritmo de Knuth, Morris e Pratt. O algoritmo de Baeza-Yates
vale-se do pré-processamento do padrao e realiza deslocamentos do padrao
semelhantes aos do algoritmo de Boyer e Moore. Ja o algoritmo de Tarhio
e Ukkonen utiliza-se também das idéias do algoritmo de Boyer e Moore.

Por fim, no capitulo 5, apresentamos dois algoritmos: algoritmo de
Baeza-Yates ¢ Gonnet [BYG89] e o algoritmo de Wu e Manber [WM91].
O algoritmo de Baeza-Yates e Gonnet propée uma solugdo para resolver o
problema de casamento exato de padroes baseado em um método numeérico.
A partir desta solugido, Baeza-Yates e Gonnet generalizam a idéia para re-
solver o problema das k colisbes € também o problema do casamento de
padrées com simbolos neutros. Wu e Manber baseados na idéia do al-
goritmo de Baeza-Yates e Gonnet desenvolveram um algoritmo bastante
flexivel que fornece solugbes para os diversos problemas de casamento de
padrées. Por exemplo: k diferengas, k colisdes e casamento de padroes com
simbolos neutros e busca de varios padroes no texto.
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1.3 Casamento exato de padroes: Algorit-
mos Classicos

Nesta segao exporemos de maneira rapida dois algoritmos para o problema
de casamento exato de padroes. A razdo para existéncia desta secio deve-
se ao fato de que estes algoritmos possuem importancia histérica e con-
tribuiram com suas idéias para o surgimento de novas solugdes para as
variagoes do problema de casamento de padrées. Os algoritmos sao de au-
toria de Knuth, Morris e Pratt [KMP77], Boyer e Moore [BM77] e Aho e
Corasick [ACT5].

De maneira formal podemos definir o problema de casamento exato de
padroes da seguinte forma: seja A(1...m) e B(1...n) seqiiéncias de carac-
teres tal que m < n. O problema de casamento exato de padrdes consiste
em encontrar todas as posig¢oes de ocorréncia de A em B. Considere S(T', P)
o conjunto dessas posigoes, entdo um algoritmo que resolve o problema de
casamento exato de padroes devolve:

S(T,P)={l:(1<1<n—m)e (T(+1) = P@)),1<i<m)}

Uma maneira imediata de resolver o problema é, em um dado alinha-
mento, comparar texto e padrao, caracter a caracter, até encontrarmos
uma colisao ou até encontrarmos uma ocorréncia do padriao. Apods as com-
paragoes, deslocariamos o padrao de uma posi¢ao para verificar uma outra
ocorréncia. Este método é conhecido como método tngénuo.

Apresentaremos agora os algoritmo classicos.

1.3.1 Algoritmo Knuth-Morris-Pratt

A idéia bésica do algoritmo é tentar aproveitar os caracteres ji reconhecidos
no texto para conseguir um maior deslocamento do padrao. A vantagem
desta abordagem é que evitamos repetir comparagdes com caracteres que ja
foram comparados.

O algoritmo vale-se do pré-processamento do padrao que resulta em
uma tabela que serd consultada quando ocorrer uma colisdo. Esta tabela
fornecerd a préxima posi¢io do padrdo a ser comparada com o texto apos
uma colisdo.

A funcdo desta tabela é determinar a maior parte aproveitavel do texto
analisado para economia de comparagbes. Suponha que A(1...7),1 <<
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parte comparada

texto ...

y—1+ 1 J

padrio e RN P

3 cardteres diferentes

padrio

F 4
deslocamento

D partes em comum

Figura 1.1: Deslocamento efetuado pelo algoritmo Knuth,Morris e Pratt.

m tenha sido comparado com B(j —¢ + 1...3). Além disso, suponha que
A(z+1) # B(j +1). A tabela resultante do pré-processamento devolvera o
maior prefixo de tamanho [ de A(1...m) que é sufixo de A(1...1), ou seja,
AQ1...l) = A(z =1+ 1...1). Além disso, ! ¢ tal que A(I+ 1) # A(i +1).
Assim, devemos comparar A(l + 1) com B(j + 1), pois, A(1...1) = A(i —
[+1...20)=B( —l+1...7). Veja a figura 1.1 que ilustra esta situagao.

Esta mesma idéia foi implementada independentemente por Aho e Co-
rasick [AC75] para busca de vérios padrées em um texto. A idéia de Aho
e Corasick é construir uma trie generalizando a idéia da tabela construida
pelo algoritmo de Knuth, Morris e Pratt. Entretanto, o algoritmo depende
do tamanho do alfabeto, o que pode levar a uma alta complexidade de
espaco.

Agora ilustraremos o algoritmo com um exemplo dado em [KMP77].
Seja B=abcaabcabcabcacabc e A=abcabcacab. Procuraremos uma
ocorréncia de A em B.

O alinhamento de A na posi¢io 1 de B resulta em uma colisao entre
A(5) e B(5):
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
abcaabcab ¢ a b ¢ a ¢ a b c
a b c ab c ac a b

T

Note que o maior prefixo de A(1...10) que é sufixo de A(1...4) é A(1).
No entanto, A(2) = A(5). Assim, a préxima comparagio a ser realizada
é A(1) com B(5). Em outras palavras, podemos deslocar o padriao de 4
posigdes:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
a b c aabocab ¢ a b ¢ a ¢ a b c
a b c ab ¢ a ¢ a b

f

Observe que no alinhamento acima temos uma colisio entre A(8) e
B(12). Veja que o maior prefixo de.A(1...10) que é sufixo de A(1...7)
é A(1...4). Além disso, temos que A(5) # A(8). Logo, a préxima com-
paragao é A(5) com B(12):

1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
a b c aabc ab ¢c a b ¢ a ¢ a b c
a b ¢ a b ¢ a ¢ a b

1

Note que no alinhamento acima encontramos uma ocorréncia de A em
B.
A seguir apresentaremos o algoritmo de Boyer e Moore.

1.3.2 Algoritmo Boyer-Moore

A idéia basica do algoritmo de Boyer e Moore para o problema de casamento
exato de padrdes é que obtemos mais informagoes se as comparagoes forem
feitas da direita para a esquerda, ou seja, a cada alinhamento do texto e
do padrao, os caracteres alinhados sdo examinados da direita para esquerda
a partir do ultimo caracter do padrdo. Entre alinhamentos sucessivos o
padrao é deslocado para a direita. Considere um padrao A e um texto B
de tamanhos m e n, respectivamente.
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Os deslocamentos no algoritmo de Boyer e Moore sdo realizados de
acordo com duas heuristicas. Considere o alinhamento do padrio A
na posicao j — ¢ + 1 do texto, ou seja, A(l...m) estd alinhado com
B(j —i+1...5 — i+ m). Suponha que ji4 comparamos A(: + 1...m)
com B(j +1...5 — i+ m) e suponha também que essas comparages re-
sultaram em igualdades, ou seja, A(1 +1...m) = B(j+1...7 —i+ m).
Além disso, suponha que A(i) # B(j), ou seja, temos uma colisdo. Logo,
devemos deslocar o padrdo. Este deslocamento sera dado pelas seguintes
heuristicas:

e se B(j) nao ocorre em A(l...7i — 1) entdo ndo temos uma ocorréncia
de A nas posigdes j —i+1,j —t+2,...,j — 1. Neste caso podemos
deslocar o padrdo de ¢ posigoes. Por outro lado, se B(j) ocorrer na
posi¢do ;1 <1 <i—1,de A, ou seja, B(j) = A(I) entdo temos uma
possivel ocorréncia do padrao quando B(j) estiver alinhado com A().
Assim, podemos deslocar o padrao de ¢ — [ posi¢oes. Veja a figura 1.2
que ilustra estes dois casos. Esta heuristica é chamada de heuristica
de casamento;

e se a parte do texto B(j+1...j—i+m) que ja foi comparada reocorrer
no padrio a esquerda da posi¢io i entao podemos ter uma possivel
ocorréncia do padrdo se alinharmos B(j + 1...j — 1 + m) com sua
reocorréncia no padrio. Suponha que B(j +1...j—i+m) = A(l—
(m—i—1)...1),! < i+1, entdo podemos deslocar o padrao de m—1+1
posi¢oes. Veja a figura 1.3 que ilustra esta situagdo. Esta heuristica é
chamada de heuristica de ocorréncia.

O algoritmo de Boyer e Moore escolhe o maior dos deslocamentos for-
necidos pelas duas heuristicas acima.
Para um melhor entendimento destas heuristicas exigiremos um exemplo

retirado de [BM77]. Procuraremos por uma ocorréncia de AT-THAT em
WHICH-FINALLY-HALTS.-AT-THAT-POINT.
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| ___parte comparada .

r 1
texto ... j Gi4m
padrao ‘ m
padrao : m
N deslocamento
L)

B(3j) nso ocorre em A(1...i—1)

parte comparada s

I
L,

texto ... 3 -i4+m
ezl
padrao 1 M m
padrao 1 N m
deslocamento
— -

B(j) ocorre na posigao I<i do padrao

Figura 1.2: Deslocamento efetuado pelo algoritmo de Boyer e Moore dado
pela heuristica de casamento.
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Figura 1.3: Deslocamento efctuado pelo algoritmo de Boyer e Moore dado
pela heuristica de ocorrénci::

O primeiro alinhamento indica uma colisdo entre T e F:

AT-THAT
WHICH - FINALLY-HALTS.--AT-THAT-POINT
T
Note que F nao ocorre em A. Assim, podemos deslocar A de 7 posigoes:
AT -THAT
WHICH-FINALLY - HALTS.--AT-THAT-POINT
T

No alinhamento acima te:nos uma colisao entre - e T. como o hifen ocorre
no padrio entio deslocaremos A de 4 posi¢bes para a direita:

AT-THAT
WHICH-FINALLY-HALTS.--AT-THAT-POINT

1

Veja que temos uma colisio entre A e L. Como L nao ocorre em A entao
deslocaremos o padrio de 6 posigoes:

AT-THAT
WHICH-FINALLY-HALTS. - - AT-THAT-POINT

1
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Observe que neste caso temos duas opgoes para o deslocamento: ou
deslocamos devido a reocorréncia de AT em A ou deslocamos devido a
reocorréncia do hifen. Como o deslocamento provocado pela reocorréncia
de AT em A é maior ent3do deslocamos o padrao de 5 posigoes:

AT-THAT
WHICH-FINALLY-HALTS.-- AT-THAT-POINT

1

Neste alinhamento encontramos uma ocorréncia de A.
Apresentaremos a seguir o algoritmo de Aho e Corasick.

1.3.3 Algoritmo de Aho e Corasick

O algoritmo de Aho e Corasick baseia-se na construgio de um autémato
finito para encontrar as ocorréncias de virios padrdes em um texto. Aho
e Corasick constroem trés fungbes para o autéomato: fungio de transicao,
funcdo de falha e a funcio de saida. A funcido de tramsi¢io T'r indica a
transicdo do estado corrente para outro estado do autémato quando o ca-
racter analisado é valido. Em caso contrdrio, a fun¢ao de transigao indica
que houve uma falha. Ja a funcdo de falha F' fornecerd um estado alterna-
tivo quando a fun¢ao de transi¢ao indicar que houve uma falha. Por iltimo,
a funcdo de saida S indicara quando um dos padrées ocorrer no texto.

Para exemplificar o algoritmo, considere o conjunto de padroes P =
{he, she, his, hers} dado em [ACT5].

A fungio de transi¢ao T'r tem como parametros o estado corrente e o
caracter recebido pelo automato. Para melhor ilustrar a fungio, considere
o grafo de transi¢io dado na figura 1.4, onde os niimeros indicam os estados
e os caracteres indicam a condi¢do para transigdo. Assim, Tr(0,h) = 1,
Tr(l,e) = 2 e Tr(2,r) = 8. Note que os prefixos em comum entre os
padrdes sao aproveitados.

A fungio de falha indicara um estado alternativo quando ocorrer uma
falha no estado corrente. Assim F' é tal que

estado 1 2 3 4 5 6 7 8 9
F 00 01 2 0 3 0 3.

Veja que F'(4) = 1 entao isto significa que o estado corrente é o 4 e, por-
tanto, foram reconhecidos os caracteres s e h. Assim, se ocorrer uma falha
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Figura 1.4: Transi¢oes do automato de Aho e Corasick.

no estado 4 entao o estado alternativo é o 1. Desta forma, aproveitamos o
reconhecimento do caracter h.

A funcgio de saida indicara quando um dos padrées de P for reconhecido.
Assim, temos que os seguintes valores para P

estado 2 5 7 9
S he she, he his hers

A seguir apresentaremos algumas solugbes para o problema de k dife-
rengas.



Capitulo 2

Distancia de Edicao

2.1 A distancia de Edigao

A nocdo de distincia de edi¢do foi introduzida por Levenshtein [Lev66] e
consiste em estabelecer o custo do niimero minimo de operagées de edigdo
para transformar uma seqiéncia em outra, ambas sobre um alfabeto X.
Basicamente existem trés tipos de operagio de edicao:

e a insercao de um caracter na seqiiéncia a ser transformada: esta
operagio sera denotada por € — a;

e a remocao de um caracter da seqiéncia a ser transformada: esta
operagao sera denotada por a — ¢;

e a substituicio de um caracter por outro caracter na seqiéncia a ser
transformada: esta operagao sera denotada por a — b,

onde a e b pertencem a ¥ e € € a seqiiéncia vazia.

A cada uma destas trés operacdes pode-se atribuir um custo. Assim, a
distdncia de edi¢do entre duas seqiéncias w e z, denotada por £(w, z), sera
o custo total do niimero minimo de operagoes de edi¢ao para transformar
w em .

Apresentaremos a seguir um algoritmo para calcular a distancia de
edicio, baseado na programagio dinimica e devido a Ukkonen [Ukk85].

17
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2.2 Algoritmo de Ukkonen

A idéia do algoritmo de Ukkonen baseia-se na melhoria do algoritmo classico
da programacdo dinamica. A simples metodologia do algoritmo da pro-
gramacao dinamica tem como objetivo o cidlculo de uma forma matricial
que é responsavel pelo armazenamento dos custos de transformacio de sub-
sequéncias de uma cadeia em subseqiiéncias de outra cadeia.

Mais especificamente, sejam A e B duas cadeias de caracteres de ta-
manho m e n, respectivamente. Agora, considere também a matriz D de
tamanho (m + 1)x(n + 1), onde cada valor D(3,7),0<i<mel0<j<n
contera o valor da distincia de edigdo entre A(1...¢) e B(1...7). Em par-
ticular, D(m,n) é a distancia £(A, B).

Os elementos da matriz podem ser calculados da seguinte forma: D(i, 7)
é:

(0 set=0ej=0
D(i,j — 1) + 6(e — B(5)) sei=0
D(i—1,5)+ 6(A(z) — €) se j=0

(2.1)

Dli-1, j ) + 8(Al)— ¢ )
min{ D(i—1,5—1) + &6(A()—B(j)) caso contrario
k D( ¢ ,j—1) + 8 ¢ —=B(j))

onde § é a fungdo que fornece o custo da operacio de edigao.
Para um melhor entendimento da recorréncia acima, observe que se a
escolha para D(z,7) for:

e D(i —1,7) + 8§(A(Z) — €) entido isto significa que D(z, j) corresponde
ao custo de transformar A(1...7 — 1) em B(1...j) mais o custo de
remocao de A(z);

o D(i — 1,7 — 1) + 8§(A(z) — B(j)) entao isto significa que D(z, ) cor-
responde ao custo de transformar A(1...:—1) em B(1...j—1) mais
a substituicdo de A(z) por B(j);

e D(i,7 — 1) + 6(¢ — B(j)) entao isto significa que D(z,j) corresponde
ao custo de transformar A(1l...:) em B(1l...5 — 1) mais o custo de
insercao de B(j).
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As dependéncias entre os valores D(i,j) podem ser ilustradas grafica-
mente através de um arco orientado com origem em (i, 7) e destino (', ;')
se e somente se o passo de minimizagio de (2.1) gera D(i',;’) a partir de
D(i,3). O grafo resultante sera chamado de grafo de dependéncia.

Observe que na figura 2.1 temos um exemplo em que A =yxxzy e
B =xyxzyz. A funcio de custo § utilizada é dada por:

0 sea="b
6(a,b) := 2 sea#be(a=coub=c¢)

3 nos demais casos.

Observe que na figura 2.1 o elemento D(0,1) teve como escolha minima
o valor D(0,0) + é(e — x), logo, no grafo de dependéncia temos um arco
de (0,0) a (0,1). J& o elemento D(1,2) teve como escolha minima o valor
D(0,1) + é(y — y), portanto temos um arco de origem em (0,1) e destino
(1,2).

Observe que na figura 2.1 existem caminhos alternativos de (0,0)
a (m,n), isto se deve ao fato de que ocorreram empates durante os
passos de minimizacao dado pela equagdo (2.1). No caso dos vértices
(1,2),(2,2),(2,3) e (3,3) o custo de ir de (1,2) a (3,3) possui duas alterna-
tivas de caminho com mesmo custo: ou se faz uma substituicao seguida de
uma remog¢ao ou o contrario. Observe que o problema consiste em encontrar
um caminho do grafo de dependéncia.

Com base na recursdo (2.1) podemos calcular a matriz D com comple-
xidade O(mn) em tempo e O(m) em espago (figura 2.2).

No entanto, observagoes feitas a respeito dos valores da matriz D indicam
que a maioria destes ndo sio efetivamente utilizados para o computo do
resultado final. Ukkonen, baseado nesta observacao, limita os calculos a
apenas alguns elementos da matriz D. Estas observagoes serdo apresentadas
a seguir.

2.2.1 O algoritmo melhorado

Nesta subsecao descreveremos o algoritmo de Ukkonen cuja principal con-
tribuigao é a diminui¢io do nimero de elementos a serem calculados na
matriz de programacio dinamica.

Podemos rotular as arestas do grafo de dependéncia com o custo §(a —
b) correspondente a operagdo de edigdo escolhida e, conseqientemente, cada
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™
X Y X z2 Y 7 @ Asyxxzy

B=xyxzyz

02 . <
* \\ insergao
(Y 1] 2

‘ "remogio
A] X3|6 4 5 4 5 7 9

Z 4|8 6 7 6 4 6 7 \Kbstituiqéao
\Y 5110 8 6 8 6 4_,6

Figura 2.1: Matriz D(z,) com grafo de dependéncia e legenda dos arcos.
O custo de uma inser¢ao ou de uma remogao possui valor 2, o custo de uma
substitui¢do possui valor 3, se os caracteres forem distintos, 0 caso contrario.
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Algoritmo Programacgio Dinamica.
Entrada: Cadeias de caracteres A e B.
Saida: Matriz D.
Método: Programacao Dindmica.
D(0,0) <0
para : — 1 até m faga
D(3,0) « D(z — 1,0) + 6(A(z) — €)
para j « 1 até n faca
inicio
para 1 «+ 1 até m faga
inicio
rem — D(i—1,7) + 6(A(i) — ¢)
ins «— D(1,j — 1) + 6(e¢ — B(3))
sube— D(i—1,j — 1) + §(A(z) — B(j))
D(i,j) « min{rem,ins, sub}
fim
fim

Figura 2.2: Algoritmo Programag¢do Dinamica.
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valor D(z, j) é a soma dos rétulos de um caminho de (0,0) a (3, j). Portanto,
temos a seguinte propriedade, facilmente demonstrada por indugao:

Proposigao 2.1 Se o grafo de dependéncia contém um caminho orientado

de (1,7) a (¢',5') entio D(i', ;') = D(3,7) + s, onde s representa a soma dos
rotulos no caminho. O

Observe que para calcular o valor D(m,n), o valor que nos interessa,
somente as entradas D(i,j) pertencentes aos caminhos de (0,0) a (m,n)
sao utilizados; mais ainda, nenhum D(z, j) > D(m,n) sera usado no cilculo
de D(m,n).

Dado um inteiro d, —m < d < n, a diagonal d, denotada por Dy, é o
conjunto dos pares (i,7) taisque 0 < i <m,0<j<nej—i=d Ou
seja,

Dy := {(¢,2+ d) : max{0,—-d} < ¢ < min{m,n — d}}.

Uma outra observacio importante é que se estamos no vértice (z,j) do
grafo de dependéncia e se pelo passo de minimizacio dado por (2.1) for
determinada uma substitui¢do temos que a aresta determinada a partir de
(7,7) mantém a diferenca d = j — i constante, ou seja, estamos caminhando
em cima de uma diagonal.

Por outro lado, se desejamos caminhar do vértice (z,7) para o vértice
(¢',7') devemos atravessar um nimero de diagonais no minimo igual a
|(3' = ) — (j — ©)|: esse valor indica a quantidade minima de operagoes de
inser¢io ou remogao necessarias para transformar A(1...:") em B(1...j)
a partir de edigoes efetuadas em A(1...i) — B(1...j).

A partir de agora denotaremos por A o menor custo entre insergoes e
remocoes. Em outras palavras,

A := min{é(a — €),6(e — a)},

onde a € ¥. Temos entdo, a partir da observagdo acima, as seguintes
propriedades:

Proposigao 2.2 Se o grafo de dependéncia contém um caminho orientado
de (i,7) para(i',j') entdo D(¢',5') >.D(i,7) + |’ =)~ (G —9|-A. O

Lema 2.3 Se um caminho dtimo de (0,0) a (m,n) cruza uma diagonal d

1
eniao D(m’ n)

4l < =%
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Demonstragdo: Seja (i,j) um ponto do caminho na diagonal d. Pela
Proposigao 2.2 temos que

D(i,j) > D(0,0) + |d| - A = |d] - A

e, portanto, pela Proposicdo 2.1 temos que D(m,n) > |d|- A. O

Observe que este resultado limita o nimero de elementos a serem cal-
culados a um conjunto de diagonais compreendidas entre as diagonais
—D(m,n)/A e D(m,n)/A, ou seja, o conjunto de diagonais a analisar con-
siste de 1 + 2 - D(m,n)/A diagonais.

Entretanto um conjunto menor, contendo 1+ D(m,n)/A diagonais, pode
ser determinado:

Lema 2.4 Se um caminho dtimo C de (0,0) a (m,n) cruza uma diagonal

d entao
—p + min{0,n — m} <d < p+ max{0,n — m},

e[ (27

Demonstragao: Sejam dy := min{0,n —m} e d; := max{0,n — m}. Vamos
demonstrar a desigualdade

onde

d S P + d]. (2.2)
Observe inicialmente que, pelo Lema 2.3,
D(m,n)
—ml < 2/
In—ml < 2%
e, portanto,
p=0.

Assim, a desigualdade (2.2) é imediata se d < d;. Podemos, portanto,
supor que

d > d,.

Seja (%, ;) um ponto de C na diagonal d. Dado que C se inicia na diagonal
0, e que 0 < d; < d, entdo C cruza d;, num ponto (z1, 7;) anterior a (2,7) em
C. Analogamente, C termina na diagonal n —m e n —m < d; < d, portanto
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D(0,0

(n—m+p)

(n—m)

D(m,n)

Figura 2.3: Diagonais —p,0,n —m e n — m + p quando m < n.

C cruza novamente a diagonal d; num ponto (72, j2) posterior a (z,7) em C.
Pela Proposic¢ao 2.2 temos que:

D(m,n) > D(iz,72) +|(n—m)—di|-A
D(iz,32) 2 D(i,j) +|d—di|- A

D(i,5) > D(i1,j1) +|d—di|-A
D(i1,51) > |di] - A.

Somando as quatro desigualdades, simplificando e dividindo por A temos

D(m,n)/A > |(n—m)—di|+ |di|+2|d - di|

o que implica a desigualdade d < p + d;.

A desigualdade —p + dp < d é demonstrada de forma andloga. O

Observe que o Lema 2.4 estabelece uma faixa de diagonais: no caso em
que m < n, uma das diagonais é obtida a partir da diagonal 0 caminhando-
se p diagonais para baixo; a outra diagonal é obtida a partir da diagonal
n — m caminhando-se p diagonais para cima. Veja a Figura 2.3.

Dado um valor ¢ > 0, podemos determinar se D(m,n) <t utilizando o
Lema 2.4. Para isso, vamos redefinir p da seguinte forma:

e (5]

Além disso, denominaremos de faiza de diagonais, denotada por f(t), o
conjunto das diagonais d no intervalo

—p + min{0,n — m} <d < p+ max{0,n — m}.
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Algoritmo Teste. Hipétese: t > |n — m|A.

Entrada: valor ¢ a ser testado com D(m,n).

Saida: aceite o valor t se D(m,n) <t ou rejeite o valor t se D(m,n) > t.
Método: calcular os valores C(z,j) através da recorréncia (2.1) aplicada
apenas a pontos dentro da faixa de diagonais.

P13 (&~ In—mi)]
do «— min{0,n — m}
d; «— max{0,n — m}
%p>0
C(0,0) — 0
para j «— 0 até min{p + di,n} faga
C(0,5) — C(0,j — 1) + 8¢ — B())
para i + 1 até m faca
inicio
para d «— max{—i,—p+ do} até min{n — ¢,p + 4} faca
inicio
je—i+d
0<j<ne—-p+do<d<p+d
se d = p + d; entao rem « oo
sendo rem «— C(i —1,7) + 6(A(z) — ¢)
se j =0 ou d = —p+ do entao ins « oo
sendo ins — C(i,j — 1) + 6(e — B(7))
se j = 0 entao sub « oo
senao sub «— C(z1 — 1,5 — 1) + 8(A(i) — B(3))
C(1,j) « min{rem,ins, sub}
fim
fim
se C(m,n) <t entao aceile-o valort
senao rejeite o valort

Figura 2.4: Algoritmo Teste.
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O proximo resultado mostra que para testar se D(m,n) < t, basta
utilizar a recursdo (2.1) nos pontos dentro da faixa de diagonais, como é
feito pelo algoritmo Teste dado na Figura 2.4.

Lema 2.5 Seja C a matriz calculada pelo algoritmo Teste. Entdo:

1. C(i,7) > D(i,3) para qualquer C(z,j) calculado;

2. para qualquer (i,j) pertencente a um caminho C, com origem em
(0,0), no grafo de dependéncias e dentro da faiza de diagonais f(t),
entiio C(i,) = D(i,);

3. se D(m,n) <t entdao C(m,n) = D(m,n);

4. D(m,n) <t se e somente se o algoritmo Teste aceita o valor t.

Demonstragao:

1. Para ¢ = 0 o valor calculado para C(0, ) coincide com o de D(0, 7).

Suponha, portanto, que : > 0 e adote como hipédtese de indugao que
a afirmacio é verdadeira para todos os valores de C anteriormente
calculados.

Seja d := t — j. Vamos agora mostrar que rem, ins e sub sao no
minimo iguais a D(z, 7), ou maiores. Para mostrar que
rem > D(i,j),

podemos obviamente supor que rem < oo, o que implica que d <
p + d,. Assim o ponto (i — 1,j), que pertence a linha i -1 e a
diagonal d + 1, foi calculado anteriormente. Por hip6tese de indugao,

C(:—1,7) > D(i — 1,5) e, portanto, rem > D(1,j), por (2.1).
Analogamente, se ins < oo entdo j > 0 e d > —p + do, 0 que implica
que o ponto (#,j — 1), que pertence a diagonal d — 1, foi calculado na
iteracao anterior. Por hipétese de indugao C(i,7 —1) > D(i,7 — 1) o
que implica que ins > D(, ), por (2.1).

Finalmente, se sub < oo entdo ¢ > 0, o que implica que o ponto
(i — 1,7 — 1), que pertence a mesma diagonal d, foi calculado anteri-
ormente. Por hipétese de indugao, C(z — 1,7 —1) > D(i — 1,7 —1), e
portanto, sub > D(z,7), por (2.1).

Podemos entio concluir que min{rem,ins,sub} > D(z,j).
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2. Provemos por indugao no comprimento do caminho C. Para o com-
primento de tamanho zero temos que a assergao é trivialmente verda-
deira. Seja (i’ j') o vértice imediatamente anterior a (,j) em C. Seja

C' o trecho de C de (0,0) a (¢, 5').

Claramente temos que C' C {(t), pois, ' C C. Agora, pela hipétese
de indugao, C(¢',j') = D(¢, j').

Por outro lado, pela recorréncia (2.1), para um valor § adequado,
D(#,j') + 6 = D(s,j) e pela especificagio do algoritmo temos que
C(:,5) < C(,5') + 6. Mas C(¢,j') = D(¢,j'), logo, C(i,5) <
D(¥',3") + 6 = D(i, ). Portanto, pelo item 1, C(¢,5) = D(z, j).

3. Suponha que C seja um caminho 6timo de (0,0) a (m,n), temos cla-
ramente que C C {(t), pois, C C f(D(m,n)) C {(t). Logo, pelo item 2,
temos que C(m,n) = D(m,n).

4. Pelo item 3 temos que se D(m,n) <t entao C(m,n) = D(m,n) <t
logo, o algoritmo Teste aceita o valor ¢. Por outro lado, se o algoritmo
Teste aceita o valor t entdo C(m,n) < t, mas, pelo item 1, temos
entdo que D(m,n) <t. O

E possivel determinar o valor D(m,n) com auxilio do algoritmo Teste.
Quando o algoritmo Teste aceitar um valor ¢t isto significa que C(m,n) =
D(m,n), pelo Lema 2.5 (itens 3 e 4). Agora, se o algoritmo rejeitar o valor
t podemos executar o algoritmo Teste com valores crescentes de ¢ (sempre
o dobro do valor, por exemplo) até que um valor seja aceito. Com esta
metodologia obtemos o algoritmo Distdncia, mostrado na Figura 2.5.

2.2.2 Analise de Complexidade

E possivel implementar o algoritmo Teste de forma que apenas duas linhas
de C sejam armazenadas. Mediante uma indexagao alternativa de cada
linha, é possivel utilizar, para cada linha, espaco proporcional a

t

A

Assim, o algoritmo Teste tem complexidade em espago

l+|n—m|+2p <1+

O(min{n, -Z—})
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Algoritmo Distincia

Entrada: cadeias A e B com tamanhos m e n, respectivamente.

Saida: valor s da distancia de edi¢ao entre A e B.

Meétodo: testes com valores crescentes de t através do uso do algoritmo
Teste. O primeiro valor para o teste de ¢ é dado pelo valor minimo de edigao
entre A e B, ou seja, a diferenca de comprimento vezes o custo minimo entre
insercées e remogoes (A). Os valores sucessivos de ¢ a serem testados sao
sempre o dobro do anterior, isto se deve 4 maneira com que o parimetro p
é calculado.

t—(ln—-m|+1)-A

enquanto Teste(t)=rejeite o valor t faga t «— 2 -t

O valor da distincia de edigao é: C(m,n)

Figura 2.5: Algoritmo Distancia.

O calculo de cada elemento de uma linha é feito em tempo O(1). Logo,
a complexidade em tempo do algoritmo é

O(m - min{n, %})

Para analisar a complexidade de tempo do algoritmo Distancia, consi-
dere to = [ln—m|-A+1,t, = 2-tg,...t, = 27 - to, os valores de t usado
como parametro do algoritmo Teste. De acordo com a analise do algoritmo
Teste, o algoritmo Distdncia possui complexidade em tempo

. L
O(m - 3~ min{n, ),
1=0
ou seja, a complexidade de tempo é

O(m - min{n - log t,, tKr})

Como s (custo de edigdo) é maior do que ’—ZL a complexidade de tempo é

S

O(m - min{nlog s, A})

O ganho ocorre quando min{nlogs, '} = %.



Capitulo 3

Algoritmos para casamento
aproximado com k diferencas

3.1 Introducgao

A primeira variante do problema de casamento aproximado de padroes que

estudaremos é conhecida como o problema das k diferencas. Dados um

inteiro nao negativo k, um padrdo A de comprimento m e um tezto B de

comprimento n, ambos sobre um alfabeto X, este problema consiste em

determinar todas as posigdes j do texto, 0 < j < n, em que o padrao tem

sua distancia de edi¢do no maximo k em relagio a algum sufixo de B(1...j).
Mais precisamente, para cada j, 0 < j < n, podemos definir

f(7) ;= min{E(A(1...m),B(i...j)): 1 <:<j+ 1}
O problema das k diferengas consiste entdo em determinar o conjunto
J:={j:0<j3<nef(j) <k}

A rigor, o problema também exige que se conhe¢a nio sé o conjunto
J, mas também, para cada j € J, o sufixo B(z...j) de B(1...j) que
determina f(j) < k e quais as operagdes de edi¢ao que devem ser feitas para
levar B(z...5) em A(1...m).

Na verdade, a obtengio dessas informagoes adicionais pode ser feita me-
diante alteragoes razoavelmente triviais nos algoritmos a serem apresentados
neste capitulo. Limitar-nos-emos apenas a determinar o conjunto J.

29
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Neste capitulo assumiremos que cada operacio de edigao possui custo
unitario, independente dos simbolos envolvidos. Além disso, modificaremos

a definicao da matriz D, da seguinte maneira: para cada ¢,j com 0 <i<m
e0<j<n,

D(i,7) := min{€(A(1...i), B(h...j)): 0 < h < j +1}.

Assim, a determinagio do conjunto J, que constitui o problema das k
diferencas, pode ser feita facilmente:

J:={7:0<j<neD(m,j) <k}

Vamos agora fazer uma restricdo importante nos valores de m,n ek, a
saber,

m§n+kek<%.

Essa restricao € sempre viavel, conforme veremos a seguir.

E facil ver que se m > n + k entao o problema nio tem solugio, ou
seja, J = B. Por outro lado, se k > m/2 entio O(mn) = O(kn), ou seja,
qualquer algoritmo ingénuo (prog. dindmica) é O(kn).

Neste capitulo descreveremos os algoritmos de Ukkonen [Ukk85], Galil
e Park {GP90], Tarhio e Ukkonen [TU91].

A partir do algoritmo cldssico da programacio dinamica, Ukkonen
[Ukk85] desenvolve um algoritmo melhorado cuja complexidade de tempo é
O(mn) e complexidade de espago é O(n).

Galil e Park [GP90] melhoram a idéia de Ukkonen através do pré-
processamento do padrao, idéia ja utilizada no algoritmo de Knuth, Morris
e Pratt [KMP77]. A complexidade do algoritmo de Galil e Park é O(kn)
para o processamento do texto, O(m?) para o pré-processamento do padrao
e O(m?) para armazenar o resultado do pré-processamento do padrao.

Tarhio e Ukkonen [TU91] desenvolveram uma solugao para o problema
de k diferengas baseada na filosofia do algoritmo de Boyer e Moore (BM77]
cuja complexidade de tempo é O((n/k) - m), no caso médio a complexidade
de tempo é O((c/(c—2k))-k-n-(k/(c+2k?))+1/m), a ocupagdo de memodria
é da ordem de O(cm) onde ¢ é o tamanho do alfabeto.

A seguir apresentaremos o algoritmo de Ukkonen [Ukk85).
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3.2 O algoritmo de Ukkonen

Como consequiéncia da mudanca da definigao de D, temos uma alteragao na
recorréncia (2.1) que agora representara as ocorréncias do padrao no texto.

Assim, D(z,7) é:
0 se1 =0
t se =0
DGEi—-1, 7 ) + 1
min{ D(i—1,5—1) + se A(Z) = B(j) entdo 0 sendo 1 } c. c.
D(z ,5—-1) + 1
(3.1)
Mostraremos agora uma propriedade que sera util para o algoritmo.

Lema 3.1 Paratodo (3,7),1<i<mel <j<n,D(,j)=D(E-1,5-1)
ouD(i,j) =D(i—-1,5—-1)+1.

Demonstragdo: Como D(i,j) é sempre um inteiro entdo é suficiente
provar que

A segunda desigualdade é facilmente verificada a partir de (3.1).
A primeira desigualdade serda demonstrada por indugdo em : + 7. Se
t = 1 entao
D(z—1,7—1)=0< D(s,j).
Podemos, portanto, supor que
1> 1.
Podemos também supor, obviamente, que
D(i,§) # D — 1,7 — 1) + 1. (3.2)
Considere inicialmente o caso em que
D(i,3 — 1)+ 1 = D(3, 7). (3.3)

Neste caso, 7 > 1 pois se j = 1 ento, por (3.1)

D(Z’J_I)ZZ:1+D(7"'1’]—1)ZD(Z’])s



3.2 O algoritmo de Ukkonen 32

uma contradi¢io. De fato, neste caso j > 2.
Por hipétese de indugao,

D(i—1,j—2) < D(i,j — 1), (3.4)
Ademais, por (3.1),
Di-1,;—-1)<D(E-1,7—-2)+1. (3.5)
Somando (3.3), (3.4) e (3.5), obtemos a desigualdade.
Resta considerar agora o caso em que
D(i,j — 1) +1 # D, j). (3.6)
De (3.2) e (3.6), por (3.1),
D(i - 1,5) + 1 = D(i, ).
Por hipétese de indugdo, e por (3.1), respectivamente,
D(i-2,j-1) < D(E—1,j)
D(z—1,7-1) D(z—2,5—1)+1.
Somando as trés ultimas desigualdades obtemos o resultado. O

A Proposicao 2.1 e o Lema 3.1 sugerem uma forma alternativa para
obter os valores de D, conforme veremos a seguir.

A diagonal d, —m < d < n, foi definida como sendo o conjunto dos
pares (1,i + d) taisque 0 < i <me0 <i+d < n. Assim, o menor 1 tal
que (7,7 + d) estd na diagonal d é

14 := max{0, ~d}

e o maior ¢ tal que (4,7 + d) estd na diagonal d é

<
<

fa:= min{m,n — d}.
Sejam
min Dy := min{D(i,i +d):14 < i < fa} -
max Dy := max{D(¢,i + d) : 14 < i < fa}.
Pela Proposi¢ao 2.1 e por (3.1),
min Dy = D(i4,14 + d) = max{0,—d} =iq e
max Dy = D(fa, fa + d).
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Proposicao 3.2 Para j no intervalo 0 < j < m —k, temos que D(m, j) >
k.

Demonstrag¢io: Seja d := j —m. Entdio —m < d < —k. Portanto, d é
uma diagonal e min Dy = max{0,—d} > k. Pelo Lema 3.1, D(m,j) > k. O

Proposicao 3.3 A seguinte afirmagdo € verdadeira para toda diagonal d <
n:

|[max Dy — max Dgq1| < 1.

Demonstragao: Para demonstrar essa desigualdade consideraremos dois
casos, a depender de d. Dado que max Dg = D(f4, fa + d) e que

f4 = min{m,n — d},

convém conduzir a andlise em dois casos, a depender do resultado da com-
paracao entre m e n — d.

Vamos considerar inicialmente o caso em que m < n — d. Temos entao
que fa =m = fg41. Assim,

max Dgyy = D(m,m +d + 1)

max Dy = D(m,m + d).

De (3.1), temos que
max Dd+1 S 1 + max Dd. (37)

De (3.1) e do Lema 3.1, temos que
maxDy <1+ D(m—-1m—-1+d+1) <1+ maxDay;. (3.8)

De (3.7) e (3.8) segue o resultado.
Resta agora considerar o caso em que m > n — d. Analogamente, temos
que fy =n —d =1+ f441. Portanto,

max Dgy1 = D(n — (d +1),n)

max Dy = D(n — d,n).
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0 1 2 3 4

X X z y

0 0 0 0 0 0
1 yl 1 1 1 1 0
2 x| 2 1 1 2 1

Figura 3.1: Matriz D com custos unitirios para as cadeias yxxy e xxzy.

De (3.1), temos que
max Dy <1+ max Dgy;.

De (3.1) e do Lema 3.1, temos que
max Dy <14+ D(n—14d+1,n—1) <1+ maxDy.

Também neste caso vale a desigualdade. O
Para cada diagonal d, é suficiente conhecer os valores de

My, :=max{i: D(i,i +d) = v, 1a <1t < f4}
para os valores de v tais que
min Dy < v < max Djy.

Um exemplo para as cadeias yxxy e xxzy €é mostrado na Figura 3.1.
Nesta matriz D temos que M_y; =3, Mp1 =2 e Myz = 4.

Podemos calcular o valor My, recursivamente da seguinte forma. Supo-
nha que os valores My_1 y-1, Mgy—1 € Mg41,,-1 ja foram calculados.
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Md,v—l
Md+l,v—l

Md—l,u—-l

Figura 3.2: Ilustragdo da igualdade (3.9).

Com estes trés valores temos a informacgao dos locais onde o valor v — 1
ocorre como tltimo valor nas diagonais d — 1, d e d + 1, respectivamente.

Pela propriedade de crescimento uniforme demonstrada pelo Lema 3.1 e
pelas informagoes de M, conforme veremos a seguir podemos encontrar um
ponto na diagonal d onde existe o valor v.

De fato, o maior valor dentre My_; ,—1, Mgy-1 € Mgy1,-1 informa um
ponto na diagonal d onde o valor v ocorre, pois, cada um desses valores
indica, em suas respectivas diagonais, a tltima ocorréncia de v — 1. Logo,
pelo Lema 3.1 e pela recorréncia 3.1, v ocorre na posi¢ao

t := max{My_1,0-1, Map1 + 1, May1,0-1 +1}. (3.9)

Veja a Figura 3.2.

Assim, para calcular o valor My, basta fazer comparagoes entre os ca-
racteres de A e de B a partir das posigoes t+1 e t +d+ 1, respectivamente.
Enquanto persistirem igualdades, os valores na diagonal d permanecerao
constantes. O iltimo valor de uma seqiiéncia de igualdades sera o valor de
Mg,.

Ilustramos estas idéias no algoritmo CalculaM, Figura 3.3. Os valores
to, 11 e t; indicam a ultima ocorréncia de v — 1 nas diagonais d, d — 1 e
d+1, respectivamente. As restri¢oes impostas na definigdo daqueles valores
devem-se ao problema de limitar os pontos dentro da matriz D. Por exem-
plo, t; s6 assumira o valor 74 quando d = —m ou quando My_; ,—1 nao fizer
sentido, ou seja, v — 1 < min Dy_;.
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Algoritmo CalculaM. Hipétese:—m < d < n e min Dy < v < max Dy.

Entrada: Padrao A e texto B de comprimento m e n, respectivamente.
Saida: Valor My,,.

1d se v = min Dy
to — , .

Mg, 1+ 1 caso contrario

4 sed=—m ou v <minDy_;
tl — .

Mgy_1,-1 caso contrario

id se d =n ou v <minDg
t2 —

Myt1,0-1+1 caso contrario

t — rnax{to, tl, tz}

lo — min{t, f4}

l — Io + 1
enquanto [ < fy;e A(l)=B(l+d) fagal — 1 +1 L1l>
Mg, —~1-1

Figura 3.3: Algoritmo CalculaM.
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Proposicao 3.4 No algoritmo CalculaM, o valor ty estd bem definido, 14 <
to S fd € D(to,to +d) = .

Demonstragdo: Vamos inicialmente considerar o caso em que min Dy =
v. Neste caso, por definicdo de o, temos que

g =to < fa.
Além disso,
D(to, to + d) = D(id, 14+ d) = min Dy = v.

Resta agora analisar o caso em que v # min Dy. Pela hipétese do algo-
ritmo, min Dy < v < max Dy e, portanto,

ta < Myy1 < fa
Por defini¢ao de tp, o = 1 + My ,—1. Assim,
g < to < fa.
Além disso, pelo Lema 3.1,
D(to,to+d) =1+ D(Mgy-1,Mgp_1 +d)=v.0

Proposicao 3.5 No algoritmo CalculaM, o valor t; estd bem definido.
Mais precisamente, se v # —m e v > min D4 entdo

minDy_; <v—1<maxDy_;.

Demonstragdo: Pela hipétese do algoritmo, —m < d < n. Por hipdtese,
d # —m. Assim, d — 1 estd no intervalo -m <d -1 < n.

A desigualdade min Dy_; < v — 1 equivale a hipétese v > min Dy, da
Proposigao. - : -

A desigualdade v — 1 < max Dy_; segue da hipétese v < max Dy do
algoritmo CalculaM, pela Proposigao 3.3. O

A demonstracio da préxima Proposicdo € analoga a da Proposigao 3.5.
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Proposicao 3.6 No algoritmo CalculaM, o valor t, estd bem definido.
Mais precisamente, se v # n e v > min Dy, entdo

minDd.H S v—1 S ma.deH.D

Proposigao 3.7 No algoritmo CalculaM, temos que g < lop < f4 e
D(Io, lo + d) =v

Demonstragdo: Se ly = fq entdo to < lo, pela Proposigao 3.4; se lp =t
entdo t < lp pela definicio de t. Em ambos os casos, tp < lp. Pela
Proposigao 3.4 e pela defini¢ao de Iy, temos entdo que

idStOSIOSfda

o que implica a primeira parte da assercao. Além disso, pela Proposicao 3.4
e pelo Lema 3.1,

V= D(to, to + d) S D(lo, l() + d)

Ademais, se t = to entdo Iy = t = ¢ e portanto D(lg,lp + d) = v.
Resta, portanto, mostrar que

D(lo, lo + d) S v,

supondo que t > ;.

Assim, temos que t € {t;,t2}. Analisaremos apenas o caso em quet = t;.
O caso em que t = t; é analogo.

Dado que t; < t, entao 74 < t. Lembrando que ¢t = ¢, temos que ¢4 < t;.
Pela defini¢io de t,, temos que

tl = Md——l,v-—l- (310)

Portanto,
D(t,t+d—1)=v—1. (3.11)
Se t < fa, entdo ly = t, logo de (3.1),

D(lp,lo+d) <1+ D(t,t+d—1) =w.
Por outro lado, se t > f; entao

ti=t>14 fa=1+min{m,n —d} > min{m,n — (d - 1)} = fa_;.



3.2 O algoritmo de Ukkonen 39

Nesse caso, de (3.10), t = f4—,. Logo de (3.11) temos que max Dy_; = v—1.
Portanto, pela Proposigao 3.3,

D(lp,lo+ d) <max Dy <1+ maxDy_1 =v.
Em ambos os casos temos que
D(lp, 1o+ d) < v,
o que completa a demonstragdo da igualdade D(lp,lp + d) = v. O
Lema 3.8 O algoritmo CalculaM determina corretamente o valor My,,.

Demonstragdo: Pela especificagao do algoritmo, é calculado o maior
valor ! tal que

h<l<fy (3.12)
e
Allp+1...)=B(lp+1+d...1+4d). (3.13)
Pela Proposicao 3.7,
D(lp, 15+ d) = v. (3.14)
Assim, de (3.1), (3.13) e (3.14)

Se | = f4 entdo certamente [ é o maior valor que satisfaz (3.12) e (3.15) e
portanto I = My,.
Suponhamos entdo que | # f;. Nesse caso,

I<fie A(I+1)# B(l+1+4d). (3.16)

Resta mostrar que

D(I+1L,l+1+d)=v+1.
Em vista de (3.15) e (3.16) por (3.1) isto acontece a menos que

ou —m<deD(I+1,l+d)<v-1 (3.17)

oud<neD(ll+d+1)<v-1 (3.18)
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Vamos mostrar que tanto (3.17) quanto (3.18) sdo falsas, estabelecendo
assim a corregao de CalculaM.
Dado que ! < f4, entdo lp < f;. Por definigio de lp, temos entao que
lo = . Assim,
max{t;,t;} <t=0 <I< fs. (3.19)

Suponha, por absurdo, que (3.17) vale. Nesse caso, —m < d e
minDyg_; <v-—-1<w.

Por definicao,
th= My_1,-1.

Desta igualdade e de (3.19) temos que
Md—l,v—l < I+ 1,

o que contradiz (3.17). De fato, (3.17) é falsa.
Suponhamos agora, por absurdo, que (3.18) vale. Nesse caso, d <n e

min Dgyy Sv—1<w.

Por definicao,
to =14 My41,9-1.

Desta igualdade e de (3.19) temos que
Map1,0-1 <

o que contradiz (3.18). De fato, (3.17) e (3.18) sao falsas. O

Os valores My, podem ent3o ser calculados pelo algoritmo Diferengas-
UK, Figura 3.4. A varidvel C; indica se a diagonal d foi totalmente anali-
sada.

Para podermos demonstrar a corre¢ao e a complexidade do algoritmo
Diferengas-UK vamos inicialmente demonstrar duas propriedades dbvias a
respeito do algoritmo.

A primeira propriedade explicita qual o conjunto dos pares (d,v) que
o algoritmo analisa. A segunda propriedade € relativa a ordem em que os
pares (d,v) sdo analisados.
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Algoritmo Diferencas-UK.

Entrada: Padrdo A e texto B de tamanhos m e n, respectivamente; k <
m<n+k.

Saida: Valores My,,.

Meétodo: Caélculo dos valores My, através do algoritmo CalculaM.

para d — —k até n — m + k fagca Cy «— verdadeiro

para v «— 0 até k faga

inicio
para d «— —v até n —m + k — v faga
inicio L1l>
se Cy entao
inicio
CalculaM (d,v) 2>
Cq— My, < f4
fim
L3>
fim
fim

Figura 3.4: Algoritmo Diferengas-UK.
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Proposicao 3.9 No algoritmo Diferengas-UK, sao analisados os pares de
valores (d,v) tais que
-k<d<n—-m+k

min Dy € v < min{k,n — m + k — d}.

Demonstragdo: Sao analisados os pares (d,v) tais que

0<v<k (3.20)

—v<d<n—-m+k-w. (3.21)

Somando v — d aos termos de (3.21) temos entdo que sdo analisados os
pares (d,v) tais que
0<v<k

—d<v<n—m+k-d.
Ou, de forma equivalente, sdo analisados os pares (d,v) tais que
max{0, —d} < v < min{k,n — m + k — d}. (3.22)

O intervalo (3.22) é ndo vazio se e somente se as seguintes desigualdades
sao validas:

0<k (3.23)
_d<k (3.24)
0<n—-m+k—d (3.25)
—d<n—-m+k-d (3.26)

A desigualdade (3.23) é vilida por hipdtese. A desigualdade (3.26) equi-
vale a desigualdade m < n+k, vilida por hipétese. Assim de (3.24) e (3.25)

o intervalo (3.22) é n3o vazio se e somente se
—k<d<n-m+k. (3.27)

De fato, os pares (d,v) analisados sdo precisamente aqueles que satisfa-

zem (3.22) e (3.27). O
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Algoritmo Diferenga-UK-Normal.
Entrada: Padrio A e texto B de tamanhos m e n, respectivamente; k <
m<n+k.
Saida: Valores Mgy,.
Meétodo: Célculo dos valores My, através do algoritmo CalculaM.
para d «— —k até n — m + k faga Cy «— verdadeiro
para cada (d,v) tal que
—k<d<n-m+keminDy <v<min{k,n—m+k—d},
em ordem normal faca
inicio L1l>»
se (4 entao
inicio
CalculaM (d,v) 2>
Ca — Myy < fu
fim
L3I>
fim

Figura 3.5: Algoritmo Diferenca-UK-Normal.

Proposigao 3.10 Se os pares (d,v) e (z,v — 1), comd—1<z <d+1,
sao ambos analisados pelo algoritmo Diferencas-UK, entdo a andlise do par
(z,v — 1) precede a do par (d,v). O

Uma ordem parcial < sobre Z? é normal se para quaisquer dois pares
(d,v—1) e (d,v), tais que d — 1 < d’ < d + 1 temos que (d',v—1) <
(d,v). Assim, < denota a ordem de anilise dos pares (d,v) no algoritmo
Diferencas-UK, a Proposigdo 3.10 afirma que essa ordem é normal.

Com base nessa observagdo, vamos interromper a andlise de Diferengas-
UK e propor um novo algoritmo, Diferenca-UK-Normal, Figura 3.5. Note
que o algoritmo num certo sentido generaliza o algoritmo Diferengas-UK.
Assim, na verdade vamos demonstrar a correcdo do novo algoritmo.
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Proposicao 3.11 No algoritmo Diferenca-UK-Normal, as seguintes
afirmagoes sio verdadeiras:

1.

2.
3.

no ponto < 2 >, as hipdteses de CalculaM para o cdlculo de My,
sao satisfeitas e os valores porventura necessdirios de M, ,_1,d—1 <
z < d+1, jd foram corretamente calculados;

no ponto € 3>, Cy = (v < max Dy);

no ponto K 3 >, os valores My, : min Dy < y < min{v, max Dy} jd
foram corretamente calculados.

Demonstragdo: A demonstragio sera feita por indugao.

1.

Pela especificacdo do algoritmo,
—k<d<n-m+k (3.28)

emin Dy < v. Para provar que as hipoteses de CalculaM sio satisfeitas
devemos mostrar que —m < d < n e que v < max Dj.

De (3.28) e pelo fato de que k < m/2, temos trivialmente que —m <
d <n.

Resta provar que v < max Dy. Esta desigualdade vale trivialmente se
v = min Dy. Podemos portanto supor que v > min Dy. Dado que a
ordem de analise é normal, entdo houve uma passagem anterior pelo
ponto < 3 > em que a diagonal d foi analisada e a varidvel v assumiu
o valor v’ := v — 1, na verdade, essa foi a iltima passagem em que d
foi analisada. Pela hipétese de indugdo em (2), Cq = (v’ < max Dy),
ou seja, Cq = (v < max Dy4). Mas como estamos no ponto < 2 >, Cq4
é verdadeiro. Logo, v < max Dy. De fato as hipéteses do algoritmo
CalculaM sao satisfeitas.

Vamos agora mostrar que os valores porventura necessarios de M, ,_1,
d—1<z <d+1, ja foram corretamente calculados. Suponha que
M; ,_, é necessario.
Para z = d, da primeira parte e da especificagio de CalculaM, temos
que

min D, < v < maxD,.
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Para z = d—1 ou £ = d+1, pelas Proposicoes 3.5 e 3.6 e a especificacio
de CalculaM, temos que

min D, < v —1 < maxD,.

Portanto, para qualquer um dos trés valores de z,

min D, < v -1 < mazD,. (3.29)

Por outro lado, pela especificagao do algoritmo,
v—1<min{k—1l,n—m+k—-d-1}
Dado que z < d + 1, segue que
v—1<min{k—-1,n —m+k—z}. (3.30)
De (3.29) e (3.30),
minD, <v—1<min{k—1,n —m+k—z,maxD;}. (3.31)
Finalmente, lembrando que min D; = max{0, —z}, temos, de (3.31),

—k<z<n-—m+k.

Portanto, a diagonal z é analisada e o valor v — 1 estd no intervalo
dos valores de v considerados para a diagonal. Além disso, min D, <
v — 1 < maxD.. Dado que a ordem de anilise é normal, houve uma
passagem anterior pelo ponto <« 3 >>, com d valendo z e v valendo
v — 1. Por indugdo em (3), M1 foi calculado anteriormente.

2. Se o algoritmo executou a chamada CalculaM(d,v) em < 2 >>, entao,
por hipétese de indugdo em (1) e pelo Lema 3.8, Cy recebeu o valor
(M4 < fi) = (v < max Dg). Podemos entdo supor que a chamada
nao foi executada. Ou seja, que Cy € falso em < 1 >>.

Mas, C; foi inicializado verdadeiro. Portanto, a diagonal d ja foi
analisada anteriormente. Dado que a ordem € normal, o ultimo valor
usado foi v — 1 no lugar de v. Por inducdo em (2) temos que v —1 >
max Dy. Portanto, v < max Dy também ¢é falso.
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3. Suponhamos inicialmente que v = min Dy. Dado que a ordem é nor-
mal, entdo esta é a primeira vez que a diagonal d é considerada e,
como (Y foi inicializado verdadeiro, o ponto < 2 >> foi executado.
Logo, por indugdo em (1), My, foi calculado. Assim, (3) vale.

Vamos agora considerar o caso em que min Dy < v. Entao a diagonal
d foi analisada anteriormente, e o 1iltimo valor usado para v foi v — 1.
Por indugao em (3), os valores My, foram corretamente calculados,
para

min Dy < y < min{v — 1, max Dy}.

Por indugdo em (2), Cy = (v — 1 < max Dyg) = (v < max Dy)

Se Cy era verdadeiro, isto €, se v < max Dy, entdo My, foi calculado
corretamente na iteragao corrente. Se Cjy era falso, entao v > max Dj.
Em ambos os casos, todos os valores My, foram calculados correta-
mente, para min Dy < y < min{v, max Dg}. O

Proposicao 3.12 Seja j uma coluna da matriz D; seja d := j — m. Se
j < m —k entio D(m,j) > k. Por outro lado, se § > m — k entdo a
diagonal d € analisada pelo algoritmo Diferenca-UK-Normal e ao final da
sua ezecugdo as seguintes afirmacgées sio verdadeiras:

1. Ca=(D(m,j) > );
2. se D(m,j) < k entdo m = My p(m,j) fot corretamente calculado.

Demonstragdo: Se j < m — k entdo D(m,j) > k, pela Proposigao 3.2.
Suponha entdo que m — k < j < n e, portanto,

—k<d<n-m<n-m+k.

Logo, d é analisada pelo algoritmo.

Vamos considerar a iltima passagem do algoritmo pelo ponto < 3 >,
quando a diagonal d estiver sendo analisada. Lembrando que d < n —m,
temos que,

n—-m+k—d>k.

Assim, pela especificagio do algoritmo, temos que v = k.
Pela Proposicao 3.11(2), Cy = (k < max Dy), ou seja, Cy = (D(m, j) >
k).
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Suponhamos ainda que D(m,j) < k. Ou seja, maxD; =
min{k, max D4} e m = My p(m,j)- Pela Proposicio 3.11(3), o valor My p(m.j)
foi corretamente calculado. O

Corolario 3.13 O algoritmo Diferenca-UK-Normal resolve o problema das
k diferengas. O

Corolario 3.14 O algoritmo Diferengas-UK resolve o problema das k di-
ferengas. O

Proposicao 3.15 Se a compleridade de determinagdo da ordem for linear
no niumero de pares analisados entdo a compleridade do algoritmo Dife-

renga-UK-Normal é O(mn).

Demonstragdo: O custo global das comparages com igualdade na linha

< 1 > de CalculaM(d,v) para uma diagonal fixa d é obviamente O(m).

Assim, o custo global das comparagdes com igualdade na linha < 1 > de
CalculaM é

O((n — m + 2k)m) = O(mn), (3.32)

pois, n — m + 2k + 1 diagonais sdo analisadas.

Para uma dada diagonal d, sdo analisados no maximo k + 1 valores de v.
Assim, por hipétese, o custo da enumeragao dos pares é O(k(n —m+2k)) =
O(kn).

O custo das partes restantes, por par analisado, é O(1). Assim, o custo
global das partes restantes também é O(kn).

Portanto a complexidade total do algoritmo é O(mn). O

Coroléirio 3.16 A complezidade do algoritmo Diferencas-UK € O(mn). D

Agora vamos analisar a complexidade de espago do algoritmo Diferencas-
UK. Para o calculo de M, relativos a um determinado v sio necessarios
apenas os valore de M relativos a v — 1. Assim, basta um vetor com O(n)
posicdes, dado que o nimero de diagonais é n —m + 2k + 1. Para armazenar
os valores max Dy, outro vetor de mesmo tamanho € suficiente. Assim, a
complexidade em espago é O(n).

Terminaremos esta se¢io com duas observagdes importantes.

Vale ressaltar que o algoritmo apresentado aqui possui algumas dife-
rengas em relacio ao algoritmo original de Ukkonen onde o autor considera
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o problema de transformar uma seqiéncia A em uma outra seqiéncia B,
ou seja, a recorréncia usada é a da equagao (2.1) com custos unitéarios.

A complexidade do tempo de execugdo do algoritmo Diferengas-UK nio
é melhor do que a do algoritmo padrdo de programagao dinamica, e no
entanto é mais complicado. A razdo de apresentarmos este algoritmo é
preparar a apresentagao do algoritmo de Galil e Park, para proxima segao,
que fara um uso mais eficiente de CalculaM. Mais especificamente a parcela
(3.32) da complexidade é reduzida para O(kn), fazendo com que essa seja
a complexidade total do algoritmo de Galil e Park. Para tanto, a ordem

de enumeragao, embora normal, sera distinta da enumeragao do algoritmo
Diferengas-UK.
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3.3 Algoritmo de Galil e Park
3.3.1 Introdugao

O algoritmo descrito nesta se¢do apresenta uma solugao para o problema das
k diferencas. Assim como no algoritmo de Ukkonen os custos das operagoes
de edigao sdo unitirios. Além disso, o algoritmo de Galil e Park também uti-
lizara a propriedade do crescimento monotonico dos valores em uma diago-
nal. Vale ressaltar que esse algoritmo é melhor que o algoritmo de Ukkonen,
pois algumas comparagGes entre o texto e o padrao sao evitadas.

A idéia principal é diminuir o nimero de comparagoes realizadas no
algoritmo CalculaM para o computo dos valores My, mais especificamente,
diminuir as comparagoes realizadas no ponto < 1 >> indicado na figura 3.3
(pagina 36).

Conforme foi visto ao final da se¢do anterior, o custo global dessas com-
paragbes onde um caracter de A é igual a um caracter de B é O(mn), ao
passo que o custo do restante do algoritmo é O(kn).

A contribui¢do do algoritmo de Galil e Park é a de baixar o custo global
das comparages com igualdade, baixando-o para O(kn).

Para conseguir esse objetivo, o algoritmo registra as igualdades obtidas,
para uso posterior, em triplas de referéncia, conforme veremos a seguir.

Para poder fazer uso dessa informacao, € realizada uma pré-computagao
no padrao cujo custo é O(m?). Nesta pré-computacio é obtida uma tabela
denotada Pref, conforme sera visto na subsegao 3.3.3.

Finalmente, a ordem de calculo, ainda normal, é diferente daquela usada
em Diferencas-UK.

3.3.2 Triplas de referéncia

Uma tripla de inteiros 7 := (p, ¢,d) é denominada uma tripla de referéncia
se as seguintes propriedades forem satisfeitas:

-m<d<n (3.33)
WwW<p-1<¢g<fa (3.34)
A(p...q)=B(p+d...q+4d) (3.35)

se p<q< fgentdo A(q+1) # B(g+1+d). (3.36)
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Assim, se 7 é uma tripla de referéncia entio d denota uma diagonal,
A(p...q) e B(p+d...q + d) sao segmentos iguais no padrao e no texto,
ambos de comprimento ¢ — (p — 1) > 0. Esses segmentos sdo maximais a
direita, ou seja, ndo é valida a igualdade com ¢ +1 no lugar de ¢ por uma de
duas razoes: ou por condigées de contorno (g = f4), ou porque os caracteres
A(g+1) e B(g+ 1+ d) sdo distintos.

Convém ressaltar ainda que esses segmentos podem ser vazios, com p =

q+1.

Proposicao 3.17 Ao final do algoritmo CalculaM, (lo + 1,My,,d) € uma
tripla de referéncia.

Demonstragao: Pela hipétese do algoritmo CalculaM, d é uma diagonal,
que satisfaz a desigualdade (3.33).
Pela Proposicao 3.7,
g < lo.
Pela especificacao de CalculaM, |
lo <My, < fa.

Assim a tripla satisfaz (3.34), com lp+ 1 no lugar de p e Mg, no lugar de q.
Finalmente, pela especificacdo de CalculaM, (3.35) e (3.36) também sao
satisfeitas. O

Proposicao 3.18 A tripla (1,0,0) ¢ de referéncia. O

3.3.3 A tabela Pref

A tripla de referéncia obtida no algoritmo CalculaM (Proposi¢do 3.17) como
tal ndo tem utilidade pois os pares de caracteres iguais A(z) e B(i + d),
p < i < ¢ jamais serdo comparados novamente. No entanto, B(: + d) sera
comparado com outros caracteres do padrdo, em outras posicdes j # i.
Nesse caso, se soubermos de antemao o resultado da comparagio entre A(z)
e A(j) podemos determinar previamente o resultado da comparagio entre
A(j) e B(z + d).

O mesmo raciocinio pode entdo ser estendido a todo um segmento do
texto B, nao apenas ao caracter B(i + d), que esteja incluido no segmento

B(p+d...q+4d).
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Algoritmo Constréi-Pref
Entrada: Padrao A de tamanho m.
Saida: Tabela Pref.

para j «— 1 até m faga
se A(m) # A(j) entdo Pref(m,j) — 0
senao Pref(m,j) « 1
para : + m — 1 até 1 faga
inicio
para j «— 1 até m — 1 faga
se A(i) # A(j) entdo Pref(z,7) — 0
senao Pref(i,j) « 1+ Pref(z + 1,5 + 1)
se A(Z) # A(m) entdo Pref(i,m) « 0
senao Pref(i,m) « 1

fim

Figura 3.6: Algoritmo Constroi-Pref

Precisamos entretanto saber de antemao informagoes sobre segmentos
iguais no padrao A.

Para armazenar tais informacées utilizaremos uma tabela com m linhas
e m colunas, a qual denominaremos de Pref, tal que Pref(s,j) fornece o
comprimento do maior prefixo comum dos sufixos A(i...m) e A(y...m) do
padrao A. E facil ver que para t e j taisque 1 <1,7 <m:

14+ Pref(i + 1,7 + 1) sei,j <me A(2) = A(j)
Pref(i,j) = 1 se (1 =m ou j = m) e A() = A(j)
0 caso contrario.

Com base nesta propriedade, um algoritmo O(m?) é imediato (figura
3.6).
3.3.4 Uma nova versao de CalculaM.

A utilidade das triplas de referéncia e da tabela Pref ficara mais clara apés
a leitura da nova versio do algoritmo CalculaM, chamada de CalculaM2
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(Figura 3.7) e das Proposigoes 3.19 e 3.20, que serdo apresentadas mais
adiante.

Nesta nova versao de CalculaM, supomos que ha um conjunto de triplas
de referéncia disponivel, que é inicializado como vazio. A medida que a
execugao do algoritmo Diferengas progride, o proprio CalculaM2 acrescenta
triplas de referéncia ao conjunto, em consonancia com a Proposicao 3.17.

Proposicao 3.19 As seguintes afirmagdes sdo verdadeiras nos pontos in-
dicados do algoritmo CalculaM2:

g <l < fd (3.37)

no ponto K1> e
1<lLl+d-d <m (3.38)

no ponto K 3> e
r estd bem definido, r > 0 (3.39)

no ponto K3 > e
s> 1. (3.40)

no ponto K 4>.

Demonstragdo: Por indugdo. Vamos inicialmente provar que i < I < fy
no ponto € 1 >. Certamente | < fy, pela restricao utilizada no comando
enquanto. Na primeira passagem por < 1>>, o valor de [ é [y + 1, por sua

vez, maior do que 4 pela Proposicao 3.7. Em passagens posteriores, temos
que:

1. se [l foi incrementado em < 5 >> entdo r > 0 e s > 1 por hipétese de
indu¢do, o que implica que o incremento Al é ndo negativo;

2. se [ foi incrementado em < 7 > entdo o incremento € positivo.

Assim, em ambos 0s casos o incremento em [ é nao negativo e portanto a
desigualdade iy < [ segue da hipdtese-de indugao.

A desigualdade 1 < I < m em < 3 > segue imediatamente da desi-
gualdade anterior em < 1 >. Por outro lado, pela definicao de tripla de
referéncia e a restricao < 2 > temos em < 3 > que

idr<pSl+d—d/_<_qudrSm.
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Algoritmo CalculaM2. Hipétese:—m < d < n e min Dy < v < max D,.
Entrada: Padrao A e texto B de comprimento m e n, respectivamente.

Saida: Valor My,

d se v = min Dy
to «— ’ .

M4,_1 +1 caso contririo
b e 4 sed =—m ou v < minDy_,
1 , .

My_yy-1 caso contrario

4 se d =n ou v < min Dy,
t2 —

Mi41-1+1 caso contririo
t— ma.x{to, tl, tz}

lo — IIliIl{t, fd}

l Io + 1

achou «— falso

enquanto [ < f; e nao achou faga

se 1 tripla de referencia 7 := (p,q,d’) tal que
p<l+d-d <q
entao
inicio
r — Pref(l,l +d — d')
s—q+d—-(I+d)+1
Al «— min{r, s}
1+ Al
achou « (r # s)
fim
senao
se A(l) = B(l+d)
entao l — [ +1
senao achou «— verdadeiro
My, —1-1
acrescente (lp + 1, My ,,d) ao conjunto de triplas de referencia

L1>
L2>
L3>
K4>

L3>

<6>
LT>

Figura 3.7: Algoritmo CalculaM2.
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Assim, 1 < l+d~—-d < mem <« 3>>. Portanto, r estd bem definido.
Pela defini¢ao de Pref, r > 0.

A desigualdade s > 1 em < 4 > segue da restrigio < 2 >.
De fato,

1. a desigualdade (3.37) vale na primeira passagem por < 1 >>;

2. a validade de (3.37) numa passagem por < 1 >> implica a validade
de (3.38), (3.39) e (3.40) nos pontos indicados e conseqiiéntemente a
validade de (3.37) na préxima passagem por < 1>. O

Proposigao 3.20 Seja u o comprimento do mator prefizo comum a
A(l... fa) e B(l+d... fa+d), onde o valor de l é tomado no ponto K 1>
do algoritmo CalculaM?2. Suponha ainda que uma tripla de referéncia v que
satisfaz a restricdo K 2> foi encontrada. Entio |+ Al <1+ fy eu— Al
€ igual ao comprimento do maior prefizo comum entre A(l + Al...fs) e
B(l+ Al+d...fa+d). Ademais se r = s entdo Al > 0 e se r # s entdo
u=Al

Demonstragao: Pela Proposicao 3.19, r > 0 e s > 1. Portanto, Al > 0.
Ademais se r = s entao Al > 0.
Seja Ad:=d—d'.

Por defini¢iao da tabela Pref e de r, temos que
All...l4r-1)=A(+Ad...l+Ad+r—1). (3.41)
Por outro lado, a restrigdo < 2 > equivale a
p+d <l+d<q+d. (3.42)
Portanto, pela defini¢do de tripla de referéncia e de s, temos
Al+Ad...1+Ad+s—-1)=B(l+d...1+d+s-1). (3.43)
Assim, de (3.41) e (3.43), pela definicio de Al, temos
A(l... 1+ Al-1)=B(l+d...1+ Al—1+d). (3.44)
Portanto, u — Al é igual ao maior prefixo comum entre

Al +Al...f)) e B+ Al+d... fi+d).
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Ademais,

[+ Al—-1 < min{m,n —d} = f,.

Resta agora mostrar que se r # s entao Al = u. Suponhamos entao que
r # s. Obviamente, se [ + Al = 1 + f; entdo (3.44) pode ser reescrita da
seguinte forma,

A(l...f) = B(l+d...fi+d)

o que claramente implica que Al = u.
Podemos entao supor que [ + Al < fy. Assim,

I+ Al<m

A(l+ Al).
l+Al+d<n.
Se r > s, entao, de (3.41) e da defini¢do de r,

A(l+ Al) = A(l + Ad + Al) £ B(1 + Al + d).
Se r < s entdo de (3.43) e da definigio de s,
B(l+ Al+d) = A(l+ Ad + Al) # Al + Al)
Em ambos os casos,
A(l+ Al # B(I+ Al + d)
e portanto Al = u. O

Corolario 3.21 O algoritmo CalculaM?2 determina corretamente o valor

de Md,u- 0

3.3.5 Uma nova ordem de calculo

Na ordem utilizada por Diferenc¢as-UK, para cada valor de v, O(n) diagonais
sao examinadas. Mesmo que fosse mantida apenas uma tripla de referéncia,
por diagonal, a simples busca de uma tripla conveniente em CalculaM2
custaria O(n), o que inviabilizaria a nova estratégia.
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Algoritmo Diferengas-GP. Hipé6tese: k<m/2em <n+k
Entrada: Padrio A de tamanho m, texto B de tamanho n e o nimero

maximo k de diferencas.
Saida: Valores My,,.

parad «— —k até n — m + k faga Cy « verdade
para : «— 0 até k faca 77 — (1,0,0)
para c — 0 até n — m + k faga
inicio
para : « 0 até k faca 7; « 7/
g0
para v < 0 até k faca
inicio
d—c—v
T — Ty
se C; entao
inicio
CalculaM3 (d,v)
Ca — (My, < fa)
fim

L1l>
fim

fim

Figura 3.8: Algoritmo Diferencas-GP
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A idéia entdo é mudar a ordem, mantendo-a normal, porém examinando
O(k) diagonais por iteracao. Em cada iteracao, o valor de v varia de 0 a &,
mantendo-se a soma d + v constante para o cdlculo de Mg,

Em cada iteragio estario disponiveis k + 1 triplas de referéncia 7; :=
(pi, girdi) com (0 < 17 < k). Ao final da iteragao ja estardo geradas outras
k + 1 triplas de referéncia, 7/ := (pl,q!,d!) com (0 < ¢ < k) que serdo
utilizadas na iteracdo seguinte.

A Figura 3.8 apresenta o algoritmo Diferengas-GP e a Figura 3.9, o
algoritmo CalculaM3.

No algoritmo Diferengas-GP, assim como no algoritmo Diferengas-UK,
Figura 3.4, a hipétese do algoritmo CalculaM é respeitada. Mais ainda,
da mesma forma que na versio do algoritmo Diferencas-UK, os valores
Ma_14-1,M4,-1 € May1,-1, quando necessarios para o calculo de My, ja
foram calculados. A demonstragao de tais afirmagdes sera dada a seguir.

Proposigao 3.22 No algoritmo Diferengas-GP, sdo analisados os pares de
valores (d,v) tats que
—k<d<n-m+k

min Dy < v < min{k,n — m + k — d}.

Demonstracao: Sao analisadas as diagonais d com os valores v tais que

d
0
0

c—v,
c

m+k

IAIA
IAIA

n pa—
v k.
Assim, o par (d,v) é analisado se e somente se

0<d4+v<n-m+k

0<v<k.

Ou, de forma equivalente, se e somente se,

—v<d<n—-m+k—-v
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0<v<k.

Estes dois intervalos sdo precisamente os intervalos de variagio do algoritmo
Diferengas-UK. O resultado segue entao da Proposigao 3.9. O

Proposigao 3.23 A ordem de andlise dos pares (d,v) do algoritmo Dife-
reng¢as-GP € normal.

Demonstragdo: Seja ¢ :=d + v. Entao

d—1 = ¢-2—-(v-1)
d = c—-1—(v-1)
d+1 = c—(v—-1).

Assim,
(d-1,v—-1),(d,v—1),(d+1,v—1) < (d,v),

onde < denota a ordem do algoritmo Diferengas-GP. O

Comparando CalculaM?2 com CalculaM3, convém observar que apenas
houve uma mudanga na forma de se buscar uma tripla de referéncia til,
através da variavel g. Em ambas as versoes uma tripla (py, ¢4, dy) € usada
somente se

pg+dy <1l+d< g+ d,.
Corolério 3.24 O algoritmo Diferencas-GP resolve o problema das k di-

ferengas. O

3.3.6 A complexidade do novo algoritmo

A anélise da complexidade do Algoritmo Diferencas-GP é feita mediante a
soma de trés parcelas, além do custo O(m?) para o cdlculo da tabela Pref.
Lembrando que CalculaM8 tem uma malha

enquanto ! < f; e nao achou faga
as trés parcelas sao as seguintes:

1. a complexidade de Diferencas-GP sem levar em conta a complexidade
de execugao da malha;
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Algoritmo CalculaM3. Hipétese:—m < d < n e min Dy < v < max D,.
Entrada: Padrao A e texto B de comprimento m e n, respectivamente.

Saida: Valor My,

14 se v = min Dy
lo «— . .

Mga,-1 +1 caso contrario

14 sed=—mouv<minDy_;
tl €« ;.

Mgy_14-1 caso contrario

4 se d =n ou v < minDgyy
t2 —

Mg41,-1 +1 caso contrario
t— ma.x{to,tl,tg}
lo — min{¢, f4}
l — lo + 1
achou « falso
enquanto ! < f; e nao achou faga
inicio
<1>
enquanto < 2>» g<kel+d>q +d,fagage—g+1
seg<kep,+d,<Il+d
entao
inicio
r « Pref(l,l + d — d)
se—gq+d—(I+d)+1
Al « min{r, s}
l— 1+ Al
achou « (r # s)
fim
senao
se Al)=B(l+d)entao l — 1 +1
senao achou «— verdadetro
fim
Md,u — 1l - 1
se My, +d > q,+d, entao 7, — (lo+ 1, My,,d)

Figura 3.9: Algoritmo CalculaM3.
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2. complexidade total de execugbes da malha para g > k, sem levar em
conta a sua complexidade para g < k;

3. complexidade total de execugbes da malha para ¢ < k, sem levar em
conta a sua complexidade quando g > k.

Denotaremos estas trés parcelas por a, f e v, respectivamente. Uma sim-
ples inspecao do algoritmo revela que a = O(kn). Conforme veremos nas
Proposigoes 3.31 e 3.32, B = O(kn) e v = O(kn).

Assim, a complexidade do algoritmo Diferencas-GP é O(kn +m?), onde
a parcela m? vem do pré-processamento do padrio.

Para podermos avaliar 3 e <y, necessitamos de uma série de resultados
auxiliares, estabelecidos nas Proposicoes 3.25, 3.26, 3.27, 3.28, 3.29 e 3.30,
demonstradas a seguir.

Proposicao 3.25 Se v > 0 e My, foi calculado no algoritmo Diferencas-
GP entdo Myy1,—1 jd foi calculado.

Demonstracao: Seja d = ¢ — v. Pela Proposi¢do 3.22, e usando a desi-
gualdade k < m/2, temos

O<v<n-m+k—-d<n-—d,

logo
d<n. (3.45)
Na iteragdo (c,v—1), a diagonal d+1 é analisada. Pela Proposicao 3.22,
min Dyyy < v —1, logo
v > min Dd+1. (346)

De (3.45) e (3.46) e pela especificacdo do algoritmo CalculaM3 temos
que

tg=14+ Mys1,5-1-

Pela normalidade da ordem de cdlculo do algoritmo Diferen¢as-GP,
Mgyy1 -1 foi previamente calculado: esse cédlculo foi realizado na iteracao
anterior, uma vez que nao hd repetigio de pares (c,v). O

Proposigao 3.26 Durante a ezecugdo do algoritmo Diferengas-GP, para
uma iteracdo em que a varidvel ¢ estd fiza, considere a sequiéncia x de va-
lores atribuidos a varidvel z em CalculaM$8, no ponto < 1 >. As seguintes
afirmagéoes sao verdadeiras.
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1. a subseqiiéncia de x correspondente a uma sub-iteragdo com v fizo €
estrilamente crescente;

2. a sequéncia x é (ndo estritamente) crescente.

Demonstragao:

1. Os incrementos que [ sofre dentro do comando
enquanto ! < f; e nao achou faga

sao ou 1 ou Al; pela Proposicio 3.20, Al > 0, com igualdade somente
na dltima iteragdo do comando no algoritmo CalculaM3.

2. Seja v no intervalo 0 < v < k. Seja d := ¢ — v. Suponhamos que
CalculaM3(d, v) foi executado. Suponhamos ainda que, durante essa
execucao, a variavel z sofreu uma ou mais atribui¢ées. Seja z; o valor
usado pela primeira dessas atribuigoes.

Dado que houve tais atribuigoes, entdo lp < fj e, portanto, t; <t = I.
Assim,

t2+d+1Slo+d+1=.’E1. (3.47)

Pela Proposicao 3.25 temos que

tz = 1 + Md+l,u—1- (3.48)

Seja I o dltimo valor assumido pela variivel [ durante o calculo de
Mg41,,-1 na iteragio (c,v — 1). Entdo

I[=14 Mgp10-1 =12 < fapr- (3.49)
Assim, a atribuicdo em <« 1 > foi executada durante o calculo de
Mgy1,0-1- Seja zo o dltimo valor atribuido a = durante esse célculo.

Observe que zy imediatamente precede z; na sequéncia .

Pela parte (1), )
zo <1+ (d+1).
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De (3.49) e (3.47) temos

o <ta+d+1<Lz.

De fato, zo < z1. Demonstramos entiao que se é atribuido um valor
a r durante o cdlculo de My, (v > 0) entdo o iltimo valor de z,
atribuido nao excede o primeiro valor z; atribuido na iteragio (c,v).
Assim, levando em conta a parte (1) temos a validade de (2). O

Proposicao 3.27 As seguintes afirmagoes envolvendo as novas triplas de
referéncia sao verdadeiras no ponto < 1> do algoritmo Diferengas-GP:

1. ¢\ +d, = max{M;_yy+i—v:0<i<ce minD;, <v<maxD,_,};

2. sev>0entiop,+d, <2+4q, ,+d,_;.

Demonstragao: Por indugao em c¢. Seja d := ¢ — v.
1. Temos que
v=c—d> —d > minDy. (3.50)
Vamos considerar o caso em que ¢ = 0. Neste caso, d < 0 e, portanto,
v = —d = min Dy.

Logo, o tdnico elemento do conjunto cujo miximo se pretende deter-
minar é
Md,u +d > 0.
Pela inicializacao das triplas com (1,0,0),
g, +d, =0.
Assim, ¢/, = My,, d,, = d e, portanto a assergao vale.

Resta agora considerar o caso em que ¢ > 0. Por hipétese de indugao

go+d, =max{M;_,,+i—v:0<i<c—1e minD;_, <v <maxD;_,}.
| _ (3.51)
Se v > max Dy entdo a assercio segue trivialmente de (3.51). Se
v < max Dy entdo, por (3.50), My, é calculado, e portanto
q:; + d:z = ma‘x{qv + dv) Md,u + d};

novamente, a assercao segue de (3.50).
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2. Se ¢ = 0 entdo a inicializagdo das triplas forneceu a variavel p, o valor
leagqydy,d,_1 o valor 0. Se ¢ > 0 podemos usar a hipdtese de
indug¢do. Em ambos os casos,

pu+du S2+qv—-1+d—l-
Pela especificagido do algoritmo,

Qo1 +dv1 < q,_, +d,_,

e, portanto,

pot+d, <244, ,+d,_;.

Se pl, + di, = p, + d, entdo a assercao segue trivialmente. Podemos
portanto supor que My, foi calculado e dai

po=1+bed, =d
Assim, lembrando que
lo = min{t, fd} S IIla.X{to, tl,tg},

resta mostrar que
t:+d<1+4+4q,_,+d,_, (3.52)
para todozem 0 < z < 2.

Vamos entdo considerar inicialmente o caso em que v = min Dy. Neste
caso,

to = id. (3.53)

Por hipétese, v > 0. Mas v = min Dy = max{0,v — ¢}. Assim,d < 0
e ¢ = 0. Portanto,

oud=—-mou(d>—-mev<minDy_y)

v—1=minDgy; =14 — 1.

Podemos entao concluir que
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t, =1+ Md+1,u-1 > 4. (3.55)
Assim, de (3.53), (3.54) e (3.55) e por (1)

totd=ti+d=ig+d<ts+d=My,1+d+1<q,_, +d,_,
e (3.52) é nesse caso uma desigualdade estrita.

Resta agora demonstrar (3.52) para o caso em que v > min Dy. Nesse
caso,

lo=1+ Md,u—l
e portanto, por (1)
latd<to+d=14+ My, 1 +d<1+qg,_, +d,_,.

Assim, (3.52) vale para to, € para t, se t, = 4. Se t; # i4 entdo por
(1),
t + d= Md—l,v—l +d <1+ q:,_l + d:,_l-

Se t; # 14 entdo, por (1)
ta+d=14+ My +d<14+q,_,+d,_,.

De fato, (3.52) vale também nos casos em que v > min Dy. O

Proposigao 3.28 No algoritmo CalculaM3, se v =0 entdo lp = 0.

Demonstragdo: O valor da variavel d é

v=c—d=c¢>0.

Assim,
minDy =0
e
oud=—-mou0<minDy_,
e

oud=n ou 0 = min Dyy,.

Portanto pela especificagao de CalculaM3,

Logo,

t0=t1=t2=id=0.

lo = min{t, fa} =t =0.0
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Proposigao 3.29 As sequintes invariantes sdo vdlidas no ponto <€ 2 >>:
1. se g < kentioz >p,+d;, —1;

2. £ > ¢i+d; para todo i no intervalo 0 <i<g-—1.

Demonstracdo: Por indugao.

Vamos inicialmente demonstrar a validade da assercdo por ocasido da
primeira passagem pelo ponto <« 2 >. Consideraremos que a diagonal
analisada é d := ¢ — v. Assim, necessariamente, ¢ = 0. Pela Proposi¢ao
3.25, v = 0. Em resumo,

d=cev=g=0.
Assim, pela Proposigao 3.28,
$=lo+1+d=1+c

Portanto, se 7o é a tripla inicial (1,0,0) entdo a desigualdade em (1) vale
de forma estrita. Por outro lado, se 1o for uma tripla calculada, em que a
variavel ¢ tinha o valor ¢, entdo, pela Proposi¢io 3.28

pot+do=1+c<1+c,

e, novamente a desigualdade em (1) vale de forma estrita.

A desigualdade em (2) é vacuosamente verdadeira neste caso.

Vamos considerar agora outras passagens por < 2 > que nao a primeira,
para um valor de ¢ fixo. Suponhamos, como hipétese de indugao, que a
assergao é valida por ocasido da passagem anterior, em que a varidvel z
tinha o valor z' e g o valor ¢'.

Vamos considerar inicialmente o caso em que ¢ = g'. Pela Proposigao
3.26,

1
r>zx.

Por indugao
g > p,+d;—1 seg<k
> ¢+4d; Vio<i1<g-1

e, portanto, a asser¢ao vale.
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Resta agora considerar o caso em que g = g’ + 1 (e £ = z’). Necessaria-
mente,

T> Gg—1 + d 1. (356)
e, por hipotese de indugao,
z2>¢+diVi0<:<g-2 (3.57)
Se g <k,
Qg-1 +dg_1 2 pg +dg — 2. (3.58)

A validade desta desigualdade vem do valor (1,0,0) de inicializacao das
triplas, se ¢ = 0, e da Proposigdo 3.27(2) se ¢ > 0. A validade de (1) segue
entdo de (3.56) e (3.58), e a validade de (2) segue de (3.56) e (3.57). O

Proposicao 3.30 Para cada c no intervalo 0 < c < n —m + k, defina
z.:=max{¢; +d; : 0 <i <k}

Entdo sequéncia zg,21,...,2n—m+k € crescente. Se para uma iteragdo (c,v)
(do algoritmo Diferencas-GP) o algoritmo CealculaM3(d,v) € ezecutado e,

além disso, uma comparagdo entre A(l) e B(z) € efetuada e g = k+1 nesse
instante entao

T > 2.

Ademais, se a comparagdo resulta em igualdade e c < n — m + k entdo

Ze41 2 T

Demonstragdo: A desigualdade
2. < ze
segue do fato que na iteracgao ¢
g +d; > ¢+ d..

A desigualdade

T > 2
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segue da Proposigao 3.29(2).
Além disso, se a comparagao resultar em igualdade entio

Md,u 2 [

e portanto
g,+d,>My,+d>1+d=1z.

Assim,
Zet1 Z z.0

Proposigao 3.31 A parcela B de complezidade do algoritmo Diferengas-
GP é O(kn).

Demonstragdo: Na situagdo ¢ = k + 1, as triplas de referéncia nao sao
usadas, e portanto, a cada volta na malha o caracter em uma posigio [ do
padrao A é comparado com um caracter em uma posi¢ao z do texto B. O
custo de uma dessas volta é O(1). A cada comparagao em que A(l) # B(z),
a execugao da malha é terminada.

Assim, para um c fixo o custo total das voltas da malha em que g = k+1
e A(l) # B(z) é O(k). Portanto, o custo total das voltas da malha em que
g=k+1e A(l) # B(z) é O(kn), levando em conta todos os possiveis
valores de c.

Vamos agora estimar o custo total das voltas de malha em que ¢ = k+1
e A(l) = B(z), para z fixo e [ assumindo todos os valores possiveis no
intervalo 1 <[l <m.

Seja ¢y 0 menor valor de ¢ tal que para algum valor de v € de ! a com-
paragdo A(l) = B(z) é efetuada com g = k + 1.

Pela Proposicao 3.30,

Ze>T> 2z, Ve: o+1<c<n—m+k.

Portanto, se ¢ = k + 1 entdo a posi¢do z do texto B somente é utilizada
em comparagoes com igualdade com caracteres do padrdo, quando ¢ = c.

Pela Proposicio 3.26 a posicao z € utilizada para comparagdes no
maximo k+1 vezes durante a iteragio cp. Podemos entdo concluir que, para
uma posicao fixa z do texto, o custo total das malhasem que g =k +1e
a posi¢ao z € utilizada para comparagio com igualdade é O(k).

Logo, 8 = O(kn). O
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Proposicao 3.32 A parcela v de complezidade do algoritmo Diferencas-
GP ¢ O(kn).

Demonstragdo: Quando ¢ < k, no ponto < 2 > do algoritmo Calcu-
laM3, podemos ter uma das seguintes situagoes, pela Proposicao 3.29:

1. z=p, +dy — 1;
2. pg+dg <z < gp+dy;
3. > ¢, + d,.

Na situagao (1), é realizada uma comparagio entre padrao e texto que ou
acarreta o término da execugio da malha (uma desigualdade) ou incrementa
de 1 o valor de ! (uma igualdade). No segundo caso, na nova passagem por
< 2> estaremos na situacio (2) ou (3).

Na situagio (2), a tripla é utilizada; se r # s entao a execugio da malha
¢ terminada; se r = s entdo [ é incrementado de forma que na passagem
seguinte por < 2 >

T=¢y+d;+1

e estaremos assim, na situagao (3).
Na situagdo (3) o valor de g é incrementado de 1.
Podemos entio concluir que se estamos no ponto < 2 > da malha, em

O(1) voltas
ou a execucao da malha termina
ou ¢ é incrementado.

Consequéntemente, para ¢ fixo o custo total das execugbes da malha com

g < kéO(k). Assim, v = O(kn). O



3.4 Algoritmo de Tarhio e Ukkonen 69

3.4 Algoritmo de Tarhio e Ukkonen
3.4.1 Introducgao

O algoritmo proposto nesta secio resolvera problema das k diferengas
através do método da programacao dinimica (equagdo 3.1). Ao invés de cal-
cular todos os elementos da matriz D, o algoritmo calculard apenas alguns
elementos. Mais precisamente, o método da programagao dinidmica sera
utilizado apenas em algumas diagonais, ditas diagonais marcadas. Para
efeito de utilizagao da equagio (3.1), os valores nas diagonais nao marcadas
poderdo ser tomados como oo, sem prejuizo de obtengio das solugdes do
problema.

Convém recordar que no problema das k diferengas que estamos consi-
derando neste capitulo temos um padrio A de comprimento m, um texto
B de comprimento n e operagdes de edi¢ao com custo unitario, o0 que nos
permite adotar a hipdtese,

k<%em_<_n+k

conforme ja foi visto na segao 3.1.

Para limitar o nimero de diagonais a serem analisadas na matriz D,
o algoritmo descrito nesta se¢do analisara se um determinado alinhamento
entre o padrao e o texto esta suficientemente proximo de outro alinhamento
que possa levar a uma possivel ocorréncia aproximada. Em caso afirmativo,
diagonais préximas a diagonal relativa ao alinhamento sdo marcadas.

Apds ter realizado a analise descrita acima, deslocaremos o padrao, utili-
zando as idéias do algoritmo de Boyer e Moore [BM77], para analisar outros
alinhamentos.

Podemos, entio, dizer que este algoritmo estad dividido em duas
operagdes. Uma operacdo é a de marcar as diagonais e a outra é a de
deslocar o padrao. .

Na sec¢dao 3.4.2 descreveremos a operacao de marcar as diagonais e na
secao 3.4.3 descreveremos como deslocar o padrao.

3.4.2 Operagao de marca

Nesta secdo descreveremos um método para marcar as diagonais da matriz
D. E nas diagonais marcadas que o método da programagao dinamica sera
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aplicado.

O método da programagio dinamica gera uma dependéncia entre os va-
lores D(z,7) cuja representacao grafica é chamada de grafo de dependéncia.
Neste grafo existe um arco orientado com origem em (2, j) e destino (¢’ j)
se, e somente se, o passo de minimizagio da equagdo (3.1) (pigina 31) gera
D(+',3') a partir de D(4,j).

Observe que a aresta do grafo de dependéncia que sai de (i,j) e entra
em (i’,7') é de um dos seguintes tipos:

® horizontalse i =t1ej =j +1;
e diagonalset =i1+1ej =j5+1;
e verticalset’' =1+ 1ej =j.

Dado um caminho C no grafo de dependéncia, denotaremos por H(C),
D(C) e V(C), respectivamente, o conjunto das arestas de C que sao hori-
zontais, diagonais e verticais. Dentre as arestas diagonais, denotamos ainda
por D1(C) o conjunto daquelas que correspondem a uma colisdo e por Do(C)

o conjunto das demais. Assim, o custo de C é |V(C)| + |H(C)| + |D:(C)|
Proposigao 3.33 Para todo caminho C no grafo de dependéncias,
IV(C)| - [H(C)| = do — &,

onde dy e dy denotam, respectivamente, as diagonais que passam pelos pon-
tos inicial e final de C.

Demonstragdo: Por indugio. Se o caminho C nao tem arestas entao
todas as parcelas que participam dos termos da igualdade sio nulos.

Se o caminho C tem precisamente uma aresta a afirmacio segue imedi-
atamente das defini¢oes de aresta horizontal, diagonal e vertical.

Podemos entao supor que C passa por um ponto p := (j —d, ), distinto
dos pontos inicial e final de C. Seja Cy e C, os sub-caminhos do seu ponto
inicial a p e de p ao seu ponto final, respectivamente. Por hipdtese de
inducao,

[V(Cy)| - |H(Cy)| = do—d
VCI - [HC)| = d—dy

A soma destas igualdades fornece a igualdade enunciada. O
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Denominaremos de caminho dtimo todo caminho do grafo de de-
pendéncia que tem origem em (0, j) e destino (m, k) tal que D(m, k) < k,
onde0<j<nel0<h<n.

Proposigao 3.34 Todo caminho dtimo C intercepla no mdzimo k + 1 di-
agonais.

Demonstragdo: Seja
{d:d. <d < d'}
o conjunto das diagonais que C intercepta. Sejam p, e p* pontos de C
nas diagonais d, e d*, respectivamente. Se p, precede p* em C, seja C' o

subcaminho de C' que vai de p. de a p*. Se p* precede p, em C, seja C' o
subcaminho de C que vai de p* a p..

Se p. precede p*, entao, pela Proposigao 3.33,

d* —d. = |H(C")| - [V(C)| < [H(C)| < k.
Analogamente, se p* precede p, entdo

d* —d, = |[V(C")| - |H(C")| < |V(C)| L k.

Em ambos os casos, d* —d, < k. O
Dada uma posigao ¢ do padrio (1 < ¢ < m), definimos a vizinhanga S;
como sendo o seguinte conjunto de caracteres:

Si:i={A():1<j<me|j—i <Lk}
Assim, S; é o conjunto dos caracteres que ocorrem no padrao em posigoes

que distam no maximo k da posigao 1.
Seja d uma diagonal tal que

0<d<n—m+Ek.
Uma coluna j é rutm com relagdo a diagonal d se
k<j—d<min{m,n —d} e B(j) € Sj-da.”

Assim, uma coluna j € ruim se e somente se esta a mais do que k colunas
a direita do seu ponto (0,d), intercepta a diagonal, e o caracter B(j) nao
esta na vizinhanga da posi¢do j —d do padrao (Figura 3.10). Vamos denotar
por R4 o conjunto das colunas ruins com relagio a diagonal d.

O resultado apresentado a seguir tem um papel fundamental na
marcagao de diagonais:
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J d+m

1.1 1.1

Sj_.d j—d

11 1.1

j—d+k

4

diagonal d

Figura 3.10: O conjunto S;_4 indica os caracteres de A onde devemos pro-
curar a ocorréncia do caracter B(j).

Teorema 3.35 Seja d uma diagonal no intervalo
0<d<n-m+k.

Seja C um caminho 6timo cujos pontos estdao todos em diagonais no inter-
valo

{r:d—k<z<d+k}.

Se C tem pelo menos um ponto em uma diagonal z > d, entdo

|Rd| < k.

Demonstracdo: Seja dy a diagonal que passa pelo ponto inicial de C, d; a
diagonal que passa pelo seu ponto final. Assim, os pontos inicial e final de
C sao, respectivamente, (0,dp), (m,m + d;).

Sejam

X:={j:j€Rs,do<j <m+d}

Y == R\ X.
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Assim, X é o conjunto das colunas ruins em relacdo a diagonal d que in-
terceptam o caminho C' em pontos a direita do seu ponto inicial e Y é o
conjunto das demais colunas de Rjy.

Pelas Proposigoes 3.36 e 3.37, abaixo enunciadas,

|R4| = |X]+ Y| < H(C)| + |Di(C)[ + [V(C)| < k.

A demonstragao do Teorema se reduz assim a demonstragao das duas Pro-
posicgoes.

Proposicao 3.36 |X| < |H(C)| + |D:(C))-
Proposigao 3.37 |Y| < |[V(C)|.

As demonstragbes das Proposigoes 3.36 e 3.37 serao dadas a seguir.

Demonstragao da Proposi¢do 3.36: Para cada j € X, temos, por de-
finicao de X que j intercepta C. Seja ¢ o menor inteiro tal que (z,7) € C.

Por definicdo de X, j intercepta C' em pontos a direita do seu ponto
inicial (0, do)

Assim, a aresta de (i, 3) # (0,dp). Seja entao a a aresta de C' que entra
no ponto (z, 7).

Pela defini¢do de 1, a aresta « nao é vertical. Assim,

a € H(C)u D(C).
Vamos agora mostrar que na verdade
a € H(C)U Dy(C).
Por hipétese, 7 € Ry. Assim,
B(j) & Sj-a- (3.59)

Também por hipdtese, a diagonal j —z, uma das diagonais que C intercepta,
satisfaz
d—k<j—-1<d+k

o que equivale a

j—d—k<i<j—d+k.
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Assim,
A(i) € Sj_d. (3.60)
De (3.59) e (3.60), concluimos que

A(z) # B(j)-
Portanto, a aresta a, se for diagonal, corresponde a uma colisao. De fato,
a € H(C)u Dy(C).

Finalmente, diferentes colunas j em X correspondem a diferentes aresta o
em H(C)U D,(C) que entram em j. Dai a desigualdade enunciada. O
Demonstracao da Proposi¢ao 3.37: Sejam

T:={j:k<j—d<min{m,n —d}}

W:={j:do<j<m+d}

Da definigao de R; e de Y temos entdo que
Y C T\W.

Vamos inicialmente avaliar |7 N W|. Uma coluna j estiem TNW se e
somente se

k+d< j < min{m +d,n}

do<]Sm+d1.

Assim,
|IT N W| =min{m +d,n,m + d1} — max{k + d,do}.

Mas m+d, € a coluna que contém o ponto final de C e portanto m+d; <
n. Por hipétese, dp, uma diagonal que intercepta C, satisfaz do < d + k.
Portanto,

ITNW| = min{m+d,m+di}—(d+k)
m — k + min{0,d; — d}
= m -k — max{0,d — d; }.
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Por outro lado, obviamente
|T| = min{m,n—d} —k <m —k.

Assim,
Y| < |T\W| < max{0,d — d,}.
Se d; > d entao
Y| <0< |V(O).

Podemos portanto supor que d; < d, o que implica que
Y| <d—d.

Por hipétese, C contém pontos em diagonais £ > d. Portanto, C e d
se interceptam, uma vez que d; é uma diagonal que intercepta C e d; < d.
Seja p um ponto nessa intersec¢ao, seja C' o subcaminho de C que vai de p
até o ponto final de C. Pela Proposicao 3.33,

d—dy = |[V(C)| - |H(C)| < [V(C)I.

Independentemente do resultado da comparacgio entre d e d; temos entao
a desigualdade enunciada. O

A demonstracao da Proposigao 3.37 completa a demonstracio do Teo-
rema 3.35.

O Teorema 3.35 sugere a seguinte metodologia para marcar as diagonais:
para a diagonal d e para ¢ variando de k a min{m,n — d}, compare B(i + d)
com os caracteres de S;. Se o nimero total de colunas ruins encontradas for
no méaximo k entdo marcaremos as diagonais d — k, ..., min{n — m,d} +k,
pois, a existéncia de um nimero maior do que k colunas ruins indica que
nao pode haver um caminho 6timo com pontos em diagonais z > d mas
totalmente contido em diagonais no intervalod —k <z < d+ k.

Ap6s ter analisado a diagonal d devemos determinar a préxima diagonal
cuja vizinhanga sera possivelmente marcada. Esta operagao serd descrita na
secao 3.4.3. No restante desta secao descreveremos como obter as colunas
ruins de forma mais eficiente do que a indicada acima.

Para encontrar as colunas ruins construiremos a tabela Ruim com a
seguinte definicao:

Ruim(i,a) :=a € S; (kK <t <m,a €X).
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Algoritmo Constréi-Ruim

Entrada: Padrao A e seu respectivo tamanho m.
Saida: Tabela Ruim.

para: «— k+ 1 até m faga

inicio
para cada a € ¥ faga Ruim(z, a) « verdadeiro
para j < ¢ — k até min{m,: + k} faga
Ruim(z, A(j)) « falso

fim

Figura 3.11: Algoritmo Constrdi-Ruim

Assim,
J € R4 se e somente se k < j —d < min{m,n — d} e Ruim(j — d, B(3)).

A tabela pode ser calculada através de uma varredura no padrao A como
é feito no algoritmo Constroi-Ruim, Figura 3.11.

O processo de analise de uma diagonal d para possivel marcagao das
diagonais d — k... min{n — m,d} + k é entdo muito simples, sua descrigdo
esta na Figura 3.12.

3.4.3 Operacao de deslocamento

Para cada posi¢ao ¢ no padrao no intervalo m — k < ¢ < m, e para cada
caracter a de ¥, vamos definir

Des(i,a) :=min[{i —h :1 < h < i A(h) = a} U {i}].

Assim, Des(z, a) é o menor deslocamento para a direita que se deve fazer no
padrao em que a posicao ¢ esta alinhada com uma ocorréncia do caracter a
no texto, para que nao haja colisdo naquela posi¢ao do texto.

Dada uma diagonal d tal que 0 < d < n — m + k, definimos

84 := max{k + 1,min{Des(z, B(z + d)) : m — k < i < min{m,n — d}}.

Os proximos resultados sdo cruciais para a operagdo de deslocamento e
esclarece o papel de Des e 6.
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Algoritmo Analisa Diagonal
Entrada: Diagonal d,0 <d<n—-m+k.
Saida: Possivel marcagio das diagonais d — k... min{n — m,d} + k.

r—20
1 « min{m,n — d}
enquanto : > k e r < k faga

inicio
se Ruim(z, B(i+ d)) entao r «—r +1
te—i—1

fim

se r < k entdo marqued — k... min{n —m,d} + k

Figura 3.12: Algoritmo Analisa Diagonal

Teorema 3.38 Seja d uma diagonal no intervalo0 <d <n—m+k, C um
caminho otimo que contenha pontos em diagonais £ > d. Uma das sequintes
alternativas é verdadeira:

ou (1) todos os pontos de C estido em diagonais no intervalo {z :d — k <

z<d+k};

ou (2) o caminho C tem pontos em diagonais £ > d + 4.

Demonstragdo: Suponhamos que a alternativa (1) seja falsa. Dado que

C tem pontos em diagonais z > d, entao, pela Proposicao 3.34, todo ponto

de C esta em diagonais £ > d — k. A falsidade da alternativa (1) implica
entao que

C tem pontos em diagonais £ > d + k. (3.61)

Se 64 = k + 1 entdo C tem pontos em diagonais z > d + 6. Podemos supor
que
64 = min{Des(z, B(i + d)) : m — k < i < min{m,n — d}}.

Em particular, lembrando que d < n — m + k, temos que m — k <
min{m,n — d} e portanto
54 S m — k,
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pois, Des(i,a) < 7 para todo a € £. Podemos portanto supor que todo
ponto de C esta em diagonais z < m — k + d.

Sejam dy e d, as diagonais que passam pelos pontos inicial e final de C,
respectivamente. Temos que

do<m—'k+d

d, > d, (362)

onde a segunda desigualdade segue de (3.61), pela Proposi¢ao 3.34. Por-
tanto, todas as colunas j no intervalo

m—-—k+d<j<m+d (3.63)

interceptam o caminho C a direita do seu ponto inicial. Mas o nimero
dessas colunas é k + 1, logo nem todas as arestas de C' que entram nessas
colunas podem ter custo 1. Assim, pelo menos uma delas estd em Do(C).
Seja (j —c¢, 7) o ponto em que uma aresta de Do(C') entra, com j no intervalo

(3.63).
Seja
1:=3 —d.
Entao
B(i+d) = B(j) = A(j —c) = A(t — (c — d))

m—k <1 <m = min{m,n — d}
onde a iltima igualdade segue de (3.62), pois m + d; < n. Logo,
Des(z,B(t+d)) <c—d

e, portanto,
5,1 S c—d.

Assim, o ponto (7 — ¢, ) de C estd na diagonal ¢, que por sua vez satisfaz

d+5d§C.D

Com base no Teorema 3.38 damos na Figura 3.13 o algoritmo Diferengas-

TU
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Algoritmo Diferengas-TU
Entrada: Tabelas Ruim e Des.
Saida: Diagonais da matriz D marcadas.

d—20
repita
r—20
¢ «— min{m,n — d}
b—m—k
enquanto r < k e : > k faga
inicio
se m — k <1 entdo § — min{é, Des(i, B(i + d))}
se Ruim(z, B(: + d)) entdo r < r +1

te—1—1
fim
se r < k entdao marque as diagonais d — k... min{n —m,d} +k
6 — max{k + 1,6} L<1l>
d—d+6

atéqued>n—m+k

Figura 3.13: Algoritmo Diferengas-TU
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Convém observar que, tal como apresentado, o algoritmo determina cor-
retamente se By < k para cada diagonal d analisada. No entanto, nem
todos os valores de Des(i, B(: + d)) com

m—-k<i<n-d
sao utilizados, apenas aqueles cujos correspondentes i satisfazem
k<.

Esta restrigao adicional é inécua se k < m — k.

Vamos analisar o que ocorre no caso em que k > m — k. Essa desigual-
dade equivale a k > m /2. Assim, conforme visto na se¢do 3.1, os algoritmos
O(mn) sao também O(kn). Portanto, o algoritmo ndo é eficiente nesse caso.

Teorema 3.39 As diagonais marcadas pelo algoritmo Diferencas-TU in-
cluem todos os pontos de todos os caminhos dtimos.

Demonstragdo: Seja C um caminho 6timo. Por defini¢do, o ponto inicial
de C estd numa diagonal n3o negativa. Assim, C tem pontos em diagonais
z > 0; note que 0 é uma das diagonais analisadas pelo algoritmo (a primeira
delas). Seja d a ultima diagonal analisada pelo algoritmo tal que C tem
pontos em diagonais = > d.

O valor é calculado na iteragdo em que d é analisada é precisamente é4.

Se d nao for a dltima diagonal analisada pelo algoritmo ent3o todo ponto
de C pertence a diagonais z < d + 84, por definigao d.

Alternativamente, se d for a iltima diagonal analisada pelo algoritmo
entao

d4+6é;>n—m+k.

Nenhuma diagonal £ > n — m + k contém pontos de caminhos 6timos, pela
Proposicao 3.34, pois o ponto final de C esta, por definicao de C numa
diagonal que ndo excede n — m.

Assim, seja d uma diagonal que ndo a ultima diagonal analisada pelo
algoritmo, todo ponto de C esta em diagonais z < d + §4. Pelo Teorema
3.38, todo ponto de C esta em diagonais z no intervalo

d—k<z<d+k.

Pelo Teorema 3.35, todas as diagonais que passam por pontos de C sao
marcadas. Finalmente, esta conclusido vale para todo caminho 6timo C. O
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Algoritmo Constréi-Des

Entrada: padrao A e seu respectivo tamanho m.
Saida: Tabela Des.

para cada a € ¥ faga

inicio
I(a) —m+1
para t: &« m — k até m faga Des(z,a) « 1
fim
para h «— m descendo até 1 faga
inicio

para i « I(A(k)) — 1 descendo até max{h,m — k} faga
Des(z, A(h)) «—i—h
I(A(h)) « h
fim

Figura 3.14: Algoritmo Constroi-Des

Vamos construir esta segao com o algoritmo Constroi-Des, Figura 3.14,
que determina corretamente a matriz Des. O valor de I(a), para cadaa € %,
indica a ocorréncia de a mais a direita no padrao, porém nao a direita da
posicao h corrente.

3.4.4 Analise de complexidade

Indicaremos o tamanho do alfabeto ¥ por ¢. Assim, o pré-processamento
do padrio A para a obtengio da tabela Ruim possui uma complexidade
O((k +¢) - m).

A obtengdo da tabela Des possui complexidade O(k{m+c)). Claramente,
o espago ocupado pelas duas tabelas é O(cm).

O algoritmo Diferengas-TU possui complexidade O((n/k)-m), pois, po-
demos incrementar d de pelo menos k + 1 em cada iteragao e o lago interno
pode ser executado no pior caso m — k vezes.

Observe que a complexidade do algoritmo Diferencas-TU quando com-
parado com os algoritmos apresentados anteriormente nao é tao satisfatério.
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Entretanto, a anélise do caso médio da complexidade de tempo do algoritmo

c k 1
0(c—2k.k‘n(c+2k2+;))’

conforme demonstrado em [TU91].

Nas figuras 3.15 e 3.16 apresentamos alguns graficos resultantes dos tes-
tes realizado em [TU91] para analise empirica do algoritmo. Os teste foram
realizados usando-se textos aleatérios com comprimento de 100.000 carac-
teres e alfabetos de diferentes tamanhos. O tempo de execucao é dado em
unidades de 10 milisegundos. Nestes graficos sio apresentados também o
desempenho do algoritmo de Ukkonen [Ukk85].

Na figura 3.15 é exibido o tempo de execucao do algoritmo quando o
tamanho do padrao e do alfabeto variam para k = 4.

Na figura 3.16 é exibido o tempo de execuciao quando k e o tamanho do
alfabeto variam para m = 8.

Note que o algoritmo possui um desempenho melhor com alfabetos mai-
ores e o tempo de execugdo decresce a medida que o padrao aumenta. Essas
caracteristicas devem-se a utilizacao da heuristica do algoritmo de Boyer-
Moore. No entanto, um aumento em k diminui o desempenho do algoritmo.
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Figura 3.15: O valor de k € 4 enquanto que m varia e o tamanho do alfabeto

é 2,4, 30,90 para as figuras a, b, c e d respectivamente.
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Figura 3.16: O valor de m é 8 enquanto que k varia e o tamanho do alfabeto
é 2,4,30,90 para as figuras a, b, c e d respectivamente.



Capitulo 4

Algoritmos para casamento
aproximado com k colisoes

Neste capitulo abordaremos o problema das k colisdes, ou seja, desejamos
encontrar ocorréncias do padrao no texto com no maximo k colisGes. Note
que o problema das k colisbes é uma particularizagao do problema das k di-
ferencas, isto é, no problema das k colisdes nao sao permitidas as operagoes
de insercao e remogao. Como sempre, suporemos um padrao A de compri-
mento m, um texto B de comprimento n, tais que m < n. Obviamente
podemos também supor que k < m, caso contrario todos os alinhamentos
sao satisfatorios.

Neste capitulo serdao apresentados os algoritmos de Landau e Vishkin
[LV86], Baeza-Yates [BY89] e Tarhio e Ukkonen [TU91].

Landau e Vishkin desenvolveram a primeira solu¢do para o problema
utilizando tempo O(kn) para procurar as ocorréncias aproximadas e para
pré-processar o padrao o algoritmo utiliza tempo O(kmlog m). Além disso,
o algoritmo requer O(k(n + m)) de espago.

Baeza-Yates desenvolveu uma outra solugao baseada em uma heuristica
do algoritmo de Boyer ¢ Moore [BM77] cuja complexidade de tempo para
encontrar as ocorréncias aproximadas €, no pior caso, O(mn). No entanto,
no caso médio o algoritmo apresenta um desempenho um pouco melhor. A
complexidade de espago do algoritmo de Baeza-Yates é O(m — k).

Tarhio e Ukkonen também desenvolveram uma solucdo baseada em
uma heuristica do algoritmo de Boyer e Moore utilizando, no caso médio,
O(kn(1/(m —k)+k/|X])) para procurar as ocorréncias do padréo no texto.

85
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1 posigbes

i

1 t+1 m

T

Figura 4.1: O pré-processamento devolvera as colisoes existente no intervalo

L

No pior caso o algoritmo é O(mn). Para pré-processar o padrao o algoritmo
utiliza O(m + k |X|). Além disso, o algoritmo requer um espaco de O(kc).

4.1 Algoritmo de Landau e Vishkin

O algoritmo descrito nesta secdo é composto por duas partes: o pré-
processamento do padrio e a analise do texto.

O pré-processamento do padrao fornecera as colisbes existentes na sobre-
posicao de duas copias do padrio deslocadas de 2 posigoes, 1 <1 < m — 1.
Em outras palavras, o pré-processamento devolvera as colisGes existentes
entre A(1...m —i)e A(z+1...m). Veja a figura 4.1.

A analise do texto utilizarda as informacgbes obtidas pelo pré-
processamento do padrao e, conforme veremos a seguir, utilizara também
as informagoes de alinhamentos entre o texto e o padrao que ja tenham sido
analisados.

Sejam a e b dois alinhamentos entre o texto e o padrao tal que o alinha-
mento a esteja a esquerda do alinhamento b. Além disso, suponha que o
alinhamento a ja tenha sido analisado, ou seja, as colisoes entre o padrao e o
texto no alinhamento a ja sdo conhecidas. O alinhamento b é o alinhamento
que devemos analisar. Veja a figura 4.2.

No alinhamento b teriamos que comparar os caracteres do padrao com
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texto ... I

alinhamento a

padrao

alinhamento b Y

padriao

Figura 4.2: Alinhamentos a e b.

os do texto a partir do inicio desse alinhamento, no entanto, como veremos
a seguir, em alguns casos podemos evitar algumas dessas comparagoes.

Observe que os alinhamentos a e b correspondem a um alinhamento entre
duas copias do padrao deslocadas de algumas posigoes. Além disso, note
que pelo pré-processamento do padrao sabemos quais as colisGes existentes
na sobreposi¢ao das cépias do padrio, isto é, se y € z sdo caracteres do
padrao alinhados na sobreposigdo (veja a figura 4.2) entdo sabemos se eles
sao iguais ou nao.

Além disso, temos as colisGes existentes entre o texto e o padrio no
alinhamento a, ou seja, neste alinhamento sabemos se um caracter z do
texto € igual ou nao a um caracter z do padrao.

Portanto, com as informagoes acima podemos evitar comparagoes entre
o texto e o padrao no alinhamento b. Para isto, basta fazer uma anilise de
Casos.

Suponha que os caracteres z do texto, y e z do padrao estejam alinhados
(figura 4.2). Podemos decidir se existe uma colisdo entre z e y através da
analise dos seguintes casos:

eser=zez=yentaoz =y;
esez==zez#yentdoz #y;

eser£zez=yentdoz #y.
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Agora se z # z e z # y entdo devemos comparar z com y.
Descreveremos, com maiores detalhes, a andlise do texto na segao 4.1.1
e o pré-processamento do padrio sera descrito na secao 4.1.2.

4.1.1 Andalise do texto

Na fase de analise do texto precisamos de duas tabelas. Uma que contém
as informagdes provenientes do pré-processamento do padrio (tabela PD) e
outra (tabela TC) que armazenara as colisdes existentes entre o texto e o
padrao obtidas em iteragdes anteriores durante a execugao do algoritmo. A
tabela PD possui m — 1 linhas e 2k + 1 colunas, enquanto que a tabela TC
possui n —m + 1 linhas e k + 1 colunas. Descreveremos a seguir essas duas
tabelas.

A linha ¢ da tabela PD contém as posi¢oes das primeiras 2k + 1 colisoes
existentes entre A(1...m — i) e A(+ 1...m), ou seja, contém as colisdes
existentes entre duas cépias do padrao deslocadas de i posigbes. Assim,
se A(l) # A( + 1) e esta é a u-ésima colisdo, da esquerda para a direita,
com 1 < u < 2k + 1, que existe na sobreposi¢io de A(l...m — t) com
A(z+1...m), entao PD(z,u) = . Mais adiante veremos por que devemos
armazenar 2k + 1 colisdes para cada uma destas sobreposigoes do padrao.

Agora, seja ¢ o nimero de colisdes entre A(1...m —i)e A(z+1...m).
Se ¢ for menor do que 2k + 1 entao atribuiremos o valor m + 1 em PD para
a coluna ¢+ 1, que funcionara como uma “sentinela”. As colunas seguintes,
de c+ 2 até 2k + 1, ficam com valor indefinido.

A linha 7 da tabela TC contém as primeiras k + 1 posigoes em A que
levam a uma colisdo entre B(z+1...i+m) e A(l...m), ou seja, contém as
k + 1 primeiras colisées do alinhamento do padriao com o texto na posicao
i+ 1. Assim, se B(i + ) # A(l) e esta é a v-ésima colisdo, da esquerda para
a direita, com 1 < v < k+1, que existe entre B(i+1...:+m) e A(1...m),
entdo TC(i,v) = L.

Agora, seja ¢ o nimero de colisdes entre B(i +1...1 4+ m) e A(1...m).
Se ¢ for menor do que k + 1 entdo atribuiremos o valor m + 1 em TC para
a coluna ¢ + 1, que também funcionara como uma “sentinela”. As colunas
seguintes, de ¢ + 2 até 2k + 1, ficam com valor indefinido.

Na figura 4.3 temos um exemplo para a tabela TC, onde B = abaadccb,
A = adbc e k = 2. Na tabela da figura 4.3 a primeira linba exibe as colisces
no seguinte alinhamento:
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Wi o
NN N
Wl | el

QDN = DN

Figura 4.3: Tabela TC para A = adbc e B = abaadccb.

a b aadccb
a d b ¢

A analise do texto consiste em verificar a cada iteragdo z, 0 < < n—m,
o alinhamento do padrio na posi¢do ¢ + 1 do texto. Em cada alinhamento
compararemos texto e padrao, caracter a caracter, até encontrarmos k + 1
colisGes, ou até encontrarmos uma ocorréncia com no maximo k colisdes.
Sempre que possivel evitaremos efetuar as comparagoes entre o texto e o
padrao utilizando as tabelas TC e PD. Apés a andlise de um alinhamento
deslocaremos o padrao de uma posi¢ao. Além disso, & medida que analisa-
mos um alinhamento atualizaremos a tabela TC.

Agora descreveremos como o algoritmo utiliza as tabelas TC e PD.

Seja z uma iteragio onde verificaremos a ocorréncia do padrao na posi¢ao
t + 1 do texto. Como o método prevé a utilizagio das iteragdes anteriores
entdo é conveniente escolber uma iteragao r, 0 < r < 2, tal que a dltima
posicao j, do texto analisada na iteragao r seja a mais a direita possivel. Em
outras palavras, escolheremos r tal que j, seja maximo para 0 < r <i. Por
simplicidade denotaremos j, por j. Veja a figura 4.4 que ilustra a iteragao
1 e a iteragao r.

Temos algumas condi¢bes que devem ser analisadas: j > i1 e j < 1.
Se 5 < 1, ou seja, o caso em que as analises das posi¢des entre o texto e
o padrao na iteragdo r nao ultrapassam a posigao i, entdo na iteracio 1
devemos comparar texto e padrao, caracter a caracter.

Se 7 > 1, isto é, quando as analises da iteragao r ultrapassaram a posi¢ao
1, (indicado por s; na figura 4.4) entdo podemos utilizar as informagées das
tabelas TC e PD para analisar o intervalo do texto correspondente a s;.
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, y=r4+TC(r,k+1)
I 4
1 i—r 41 i-r ] padrao
£
r+1 i1 3 i+m texto
1 -t m
padrao
—

52

Figura 4.4: A iteracao r é anterior a iteragao :. O intervalo s; é a parte que
ja fol comparada com o padrao na iteragdo r. O intervalo s; é a parte nao
sobreposta pelas iteracoes i e r.

Para analisar este intervalo necessitamos da linha r da tabela TC, ou
seja, TC(r,1...k+1), pois, esta linha indica as colisGes na iteragdo r. Mais
especificamente, necessitamos apenas das posicoes do texto maiores do que
¢ onde as colisbes ocorreram na iteragao r, pois, é a partir da posigao ¢ + 1
do texto que comeca a analise na iteragdo :. Entdo os valores apropriados
da tabela TC para analisar o intervalo em questdo siao TC(r,q...k + 1)
onde ¢ é o menor inteiro tal que r + TC(r,q) > 1.

Da tabela PD necessitamos da linha ¢ — r, ja que os alinhamentos da
iteragao ¢ e r posicionam as copias do padrao deslocadas de ¢ — r posigoes.
Necessitamos, entdo, de PD(i —r,1...t) onde t é o menor possivel tal que
ou PD(z — r,t) > j — i ou t = 2k + 1 (veja a figura 4.5).

Seja p uma posigao no texto tal que :+1 < p < j (figura 4.5). A posigdo
p pode satisfazer uma, nenhuma ou ambas as condigées abaixo:

a) considerando a iteragdo r (padrio alinhado na posigao r+1), a posicao
p corresponde a uma colisao, ou seja, B(p) # A(p —r) e esta é a v-
ésima colisao para ¢ <v < k+ 1, isto é, TC(r,v) =p—r;

b) com as duas cdpias do padrio deslocadas de i —r posigoes, existe uma
colisao entre os respectivos caracteres do padrao alinhados com B(p),
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i—r

A 1 p—i - m
A 1 -r41 p-r i-r

B r+1 i+1 p i itm

T

posicao a ser comparada

Figura 4.5: Iteragoes z e r.

isto é, A(p—r) # A(p—1) e esta é a u-ésima colisdo, 1 < u <, entre as
cépias do padrao para este deslocamento, ou seja, PD(i—r,u) = p—1.

Como estamos analisando a iteragdo : (alinhamento do padrao na
posi¢ao 7 + 1 do texto) entdo devemos decidir se B(p) colide ou ndo com
A(p—1). Para isto, basta fazer uma analise de casos com relagio as condicoes

(a) e (b):
e caso 1: a posi¢do p nao satisfaz nem (a) e nem (b): entdo B(p) =
A(p—r)e A(p—r) = A(p — 1). Assim, B(p) = A(p —1);

® caso 2: a posicao p satisfaz apenas uma das duas condigées. No caso
em que apenas a condigdo (a) é satisfeita temos que B(p) # A(p — 1),
pois B(p) # A(p—r) e A(p—r) = A(p—1). Analogamente, o caso em
que somente a condi¢do (b) é satisfeita entdo B(p) # A(p — 1), pois,
B(p) = A(p—r) e A(p—r) # A(p—1);

e caso 3: ambas as condigbes sao satisfeitas. Neste caso nao temos
informagdes suficientes para decidir se B(p) é igual ou nido a A(p— ).
Portanto devemos fazer uma comparacao direta entre B(p) e A(p—1).

Observe que nos casos acima se uma colisao for encontrada entao po-
demos atualizar a tabela TC da seguinte forma: TC(¢,b) = p — 7, onde b
indica o numero da colisao encontrada.
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Uma maneira particular de implementar o método acima é utilizar uma
estratégia semelhante 3 estratégia do algoritmo de ordenagdo “merge-sort”,
ou seja, intercalar duas seqiiéncias crescentes de valores em uma tnica
sequéncia.

Uma das seqtiéncias utilizadas é a seqiiéncia de posi¢bes que levam a
colisoes entre as duas cépias do padrao deslocadas de i — r posigoes, ou seja,

PD(: — r,1),...,PD(z — r,t).

A outra seqiiéncia utilizada é a seqiiéncia de posi¢des no padrao (con-
sidere o padrdo alinhado na posicdo i + 1 do texto) que estdo alinhadas
com as posigoes no texto que levaram a colisdes entre o texto e o padrao na
iteracao r, ou seja,

r+TC(r,q) —4,...,7+ TC(r,k+ 1) — 1.

Ao invés de intercalarmos as duas seqiéncias exatamente como € rea-
lizado no algoritmo “merge-sort”, verificaremos se cada posicdo analisada
pertence a um dos trés casos (casos 1,2 e 3).

Por exemplo, se PD(i — r,1) > r + TC(r, q) — ¢ entéo isto significa que
a posicdo r + TC(r,q) — ¢ estd & esquerda da posi¢ao PD(: — r,1). Em
outras palavras, a primeira colisdo entre o texto e o padrao na iteracao r no
intervalo [i + 1, j] ocorre antes da primeira colisao entre as duas cépias do
padrédo deslocadas de i — r posigdes. Logo, pelo caso 1 temos que TC(3,1) =
r+ TC(r,q) — 1.

Podemos repetir esse método de analisar os casos até que uma das se-
guintes restrigoes sejam satisfeitas:

1. b=k + 1, isto significa que foram encontradas k + 1 colisoes;

2. v = k + 2, pois, v deve estar no intervalo [q, k + 1]; ao atingir o valor
k + 2 significa que passamos da posi¢cao j no texto e comparagoes
diretas entre o padrio e o texto precisam ser feitas;

3. PD(: — r,u) > 7 —i e TC(r,v) = m + 1. Isto ocorre quando todas
as posi¢oes do alinhamento r que causavam uma colisdo entre o texto
e o padrao e todas as posi¢des que levavam a colisGes entre as copias
do padrao a esquerda da posigio j no texto (figura 4.5) ja foram
analisadas. Novamente, comparacoes diretas entre o padrao e o texto
precisam ser feitas.
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Algoritmo Colisées-LV
Entrada: Padrao A(1...m) e Texto B(1...n).
Saida: Tabela TC(0...n —m,1...k+1).

r—»0
J<0
para : «+ 0 até n — m faga
inicio
b—20
se 1 < j entao Intercala-Iteragoes(i,r, j,b)
se b< k + 1 entao
inicio
ree1t L1l>
Ingénuo(t, 5, b)
se b<k+1entao TC(z,b+1) «m+1
fim
fim

Figura 4.6: Algoritmo Colisées-LV

O algoritmo que implementa estas idéias esta na figura 4.8.

A figura 4.6 exibe o algoritmo Colisées-LV. Neste algoritmo, usamos o
algoritmo Intercala-Iteragies (figura 4.8) enquanto as posigoes do texto sdo
menores do que ou iguais a j. As posi¢Oes a direita de j sdo analisadas pelo
algoritmo Ingénuo (figura 4.7) que também atualiza o valor de j.

Agora mostraremos que as 2k + 1 colisées armazenadas pela tabela PD
sao suficientes para que o algoritmo Intercala-Iteragées encontre todas as
colisoes, ou pelo menos k + 1 colisdes, no intervalo [i + 1, j].

O valor de u ¢ incrementado em 2 comandos do algoritmo Intercala-
Iteragées, a saber, no caso 2, condigao (b), e nos casos 1 e 3. No caso 2
condig¢ao (a) ou condigdo (b), o valor b também é incrementado. Nos casos 1
ou 3, v também € incrementado. Depois de no maximo 2k+1 incrementos de
u, ou b foi incrementado k vezes (e portanto b = k+1) ou v foi incrementado
k 4+ 1 vezes (e portanto v = k + 2).

Em ambos os casos a execugao do algoritmo Intercala-Iterag¢oes termina.



4.1 Algoritmo de Landau e Vishkin 94

Algoritmo Ingénuo
Entrada: indices ¢ (iteragdo), j (texto) e b (nimero de colisdes)
Saida: Tabela TC atualizada.

enquanto (b< k+1) e (j <:+m) faga
inicio
JjeJ+1
se B(j) # A(j — ¢) entao
inicio
b—b+1
TC(2,0) — j —1
fim
fim

Figura 4.7: Algoritmo Ingénuo

De fato, durante a execugao desse algoritmo, 1 < u < 2k + 1.

Assim, as 2k + 1 posi¢bes armazenadas pela tabela PD sao suficientes
para encontrar todas as colisées, ou pelo menos k + 1 colisées.

O leitor atento deve ter observado que, na verdade, apenas duas linhas
da matriz TC sao necessarias para o algoritmo: a linha r e a linha z. Assim,
pode-se alterar o algoritmo, mantendo apenas dois vetores de k+1 posigoes,
um correspondendo a linha r, o outro, & linha ¢. A atualizacdo do primeiro é
feita atribuindo-lhe o valor do segundo, no lugar da atribuigao r « ¢ (ponto
< 1>>) no algoritmo Colisées-LV.

A seguir apresentaremos o pré-processamento do padrio.

4.1.2 Pré-processamento do padrao

Descreveremos agora o pré-processamento do padrao onde calcularemos a
tabela PD(1...m —1,1...2k +1).

Convém recordar que PD(z,u) = lindica que A(i+1) # A(l) e esta é a u-
ésima colisao existente na sobreposi¢ao de duas copias do padrao deslocadas
de i posigoes.

Para calcular a tabela PD utilizaremos a mesma estratégia do algoritmo
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Algoritmo Intercala-Iteragées

Entrada: indices ¢ (iteracio), r (iteragdo anterior), j (iltima posi¢do ana-
lisada) e b (nimero de colisées)

Saida: Tabela TC atualizada.

u+1
v —min{q' : TC(r,¢") >i—r} i<y
enquanto b<k+lev<k+2e(
PD(: —r,u)<j—iou TC(r,v) <m+1) faga
inicio
se PD(¢ — r,u) > r + TC(r,v) — ¢ entao
% caso 2, condigao (a)
inicio
be—b+1
TC(z,b) — r+TC(r,v) — 1
ve—ov+1
fim
senao se PD(i — r,u) < r 4+ TC(r,v) — i entdo
inicio
% caso 2, condigao (b)
b—b+1
TC(z,8) « PD(z — r,u)
ue—u+l
fim
% casos 1 ou 3
sendo inicio
se B(i + PD(: — r,u)) # A(PD(: — r,u)) entao
inicio% caso 3
b—b+1
TC(z,b) « PD(: — r,u)
fim
ue—u+1
ve—v+1l
fim
fim

Figura 4.8: Algoritmo Intercala-Iteragoes
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que realiza a andlise do texto. Desta forma, necessitamos de um texto T e
um padrao P para poder aplicar esta estratégia. Como estamos interessa-
dos em encontrar colisées entre duas cépias do padrao entdo P e T serdo
subseqiiéncias do padrao A.

Vamos supor que m é uma poténcia de 2. O algoritmo de pré-
processamento consiste de log, m (daqui para frente simplesmente log m)
estdgios.

No primeiro estagio sera calculada a primeira linha de PD. No segundo
estagio serao calculados a segunda e terceira linhas. Em geral, no estagio [
(1 <1< logm) serao calculadas as seguintes 2'~! linhas de PD:

-t o1 g, .2 -1

ou seja, em cada estagio calcularemos as colisdes existentes na sobreposicao
de duas c6pias do padrio deslocadas de 21,21 +1,...,2" — 1 posicdes.
Assim, podemos dizer que em cada estigio temos 27! iteragdes.

Assim, para que possamos utilizar a mesma estratégia do algoritmo que
realiza a analise do texto, definiremos, para cada estagio [, o “texto” T; e o
seu comprimento n; da seguinte forma:

T;
ny

A1 +1...m)
m — 21,

Para cada iteracao ¢, 1 < i < 2!7!, do estagio ! definiremos o “padrao” P,
e o seu comprimento m;, da seguinte forma:

P, == Al..m— (2" +:)+1)

m; = m-—(2"1+i)+ 1

A tabela resultante do estigio [ é denotada por TC;. Esta tabela arma-
zenara as colisdes entre Ty e Py, 1 < 1 < 271, A matriz auxiliar que serd
usada no calculo de TC; e que faz o papel de PD sera denotada por PD;.
Note que no primeiro estigio (I = 1) PD,; é irrelevante, pois, ndo temos
estagios anteriores de onde poderiamos utilizar as informagoes para realizar
a analise de casos do algoritmo Colisoes-LV. Assim, o estagio 1 consiste
apenas de uma iteragdo, em que apenas o algoritmo ingénuo é utilizado.
Para os estagios seguintes, em que I > 1,

PD[ = TCI_I.
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Resta agora definir o limite de colisoes k;, no estagio [ para cada iteragao

e i (911
ki, := min{2'7'*1°8™ m,.}.

Vamos agora justificar a defini¢do de k;,. Evidentemente, nao faz sentido
ter mais colunas em TC; do que 1 + m;,. Assim, ki, deve ser o minimo
entre my; e algum outro parametro. Pelos mesmos argumentos de que sao
necessarias 2k + 1 colises em PD para obter k colisdes para a tabela TC,
e pelo fato de que TC;_; =PD; temos entao que o nimero de colisdes, no
estagio I, que devem ser armazenadas por TC; é 27'*1°%6™2k + 1. Desta
forma, no dltimo estigio (I = logm) sao armazenadas 2k + 1 colisGes em
TCiogm- Na figura 4.9 ilustramos a versio do algoritmo Colisées-LV para
pré-processar o padrao.

Apresentaremos a seguir a analise de complexidade do algoritmo de Co-
lisées-LV e do algoritmo de pré-processamento do padrio.

4.1.3 Analise de Complexidade

Para cada iteragao ¢ do algoritmo Colisées-LV o nimero de operagoes reali-
zadas é dado pelo niimero de comparacoes efetuadas pelo algoritmo Ingénuo
mais o numero de operagées efetuadas pelo algoritmo Intercala-Iteragées.

O nimero total de operagoes efetuadas pelo algoritmo Ingénuo, no pior
caso, é O(n).

Ji o numero de operagdes, por iteragdo, efetuadas pelo algoritmo
Intercala-Iteragoes é dada pelo numero de consultas a tabela TC mais o
numero de consultas a tabela PD.

O total de elementos nessas tabelas é 3k + 2. Além disso, as analises sao
realizadas em ordem crescente de posi¢des no texto. Assim, o nimero de
operagoes, neste algoritmo, é O(k).

Como o niimero de iteragoes : € O(n) entdo a complexidade do algoritmo
de Colisées-LV é O(kn).

A andlise de complexidade do pré-processamento € feita de maneira
analoga.

O nimero total de comparagoes realizadas pelo algoritmo Ingénuo2 é
O(m).

Ja o nimero total de operagoes realizadas pelo algoritmo Intercala-
Iteragées2 é O(min{298™H1k + 1, m — 2!}) = O(2ls™~+1k 4+ 1).
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Algoritmo Analise-Padrao

Entrada: Padrio A(l...m;) e texto A2 +1...m).

Saida:PD(2""! +1...201... min{2"°8™~ "1k + 1,m — 21}) .

Obs: Os algoritmos Intercala-Iteragoes2 e Algoritmo Ingénuo2 sao simples

modificagoes dos algoritmos utilizados no algoritmo Colisées-LV e, portanto,
nao serao descritos.

r«20
J<0
para : «— 2/~! até 2! — 1 faga
inicio
b—20
se ¢ < j entao Intercala-Iteracées2(i,r,j,b)
m, —m—1+1
se b < min{2!~"*°6™ m; } entdo
inicio
ree1
Ingénuo(i, j, b)
se b < min{2!-"*°¢™ m, } entdo TC(:,b+ 1) —m +1
fim
fim

Figura 4.9: Algoritmo Andlise-Padrao
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Como no estagio ! (21 < i < 2') temos 2!~! iteragdes entdo o nimero
de operagdes no estigio [ é O(2'-1(2e™-1+1k 4 1)) = O(km).

Além disso, como 1 < I < logm entdo o pré-processamento do padrao é
O(iE™ km) = O(kmlog m).

Finalmente a complexidade de espago é O(k(n + m)) para armazenar as
tabelas TC e PD.

Note que o algoritmo Colisées-LV sempre desloca o padrao de uma
posi¢ao para procurar uma ocorréncia no texto. De certa forma esta es-
tratégia nao é muito eficiente, pois, conforme mostraremos, podemos deslo-
car o padrao mais de uma posigao.
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4.2 Algoritmo de Baeza-Yates

O algoritmo de Baeza-Yates [BY89] descrito nesta secio utiliza a mesma
estratégia do algoritmo de Boyer e Moore [BM77]. O método utilizado neste
algoritmo realiza as comparagoes entre o texto e o padrio da direita para
a esquerda, até encontrar k + 1 colisdes ou até que as comparagoes entre
o texto e o padrao terminem resultando em uma ocorréncia aproximada.
Neste ponto, utilizando uma tabela, deslocaremos o padrao para a direita
para analisarmos um outro alinhamento.

Suponha que em um alinhamento entre o texto e o padrao foram efetu-
adas j comparagoes tal que k dessas comparagoes resultaram em colisdes,
ou seja, as posigoes m — j + 1,...,m do padrao foram comparadas com o
texto e k colisdes foram encontradas. Além disso, suponha que a préxima
comparag¢ao também resulte em uma colisdo, logo, devemos deslocar o
padrao. Ou alternativamente, suponha que o alinhamento corresponda a
uma ocorréncia aproximada do padrido com até k colisGes. Ao contrario do
deslocamento de uma posigao realizado pelo algoritmo de Landau e Vishkin,
neste algoritmo o deslocamento podera ser maior.

Suponha que deslocamos o padrao de 7 posi¢ées onde 1 < i < m—1
posicoes. Note que qualquer deslocamento do padrdo menor do que m
posicoes dispoe duas copias do padrao alinhadas entre si de tal forma que
exista uma sobreposicao entre elas. Agora, considere duas copias do padrao
sobrepostas devido ao deslocamento de 7 posi¢oes. Analisaremos o caso em
que existem pelo menos 2k + 1 colisbes entre as copias do padrao. Assim,
suponha que existam pelo menos 2k + 1 colisGes entre estas duas cépias e
que estas colisGes estejam no intervalo [m — j + 1, m], ou seja, as colisdes
estao no intervalo que foi comparado antes do deslocamento.

Veja que se deslocarmos o padrio de ¢ posigoes tal que existam pelo
menos 2k + 1 posi¢oes que levam a colisbes entre as cépias do padrio no
intervalo [m — j + 1,m] entdo podemos ter algumas dessas 2k + 1 posicoes
coincidindo com algumas das k posigoes, do alinhamento anterior, que levam
a colisGes entre o texto e o padrao.

Veremos agora como se relacionam os caracteres do padrao deslocado
e do texto associados a essas posigoes coincidentes. Seja [ uma posigao de
A no intervalo {m — j 4+ 1,m]. Nesse intervalo, pelo menos 2k + 1 posigoes
correspondem a colisbes entre posi¢oes do padrao distantes ¢ posi¢oes; destas
posi¢bes no maximo k correspondem a colisGes entre o texto e o padrdo na
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primeira posigdo. Portanto, no novo alinhamento hd pelo menos k£ + 1
colisdes entre padriao e texto. Mais especificamente, existem pelo menos
2k + 1 valores [ no intervalo

tais que A(l) # A(:+1). Existem também no méximo k valores ! no mesmo
intervalo tais que

A(l) # B(I+7),

onde r+1 é a posigdo do texto que no primeiro alinhamento estava alinhada
com a posicao 1 do padrao.
Assim, para pelo menos k + 1 valores de [ no referido intervalo,

B(i+r) = A(l) # AGi + 1).

Logo, é inutil deslocar o padrao de 7 posigoes.

Como buscamos um deslocamento que forneca um alinhamento com no
maximo k colisGes entdao um deslocamento que fornega 2k + 1 colises entre
as copias do padrdo no intervalo [m — j+1,m] nao é vidvel. Por outro lado,
um deslocamento que fornega menos do que 2k + 1 colisdes entre as copias
do padrao podera ser favoravel a um alinhamento que leve a um casamento
aproximado.

Assim, definiremos s; como o menor deslocamento tal que sobrepondo
duas cdpias do padrao deslocadas de [ posigdes, 1 < I < s; — 1, existam
no maximo 2k colises entre os caracteres do padrao no intervalo [m —
7 + 1,m], ou seja, um deslocamento de s; posicdes € o deslocamento que
fornece menos do que 2k +1 colisbes entre os caracteres do padrao. Observe
que ao deslocarmos o padrao procuramos por urna reocorréncia da parte ja
comparada que possivelmente possua menos do que k colisGes.

Note que temos trivialmente que s; = 1 para 1 < j < 2k. Uma outra
observacao € que s;j+1 > sj, pois, se qualquer deslocamentol,1 <1< s;—1
fornece pelo menos 2k + 1 colisbes no intervalo [m — 7 + 1, m] entéo para o
intervalo [m — j, m] um deslocamento I, 1 <[ < s; —1, também fornece pelo
menos 2k + 1 colisdes. Dai, s;4; > s;. Na figura 4.10 temos um exemplo
para o calculo de s; onde 3 = 6 e k = 2, isto é, consideramos que foram
comparados os 6 ultimos caracteres do padrao.

Assim, uma maneira de calcular s; é dispor duas cépias do padrao
deslocadas de uma posi¢ao e deslorcamos continuamente uma das copias
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c a e f d c
e a a b d c a e f d c

T T 11711

e a a b d c a e f d ¢

e a a b d ¢c a e f d ¢

T 1T 1111

e a a b d c a e . f d ¢

e a a b d ¢c a e f d ¢

T1T 1111

e a a b d ¢ a e f d ¢

e a a b d ¢c a e f d c

T T 1T 11

e a a b d c a e f d ¢
e a a b d c a e f d ¢
T T 1

Figura 4.10: Célculo para sg¢ considerando que k = 2, ou seja, consideramos
que os tltimos 6 caracteres do padrao (caefdc) foram comparados. Nesta
figura as setas indicam as colisbes. Veja que s¢ = 5.
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para direita até encontrarmos menos do que 2k 4 1 colisdes no intervalo
[m — j 4+ 1,m]. Pela observagdo acima, para calcular s;;; continuamos do
deslocamento obtido em s;, mas agora analisamos as colisdes no intervalo
[m - ] ’ m]

Como as comparagdes entre o texto e o padrao serao realizadas da direita
para a esquerda entao podemos calcular s; considerando que j é posigao do
padrao que foi comparada. Desta forma, s; = 1 para m —2k < 3 < m, pois,
se j € [m — 2k, m] entdo menos do que 2k caracteres foram comparados.
Uma implementacao do algoritmo para se calcular s; é dada na figura 4.11.

Note que desta forma sdo analisadas m — 2k alinhamentos e como no
pior caso podemos fazer O(m) comparagoes em cada alinhamento entao este
algoritmo possui uma complexidade de O(m(m — 2k)). Uma outra alter-
nativa para obter s;, conforme sugerido em [BY89], é utilizar as idéias do
algoritmo de Knuth, Morris e Pratt [KMP77] obtendo um algoritmo com
complexidade O(km). A justificativa para a escolha do algoritmo descrito
para obtencdo de s; é a de deixar mais evidente que a heuristica de des-
locamento baseia-se na mesma heuristica da reocorréncia do algoritmo de
Boyer e Moore.

Assim, o algoritmo de Baeza-Yates para k colisdes [BY89] consiste em
comparar o padrao com o texto da direita para a esquerda até que sejam
encontradas k + 1 colisGes ou até encontrar uma ocorréncia aproximada.
Neste ponto utilizamos a tabela s para deslocar o padrdo e analisar outro
alinhamento.

Este algoritmo, no pior caso, efetua O(mn) comparacdes e requer um
espaco de O(m — 2k) para armazenar a tabela s;. Citamos a seguir alguns
resultados sobre a complexidade média obtidos por Baeza-Yates [BY89)].

A probabilidade de um caracter ocorrer em uma posigao fixa de uma
seqiiéncia é p = 1/¢, onde c é o tamanho do alfabeto.

Proposigao 4.1 [BY89] Seja C,, o nimero médio de comparagées ne-
cessdrias para decidir se existe no mdzimo k colisées entre duas sequéncias
de comprimento m. FEntdo

— kE+1

Cm — _—__I; . O(pm—k(l . p)k+lmk)D

Teorema 4.2 O nimero médio de comparacéesC,, efetuadas pelo algoritmo
ingénuo para encontrar uma ocorréncia aprorimada com k colisées de um
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Algoritmo Calcula-s;
Entrada: Padrao A
Saida: Tabela s;.

para j «— m descendo até m — 2k faga s; — 1
para j «— m — 2k — 1 descendo até 0 faga
inicio
s;j+—8;1—1
repita
SJ' — Sj + 1
colisoes — 0
i — max{l,j — s;}
enquanto ¢: < m — s; e colisoes < 2k faga
inicio
se A(1) # A(1 + s;) entao colisoes « colisoes + 1
te—1+41
fim

até que colisoes < 2k
fim

Figura 4.11: Algoritmo Calcula-s;
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padrdo de tamanho m em um tezto de tamanho n satisfaz a desigualdade
Cn <2(k+1)nD

Teorema 4.3 O nimero médio de comparagées C do algoritmo de Baeza-
Yates € tal que

_ C..
> —
e W e TRy )

onde Pry1x € a probabilidade de encontrar k colisées em 2k + 1 com-
paragoes. O

Terminaremos esta secdo com alguns resultados experimentais obtidos
por Baeza-Yates [BY89).

Em média o algoritmo de Baeza-Yates [BY89] é um pouco melhor que
o algoritmo ingénuo. Sua performance melhora 2 medida que o padrao
aumenta de tamanho. A seguir exibiremos dois graficos apresentados em
[BY89] que ilustram o comportamento tedrico e pritico do algoritmo de
Baeza-Yates.

A figura 4.12 exibe o comportamento do algoritmo do algoritmo ingénuo
para um texto com 50.000 caracteres e um alfabeto de 32 simbolos.

A figura 4.13 exibe o comportamento do algoritmo de Baeza-Yates para

k colisdes. Note que o desempenho do algoritmo melhora a medida que o
padrao aumenta.
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algoritmo ingénuo

nimero médio 4.0 TS T -——=—-————————
de comparagoes
por alinhamento 3.5 | k=2

3.0 A T T T e e e e e e e e e —— -

2.5 J

20 =T T T - - - - - - - --—-——-=-==

1.5 §

10 ===

0.5

23456 78 91011121314151616171819 20
m

Figura 4.12: A linha tracejada indica o resultado tedrico para um texto
aleatério e a linha cheia indica o resultado experimental para um texto em
inglés.
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algoritmo de Baeza
nimero médio
de comparagoes

por alinhamento
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- -
Ut -
[ X
-3
00

m

Figura 4.13: A linha tracejada indica o resultado tedrico (limite inferior)
para um texto aleatdrio e a linha cheia indica o resultado experimental para
um texto em inglés.
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4.3 Algoritmo de Tarhio e Ukkonen

O algoritmo descrito nesta segio é uma simplificacao do algoritmo de Tarhio
e Ukkonen [TU91] descrito na se¢do 3.4 do capitulo anterior. Assim como
no algoritmo de Boyer e Moore, as comparagoes deste algoritmo serao rea-
lizadas da direita para a esquerda. J& os deslocamentos serao dados apenas
pela heuristica da tabela Des explicada no algoritmo da se¢ao 3.4. Na figura
4.14 exibimos o algoritmo Colisées-TU para o problema das k colisoes.

O numero de comparagdes, no pior caso, para o algoritmo Colisées-TU
é O(mn). Isto ocorre, por exemplo, quando utilizamos A = a™ e B = a™.
Citamos a seguir alguns resultados sobre a complexidade média obtidos por
Baeza-Yates [BY89].

Consideraremos que o texto e o padrao sao seqiiéncias aleatdrias e que
os caracteres de A e B sao escolhidos uniformemente em X.

Assim, seja C a variavel aleatdria que denota para c e k fixos o niimero
de comparag¢bes em um alinhamento do padrio entre dois deslocamentos
sucessivos. Seja C seu valor esperado.

Lema 4.4 C = %c. 0

Seja S(B) a variavel aleatéria que denota o comprimento do desloca-
mento do padrao B para c e k fixos.

Lema 4.5 5(Bo) > § min{5y,m — k} O

Lema 4.6 O numero médio de comparagoes do algoritmo de Tarhio e Uk-
konen €

B onk
0=+ —=

m— k)°

A seguir apresentamos alguns graficos resultantes do teste realizados em
[TU91].0Os teste foram realizados usando-se textos aleatérios com compri-
mento de 100.000 caracteres e alfabetos de diferentes tamanhos. O tempo
de execugio é dado em unidades de 10 milisegundos. Ambos os testes foram
comparados com um algoritmo baseado em programagio dinamica para o
problema de k colisGes.

Na figura 4.15 é exibido o tempo de execugdo do algoritmo quando o
tamanho do padrao e do alfabeto variam para k = 4.
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Algoritmo Colisoes-TU
Entrada: Tabela Des, padrao A e o texto B.

Saida: Posigoes no texto cujo alinhamento com o padrao resultam em uma
ocorréncia aproximada do padrao no texto.

he—m
enquanto j < n + k faca
inicio
jeh
1 m
colisoes « 0
6e—m—k
enquanto : > 0 e colisoes < k faga
inicio
se i > m — k entdo § «— min{§, Des(i, B(3))}
se A(t) # B(j) entao colisoes « colisoes + 1
te—1—1
je—i-1
fim
se colisoes < k entao devolva h —m
he—h+é
fim

Figura 4.14: Algoritmo Colisées-TU
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x lOmla) x 10ms b)
4096 4096
1024 | 1024 _]
256 .4 o ¢ ° . ‘ ¢ o . 256 4
84— 64 —\
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I
. 116 312 64 148 256 & lIG 3l2 158 256
Algoritmo de programacao dinamica para k colisoes
mme Algoritmo de Tarhio e Ukkonen
x 10msc) T 10ms d)
4096 4096
1024 _ 1024 _
256 - 256 b S
64 —1 64 —-4\
16 . T . 16 -
& 16 32 64 128 256 8 16 32 128 256

Figura 4.15: O valor de k£ € 4 enquanto que m varia e ¢ = 2,4,30,90 para
as figuras a, b, c e d respectivamente.
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x 10ms a) x 10ms b)
4096 4096
1024 _] 1024 |
256 4 e L .. 256 4
. -/ "1
16
16 . T T T T T T T T T
o 1 2 3 4 5 6 o 1 2 3 4 5 [}
k k
Algoritmo de programacao dinamica para k colisoes
= Algoritmo de Tarhio e Ukkonen
x 10ms ¢) x 10ms d)
4096 4096
1024_J 1024 ]
256 _J 256 4
T R 79 R
16 I 16
! 1 i 1
o 1 2 k 3 4 5 6 0 1 2 k3 ' 5 6

Figura 4.16: O valor de m é 8 enquanto que k varia e ¢ = 2,4,30,90 para
as figuras a, b, c e d respectivamente.
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Na figura 4.16 é exibido o tempo de execug¢ao quando k e o tamanho do
alfabeto variam para m = 8.

Note que quanto maior o padrio e maior o tamanho do alfabeto melhor o
desempenho do algoritmo. Esta é uma caracteristica presente nos algoritmos
que utilizam as idéias do algoritmo de Boyer e Moore [BM77].



Capitulo 5

Algoritmos genéricos

Neste capitulo apresentaremos os algoritmos de Baeza-Yates e Gonnet
[BYG89], Wu e Manber [WM91].

O algoritmo de Baeza-Yates e Gonnet propde uma solugao para resolver o
problema de casamento exato de padroes baseado em um método numérico.
A partir desta solugao, Baeza-Yates e Gonnet generalizaram a idéia para
resolver o problema das k colisées e também para o problema de casamento
de padroes com simbolos neutros, ou seja, padrées que possuem simbolos ¢
que casam com qualquer outro simbolo.

Wu e Manber, baseados na idéia do algoritmo de Baeza-Yates e Gonnet,
desenvolveram um algoritmo bastante flexivel que fornece solugoes para os
diversos problemas de casamento de padroes. Por exemplo: k diferengas, k
colisoes, padrdes com simbolos neutros e busca de virios padrdes no texto.

Descreveremos inicialmente o algoritmo de Baeza-Yates e Gonnet e, na
seqiiéncia, o algoritmo de Wu e Manber.

5.1 Algoritmo de Baeza-Yates e Gonnet

Descreveremos inicialmente o algoritmo para casamento exato de padroes.

Considere um alinhamento entre o texto e o padrao tal que A(l...%)
esteja alinhado, caracter a caracter, com B(j — 7 + 1...j). Neste caso
temos duas situagdes que podem ocorrer: A(l...i¢) = B(j — i+ 1...j)
ou A(1...2) # B(j —i+ 1...j). Posto isto, representaremos estas duas
situagoes através de uma tabela, denotada por S. Sejam 1 < 3 < ne
1<i<m. Se A(1...2) = B(j—1+1...7),7 > 1,entdo Sj; = 1. Em

113
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caso contrario, S;; = 0. Note que se S;,, = 1, j > m, entdo temos uma
ocorréncia exata do padrao na posig¢io j — m + 1 do texto.
Podemos obter S;41,i4+1 a partir de S;; da seguinte forma:

g _{1 se Sji=1eA(i+1)=B(j +1)
J41,i+1 =

0 caso contrario, (5.1)

onde presumiremos que S;o = 1 para 1 < j < ne Spo = 1. Em outras
palavras, se A(1...1) = B(j —i+1...5) e A(i+1) = B(j + 1) entdo
Sj+1,i+1 = 1. Em caso contrario, Sj41,+1 = 0.

Observe que as informacdes de ocorréncias de caracteres do texto no
padrdo também podem ser armazenadas em uma tabela. Para isto defini-

remos N tal que
N =] 1 see= A(z)
"7 1 0 caso contrario,

ondec€ ¥ el <i < m. Veja quese N;. =1 entdo ¢ ocorre na posigao

de A.

Assim, podemos reescrever (5.1) da seguinte forma:

1 seS;;=1eN; i) =1
Sit1ip1 = { ¢ t.BG+)

0 caso contrario.

Resta agora estabelecer como obter a transi¢io de S;; para Sj41,i41 de
maneira eficiente. Observe que cada valor S;; pode ser representado por
um bit, pois, S;; = 1 ou S;; = 0. Analogamente, N;. também pode ser
representado por um bit. Assim, podemos obter S;41,i41 da seguinte forma:

Sit1i41 = Sji and Ny B(i+1)- (5.2)

Como cada valor Sj; e cada valor N;. pode ser representado por um
bit entdo representaremos por S’ o vetor de bits formado pelos valores S;;
para 1 <: < m. Da mesma forma, representaremos por N° o vetor de bits
formado pelos valores N; . para 1l <: < m. :

Portanto, de (5.2) temos que

G+l 25 (5%) 'and NBU+1),

onde D indica a operacio de deslocar §7 de 1 bit para a direita. Presumire-
mos que S° = 00...0 (m zeros). Além disso, apés o deslocamento a posigdo
mais a esquerda do vetor sera preenchida com o valor 1.
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a) p Sji
S
padrao 7 b: abad 1 0
padrao , b alb ad 2 1
[}
padrao /// b a yla d 3 0
= I
padrao ‘_/_li a P_EI d 4 1
padrao b abad 5 0
texto d aababaldadbakb
J

b) i Sji N® Sjp
0 ]

padrao ,/1 bla b a d 1 QO’]
padrao ,’ b: alb a d 2 1\0'>0
padrao 2/ b ablad 3 0\090
padrao b oaboald 1 R 0>
padrao ‘_/_/ll abad 5 o0 ~1>1
text0 d a a b a b ad|ladbab

j+1 deslocamento e and

Figura 5.1: Transicao de S7 para S7+!

Para melhor visualizar esta operacao considere o padrao A =babad e
o texto B=daababadadbab. Na figura 5.1a sdo exibidos os valores de Sj;
para j fixo e a figura 5.1b exibe a transicio de S’ para S7+!.

Assim, o algoritmo consiste em calcular os valores $7,1 < j <n, (§° =
0) e verificar se o m-ésimo elemento de S? possui o valor 1.

Na figura 5.2 exibimos um exemplo de como o algoritmo funciona. Nesta
figura consideramos que A =babad e B =daababadad.

A vantagem de representar as informagoes da tabela S e N em bits é
que as operagoes realizadas para obter os valores de S sao simples e rapidas.
Além disso, podemos armazenar S? eficientemente através de um nimero
na base 2 da seguinte forma:

m-—1
§ =3 2'S;in-

1=0

Da mesma forma, N¢ também pode ser representado por um valor
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padrao: babad

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

texto:

d a a b a b a d a d
Ng‘c: 00001 01010 01010 10100 01010 10100 01010 00001 01010 00001

SJ',,- : 00000 00000 00000 00000 10000 01000 10100 01010 00001 00000 00000

—> deslocamento para a direita ¢ resultado da operagio and

et operagio and

Figura 5.2: Diagrama de funcionamento do algoritmo de Baeza-Yates e
Gonnet para o problema de casamento exato de padroes

numérico:
m-—1

Ne =) 2Nipre (5.3)
i=0

Agora analisaremos a complexidade do algoritmo.

Observe que durante o calculo de S7, 1 < j < n, é realizado um niimero
constante de operagoes (deslocamentos e operagbes and) em [m/w] pala-
vras, onde w € o tamanho da palavra utilizada pela miquina. Assim, a
complexidade do algoritmo é O([m/w]n).

Para armazenar a tabela N serdo necessdrios [m/w] |X| palavras, pois,
N deve conter todos os simbolos de ¥ e necessitamos de [m/w]| palavras
para armazenar cada N°.

Podemos calcular a tabela N da figura 5.3.

Assim, para calcular os valores N; . realizamos O(m |X|) operagdes. Para
obter os vetores N¢, ¢ € X, realizaremos O([m/w] |¥X]|) operagdes, pois,
para obter cada N° sao realizadas O({m/w]) operagdes (equagdo (5.3)). A
complexidade do algoritmo para buscar as ocorréncias do padrao no texto

é O([m/w]n).



5.1 Algoritmo de Baeza-Yates e Gonnet 117

para c € ¥ faga
para t — 1 até m faga N;. «— 0
para i « 1 até m faca N; 4() « 1

Figura 5.3: Algoritmo para calcular a tabela N.

5.1.1 Padroes contendo simbolos neutros

Um simbolo neutro é o simbolo ¢ cuja comparagdo com qualquer outro
simbolo é sempre verdadeira, ou seja, a comparagao ¢ < ¢, c € X, é sempre
verdadeira.

A adaptagdo do algoritmo de Baeza-Yates e Gonnet para padroes com
simbolos neutros é bastante simples. Basta fazer N = Y"73'2', pois,
N;4 = 1 onde 1 < ¢ < m mantendo a mesma estratégia para calcular os
vetores S7. :

Pinter [Pin85] elaborou um algoritmo para resolver este problema utili-
zando as idéias do algoritmo para busca de varios padrées de Aho e Corasick
[ACT75]. Para isto, Pinter dividiu o padrao em partes tais que estas nio pos-
suam simbolos neutros. Por exemplo, para, A=ab¢¢cdgdef Pinter dividiu
o padrdo nas seguintes partes: ab, cd, ef. A complexidade do algoritmo
de Pinter é O(nlog® mloglogmlog|E|). No entanto, conforme observado
por Baeza-Yates e Gonnet em [BYG89), este é um resultado teérico e o
algoritmo nao é pratico.

Manber e Baeza-Yates [MBY91] elaboraram um algoritmo para padroes
contendo apenas uma seqiiéncia de simbolos neutros (B = abcdddde, por
exemplo). A idéia do algoritmo consiste em dividir o padrao em duas partes
B, e B, tais que estas partes nao contenham simbolos neutros. Assim, para
A = abcdddde a divisao do padrao resulta nas partes A; = abc e A; = de.
Posteriormente, o algoritmo procura as ocorréncias de A; e A; no texto, e
verifica quais os pares de ocorréncias de A, e A; que distam de 3 caracteres
(nimero de simbolos neutros entre A; e Aj).

Uma observagao importante é que adaptagoes dos algoritmos de Knuth,
Morris e Pratt [KMP77] e de Boyer e Moore [BM77] ndo sao viaveis para
resolver o problema de padrées contendo simbolos neutros, pois, a transi-
tividade da igualdade nao € mais valida. Por exemplo,se a = de ¢ = b
entdo ndo podemos dizer que a = b.



5.1 Algoritmo de Baeza-Yates e Gonnet 118

Devido a flexibilidade do algoritmo de Baeza-Yates e Gonnet podemos
permitir que uma posi¢ao do padrio possa ser:

e c: um caracter do alfabeto ¥;
e ¢: um simbolo neutro;

e [a1,...,a;]: uma classe de caracteres, ou seja, qualquer caracter do
texto comparado com a classe sera igual se o caracter for igual a um
dos simbolos a;,...,a;. Por exemplo, para A=xyz|m,n,o]p temos
que qualquer caracter ¢ do alfabeto que for comparado com A(4) =
[m, n, 0] serd igual se ¢ € [m,n, o).

e C: simbolo complementar, ou seja, um caracter t € igual a ¢ desde que

t#£ec.

Para permitir padroes desses tipos basta que adaptemos o calculo da
tabela N. Por exemplo, para classe de caracteres [a1,...,al], Ni. é tal que:

N‘_’c:{ 1 secé€a,--.,a

0 caso contrario.

Mostraremos agora mais uma variante do algoritmo que resolve o pro-
blema de k colisoes.

5.1.2 Casamento aproximado com k colisoes

Para resolver o problema das k colises adotaremos a mesma estratégia do
algoritmo para casamento exato que foi descrito anteriormente. Para isto,
definiremos Cj;, 1 <:<m,1 < j < nej>icomo sendo o nimero de
colisoes existentes entre A(1...7) e B(j —t+1...7). Assim, se C;m <k,
1 £ 3 £ n, entao temos uma ocorréncia aproximada do padrao no texto na
posi¢ao 3 — m + 1 do texto.

Definiremos a tabela N da seguinte forma:

N.-c={ 0 sec= A(:)

' 1 caso contrario
Assim, a transi¢do de C;; para Cj;1,i11 pode ser feita da seguinte forma:

Citri+1 = Cii + Nij1,8(+1)) (5.4)
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onde Cjo = 0,1 < j < neCpp=0. Emoutras palavras, verificamos o
mimero de colisbes entre A(1...i)e B(j—i+1...7) ese B(j+1) = A(z+1)
entdao Cj;1,i41 = Cji. Em caso contrario Cjy1441 = Cj; + 1.

Mostraremos agora como obter a transicdo de Cj ; para Cjiq:41 de
maneira eficiente. Note que cada valor C;; pode ser representado por
b := [log,(k + 1)] bits, pois, C;; pode ter no maximo k + 1 valores. O

b bits
valor N;. também pode ser representado por b bits (N;. = 00...0 ou
b bits
N;. = 00...01). Observe que a representagao em bits de C;; indicara o
valor de C;; na base 2%, 0 mesmo acontece para N;,.

Da mesma forma que no algoritmo anterior representaremos por C? o
vetor de bits formado pelos valores C;; para 1 < i < m. Analogamente, N
representard o vetor de bits formado pelos valores N; . para 1 <i < m.

Assim, de (5.4) temos que

C#+1 =D, (C7) + NPU+Y, (5.5)

onde ﬁb indica a operagdo de deslocamento de b bits para a direita. Presu-
miremos que C°® = 00...0 (m zeros). Além disso, suporemos que posi¢io
mais a esquerda é preenchida com o valor 0.

Note que como realizamos operagoes de adi¢do podemos ter um “vai-
um” que pode alterar o valor do cilculo de C?. Mais especificamente, ao
aplicarmos (5.4) para calcular C;; pode ocorrer um “vai-um” que pode
afetar o valor de C;;41, ou seja, Cjit1 pode assumir um valor que nio
representa o verdadeiro resultado do nimero de colisdes entre A(1...i+ 1)
e B(j —1i...j). Assim, para evitar este problema, para cada C;; (grupo de
b bits de C7) utilizaremos um bit extra para armazenar o “vai-um”. Apés o
célculo de C7 os bits de “vai-um” siao armazenados em um vetor de overflow
V3 para “lembrar” que houve o “vai-um”, posteriormente o bit de overflow
é zerado antes comegar o calculo de C7*!. Assim, o algoritmo consiste em
calcular os vetores C’ e verificar se o m-ésimo elemento de C’ mais o valor
correspondente do vetor de overflow é no maximo k.

Na figura 5.4 exibimos um exemplo de como do algoritmo funciona.
Nesta figura consideramos que A=babad, B=daababadad e k = 3.

Da mesma forma que no algoritmo de casamento exato, durante o cdlculo
de €/, 1 < j < n, é realizado um mimero constante de operacdes em
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texto: d a a b a b a d a d

Ni.: 11110 10101 10101 01011 10101 01011 10101 11110 10101 11110

CJ-,.- : 00000 1111011212 11222 02133 10310 02002 10310 12100 11311 12200
—_— 3 —3 —
overflow: 44444 (04444 00444 00044 00004 00004 00040 00004 00040 00004 00040

— deslocamento / adigao * resultado da adigio

Figura 5.4: Diagrama de funcionamento do algoritmo de Baeza-Yates e
Gonnet para o problema de casamento aproximado de padroes.

[mb/w] palavras, onde w é o tamanho da palavra da miquina. Assim, a
complexidade do algoritmo é O([mb/w]n).

As figuras 5.5, 5.6 € 5.7 exibem resultados empiricos da comparagao (re-
alizados em [BY89)]) de trés algoritmos para o problema das k colisées. Os
algoritmos comparados sdo: o algoritmo ingénuo (comparagao caracter a
caracter e deslocamento de uma posig3o), o algoritmo de Landau e Vishkin
e o algoritmo de Baeza-Yates e Gonnet. Os experimentos foram realiza-
dos com um texto em inglés com 50000 caracteres e com 1000 padroes de
tamanhos variando de 2 a 8 caracteres. O desempenho do algoritmo de
Baeza-Yates e Gonnet é superior aos demais.
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=1
6000 - - :

7 Landau e Viabkin
8000| - - - s e a . DA
4000| - - - - - : ---------- : -----
3000} - - - - - e e e e
2000} - - v - oo SR
1000} - - - - - 17" * algoritao fagems |

T Bassa & Gonhet

00 2 4 8 8

Figura 5.5: Comparacao dos algoritmos de Landau e Vishkin, Baeza-Yates
e Gonnet e o método Ingénuo com k = 1.

3505 b2
7000 . . . - o '_Eu;dm.vu;tun
6000| - - - - - O
5000 - e I
4000| - - - - o - - - e e oo e - - ]
3000 - - e
.o o o] [P e e
1000 - « -« = <o e w . Algor1tao  ingenno

0 __Basza e qgnnet

(+] 2 4 6 8

»n

Figura 5.6: Comparagdo dos algoritmos de Landau e Vishkin, Baeza-Yates
e Gonnet e o método Ingénuo para k = 2.
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tempo s
10000 . - Ik=3
. Landau e Vishikin
(] . - ‘___.___v
8000| - - - - - R R e
6000} - - - - - - e TR
4000 - - - < daea- AP -
2000f - - - - -- - - - algdrithd ihgedud
) '__—.—_.——
eZa € t
o Baeza e Gonnet _|
() 2 4 6 8

Figura 5.7: Comparacao dos algoritmos de Landau e Vishkin, Baeza-Yates
e Gonnet e o método Ingénuo para k = 3.
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5.2 Algoritmo de Wu e Manber

Este algoritmo é uma extensio do algoritmo de Baeza-Yates e Gonnet. Wu
e Manber adaptaram o algoritmo descrito na se¢do anterior para resolver o
problema das k diferencgas.

Comecaremos a descrigao do algoritmo com a analise de um caso simples:
apenas uma substitui¢do é permitida em qualquer posigao do padriao. Em
outras palavras, analisaremos o problema das k colisbes onde k = 1.

Note que neste caso temos duas situagbes que podem acontecer, ou o
padrao ocorre no texto com mais do que uma substituigao, ou ocorre no
texto com no maximo uma substitui¢ao. Desta forma, podemos representar
estas informagdes com o uso de uma tabela como foi realizado no algoritmo
de Baeza-Yates e Gonnet. Assim, definiremos uma tabela, denotada por
'E que indicara as ocorréncias do padrao no texto com no miximo uma
substituigdo. Mais precisamente, 'E;; = 1,1 <i<m,1<j<nej>1
se, e somente se, A(1...7) éiguala B(j —¢+1... ) realizando-se maximo
uma substitui¢do em A(1...17).

Mostraremos agora como obter 'E;y ;41 a partir de 'E;;. Para isto
utilizaremos as tabelas S e N definidas na se¢ao anterior.

Existem dois casos em que A(1...:+ 1) éiguala B(j —i+1...5+1)
com no maximo uma substitui¢do:

e existe um casamento exato entre A(1...7)e B(j—t+1...j) e, além
disso, A(i+1) = B(j+1) ou A(i+1) # B(j+1); este caso corresponde
a uma substitui¢do de A(z + 1) por B(j + 1) independentemente da
igualdade entre B(j +1) e A(z + 1).

e existe um casamento aproximado entre A(l...1) e B(j —i+1...7)
com uma substituigdo e, além disso, B(j + 1) = A(z + 1).

Desta forma, podemos dizer que 'E;;; ;41 é tal que:

1 se Sjy,‘ =1 ou (IEJ',,' =1le B(] + 1) = A(Z + 1))

0 caso contrario,

‘Biasonr = { (55)
onde 'Egp =1e!Ejp=1paral <j<n.

Utilizando a mesma estratégia do algoritmo e Baeza-Yates e Gonnet
representaremos cada valor 'E;; por um bit. Assim, podemos reescrever
(5.6) da seguinte forma:
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'Ejt1,i41 = Sji or ("Ej; and Niyy pi4n))- (5.7)

Representaremos por 'E’ o vetor de bits formado pelos valores 'E;;.
Portanto, de (5.7) temos que

B = S or (f) ('E’) and NBU+Y),

onde presumiremos que 'E° = 00...0 e, além disso, ao deslocarmos 'E’ o
bit mais a esquerda é preenchido com o valor 1.

Analisemos agora o problema de permitir no maximo uma inser¢do no
padrao. Considere a nova defini¢io de 'E: 'E;; = 1 se e somente se A(1...1)
é igual a B(j —1...j) com no méximo uma inser¢ao em A(1...1).

E importante ressaltar que a anélise deste caso é semelhante ao caso
anterior, a diferenga esta na manipulagiao dos indices de A e B.

Mostraremos agora como obter a transigio para 'E. Mais especifica-
mente, como obter 'E; ;41 a partir de 'E;;. Existem dois casos em que
A(l...2+1)éigual a B(j —i...j + 1) com no miximo uma insergao:

e existe um casamento exato entre A(1...i+ 1) e B(j —i...j); este
caso corresponde a inser¢do de B(j + 1) no final de A(1...i 4+ 1);

e existe um casamento entre A(1...7) e B(j —1...j) com uma inser¢do

e, além disso, A(1 +1) = B(j + 1).
Desta forma, podemos dizer que 'E;;; ;41 é tal que :
g, .. —4 1 seS=1ou(Ejy=1e At +1)=B(+1))
It 0 caso contrario,
(5.8)
onde 'Egg =1e!'E;o=1paral <j<n.
Se representarmos cada valor IEJ-+1,,-+1 por um bit entae podemos rees-
crever (5.8) da seguinte forma:
"Ej41,i41 = Sjin or ('Ej; and Niyapi4n))-

Analogamente ao caso anterior temos que

L1 = 67 or (D (*Ef) and NBU+D),
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onde presumiremos que 'E° = 00...0 e, além disso, ao deslocarmos 'E’ o
bit mais a esquerda é preenchido com o valor 1.

Agora analisemos o problema de permitir no miximo uma remogao.
Neste caso, 'E;; = 1 se, e somente se, A(1...7) éigual a B(j ~i+2...j)
realizando-se uma remogao em A(1...1). Mostraremos como obter 'E; 4141
a partir de 'E;;. Existem dois casos em que A(1...i+ 1) é igual a B(j —
t+2...3+1) com no miximo uma remocgao:

e existe um casamento exato entre A(1...7) e B(j—i+2...75+1); este
caso corresponde a remogao de A(z + 1);

e existe um casamento aproximado entre A(1...i7) e B(j —¢+2...j)
com uma remogao em A e, além disso, A(i +1) = B(j + 1).

Desta forma, podemos dizer que 'E;41,:41 € tal que:

IE' o 1 se Sj+11i =1 ou (IEJ’,,‘ =1le A(Z + 1) = B(] + 1))
L4171 0 caso contrario,
(5.9)
onde 'Egg =1e'Ejo=1paral <j<n.
Equivalentemente, temos que

IR+ = §i+1 or (D (*E?) and NBU+DY),

onde presumiremos que 'E® = 00...0 e, além disso, ao deslocarmos 'E’ o
bit mais & esquerda é preenchido com o valor 1.

Resta agora generalizar o método para permitir no maximo k dife-
rengas onde uma diferenga ou é uma inser¢io, ou uma substitui¢do ou uma
remogao. Para resolver este problema manteremos k tabelas: 'E, 2E,... *E,
onde as tabelas ?E, 1 < d < k, indicam os casamentos com no maximo d
diferencas. Mais especificamente, se ?E;; = 1 entdo isto indica que um
alinhamento de A(1...7) terminando na posigdo j do texto resulta em um
casamento aproximado com no maximo d diferencas.

Mostraremos agora como obter a transicio para E. Existem quatro
possibilidades de obter um casamento aproximado, com no maximo d dife-
rencas, em um alinhamento de A(1...7) terminando na posicdo j do texto:

e existe um casamento com no maximo d diferengas no alinhamento de
A(l...: — 1) terminando na posi¢io j — 1 do texto e, além disso,
A(i) = B(j), ou seja, se (“E;_1; =1 e A(Z) = B(3));
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e existe um casamento com no maximo d — 1 diferencas no alinha-
mento de A(l...7 — 1) terminando na posicao j — 1 do texto , ou
seja, “"1E;_; ;1 = 1, este caso corresponde & substituigao de A(z) por
B(j) independente de A(z) e B(j) serem iguais ou nao;

e existe um casamento com no maximo d — 1 diferengas no alinhamento
de B(1...i—1) terminando na posicio j do texto, ou seja, ¢~ 1E;;_; =
1,este caso corresponde a remogao de A(z);

e existe um casamento com no maximo d — 1 diferencgas no alinhamento
de A(1...7) terminando na posigio j —1 do texto, ou seja, ?71E;_;; =
1, este caso corresponde & inser¢do de B(j) no final de A(1...1).

Desta forma podemos dizer que °E;; é tal que

1 se (dEJ'_l,,'_,' =1le A(Z) = B(])) ou (d_lEj_1,5_1 = 1) ou
“Ejq (“Eji-1 =1) ou (*7'Ejoqi = 1)
0 caso contrario,

onde °E;; = S;; e “Eg; = 1 para 1 <i < d.
Considerando que ?E;; pode ser representado por um bit entao

‘E' = (D (*E"") andN®D) or D (') or D (*"'E¥) or ¢ B/

= (B (“E’"') and NBO) or D (" 'E7! or “'E7) or TTETY(5.10)

Observe que no total temos quatro deslocamentos, uma operagao and
e trés operagdes or para cada ?E. Portanto, temos O((k + 1)n) operagdes
para calcular °E, 1 < d < k.

A complexidade do pré-processamento é a mesma do algoritmo de Baeza-
Yates e Gonnet [BYG89}, ou seja, O(m |X]). J4 a complexidade da analise
do texto é nk [m/w], pois sao realizadas k [m/w] por caracter do texto.

. Uma caracteristica importante deste algoritmo é a flexibilidade com que
ele pode ser adaptado para outros tipos de padrio. Na secdo seguinte des-
creveremos algumas das extensoes possiveis para este algoritmo.
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5.2.1 Extensoes

O algoritmo de Wu e Manber também permite o uso de padroes con-
tendo classes de caracteres. Da mesma forma que no algoritmo de Baeza-
Yates e Gonnet, a iinica modificagao necessiria é pré-processar o padrao
de maneira adequada. Por exemplo, suponha que o padrao desejado seja
zyz[0,1,2,...,9]wz, ou seja, desejamos um nimero na posigio 4 do padrao.
Entao basta fazer Ny, =1 para c € [0,1,2,...,9].

Analogamente ao algoritmo de Baeza-Yates e Gonnet , o algoritmo de
Wu e Manber também permite a utilizagdo de padrées com simbolos neutros.
Por exemplo, para o padrao zyz¢w basta fazer Ny = 1 para qualquer ¢ € X.

Além desta caracteristica o algoritmo permite a ocorréncia consecutiva
de um numero indeterminado de simbolos neutros entre dois simbolos quais-
quer do padrao. Denotaremos a seqiéncia de simbolos neutros de tamanho
indeterminado por #. Assim, se A = algo#tm entdo entre os simbolos o
e m existe um nimero indeterminado de simbolos neutros. Os indices dos
simbolos nao neutros de um padrio que contém seqiéncias # serao dados
pela ordem em que ele aparecem no padrio. Assim temos que A(l) = a,
A(2)=1,A(3) =g, A(4) =0 e A(5) = m.

Agora, considere o texto B = dcdabalgoritmdl e o padrdo A definido
acima. Note que A ocorre na posigio 6 de B:

d ¢ d a bal g or 1t md
a l g o ¢& ¢ ¢ m

Mostraremos agora como analisar os alinhamentos no texto para este
tipo de padrao. Suponha que apés A(z), 1 < @ < m—1, exista uma sequéncia
#. Além disso, suponha que um alinhamento de A(1...t¢) que termina na
posicdo j do texto resulta em um casamento com no maximo d diferengas.
Assim, ao analisarmos qualquer posi¢ao r de B, r > j, podemos comecar a
andlise com B(r) e A(i + 1). Note que ignoramos os caracteres entre B(7)
e B(r — 1), pois, apés A(z) existe um ndimero indeterminado de simbolos
neutros. Em outras palavras, um alinhamento de A(1...7) terminando na
posi¢do j com no maximo d diferengas é valido da posi¢iao j em diante.

Uma outra flexibilidade do algoritmo é a de permitir erros apenas em
algumas partes do padrao. Por exemplo, suponha que no padrio abcl23
permitimos erros apenas na parte que contém numeros, ou seja, na parte
123. Para solucionar este problema, construiremos uma tabela I;, 1 <: <m
tal que I; = 0 se A(z) pertence a parte que nao deve conter erros, em caso
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contrario I; = 1. Assim, para permitir erros em determinadas partes do
padrao basta reescrever (5.10) da seguinte forma:

9B = ((D(“E/"!) and NBY) or (D (¢-'E~! or ¢-1E/)) or 1Y)
and I

O algoritmo de Wu e Manber também permite que as operagdes de edigao
possuam custos nao uniformes. Por exemplo, se desejamos que as inser¢oes
possuam custo 3. Entio, uma inser¢do adiciona 3 unidades, ao invés de
1 unidade & tabela ‘E. Em outras palavras, uma inser¢io leva a uma ca-
samento com d diferencas se anteriormente tinhamos um casamento com
d — 3 diferencas. Desta forma, basta que a parcela "'E’~! que contribui
para inser¢es seja substituida por 4-3E/ 7!,

Wu e Manber ainda sugerem para o problema das k colises que quando
k << n, entdo podemos deslocar a tabela ?E mais do que 1 bit. Ilustraremos
esta idéia com um exemplo retirado de [WM91]. Seja A =abcdefghijkl (m =
12) e seja k = 3. Dividiremos o padrao em k + 1 blocos, ou seja, abc, def,
ghi e jkl e construiremos o padrao A’ formado pela intercalagao dos quatro
blocos, ou seja, A’ =adgjbehkcfil. Agora, calcularemos as tabelas E como
na equacdo (5.10). No entanto, ao invés de deslocarmos a tabela de apenas
um bit podemos desloci-la de quatro bits, pois, A’ é uma intercalagao de
blocos de A de tamanho 3. Além disso, apenas um bloco devera casar
corretamente com o texto.

Wu e Manber em [WM91] fornecem outras sugestoes para tratamento
de casos como: padrao de tamanho grande, alfabetos de tamanho grande e
padroes com expressdes regulares.

Apresentaremos a seguir alguns resultados empiricos realizados por Wu
e Manber.

5.2.2 Testes empiricos

Para realizar os teste empiricos Wu e Manber utilizaram um texto aleatério
com 1000000 caracteres e um padrao com 20 caracteres. Para efeito de
comparacao foram também testados os algoritmos de Ukkonen [Ukk85],
Galil e Park [GP90).

Na figura 5.8 foram comparados os trés algoritmos. Utilizou-se um al-
fabeto de tamanho 2 e variou-se o nimero de diferengas. Claramente, o
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tempo s

Ukkonean

Galil ¢ Park

Wu ¢ Manber

Figura 5.8: Comparagio dos algoritmos de Galil-Park, Ukkonen e Wu-
Manber para k variando no intervalo [0, 6] e com |E| = 2.

algoritmo de Wu e Manber € superior aos demais. Na figura 5.9 o tamanho
do alfabeto é de 30 simbolos e também variou-se o mimero de diferengas.
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tempo 8

10 Ukkonen
Bl-- - ..t oo A ) GalilePark
6l------ T T
4l A '
- -4 - P -

! e ' 4 WueManber
o .

Figura 5.9: Comparagdo dos algoritmos de Galil-Park, Ukkonen e Wu-
Manber para k variando no intervalo [0,6] e com |X| = 30.



Capitulo 6

Conclusao

Conforme estabelecido no inicio da dissertacdo, os objetivos deste trabalho
sao de descrever e analisar de forma clara e precisa alguns algoritmos em
trés diferentes temas do problema de casamento aproximado.

Em nossa opiniao alcangamos tal objetivo, descrevemos os algoritmos
de maneira mais didatica e organizada do que originalmente propostos.

Alcangar este objetivo €, a nosso modo de ver, uma grande contribuigao,
visto que muitos artigos estudados apresentavam suas idéias de maneira
difusa, e em algumas vezes, alguns algoritmos apresentavam problemas de
contorno e omissao de demonstragoes.

No desenvolver do nosso trabalho acrescentamos algumas pequenas con-
tribui¢cdes como demonstragdes mais claras, por vezes, exibimos demons-
tragoes que nao constavam no artigo. Além disso, apresentamos uma nova
versao do algoritmo de Ukkonen para o problema das k diferencas. Elimina-
mos muito do “ruido” existente nos artigos de Galil e Park [GP90] e Tarhio
e Ukkonen [TU91]. Além disso, acreditamos que proporcionamos ao leitor
uma visao ampla do problema do casamento aproximado de padroes.

Durante o desenvolver do nosso trabalho pudemos tirar algumas con-
clusdes a respeito dos algoritmos estudados. Para a classe do problema das
k diferencas acreditamos que o algoritmo de Galil e Park é o que apresenta o
melhor desempenho em relagio aos algoritmos de Ukkonen [Ukk85] e Tarhio
e Ukkonen [TU91]. A evidéncia disto deve-se & complexidade do algoritmo
de Tarhio e Ukkonen que é O((n/k)m) e aos testes empiricos realizados em
[WM91] cujos resultados sdo exibidos na figura 5.8 € 5.9. Além disso, acre-

ditamos que os algoritmos apresentados para o problema das k diferencas

131
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Algoritmo Analise do Texto Pré-Processamento
Ukkonen [Ukk85) O(mmin{nlogs,s/A}) | O(min{n,s/A})
Galil e Park [GP90] O(kn) O(m?)
Tarhio e Ukkonen [TU91] O((n/k)m) O(mc)

Tabela 6.1: Tabela comparativa dos algoritmos para o problema das k dife-

rengas.Os valores s e ¢ indicam o custo de edigdo e o tamanho do alfabeto,
respectivamente.

possuem o mesmo grau de dificuldade para implementagio. Na tabela 6.1
exibimos um quadro comparativo das complexidades de analise do texto,
pré-processamento do padrdo no pior caso.

Para a classe do problema das k colisGes o algoritmo de Landau e Vish-
kin [LV86] é o que apresenta, teoricamente, o melhor desempenho. No en-
tanto, andlises empiricas realizadas em [BYG89] mostram que o algoritmo
de Landau e Vishkin possui um desempenho pior do que o algoritmo ingénuo
(figuras 5.5 € 5.6). Por outro lado, anélises realizadas em [BY89] mostram
que o algoritmo de Baeza-Yates apresenta um desempenho um pouco me-
lhor que o algoritmo ingénuo para k colisbes. Assim, na pratica o algoritmo
de Baeza-Yates possui um desempenho melhor que o algoritmo de Lan-
dau e Vishkin. Acreditamos também que o algoritmo de Tarhio e Ukkonen
também possua um desempenho semelhante ao algoritmo de Baeza-Yates,
pois o algoritmo de Tarhio e Ukkonen também se baseia em heuristicas
semelhantes a heuristica de Boyer e Moore. Uma outra caracteristica im-
portante a ressaltar € a simplicidade dos algoritmos de Baeza-Yates e Tarhio
e Ukkonen quando comparados com a idéia do algoritmo de Landau e Vish-
kin. Na tabela 6.2 apresentamos um quadro comparativo dos algoritmos
para k colisoes.

Por fim, para os algoritmos genéricos concluimos que o algoritmo de
Baeza-Yates e Gonnet e o algoritmo Wu e Manber [WM91] inauguraram
uma nova geragdo de algoritmos para o problema de casamento aproxi-
mado. Ambos os algoritmos sio de ficil entendimento, ficil implementacao
e utilizam idéias simples. Além disso, a utilizacdo de operagdes com bits
sao rapidas. Nesta mesma abordagem temos o algoritmo de Baeza-Yates e
Perleberg [BYP92] que resolvem o problema das k colisbes e k diferencas
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Algoritmo Analise do Texto | Pré-Processamento
Landau e Vishkin [LV86] O(kn) O(kmlogm)
Baeza-Yates [GP90] O(mn) O(m?)
Tarhio e Ukkonen [TU91] O(mn) O(k(m + c))

Tabela 6.2: Tabela comparativa dos algoritmos para o problema das k co-
lisdes.O valor ¢ indica o tamanho do alfabeto.

Algoritmo Anadlise do Texto | Pré-Processamento
Baeza-Yates e Gonnet [BYG89] | O(n(mb/w)) O((m/w)|X|)
Wu e Manber [WM91] O(nk [m/w]) O((m/w) X))

Tabela 6.3: Tabela comparativa dos algoritmos genéricos. O valor w indica o
tamanho da palavra da maquina, e o valor b é o nimero de bits deslocados

no problema das k colisdes. Se o problema é para casamento exato ou
padrdes com simbolos neutros entdo b= 1.

com o uso de contadores associados a cada caracter do texto.

Podemos concluir que o algoritmo de Wu e Manber é melhor que o
algoritmo de Baeza-Yates e Gonnet em aspectos gerais, pois ele é mais
flexivel para resolver os diversos problemas do casamento aproximado e,
além disso, o algoritmo € simples e pratico. Porém, é importante ressaltar
que o algoritmo Baeza-Yates possui seus méritos, pois as idéias sdo simples
e o algoritmo de Wu e Manber é uma generalizacdo das idéias do algoritmo
de Baeza-Yates e Gonnet.

Para encerrar este capitulo, exibimos na tabela 6.3 um quadro com-

parativo entre o algoritmo Baeza-Yates e Gonnet e o algoritmo de Wu e
Manber.
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