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Abstract

The pattern matching problem arises very frequently in several areas of
knowledge and basically consists in determining if a given object (pattern) occurs
in any place of another object (usually bigger). There are many variations of
this problem, for example, objects with one or more dimensions, approximate
pattern matching etc.

In this work we approach the pattern matching problem on one dimension
that in the literature is normally named the string matching problem. More
precisely, we confined ourselves to the exact pattern matching problem. Our
main objective is to present (describe and analyse) clearly and precisely the
most important algorithms to solve this problem.

In chapter 2 we describe the Knuth, Morris and Pratt algorithm through
automata. It is worth mentioning that, although the association between this
algorithm and automata is cited in the literature quite often, in general, auto-
mata are not effectively used in the description of the algorithm. This approach
made the description of the algorithm very simple. Moreover, in the analysis of
the algorithm, the proofs of some of the results were accomplished in a clearer
way.

In chapter 3 we present the Boyer and Moore algorithm, which is extremelly
efficient in practice and the majority of the algorithms found in the literature-are
based on the ideas of this algorithm. Actually, we present a little variation of
this algorithm that is simpler and, in some cases, more efficient than the original
algorithm. Moreover, in this chapter, we deal with the complexity analysis of
the Boyer and Moore algorithm. We also present several variations of this
algorithm.

In appendix A we describe other pattern matching algorithms that were
recently developed and finally, in the appendix B, we analise theoretically the
average behaviour of some algorithms and also describe the results of some
empirical analyses made by other authors.



Sumario

O problema de reconhecimento de padrdes surge muito freqiientemente em
diversas dreas e consiste basicamente em determinar se um dado objeto (padrio)
ocorre em alguma parte de um outro objeto (geralmente bera maior). Existem
diversas variacdes sobre o tema, por exemplo, objetos com uma ou mais di-
mensdes, reconhecimento aproximado de padrdes etc.

Neste trabalho abordaremos a questdo do reconhecimento de padroes uni-
dimensionais que na literatura normalmente € citado como reconhecimento de
padroes em texto. Além disso, nos concentramos no problema de reconheci-
mento exato de padroes. Nosso objetivo principal é apresentar (descrever e
analisar} de forma clara e precisa os principais algoritmos que solucionam o
problema em questao.

No capitulo 2 descrevemos o algoritmo de Knuth, Morris e Pratt através
de autématos, sendo que vale destacar que, embora a associacio entre este
algoritmo e autdmatos seja citada na literatura com bastante freqiiéncia, nor-
malmente ela ndo é efetivamente utilizada na descricio do algoritmo. Esta
abordagem tornou a descricao do algoritmo bastante simples. Além disso, na
analise do algoritmo, a demonstracio de alguns resultados foram realizadas de
forma bem mais clara do que a originalmente proposta.

No capftulo 3 apresentamos o algoritmo de Boyer e Moore que é um al-
goritmo extremamente eficiente na pratica e no qual se baselam a maioria dos
outros algoritmos existentes. Inclusive, nds apresentamos uma variacio deste
algonitmo que pode ser descrita de forma mais simples do que o algoritmo ori-
ginal e, em alguns casos, é mais eficiente do que ele. Além disso, neste capitulo
tratamos da questao da anilise de complexidade do aigoritmo de Boyer e Moore
que € um problema razoavelmente complexo e apresentamos ainda as principais
variacdes deste algoritmo.

No apéndice A descrevemos outros aigoritmos propostos recentemente que
solucionam o problema de reconhecimento de padrdes em textos e finaimente,
no apéndice B, analisamos teoricamente o comportamento médio de alguns
algoritmos e também descrevemos os resultados de algumas andlises empiricas
realizadas por outros autores.
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Capitulo 1

Introducao

O problema de reconhecimento de padroes, ha algum tempo, vem recebendo
uma atengio considerdvel por parte de varios pesquisadores da area de
ciéncia de computacio. Este interesse se justifica porque o reconhecimento
de padroes € uma componente importante de varios outros problemas que
surgem nas mais diversas areas de conhecimento, dentre os quais podemos
destacar:

» andlises meteorolégicas, agricolas, geolégicas etc, de imagens geradas
por satélites;

e anilises de exames médicos como, por exemplo, tomografias, em que
se deseja verificar a existéncia de tumores;

e biologia computacional que estuda o DNA para reconhecer as sub-
seqiiéncias de nucleotideos que o compdem;

¢ processamento de textos, quando se deseja encontrar as ocorréncias
de determinadas palavras;

¢ pesquisas bibliogrificas em que se deseja obter todas as publicagoes
que fagam referéncia a um determinado assunto.

4

Estas véarias aplicagGes déo origem a diversas variagbes para o problema,
tals como: reconhecimento aproximado de padrdes, reconhecimento de
padrdes em duas ou trés dimensdes, reconhecimento da maior subsequéncia
repetida etc. Para cada uma destas variages, existem inumeras soluges que
visam explorar as diferentes caracteristicas de cada situagdo. Desta forma,



2 Introducao

podemos perceber que uma discussao detalhada das diversas vanacoes deste
problema é um assunto bastante longo. Assim, nesta dissertag¢do, vamos nos
restringir ao problema de reconhecimento exato de padroes unidimensionais,
sendo que de agora em diante, referenciaremos este problema apenas como
reconhecimento de padroes em lexto. Vale salientar que decidimos abordar
esta variagio do problema porque muitas das solugbes existentes para as
outras variagoes se baselam em solugoes originalmente propostas para este
tipo de problema. O leitor interessado pode obter uma discussao sobre as
outras variacbes do problema em [Ste92] e [Sed83].

1.1 Objetivos e Organizacao da Dissertacao

Conforme relatamos acima, a descri¢io detalhada de solugbes para todas
as variagbes do problema de reconhecimento de padrdes tornaria esta dis-
sertacdo extremamente longa. Portanto, nos permitimos concentrar na
questao do reconhecimento de padrbes em texto.

E interessante ressaltar que existem Inumeras solugoes para este pro-
blema, mas muitas destas solugoes podem ser vistas como pequenas va-
riagoes de alguns algoritmos que sao considerados marcos nesta drea, pois
eles introduziram alguns conceitos fundamentais. Na realidade, atualmente
alguns destes algoritmos (por exemplo, o algoritmo de Knuth, Morris e
Pratt) sdo considerados marcos de uma drea mais geral que é a drea de
desenvolvimento e anaélise de algoritmos.

Assim, o objetivo inicial desta dissertacao ¢ descrever e analisar os prin-
cipais algoritmos de reconhecimento de padrées em texto. Na figura 1.1
relacionamos cronologicamente estes algoritmos e além disso, estabelecemos
também uma relacdo de dependéncia cuja interpretagio pode ser exempli-
ficada da seguinte forma: o algoritmo de Galil incorpora novos conceitos
ao algoritmo de Boyer e Moore, sendo que estes novos conceitos se baseiam
em observages de cunho tedrico; por outro lado, o algoritmo de Horspool
também incorpora novos conceitos ao algoritmo de Boyer e Moore, porém
estes conceitos se baselam em observagoes de cunho pratico. Vale frisar
que esta figura produz um melhor resultado quando o leitor conhece pelo
menos as idéias centrais de cada um dos algoritmos. Portanto, convidamos
ao leitor a analisd-la novamente apds a leitura completa desta dissertacao.

Ainda com relagdo a figura 1.1, vale acrescentar que os algoritmos que
aparecem no ramo em linha tracejada ndo se baseiam exclusivamente em
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1892

Colussi Choffrut Crochemore e Perrin Hume e Sunday
1990 Sunday

Baeza-Yates e Wu e Manber
4
Gonnet /
1988 Baeza-Yates e
Gonnet (2)
- "~
1986 Apostolico e Giancarlo =T
1980 Horspool
Boyer e Moore
Knuth, Morms e Pratt

1970

Teoria Pritica

Figura 1.1: Principais algoritmos para o reconhecimento de padrdes em
texto.



4 tntroducao

comparacgdes. Por exemplo, o algoritmo de Karp e Rabin utiliza conceitos
de funcdes de “hashing”, o algoritmo de Baeza-Yates e Gonnet (2} utiliza
operagoes em bits e assim por diante. Estes algorilmos, embora solucionem
o problema de reconhecimento de padrdes em lexto, sao aplicados com mais
freqiéncia em outras variagbes do problema, como por exemplo, no reco-
nhecimento de padroes em mais de uma dimensiao ou no reconhecimento
aproximado de padroes.

Nesta dissertagao, nos concentraremos naqueles algoritmos para reco-
nhecimento de padrdées em texto que baseiam fundamentalmente em com-
paracoes para realizar este reconhecimento, ou seja, consideraremos apenas
aqueles algoritmos que aparecem no ramo em linha continua na figura 1.1.
Uma excegdo sera feita ao algoritmo de Karp e Rabin que sera apresentado
na se¢io A.5.

Concluindo, podemos estabelecer que o objetivo desta dissertacio é apre-
sentar {descrever e analisar) os principais algoritmos de reconhecimento de
padroes em texto que se baseiam exclusivamente em comparagdes entre o
padrao e o texto.

Agora, vamos estabelecer quais sdo 0s objetivos da descrigdo e da anélise
de cada algoritmo. Inicialmente, conforme relatado por varios autores, a uii-
lizacdo efetiva dos principais algoritmos de reconhecimento de padrdes em
texto tem sido enormemente prejudicada porque muitas pessoas nio com-
preendem o funcionamento destes algoritmos. Dentre estes relatos podemos
destacar: “muitos programadores as vezes ndo acreditam que o algoritmo
de Boyer ¢ Moore (se € que eles ao menos jé ouviram falar nele) € re-
almente uma ebordagem prdtica” [Hor80]; “tanio o algoritmo de Knuth,
Morris e Pralt como o algoritmo de Boyer ¢ Moore requerem algum tipo
de pré-processamento no padrdo cujo funcionamento € dificil de entender e
isto tem limitado a utilizacdo destes algoritmos” [Sed83); “em parte porque
os melhores algoritmos apresentados na literatura sio dificeis de entender e
implementar, o conhecimento de algoritmos rdpidos e prdticos ndo € muito
comum” [HS91].

Em nossa opinido, uma parte da culpa por esta situagao deve ser cre-
ditada aos autores dos algoritmos, pois geralmente eles ndo se preocupam
em descrever de uma forma clara os algoritmos que eles estao propondo (é
verdade que muitas vezes esta situagio é cansada pela restrigio de espago
que a publicagao lhes impde). Assim, pretendemos minimizar este problema
descrevendo os algoritmos da forma mais clara e didatica possivel.
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Visto que restringiremos a nossa investigacao a algoritmos de reconhe-
cimento de padrées em texto que efetivamente realizam comparacées entre
o padrao e o texto entdo vamos estabelecer que o comportamento dos al-
goritmos sera determinado pelo numero de comparagées que eles efetuam,
ou seja, vamos definir que a fun¢do de complezridade dos algoritmos é dada
pelo mimero de comparagoes efetuadas. E importante ressaltar que vamos
considerar apenas as comparagoes que envolvem simbolos pertencentes ao
padrao e ao texto, isto €, vamos desprezar comparagoes que envolvam, por
exemplo, “varidveis de controle” do algoritmo e limites numéricos.

Observe que a fungdo estabelecida acima implicitamente considera ape-
nas a questdo da complexidade de tempo dos algoritmos e ignora a questao
da complexidade de espaco. Isto porque a complexidade de espago, no
caso dos algoritmos de reconhecimento de padrées em texto, geralmente é
negligenciada, pois os principais algoritmos para solucionar este problema
requerem espaco proporcional ao tamanho do padrioe e este, normalmente
¢ bem menor do que o do texto.

E importante destacar que, por definicdo, as fungdes de complexidade
tém como argumento o tamanho do problema, que no caso é dado pelo ta-
manbo do padrio e do texto e, como é de praxe, nas analises dos algoritmos
utilizaremos a notagio O (“O grande”) cuja descrigdo pode ser obtida em
vérias publicagbes, como por exemplo, [AHU74}, [GKP90] e [Ziv86).

Finalmente, o nosso objetivo nas analises dos algoritmos é avaliar o
comportamento destes algoritmos considerando situagoes de pior caso e de
caso médio.

Estabelecidos os objetivos principais deste trabalho, vejamos agora como
ele foil organizado. Inicialmente, no restante deste capitulo, apresentamos
algumas defini¢bes e conceitos que serdo utilizados nas descricdes e anilises
dos algoritmos, sendo que na secio 1.2 definimos o problema de reconhe-
cimento de padroes em texto e¢ adicionalmente estabelecemos alguns con-
ceitos sobre seqiéncias de caracteres que serao amplamente utilizados ao
longo desta dissertacdo. Além disso, apresentamos também uma primeira
solugdo para o problema, juntamente com a sua andlise de pior caso. Na
secio 1.3 tratamos da questdo do limite inferior para o problema de reco-
nhecimento de padroes em texto, ou seja, estabelecemos o niimero minimo
de comparactes que devem ser efetuadas por qualquer algoritmo que so-
lucione este problema. Finalmente, na se¢do 1.4 apresentamos alguns dos
principais resultados sobre periodicidade em seqiiéncias de caracteres,
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O capitulo 2 é dedicado a descrigao e andlise do algoritmo de Knuth,
Morris e Pratt. E interessante ressaltar que em quase todas as pu-
blicagbes sobre este algoritmo, € citado que ele pode ser modelado através de
aulématos. Entretanto, na imensa maijoria dos casos, esta abordagem nao
¢ efetivamente utilizada para descrevé-lo. Em nossa opinido {(com a qual
certamente o leitor concordara), a compreensio deste algoritmo se torna
bastante simples quando o descrevemos através de um autdémato, conforme
apresentarmnos nas seqoes 2.1 e 2.2. Apgora, o objetivo de utilizar automatos
na descrigao deste algoritmo era apenas facilitar a sua compreensao, porém, -
esta abordagem permitiu que a analise do algoritmo (secao 2.3) fosse re-
alizada de forma bem mais simples do que a originalmente apresentada
pelos autores. Encerramos esse capitulo, descrevendo algumas variagbes do
algoritmo (segio 2.4), onde destacamos as variagbes que permitem a sua
execug¢ao “on-line”, ou seja, que permitem que a busca seja realizada a me-
dida que os caracteres do padrdo sejam fornecidos (como ocorre em varios
editores de texto).

No capitulo 3, apresentamos o algoritmo de Boyer e Moore que conforme
veremos, na pratica, € um algoritmo mais eficiente do que o algoritmo ante-
rior. Vale destacar que visando facilitar a descrigio, obtivemos uma variacio
do algoritmo original que, em vérios casos, se mostra mais eficiente do que
aquele. Na secdo 3.2, novamente lancamos mio de autormatos, sendo que
neste caso, os empregamos para descrever como algumas fungdes utilizadas
pelo algoritmo podem ser computadas. Na se¢do 3.3, apresentamos uma
analise de complexidade do algoritmo de Boyer e Moore, onde utilizamos
conceitos sobre anglise amortizada. E importante salientar que a questdo
da complexidade deste algoritmo é um problema bastante complexo com
algumas questdes ainda em aberto. Na secdo 3.4, apresentamos diversas
variagoes deste algoritmo e, em particular, ressaltamos que, na segio 3.4.2,
obtivemos um algoritmo para computar uma das funcées utilizadas por esta
variagdo do algoritmo de Boyer e Moore que é bem mais simples do que o
algoritmo originalmente proposto.

Agora, no apéndice A, apresentamos outros algoritmos para reconheci-
mento de padroes em texto e desta forma, esgotamos os algoritmos citados
na figura 1.1. Vale sahentar que neste apéndice acrescentamos uma des-
crigdo do algoritmo de Karp e Rabin, embora ele nao se inclua no ramo
dos algoritmos que se baseiam exclusivamente em comparagdes. Decidimos
incluir uma descrigao deste algoritmo devido ao seu valor historico, pois ele
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foi um dos primeiros algoritmos para reconhecimento de padroes em texto
que nao se baseia exclusivamenie em comparagdes.

Finalmente, no apéndice B, abordamos a quesiao da andlise de caso
médio dos algoritmos Ingénuo, KMP e BM. Neste apéndice apresenta-
mos uma analise tedrica para cada um destes algoritmos e além disso, na
secio B.4, descrevemos os resultados de algumas analises empiricas (rea-
lizadas por outros autores) que ilustram o comportamento dos principais
algoritmos na pratica. O objetivo da apresentagdo deste tipo de andlise é
permitir que o leitor possa avaliar comparativamente ou sob determinadas
circunstancias os principais algoritmos descritos neste trabalho.

1.2 A Definicao do Problema e uma Pri-
meira Solucgao

Antes de definir o problema de reconhecimento de padrdes em textos serd
necessario estabelecer alguns conceitos importantes que serdo amplamente
utilizados ao longo desta dissertagao.

Definicao 1.1 Um alfabeto ¥ é um conjunto finito de simbolos, os quais de-
nominamos caracteres. Uma seqiiéncia de caracteresé obtida concatenando-
se um mimero finito de caracteres do alfabeto, sendo que o comprimento de
uma seqliéncia corresponde ao niimero de caracteres que a compéem. De-
notaremos o comprimento de uma seqiiéncia ¢ por |a|. Um caso particular
é a seqiiéncia de comprimento zero que denominaremos seqiiéncia vazia e
que representaremos por e.

Vamos representar uma seqiiéncia o com n caracteres por oi...ay.
Assim, o; indica o :-ésimo caractere da seqiéncia contado a partir de
sua extremidade esquerda. Além disso, adotaremos que «;...¢q;, onde
1<:<j+1<m+1,éuma subseqiéncia de o, sendo que se 1 = 7 + 1
entao a subseqiiéncia € vazla.

Definigao 1.2 Seja a uma seqiiéncia com n caracteres, onden > 0. Assim,
para todo j: 0 < j £ n, o1...a; ¢ um prefizo de a. Se j < n entao temos
um prefizo préprio de a. Por outro lado, para todo ¢ : 1 <7 < n 41,
a; ..., é um sufizo de a. Se ¢ > 1 entdo temos um sufizo préprio de a.
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Definigio 1.8 Seja { > . Entéo o corresponde a seqiiéncia dada por:

of e ac™D sel>0
R caso contrario.

Agora, sejam « e f seqiéncias de caracteres tais que |3| > |af e sejam
n:=|8lem:=l|al. Seexiste k: 0 < k < n—m tal que

al---amzﬁk—ﬂ'-'ﬁk-&-m (11)

entido dizemos que ha uma ocorréncia de o na posicao k + 1 de .
Observe que a equacao (1.1) equivale a

aj =Py Vi:l<ji<m

Finalmente, podemos definir o problema de reconhecimento de padrdes
em texto.

Definigao 1.4 Dado um padréo p=p;...Ppm, com m > 0, e um texto
t=1...t,, com n > m, o problema de reconhecimento de padrdes em

texto consiste em obter todas as posi¢des no texto ¢ onde o padrio p ocorre.

Vale salientar que este problema também aparece em sua forma reduzida,
onde se deseja obter apenas a primeira (a mais a esquerda} ocorréncia do
padrac no texto.

Ao longo desta dissertagdo vamos adotar que p representa o padrao,
sendo que m := |p|, e que ¢ representa o texto, sendo que n := |t|. Observe
que ndo € imposta nenhuma restri¢io ao alfabeto T e portanto, as seqiiéncias
p €t podem ser compostas por quaisquer tipos de simbolos (letras, digitos,
etc).

Uma solugdo simples para o problema definido acima consiste em veri-
ficar se o padrdo p ocorre em cada posigdo k£ + 1 do texto, sendo que & é
tal que 0 < k < n — m, ou seja, nesta solugdo o padrao é verificado com
todas as subsequéncias tg4; ... fk4m. Cada uma destas verificages consiste
em comparar p; com iy, onde j : 1 < 5 < m, até que uma diferenca seja
obtida ou até que a extremidade direita do padrao seja ultrapassada (isto
¢, quando j > m). No primeiro caso temos que o padrao nao ocorre na
posicdo k£ + 1 do texto e no segundo, o padrao ocorre na posigao k£ + 1.
Como desejamos obter todas as ocorréncias do padrao entao este processo
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deve ser repetido até que a extremidade direita do texto seja ultrapassada.
Denominaremos este método de algoritme Ingénuo.

O algoritmo descriio acima € bastante simples e dispensa a apresentagao
de uma implementacdo. Entretanto, aproveitaremos a oportunidade para
colocar o leitor em contato com a pseudo-linguagem que utilizaremos na
apresentacdo de implementacées dos préximos algoritmos. Assim, na fi-
gura 1.2 mostramos uma implementagao do algoritmo Ingénuo que poderia
ser um pouco mais eficiente se estendéssemos o padrao com uma posigao e
acrescentassemos nesta posicdo uma “sentinela” (i-to evitaria a comparacéo
4 < m no lago while mais interno). Porém, como nosso objetivo central é
a clareza na descri¢do dos algoritmos e como, em nossa opinido, geralmente
estas técnicas de otimizagdo (principalmente nos préximos algoritmos) tor-
nam obscuros alguns detalhes essenciais do algoritmo entio evitaremos uti-
liza-las. Naqueles casos em que acharmos realmente interessante adoti-las
alertaremos o leitor para o fato.

Agora, observe que o algoritmo Ingénuo, no pior caso, efetua m(n—m-1)
comparagdes, pois ele verifica se o padrio ocorre em cada posicdo £ + 1 do
texto, sendo que k € tal que 0 £ k < n — m. Assim, o algoritmo verifica
n—m++ 1 possiveis ocorréncias do padrio. Em cada uma destas verificacoes
sao efetuadas, no miximo, m comparagoes {quando a verificacdo resulta
numa ocorréncia do padrdo ou quando uma diferenca é obtida na posigéo
m do padrao). Portanto, temos que o nimero de comparagbes, no pior
caso, € m(n —m + 1), o que nos leva a concluir que ¢ comportamento
do algoritmo Ingénuo no pior caso é O(mn). Para ilustrar o pior caso do
algoritmo Ingénuo considere

p = a7
t = ga".

Desta forma, nestes casos o algoritmo Ingénuo é bastante ineficiente.
Porém, na pratica estas sitnagbes sdo pouco provavels de acontecer e, con-
forme veremos na secao B.1, o comportamento do algoritmo Ingénuo no
caso médio é linear em m + n.

Nos préximos capitulos apresentaremos outros algoritmos que sdo con-
sideravelmente mais eficientes do que o algoritmo Ingénuo, principalmente
quando consideramos o pior caso.
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Algoritmo Ingénuo;

Entrada : O padréo p e o tezio L.
Saida : Lista das posi¢ées no tezto onde ¢ padrdo ocorre.

begin
k:=0;
while £k < n—m do
begin
3 =1
while j <mand p; = #4,; do j :=3 +1;
if 7 > m then
write(*O padrao ocorre na posigio ', k +1);
Ei=k+1
end
end,

Figura 1.2; Uma implementacio do algoritmo Ingénuo; no conectivo and a

segunda condigdo somente é avaliada caso a primeira condicio seja verda-
deira.
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1.3 Um Limite Inferior para o Problema

Nesta segdo vamos estabelecer um limite inferior para o problema de re-
conhecimento de padrées em textos. Conforme salientamos anteriormente,
uma boa maneira de avaliar os algoritmos que soluctonam este problema €
considerar o nimero de caracteres comparados até que a solugdo seja ob-
tida. Assim, considerando apenas as comparacoes entre caracteres, vamos
estabelecer um numero minimo de comparagtes que devem ser efetuadas, no
pior caso, por qualquer algoritmo de reconhecimento de padroes em textos.
Na andlise a seguir vamos adotar que o alfabeto £ consiste de pelo menos
2 caracteres, ou seja, |Z| > 2.

Um dos primeiros resultados apresentados sobre o limite inferior para
o problema de reconhecimento de padroes em texto foi obtido por Rivest
({Riv77]) que demonstrou que, no pior caso, qualquer algoritmo de reco-
nhecimento de padrées em texto deve “examinar” no minimo n —m 1
caracteres do texto para obter a primeira ocorréncia do padrio. E impor-
tante ressaltar que neste resultado o “exame” de um caractere do texto
pode corresponder a mais de uma comparagdo e além disso, € considerada
apenas a primeira ocorréncia do padrao no texto. A seguir, apresentaremos
um resultado recentemente proposto por Galil e Giancarlo ([GG91]) onde
os autores estabelecem o mimero minimo de comparagoes (efetivas) que de-
vem ser realizadas, no pior caso, por um algoritmo de reconhecimento de
padroes em texto para obter todas as ocorréncias do padrio.

Inicialmente, é facil perceber que se o texto tem comprimento n entao,
para obter todas as ocorréncias de um padrdo neste texto, um algoritmo
deve efetuar, no pior caso, pelo menos n comparagbes. Por exemplo, consi-
dere p = a. Entdo, para obter todas as ocorréncias do padrao no texto, um
algoritmo deve verificar todos os caracteres deste texto pelo menos um vez.

Agora, conforme veremos na segdo 2.4 (lema 2.20}), se o alfabeto X é tal
que |X| = 2 entdo existe uma variagio do algoritmo de Knuth, Morris e Pratt
que obtém todas as ocorréncias do padrdo no texto efetuando exatamente
n comparagoes. Isto implica que, para alfabetos binarios, n ¢ um limite
inferior exato. Portanto, resta considerar a questdo do limite inferior para
o caso em que |2} > 3.

Assim, considerando que |Z| > 3 entdo vamos estabelecer um limite in-
ferior para o nmimero de comparagdes efetuadas pelos algoritmos de reconhe-
cimento de padries em textos seguindo a abordagem proposta em [GG91].
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Nesta abordagem adotou-se um modelo de computacio que se baseia em
uma memoria de acesso alealorio com custo de acesso uniforme. Além disso,
adotou-se que o texto esta armazenado em um dispositivo que permite o
acesso aleatorio e que este texto somente pode ser acessado através de um
servidor que nio é controlado pelo algoritmo a ser analisado. O servidor
aceita consultas (comparagées) apenas do tipo “tx = p;7" ou “4y = 4,7 e
fornece a resposta a este tipo de consulta em uma unidade de tempo.

Neste modelo, um algoritmo pode ter qualquer conhecimento sobre o
padrac; mas as informagoes sobre o texto somente podem ser obtidas através
das comparagdes estabelecidas acima.

Nesta andlise foram considerados dois tipos de algoritmos: on-line e off-
line. Um algoritmo é dito on-line se, em cada instante, as comparacdes
(consultas) estao restritas a uma parte do texto de comprimento m. Além
disso, somente podemos efetuar comparages sobre a parte do texto dada
por txqq . - - te4m se 0 algoritmo ja determinou todas as ocorréncias do padrao
nas posigoes ¢, onde ¢ : 1 < ¢ < k. Por outro lado, um algoritmo é dito
off-line se nenhuma destas restricdes € imposta.

Agora, seja C(n,m) o nimero de comparagdes efetuadas, no pior caso,
por um algoritmo on-line que obtém todas as ocorréncias de um padrao
de comprimento m num texto de comprimento n. Se o algoritmo é off-
line entio indicaremos o mimero de comparagdes efetuadas por Cog(n,m)
e se o algoritmo obtém apenas a primeira ocorréncia do padrao no texto
entao o niimero de comparagoes efetuadas por algoritmos on-line e off-line
sers, indicado respectivamente por Cl(n,m) e Cog(n, m). Vale lembrar que
estamos considerando que |[Z| > 3.

Teorema 1.5 Se 0 < m < 2 entao
C(n,m) > n;

se m > 3 entao, para m fmpar

e, para m par

Cn,m)>2n+ [%?—)J .
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Demonstragao : Nesta demonstracio utilizaremos a estratégia do ad-
versario ([Baa9l}), ou scja, dado um algoritmo on-line que obtém iodas
as ocorréncias de um padrao num texto entio, para cada caso estabelecido
acima, vamos construir um texto t e mostrar que para este texto o niimero
de comparagoes efetuadas pelo algoritmo ndo é menor do que o limite infe-
rior estabelecido para aquele caso.

Inicialmente, para 0 < m < 2, seja { ;= a". Se m = 1 entao considere
p:= a esem = 2 considere p := ga. Assim, em ambos os casos, o algoritmo
deve efetuar, no minimo, n comparagoes.

Apora, considere m > 3. Neste caso, a demonstracio serd obtida por
inducao no comprimento do texto. Inicialmente, vamos considerar o caso
em que m é impar. Assim, para m impar, seja p := a'ba’, onde [ := =L > 1.
Como n > m entdo, para n = m, seja t ;= p. Portanto, o algoritmo deve
efetuar m comparagdes para concluir que o padrio ocorre na posi¢io 1 do
texto. Isto implica que, neste caso, o limite inferior é valido.

Agora, por hipétese de indugio, suponha que ¢’ é um texto de compri-
mento np, que tem p como sufixo e para o qual o limite inferior é valido, ou
seja,

C{ng,m) > ng + {-%%;%n—)J )
A partir de ¢’ vamos construir um texto ¢ de comprimento n;, com ny > ny,
e vamos mostrar que o limite inferior tarmbém é vélido para ¢.

Seja t um texto de comprimento n,, com ny > no, tal que ¢’ seja um
prefixo de t,isto é, ¢, ... 1, = ;... . Os outros caracteres de t, dados por
tnot1 - - - tny, S€T30 convenientemente estabelecidos 3 medida que o algoritmo
efetnar as comparagdes (consultas).

Assim, ¢ algoritmo deve efetuar C(ng,m) comparagdes para obter to-
das as ocorréncias de p em t1...t,. Agora, falta estabelecer o nimero
minimo de compara¢des que devem ser efetuadas para obter as ocorréncias
de p considerando os caracteres adicionados (fn,41...1,,). Inicialmente,
observe que ng — 2! é a posigio mais i direita em #;...%,, onde o
padrao pode ocorrer. Agora, se considerarmos os caracteres adiciona-
dos tng41,tne+2 - --In, €nt3o torna-se possivel a ocorréncia do padrido nas
posigoes ng — 21 + 1,n9 — 21 + 2, ..., ny — 21. Portanto, falta estabelecer o
nimero minimo de comparagbes que devem ser efetuadas para obter todas
as ocorréncias de p em &, _aiy1...3p,.

Como p é um sufixo de ¢’ e ' é um prefixo de ¢ de comprimento ng
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entdo p é um sufixo de t; ... 1., ou seja, t,,_2 ...l =p = a'ba’ e portanto,
h4 uma ocorréncia do padrao na posigiao no — 2! do texto. Em particu-

lar, isto implica que tny—i41-..tn, = @' € {1 = b. Como b nao ocorre no
prefixo do padrao de comprimento [ entio, apds obter esta ocorréncia, o
algoritmo pode deslocar o padrao de modo que t,,_; = b nao fique alinhado

com nenhum caractere do prefixo do padrao de comprimento [, ou seja,
o padrdo pode ser desiocado de modo que p; fique alinhado com fn,—i41.
Assim, apés este deslocamento, o algoritmo, que é on-line, pode consultar
os caracteres do texto que estdo entre as posi¢bes ng —{+1eng+1+1,
inclusive. Visto que estamos interessados em estabelecer 0 nimero minimo
de comparacgbes efetuadas pelo algoritmo e visto que o algoritmo ja sabe
qQue in, i41--.1,, = @ entdo podemos supor que o algoritmo néo compa-
rara novamente os caracteres f,,_s41 . .. {,, OU 5€ja, as comparagdes ficardo
restritas a £,,4) ... tngit1-

Agora, vamos estabelecer os valores de #,,41...1,,. Primeiro, vamos
fazer tyo43. . tnge1a1 1= a1 (note que se I = 1 entdo tp 4a...thoti41 € 2
seqiléncia vazia). Assim, fica faltando definir apenas os valores de ¢,,41,
t.0+2 € de ny. Observe que, de acordo com as consideragdes acima, ny deve
ser tal que ny > ng + I+ 1. Portanto, dependendo do valor de ny, também
devemos definir os valores de ¢, 4142 ... 85, -

Como as consultas efetuadas pelo algoritmo estio restritas & parte do
texto dada por £,,41 - - . tny+141 entdo todas estas consultas j2 podem ser pre-
cisamente respondidas exceto quando as consultas envolverem os caracteres
Lag+1 € tngt2, pois os valores destes caracteres ainda ndo foram definidos.
Para defini-los vamos analisar como o algoritmo poderia consultar estes ca-
racteres pela primeira vez. A partir desta andlise, definiremos também os
valores de np € de tngtgn .- by, - '

Inicialmente, vale lembrar que os tipos de consultas permitidas sdo “t; =
p;77 ou “t; = 477, para ¢, j e k validos. Assim, visto que o padrio é
conhecido e que t, para k : ng+3 < k < ng+1-+1, j4 estd definido entdo uma
consulta envolvendo t,,4; ou t,,4; relaciona um destes caracteres com um
caractere ja conhecido, exceto no caso em que a consulta é “f, 41 = tye2?”
(note que consultas do tipo “Ip,41 = £ry417” 1na0 sdo consideradas, pois tais
consultas sdo no minimo indteis). Desta forma, podemos dividir a andlise
em dois casos:

Cuse I: A primeira consulta envolvendo tn,41 00 thg42 € “In,41 = 577 ou
“Uuo42 = a?” ou equivalente a uma destas duas (por exemplo, “tn 11 = 7"



1.3 Um Limite Inferior para o Problema 15

com t; = b). Neste caso, estabelecemos tpy 41 1= @ € {542 := b. Além disso,
tomamos n; :=no+ 1+ 2 e t,, := a. Desta forma, a resposta a qualquer
das duas consultas € ndo. Note que pelos valores estabelecidos para o texto
t 0 padrio nao ocorre na posicao ng — [ + 1 do texto. Porém,

tnowf.}g . tnu a
tng+1 a

lnote = b
a

f.n0+3 . fm =

o que implica que t,,_j32 .. .1y, = a'ba’=p. Portanto, h4 uma ocorréncia do
padréo na posi¢do no—I+2 do texto. Para obter esta ocorréncia, o algoritmo
poderia utilizar o fato de que ele j& sabe que tp,—142...1,, = a'~! € assim,
seria necessario consultar apenas ipg41...1%,,, Ou seja, seriam necessdrias
pelo menos ny — ng = ! + 2 comparagbes. Isto implica que para obter
todas as ecorréncias do padrdo em t, o algoritmo deve efetuar C{ng, m)
comparagdes para obter todas as ocorréncias em fy...%,, mais wma das
comparagoes estabelecidas na hipétese deste caso e mais pelo menos as [ 42
comparagoes descritas acima. Assim,

C(ny,m) > Clro,m)+1+1+2

T ne+ _%2(2;?)j +1+43
= 1+ :——*——2(3;?) + 1J .
Como ny = no+{ 4+ 2 € como m = 2! + 1 entao podemos concluir que
C(ny,m) > ny + lz—(g—i—;—g-nlj .

Assim, temos que, neste caso, o limite inferior € vdlido. Além disso,
temos que p € um sufixo de ¢ e portanto, apds a realizagio do passo de
inducao, as hipéteses iniciais permanecemn validas.

Caso 2: A primeira consulta envolvendo ¢,,41 ou 5,42 nao se enquadra
no caso 1. Observe que este caso inclul a consulta “t, 41 = ta,42?” €
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também consultas do tipo “i,,1 = 1577, com tx # b ou “4y 40 = 47?7,
com {; # a. Neste caso, estabelecemos f,,41 1= b e {42 := a. Além
disso, tomamos ny := ng + ! + 1, o que implica que o valor de t,, ja esta
estabelecido (1,, = {54141 = @). Desta forma, a resposta a qualquer das
consultas é ndoe e, pelos valores estabelecidos para o texto t, temos que

{

tﬂ_n_;.l.] . tﬂﬂ = a
f’ﬂ-o+1 - b
lotz = @

— -1
tn0+3 e tn; = a y

o que implica que ty—t41 . . .1, = a'ba’=p. Portanto, ha uma ocorréncia do
padrio na posigao no—I+1 do texto e para obter esta ocorréncia, o algoritmo
poderia utilizar o fato de que ele j4 sabe que tp,_j41...%5, = @' € assim,
seria necessario consultar apenas f,,4i...%,,, OU seja, seriam necessdrias
pelo menos n; — ng = I + 1 comparagbes. Isto implica que, de maneira
analoga ao caso anterior, para obter todas as ocorréncias do padrao em ¢, o
algoritmo deve efetuar C'(n;, m) comparagdes, onde

C(ny,m) > Clng,m)+1+4+14+1
H.L 2(n0 — m)
> —_ .
2 ﬂo+[ —— J+I+2
Como n; = ng+1+4+1ecomom = 2] + 1 entdo podemos efetuar um
desenvolvimento andlogo ao do caso anterior e obtemos que
2(ny —m)
2 _.
C(nl,m) 2 ny + l —— J

Assim, também neste caso, o limite inferior ¢ valido. Além disso, temos
que p € um sufixo de ¢ e portanto, apds a realizagio do passo de inducdo,
as hipdteses iniciais permanecem validas.

Para concluir a demonstragdo, devemos analisar o caso em que m é
par. Para isto, basta tomar p := a'ba™! e efetuar um desenvolvimento
semelhante ao realizado para o caso m Impar observando que, neste caso, os
textos obtidos possuirdo um caractere a mais do que os textos determinados
para m impar. O

Além deste resultado, em [GGY1] sdo estabelecidos limites inferiores para
C'(n,m) (mimero de comparagdes efetuadas por algoritmos on-fine que
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obtém apenas a primeira ocorréncia do padrio no texto) e para C,g(n, m)
(mimero de comparagdes cfetuadas por algoritmos off-line). A seguir apre-
sentamos sem demonstragdo estes resultados. O leitor interessado pode
obter tais demonstragoes em [GGY1].

Teorema 1.6 Se o algoritmo pode efetuar apenas consultas do tipo “4) =
p;7" temos que se 0 < m < 3 entéo

Cl(n,m) > n;

se m > 4 entao

Cl(n,m) >n+ [n ;mj )

Teorema 1.7 Se 0 < m < 2 entdo
Coﬂ(n,m) 2 ]

se m > 3 entao
n

Cog(n,m)>n+ l——»J )

2m

Para encerrar esta segao vale comentar que Galil e Giancarlo elaboraram
um outro estudo sobre a complexidade de algoritmos para reconhecimento
de padroes em textos. Neste estudo, apresentado em [GG92), eles anali-
sam a questao do limite superior para o numero de comparagoes efetuadas.
Ao final, eles utilizam os resultados obtidos nas duas analises para estimar
o valor da constante de proporcionalidade para o mimero de comparagoes
efetuadas. Além disso, eles também listam algumas questGes em aberto re-
lacionadas aos lirnites inferior e superior para algoritmos de reconhecimento
de padroes em textos. Em particular, dentre estas questées temos que nao
se conhece um limite inferior para Cogln,m).
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LLES L]

1.4 Periodicidade em Sequéncias de Carac-
teres |

O objetivo desta secdo é estabelecer alguns resultados sobre periodicidade
em seqiiéncias de caracleres, sendo que apresentaremos apenas aqueles re-
sultados que serdo necessarios nos proximos capitulos. O leitor interessado
numa discussdo mais detalhada sobre este assunio pode obté-la em [GO81].

Definigao 1.8 Uma borda de a é um prefixo préprio de a que também &
sufixo de o, isto é, § € uma borda de o se existem sequéncias nao vazias ~
e 6 tais que By = o = §3. Além disso, para 0 < j < |af, se a1 ... é uma
borda de a;...a; € aj11 # aj4; entdo dizemos que ;... q; é uma borda
disjunte de a; ... ;.

Definigio 1.9 Seja o uma sequéncia de caracteres tal que la| > 1. Sejam
B e v seqiiéncias nao vazias tais que o = (7. Entdo a seqiiéncia vf é
denominada uma rotecdo de a.

Definigao 1.10 Um inteiro positivo ¢ < |a| é um periodo de a se
o; = o4g paratodo t: 1 <1 < |a| —g.

Proposi¢ao 1.11 Um inteiro positivo ¢ é um periodo de « se, e somente
se, uma das propriedades abaixo € satisfeita:

(i) existem B e «y tais que || = g e @ = B'y para algum i > 1, sendo que
« ¢ um prefixo préprio de f;

(ii) existem 6, 6" e ¥ tais que |f| = g = |0'| e 99 = a = 9.

Demonstragdo : Vamos mostrar que a definigao 1.10 implica (i), que por sua
vez implica (ii) e este finalmente implica a definicdo 1.10, ou seja, vamos
mostrar que a defini¢do 1.10, (i) e (ii) sdo equivalentes.

Seja ¢ um periodo de a. Para mostrar que a defini¢do 1.10 implica (i),
sejam k e r tais que &k := [%ij er:= |a/modg. Assim,r<qgek>1
pois, ¢ < |a|. Agora, sejam 8:=eoy...a,€ Y= ...a,. Entéo, |8} = ¢
e v € um prefixo proprio de 8. Além disso, pela defini¢do 1.10, temos que
@ = Qiyq, pata todo i : 1 <7 < |a] — ¢. Dai, @ = %4, o que implica que
(1) € satisfeito.
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Suponhamos agora que (i} € vilido € vamos mostrar a veracidade de (ii).
Como v é um prefixo préprio de f entdo existe ', com |’} > 0, tal que
B = 48" Isto implica que a = (y8')*y. Dai, sejam 8 := 48, ' := f'v e
P = () * v, Entdo |§] = ¢ = |0| e 0y = & = ¢, 0 que mostra que (i)
implica (ii).

Finalmente, vamos mostrar que {ii) implica a definigao 1.10. Por (ii)
existem 8, &' ¢ 9 tais que

6 = a =t (1.2)
onde, |8] = ¢ = |¢’|. Da primeira igualdade em (1.2} temos que

?,b,':(_}.’,‘_l_q VzlﬁzSIa[—q.
Da segunda igualdade em (1.2} temos que
o; = i Vi:l<i<|a|—gq

Assim, o = agqo parat: 1 <1< |a| —q. O

Coroléario 1.12 Um inteiro positivo ¢ é um periodo de a se, e somente se,
existe uma borda de & cujo comprimento é ja| —¢. O

Agora, ohserve que a definigdo 1.10 pode ser reescrita da seguinte forma:
um inteiro positivo g é um periodo de a se o;_, = o; paratodot: g+1 < i &
|a|. Isto equivale dizer que ao invés de analisarmos o padrao da esquerda
para a direita podemos fazé-lo em sentido reverso, isto é, da direita para
a esquerda. Com o intuito de ressaltar esta caracteristica, vamos a seguir
estabelecer a forma equivalente do item (i) da proposicao 1.11.

Proposicdo 1.13 Um inteiro positivo ¢ é um periodo de o se, e somente
se, existe w tal que |[w| = g e @ = pw' onde, 2 > 1 e p é um sufixo proprio
de w. D

E importante observar que as seqiiéncias 8 e w das proposigoes 1.11
e 1.13 respectivamente, podem nao ser iguais. Por exemplo, considere
o = abeabeab. Entdo g = 3 é um periodo de a. Neste caso, § = abe, v = ab,
w = cab e p = ab. Na verdade, demonstra-se facilmente que se |y| > 0 entdo
B é uma rotacdo de w.
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Definigao 1.14 Uma seqiiéncia o é periddice se existe um periodo ¢ de o
tal que ¢ < ]%J, ou seja, se existe 3 tal que @ = 'y para algum ¢ > 2, sendo
que 7 € um prefixo préprio de 3. Além disso, se |y| = 0 entdo dizemos que
a é periodica perfeila.

E claro que, na definicio acima, também podemos considerar a ordem
reversa e, neste caso, dizemos que o ¢ periddica se existe w tal que o = pwt
para algum 7 > 2, sendo que p é um sufixo préprio de w. Além disso, se
|p] = 0 entdo e é periddica perfeita. 5

Agora, a partir da defini¢do 1.14 e do coroldrio 1.12 podemos estabelecer

a seguinte afirmagao:

Corolario 1.15 Uma sequéncia a € periddica se, € somente se, existe uma
borda b de « tal que |b} > 1%1 ]

Definigao 1.16 Seja o uma seqiéncia periddica € seja ¢ um periodo de
o tal que ¢ < J%[ Entdo o prefixo de o cujo comprimento é igual a ¢ é
denominado elemento periddico de « @ esquerda. Analogamente, o sufixo
de « cujo comprimento é igual a ¢ € denominado elemento periédico de o a
direita.

Para ilustrar as varias defini¢bes estabelecidas acima considere a seguinte
tabela:

o Periodos | Periodica? | Elementos Periédicos
a esq- a dir.
ababababa | 2,468 ¢ 9 Sim abe abab | ba e baba
abedry2wab 8ell Nio - -
aaaaaq 1,2,34,5¢6 Sim a, aa € aad | 4, aa € aga
abedabe 4e7 Nao - -
ababab 2,4¢6 Sim ab ab

Teorema 1.17 Se ¢; e g, s30 periodos de a e 1 + g2 < | + mde{q1, ¢2)
entdo mdc(q1, ¢2) também é um periodo de «.

Demonstracdo : Por indugao em ¢; + g2. Se ¢ = ¢2 entdo a asser¢ao é
trivialmente verdadeira. Se ¢; # g, entdo ajuste a notagdo, permutando ¢
e go se necessério, de forma que ¢; < ¢;.
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Sejam r := g2 — ¢; e d := mde(q1,¢2) = mdc{q1, ). Por hipétese,

G+ ¢ <laf+d
e, além disso,
d<q < g
Portanto,
g1 < |CI:| .

Assim, sejam 8 e ¢ tals que |8 = ¢ e

a = 6y (1.3)
Vamos agora mostrar que ¢ e r sao ambos periodos de 1 e que satisfazem

@t <pi+d (1.4)

Para mostrar a validade de (1.4), observe que
gptr=qg<lol+d-q=P|+d

Para mostrar que tanto ¢; < 1| quanto r < |3|, basta usar (1.4), lembrando
qued<qed<r.

Certamente, ¥; = tiyq,, para todo 2 : 1 < ¢ < || — g1, pois ¥ é um
sufixo de @ e ¢y é um periodo de . Além disso, paratodoi:1 <1 < |1,
temos que

P = Qg = O = Kiggy, = Pigr,

onde a primeira e a ultima igualdades seguem de (1.3) ¢ as demais do fato
que tanto ¢; quanto g; s3o periodos de . Portanto, de fato, ¢; e r sdo
ambos periodos de ¢ e satisfazem (1.4). Dai, por hip6tese de indugao, d é
umn periodo de 3.

Vamos mostrar agora que ¢ € também um periodo de a. Para isto, basta
mostrarmos que para todo 7:1 <1 < |af

Qy = Cf(s)s

onde

fi)):=14+(i—1) mod d.
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Consideremos inictalmente o caso em que ¢ > ¢;. Entao

o = Piq, = 'ﬁf{i-q;} = ‘f’!(i)w

onde a igualdade entre f{(i — ¢1) e f(7) segue do fato que d divide ¢, e a
ignaldade entre 1;_g, € 1y(i_,,) segue do fato que d € um periodo de ¥

Consideremos agora o caso em que ¢ < q;. Visto que ¢ < || entdo
t + ¢; < |af e portanto,

Q; = Qipqg, = Vi = Py(5)-

Assim, em ambos os casos concluimos que o; = ;) e finalmente,

Vi) = Cs(ivta = AG)-

Logo, a; = ay(;) o que nos leva a concluir que, de fato, d é perfodo de a. O

Corolario 1.18 Se ¢ e ¢; sdo periodos de e tals que 1 # 2 € g1 + ¢z <
|| + mdc(q,g2) entdo g — q1] também é um periodo de a. O

Corolério 1.19 Se ¢; e g, sdo periodos de o tais que ¢; + g2 < |a| +
mde(qy, 92) € g1 € o menor periodo de a entdo ¢; divide gz. O

Vale ressaltar que o teorema 1.17 foi apresentado em [FW65] e € um
refinamento de um resultado estabelecido em [LS62] cuja hipStese era de que
@112 < |e]. Narealidade, o limite para g; 4-¢2, imposto pelo teorema 1.17, é
o limite exato, pois conforme mostra o exemplo a seguir, ¢; € ¢; 530 periodos
de a, g1 + ¢z = |a| + mdc(q1,q2) + 1 e mde(g1, ¢2) ndo é um periodo de a. -
Considere a =aa baa. Entio ¢ = 3 e g2 = 4 sio periodos de a mas
mdc(3,4) = 1 nio é um periodo de a.

Proposicio 1.20 Sejam v e v sequéncias ndo vazias tals que o = ¥y e
seja f := 71 (B é uma rotagio de a). Se a = f entdo o menor periodo de
« divide |¢| e |y| e portanto o é periédica perfeita.

Demonstragdo . Por indugio em |ja| = ||+ }v|. Inicialmente, considere que
| = |vl. Assim, se ¥y = 7 entao 1» = v o que implica que @ = ? e
portanto, || é um periodo de a. Dai, pelo coroldrio 1.19, o menor periodo
de o divide | = |yl
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Agora, sem perda de generalidade, podemos considerar que |y| < |¢.
Suponha por hipdtese de indugao que, para todo ¥’ tal que |¢'] < |¢], a
assergdo seja verdadeira. Assim, se ¥y = 41 enlao 7 € um prefixo préprio
de %, o que implica que existe ', com |¢'| > 0, tal que ¥ = 3. Portanto,
'y = vy’ e dal, Yy = 49

Seja ¢; o menor periodo de 1", Pela hipdtese de inducao ¢; divide || e
l¥'] o que implica que existe p, com |p| = ¢, tal que v = p’ e ¢’ = p*, onde
j>lek>1. Assim,

o =y = pitE,
o que implica que « é periddica perfeita e ¢; € um periodo de a.

Agora, seja ¢, 0 menor periodo de «. Entdo ¢, < ¢;.

Por outro lado, ¢ divide 7| e |y| < |9|. Dai,

g2 < q <yl <

e portanto ¢, + g3 < |aj. Pelo corolario 1.19, ¢; divide ¢;. Assim, ¢, divide
lv] e |#'| e conseqiientemente ¢y divide ly| + [¥| = |¥|. Logo, o menor
periodo de a divide |y| e {¢}. O

Proposicao 1.21 Sejamae b € T e o, 8 e v cadeias de caracteres tais que
Bay = o = ~bf. Entio a =b.

Demonstragdo : Por indugdo em |a|. Sem perda de generalidade, podemos
supor que |#] < |7l. Se |8] = |v] entdo a assergio é trivialmente verdadeira.
Suponhamos entdo que (3] < |y|.

Seja g := |Ba| = |b8| < |[yl. Por hipdtese, v é uma borda de « ¢ além
disso, || = la| — ¢. Assim, pelo corolario 1.12, ¢ € um periodo de a. Dado
que ¢ < |v|, entdo g é também um periodo de 4. Novamente, aplicando
o corolario 1.12, temos que 4 tem uma borda, digamos &, de comprimento
|7} — ¢. Pela hipdtese, o prefixo de 4 de comprimento ¢ é fa e o sufixo de
~ de comprimento ¢ € b8. Portanto,

Babé =y = 6bf.

Logo, por hipdtese de indugdo, a = b. O






Capitulo 2

O Aléoritmo de Knuth,
Morris e Pratt (KMP)

Como {foi salientado no capitulo 1, existemn diversos problemas, nas mais va-
riadas &reas, cujas solu¢des dependem fundamentalmente de métodos para
o reconhecimento de padrées. Na maioria destes casos, o volume de dados a
ser processado é relativamente grande e portanto, a eficiéncia do método uti-
lizado para o reconhecimento de padrdes é um fator de extrema importancia.
Além disso, em algumas situagles, € conveniente que durante o processo de
reconhecimento do padrao nio ocorram retrocessos no texto pois, se consi-
derarmos as operagoes de gerenciamento de buffer, tals retrocessos podem
significar um aumento substancial no tempo de execucdo do algoritmo.

~ Motivados por estas questdes, Knuth, Morris e Pratt [KMP77] propu-
seram um algoritmo para o reconhecimento de padrées em texto que, no
pior caso, efetua O(m + n) comparagtes sem realizar retrocessos no texto.
Além disso, cada caractere do texto é comparado, no maximo, O(logm)
vezes e, supondo que o texto é armazenado externamente, este algoritmo
utiliza apenas O{m) posi¢es de memoria. A historia do desenvolvimento
deste algoritmo é bastante interessante valendo a pena 1é-la em [KMP77].

A seguir, na secdo 2.1 faremos uma descrigdo do autémato utilizado
pelo algoritmo KMP para reconhecer um padrdo no texto, enquanto na
secd0 2.2 apresentaremos como este autdmato pode ser construido. Na
secio 2.3 analisaremos a complexidade do algoritmo KMP e na segdo 2.4
descreveremos algumas variagbes deste algoritmo.

29
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2.1 O Automato Reconhecedor de Padrao

O algoritmo Ingénuo descrito na segao 1.2, possui o inconveniente de reali-
zaT, no pior caso, um numero de comparacoes que € da ordem do produto
entre o comprimento do texto e o comprimento do padrac. Podemos notar
que varias comparagoes efetuadas por aquele algoritmo poderiam ser evita-
das, se nos “lembrassemos” dos caracteres do padrao que foram comparados
com o texto até o ponto onde ocorreu a diferenca. Isto permitiria, em al-
guns casos, deslocar o padrao mails de uma posicao em relacio ao texto.
E exatamente esta a idéia basica do algoritmo KMP, e para concretizi-la,
utilizaremos um autémato, que denominaremos auiémato reconhecedor de
padrdo. Este automato serd construido a partir de uma analise do padréo e,
posteriormente, o texto serd processado através dele. Durante este processa-
mento, a cada caractere do texto analisado haverd uma mudanca de estado
no autéomato e, no caso de ser verificada uma diferenca entre o texto e o
padrao entdo o autémato “deslocard” adequadamente o padrdo em relacdo
ao texto. Fste processamento prosseguird até que se atinja ou o estado final
do autdmato, o que indica que uma ocorréncia do padrao no texto foi obtida,
ou até que o texto se encerre. Portanto, a parte central do algoritmo KMP
é a construgio do antdomato reconhecedor de padrao. Antes de descrever
como este autdémato serd construido vamos estabelecer algumas defini¢des
e ressaltar algumas caracteristicas particulares deste automato.

Deﬁnigéo 2.1 Um autémato finito deterministico é dado pela quintupla

= (Q, 2,9, g0, F') onde @ € um conjunto finito de estados, £ é um alfabeto
ﬁmto, go € @ é o estado inicial, F C @ é o conjunto de estados ﬁnms e
§:Q x L @Q¢éa fungio de transicdo.

A entrada de um autdémato € uma palavra em X* que estd armazenada
em uma fita de entrada. Inicialmente, o autdémato estd no estado ¢p e a
cabega de leitura esta sobre o primeiro caractere armazenado na fita, ou seja,
o caractere corrente no texto é aquele que estd na primeira posicido deste
texto. Se, em determinado instante, o autémato estd no estado g e a cabega
de leitura esta sobre o caractere @ do texto entio ocorre uma transi¢ido que
modifica o estado corrente do autdmato para 6(g,a) e avanca a cabeca de
leitura para o caractere seguinte na fita. Um processamento efetuado pelo
automato equivale & execucdo de uma seqiéncia de transicdes, ou seja, se a
fita contém a cadeia de caracteres & = oy ..., entio o processamento de o
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pelo autémato A corresponde ao posicionamento da cabega de leitura a di-
reita de oy, € a entrada do auldmato no estado 6(... 6{((6(¢p, 1), 02} ..., as);
se este estado pertence a F, isto €, se ele for um estado final, entdo A aceita
o, caso contrario A rejeita . Para facilitar a descrigio de um processa-
mento, vamos estender a funcdo de transicdo é para que ela opere sobre
) x £* aceitando como entrada o par (¢,«) onde o € &*. Assim, quando
utilizarmos o termo é{¢, &) estaremos nos referindo ao estado alcangado pelo
autémato apés o processamento de ¢ a partir do estado ¢. Esta extenséo

de 6 pode entdo ser definida formalmente da seguiate formas:

se &y =¢€

.. ) 4
blg,0) == { 8(6(g,a),B) sea=af,acTefcim

Para representar um autoémato A utilizaremos um grafo orientado, de-
nominado diagrama de estados, no qual os vértices representarao os estados
do automato e as arestas representardo as transi¢ées. Se, no automato,
6(q,a) = s, onde a € %, entdo, no grafo, haverd uma aresta do vértice ¢
para o vértice s rotulada com o caractere a. Além disso, no grafo, o estado
inicial serd representado pelo vértice que é o destino de uma aresta cuja
origem ndo é nenhum outro vértice. De modo andlogo, um vértice que é
origem de uma aresta que nao se destina a nenhum outro vértice indica
um estado final. As arestas que sdo utilizadas para indicar o estado ini-
clal e os estados finais ndo serdo rotuladas. Supondo X = {a,b, ¢} entdo
a figura 2.1 contém o diagrama de estados representando o automato re-
conhecedor de p = abcaabeaba. Este autdmato aceita cadeias em L*p, isto
é, para cada ocorréncia de p no texto fornecido ao autémato o estado final
serd. alcangado. .

Uma outra forma de representar um autémato & através de uma tabela
bidimensional onde os estados sao indicados nas linhas e os caracteres que
compdem o alfabeto sdo colocados nas colunas. Nesta tabela, cada entrada
(l,c} contém o valor resultante da transicko a partir do estado [ quando
o caractere corrente é ¢. Assim, as figuras 2.1 ¢ 2.2 descrevem o mesmo
automato.

Na introdugio deste capitulo, foi dito que o algoritno KMP soluciona o
problema de reconhecimento de padroes em Q(m + n) unidades de tempo
utilizando O(m) posi¢des de memédria. Entretanto, podemos notar clara-
mente que se o algoritmo representar o autémato exatamente como descrito
acima, ele ndo poderd utilizar apenas O(m) posi¢des de memoéria e mais, ele
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Figura 2.1; Diagrama de estados do autémato reconhecedor de abcaabeaba.

—
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Figura 2.2: Tabela representando o autémato reconhecedor de abcaabeaba.
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nao gastara apenas O(m+n) unidades de tempo pois, o nimero de posi¢des
na tabela, e conseqiientemente o tempo para preenché-las, é dependente do
tamanho do alfabeto. Para contornar este problema, o algoritmo adota uma
representacdo abreviada para o autdémato reconhecedor de padrio. Basica-
mente, esta representagido consiste em estabelecer, independentemente do
tamanho do alfabeto, um valor fixo para o mimero de transicdes a partir
de um estado, o que € feito da seguinte forma: analisando a figura 2.1 po-
demos perceber que, naquele autémato, existem dois tipos de transicoes, as
que levam a um estadc- mais distante do estado inicial e as que reduzem
ou mantém esta distancia’. Na realidade, a partir de cada estado, existe
apenas uma transi¢io que aumenta esta distancia pois, seguindo a ordem
de percurso, se concatenarmos os rétulos das arestas do menor caminho ori-
entado entre o estado inicial € um estado ¢ obteremos exatamente o prefixo
do padrdo que foi reconhecido até o estado ¢q. FEste prefixo, que denomi-
naremos palavra reconhecida pelo estado ¢, s6 pode ser aumentado através
de um caractere igual ao préximo caractere do padrio, entdo apenas uma
transigio pode aumentar a distancia em relagdo ao estado inicial.

Assim, de acordo com este critério, para cada estado existem apenas
dois tipos de transicées e portanto, na representacao abreviada, podemos
indicar apenas duas transi¢bes em cada estado. A primeira, que denomi-
naremos transicido desejdvel, serd aquela que aumenta o prefixo ja reconhe-
cido. A segunda, a transigdo de falha, sera a representante de todas as
outras transi¢bes de um estado. A figura 2.3 mostra o diagrama de esta-
dos da representacao abreviada do autdmato reconhecedor de ebcaabeaba
correspondente ao automato completo das figuras 2.1 e 2.2. As arestas pon-
tilbadas indicam as transi¢ées de folha e as arestas continuas indicam as
transicées desejdvets. Vale ressaltar que este tipo de representagio impli-
card em algumas modificagbes na interpretacao do automato que passara a
ser a seguinte: suponha que o estado corrente do autémato seja j e que a
cabega de leitura da fita esteja sobre o caractere a. Se a for igual ao rétulo
da transicio desejivel do estado 7, isto é, se a é o caractere desejdvel pelo
estado j, entio o estado corrente do autémato passa a ser j +1 ¢ a cabega
de leitura é avancada para o caractere seguinte da fita. Entretanto, se @ no
for o caractere desejavel pelo estado j entdo a transicio de falha é efetuada
e, neste caso, a cabega de leitura ndo é avancada porque o estado indicado

1Consideramos a distancia entre dois vértices {estados) come sendo o comprimento,
em nimero de arestas, do menor caminho orientado ligando estes dois vértices.
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Figura 2.3: Diagrama de estados da representagdo abreviada do autémato
reconhecedor de abcaabeaba.

pela transicdo de falha deve novamente analisar o caractere @, verificando
se ele é igual ao seu caractere desejivel. Dai, ou a transigio desejivel ou
a transicgo de falha, deste novo estado sera efetuada. Isto implica que o
caractere a serd analisado até que se obtenha um estado onde seja possivel
a realizacdo da transicdo desejavel.

Através da descri¢io acima, fica claro que uma transicdo de falha repre-
senta um tipo especial de transigio, na qual a cabega de leitura da fita nao
¢ avancada. Por isso, indicaremos as transigoes de falha através de ares-
tas pontilhadas. Além disso, ndo é possivel definir precisamente o rétulo
de uma transi¢io de falha pois, este tipo de transi¢do é realizada caso o
caractere sob a cabeca de leitura seja diferente do caractere desejdvel pelo
estado corrente. Assim, estabeleceremos o rétulo de uma transi¢do de falha
da seguinte forma: se o rétulo da transicio desejavel é a entdo o rétulo da
transicio de falha serd @.

Na figura 2.4 a representacdo abreviada do autémato da figura 2.1 é
dada através de uma tabela. E facil ver que O espago Necessario para repre-
sentar o autdémato agora é independente do tamanho do alfabeto e depende
apenas do tamanho do padrdo, ou seja, o espago utilizado pelo algoritmo
é realmente O(m). Na préxima segio descreveremos como a representagio
abreviada pode ser obtida em O{m) unidades de tempo.

Pela figura 2.3, notamos que o estado final na representagdo abreviada
nao possui transicio desejavel. Isto ocorre porque se este estado for al-
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Caractlere | Transicao | Transicao

Estado | Desejavel | Desejavel | de Falha
-1 X 0 -
0 a 1 -1
1 b 2 0
2 c 3 0

3 a 4 -1 —
4 a 3 1
5 b 6 0
6 c 7 0
7 a 8 -1
8 b 9 4
}_ 9 a 10 2
10 - - 1

Figura 2.4: Tabela da representagio abreviada do autémato reconhecedor
de abeaabeaba.

cangado entdo uma ocorréncia do padrio no texto foi obtida. Portanto,
o processamento do texto visando buscar a préxima ocorréncia do padrio
deve prosseguir a partir do estado indicado pela transicao de falha.

Além disso, comparando as figuras 2.1 e 2.3, verificamos que na repre-
sentacdo abreviada foi incluido o estado -1 que nio existia no autémato
completo. Este estado foi incluido para manter preservada a propriedade
de que a transicao de falha de um estado j leva a um estado i < j. Note
que esta propriedade é inerente ao processo de construgdo da representagio
abreviada e ela assume um papel importante neste tipo de representagio
porque ela impede a ocorréncia de circuitos formados apenas por transigbes
de falha. A violacao desta propriedade poderia tornar o processamento de
um texto intermindvel. Para ilustrar esta situagio suponha que o texio
badaabada fosse processado pela representacdo dada na figura 2.5. Quando
a cabeca de leitura atingir a quinta posigdo do texto (caractere a) o estado
corrente serd o estado 4 e, neste caso, o processamento se torna interminavel,
passando continuamente pelos estados 0, 2 e 4 através de transiges de falha.
Este problema ocorre porque, na representacao dada na figura 2.5, existem
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Figura 2.5: Exemplo onde é violada a propriedade de que a transicéo de
falha de um estado j sempre indica um estado menor do que j.

transigoes de falha formando um circuito (estados 0, 2 € 4) cujos estados
nio tém, nenhum deles, o caractere & como desejavel.

Vale ressaltar que, por definigao, situagdes como a descrita acima (circui-
tos) nao ocorrem na representacgio abreviada de um autémato reconhecedor
de padrdo. Além disso, a inclusao do estado -1 permite a realizacao de uma
transi¢do desejavel qualquer que seja o caractere corrente no texto. Desta
forma, a realizagfio de varias transi¢Ges de falha consecutivas, causadas por
um mesmo caractere do texto, termina, na pior das hipdteses, no estado -1.
Isto equivale a dizer que todas as tentativas de aproveitamento de prefixos
da palavra reconhecida até o momento foram infrutiferas. Para ilustrar esta
situagdo vamos processar o texto ebcaabcacabeabeabe através do autdmato
representado na figura 2.3. Quando a cabega de leitura atingir a posi¢do
9 (caractere ¢) o autémato estard no estado 8 cujo caractere desejavel é b.
Portanto, a tramsigio de falha do estado 8 é efetuada, o que nos leva ao
estado 4. Neste estado ocorre uma nova transicio de falha que nos leva
ao estado 1. Novamente, mais uma transicdo de falha que nos leva ao es-
tado 0 e finalmente, a transicdo de falha do estado 0 nos leva ao estado -1
onde ocorre a transi¢do desejavel. Isto significa que apds havermos reco-
nhecido a palavra abcaabea no texto, ou seja, apds atingirmos o estado 8, a
“chegada” do caractere ¢ faz com que nio seja possivel aproveitar nenhum
prefixo daquela palavra. Portanto, o caractere corrente do texto (¢} pode
ser desprezado, o que ¢ feito através da transicdo desejivel do estado -1 para
o estado 0. Esta transicdo é efetuada qualquer que seja o caractere corrente
no texto, isto é, ela tem como unico objetivo avangar a cabega de leitura no
texto.
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Resumindo, a representagéo abreviada do automato reconhecedor do
padrao p = p1...p. é composta de m + 2 estados cujos indices variam de
-1 a m, sendo que o eslado inicial é o estado 0 e o estado final é m. Além
disso, para cada estado j tal que 0 € 3 £ m — | existem dois tipos de
transi¢gbes: a transicdo desejavel que vai do estado j para o estado j + 1
quando o caractere sob a cabeca de leitura € igual a p;;; (esta transicéo
avanga a cabega de leitura) e a transi¢io de falha que vai do estado j para
um estado ¢ < J quando o caractere sob a cabega de leifura é diferente de
p;+1 (esta transicdo ndo avanga a cabega de leitura). O estado -1 é um
estado especial uma vez que a sua transigdo desejdvel € efetuada qualquer
que seja o caractere sob a cabeca de leitura e portanto, este estado nao tem
transicao de falha. O estado m também é especial, pois s6 tem transig¢io de
falha, que vai de m para um estado : < m. Logo, a representagao abreviada
do autémato reconhecedor do padréo p; ... py, denotada por A,,, pode ser
descrita da seguinte forma:

e Qi={j|-1<j<m)

0 se g =—1
o 8j,a):i=< 741 se<j<mea=pmn
8(f(4),a) caso contrario
onde f(j) é o estado indicado pela transicao de falha do estado j.

L qD:=0
o F:={m}

Convém ressaltar que § estd bem definida, uma vez que f(j} < j para todo
j:0<3<m

Desta forma, fica claro que para obtermos A,, basta calcularmos o valor
da transicio de falha dos estados de 0 a m, ou seja, na realidade, para repre-
sentarmos A,, através de uma tabela semelhante aquela da figura 2.4, basta
armazenarmos a coluna transicdo de falha, conforme mostra a figura 2.6.

Uma outra maneira de contornar o problema de que o ndmero de
transi¢des no autémato completo depende do tamanho do alfabeto foi pro-
posta por Simon [Sim93]. Neste trabalho o autor analisa o autémato re-
duzido que reconhece *p e demonstra que neste autdmato sao necessarias,
no maximo, m transi¢des que diminuem a distdncia em relagdo ao estado
inicial (transi¢des correspondentes as transigdes de falha). A partir deste
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Transicao

Estado | de Falha
0 -1
1 0
2 0
3 -1
4 1
5 0
6 0
7 -1
8 4
9 2
10 1

Figura 2.6: Tabela da representacao abreviada do autdémato reconhecedor
de abcaabcaba.

resultado o autor propoe uma outra representacao para o autémato reco-
nhecedor de X*p que permite a obtengio de uma variacdo mais eficiente
para o algoritmo KMP. Maiores detalhes sobre estes resultados também
podem ser encontrados em {Han93a] e [Han93b).
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2.2 Um Algoritmo para Obter A4,

Nosso objetivo, agora, é descrever como obter a representacio abreviada do
autoémato reconhecedor do padrao py...p, que, conforme vimos na secio
anterior, é indicada por A,,. Para tornar esta descricio mais clara, vamos
injcialmente estabelecer como obter uma representagio abreviada preliminar
que basicamente fornece as mesmas informagdes que A,,, mas que é mais
simples (e menos eficiente) do que A,,. Vamos indicar a representacio
abreviada preliminar por B, sendo que nesta representagio a transigao de
falha de um estado j sera denotada por g,,(7). Depois de estabelecido como
obter B,,, descreveremos como podemos “modificar” B,, para obter A,,.

Na se¢ao anterior, vimos que o valor da transi¢io de falha do estado 0
é —1. Assim, a representagio abreviada (preliminar) do autémato reconhe-
cedor do padrdo vazio, que € indicada por By, é dada por:

7| 9(7)
0 -1

Agora, observe que o autémato reconhecedor de p; ... pn pode ser obtido
estendendo-se o autémato reconhecedor de p; . .. pm-1 incluindo-se o estado
m juntamente com as suas transigoes. Entdo B,, serd uma extensio de B,
onde devemos incluir o valor de g,,(m). Isto implica que para obter B,, a
partir de B,._;, precisamos calcular apenas o valor de g, (m).

Inicialmente sabemos que a transi¢do de falha de um estado 7, onde
0 < 3 € m, é efetuada em uma das duas situagdes: se § < m e o caractere
corrente do texto é diferente do caractere desejavel pelo estado j ou se

-7 = m. Além disso, podemos perceber que a transicio de falha do estado 5
deve levar a um estado ¢ < j tal que a maior parte possivel da palavra ja
reconhecida até o estado j seja aproveitada.

Assim, imaginando que o padrdo estd alinhado com o texto, entio a
realizagao de uma transi¢do de falha equivale a deslocar o padrio em relagao
ao texto para verificar uma possivel ocorréncia deste padrao numa outra
posicao do texto. A figura 2.7 ilustra este deslocamento quando ocorre
uma diferenga entre p;41 (caractere desejdvel pelo estado j : 7 <m)eo
caractere do texto alinhado com ele, indicado por ¢54;. Através desta figura,
podemos perceber que uma ocorréncia do padrao, apés o deslocamento,
somente serd possivel se as partes ja verificadas do padrao que ficaram
sobrepostas forem iguais. Além disso, o deslocamento deve ser o menor
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dentre todos aqueles que satisfazem esta condicio, pois assim impedimos
que possiveis ocorréncias do padrao sejam “esquecidas”.

Difeﬁenga
Texto .
k
Padrao — == - -
1 3 m
Padrio Deslocado e PR
1 i 7 m

Figura 2.7. Ap6s o deslocamento, as partes do padrdo indicadas em linha
continua que ficaram sobrepostas devem ser iguais.

Portanto, para estabelecer 0 deslocamento devemos determinar o com-
primento do maior prefixo préprio de p;...p; que também € sufixo de
P1...p;, ou seja, o deslocamento a ser efetuado no padrio pode ser de-
terminado calculando-se o maior 7, com 0 < ¢ < j — 1, tal que p; ...p; seja
um sufixo préprio de py . .. p;. Isto significa que o padrao deve ser deslocado
37 — 1 posigoes.

Agora, observe que desta forma as comparacbes podem prosseguir a
partir da posi¢io k + 1 no texto e 2 + 1 no padrao, pois

Pt P =Pl = tk_".}.] ...tk.

Isto equivale a dizer que g, (j) deve indicar que as comparacdes devem
prosseguir a partir do estado ¢. Assim, denotando por W(r) a palavra
P1-..Pr, podemos concluir que W(g,,(7)) deve ser o maior sufixe préprio de
W(j).

Deste modo, para obter o valor de ¢,,(m) devemos determinar o estado
t tal que W(2) seja o maior sufixo préprio de W(m), o que pode ser feito
da seguinte forma: suponha que B,,_; ja foi calculada; entio temos que
W(gm-1(m — 1)) é o maior sufixo proprio de W(m — 1). Lembrando que

W(m) =W(m —1) - pm,
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entdo i deve ser tal que W{i — 1) seja o maior sufixo proprio de W(m — 1)
€ Pi = Pm, 15t0 é, 1 deve ser tal que W(: — 1) seja o maior sufixo préprio
de W{m — 1) que seja seguido de um caractere igual a p,. Conforme
mostraremos a seguir, o estado : pode ser obtido efetuando a transicao a
partir do estado gm—;(m — 1) com o caraclere p,,, ou seja,

gm(m) = 63911—1 (gm-—l(m - 1)1pm) = 6Bm—1 (m - lapﬂ"L)a

onde 6z, _, ¢ a funclo de transi¢io em B,,_;. Assim, podemos estabelecer
a seguinte definigao:

Definigdo 2.2 Seja m > 0. Entdo B, € descrita através dos valores de
gm(7), para 0 < § < m, que sdo dados por:

(i) go(0) := —1

(ii) Para m > j > 0,

() == 88, (m—1,pn) sej=m .
JmJ gm-1(7) caso contrario.

Visto que gy, € uma extensio de grm—1 entao a partir de agora omitiremos
o indice de g, (j) indicando a transi¢io de falha do estado j apenas por
g(j). Entretanto, em alguns casos serd mecessario especificar este indice
para evitar ambigiidades.

Agora, vamos mostrar que através de B,, é possivel obter todas as
ocorréncias de p1...pn num texto . Vamos indicar por Bn(w) o es-
tado alcancado em B,, ao final do processamento de w € X*, isto &,

Bm(w) = 65,“(0,11?).

Lema 2.3 Seja a € ¥ e sejam m,q € 2 tais que § < ¢ < m. Entéo temos
que:

(1) gm(q) < ¢
(i) 6g,.(g,a) < g+ 1 com igualdade somente se ¢ < m € a = pi4q-

iii) Param > 0,seg<m—1louseq=m—1ea+ pn entio bp,(g,a) =
q q
58,,._1(910)'
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Demonstragio: facilmente obtida por inducdo dupla em m e em ¢, com
maior prioridade em m. O

Teorema 2.4 Sejam m > 0, w € X* e ¢ := By(w). Entio as seguintes
afirmacdes sao verdadeiras:

(i) weTpr...p
(i) wg€ X ...p; Viti<i<m.

Isto equivale a dizer que p;...p; é o maior prefixo de p; ...p, que é
também sufixo de w e assim, podemos estabelecer o seguinte corolario:

Coroldrio 2.5 A linguagem aceita por By, € Z*p1 ... ppm. O

Demonstragéo do Teorema 2.4: Se m = 0 entao 1 = Bo(w) = 0; neste caso,
(1) é trivialmente verdadeira e (ii) é vacuosamente verdadeira. Por outro
lado, se w = € entdo ¢ = Bn(e) = 0; neste caso, (1) e (i) sdo trivialmente
verdadeiras.

Podemos entdo supor que m > 0 e w # €. Assim, adotaremos como
hipotese de indugdo que a assercdao € verdadeira para todo natural m’ e
todo prefixo w' de w tais que ou m' < m ou m' = m e w' é um prefixo
préprio de w, isto é, |w'} < |w]|.

Como w # € entdo existem z € £* e @ € T tais que w = z - a. Seja
r:= Bp_1(z) e s i= Bn(z). E claro que:

0 < r < m-1 (2.1)

0 € s £ m (2.2)

Dal, pela hipdtese de indugio temos que:

z € Ypi...pr (2.3)
z ¢ Xpi...p; Viir<j<m-—1 (2-4)
z € Ypr...ps (2.5)
z & T'p...p; Yits<j<m (2.6)

o que permite estabelecer as seguintes proposigdes:
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Proposigao 2.6 OQur=sou s =m.

Demonstragao : Vamos provar inicialmente que r < 8. Suponhamos, por
absurdo, que r > s. De (2.6) obtemos que £ € X"p,...p,, 0 que contradiz
(2.3). Portanto, realmente r < s.

Agora, suponhamos por absurdo que r < s € s < m. De (2.4) obtemos
que z € X*p1 ... ps, o que contradiz (2.5). Logo,our=sous=m. O

Proposigao 2.7 Para todo a € £, ¢ = ég,,(s,a) = ép,,(r,a).

Demonstra¢do : Temos que i = By (w) = Bun(z - a) = 85,(Bn(z),a) =
dp,.(s,a). Portanto, fica demonstrada a primeira igualdade. Agora, pela
proposicao 2.6 temos que ou r = s ou § = m. 3e r = s entdo a segunda
igualdade é trivialmente verdadeira. Por outro lado, se s = m entdo por
(2.5) temos que = € ¥*p;...pn e dai, existe y € X*p;...pm—1 tal que
& = ¥y pm. Por hipétese de indugdo (corolario 2.5), By-1(y) = m — 1.
Assim, g(m) = ép,_,(m — 1,pm) = r e portanto, éz,.(s,a) = ép,,(m,a) =
b5, (9(m),a) = b, (rya). D

Finalmente, para concluir a demonstragdo do teorema vamos considerar
dois casos:

Caso 1: T=m—1ea=pn. De(2.3) 2 € £*p1... pn_1 0 que implica que
w=2z-a € 5*P1...pm. Por outro lado, pela proposicio 2.7, ¢ = bg_(r,a) =
bs,.(m — 1,p,,) = m. Assim, provamos que w € L*p;...p, € que i =m, 0
que torna a afirmacao (i) verdadeira e (ii) vacuosamente verdadeira.

Caso 2: r < m —1o0u a # pm. Pelo lema 2.3 (iii), ég,,(r,a) = és__,(r,a)
e, pela proposicao 2.7, i = ég,,(r,a) o que implica que ¢ = é5,,_,(r,a) =
B,._1(w). Dat, por hipétese de inducso, w € X*p1...pieVj: 1 < j <m—1,
w ¢ E*p;...pj. Deste modo, para obter que as afirmagoes (i) e (ii) sdo
verdadeiras, fica faltando mostrar apenas que w ¢ 3*p, ...pn, 0 que pode
ser facilmente obtido observando que: se r < m —1 entao z € E*py ... pm—1
e isto implica que w = z - a ndo pode pertencer a X*p;...pn; por outro
lado, se r = m — 1 entdo pela hipdtese do caso, a # p,, € portanto, w =
z-a & I*p1...Pm. Desta forma, concluimos a demonstracdo do teorema.
g

A partir deste teorema fica estabelecido que B,, processa corretamente
um texto t € ¥.* obtendo todas as ocorréncias do padrdo p, ... P, emt. Mais
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precisamente, B,, reconhece a linguagem X*p. Obviamente, todo autémato
deterministico que reconhece ¥*p tem pelo menos m + 1 estados e portanto,
o autdomato representado por B,, € minimo.

Como salientamos no inicio desta se¢éo, B, é uma representacio abre-
viada preliminar que pode ser “transformada” na representacio abrevi-
ada A,, que e mais eficiente para o processamento de um texto. Para
“transformar” B,, em A,, vamos considerar a seguinte observacido: se
0 < 7 < m e se piy; = Pryg(;) entdo uma iransicio de falha no estado
J implica numa transicio de falha no estado g{7), ou seja, se ¢ # p4; entdo-
05,,(j,a) = é5,.(g(3),a) = 85, (g(g(f)), a). Portanto, o valor de g(j) pode
ser atualizado para g(g(j)). Entretanto, pode ser que pyg0(7)) também seja
igual a py4; e dal, o valor de g(j) poderia ser atualizado para g{g(g(5))).
Prosseguindo com este raciocinio concluimos que a atualizacao do valor de
g(j) consiste em encontrar o menor inteiro positivo { tal que: ou ¢'(j) = —1
ou g'(j) > 0 e Pitei() 7 P14i- A “transformagéo” de B,, em A, estard
concluida apds atualizarmos o valor de g(7) para todo 7 : 0 < j < m.

Assim, denotando por 64, a funcdo de transicio de A, e por f(j) o
valor da transi¢io de falha de um estado j em A,, entio podemos estabelecer
que:

Definigao 2.8 Seja m > 0. Entdo A, € descrita através dos valores de
fu(3), para 0 < 7 < m, que sdo dados por:

(i) fo(0) :=—1
(ii) Para m > j > 0, seja s := fr_1(m — 1); entdo:

ba,_(m—1,p,) sej=m

Jm(3) =% fm-1(s) sej=m=1, 52> 0ep, = Pits
fm—1(J) caso contrario.

Corolario 2.9 Para todo j : 0 < § < m, p1...p5,.(;) € & maior borda
disjunta de p; ...p;. O

Conforme mostraremos a seguir, a representagio abreviada A,, obtida
através da definicdo acima ¢é exatamente igual aquela obtida através da
“transformacéo” de B,,. Porém, o método de construcio estabelecido pela
definicao é mais eficiente. Para ilustrar este ganho em eficiéncia, considere
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a figura 2.8, onde temos As; e By para o padrio aaace, e suponha que
a partir destas representagdes queremos obter Ag para o padrio accaab.
Utilizando a defini¢do 2.8, sao necessarias apenas 2 comparagoes para obter
Ag enquanto que se utilizarmos o processo de transformacao, somente para
obter Bg 530 necessarias 5 comparaces.

J | f3) J | 90)
0] -1 0] -1
1] -1 1! 0
2| -1 2| 1
3| 1 3| 2
4l -1 4| 3
5| 4 5 4

(a) (b)
Figura 2.8: (a) A5 do padrio aeaas  (b) Bs do padrio ¢aaaa.

Apgora, vamos mostrar que a definicao 2.8 e 0 método de “transformacao”
de B,, produzem a mesma representagio abreviada A, ou seja, vamos
mostrar que f,(j) é igual ao valor atualizado de g, (7). Além disso, vamos
mostrar também que A, e B,, sio representacoes abreviadas de um mesmo
autémato, isto é, A, e B, sdo equivalentes.

Proposigao 2.10 Dado m 2> 0 temos que:

(i) para0 < j <m,

n_ | gn(f) sej=m
f”“”‘{gfn(j) e0<j<m,

onde I é o menor inteiro positivo tal que: ou g}, (j) = ~1ougl () > 0
€ Pregh (i) 7 Pi+i-
(ii) para —1< j<mea€ X, 64,(4,a) = 88,.(J,0).

Demonstragdo : Por indugio em m. Se m = 0 entdo (i) é verdadeira pois,
para j = 0 temos que fo(0) = —1 = go(0) e (ii) tarnbém é verdadeira porque,
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para —1 < § < 0, b4,(j,a) = 0 = ép,(j,a). Vamos supor que as assergdes
(i) e (ii) sejam verdadeiras para todo m' tal que 0 < m’ < m e vamos provar
que elas sdo verdadeiras para m. Para provar que (i) é verdadeira vamos
considerar os seguintes casos:

Caso I: 0 < 7 < m —1. Pela definicao 2.8, fr(y) = fm-1{j). Agora,
pela hipétese de indugdo de (i), fm_1(j) = g%._1(7) onde I é o menor inteiro
positivo tal que: ou g}, ,(j) = —1oug) _,(j)>0e Piygt _ () F P1+s- Mas,
pela defini¢io 2.2, ¢, é uma extensio de g,,_1 € portanto, (i) é verdadeira.

Caso 2: j = m~1. Seja s := f,,_1(m — 1). Pela hipétese de indugao de (i),
fo—1(m —1) = go.1(m —1) e, pela definicio 2.2, g(m—1) = gn_1(m—1).
Dai, s = gn(m—1)e —1 < s < m—1; agora vamos considerar dois subcasos:

o 5> 0 e py = pr4s. Pela definigio 2.8, fm(m — 1) = fru1(s) = fin(s).
Além disso, pelo caso 1, fn(s) = ¢!.(s) onde ! é o menor inteiro
positivo tal que: ou ¢/ (s} =—1ou g (s} >0e Pitgh (s) 7 Prys- Mas,
8 = gm(m — 1) e portanto, f.(m — 1) = g;¥*(m — 1), sendo que, pela
hipétese deste subcaso, { + 1 é o menor inteiro positivo tal que: ou
g:'?-’t-l(m —1)=-1ou gf?‘ll*l(m —1)>0e Pyttt (m1) # Pm.

o ous=~—1lous>0ep, # prys. Daf, fu(m~1)= fry(m-1)=s=

gm(m—1), sendo que, pela hipStese deste subcaso, ou g,,(m—~1) = —1
ou gn(m—1) 2 0 & pryg, (m-1) # Pm € portanto, (i) é verdadeira com
I=1.

Caso 3: 3 = m. Neste caso, temos que mostrar que f,(m) = gn(m).
Sabemos que

fm(m) = 84 i(m—1,pn)
= ‘58,1._1 (m - l,pm)
= gn(m)

onde, a primeira igualdade decorre da definicio 2.8, a segunda vem da
hipétese de indugio de (ii) e a terceira segue da definigio 2.2.

Assim, concluimos que a asser¢ao (1) é verdadeira e agora, vamos mos-
trar, por inducdo em J, que a asser¢io (ii) também é verdadeira. Se 7 = —1
entdo b4,,(—1,e¢) =0 =6p,,(—1,a). Agora, suponha que, para —1 < j' < j,
64,.(7'va) = ég,(s',a). Vamos provar que 64,,(J,a) = 8g,.(j,a). Se j <m
e a = p1y; entdo 64,,(j,a) = 1 + j = 8p,.(7,a). Assim, resta-nos verificar
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que (11) € verdadeira se j = m ou se j < m e a # p14;. Em ambos os casos
temos, pela definicao 2.8, que:

banldra) = ban(fm(i), @).

Agora, pelo item (i) desta proposigio, f.(j) = ¢!.(j) onde, se j = m entio
[ =1 ousej < mentdo ! é o menor inteiro positivo tal que: g = —1I ou
g(5) 2 0 epryg ;) # P14y Alémdisso, como! > 1 entéo, pelolema 2.3 (i),
fm(3) = ¢* () < 3. Dai, pela hipétese de inducio em j,

m

6Am(j,(1) = 6Bm(gll'n(j),a).

Mas, pela hipétese do caso, se ; < m entao a # p;,; € portanto, para todo r :
1 <r <, prygr(s) = P1+; ¥ @, 0 que implica que 68, (gmi(7),e) = 85,.(4, a).
Por outro lado, se j = m entdo ! = 1 e dai, dp,,(gm(m), e} = ég,,(m,a), ou
seja,

6Am(j1 (I) = ‘SBm(jaa‘)'

Assim, fica demonstrada a veracidade das assergdes (i) e (it). O
Corolario 2.11 A linguagem aceita por Ay, € X*py...pp. [

Conforme salientamos no inicio desta secao, A,, processa um texto de
forma mais eficiente do que B,,. Para tlustrar este fato, vamos considerar a
figura 2.8 e o texto aaaabacaaa. Se processarmos este texto através de B
entdo serio necessarias 14 comparagdes para obtermos a primeira e Unica
ocorréncia do padrdo no texto enquanto que se o processamento for efetuado
através de Aj, este mesmo resultado serd obtido apds 10 comparagdes. De
um modo geral, se o processamento de um texto for efetuado utilizando
B, entdo um mesmo caractere do texto pode vir a ser comparado m vezes.
Por outro lado, conforme mostraremos na préoxima secao, se utilizarmos
A entdo um mesmo caractere do texto pode ser comparado, no maximo,
O(log m) vezes.

Assim, concluimos a descri¢do de como obter a representagio abreviada
de um autémato reconhecedor de padréo e, para encerrar esta secéo, apre-
sentamos na figura 2.9 uma implementacdo do algoritmo para construir A,
e na figura 2.10 apresentamos uma implementacao do algoritmo KMP. Am-
bos os algoritmos utilizam uma funcio delia cuja implementagio é dada jun-
tamente com o algoritmo Constroi_A,,. I importante ressaltar que nesta



44 O Algoritmo de Knuth, Morris e Pratt (KMP}

fungdo utilizamos uma sentincla na “posicao” 0 (ficticia) do padrao, pois
desta forma a implementagao do algoritmo se torna mais simples uma vez
que sem a sentinela seria necessario incluir o teste s > 0 no “loop” while.
Entretanto, na analise de complexidade, devemos considerar uma imple-
mentacio que nio faz uso da sentinela, pois, como contamos apenas as
comparag¢oes que envolvem caracteres, entdo o uso da sentinela substitui
uma comparagio que nao é contada (s > 0) por uma que é (a # po).
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Algoritmo delta(s,a);

Entrada : O estado s ¢ o caractere a.
Saida : O.estado 6(s,a).

begin
Po 1= ¢ {sentinela}
if s = m then s := f(s);
while a # p,y, do 5 := f(s);
delta := s+ 1;

end;

Algoritmo Constroi_A,;

Entrada : O padréo p.
Saida : Tabela com os valores de f.

begin
J(0) == -1
for j:=1tomdo
begin

1) = delta(f( — 1),p3);
;f f(7—1) 2 0 and pyys(;-1) = p; then f(j — 1) == f(f(7 — 1))
end;

Figura 2.9: Uma implementag¢éo do algoritmo para construir A,..
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Algoritmo KMP;

Entrada : O texto t e o padrdo p.
Saida : Lista de posi¢des em que p ocorre em t.

begin
{Construa A, para o padréo p.}
j=10
for k:=1ton do
begin

J :=delta(7,11);

if = m then write (*O padrio ocorre na posigao ",k — m + 1);
end :
end;

Figura 2.10: Uma implementacao do algoritmo KMP.
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2.3 Analise de Complexidade do Algoritmo
KMP

Nesta se¢io analisaremos o comportamento do algoritmo KMP mostrando
que através dele é possivel realizar a busca do padrao p no texto ¢, efetu-
ando O(n) transigbes?, ou seja, mostraremos que através da representagao
abreviada é possivel processar o texto ¢ em tempo linear no comprimento
det. E importante salientar que este resultado é vélido para todas as re-
presentagdes abreviadas em que ¢ valor da transigao de falha de um estado
7 € menor do que j (por exemplo, A, € By).

Além disso, vamos mostrar também que a representacio abreviada do
autémato reconhecedor do padrao p pode ser construida efetuando-se O(m)
transigoes. Assim, teremos mostrado que o algoritmo KMP efetua, no
maximo, O(m + n) transi¢oes para realizar a busca do padrzo p no texto .

Finalmente, mostraremos que se utilizarmos a representacio abreviada
A, entdo um tinico caractere do texto ¢ pode causar, no maximeo, O(log m)
transicoes de falha consecutivas, ou seja, isto equivale a dizer que o proces-
samento de t através de A,, consome, no maximo, O(logm) unidades de
tempo entre a leitura de dois caracteres consecutivos deste texto. Como
podemos observar através da figura 2.8, esta propriedade nio se verifica se
o texto for processado através de B,,.

Na demonstragao dos resultados acima vamos utilizar a seguinte notagéo
adicional. Seja C,. uma representag¢io abreviada do autémato reconhecedor
do padrao p onde a transicao de falka do estado 7 (0 < j < m), que
indicaremos por A(j), é menor do que j, isto é, em C,, temos que h(j) < ;.
Além disso, seja Ni(j, a) o nimero de transicoes de falha que sdo efetuadas
para calcular é¢,,(j,a), onde j : —1 < j < m é um estado de C;, e a € Z.
Assim,

0 se0<j<mea=p;ousej=~1
1+ Nn(h(j),a) caso contrario.

Na(j,a) = {

Dai, podemos estabelecer o seguinte lema:

?Note que o ntimero de comparagdes entre caracteres do texto e do padrdo é menor
do que ou igual ao nimero de transicbes pois, a transicdo desejavel do estado —1 e a
transi¢cio de falha do estado final sio efetnadas semn gue ocorram comparagtes.
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Lema 2.12 Para —1 € j < m e para ¢ € £ temos que Ny(j,a) € 7 —
be.{3,a) + 1.

Demonsiracdo: Por inducdo em j. Se j = —1 entdo Np(—1,a) = 0 e
6(—1,a} = 0, o que implica que a desigualdade é verdadeira. Agora, supo-
nha que, para —1 < §' < j temos Np(5’,a) < 7' — 6(j',a) + 1. Dai, vamos
analisar duas situagbes. Se Ny(7,a4) = 0 entdo a = p14+; o que implica que
5(j,8) = 1 4+ j e portanto, Nip(j,a) = 7 — 6(j,a} + 1. Por outro lado, se
Np(g,a) = 1 4+ Nip(h(7), a) entio,

Ni(j,e) < 1+4h(5)—8(h(j),e) +1
= 1+h(j)—6@,e)+1

onde, a primeira desigualdade segue da hipétese de indugio, a igualdade
segue da hipotese do caso e a segunda desigualdade segue de h(j) < 5. O

Agora, vamos estabelecer o teorema que nos permite concluir que o
algoritmo KMP realiza, no méximo, O(n) transigoes para efetuar a busca
do padrao p no texto i.

Teorema 2.13 No processamento de t através de C,, ocorrem, no méaximo,
2n — g, transicbes (desejdveis e de faltha), onde g, := §(0,1).

Demonstragio: Para 0 < k < n seja g := 6(0,%;...1) e seja ¢; o nimero
de transicoes realizadas em C,, durante o processamento de ;. ..1x. Vamos
_ provar, por indugao em k, que ¢, < 2k — ¢q;. Sek=0entao iz =0=g¢g; 0
que implica que a desigualdade € trivialmente verdadeira. Agora, suponha
que tx < 2k — gp. Assim,

ik + Np(gr, thya) +1

2k — qr 4+ Nu(ge, tea) + 1
2k — 6(qrsthsa) +2

2(k +1) — g4,

Tht1

IA A

If

sendo que a primeira igualdade decorre da definigdo de 2;43, as duas de-
sigualdades seguintes seguem respectivamente da hipétese de inducio e do
lema 2.12 e a dltima igualdade vem do fato de que 6(gx, trt1) = grr. O
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A demonstracao de que na construcao da representagio abreviada ocor-
rem, no maximo, O{m} comparagoes se baseia no teorema anterior, sendo
que inicialmente vamos estabelecer o resultado para B,, e depois mostrare-
mos que este resultado também vale para A,,. Lembre-se de que a transicao
de falha de um estado j em B,, € dada por g(j) e em A, por f(j).

Corolario 2.14 Seja z,, 0 numero de transigbes efetuadas para construir
B,,. Entdo ¢, < 2m — g(m).

Demonstracio. Sabemos que a construgdo de B, é feita calculando-se
os valores de g(j), sendo que ¢(0) = —l epara 1 < j < m, ¢g(J) =
53_,'_1 (g(.? - 1)11’:) ASSi]]‘l, g(l) = 630(_11p1) =0, 9(2) = 631 (01p2))
9(3) = 86,(9(2),pa), -+, 9(m) = b, (g(m — 1), pm). Isto implica que,
para 2 < j < m, g(3) = é5,_,(0,p2 ... p;), ou s€ja, iy, é igual ao niimero de
transigbes efetuadas para calcular g(1) mais o mimero de transi¢des efetua-
das para processar p; ... py, através de B,,_;. Dal, pelo teorema 2.13, temos
que iy <14+2(m—1)—g(m) < 2m—g(m). O

Assim, temos que na construcao de B,, sao efetuadas, no maximo, O(m)
transigbes. Agora, pela defini¢ao 2.8, notamos que no calculo de cada f(j),
para 0 < 7 £ m, pode ocorrer no maximo uma transi¢io a mais do que no
calculo de g(j). Portanto, na construcio de A,, também sio efetuadas, no
mdximo, O{m) transicdes. '

Finalmente, vamos mostrar que se utilizarmos .4,, para processar o
texto, entdo entre a leitura de dois caracteres consecutivos do texto, o algo-
ritmo consome, no maximo, O(log m) unidades de tempo. Para isto, vamos
inicialmente estabelecer a seguinte proposigio:

Proposigao 2.15 Seja j : 0 < 7 < m um estado de A,, tal que f(j) # —1.
Entéo j > 1) + £(3) + 1

Demonstragdo: Seja q := f(j) e s := f(q) = f(j). Se s = —1 entdo
a proposigao é verdadeira pois, para todo j > 0, temos que j > f(j).
Podemos entao supor que s > 0. Neste caso, suponha por absurdo que
existe um estado 7 > 0 tal que j < g+ s+ 1.

Inicialmente, pela definicdo da transigdo de falha f, temos que W(s) é
a malor borda disjunta de W{q) e portanto, pey1 # pg41. Além disso, W(q)
é a maior borda disjunta de W(j) e portanto, p;41 # pj4:1. Vamos agora
analisar dois casos: |
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W) —wer— WO T W)

Figura 2.11: Sobreposi¢oes entre W(g) e W{s).

Caso 1: j < g+s+1. Neste caso, bd uma sobreposicio enire W(g) e W(s)
de comprimento d = ¢ + s — j conforme mostra a figura 2.11. Sabemos que
o caractere imediatamente apés W(g} é p,41 e, pela parte (a) da figura 2.11,
notamos que este caractere esta alinhado com o caractere pyy; de W{s), ou
seja, Po+1 = pi+1- Na parte (b) desta mesma figura, vemos que o caractere
imediatamente apds W(s), que é py1.1, esta alinhado com o caractere pay1 de
W{g), ou seja, p,41 = pas1. Portanto, pyi1 = pas1 = ps11 0 que contradiz o

fato de que psy1 7 pgia-
(Caso 2: 7 =q+ s+ 1. Neste caso, temos que

W{(s)psaW(q) = W(j)} = W(q)pgsaW (s).

Mas, pela proposigao 1.21, temos que p,41 = py41 0 que novamente nos leva
a uma contradicéo.
Logo, 1 > ¢+s+1. O

A partir da proposigao acima vamos relacionar o comprimento de um
padrao com os termos da seqiéncia de Fibonacci, denotados por S;, onde
So:=0,85:=1e85;:=5;,_1+ 52 para: > 2.

Proposigao 2.16 Seja m, o comprimento minime de um padréo que per-
mite a realizaciao de r comparacdes com um mesmo caractere de um texto.
Entao iy Z Sr+2 —1.

Demonstragéo: Por indugio em r. Parar =1 (r = 2) temos que my = 1 =
S3—~1 (mgy = 2 = S4 — 1) e portanto, nestes casos a assergio é verdadeira.
Para r > 2, suponha por hipdtese de inducio que a asser¢io seja verdadeira
para todo v’ < r.

Pela definigio de m,, temos que, em A,,_, o estado que permite a rea-
lizagio de r comparagbes com um mesmo caractere de um texto é m, — 1
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(sendo haveria um padréo de comprimento menor do que m, que tamhém
permite a realizagao destas r comparagdes). Conseqilientemente, os estados
f(m, — 1} e f*(m, — 1) permitem, respectivamenie, a realizagao de r — 1
e r — 2 comparacOes com um mesmo caractere de um texto e portanto,
me_1 < f(me — 1)+ 1 emep < f2(m, — 1) + 1.

Visto que, pela proposicao 2.15,

my — 12> flm, — 1} + f¥(m, — 1) +2

entao
my — 1 Z me_1 + My_o
H.I
2 Sr+1 - 1 + Sr -1
= Sr+2 —-2.

Logo, m, > 5,42 —1. O

Finalmente, podemos estabelecer o seguinte teorema:

Teorema 2.17 Um mesmo caractere do texto pode ser comparado no
++/'5

maximo log,(m + 1) vezes, onde ¢ := 14
Demonstracdo: Dado um padréo de comprimento m, seja r o ndimero
maximo de comparacdes que podem ser realizadas com um mesmo caractere
de um texto, quando este texto é processado através de A,,. Assim,

m m,

S,».*.g -1
¢" -1,

onde a primeira desigualdade segue da minimalidade de m,, a segunda &
devida & proposicio 2.16 e a iltima decorre do fato de gque, para todo
i > 1, S; 2 ¢*%, conforme estabelecido em [Knu69, secdo 1.2, exercicio 4].
Portanto, m > ¢" — 1 o que implica que r < log,(m +1). O

vV IV IV

Agora vamos mostrar que o limite imposto pelo teorema 2.17 é justo.
Para isto vamos exibir uma familia de padrdes para os quais, na repre-
sentagido abreviada A, existem estados que permifem a realizagao de exa-
tamente llogé(m + 1)} comparagoes.
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Inicialmente, seja Wy a palavra de Fibonacci de comprimento S; que é
definida da seguinte forma:

Py :=b
Yy i=a
111[,] = q}[."_l]qj{"_g] para ) > 3.

Portanto, W[5 = ab, ¥y = aba, ¥i5) = abaab e assim por diante. De-
notaremos por ¥ ; o j-€simo caractere da palavra de Fibcnacci ¥y, ou
seja,

U = Y- Vs

A seguir apresentamos os valores da transicio de falha para a repre-
sentagao abreviada do autdémato reconhecedor de Wig:

J | 01234567 89101112131415161718192021
Vigien| e dbaababaabaabaebaabatbda-
f() -10-110-13-110-1610-13-110-111-1 3

Na tabela abaixo apresentamos o comprimento minimo m, da palavra
de Fibonacci que permite a realizagdo de r comparagdes com um mesmo
caractere de um texto. Apresentamos também os valores correspondentes
delog,(m,+1) e através destes valores, juntamente com os da tabela acima,
observamos que o limite estabelecido pelo teorema 2.17 é alcancgado.

r | m, | logg(m, + 1)
2 2 2.2831
31 4 3.3447
4| 7 4.3214
51 12 5.3304
6| 20 6.3270

Na verdade, para as palavras de Fibonacci temos que:

Proposigao 2.18 Dada ¥, entdo, para todo 2:3 < i < Sy, f(5i—2) =
S — 2.

Demonstragio : Por indugdo em i. Parai =3, f(55—-2) = f(0) = -1 =
S, — 2 e portanto, a assergdo é verdadeira. Agora, suponha por hipdtese de
indugio que a assergdo é verdadeira para todo 7' : 3 < ¢’ < 1.
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Podemos demonstrar facilmente por indugio que as palavras de Fibo-
nacct apresentam a seguinte propriedade:

Vi1 ¥pi-g) = p(Vp-21 V1) parat 23, (2.7)

onde p(a) corresponde a permutar os dois caracteres mais a direita em o
(por exemplo, ¥(5) = abaab e p(¥[5) = ababa).

Por defini¢ao, ¥y = ¥i_1j¥h_g o que implica que ¥_y) € um pre-
fixo préprio de ¥p). Dai, Yx_y1... ¥_yy,s._,-2 é um prefixo préprio de
Uig1--- Yp,5-2- Por outro lado, aplicando a propriedade (2.7), temos
que ¥y = p(V_g¥s_y)) e portanto, ¥ gyq... Yog)s_ ;-2 é também
um sufixo de Wy ;... Upy5,-2 € dal ¥yqy3 ... ¥h_1),5,_,—2 € uma borda de
Y- Y52

Para mostrar que Py _q5y...¥ g5 ,-2 € a major borda de
Wiy - - - Y 52 basta aplicar indugio em 2 observando que

Vg Yiioa)si,-2 € (2.8)
Yiiai--- @[;_3],5"_3_.2 (2.9)

sdo bordas de ¥py...¥[s-2 e além disso, (2.9} é a maior borda de
(2.8). Assim, se W[1... U5z possuisse uma borda maior do que
i1 - - - Yioy,5iy -2 entdo, pela definicao de ¥, (2.8) também teria uma
borda maior do que (2.8) 0 que nos levaria a uma contradigéo.

Finalmente, pela propriedade (2.7), temos que ¥[s,.1 # ¥p,s_,1
e portanto, Up_yq1...P4_15_,-2 € a maior borda disjunta de
lI’["],l e 'I’[,‘l,s‘-_z. LOgO, f(S, - 2) = S,‘_l —2.8

Corolario 2.19 Para n > 3, seja Il o prefixo de ¥, de comprimento
Sn — 1 e seja I'y) uma sequéncia de caracteres cujo prefixo de comprimento
Sn — 2 coincide com o de I € Tpyps,-1 = ¢, onde ¢ € {a,b}. Entdo,
tomando Il como padrao e ['ly; como texto, temos que o caractere [, s, -1
é comparado [log4, Sy | vezes.

Demonstracdo : Seja r o mimero de comparagoes realizadas com um mesmo
caractere do texto. Pelo teorema 2.17,

r< llogqg SnJ .
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Por outro lado, por inducdo em n, é facill demonstrar que a pro-
posicao 2.18 implica que r =n — 2.
Finalmente, conforme demonstrado em [Knu69, se¢io 1.2]

llog¢SnJ <n—-1l=r+41

Logo, r = llog¢ SnJ. m]

Para encerrar esta segdo, vale a pena ressaltar que embora o algoritmo
KMP apresente um cormmportamento, no pior caso, bem superior ao do algo-
ritmo Ingénuo (respectivamente O(m + n) e O(mn)), na pratica, conforme
veremos na se¢ao B.4, o comportamento de ambos é bastante semelhante.
Isto se deve ao fato de que o comportamento do algoritmo KMP é baseado
fundamentalmente nas igualdades entre sufixos e prefixos do padrio e, na
pratica, tais igualdades ndo sdo muito freqiientes.

2.4 Variagoes do Algoritmo KMP

Uma primeira variagio do algoritmo KMP surge da observacio de que,
no inicio do processamento do texto, nac precisamos ter A, totalmente
calculada, ou seja, ndo é necessario ter o valor da transicao de falha de
todos os estados pois, uma vez que a construgao de A, é efetuada de modo
incremental e dado que A; é uma extensdo de A;._,, entido podemos proceder
esta construgdo sob demanda, da seguinte forma: iniciamos o processamento
do texto, comparando os caracteres do padrio com os caracteres do texto até
obtermos a primeira diferenga ou até atingirmos o final do padrao. Supondo
que a etapa anterior se encerrou na posigao j do padrao entao, a partir de A4,
obtemos A;,...,A;, ¢ esta ultima informa através de f(j) em que estado
devemos prosseguir com ¢ processamento do texto. Se j = m entdo A,
ja foi totalmente obtida e portanto, o processamento prossegue de modo
analogo ao descrito na secio 2.2. Porém, se 7 < m e se posteriormente,
durante o processamento do texto, atingirmos o estado final de .4; entao
caleulamos A;y; ... Ay onde k é tal que k = m ou k < m e piy; é diferente
do caractere corrente no texto. Em ambos os casos, o valor de f(k) indica
em que estado o processamento do texto deve prosseguir sendo quese k = m
entdo uma ocorréncia do padrao no texto foi obtida.

A implementagdo destas idéias esta descrita em [Bar8l] e em [Tak86],
sendo que em [Bar81] também sido apresentados alguns resultados de ex-
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perimentos realizados com este algoritmo que mostram que, em média, é
necessario obier A; apenas para pequenos valores de k, ou seja, em média
as diferengas ocorrem no inicio do padrio. Esta variagdo do KMP, além
de permitir, na maioria dos casos, uma economia no tempo necessario para
construir a representagao abreviada também permite que o processamento
do texto se inicie antes mesmo de se conhecer todo o padrado. Assim, em
determinadas situagoes, como por exemplo, quando o padréo é fornecido
via teclado, o processamento do texto pode ser efetuado a medida que o
usuario fornece o padrao.

Uma outra variagio para o algoritmo KMP poderia ser motivada pela
seguinte observagao: se considerarmos apenas o tempo de processamento
do texto entdo uma maneira eficiente de reconhecer um padrao num texto
é processar este texto através de uma representagio completa do autémato
reconhecedor de padrio. Porém, o grande inconveniente da representacio
completa, além do espago necessario para armazend-la, € o tempo gasto
para obté-la.

Observe que estes inconvenientes nao ocorrem no caso em que o alfabeto
é binario, pois neste caso, cada estado possul apenas duas transigdes e estas
transicbes podem ser facilmente obtidas a partir de A,,, procedendo da
seguinte forma: sabemos que, para todo j: 1 < 7 < m — 1, pryysi) # Pr4y-
Como I é um alfabeto bindrio entio, para todo @ € I, se a # pi;; entio
@ = P144(;), OU S€ja, se @ causa uma transicao de falha num estado j: 1 <
j < m —1 entao a é o caractere desejavel do estado f(j). Portanto, para
todo a € &, temos que se 1 < § <m -1 entao

)i+l se & = piy;
b(j,a) = { f(3) +1 caso contrario.

Agora, se 3 = m entao é facil ver que

S(mya)= | [ +1  s€a=Piism
’ f(f{m))+1 caso contrario.

Vale ressaltar que, no automato completo, também deixa de ser ne-
cessario o estado —1. Para ilustrar o autémato completo obtido através do
meétodo descrito acima, considere X2 = {a,b} ¢ p = ababba. Na figura 2.12
mostramos a representacio abreviada A,, e o autdmatio completo para este
padrao.
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Figura 2.12: (a) Representacdo abreviada A,, e (b) autémato completo para
p = ababba considerando X = {a, b}.

Visto que A, pode ser construida em tempo O(m) entdo o autémato
completo também pode ser construide em tempo O(m}. Além disso, é facil
ver que se um texto (composto de caracteres de %, com || = 2) é processado
através do automato completo entdo o nimero de comparagGes {transigdes)
efetuadas é exatarnente n.

Lema 2.20 A variagio do algoritmo KMP para alfabetos binarios descrita
acima realiza n comparagbes durante o processamento do texto . O

Agora, se o alfabeto ¥ é tal que |X| > 2 entdo podemnos adotar uma
nova representacio que possua as vantagens da representacdo completa mas,
cuja construcao nao seja tao dispendiosa. A caracteristica basica desta nova
representacio é incorporar o conceito de transi¢do de falha a representacio
completa do autémato. Assim, cada estado na nova representagao, que
denominaremos de representacdo estendida, possuira ¢+ 1 transi¢des, onde
¢ é o tamanho do alfabeto.

A vantagem da utilizagdo da representacio estendida ¢ que podemos
iniciar o processamento do texto sem que todas as transigbes estejam previ-
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amente calculadas e, durante o processamento do texto, & medida que no-
vas transicoes forem determinadas elas serao incorporadas a representacic
estendida. Assim, as custas de um pouco mais de espago para armazena-
mento, eliminamos a necessidade de obter o autémato completo, antes do
inicio do processamento de um texto e, ao final deste processamento, apenas
as transi¢ées que foram efetivamente utilizadas terao sido calculadas.

Agora, vamos descrever mais detalhadamente como construir e utilizar a
representacio estendida do automato reconhecedor do padrao py ... p., que
indicaremos por &,,. Em £, teremos m 4 2 estados, que serao numerados
de —1 a m. Em cada estado j, para 0 < 7 < m, teremos ¢+ 1 transicées
e no estado —1 teremos apenas uma transicao cujas caracieristicas serdo
as mesmas de sua correspondente em A,,. No inicio do processamento do
texto, para cada estado j, com 0 < j < m, apenas duas transi¢cdes estarao
definidas. Uma dessas transigoes serd rotulada com p;y, e seu valor sera
741. A outra sera a transicio de falha, cujo rétulo indicaremos por @, onde
Q@ ¢ %, sendo que seu valor serd f(j). As demais ¢ — 1 transi¢oes do estado
j, no momento, ficam indefinidas {por exemplo com o valor —2). Ou seja,
no inicio do processamento do texto, £, estaria reduzida a A,,. A medida
que o texto é processado através de £,,, algumas das transicoes indefinidas
podem vir a ser determinadas e assim, esta transicdo seria incorporada a
representacio estendida.

Portanto, no inicio do processamento do texto, a fun¢io de transi¢io de
&, indicada por 8¢, , teria os seguintes valores {por conveniéncia de notagao,
vamos supor que g, estd definida para valores (j,a),onde ~1 < j<me
a € ZU{@}):

7+1 sej=—-louj>0ea=py;
beq(dra):=1 f(j) sej>0ea=0Q

—2  caso contrario.

O processamento do texto t através de £, é realizado da seguinte forma:
seja j o estado corrente em &, seja k a posigio corrente no texto e seja
g = bg,.(j,tk). Se ¢ # —2 entdo a tranmsi¢ao estd definida e pode ser
normalmente efetuada. Por outro lado, se ¢ = —2 entdo a transi¢ao a partir
do estado j com o caractere {; ainda n@o foi definida e assim, devemos
efetuar a transicio de falha cujo valor é dado por &, (j,@). Neste caso,
a cabega de leitura no texto ndo deve ser avancada e além disso, antes de
atualizar o estado corrente, ou seja, antes de fazer j := é,_ (7, @), devemos
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armazecnar o valor de j para que posteriormente, possamos definir o valor
de &6¢,,(7,tx). Assim, quando uma transi¢io nio estiver definida, devemos
efetuar os seguintes passos,

while ¢ = —2 do

begin
empilhe 3;
J 1= be,(d,@);
q = bg. {7, 1k );
end;
while pilha nao vezia do
begin
desempilhe j:
ben(Jstk) =g
end;

Depois de efetuados os passos acima, a transicao & (J,1x) é realizada
normalmente avancando a cabeca de leitura no texto, ou seja, podemos fazer
j:=gqek:=k+1L

Supondo que a representacao estendida é armazenada através de uma ta-
bela entéo a figura 2.13 ilustra o processo descrito acima, para £ = {a, b, ¢},
p = abecaabeaba e t = gacabeaabeaaabecaabeababd.

Como podemos perceber, na maioria das vezes, a representagio esten-
dida possuird varias transi¢oes que continuardo indefinidas ao final do pro-
cessamento do texto. Embora, isso possa sugerir uma ma utilizagio do
espaco reservado para armazena-la, podem ocorrer situacdes em que a uti-
lizagio deste tipo de representacdo torna-se vantajosa. Tals situacoes ocor-
rem principalmente quando o texto a ser processado possui varias cadeias
que se repetem com freqiiéncia. Neste caso, obtém-se uma certa econo-
mia no tempo de processamento do texto pois, uma vez percorrida uma
segiiéncia de transicoes de falha entdo, em cada estado visitado, passamos
a ter uma transicao definida para aquele caractere do texto. Assim, evita-
mos que uma outra ocorréncia daquele caractere cause a realizacdo de uma
mesma seqiiéncia de transigdes de falha.

No entanto, vale ressaltar que tais situagdes ndo sdo muito comuns. Além
disso, o espago necessario para armagenar a representacao estendida, que é
dependente do tamanho do alfabeto, pode vir a ser consideravelmente maior
do que o utilizado para armazenar a representagao abreviada. Portanto,
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6l a b ¢ @ 6t a b ¢ @
-1 0 0 0 -2 110 0 0 -2
o1 -2 -2 -1 01 -2 0 -1
112 2 -2 0 if1 2 0 O
212 -2 3 0 21-2 2 3 0
31 4 -2 -2 -1 314 -2 -2 -1
415 2 2 1 415 -2 -2 1
512 6 -2 O 8311 6 -2 0
6j-2 -2 7 0 6(-2 -2 7 0O
71 8 -2 -2 -1 71 8 -2 -2 -1
8l -2 9 -2 14 81 5 9 -2 4
910 -2 -2 2 9110 -2 -2 2
10(-2 -2 -2 1 0] -2 2 -2 1

(2) (b)

Figura 2.13: Tabela da representacdo estendida do autdomato reconhecedor
de abcaabcaba; (a) antes do processamento do texto e (b) depois do proces-
samento do texto t = aacabcaabeaaabeaabeabad.

este tipo de variagdo do algoritmo KMP tem utilidade limitada a algumas
situagdes particulares em que o tamanho do alfabeto é pequeno efou o texto
a ser processado é composto de varias repetigoes.

Finalmente, vale citar que existe uma variagdo do algoritmo KMP, pro-
posta por Aho e Corasick em [AC75], que permite a busca simultanea de
varios padroes no texto. A idéia central deste algoritmo é construir uma
representacio abreviada semelhante a A, que engloba todos os padrdes
aproveitando os prefixos comuns dos padrdes.






Capitulo 3

O Algoritmo de Boyer e
Moore (BM)

Neste capitulo apresentaremos o método proposto por R. Boyer e S.
Moore [BM77] para reconhecimento de padroes em textos. Este algoritmo,
que indicaremos por BM, também se baseia em inicialmente processar o
padrio para estabelecer como desloca-lo em relagéo ao texto durante o pro-
cesso de busca. Uma outra semelhanca entre os dois algoritmos € que ambos
inicialmente posicionam o padrdo a esquerda no texto e o deslocam para
a direita & medida que diferencas entre o padrao e o texto sdo detectadas.
Porém, existe uma diferenca fundamental entre o algoritmo de BM e o al-
goritmo KMP que é a ordem em que os caracteres do padrao e do texto
sdo comparados. Enquanto, no algoritmo KMP, as comparagdes ocorrem a
partir do inicio do padrao e prosseguem em diregido ao seu final, ou seja, da
esquerda para a direita, no algoritmo BM estas comparagoes ocorrem em
sentido contrario iniciando no final do padrio e prosseguindo em diregéo ao
seu inicio, ou seja, da direita para esquerda. Conforme veremos no préximo
capitulo, isto permite que o algoritmo BM seja, em média, mais eficiente
do que o algoritmo KMP, apresentando um comportamento sublinear no
comprimento do texto. Entretanto, estes dois algoritmos apresentam, no
pior caso!, um comportamento linear semelhante.

A seguir, na segio 3.1, descreveremos como o algoritmo BM efetua a

lEm algumas situages o algoritmo BM ndo apresenta um comportamento linear.
Porém, estas situagBes podem ser contornadas através de pequenas alieragbes no algo-
ritmo original.

61
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busca do padrio no texto e principalmente, como o padrao é deslocado em
relacao ao texto durante esta busca. Na segdo 3.2, discutiremos um método
para obter este deslocamento e finalmente, na secao 3.3 apresentaremos um
estudo sobre a complexidade do algoritmo BM.

3.1 Uma Descrigao do Algoritmo BM

Vale lembrar que o padrao p é dado por p; ... p, € que o texto ¢ é dado por
t1...1, e que ambos s&o sequéncias de caracteres em ¥ cujos comprimentos
sao respectivamente m e n.

Para obter as ocorréncias do padrio p no texto ¢, o algoritmo BM realiza
uma série de rodadas de verificagdes sendo que o objetivo de cada rodada é
verificar se uma determinada subsequencia do texto, de comprimento m, €
igual ao padrdo. A primeira rodada de verificagdes é realizada com os m pri-
meiros caracteres do texto (aqueles mais & esquerda). Quando uma rodada
de verificacoes se encerra, o padrao é deslocado para a direita, em relagao
ao texto, e este deslocamento sera determinado a partir das informagGes ob-
tidas na rodada que se encerrou. Apds deslocar o padrao, uma nova rodada
de verificagoes é realizada. Este processo continua até que o padrao seja
deslocado além da extremidade direita do texto.

Uma rodada de verificagbes consiste em comparar seqiiencialmente, da
direita para a esquerda, os caracteres do padrdo com os caracteres da sub-
sequéncia do texto que estd sendo analisada, até obtermos wma diferenca
ou até ultrapassarmos a extremidade esquerda do padrio, o que equivale a
dizer que encontramos uma ocorréncia do padrio no texto. Assim, o resul-
tado de uma rodada de verificagbes pode ser descrito através de um par de
valores (7, k) tais que:

e 0<j<mej<k<n—(m—7)y
® Dig1---Pm = big1r - - bipm—j;
e se 7 > 0 entdo p; # iy

Desta forma, se j = 0 entdo encontramos uma ocorréncia do padrio a partir
da posicdo k + 1 do texto e, neste caso, diremos que a rodada se encerrou
com sucesso. Por outro lado, se j > 0 entdo a subseqiiéncia testada nao
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é igual ao padrao e portanto, diremos que a rodada se encerrou com uma
falha.

Observe que a esséncia do algoritmo BM, assim come a do KMP, esta
em determinar o deslocamento a ser efetuado no padrio apos uma rodada
de verificagbes. Vale ressaltar que este deslocamento deve garantir 2 ob-
tenciao de todas as ocorréncias do padrédo no texto e portanto, um deslo-
camento minimo ébvio seria 1. Porém, podemos utilizar as informagdes
obtidas durante a iltima rodada de verificagdes para estabelecer alguns Ii-
mites inferiores que geralmente implicardao num deslocamento maior do que
1.

Nosso objetivo agora sera descrever como estabelecer estes limites infe-
riores. Para tornar a descri¢do mais clara vamos dividi-la em duas etapas.
Na primeira, determinaremos o deslocamento minimo a ser efetuado apds
uma rodada de verificagdes que se encerrou com uma falha e na segunda
analisaremos o caso em que a rodada se encerrou com sucesso.

Assim, inicialmente suponha que uma rodada de verificagbes se encerre
com uma falha, ou seja, j > 0 e p; # t;. Dai, podemos realizar a seguinte
andlise: se o caractere t; ndo ocorre no padrao entdo o deslocamento poderia
ser de, no minimo, j posi¢des para a direita, veja figura 3.1 parte (a). Por
outro lado, se t; ocorre no padrado, seja s; a posicdo mais a direita em p tal
que #; = p,,. Isto implica que se s; < j entdo o deslocamento poderia ser
de, no minimo, j — 8; posicdes, de modo a ahinhar o caractere p,, com i,
veja figura 3.1 parte (b); mas, se s; > j entdo, pelo menos por enquanto, o
deslocamento continuaria a ser igual a 1.

Na realidade, poderiamos estabelecer que s; é a maior posigao a esquerda
de 7 tal que p,, = ;. Isto sempre nos permitiria realizar um deslocamento
de, no minimo, j — s; posigdes. Mas, para utilizarmos s; definido desta
forma terfamos que determinar o valor de sy para cada j : 1 < 7 < m e para
cada a € ¥ o que torna esta abordagem inviavel.

Denotando por A(J,1x) o deslocamento minimo a ser efetuado apés uma
rodada de verificacdes que se encerra com uma falha, concluimos que um
primeiro limite inferior para A(7, tx) poderia ser obtido em fun¢io da posigao
mais & direita no padrdo onde ; ocorre. Entdo, seja 81 : £ — {0,...,m} a
funcio definida por, para todo a € £,

si(a) :=max{s | (s =0) ou (1 <3 <mep, =a)}.

A partir desta definicio podemos demonstrar facilmente a afirmacéo que
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i
Texto 5; 5 ! /
Padrao ' e
Padrio Deslocado — i
(a,) 23 #pj e ik g {plﬁ" 'apm}
Texto :; Ey i +
Padra b < {
adrao Poy

Padréo Deslocado }

(b) p; # tr € psy, = iy

Figura 3.1: Deslocamento minimo obtido em fun¢ao de t, sendo que em (a)
{x ndo ocorre no padrio e em (b) 31 € a posi¢do mais & direita no padrdo
onde ha uma ocorréncia de #.

se segue.

Proposigao 3.1 Para todo j : 1 € < meparatodo k :j < k <
n—(m—7), AU, tx) 2 j—s1(t). O '

Até este momento, estabelecemos wm limite inferior para A(j,1;) uti-
lizando apenas uma parte das informagdes fornecidas pela rodada de ve-
rificagoes que se encerrou com uma falha. Agora, vamos obter um outro
limiteinferior para A(y, #;) utilizando o fato de que apés uma rodada de veri-
ficagbes que se encerra com uma falha, temos que tgy1 - - . taym—;=Pjt1 - - - P
e ix # p;, ou seja, vamos obter um outro limite inferior para o deslocamento
utilizando o conhecimento adquirido na ultima rodada de verificagdes sobre
a parte do texto composta por t.. . tgsm—;.

Considere a figura 3.2 onde mostramos um deslocamento efetuado apés
uma rodada de verificagbes que se encerrou com uma falha. Para que este
novo alinhamento possa levar & obtengdo de uma ocorréncia do padrao no
texto € necessario que a parte do padrao deslocado que ficon alinhada com
0 sufixo pj41 ... Pm (no padrao nao deslocado) seja igual a este sufixo. Além
disso, o caractere p; no padrdo deslocado deve ser diferente de p; no padrao
ndo deslocado pois ja sabemos que p; # .
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f
Texto % - 3
P; ! :
Padrao 3 |
- U -
. P .
Padrao Deslocado +— t i
U ————
I p; #F i

Figura 3.2: Sobreposicéo entre o padrao nao deslocado e 0 padrao deslocado.

Isto nos permite realizar a seguinte andlise: suponha que exista no
padrdo, uma outra ocorréncia do sufixe p;4;...Pm € que esta ocorréncia
seja precedida de um caractere diferente de p;. Seja ¢ a posicdo mais a
direita no padrao tal que piyi...pism—j=Pj+1---Pm € p; # pj. Entdo o
deslocamento poderia ser de, no minimo, j — i posicdes.

Portanto, um segundo limite inferior para A(j,ix) pode ser obtido
conhecendo-se a outra ocorréncia do sufixo p;4,...p, mais a direita no
padrdao que é precedida por um caractere diferente de p;. Dai, seja s, :
{1,...,m} » {0,...,m—1} a funcio definida por, paratodo j: 1 < j < m,

so(f)r=max{i |(i=0)ou(1<i<jep; £p;e
Pi#1 s+ Pidm—j = Pis1---Pm)}.

Assim, podemos demonstrar facilmente a afirmagao a seguir.

Proposicao 3.2 Paratodo j : 1 < j < meparatodo k: j € k <
n—(m—7j), A(Gl) 27 —s:s). O

A partir das proposigdes 3.1 e 3.2 podemos estabelecer um limite inferior
para A(J,t;), o qual denotaremos por d(J, tx), cujo valor é dado por:

d(j, ti) := max{j — s1(ts), § — s2(7)}.

Observe que d(j,1x) é no minimo 1 (pois, $,(j) < 7) e no maximo j. O
valor maximo é obtido quando s,(2:) = 0 ou s2(j) = 0, ou seja, quando i,
nio ocorre no padrao ou quando, no padrao, nac ha uma outra ocorréncia



66 O Algoritmo de Boyer e Moore (BM)

do sufixo p;11 - . . pm precedida de um caractere diferente de p;. Em qualquer
uma destas situagoes o deslocamento estabelecido por d(j, £x) é de j posigdes.
Apds este deslocamento, o prefixo do padrdo de comprimento m — j estara
alinhado com a parte do texto formada por g4 ... tkym-;. Mas, jd sabemos
que esta parte do texto é igual a pjy1...p,. Portanto, se d(j,tx) = 5
entdo podemos estabelecer mais um limite inferior para o deslocamento
pois, neste caso, o prefixo do padrio alinhado com o texto deve ser um
sufixo de pj41 ... Pm- Veja a figura 3.3. Assim, seja p; ...p, o malor prefixo
do padrio que é sufixo de p;.1 ... pm entdo o deslocamento pode ser de, no
minimo, m — 8 posigoes.

14
Texto —5 } ,

Padrio L ;

Padrao Deslocado ' ! {

e T o ——

te#Fpiely<m—j

Figura 3.3: Sobreposi¢io entre um prefixo do padrao deslocado € pj41 ... pm
no padrao nio deslocado quando o deslocamento é de, no minimo, 3 posigoes.

Desta forma, se d(j,?) indica um deslocamento minimo de j posicoes
entdo um outro limite inferior para A(J, tx) pode ser obtido a partir do maior
prefixo do padrio que é sufixo de pjy; ... pm. Assim, seja s3: {1,...,m} rs
{0,...,m — 1} a fungéo definida por, para todo 7 :1 <7 < m,

s3(j):=max{s|[s<m—jepi...Ps = Prm_ss1-. -Pm}-
Isto nos permite demonstrar facilmente a seguinte afirmacao.

Proposicao 3.3 Para todo j : 1 £ j < meparatodo £ : 5 < &k <
n—(m—j), sed(j,t) = j entdo A(j,4x) Z m — s3(j). T

Agora, reunindo os resultados obtidos até o momento e observando que
m — s3(j) > j, podemos estabelecer que apds uma rodada de verificacSes
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gue se encerra com uma falha, o deslocamento A(j,1,) é dado por:

m — s3{j) caso contrario.

Para finalizar a descrigao de como estabelecer o deslocamento a ser efe-
tuado no padrao apds uma rodada de verifica¢Oes, vamos analisar o caso em
que uma rodada se encerra com sucesso, ou seja, quando ao final de uma
rodada temos j = 0,0 I k<n—mep;...pm=lgs1--- titm-

Observe que, neste caso, para obtermos um limite inferior para o deslo-
camento, nio podemos levar em consideracao o valor de #; pois, como nio
houve uma diferenca entre o texto e o padrio entio o valor de £, utilizado
nas analises anteriores é irrelevante e mais, pode ser que f; nem mesmo
esteja definido (se k = 0). Além disso, como em caso de sucesso temos que
3 = 0 entdo vamos denotar apenas por Ap o deslocamento a ser efetuado
neste caso.

De modo analogo ao algoritmo KMP, quando uma ocorréncia do padrao
é obtida no texto, o deslocamento pode ser determinado em fungao da maior
borda deste padrao, isto €, do maior prefixo proprio do padrio que também
é sufixo deste padrio. Assim, se p;...p, € a maior borda do padrao entao
o deslocamento pode ser de, no minimo, m — s posigdes.

Pela defini¢io de s3, verificamos que o valor de s3(1) nos fornece o maior
prefixo de p; - ..p,—1 que também é sufixo de py...pm. Isto implica que
P1...Pss(1) € & maior borda do padréo. Portanto, o deslocamento minimo
ap6s uma rodada de verificagbes que se encerra com sucesso pode ser de
m — s3(1) posi¢des, ou seja,

Ao =m— 33(1).

Até este momento, por motivos de clareza, tratamos separadamente o
caso em que uma rodada de verificagdes se encerra com uma falha do caso
em que uma rodada se encerra com sucesso. Agora, podemos adaptar o
processo de determinagido do deslocamento de modo que, em ambos os casos,
o deslocamento seja dado por uma inica expressio.

Inicialmente, supondo que os valores de s1, s3 e 53 ja foram obtidos
para o padrao p, vamos definir que s2(0) := 32(1) e s3(0) := s3(1). Agora,
vamos criar a posi¢do 0 no padrao e no texto e acrescentar uma “sentinela”
nestas posi¢des. Em pg colocamos um caractere que nao ocorre no texto
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Algoritmo BM,
Entrada : o padrdo p e o texto .

Saida : Lista das posigées em t onde o padrdo p ocorre.

begin
{Obtenha s1, 57 € s3.}
po :="#"; {onde # ¢ um caractere que ndo ocorre no texto}
lo:=1;
53(0) := 82(1);  83(0) := s3(1);
k:=m;
while £ < n do
begin
ppa—
while p; = ty_pmy; do ji=37— 1
if 1 = 0 then write (‘O padrdo ocorre na posigéo )k —m -+ 1);
A= max{j — s1(tk-m4;),J — 92(5)};
if A =jthen A :=m — s3(y);
k:=k+A;
end
end.

Figura 3.4: Uma implementacdo do algoritmo BM.

e em fp, um caractere que ocorre no texto, por exemplo #;. Desta forma,
estamos simulando que uma rodada de verificagdes sempre se encerra com
uma “falha”, sendo que se esta “falha” é na posicdo 0 do padrio entio na
verdade temos um sucesso. Além disso, se j = 0 entdo j — 5, (t;) < 0 e
J —s2(7) = 0, pois 82(0) = 82(1) = 0. Assim, por 3.1, temos que A(j, ;) =
m — 33(0) = m — s3(1), que é o valor estabelecido na descrigdo anterior.
Uma implementagéo do algoritme BM que incorpora estas idéias € dada na
figura 3.4.

Desta forma, encerramos a descri¢do do algoritmo BM e na proxima
secdo descreveremos como os valores das fung¢des s;, 82 e s3 podem ser
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obtidos. Entretanto, vale ressaltar que a descrigio do algoritmo BM apre-
sentada nesta se¢do é uma pequena variagao do algoritmo BM original, con-
forme pode ser verificado através das descrigbes apresentadas em [BM77],
[KMP77], [GO80], [Ryt80], [Baadl] e outros. Isto ocorre porque, no algo-
ritmo BM original, as fungdes s, e s3 estdo unificadas numa tnica funcio,
que denominaremos s;3. Esta unificacao pode ser realizada da seguinte
forma:
523(j) — { 52(.?:) S_e 32(j) 71: 0

33(j) — (m—j) caso contrério.

Dai, utilizando a estratégia das sentinelas, descrita acima, o deslocamento
é dado por

A(Jatk) = ma‘x{J - Sl(tk)aj - 323(j)}'

Isto implica que, no algoritmo original, o valor de s3(j) somente é levado em
consideracao para o célculo do deslocamento caso sz{;) = 0. Mas, conforme
vimos na descricdo dada nesta secio, o valor de s3(j) também pode ser
considerado quando s;(tx) = 0. Esta observagio permite que a variagao
do algoritmo BM descrita nesta se¢do seja um pouco mais eficiente (efetue
menos comparagoes) do que o algoritmo original.

Para ilustrar a melhoria alcangada pelo método por nés proposto vamos
langar mao de um exemplo extraido de [KMP77} onde p = badbacbacba. Seja
L = {a,b,c,d,e} e t = (bacbae)®. Agora, considere a figura 3.5 onde mos-
tramos as rodadas de verificagdes efetuadas pelo algoritmo BM; na parte (a)
o deslocamento fol estabelecido utilizando o método original e na parte (b)
utilizamos o nosso método. Nesta figura, uma linha contendo apenas o
padrao corresponde a uma rodada de verificacées e os caracteres compara-
dos durante cada rodada aparecem sublinhados.

Através da figura 3.5 percebemos que apds as trés primeiras rodadas
da parte (a) e apds as duas primeiras rodadas da parte (b) o alinhamento
entre o padrio e o texto serd o mesmo, ou seja, apds estas rodadas os
deslocamentos totais obtidos nas duas partes serdo iguals. Entretanto, na
parte (a) foram efetuadas 18 comparacoes até atingirmos este alinhamento
enquanto na parte (b) foram efetnadas apenas 9 comparagdes. Assim, neste
caso particular, o nosso método para estabelecer o deslocamento produz um
resultado duas vezes mais eficiente do que o obtido utilizando o método ori-
ginal. No entanto, é necessario um estudo mais detalhado para avaliar mais
precisamente o efeito pratico desta melboria nas diversas situagdes possiveis.
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bachaebachaebachaebacbaebachae

(b)

Figura 3.5: Rodadas de verificagdes efetuadas pelo algoritmo BM para pro-
curar o padrio badbachacha no texto (bacbae)®. Na parte (a) o deslocamento
¢ obtido pelo método original e na parte (b) o deslocamento é obtido pelo
método por nds proposto.

Vale salientar que o método original nunca produzird um resultado melhor
do que o nosso.

I importante observar que a melhoria a que nos referimos é com relagio
ao nimero de comparacoes efetuadas, pois, a utilizagio da nossa abordagem
implica em um pequeno aumento no espaco requerido para armazenar as ta-
belas que fornecerao o deslocamento. Enquanto a nossa descrigdo necessita
de trés tabelas, uma de tamanho || para armazenar s; e duas de tamanhos
m para armazenar s, € S, o algoritmo original necessita de apenas duas
tabelas, uma de tamanho |X| (para s,) e outra de tamanho m (para sg3).
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3.2 Um Método para Determinar o Deslo-
camento

Conforme vimos na se¢do anterior, o valor do deslocamento a ser efetuado
apés uma rodada de verificagdes pode ser determinado através de s;(ix),
s2(7) € 33(7). Vale relembrar que j e k sao os valores que descrevem o resul-
tado de uma rodada de verificagbes, de modo que se 7 = 0 entao a rodada
se €Nncerrou com Sucesso, ou seja, uma ocorréncia do padrao foi obtida a
partir da posicdo k£ + 1 do texto. Caso contrario, se j > 0 entdo a rodada
se encerrou com uma falha, ou seja, p; # 1k € pip1 -+  Pm=tks1 ..  topm—j-

A fungio s; deve ser obtida para todos os caracteres do alfabeto X e o
valor de s;{a) deve indicar a posi¢ido mais a direita no padrdo onde a ocorre;
se @ nao ocorre no padrao entdo s;{a) = 0. Assim, os valores de s; podem ser
facilmente determinados do seguinte modo: inicialmente, fazemos s1(e) := 0
para todo ¢ € L. Depois, para j variando de 1 a m fazemos s1(p;) := j.

Para obter os valores da fungio s; vale lembrar que para todo j : 1 <
J<m,

s2(j)r=max{i| t=0)ou(l1<i<jep #p;e
Pitl - Pitm—j = Pitl--+Pm)}s

o que pode ser representado pela figura 3.6.

Figura 3.6: O valor de s5(7) indica o mailor i tal queou (z = 0)ou (1 <z < j§
€ Pi 7 Pi € Pit1 - - - Pitm—i=Pj41 - - - Pm)-

Vamos agora verificar que as informagdes de que necessitamos para deter-
minar s; podem ser obtidas através da representagio abreviada do autémato
reconthecedor de p? (no algoritmo KMP), onde p é o reverso do padrao p.

Inicialmente, seja r; a fungdo reversa de sg, isto é,dado 7 : 1 < 5 < m,

ro(f):=min{i |[f=m+1l}ou(j<i<me
Pi--.Pi-1 = Pi-j+1-..Pi-1 € Pi # i)}
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Padrao t————~—— - —— _— e -

Figura 3.7: O valor de r3(5) indica o menor i tal que ou (: = m + 1) ou
(j <i<mep;...pj-1= Pi-js1-..Pi-1 € Pi # Pj).

A figura 3.7 ilustra a defini¢do de r;.

Conforme mostraremos a seguir, os valores de s; podem ser obtidos
facilmente a partir dos valores de ry, utilizando-se o padrio reverso p* no
lugar de p. Seja

PR =P an

o padrao reverso. Agsim, paratodoi:1 <i<m,

R
Pi = Pmt1—i-

Denotando por r#(j) o valor de ro(j) com p® no lugar de p, ternos obvia-

mente que
sa(f)=m+1—rf(m+1-3).

A seguir descreveremos como obter os valores da fungao r,.

No capitulo anterior apresentamos a representacio abreviada do
autémato reconhecedor de padrio, denctada por B,,. Conforme demons-
tramos no teorema 2.4, para todo i : 2 < i < m+1, pr... Py € 2
maior borda de p;...pi_1. Na realidade, como mostraremos a seguir, By,
nos fornece todas? as bordas de p; ... p;_1-

Proposigao 3.4 Seja1:2 <i < m-+ 1. Entao o conjunto das bordas de
p1...pin1 € dado por {p1...pyu_yy |12 1egi(i—1) > 0}.

Demonstragdo : Pelo teorema 2.4, by :=p;...pgi—1) € a maior borda de
P1---Pio1- Agora, seja buma borda de py ... p;_;. Entdo, conforme podemos
verificar facilmente através da figura 3.8, ou & = by ou b é uma borda de b,.
Portanto, a afirmacfio segue por indugio. O

2(Observe que esta propriedade nao é vélida para A,,. Por isso, para determinar ry
utilizaremos By, ¢ nao A4,,.
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1 i1

i | g(i '— 1)
1 Ib]

Figura 3.8: b € uma borda de p; ... pi_1 se, e somente se, b =p; ... pgi—1) ou
b ¢ uma borda de p; ... pgi-1)-

A partir desta proposicdo concluimos que os valores de r, podem
ser obtidos a partir de By, pois para todo { > 1, se ¢'(1 — 1) > 0
entdo p; .. Pt (i=1)=Piegl(i=1)41 - - - Pi-1- Portanto, se Poti—1)+1 # p; entdo
rao{g'(t — 1) + 1) < i. Dai, podemos estabelecer o seguinte método para
obter ry:

{Construa B,, para o padrio p}
for j:=1tomdo ry(j) :=m+1;
for : ;=2 tom do
begin
j=g(t—1)+1;
while 7 > 1 do
begin
if p; # p; then r2(j) ;= min{re(y),1};
j=g(G-1)+1
end
end

Porém se analisarmos mais cuidadosamente este algoritmo verificaremos
que ele poderia ser um pouco mais eficiente se considerarmos a seguinte
propriedade:

Proposigao 3.5 Seja i : 2 € ¢ < m. Se p;...pr—1 é uma borda de
P1...Pi-1 € pr = pi entdo para todo 7:1 £ 7 £ k temos que r3(7) # .

Demonstrag¢do : Pela defini¢do de ry, se 7 = k entdo a afirmagao é trivi-
almente verdadeira. Por outro lado, se 1 € 7 < k entao p;...p;_; é uma
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borda de p;y...pi-1 se, e somente se, p; ...p;—1 € uma borda de p; ... pr_s;
veja figura 3.9. Além disso, p; # pi se, e somente se, p; # pr.

Portanto, pela definicdo de rg, temos que rp{j) = m + 1 ou rp(y) < k.
Como m > 1 € como k < i entio, em ambos os casos, ra(j) # 1. O

+ B4
1 i—1
[ L
1 k-1
- 2
1 j-1

Figura 3.9: p1...px—1 € p1...pj-1 sio bordas de p;...pi_1 € p; # pi = ps.

Em outras palavras, a proposicio acima estabelece que, para um dado
i:2 < i< m, as atualizagdes em ro(g'(; — 1) + 1) podem ser encerradas
assim que obtivermos um { > 1 tal que ou ¢'(: — 1) < 0 ou Pyii-1)41 = Pi-
Portanto, podemos reescrever o laco repetitivo mais interno, onde os valores
de 9 sdo atualizados, da seguinte forma (assumimos que a segunda condigao
no conectivo and somente ¢ avaliada se a primeira condigio for verdadeira):

while 7 > 1 and p; # p; do
begin
r2(7) r= min{ra(s),1};
Jr=gli 1)+l

end

Observe que para um dado ¢ : 2 < 1 < m, ao final da execugio deste
trecho do algoritmo, o valor de j étal que j = é3,,(g(:—1), p;) = g(3). Como,
durante uma iteragio ¢ do comando for, somente sao utilizados valores de
g menores do que ou iguais a g — 1) entdo a construgdo de B, (obtengao
dos valores de g) poderia ser realizada simultaneamente ao cilculo de r,.

Além disso, vale lembrar que na realidade estamos interessados em cal-
cular s, e, conforme vimos anteriormente, esta funcio pode ser obtida facil-
mente a partir dos valores de ry calculados para o padrio em ordem reversa.
Assim, ao invés de referenciarmos as posigbes 7 e j no padrio reverso p&
referenciaremos respectivamente as posi¢ées m+1—17 e m+1—j no padrao
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p. Desta forma, o algoritmo definitivo para determinar s; é dado na fi-
gura 3.10. Este algoritmo também fornece a representacao abreviada do
automato reconhecedor de p?, que denotaremos por B, sendo que, nesta
representagao, indicaremos a transicio de falha por gg.

Algoritmo s;

Entrada : o padréo p.
Saida : uma tabela com os valores de s, e
uma tabela com os valores de gr (BR).

begin
for j :=1 to m do s2(j) :=0;
j=0; gr(0):=-1
for ¢ :=1to m do
begin
while j > 1 and ppy1-; # prmy1—: do
begin
ss(m+1—j) :=max{s;(m+1—7),m+1-1:};
ji=9gr(7 —1)+1

end;

gr(t) = J;

ji=34+1
end

end

Figura 3.10: Uma implementagao do algoritmo para calcular s; e para obter

BE.

Agora vamos descrever como os valores da fungao s3 podem ser deter-
minados. Vale lembrar que para 1 < j < m o valor de s3(7) deve indicar o
comprimento do maior prefixo do padrao que é sufixo de p,,, ... p., ou seja,
s3(7) deve indicar o comprimento da maior borda de p cujo comprimento é
no maximo m — j.
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Dado que uma cadeia a é uma borda de uma outra cadeia b se, € somente
se, a’* é uma borda de %, onde af e " denotam as cadeias reversas de a e
de b respectivamente, entio para obter s3 podemos aproveitar a disponibi-
lidade de BE, que reconhece pt, lembrando que as bordas de p®?, em ordem
decrescente de comprimento, séo dadas pela seqliéncia gr(m), gg(m),---.

Assim, temos facilmente um algoritmo para obter s3, conforme mostra
a figura 3.11.

Algoritmo s3;

Entrada : uma tabela com os valores de gg (BE).
Saida : uma tabela com os valores de s;.

begin
q := gr(m);
for j:=1tom do
begin
if ¢ > m — 5 then ¢ := gr{g);
830) = q
end
end

Figura 3.11: Uma implementacao do algoritmo para calcular 3.

Como salientamos no final da secio 3.1, no algoritmo BM original, as
funcdes s, e s3 sao unificadas na funcdo s;3. A partir das definicoes de
sz € de 83 e da descricdo de como a unificagio é efetuada (definicio 3.1)
podemos concluir que s$;3 pode ser definida da seguinte forma: para todo
7:1€£5<m,

sz(j) s=max{i | ({ <j)e (r <loup; #p;}e
((i + g < 1) ou (pitg = Pjtq) Para 1 < g <m— j)}.

Um algoritmo para determinar s;3; pode ser obtido combinando-se os
algoritmos das figuras 3.10 € 3.11 em um 1nico algoritmo. Vale lembrar que
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a unificacdo de s; e s3 permite uma pequena economia no espago utilizado
pelo algoritmo BM (uma tabela de comprimento m a menos) mas, por outro
lado, impede a utilizagido da abordagem apresentada na segio anterior, que
proporciona uma pequena melhoria em relacdo ao algoritmo BM original.

Para finalizar esta se¢ao vamos analisar a complexidade dos algoritmos
apresentados. O algoritmo para calcular s; € bastante simples sendo que ele
requer um espago O(|Z|) (uma tabela de comprimento |X|) para armazenar
os valores de s e obtém estes valores em tempo O({E] + m).

O algoritmo para determinar s, requer um espago O(m) (duas tabelas
de comprimento m; uma para armazenar BE e outra para s;) e conforme
vimos nesta se¢do, este algoritmo, exceto pelos comandos de atualizagio de
52, é exatamente igual ao algoritmo para obter B,, que, de acordo com o es-
tabelecido no capitulo anterior, tem complexidade de tempo O(m). Assim,
o algoritmo da figura 3.10 obtém os valores de s; em tempo O(m).

Finalmente, o algoritmo da figura 3.11 requer um espago O(m) (duas
tabelas de comprimento m, uma contendo BY e uma para armazenar s3).
Como podemos perceber facilmente através do algoritmo, os valores de s
também sado obtidos em tempo O(m).

Isto mostra que o processamento inicial do padrao, realizado para de-
terminar como o padrio deve ser deslocado durante a busca no texto, pode
ser efetuado em tempo linear no comprimento do padrao.

A andlise de complexidade do algoritmo BM propriamente dito sera
apresentada na secio a seguir.

3.3 Analise de Complexidade do Algoritmo
BM

A andlise de complexidade do algoritme BM é uma questéo relativamente
complicada, principalmente quando comparada com a analise de comple-
xidade do algoritmo KMP. Isto ocorre porque, durante uma rodada de
verificagbes, a subseqiiéncia do texto que estd sendo analisada é compa-
rada com o padrao de forma consecutiva e mesmo que algumas partes desta
subsequéncia ja sejam conhecidas (devido a ignaldades obtidas em rodadas
anteriores) elas serio novamente comparadas, ou seja, no algoritmo BM,
as informagdes obtidas sobre o texto durante uma rodada de verificagdes
sdo utilizadas apenas para determinar o deslocamento e depois sao “es-
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quecidas”. Esta caracleristica pode ser facilmente observada quando, por
exemplo, desejamos obter todas as ocorréncias do padrao a™ no texto a”.
Este exemplo também mostra que, no pior caso, o numero de comparagdes
efetuadas pelo algoritmo BM é O(mn), ou seja, no pior caso, o algoritmo
BM nio é linear no comprimento do texto.

Na verdade, a nio linearidade do algoritmo BM somente é verificada
quando se deseja obter todas as ocorréncias do padrio no texto, pois, con-
forme veremos nesta secio (coroldrio 3.13), o nimero de comparacdes efe-
tuadas por este algoritmo é O(n + vm), onde v € o nimero de ocorréncias
do padrdo obtidas no texto. Assim, no caso em que se deseja obter apenas
a primeira ocorréncia do padrdo temos que v < 1 e portanto, neste caso, o
algoritmo ¢ linear no comprimento do texto.

Embora o comportamento do algoritmo BM, no pior caso, nao seja li-
near no comprimento do texto, é interessante analisar o comportamento
deste algoritmo em determinadas situagoes que sao mais proximas daque-
las que ocorrem na pratica. Anélises empiricas apresentadas em {BM77],
[Smi82] e {HS91], e andlises tedricas probabilisticas apresentadas em [Sch8§]
e [BYGRS0], mostram que, no caso médio, o comportamento do algoritmo
BM ¢é linear no comprimento do texto e em média este algoritmo é melhor
do que o algoritmo KMP. Esta questio serd abordada mais detalhadamente
no apéndice B.

Além disso, conforme veremos nesta se¢io, se o padrdo ndo é periddico
entao o algoritmo BM é linear no comprimento do texto. Assim, podemos
concluir que o Unico caso em que o algoritmo BM n#o é linear é quando o
padrdo é periddico e se deseja obter todas as ocorréncias deste padrao no
texto (veja exemplo acima). Entretanto, conforme apresentado em [Gal79],
é possivel modificar ligeiramente o algoritmo BM de modo a contornar esta
situagio, ou seja, com uma pequena modificacio o comportamento do algo-
ritmo BM passa a ser linear no comprimento do texto mesmo que o padrio
seja periédico. Esta variacido do algoritmo BM serd descrita na préxima
segao.

Uma outra forma de contornar o problema da nao linearidade do algo-
ritmo BM € eliminar o “esquecimento” descrito acima fazendo com que o
algoritmo seja capaz de se “lembrar” de quais partes do texto foram igua-
ladas a sufixos do padrdo. Uma variacdo do algoritmo BM que incorpora
estas idéias foi apresentada em [AG86] e também serd descrita na préxima
Secao.
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Nosso objetivo agora é analisar o comportamento do algoritmo BM no
pior caso. O primeiro resultado obtido neste sentido foi apresentado por
Knuth em [KMP77] onde foi demonsirado que se o padrao ndo ocorre no
texto entdo o nimero de comparacgdes efetuadas pelo algoritmo BM nao
excede Tn. Na realidade, o resultado demonstrado por Knuth estabelece
que o ndmero maximo de comparagoes € O(n + vm) onde v é o numero de
ocorréncias do padrao no texto. A demonstragao elaborada por Knuth é
bastante complexa e ele sugere que possa existir outra demonstragao que
seja mals simples e/ou que fornega um limite superior mais justo, isto é,
mais préximo do valor real. Nesta secio apresentaremos uma demonstrago
que confirma esta suspeita.

Posteriormente, Guibas e Odlyzko em [GO80) conseguiram refinar o re-
sultado obtido por Knuth demonstrando que se o padrio nao ocorre no texto
entdo ¢ nimero de comparacdes efetuadas nao excede a 4n. Embora a de-
monstragio apresentada em [{(GO80] seja descrita de forma mais clara que a
de Knuth, ela é bastante longa. Neste mesmo artigo os autores conjeturam
que o limite superior para o mimero de comparagoes deve ser 2n.

Recentemente, Cole em [Col90] demonstrou que se o padrio ndo é
periédico entdo o mimero de comparacdes efetuadas pelo algoritmo BM nio
excede 3n — 2. A demonstracao deste resultado, embora seja um pouco
longa, se baseia em argumentos relativamente simples. Estes mesmos ar-
gumentos nos permitem demonstrar que se o padrdo nao é periddico entao
o ntimero de comparagoes efetuadas pelo algoritmo BM nio excede 4n.
Observe que este resultado € um pouco mats abrangente do que aquele esta-
belecido por Guibas e Qdlyzko, pois, neste caso a hipdtese é de que o padrao
nao € periddico e naquele caso a hipétese é de que o padrio nio ocorre no
texto.

Nesta seg¢ao, descreveremos a demonstracao do resultado mais simples
(4n) apresentado em [Col90}. A nossa escolha se deve ao fato de que a
demonstragdo do resultado mais refinado (3n — 2} é efetuada utilizando-
se basicamente as mesmas idéias da demonstra¢io do resultado mais sim-
ples. Porém, é realizado um tratamento mais cmidadoso que gera um maior
mimero de casos a serem analisados. _

A analise que apresentaremos a seguir se baseia em uma anilise de com-
plexidade amortizada. Por isso, inicialmente descreveremos resumidamente
os principios béasicos deste tipo de analise que, de acordo com [Tar85], con-
siste em avaliar 0 tempo médio consumido pelo algoritmo, no pior caso,
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para efetuar uma seqiiéncia de operagbes. Vale ressaltar que existe uma
consideravel diferenca entre analise de caso médio e anélise amortizada. A
primeira consiste em estabelecer uma distribui¢do de probabilidade sobre
os dados e operacOes a serem efetuadas e a partir dai, obtém-se o tempo
médio consumido para executar as operagdes. Por outro lado, a segunda
visa avaliar o tempo de execugao das operagodes levando-se em consideragao
uma seqiiéncia de operagles e as possivels correlagdes entre estas operagdes.

Ainda segundo [Tar85], a analise de complexidade amortizada pode ser
efetuada seguindo uma das duas abordagens: visdo do banqueiro ou visdo
do fisico. No sentido figurado, a visdo do banqueiro corresponde a imagi-
nar que o computador é uma maquina caca-niqueis, sendo que a insercido
de uma moeda (crédito) permite que o computador funcione durante um
determinado tempo. Assim, esta abordagem consiste em alocar um certo
nimero de créditos para cada operagio e a partir dai, a meta é mostrar
que o total de créditos alocados é suficiente para que todas as operagdes se-
jam realizadas. Para isto utilizamos a seguinte estratégia: se uma operagao
gasta menos do que o crédito alocado para ela entdo o saldo € depositado
numa poupanga comum a todas as operagdes. Por outro lado, se o crédito
alocado para uma operagao nio foi suficiente entio esta operagdo recorre
a poupanga para quitar sua divida. Vale ressaltar que € permitido que o
saldo da poupanga fique temporariamente negativo. Entretanto, ao final da
execugao de todas as operagoes este saldo deve ser no minimo zero.

No case da visao do fisico, que serd a abordagem utilizada na anilise do
algoritmo BM, nds estabelecemos quais elementos (estruturas e operagdes)
do algoritmo serdao analisados. Durante a execu¢iio do algoritmo, a cada
passo, as estruturas selecionadas assumem uma determinada configuracio,
sendo que uma configuragio € alterada quando uma dentre as operagdes
selecionadas é realizada sobre as estruturas.

Assim, a visao do fisico consiste em definir uma func¢do potencial P que
mapeia uma configuragio D em um nidmero real P(D), que denominaremos
o potencial de D. Agora, seja D uma configuracao assumida em um instante
qualquer durante a execugdo do algoritmo e seja D' a configuragao obtida,
a partir de D, apds a realizacdo de uma ou mais operagdes. Dai, estas
operagdes causam uma variagdo no potencial cujo valor é dado por, P(D')—
P(D). Esta variagdo no potencial corresponde a diferenca entre o tempo
amortizado e o tempo real necessarios para a realizacdo de tais operagdes.

Em outras palavras, denotando por a o tempo amortizado de um con-
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junto de operagbes que iransformam uma configura¢io D em uma confi-
guracido D', temos que:

a=1+P(D') - P(D), (3.2)

onde 7 € o tempo real gasto para a execugdo do conjunto de operagodes.

Portanto, se estimarmos o tempo amortizado consumido pelo algoritmo
e a variagdo do potencial entre a configuracio inicial e a configuragio fi-
nal obtida apods a execugio do algoritmo entdo teremos uma estimativa do
tempo real consumido por este algoritmo.

Passemos agora a analise do algoritmo BM. Como salientamos anterior-
mente, utilizaremos os conceitos de andlise amortizada (visio do fisico) para
avaliar o comportamento do algoritmo BM, no pior caso, quando o padrao
ndo € periddico. Portanto, a partir de agora assumiremos que o padrio p
nio € periédico. Além disso, vamos supor que o algoritmo BM efetua z
rodadas de verificagbes e que o tempo real consumido por uma rodada é
dado pelo mimero de comparages efetuadas durante aquela rodada.

Inicialmente, vamos estabelecer que uma configuracao D ¢ identificada
através de um par de valores { e ¢, onde ! é a posigdo no texto tal que p,,
esta alinhado com t; e ¢ é 0 nimero de caracteres do texto que ji foram
comparados com algum caractere do padrido. Vale ressaltar que, para obter
o valor de ¢, cada caractere do texto que ja foi comparado é contado uma
iinica. vez, independentemente do numero de vezes que ele foi comparado.
Assim, definiremos que o potencial de D é dado por:

PD):=(n—c)+3n-1),

ou seja, o potencial de D) é dado pelo mimero de caracteres do texto que
ainda n&o foram comparados mais trés vezes o nimero de posictes do texto
que ainda nio foram sobrepostas pelo padrao. Reescrevendo a fungio po-
tencial temos que:

P(D) = 4n -3l —c.
Agora, seja r, onde 1 < r < z, uma rodada de verificagoes e seja d, o
deslocamento efetuado no padrio apds a rodada r. Entdo o potencial da

configuracio obtida apds o deslocamento d,, que denotaremos apenas por
P,, é dado por:

P.=4n—3m—3) di—) ¢, (3.3)

f==1 =1



82 O Algoritmo de Boyer e Moore (BM)

onde, d; é o deslocamento apos a rodada 7 e ¢; € o numero de caracteres do
texto que, na rodada i, foram comparados pela primeira vez.

No algoritmo BM, a configuragao inicial {(antes da primeira rodada de
verificagdes) é tal que p, esta alinhado com i, (! = m) e nenhum caractere
do texto ainda fol comparado {c = 0). Isto implica que o potencial da
configuragio inicial, que denotaremos por Pp, € 4n — 3m.

Por outro lado, a configuragdo final (apds o deslocamento d,) nao pode
ser rigorosamente determinada. Entretanto, para qualquer configuracio du-
rante a execugao do algoritmo, ¢ < n e [ < n + m (naltima rodada, p,.
pode estar alinhado com ¢, e o deslocamento pode ser igual a m). Logo, o
potencial associado a qualquer rodada nunca € inferior a —3m. Em parti-
cular,

P, > —3m,

¢ que nos leva a concluir que
Po —P: < 4n.

Agora, como o algoritmo BM efetua z rodadas de verificagbes entdo
T=Y7,Tiea=)7,a; onde, 7; e q; sdo respectivamente o tempo real ¢
o tempo amortizado consumidos na execucdo da rodada .

Logo, a partir da equagdo (3.2), temos que

Z‘I‘,‘ <4dn + Ea,-.
=1

=1

Portanto, se mostrarmos que o tempo amortizado total é no maximo zero
entdo obteremos que o tempo real total é no maximo 4n, ou seja, obteremos
que o mimero de comparacgdes efetuadas pelo algoritmo BM nao excede 4n.
Para provar que "% , a¢; < 0 mostraremos que a, < 0, para todo r : 1 <
r <z
Pela equagio (3.2) podemos deduzir que

G,-=T,-+P,-—p—1-

Dai, pela equacio (3.3)
a,.=1',»—3d,—cf,

o que implica que a, < 0 se, e somente se,

7 < 3d, + . (3.4)
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Inicialmente, vamos mostrar que esta inequagao é verdadeira no caso em
que a rodada r se encerra com sucesso. Conforme vimos na se¢ao 3.2, se a
rodada r se encerra com sucesso entdo d, = m — 33(1). Como o padrao ndo
¢ periddico entdo, pelo coroldrio 1,15, o comprimento da maior borda de p
é menor do que T, 0 que implica que s3(1) < 3. Portanto,

d, > E.
2
Além disso, temos que 7. = m e ¢, 21 (pelo menos o caractere do texto
alinhado com p,, foi comparado pela primeira vez). Dai, 7, < 3d, + ¢, 0
que implica que, neste caso, a Inequagao 3.4 é verdadeira e portanto, se a
rodada se encerra com sucesso entdo o tempo amortizado da rodada é, no
Maximo, Zero.

Agora, vamos mostrar que a inequacgio (3.4) é verdadeira também no
caso em que a rodada r se encerra com uma falha. Suponha que a rodada
r se encerra com uma fatha. Assim, sejam j, k e « tais que

1< 5 <m
pi F ik
a:=tr1...tkym-3 = Pj41..-Pm-

Nestas condigdes, ¢, 2> 1, pois {x foi comparado pela primeira vez na rodada
r. Além disso, obviamenie, 7, =m —j +1 = |a| + 1.
Assim, se 3d, > |a| entdo (3.4) é valida. Podemos, portanto supor que

3d, < |a. (3.5)

Seja. S o sufixo do padrdo- cujo comprimento é igual ao deslocamento que
seria obtido na rodada r considerando-se apenas as fungdes s, e s3, isto €,

18| := { 7—53(7) ses(j)>0

m — s3(j) caso contrario.
Por definigio, dy > |B]. Desta desigualdade e de {3.5) segue que
le] > 318]. (3.6)

Tanto a quanto B sio sufixos do padrao. Dai, de (3.6) temos que 8 é
também um sufixo de a. Entdo, seja A o prefixo de a tal que

a =8 (3.7)
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falh_at o

Texto t +
PR N

Padrae — — 8

1

It B 4

Padrio deslocado o

e |B| posigcoes = 0—---=-- ¢ T

Figura 3.12: Ilustragdo de o, 3, A e 6.

Finalmente, seja # o sufixo de comprimento minimo de # tal que 8 = §* para
algum inteiro 1 > 1. Obviamente, & nao é periddica perfelta, A figura 3.12
ilustra as cadeias definidas acima.

Lema 3.6 Seja ya um sufixo do padréo tal que 0 < |y] < ||. Entdo ya é
periddica e |#| é um periodo de yo. Mais precisamente, existe um sufixo §
de 8 e um inteiro ! > 3 tal que ya = 66"

Demonsira¢do : Vamos primeiramente mostrar que v € uma borda de yeo.
Certamente, 74 € um prefixo de ya, por (3.7). Para provar que yX é
também um sufixo de ya vamos considerar dois casos {que sao ilustrados

pela figura 3.13):
Caso 1: |B|=j—s2(5) < 7.
Por definigao de s,,

Psa(i)41 - - - Pap(i)Hlal = &

ou seja,
Pi+1-18| - - - Pm—|8} = €.
Assim, o sufixo de ~ya de comprimento |yA| €
Pi---Pm-18|

onde m — |B] — ¢+ 1 = |[yA|. Dado que |A\| + |8] = le| = m — j, entdo
i=j+1— |y} Assim, o sufixo de yo de comprimento |yA} é

Pisi-pnl - -+ PiPi+1 - - - Pm|8] = YA
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Caso 2: |B] = m — s3(3).

Por definicdo de s3,

P1---Ps3(5) = Pm~s3()+1 - Pm,

ou se)a,
P1---Pm—|8 = D148 - - - Pme-

O sufixo de p; ... pm—|5 de comprimento |yA| €, obviamente, ¥A. Portanto,
pela igualdade acima, o sufixo do padrio, de comprimento [yA[; € vA. Mas,
va é um sufixo do padréo e o seu comprimento é |[yA| + |3|. Logo, vA é um
sufixo de yo.

Completamos assim a demonstracdo de que 4A é uma borda de va.
Além disso, |yAl = |ye| — |B]. Pela proposi¢éo 1.11 (item (ii)), |f] é um
periodo de ya. Dado que § é um sufixo de yo e que A = ¢, entéo

ya = 66",

para algum sufixo préprio é de # e para algum inteiro I. Finalmente, de
(36),/>3. 0

Vamos agora considerar rodadas de verificagbes r', anteriores & rodada
r, em que a posicdo m do padrao esteja alinhada com uma posicio u do
texto tal que
k+1<u<k+|al.

Ou seja, o caractere p,,, do padrac estd alinhado com o caractere ¢, = o,
de a. Veja figura 3.14.

Denotaremos por j' a posi¢io do padrio alinhada com a posicio & do
texto.

Vamos agora mostrar trés propriedades fundamentais da rodada »’. Ini-
cialmente, lembrando (lema 3.6) que & = §6, onde § é um sufixo de #, vamos
mostrar que se u > k + |8| entdo, na rodada r’ a posicio m do padrio ndo
pode estar alinhada com a idltima posigdo de @, para nenhum f em . A

figura 3.15 ilustra este fato.
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W .
Texto 3 + 1
¥ o
Padrao J + 1
'7 A g

Padrio deslocado
de {#| posigoes

fa]iha a N
Texto v "i- 1 }
i fa'd
Padrao ' 3.;. 1

Padrgo deslocad
e Thl poseses

{(b) Caso 2: |B| =m — sa(7).

Figura 3.13: Iustracdo da demonstracao do lema 3.6.
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fa.llhﬁ, o
Texto P + I + ; +: o]
Rodadar’ F O nN
Rodada r b — - —
J+1 m

Figura 3.14: Ilustragdo do alinhamento entre o padrao e o texto na rodada

.

Texto ==-------- 0

Rodada '

Figura 3.15: As posi¢bes marcadas com um circulo indicam as posigdes do
texto com as quais p,, nio poderia estar alinhado na rodada r'.
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Lema 3.7 Se u > k + 0] entdo u # k + |af (mod |8)).

Demonstra¢éo : Suponha, por absurdo, que u > k+ [0 e que u = k +
|} (mod 10]).

Dado que as posigdes j e j' do padrao estdo alinhadas com a posicio k
do texto nas rodadas r e r’, respectivamente, entio

y=i=(k+]al) -,

pois as posigdes k + |a| e u do texto estao alinhadas com a posi¢ao m do
padrdo nas rodadas r e r', respectivamente. Pela hipdtese de absurdo, o
lado direito da igualdade acima € um multiplo de |#]. Pelo lema 3.6, com
Y = Pis

Pit o Pm = Pjeo s Pmojltie

Isto implica que a rodada r’ também se encerra com uma falha na mesma
posicio k do texto onde ocorre a falha na rodada r.

Dado que r’ é anterior a r e que as falhas nas duas rodadas ocorrem na
mesma posi¢do k do texto, alinhada, respectivamente, com as posigoes j' e
j do padrdo, temos que d. < 7' — j. Mas, j' — s;(j') < d,+, portanto

s2(j) 2 J. (3.8)
Logo, por defini¢ao de s,
Pit41 P = Pay(i7)41 - + - P4 a2(3') (3.9)
e
Pit F Py (1) (3.10)

Pela hipétese de absurdo, u > k + |8] e portanto, m > j' + |f]. Assim,
as cadeias envolvidas na igualdade (3.9) tém comprimento no minimo |6).
Levando em conta (3.8) e aplicando o lema 3.6 com ~ := p;s em (3.9) temos
que

ou (i) Jj'= s2(j")(mod |6])

ou {ii) hda uma rotagao de & que é igual a 6.
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Por outro lado, aplicando o lema 3.6 (com 7 := pj) em (3.10) temos que

7' # 52(j")(mod 0]).

Assim, hd uma rotagdo de # que é igual a §. Entao, pela proposicao 1.20,
¢ é periddica perfeita. Mas, por definicho, & é o menor sufixo de § tal
que 8 = §°, para algum inteiro i. Portanto, a periodicidade perfeita de #
contradiz a sua escotha. O

Lema 3.8 Na rodada r', no méximo |} comparacdes entre caracteres do
texto e do padrio envolvem posi¢oes do texto entre k + 1 e u. Ademais, se
ocorrerem |§| dessas comparacoes, entdo a |8|-ésima resulta numa diferenga.

Demonstragdo : Suponha, por absurdo, que
u>k+ 6|

e que

tucif)s1---te = Pmjgls1-- - P = 0,
ou seja, na rodada 1’ ocorreram |6| comparagoes envolvendo caracteres do
texto que estao entre as posigdes k+1 e u e todas resultaram em igualdades.

Por definigio de 8,
tk+|a|_|e|+1 coilpylel = 0.

Pelo lema 3.7,
u Z k+ |a| (mod |4]).

Assim, pelo lema 3.6, com v = ¢, podemos concluir que hd uma rotagio
de 8 que é igual a 8 e portanto, # é periédica perfeita o que contradiz a
minimalidade de #. O

Agora, vamos estabelecer a terceira propriedade da rodada ' mostrando
que, nesta rodada, a posi¢ac m do padrio esta alinhada com uma posigio
do texto que pertence ou ao prefixo de o de comprimento |f#|—1 ou ao sufixo
de a de comprimento |6|-
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Lema 3.9 Ouu < k4|0 ouu > k+ |of — 0]

Demonstra¢do : Suponha, por absurdo, que existem rodadas r’, anteriores
ar, tais que k+ 10| < u < k+|a|—|8|. Dentre estas rodadas, escolha aquela
que maximiza. u.

Dado que k& + |8} < u entdo pelo lema 3.8 a rodada r’ se encerra com
uma falha numa posicdo { do padrao tal que

m—14+1<16]. (3.11)
Assim,
lum(met)+1 -« oL = D141 -+ - P (3.12)
e
tu(m—t) 7 Pr- (3.13)
Seja

d:= (k+ |a] — ) mod {0].

Intuitivamente, considerando a cadeia 8 que contém t,,, d é a distancia entre
u e a iltima posi¢io desta cadeia §. Veja figura 3.16.
Pelo lema 3.7, d # 0 o que implica que 1 < d < |#| — 1. Assim,

u<u+d<k+ |al— 6] (3.14)

u+d=k+ |o(mod|8]).

Além disso,

[—d2m+1-10|—(]8]-1)> 7, (3.15)
onde a primeira desigualdade segue de (3.11) e segunda segue de m — j =
ol > 318] = 318].

Assim, pelo lema 3.6, com + := ¢, temos que

tu—(m-—f) e tu-i-d =pPi-d---Pm-

Desta igualdade e de (3.12) e (3.13),

Disl---Pm = Plodil---Pm—d (3.16)

P F# Pi—d. (3.17)
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a -

falha _0__
Texto ; e i

E+1 u k + lal
fo——t- (-
Rodada »' —
Figura 3.16: Ilustragao da demonstragao do lema 3.9.
Ademais,

tyu—(m-1) = Pi—d- (3.18)

De (3.16) e (3.17) concluimos que s,(!) > [ — d. De (3.18) concluimos que
s1(tu—(m—p) = I — d. Portanto, dv = max{l — s1(fu_(m-p),! ~ s2({)}. Por
(3.15) temos que d < I. Ent3o, podemos afirmar que dir < d. Assim, de
(3.14), podemos afirmar que na rodada v’ + 1 a posi¢ido m do padrao estaré
alinhada com uma posigio u’' do texto tal que u < v’ < k + ja| — |6, em
contradicao & escolha de r'. O

Lema 3.10 O nimero de posigbes do texto entre k + 1 e k + |a| cujos
caracteres foram comparados com caracteres do padrio antes da rodada r
é, no maximo, 3 |8 — 3.

Demonstragdo : Considere uma rodada r' anterior a r que compara caracte-
res do texto cujas posigdes estao entre k+1 e k+ |e|. Entdo o alinhamento
entre as posi¢des v do texto e m do padrdo satisfaz

E+1<u<k4|q.

Nos casos em que u < k + |#] entio, dentre as posicbes que estamos
levando em consideracio, somente as posices k + 1,---,k + |8l — 1 po-
dem participar de comparagoes, isto é, neste caso temos no maximo |§| — 1
comparacoes.

Nos casos em que u > k+ ||, pelo lema 3.9, temos que u > k4 |a| - |4].
Nestes casos, pelo lema 3.8, somente as posigdes de k + || — 2|0 + 2 até
k+la| —1 poderiam vir a ser comparadas, o que fornece um total de 2 |8} —2
posigoes.
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O total combinado de posigdes do texto entre k+1 e k + |a| que podem
vir a ser comparadas antes da rodada r nao excede portanto a 3|0 — 3, e
corresponde as posicoes de k+ 1 a k+ |0 —ledek +ja| —2(0]+2 a
k+|al—1. D

Finalmente, podemos demonstrar a validade de (3.4). Na rodada r,
foram comparadas 1. = |a| + 1 posicdes de k a k + |a|. No intervalo de
k+1 ak+ |al, pelo menos ja} — 3(|8] — 1) posigoes foram comparadas pela
primeira vez. Assim, -

62T —1-306-1).

Lembrando que |#]| < |8| < d., entao
CT 2 Tr — 3d’l’ + 21

o que implica que
7. < 3d, + ¢,

como queriamos demonstrar.

Portanto, a inequagio (3.4) também é verdadeira no caso em que a
rodada r se encerra com uma falha. Logo, agrupando os resultados estabe-
lecidos para o caso de sucesso e de falha temos o seguinte resultado:

Teorema 3.11 Se o padrio nao é periddico entdo o nimero de comparagdes
efetuadas pelo algoritmo BM nao excede 4n. D

Observe que a hipétese de que o padrio nio é periédico é utilizada
apenas no caso em que a rodada de verificagdes se encerra com sucesso.
Isto nos permite concluir que, qualguer que seja o padrao, se ele nio ocorre
no texto entao o nimero de comparagoes efetuadas pelo algoritmo BM néo
excede 4n. Assim, podemos estabelecer as seguintes afirmacbes:

Coroldrio 3.12 Se o padrdo ndo ocorre no texto entdo o mimero de com-
paragoes efetuadas pelo algoritmo BM nio excede 4n. O

Corolério 3.13 Se o padrdo ocorre v vezes no texto entdo o nimero de
comparagdes efetuadas pelo algoritmo BM néao excede 4n + 5vm — 8v.
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Demonstragdo : Por indugao em v. Seja C(n,v) o mimero de comparagoes
cfetuadas pelo algoritmo BM para obter as v ocorréncias do padrdo num
lexto de comprimento n.

Se v = 0 entio o padrao nio ocorre no texto e portanto, pelo co-
rolario 3.12, C(n,0) < 4n.

Suponha por hipdtese de indugao que se o padrao ocorre v —1 vezes num
texto de comprimento n entdo C(n,v ~ 1) < 4n + 5{v — 1)m — 8(v — 1).
Agora, considere um texto de comprimento n no qual hd v ocorréncias do
padrdo e seja k a posigdo neste texto onde se inicia a rodada de verificagoes
que obtém a v-ésima ocorréncia deste padrao. Assim, no prefixo do texto
de comprimento k — 1, ou seja, em ¢;...%x_1, existem v — 1 ocorréncias do
padrdo. Além disso, a v-ésima ocorréncia € obtida na posicao k — m + 1,
ou seja, tg_my1.-.-1k= P1...Pm € portanto, em tx_,qp2...1, ndo hi mais
nenhuma ocorréncia do padrio, isto é, o padrdo ndo ocorre no sufixo do
texto de comprimento n — k 4+ m — 1. Assim, temos que

Cln,v) < Clk-lLv-1)+m+C(n—k+m—1,0)

H.IL
< 4k—-1)4+5(v—-1)ym—-8v—-1)+m+dn—k+m—1)
4n + Hvm — 8.

3.4 Variagoes do Algoritmo BM

Desde que foi apresentado em [BM77], o algoritmo BM tem despertado o
interesse de varios pesquisadores que o investigam ou com o intuito de ana-
Lisar a sua complexidade que, conforme vimos na secdo 3.3, é um problema
intrincado ou com o intuito de obter “novos” algoritmos que apresentem um
melhor desempenho. Em fungdo disto, tém surgido diversas variages do
algoritmo BM que geralmente apresentam uma ou mais dentre as seguintes
caracteristicas:

e 530 mais simples do que o algoritmo original e, em média, apresentam
um desempenho semelhante ao do algoritmo original;

» a anilise de complexidade € bem mais simples do que a do algoritmo
original;
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® na pratica, apreseniam um desempenho melhor do que o do algoritmo
original.

Nesta segao descreveremos algumas das variagdes do algoritmo BM,
sendo que devido ao grande numero de variagdes existentes, vamos res-
tringir a nossa discussio aquelas que possuem um valor histérico, ou seja,
aquelas que contribuiram com novos conceitos que foram utilizados por mui-
tas outras variagoes.

E importante tessaltar que as variagoes a serem descritas foram base-
adas no algoritmo BM original que, conforme vimos nas segoes 3.1 e 3.2,
determina o deslocamento através das fungbes s; e sz3 (unificagio de s; €
s3). Entretanto, a maioria das modificagbes propostas nas diversas variagoes
também se aplicam & versdo do algoritmo BM apresentada na secao 3.1, onde
o deslocamento é determinado através das funcgbes sy, 53 € s3. Como, em
nossa opinido, esta versio do algoritmo BM é mais clara do que o algoritmo
original entdo descreveremos as variacdes do algoritmo BM nos baseando
na nossa versao, que nao unifica s, e s3.

3.4.1 O Algoritmo de Galil

Este algoritmo, que indicaremos por BMg, fol uma das primeiras vartagoes
do algoritmo BM e foi desenvolvida por Galil [Gal79]. A sua principal ca-
racteristica é que ele contorna em parte o “esquecimento” do algoritmo BM
utilizando uma observagdo muito simples que é a seguinte: no algoritmo
BM, quando uma rodada de verificacbes se encerra com sucesso, o deslo-
camento do padrao é determinado através da maior borda deste padrao.
Vale lembrar que, neste caso, o deslocamento é de j — s3(1). Como s83(1) €
a maior borda do padrido entdo m — s3(1) € o menor periodo deste padrao.
Assim, na préxima rodada de verificagbes, bastaria compararmos o sufixo
do padric de comprimento m — s3(1), pois, ji sabemos que o prefixo do
padrdo de comprimento s3(1) é igual & parte do texto alinhada com ele.
Veja figura 3.17. Isto nos permite concluir que numa rodada de verificagoes
efetuada imediatamente apds uma rodada que se encerra com sucesso, se
o sufixo do padrdo de comprimento m — s3(1) for igual a parte do texio
alinhada com ele entdo esta rodada também se encerra com sucesso.
Conforme veremos a seguir, esta pequena modificagic no algoritmo ori-
ginal faz com que o algoritmo BMq seja linear qualquer que seja o padrao.
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Texto }
dada r b "
$UCesso) 1 m
N o
Rodada » + 1 1 Sajtl-) ________ 7;0,

Figura 3.17: o é a maior borda do padrao. Entdo « é igual a parte do texto
alinhada com ele.

Inicialmente, observe que o mimero de comparagdes efetuadas pelo algo-
ritmo BMg € menor do que ou igual ao mimero de comparagdes efetuadas
pelo algoritmo BM. Pelo teorema 3.11 e pelo coroldrio 3.12 temos que
se 0 padrao néo é periédico ou se o padrio ndo ocorre no texto entdo o
nimero maximo de comparagoes efetuadas pelo algoritmo BM é 4n. Con-
seqlientemente, neste caso, o algoritmo BMg também efetua no méximo 4n
comparagoes.

Agora, vamos analisar o comportamento do algoritmo BMg no caso em
que o padrao é periédico e ocorre no texto. Assim, assumindo que o padrio
é periddico e que ele ocorre no texto, seja # o menor elemento periédico do
padrio e seja B := {r,...,7 + u} um conjunto de rodadas de verificactes
consecutivas que se encerram com sucesso tais que se existe a rodada r — 1
ou a rodada r + u + 1 entdo estas rodadas se encerram com uma falha.
Denominaremos o conjunto B de bloco de ocorréncias. Vamos mostrar que,
como o padrdo é periddico entio duas ocorréncias deste padréo no texto,
que nao pertencem a um mesmo bloco de ocorréncias, estio distantes mais
do que % posigbes no texto.

Lema 3.14 Sejam By := {r,...,r1 + u1} e By := {rs,..., 72 + uy} dois
blocos de ocorréncias tais que r; + u; < rp e sejam k e k' as respectivas
posi¢bes no texto onde as rodadas r; + ¥y e r; se iniciaram. Se o padrao é
periddico entio k' — k > 2.

Demonstracto : Sabemos que no algoritmo BMg o deslocamento € obtido
exatamente como no algoritmo BM, ou seja, através das fungdes 51, sz € s3.
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Texto

Rodada ry + u; F y 161

(sucesso)

Rodada r1 +u; +1 0
(falha) 8

Rodada {1 + 1y + 2

(sucesso)

Figura 3.18: Se a rodada r; + u1 + 2 se encerra com sucesso entao 3, onde
18] = m — (|8] + d), ¢ uma borda do padrio.

Assim, como a rodada r; 4+ u; se encerra com sucesso entao o deslocamento
do padrio apos esta rodada sera de m — s3(1). Seja 8 o sufixo do padrio de
comprimento m — s3(1).

Agora, pela definicio de bloco de ocorréncias, a rodada r1 + u; + 1 se
encerra com uma falha. Dai, seja f; o caractere do texto onde houve a falha
na rodada r; + u; + 1 e seja d o deslocamento efetuado apds esta rodada.
Vamos mostrar que se ||+ d < Z entdo a rodada ry 4+ u; + 2 também se
encerra com uma falha.

Suponha por absurdo que |8} +d < 2 e que a rodada r; + uy + 2
se encerra com sucesso. Entdo, podemos concluir que (veja figura 3.18)
existe uma borda no padric cujo comprimento é m — (|8| -+ d). Dai, pela
proposigao 1.11 item (ii), temos que |8} + d é um perfodo do padrio.

Agora, como |0] e ||+ d sdo periodos do padrio e como |8} +]0|+d < m
entao, pelo corolario 1.18, d também é um periodo do padrado. Dai, como
d é o deslocamento efetuado apds a rodada r; + u; + 1 entdo, na rodada
r1 + uy + 2, teremos #; alinhado com um caractere do padrdo que é igual
aquele alinhado com t; na rodada r + u; + 1. Isto implica que a rodada
r1 + u; + 2 se encerra com uma falha, 0 que nos leva a uma contradigio.

Portanto, uma rodada de verificagdes que é realizada apds a rodada
ry -+ U4y € que se encerra com sucesso deve se iniciar numa posi¢do do texto
cuja distancia em relagdo ao inicio de r; + u; € maior do que 3. O |
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Corolario 3.15 Se o padréo € periddico entdo o nimero de blocos de
ocorréncias existentes no texto ¢ no maximo -2”% D

Agora, conforme vimos anteriormente, o algoritmo BMg ¢é exatamente
idéntico ao algoritmo BM original até que a primetra ocorréncia do padrao
no texto seja obtida, isto é, até atingirmos a primeira rodada de verificagées
de um bloco de ocorréncias. A partir dai, em cada rodada de verificagfes que
pertence aquele bloco de ocorréncias, sio efetuadas exatamente m — s3(1)
comparagoes. Visto que o deslocamento, apds uma rodada que se encerra
com sucesso, é de m — s3(1) posigdes entédo, durante a realizagio de um bloco
de ocorréncias, nenhum caractere do texto é comparado mais de uma vez.
Isto é, supondo que um bloco de ocorréncias é composto por u+1 rodadas de
verificagbes entdo, durante a realizacdo deste bloco de ocorréncias ocorrem
exatamente m +u - (m — s3(1)} comparagdes. Depois de encerrado um bloco
de ocorréncias, o algoritmo BMg volta a ser idéntico ao algoritmo original
até que a préxima ocorréncia do padrdo no texto seja obtida, isto €, até que
o préximo bloco de ocorréncias seja atingido.

Assim, temos que ¢ nimero de comparagoes efetuadas pelo algoritmo
BMg € igual 2 soma entre o ndmero de comparagdes efetuadas pelo al-
goritmo BM original para obter a primeira ocorréncia de cada bloco de
ocorréncias mais o nimero de comparacdes efetuadas na realizacao de cada
bloco.

Como, pelo corolario 3.15, existem no maximo 2 blocos de ocorréncias
entdo, pelo coroldrio 3.13, o numero de comparacdes efetuadas pelo al-
goritmo BM original para obter a primeira ocorréncia de cada bloco é
O(n + £m) =0(n). :

Além disso, vimos acima que, em cada bleco de ocorréncias, os caracteres
do texto sfo comparados uma dnica vez. Entdo o nimero de comparagdes
efetuadas na realizacio de todos os blocos € O(n). Assim, temos que:

Teorema 3.16 No algoritmo BMg ocorrem no méximo O(n) comparagoes.
(|
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3.4.2 O Algoritmo de Apostolico e Giancarlo

Conforme vimos anteriormente, o algoritmo BM, depois de deslocar o
padrao, “esquece” todas as informacgbes que foram obtidas a respeito do
texto. Este esquecimento, além de dificultar a andlise de complexidade
deste algoritmo, também faz com que geralmente sejam efetuadas diversas
comparacbes que poderiam ser evitadas.

O algoritmo BMg, descrito na se¢do 3.4.1, aborda parcialmente esta
-questao, eliminando o esquecimento quando uma rodada de verificagoes se
encerra com sucesso. Entretanto, ndo é adotado nenhum mecanismo para
tentar eliminar ou diminuir o esquecimento caso uma rodada de verificagoes
se encerre com uma falha.

A primeira tentativa de eliminar completamente o esquecimento do algo-
ritmo BM foi proposta em [KMP77] e consiste em construir uma tabela de
estados contendo todas as combinagdes de caracteres do padrdo que pode-
riam vir a ocorrer durante a busca deste padrao num texto qualquer. Assim,
cada combinacao é representada por um estado da tabela e, durante o pro-
cessarmnento do texto, a cada caractere “lido” no texto ocorre uma mudanca
de estado correspondente a nova combinacgao obtida. O problema é que o
mimero de estados pode ser muito grande, o que inviabiliza a utilizagdo
desta variacao do algoritmo BM. Para maiores detalhes sobre esta vanacao
do algoritmo BM vide [KMP77).

Agora, uma outra variagido do algoritmo BM que também visa eliminar
o esquecimento do algoritmo original foi proposta por Apostolico e Gian-
carlo [AG86]. A principal caracteristica desta variacdo, que denotaremos
por BM g, € que, durante o processamento do texto, sio armazenadas in-
formacoes sobre as partes deste texto que se tornam conhecidas e estas
informagbes sdo posteriormente utilizadas para evitar comparagoes desne-
cessarias. Como veremos mais adiante, o algoritmo BMag é capaz de reali-
zar o reconhecimento do padrio no texto efetuando no maximo 2n —m +1
comparacdes. Além disso, a analise da complexidade deste algoritmo € bas-
tante simples.

Inicialmente, para descrever o algoritmo BMag, considere a figura 3.19
que ilustra duas rodadas de verificagbes consecutivas realizadas pelo al-
goritmo BM. Suponha que na rodada de verificagbes r obtivemos que
thomat it -+ bk =Pj41.--Pm € QuUe fg_myi 7 pj se 3 > 0. Além disso, su-
ponha que apds a rodada r houve um deslocamento de d posigdes, conforme
mostra a figura 3.19. Assim, se na rodada r + 1 houverem d comparagGes
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_ o o
Texto : ' —
k—m+j+1 ko k4d
- A
Rodada r r j*ﬁl _..,,;;_d_*
— §i
Rodada r +1 ——t— - )
3—d+1 m—-—d m

Figura 3.19: Da rodada r temos que a = 8. Dal, se v é um sufixo do padrao
entio 7 = § e portanto, v = «. Assim, na rodada r + 1, nao precisamos
comparar 4 com a.

entre o padrao e o texto e todas resultarem em igualdades entio podemos
concluir que:

® S€ Pidtl- - Pm—d (¥ Da figura 3.19) é um sufixo do padrio, ou seja,
se 7 = f3, entdo a parte do texto ty_myjt1 ...tk (@ na figura 3.19) nao
precisa ser novamente comparada, pois, da rodada r temos que o é
igual ao sufixo do padrao de comprimento m — 37, ou seja, a = §, o
que implica que a = +. Portanto, a rodada de verificagdes poderia
prosseguir a partir da posi¢ao j — d no padrio e ¥ — m + j no texto.

® S€ Pi—gi1 - - - Pm—d (¥ Da figura 3.19) nio é um sufixo do padrio entéo
7 # B = « e portanto, a rodada r + 1 se encerraria com uma falha em
alguma posigao do texto entre k —m + j + 1 e k. Assim, a parte do
texto tx—mij+1 - - - Lk também nao precisa ser novamente comparada e
a rodada r 4 1 pode ser encerrada com uma falha.,

Observe que no segundo item acima teremos uma rodada de verificacoes
se encerrando com uma falha, porém ndo teremos precisamente os caracte-
res do texto e do padrio que causaram esta falha. Isto faz com que seja
necessaria uma pequena modificagio na maneira como o deslocamento do
padrao é calculado. Posteriormente, descreveremos esta modificagéo.

Conforme vimos acima, se conhecermos as repetigoes dos sufixos do
padrao no préprio padrio e as partes do texto que, em cada rodada de
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verificagbes, foram igualadas a sufixos do padrao entdo podemos eliminar
o esquecimento do algoritmo BM. Para armazenar as partes do texto que
foram igualadas a sufixos do padrdo vamos utilizar um vetor S que, para
facilitar a descrigao, possuira um tamanho igual ao comprimento do texto,
isto é, S[1...n]. Na realidade, conforme descrito em [AG86], o tamanho de
S pode ser igual ao comprimento do padrao.

Dai, se numa  rodada de verificagoes obtivermos
que tx_miit1 -« Lk=Pi4+1 .+« Pmy OU S€ja, se obtivermos que fx_pmyjt1 ...tk
é um sufixo do padrio de comprimento m — j entio armazenaremos em
S[k] o valor m — j.

Além disso, as repeti¢des dos sufixos do padrao no proprio padrdo serdo
descritas através de uma fungdo logica @ : {1,2,...,m} x {1,2,...,m} —
{verdade, falso} que é dada por:

verdade se (U > V€ Py_yp1 Py = Prn—yil - - - D) OU

Qu,v):= (u<vep ...pyu = Provtl - Pm)
falso  caso contrario.

Em outras palavras, o valor de Q(u, v), para v < u, indica se py_ys1 - - - Pu
€ ou nao um sufixo do padréo e, para v > u, Q{u,v) indica se p; ...pu € ou
nao um sufixo do padrao.

Assim,paraum dado k: 1 <k <nej:1<jij<mseSkli>0e
Q(7, S[k]) = verdade entio uma das situagoes ocorre:

e se j > S[k] entdo

tsl+r---tk = Pm-SlE+1---Pm
= D;-Sk+1.-.D5,

onde a primeira igualdade é devido A definicdo de S e a segunda é
devido & definicdo de Q. Portanto, #x_sij41 - - -tk =Pj_sir)41 - - - Pi-

e se j < S[k] entdo, pela definicdo de 5, temos que

Li-Slkl+1 -+ - Tk = Pru—S[K+1 « - - Pms

o que implica que

tk_j.|.1 [ tk = Pm~ji+1+++Pm-
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Agora, pela definicdo de (J, temos que

Pmejt1«e+Pm = P1---Pj-
e portanto, tx—j1y ...tk =p1...p;

Desta forma, assumindo que os valores de S e de @ ja foram deter-
minados entdo podemos concluir que, durante uma rodada de verificagoes,
ao atingirmos uma posi¢do & no texto e j no padrao tal que S[k] > 0 e
Q (7, STk]) = verdade entéo se j > S[k] a rodada de verificagdes pode pros-
seguir a partir das posi¢des k — S[k] no texto e ;7 — S[k] no padrdo. Por
outro lado, se 7 < S[k] entdo foi obtida uma ocorréncia do padrao no texto
a partir da posicdc &k — 7 + 1 e a rodada de verilicagbes se encerra com
sucesso. A figura 3.20 ilustra estas situagoes.

Agora, se S[k] > 0 e Q(j,5[k]) = felso entdo a rodada de verificacdes
se encerra com uma. falha.

Finalmente, se S[k] = 0 entdo devemos comparar t; com p; € caso esta
comparacao resulte numa igualdade prosseguimos com a rodada de veri-
ficagOes, repetindo o processo descrito acima, nas posi¢des k — 1 do texto e
§ — 1 do padrao.

Conforme salientamos anteriormente, no algoritmo BM g, uma rodada
de verificaghes pode se encerrar com uma falha sem que se conheca precisa-
mente os caracteres do padrio e do texto que causaram esta falha. Este fato
faz com que seja necessario um pequeno ajuste na funcao de deslocamento
A que foi definida na secio 3.1.

Para adequar a fungio A, cujo valor é dado através de sy, 5, € 83, & nova
situagdo, vamos inicialmente modificar a fungio s;. Indicaremos por s} a
variagdo da fungdo sz, sendo que:

s3(7) 1= max{t|(z = 0) ou (0 <2 < j e piys ... Piym—i = Pis1---Pm)}}.

Note que, comparando as defini¢bes de s; € de s5, verificamos que para
obter s, apenas eliminamos a condigéo p; # p; da definigdio de s; (lembre-
se de que naquela fung¢do p; indicava o caractere do padrao onde houve a
falha).

Vale acrescentar que para obter os valores de s}, podemos utilizar ba-
sicamente o mesmo algoritmo que fornece os valores de s; (figura 3.10)
exceto que no lago repetitive mais interno devemos eliminar a condigdo

Pm—; '_/" Pm—i-
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[44
Texto Py ].;*___’_ ______
)
Paddo  "TSE1 5 mosYT R

(a) j > S[k]. Devido a S[k], @ = B e devido a Q(j, S[k]), B = ~.

Dai, o = .
e I F
—u o] = |8} = |
Texto : o mmmm—mmmm .
k- Slkl+1 k
(k] 5
X B
Faddo e T

(b)J S S[k] DEVi.dO a S[k], a = ﬁ entio th = ﬁ’, Devido a
QG STED), B = . Dai, o/ = 1.

Figura 3.20: Ilustracdo do algoritmo BMag. As partes tracejadas no padrao
e no texto indicam as posi¢bes comparadas durante uma rodada de veri-

ficagbes até que seja obtido & no texto tal que S[k| > 0.
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Além da funcio s,, deveriamos modificar também a funcio s,, visto que
o argumento desta funcdo € o caractere do texto onde houve a falha. No
entanto, no caso da fungao sy, podemos contornar este problema da seguinte
forma; quando atingimos uma posigéo k no texto e uma posigao j no padrao
tais que S[k] > 0 e Q(J, S[k]) = falso entdo sabemos que ha uma falha e que
esta falha ocorre entre as posicoes k— S[k]+1 e k do texto (veja figura 3.20).
(Como a rodada de verificagoes se processa da direita para a esquerda ento
k é a primeira posi¢do no texto onde esta falha poderia ocorrer. Assim, se
sempre utilizarmos ¢ como argumento da funcio s; entio nio é necessario
alterar a defini¢io de s;.

Vale ressaltar que desta forma podem ocorrer situagdes em que a fungio
1 nao contribui para o deslocamento (no caso em que Q(j, STk]) = falsoe
iy = pj, ou seja, a falha ndo é devido a £;). Mas, nestes casos, as fungdes s
e 33 garantem umn deslocamento de, no mintmo, uma posigio.

Finalmente, a fungdo s3 ndo necessita de nenhuma alteracio, pois ela
ndo depende do caractere do padrao onde houve a falha.

Na figura 3.21, apresentamos uma implementag¢do do algoritmo BMg
na qual utilizamos A’ para representar a “nova” fun¢io deslocamento, cuja
descri¢ao foi dada acima.

Agora, vamos mostrar que o nimero de comparacoes efetuadas pelo
algoritmo BM ¢ € no méximo 2n —m+ 1. Observe que se uma comparacio
entre um caractere do texto e do padrao resulta numa igualdade entdo o
valor de S[I] (I é a posigao do texto onde a rodada de verificagSes se iniciou)
¢ atualizado ao final da rodada de verificagbes e engloba este caractere do
texto. Desta forma, este caractere do texto ndo serd mais comparado em
nenhuma outra rodada de verificagoes. Assim, cada caractere do texto pode
se envolver em, no maximo, uma comparagao que resulte em igualdade.
Por outro lado, se a comparacdo resulta em uma diferenca entio haverd um
deslocamento no padrio que serd de, no minimo, uma posi¢io. Isto implica
que haverd no maximo n — m + 1 diferengas, pois este &€ o mimero maximo
de deslocamentos possiveis. Portanto, o nimero maximo de comparagdes
efetuadas pelo algoritmo BMug € 2n —m + 1.

Para encerrar esta secido, vamos descrever como os valores de ) podem
ser determinados. Observe que dados uev taisquel Cu<mel <v < m,
Q(u,v) = verdade se, e somente se, ou v < U € Py_yt1 - .. P & um sufixo do
padrao, 1sto €, py—yqi ... Pr€umabordade py_yy1.--prnouv > uep;...p,
é um sufixo do padrio, isto é, p;...p, é uma borda do padrio. Portanto,
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Algoritmo BMag;
Entrada : O padrdo p e o texto .
Saida : Lista das posi¢des onde o padrdo ocorre no testo.

begin
= m;
{l € a posi¢do no tezto onde as rodadas de verificacées se iniciam.}
while [ < n do

begin
ji=m: k=1l
while (7> ) and. (51K > ) and QU SED) or (7, =) do
egin

j =7 — max(l, S[k]),
k := k — max(1, S[k])

end;

if § <0 then

begin
write (‘o padrao ocorre na posigio ’, I — m 4 1);
7:=0

end;

Sl :=m —j§;

Di=14 A5, 8ms;)

end

end;

Figura 3.21: Uma implementagao do algoritmo BM .
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podemos determinar os valores de () se conhecermos todas as bordas de
cada sufixo do padréo. '

Agora, através da descrigao apresentada na se¢do 3.2 (proposiciao 3.4)
sabemos que a representacio abreviada de um automato reconhecedor do
padrio em ordem reversa (B2) fornece todas as bordas de cada sufixo do
padrao.

Assim, para determinar os valores de (Q vamos langar méo de BY sendo
que para tal nos basearemos no lema a seguir. Vale lembrar que a transi¢do
de falha de BE ¢ indicada por g e que p® indica o padrio em ordem reversa.

Lema 3.17 Dados u:1 <u<mev:1<v<m, Qu,v)=verdade se, e
somente se, existe { > 1 tal que

u>v e v=gp(m—u-+v)
ou
u<v e u=gg(m).

Demonstragio : Pela definigio de @ temos que Q(u,v) = verdade se, e
somente se,

U>V € Py-ptler Py = Pm—vtl ---Pm
ou

USv € Pr--.Pu=Pm-utl-: Pm-

Equivalentemente, temos

u>v e pE i ...pB =P PR (3.19)
ou
u<v e Pﬁ_u+1 . -pfa = P{a ‘e Pf- (3.20)

Assim, (3.19) equivale a dizer que pft. .. pE éuma borda de pft...pR ...
Portanto, pela proposicao 3.4, temos que {3.19) equivale a dizer que existe
I>1 tal que v = gh{m —u+v).

Por outro lado, (3.20) equivale a dizer que pj...p2 é uma borda de
pi...pE e portanto, pela proposigao 3.4, temos que (3.20) equivale a dizer
que existe [ > 1 tal que u = gh(m). O

A partir deste lema, podemos elaborar facilmente um algoritmo que de-
termina os valores de . Na figura 3.22, apresentamos uma implementacao
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Algoritmo Obiém_Q;
Entrada : Tabela com os valores de gr, ou seja, BE.

Saida : Tabela com os valores de Q.

begin
for u:=1tomdo
for v:=1 to m do Q(u,v) := false;
fori:=1tom—1do
begin
v = grli);
while v > 0 do
begin
Q(m —1+v,v) :=true;
v := ggr(v)
end;
end;
u ;= gp(m);
while u > 0 do
begin
for v:=u to m do Q(u,v) ;= true;
u 1= gr(u)
end
end;

Figura 3.22: Uma tmplementagdo do algoritmo para determinar os valores

de Q.
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para este algoritmo. E ficil perceber que a complexidade do algoritmo é
O(m?).

E importante ressaltar que o algoritmo para determinar os valores de
(J apresentado acima é bem diferente do algoritmo originalmente proposto
em [AG86]. Embora ambos possuam a mesma complexidade, o algoritmo

por nds proposto é bem mais simples do que o algoritmo original.

3.4.3 O Algoritmo de Horspool

Nas segbes anteriores, vimos variagoes do algoritmo BM que foram propos-
tas com o intuito de diminuir ou eliminar o “esquecimento” do algoritmo
original. Agora, veremos uma variagao do algoritmo BM que néo se baseia
na questio do “esquecimento”. Esta variacao, que indicaremos por BMy, foi
proposta por Horspool {Hor80] e sua principal caracteristica é que embora
ela seja bem mais simples do que o algoritmo BM, na pratica o desempenho
destes dois algoritmos é muito proximo.

Conforme vimos na se¢ao 3.1, no algoritmo BM, o deslocamento A,
efetuado apds uma rodada de verificactes, ¢ determinado através das fungoes
s1, s2 € sz sendo que as fungdes sy e sz sdo altamente dependentes da
ocorréncia de repetigdes no padrao, ou seja, as fungées s; e s3 somente
contribuem de forma substancial para o deslocamento quando os sufixos do
padrio ocorrem em outras partes deste mesmo padrdo. Como, na pratica,
a existéncia destas “reocorréncias” é pouco freqliente entio, nestes casos,
as fungdes s e s3 pouco contribuem para o deslocamento do padrao.

Assim, a idéia central do algoritmo BMy é obter o deslocamento A utili-
zando apenas a fungio s; sem levar em consideragao as funcgoes $; € $3. Isto
permite uma economia de 2m posicoes de memoria que eram utilizadas para
armazenar os valores de s; € 53 (caso s; € s3 estejam umificadas na funcgio
g3 esta economia é de m posigoes). Portanto, o espaco utilizade pelo algo-
ritmo BMy depende apenas do tamanho do alfabeto ¥. Mais importante
do que esta economia, € que a etapa Inicial do algoritmo (processamento do
padrdo) torna-se consideravelmente mais simples. Entretanto, € importante
ressaltar que as fungdes s; e s3 sdo de fundamental importancia para ga-
rantir que o mimero de comparacées efetuadas pelo algoritmo BM, no pior
caso, seja linear no comprimento do texto (veja segéo 3.3).

Agora, suponha que o deslocamento A a ser efetuado apds uma rodada
de verificagdes seja determinado apenas através da fungio s1. Assim, se uma
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rodada de verificagOes se encerra com uma falha nas posigoes k do texto e j
do padrio entao A(j,1;) := j—sy(tx). Porém, se o deslocamento for definido
apenas desta forma, isto pode causar certos problemas ao algoritmo pois,
suponha que #; seja ignal a p; para algum ¢ : 7 < ¢ < m. Isto implica que
s1(tx) > 1 e portanto, A(j,tx) < 0, pois, A7, tx) = § — s1(te) <j—1i <0,
Como mostra a figura 3.23, isto pode tornar o algoritmo interminavel.

Padrao adbac

5 42345
Texto abcabacaab
adbac

adbac

adbac

Figura 3.23: Situacdo intermindvel que ocorreria se o deslocamento fosse
definido por A(j,tx) := j — s1(tx). Os caracteres sublinhados indicam os
caracteres comparados em cada rodada de verificagoes.

Uma solugdo 6bvia para este problema é definir A(y,#;) = max{l,7 —
s1(tx)}. Porém, Horspool observou que poderfamos obter uma outra
solugao, que no geral é um pouco mais eficiente, se alterarmos ligeiramente
a definicio e a forma como 3, ¢ utilizada.

Inicialmente, observe que s;(pm) = m. Agora, suponha que houve uma
falha nas posi¢des j do padrio e k do texto, isto é, p; # t, com 1 < j <
m. Além disso, suponha que f; = p,,. Entdo j — s1(tx) = 7 —m < 0.
Portanto, podemos concluir que o valor de s;(py,) € inatil, pois este valor
nunca contribui para o deslocamento do padrao.

Para dar utilidade ao valor de s;(py, ) podemos definir uma “nova” funcao
1, que denotaremos por sy, sendo que: para todo a € I,

s1g{a) ;= max{s|(s=0onu (1 <s<m—1ep, =a)}.

Isto €, para obter os valores de s;,, consideramos apenas o prefixo do padrao
cujo comprimento € m — 1. Desta forma, temos que, para todo ¢ € %,
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$1,(a) < m e portanto, m — s1,(e) > 1. Observe ainda que, para todo
0 € (T~ {pn}), s1,(a) = 5:(a)

Assim, o problema descrito acima (figura 3.23) pode ser contornado
através da fungdo s;, da seguinte forma: suponha que uma rodada de
verificagdes se inicia na posicio ! do texto, isto é, suponha que temos t;
alinhado com p,,. Como, para todo #;, 81,(t) < m entdo m — sy, () > 1.
Portanto, podemos estabelecer que, apos uma rodada de verificagoes que se
inicia na posicdo [ do texto, o padrao sera deslocado de m— s, (1)) posigoes.

Vale ressaltar que este deslocamento pode ser efetuado independente-
mente da rodada se encerrar com uma falha ou com sucesso pois, se t} # pm
entao a rodada se encerra com uma falha e 5 ,(#;) = s1(t;). Neste caso, pela
definicdo de sy, sabemos que m — s1,(#;) é um deslocamento vilido. Por
outro lado, se t; = p,, entdo o valor de s1,(%) indicard a posi¢do no padrao
(se existir) do segundo caractere mais a direita que ¢ igual a #;. Dai, é claro
que para todo ¢ : 8, (%) < ¢ < m, &) # p; e portanto, um deslocamento
menor do que m — s, ({;) ndo poderia levar a uma ocorréncia do padréo no
texto.

Concluindo, no algoritmo BMy, apés uma rodada de verificacdes que se
inicia com o caractere p,, do padrdo alinhado com o caractere {; do texto,
o padrdo é deslocado de Ay posi¢bes onde,

Ap(t) :=m — s1,(4).

Uma implementacio do algoritmo BMy € apresentada na figura 3.24.

Uma caracteristica importante deste algoritmo € que nele nao é funda-
mental que durante uma rodada de verificagbes as comparacoes sejam efe-
tuadas em ordem decrescente (da direita para a esquerda), ou seja, a ordem
em que as comparagoes sdo efetuadas durante uma rodada de verificagGes
pode ser totalmente arbitraria. Esta observagao deu origem a muitas outras
variagoes do algoritmo BM, como por exemplo, [Sun90}, [HS91], [Rai92]. Na
préxima secdo descreveremos algumas destas variagoes.

Como podemos perceber facilmente, o algoritmo BMy efetua, no pior
caso, O(mn) comparagbes. Por exemplo, se p =a™ et = a".

Entretanto, conforme demonstrado através de andlises tedricas e
empiricas apresentadas em [Hor80], [BY89b), [BY89a], [HS91], [BYR92]
e outros, o mimero de comparagdes efetuadas pelo algoritmo BMy é, em
média, muito préximo ac nimero de comparagoes efetuadas pelo algoritmo
BM original. Na secio B.4 apresentaremos algumas destas analises que mos-
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Algoritmo BMy; o
Entrada : O padrie p e o tezto 1.
Saida : Lista das posi¢des onde o padrdo ocorre no tezto.
begin
for a € ¥ do s1,(a) :=0;
for i:=1tom—1do sy, (p;) :=1;

l:=m;
while I < n do
begin
ji=0L k=1
while (7 > 0} and (p; =) do
begin
j=i=-1
k:=k—1,
end; ‘
if 7 = 0 then write (‘ o padrio ocorre na posicéo °, k + 1);
l:= l'+ AH(tf)
end -
end;

Figura 3.24: Uma implementagao do algoritmo BMy.
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tram que o algoritmo BMy assim como o algoritmo BM efetuam, em média,
O(Z) comparagdes, sendo que as constantes de proporcionalidade para estes
dois algoritmos sdo consideravelmente proximas. Assim, levando-se em con-
sideracao a simplicidade e eficiéncia, podemos adiantar que estas andlises
nos permitem concluir que o algoritmo BMy, juntamente com o algoritmo
BMs (descrito na préxima secdo), sao, em geral, os melhores algoritmos
conhecidos para o reconhecimento de padroes em texto.

3.4.4 O Algoritmo de Sunday

Esta variacdo do algoritmo BM, que denominaremos BMs, se baseia nas
mesmas idé1as da variagao BMy, ou seja, em BMs o deslocamento do padrao
também ¢ determinado utilizando-se apenas a funcao s;. O que difere BMs
de BMy é o caractere do texto utilizado como argumento da fungio s;. En-
quanto no algoritmo BMy o deslocamento do padréo é determinado através
do caractere do texto alinhado com p,,, em BMg este deslocamento é deter-
minado utilizando o caractere do texto que estd imediatamente a direita da-
quele alinhado com py,. Isto provém da seguinte observacao: apés qualquer
rodada de verificagdes, o padrdo é deslocado de, no minimo, uma posi¢io e
de, no méximo, m posi¢des. Assim, se uma rodada r se inicia na posi¢ao
! do texto entdo na rodada seguinte (r + 1) o caractere do texto fi41 ne-
cessariamente estard alinhado com algum caractere do padrao. Portanto, a
rodada r + 1 somente poderia se encerrar com sucesso se 11, for igual ao
caractere do padrio alinhado com ele. Logo, na rodada r, podemos utili-
zar o caractere {1y1 como argumento da fungéo s; e desta forma, podemos
deslocar o padrdo de {m + 1) — 81(t141) posigdes.

Concluindo, apds uma rodada de verificagdes que se inicia na posigao [
do texto, o algoritmo BMs desloca o padrao de A,(t;41) posigdes onde,

As(tu_l) = (m + 1) - 61(t1+1).

Como, para todo i1, 0 < 81(try1) < mentiol < A(fig1) Sm+ 1. As
sim, o deslocamento no algoritmo BMg pode ser ligeiramente maior do que
o deslocamento no algoritmo BMy. Além disso, em BMs néo é necessdrio
modificar a fungéo s;.

Visto que uma implementagio do algoritmo BMg pode ser obtida facil-
mente a partir do algoritmo BMy entdo nao a apresentaremos aqui. Além
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disso, em [Sun90] é apresentada uma implementagao bastante detalhada
deste algoritmo.

Agora, observe que no algoritmo BMg, assim como no algoritmo BMy,
a ordem em que uma rodada de verificagdes é efetuada pode ser completa-
mente arbitraria, isto é, ndo ha mais a necessidade de que as comparagées
sejam efetuadas da direita para a esquerda. Baseado neste fato, em [Sun90]
sdo apresentadas trés variacdes do algoritmo BMs, denominadas pelo autor
de quick search (QS), mazimal shift (MS) e optimal mismatch (OM). O que
distingue estas variagdes € a ordem em que as-todadas de verificagdes sao
efetuadas.

Em QS, as comparacoes sdo efetuadas da esquerda para a direita (ao
contririo do algoritmo BM original).

Em MS, as funcées s, e s3 sio novamente incorporadas ao algoritmo
BMj5s e assim, a ordem das rodadas de verificacbes é estabelecida de modo
a minimizar os valores de s; e de s3. Observe que a minimizagio dos va-
lores destas fungbes implica numa maximizagao do deslocamento. Para
incorporar s; e s3 ao algoritmo BMg, ou seja, para permitir que 8 e 33
possam ser utilizadas independentemente da ordem em que comparagoes
sao efetuadas® procedemos da seguinte forma: seja # uma permutacio de
{1,...,m} tal que 7 estabeleca a ordem das compara¢des durante as roda-
das de verificagoes, isto é, o 1-ésimo caractere do padrio a ser comparado é
dado por w;. Assim, se uma rodada de verificagGes se inicia na posicao k do
texto e esta rodada se encerra com uma falha na j-ésima comparacio entio
Pr; 7 th-mir;- Além disso, temos que os caracteres py,, pr, até pr,_, sdo
iguais aos respectivos caracteres do texto alinhados com eles, ou seja, para
todo i :1 <1< J, Py = Chmmbor; -

Desta forma, as funcoes s; e s3 devem ser redefinidas de modo a se adap-
tarem a nova ordem para as comparagoes. Como esta ordem é dada pela
permutagio 7 entdo devemos substituir os indices para o padrio, utilizados
na definicio de s, e s3, pelos indices dados por 7. Porém, ao efetuarmos
tais substituigées devemos incluir algumas restri¢oes nas defini¢bes destas
func¢ées de modo a impedir a ocorréncia de indices invalidos {menores do
que 1 ou maiores do que m). Isto faz com que a “nova” definicdo de sg
incorpore automaticamente a “nova” defini¢io de s3. Portanto, neste caso,
€ mais adequado utilizarmos a fungido s33 (unificacdo de sz e s3). Assim,

3Lembre-se de que sy fornece a posigao mais & direita das “reocorréncias” dos sufixos
do padrao e s3 fornece a maior borda destes sufixos.
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vamos redefinir $;3 de modo a permitir que esta funcdo possa ser utilizada
com uma ordem de comparagdes arbitriria dada por 7, ou seja,

so3(7;) :=max{m; —d|(d>1) e (x; —d < 1oups_q4# Pr,) e
((mi—d<l)ou (pr-a=pr) Vi:1 <1 <)}

Dai, o deslocamento é dado por
AT tkemim, ) i= Max{7; — 51 (Bkominr; ) 75 — s23(75) ).

Uma implementagao de um algoritmo que obtém a fung¢do s23 para uma
ordem arbitraria de comparagées pode ser obtida em [Sun90).

Finalmente, em OM, a ordem das rodadas de verificagfes € determinada
a partir da distribuicido de probabilidade de que os caracteres do alfabeto
ocorram no texto. Assim, conhecida esta distribuicao de probabilidade,
comparamos primeiro o caractere do padrio que possul a menor probabili-
dade de ocorrer no texto. Depois, comparamos o caractere do padrdo com
a segunda menor probabilidade e assim por diante. Desta forma, no caso
de rodadas de verificagbes que se encerram com uma falha, hi uma boa
possibilidade de obtermos uma diferenca entre o padrio e o texto efetu-
ando menos comparagdes do que seriam necessarias caso a rodada adotasse
a ordem original.

Em [Sun90] sio apresentados os resultados de andlises empiricas efetu-
adas com o intuito de comparar o desempenho das trés variagoes descritas
acima em relacio ao algoritmo BM original. Estes resultados mostram que
estas trés variagoes sao razoavelmente mais eficientes (realizam menos com-
paragdes) do que o algoritmo BM original, sendo que OM é a que apresenta
um melhor desempenho. Porém, esta analise também mostra que a dife-
renca de desempenho entre o algoritmo BM e estas trés variagdes decresce
3 medida que o comprimento do padrio aumenta.

Uma outra andlise empirica envolvendo as variagbes descritas acima foi
apresentada em [Smi9l]. Na realidade, os experimentos efetuados envol-
veram apenas a variagdo OM e foramn realizados visando avaliar os efeitos
da ordem de comparagoes sobre a eficiéncia desta variagao, ou seja, foram
estabelecidas diversas ordens de comparagdes e avaliou-se o desempenho do
algoritmo OM para cada uma das ordens utilizadas. Para determinar a
ordem em que as comparagOes seriam efetvadas foram estabelecidos dois
modelos: um modelo estatico e um modelo dinamico.
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No modelo estatico, a ordem das rodadas de verificagoes foi determinada
a partir de um conhecimento prévio da distribuigao de probabilidade de que
os caracteres do alfabeto ocorram numa categoria de textos (por exemplo,
inglés, francés, cédigo fonte em C). Neste modelo, a ordem é mantida fixa
durante a execucdo do algoritmo OM.

No modelo dindmico, o algoritmo OM inicia efetuando as rodadas de
verificagoes numa ordem qualquer e durante a execugdo do algoritmo esta
ordem é adaptada. Uma maneira de efetuar esta adaptacio é contabilizar o
numero de falhas causadas por cada caractere do alfabeto e comparar pri-
meiro os caracteres do padrdo que mais cansaram falhas até aquele momento
durante a execugao do algoritmo. Uma outra maneira se baseia no fato de
que se uma rodada de verificagdes se encerra com uma falha entio podemos
supor que naquela posi¢do do padrdo ha um caractere cuja freqgiiéncia no
texto € baixa, ou seja, a probabilidade daquele caractere ocorrer no texto
€ pequena e portanto, esta posicdo do padrdo passa a ocupar a primeira
posicdo na lista de posi¢bes a serem comparadas na préxima rodada. Esta
forma de adaptagdo foi a adotada nas avaliagbes descritas em [Smi91].

Os resultados apresentados em [Smi%l] mostram que a eficiéncia do al-
goritmo OM ¢é praticamente a mesma em ambos os modelos (estdtico e
dinamico) e portanto, o algoritmo OM também pode ser utilizado naquelas
situagoes em que ndo se conhece a distribui¢io de probabilidade do alfabeto
(neste casos, basta utilizar o modelo dindmico).

Texto a b dc a
Padrao ~a b ¢
Deslocamento via 31 ,(%;) a b c
Deslocamento via $1(t41) a b c

Figura 3.25: Diferengas entre os deslocamentos obtidos através de s;(%i41)
e de s3{&1).

Finalmente, neste mesmo artigo ([Smi9l1]), é apresentado um exemplo
(veja figura 3.25), onde o deslocamento obtido através de s;,{#;) (algoritmo
BMnu) é maior do que o obtido através de s1(2141) (algoritmo BMs). Diante
disto, Smith propés que o deslocamento A, seja dado por:

A, =max{(m+1) — s1(ti ), m — s1 (1)}
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3.4.5 O Algoritmo de Hume e Sunday

Quando Boyer e Moore apresentaram o algoritmo BM em [{BM77], eles
também propuseram uma pequena varia¢io considerando questoes de im-
plementacao. Nesta variagio, que denominaremos BM', somente iniciamos
uma rodada de verificagbes quando o caractere p,, do padréo estiver ali-
nhado com um caractere do texto igual a ele. Portanto, antes de iniciarmos
uma rodada de verificagbes, devemos obter um alinhamento entre o padrao
e o texto em que esta-condigao seja satisfeita. E claro que para obter o
alinhamento desejado ndo vamos comparar p, com o caractere do texto
alinhado com ele, pois sendo obteremos um algoritmo exatamente idéntico
a0 algoritmo BM.

Para obter o alinhamento desejado sem efetuarmos comparacdes entre o
padrao e o texto vamos utilizar uma funcéo s}, que é uma pequena, variacio
da fungao s;, sendo que, para todo ¢ € X,

si(a) = { sifa)  sead pn

—{n+1) caso contrario.

A fungio 8] € utilizada apenas para obter o alinhamento desejado en-
quanto que o deslocamento continua sendo determinado através de sy, s;
e s3. Porém, poderfamos unificar s; e s; em uma iinica fungio que seria
utilizada para os dois propdsitos.

Através da funcio s], o alinhamento desejado pode ser obtido da seguinte
forma: suponha que, no algoritmo BM original, uma rodada de verificagdes
deveria se Iniciar na posicao k do texto; dai, antes de efetivamente iniciar a
rodada de verificacbes, poderiamos analisar o valor de s}(t;). Observe que,
para todo @ # pm, s1(a) = s1(e) > 0. Assim, se s({x) = —(n+1) entdo t; =
Pm € este é um alinhamento desejado. Por outro lado, se sy(2x) # —(n+ 1)
entdo fx # pm O que implica que este néo é um alinhamento desejado e,
neste caso, podemos verificar outro alinhamento deslocando o padréo de
m — 8/ (tx) posi¢Bes, ou seja, podemos fazer k := k 4+ m — s{({z) e repetimos
a analise acima até obtermos o alinhamento desejado ou até que & > n.
No caso em que um alinhamento desejade é obtido entdo podemos iniciar
a rodada de verificactes a partir das posi¢bes m — 1 no padrio e k£ — 1
no texto. Por outro lado, se o alinhamento desejado nio é obtido entéo
podemos concluir que o padrao ndo ocorre nas préximas posigbes do texto.

Agora, na anélise acima poderiamos evitar as comparagoes entre s}(i)
e —(n + 1) observando que: para todo k tal que #; # p,, temos que k+m —
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si{te) = k + m — s1{tx) €, pela definicao de sy, s1(fx) 2 0. Como k < n
entdo k +m — si(tx) < k+m < n+ m. Por outro lado, se {; = p,, entdo
k+m—si(ty) =k4+m+n+1>n+m. Assim, k+m—si(ts) > n+mse, e
somente se, o alinhamento desejado é encontrado. Isto nos permite obter o
alinhamento desejado de uma forma bastante simples e eficiente, conforme
mostra o trecho de programa dado a seguir:

{ Neste ponto, k ¢ a posicio no tezxto
onde a rodada de verificacées se inicigria.}
while k <n do k= k4 s](t);
if £ <n <4 m then
write(’Q padrao nao ocorre nas proximas posigées do texto’);
else begin
ki=k—{(m+n+1);
{Como p,, = t; entéo inicie e rodeda de
verificagoes comj=m—1ek=k—-1.}

Para obter o algoritmo BM', basta incluir este trecho no algoritmo BM,
imediatamente antes de iniciar uma rodada de verificagoes.

Baseado no algoritmo BM’, Hume e Sunday elaboraram uma taxono-
mia dos algoritmos mais importantes para reconhecimento de padrdes em
texto. Nesta taxonomia, apresentada em [HS91), os diversos algoritmos
foram classificados em fungdo de como estes algoritmos executam os trés
componentes basicos do algoritmo BM’, que sdo: como o alinhamento de-
sejado é obtido, em que ordem as rodadas de verificacdes sao efetuadas e
como o deslocamento é determinado.

Além disso, neste mesmo artigo, os autores propdem duas variacoes para
o algoritmo BM' que foram denominadas tuned Boyer Moore (TBM) e least
cost (LC). Em ambas, as comparagoes sio efetnadas da esquerda para a
direita (ao contrario do algoritmo BM) e o deslocamento é determinado
através das funcéo s;, s; € 33 sendo que s; e s3 sdo adaptadas a nova ordem
para a rodada de verificacbes (conforme descrito na segéo 3.4.4). Entretanto,
as duas variagbes diferem na forma como o alinhamento desejado € obtido.
Em TBM o método utilizado é uma otimizacdo do método estabelecido no
algoritmo BM'. Em LC, ao invés de obter o alinhamento desejado baseando-
se no caractere p,,, utihiza-se o caractere do padrao que possui o mais baixo
custo de busca, sendo que este custo € calculado a partir da probabilidade
do caractere ocorrer no texto e da posigdo do caractere no padriao. De
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acordo com os resultados obtidos através de andlises empiricas realizadas
pelos autores, as variacées TBM e LC foram cerca de 4.5 vezes mais eficiente
do que o algoritmo BM original.

Para encerrar a se¢do 3.4 é importante ressaltar que na descricao de di-
versas variagoes do algoritmo BM referenciamos anélises empiricas efetuadas
com o intuito de comparar esta(s) variagio(Ges) com o algoritmo original.
Nestas andlises, as fungdes s; € s3 ndo foram consideradas, pois conforme vi-
mos anteriormente, na pratica, elas pouco contribuem para o deslocamento
do padrao. Entretanto, esta suposi¢ao nao é verdadeira quando o alfabeto é
pequeno. Por exemplo, no caso de reconhecimento de padroes em seqiéncias
de DNA, onde |¥| = 4. Nestes casos, as fungdes s; e 33 e suas variagdes
contribuem consideravelmente para o deslocamento do padréo (veja [HS91])
e portanto, ndo podem ser desprezadas.






Capitulo 4

Contribuicoes e Conclusoes

Inicialmente, vale lembrar que, conforme estabelecemos na secdo 1.1, os
principais objetivos deste trabalho eram descrever e analisar de forma clara
€ precisa os principais algoritmos para reconhecimento de padrdes em texto.
Assim, em nossa opiniao, os objetivos estabelecidos foram plenamente al-
cancados. Entretanto, é importante destacar que, além de atingir os objeti-
vos propostos, conseguimos obter alguns resultados interessantes. A seguir
relacionaremos aqueles que merecem um maior destaque.

No caso do algoritmoe KMP, a utilizacao efetiva de autématos na sua des-
crigdo (o que é uma contribuigio relativamente original), realmente tornou
esta descricao comsideravelmente mais simples do que aquelas geralmente
apresentadas em outras publicacoes. Além disso, a analise deste algoritmo
foi apresentada de forma bem mais clara do que a originalmente proposta
em [KMP77]. Em particular, destacamos a demonstragao do teorema 2.17
que, na sua forma original, é mais longa e complexa (utiliza conceitos sobre
periodicidade).

No caso do algoritmo BM, apresentamos uma varia¢io inédita deste algo-
ritmo que, além de permitir que a descrigdo se tornasse mais compreensivel,
em alguns casos, € mais eficiente do que o algoritmo original (conforme vi-
mos através de um exemplo). E importante notar que esta variagdo nunca
apresenta um desempenho pior do que o algoritmo original (futuramente,
pretendemos analisar empiricamente a variagdo proposta para avaliar se, na
prética, ela realmente tem um desempenho melhor do que o algoritmo BM).

Agora, conforme o leitor deve ter notado, a andlise de complexidade do
algoritmo BM é, sem divida, um problema longo e complexo. Neste caso, a

119



120 Contribuicdes e Conclusdes

nossa principal contribui¢ao foi apresentar detalhadamente a demonstracio
dos varios resultados auxiliares (além de descrever o conceito de anilise
amortizada). Em nossa opinido, esta abordagem diddtica tornou a analise
mals compreensivel.

Na descricdao das variagdes do algoritmo BM prosseguimos adotando
a mesma estratégia de tentar manter a clareza da descrigio evitando, ao
maximo, utilizar truques de programagao (que tornam o algoritmo um
pouco mais eficiente), mas que geralmente obscurecem a sua compreensio.
Neste caso, a nossa principal contribuigdo foi a descri¢io de um algoritmo
inédito para obter os valores da funcio ¢ (utilizada pelo algoritmo BM »q,
secao 3.4.2) que é consideravelmente mais simples do que o algoritmo origi-
nal.

Agora, analisando o trabalho como um todo, verificamos que consegiti-
mos descrever e analisar de maneira bastante didatica os principais algo-
ritmos para reconhecimento de padrdes em texto. Isto, por si s, é uma
contribuigao considerivel, principalmente se observarmos que diversos au-
tores relatam que, de certa forma, o que impede uma maior utilizagao des-
tes algoritmos é exatamente a dificuldade em compreendé-los (na secdo 1.1,
apresentamos comentirios de alguns autores sobre este problema). Por-
tanto, a organizacao e a descricio clara dos principais algoritmos para re-
conhecimento de padrdes em texto contribui para amenizar um pouco esta
situacao.

Em nossa opiniao, estas foram as principais contribuicoes oferecidas aos
leitores.

Finalmente, o trabalho desenvolvido nos permite estabelecer dois tipos
de conclusbes, ambas relacionadas a questdo da eficiéncia dos algoritmos. A
primeira se refere as andlises de pior caso, sendo que a partir delas podemos
concluir que, nestas situacdes, os algoritmos que apresentam um melhor
desempenho sao os algoritmos KMP € BMag que realizam cerca de 2n —m
comparagbes. Porém, como o algoritmo BM g utiliza algumas fungdes que
sao mais onerosas de computar do que a utilizada pelo algoritmo KMP entdo
temos que, considerando o pior caso, o algoritmo KMP é o que apresenta o
melhor desempenho.

Por outro lado, considerando as analises de caso médio (tedricas e
empiricas) podemos concluir que, na pritica, o algoritmo Ingénuo é (quase)
tdo bom quanto o algoritmo KMP e, mais importante do que isto, é que o
algoritmo que invariavelmente {(em média, é claro) apresenta o melhor de-
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Figura 4.1: Complexidade dos algoritmos Ingénuo, KMP ¢ BM.
t se o padrdo néo é periédico ou se ele ndo ocorre no texto temos 3n — 2
1 mais precisamente, este limite se refere ao algoritmo BMy.

sempenho é o algoritmo BMy (é importante salientar que o algoritme BMs
apresenta um desempenho semelhante ao do algoritmo BMpy, porém ele é
pouco citado na literatura principalmente pelo fato de ele ser bastante re-
cente). Este fato aliado a simplicidade destes dois algoritmos (BMy e BMg)
nos levam a concluir que em situagoes praticas (sem particularidades, como
por exemplo quando o alfabeto é pequeno) devemos optar por utilizar um
destes algoritmos.

Para encerrar este capitulo apresentamos na figura 4.1 uma tabela con-
tendo a complexidade (mimero méaximo de comparagdes efetuadas) no pior
caso e no caso médio de alguns algoritmos descritos neste trabalho.






Apéndice A

Outros Algoritmos

O objetivo deste apéndice é apresentar de maneira resumida alguns algo-
ritmos para reconhecimento de padrées em textos que foram propostos re-
centemente. Vale ressaltar que, de certa forma, os algoritmos que apresen-
taremos (exceto o algoritmo de Karp e Rabin) se baseiam nas idéias dos
algoritmos KMP e/ou BM, sendo que estas idéias sdo combinadas ou refi-
nadas utilizando-se alguns resultados da area de combinatoria de palavras.

Na secio A.1 apresentamos o algoritmo de Baeza-Yates, a secio A.2 é
dedicada a descrigio de um autdémato para o algoritmo BM, na secdo A.3
descrevemos o algoritmo de Crochemore e Perrin e na secio A.4, o algo-
ritmo de Colussi. Além disso, embora o algoritmo de Karp e Rabin nao se
baseie exclusivamente em comparagdes (o que o exclui do nosso centro de
atengao), devido ao seu valor histéorico decidimos apresentar uma descrigao
deste algoritmo na segdo A.5.

A.1 O Algoritmo de Baeza-Yates

A idéia bésica deste algoritmo consiste em combinar os algoritmos KMP
e BMy da seguinte forma: suponha que p;...py,, esteja alinhado com
txi1---thim, para algum k : 0 < k£ < n —m. Para verificar se 0 padréo é
igual a esta parte do texto, comparamos da esquerda para a direita (idem
KMP) os caracteres destas duas segiiéncias. Se obtivermos uma diferenca,
digamos entre p;i1 € x4j41, entdo o deslocamento a ser efetuado serd de-
terminado pelo méximo entre os deslocamentos fornecidos pelos algoritmos
KMP e BMy, ou seja, lembrando que uma diferenga no caractere p;4; cor-
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responde a uma falha no estado j em A,,, entao o deslocamento serd dado
por:
maX{j -— f(_}),m - SlH(tk-I—m—j)}'

Uma implementagao deste algoritmo pode ser obtida em [BY89b] onde
o autor ressalta que este algoritmo apresenta as seguintes caracteristicas:

® no pior caso, sdo efetuadas 2n comparagbes (devido ao algoritmo
KMP), o que é melhor do que o algoritmo BM,

e em média, sfo efetuadas menos do que n comparagoes (devido ao
algoritmo BMp), o que € melhor do que o algoritmo KMP, e

e o processamento do padrao é mais simples do que aquele necessario
no algoritmo BM.

A.2 Um automato para o algoritmo BM

Adotando uma estratégia semelhante aquela utilizada no capitulo 2, onde
apresentamos o algoritmo KMP, também podemos modelar o algoritmo
BM através de um autoémato. Esta abordagem foi inicialmente proposta
em [KMP77] e posteriormente, Baeza-Yates ¢ Gonnet em [BYGR90] a utili-
zaram para estabelecer um modelo que permitisse analisar o algoritmo BM
e suas variagOes. Neste sentido, os autores apresentam uma descricao deta-
lhada do automato BM e inclusive propdem um algoritmo que o constroi.

No antomato BM, cada estado ¢ é caracterizado por #(g) que indica

“a posi¢do do padrio que deve ser comparada com o caractere corrente do
texto quando o automato atinge o estado g. Implicitamente, o estado ¢
informa que pr(g)41-.-pm € igual & parte do texto alinhada com ele. Além
disso, temos associado a cada estado q os valores ok € {true, false} e
s € {0,...,m}. Mais precisamente, um autémato BM é descrito por

(Qa Ea m, 61 Q'D), onde:
¢ () é um conjunto finito de estados,

e 2 é um alfabeto finito,

o 1:Q— {l...m},

® gy € o estado imcial, e
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e & é a fungao de transi¢io que mapeia ¢ x ¥ numa tripla da forma
(ok,s,q") = 6(g,a), sendo que se definirmos como k (1 < k < n—m+1)
o alinhamento do padrao no texto entao,

— a denota o caractere ty_y (y),

— ok = true indica que fol encontrada uma ocorréncia do padrio
na posicao k do texto,

— g indica o deslocamento a ser efetuado no padrio, e

— ¢’ indica o estado a ser alcangado.

Note que como estamos interessados em obter todas as ocorréncias do
padrao no texto entdo ndo ha um estado final. Uma ocorréncia € obtida
sempre que ok = true.

Para ilustrar este tipo de autémato considere a figura A.1, onde apre-
sentamos o automato para o padrio p = aab. Nesta figura, * indica que
nio hé informagao sobre o caractere do texto alinhado com aquele caractere
no padrdo. O rétulo de cada estado aparece no lado de fora do circulo que
representa o estado. Dentro do circulo temos a posicao 7(¢) € a informagio
implicita associada ao estado ¢q. Cada transicdo é rotulada com o(s) carac-
tere(s) que a ativa(m) e com o valor do deslocamento s que ela provoca.
Para facilitar a notacao, utilizamos o simmbolo z para indicar os caracteres
do alfabeto que nio ocorrem no padrao, ou seja, r = ¥ — {p1,...,pm}. Fi-
nalmente, se o caractere a leva a uma ocorréncia do padrao entao, no rétulo
da transigao (¢, a), incluimos o caractere a acompanhado do simbolo !, ou
seja, a! indica que se o caractere corrente do texto é a entao obtivemos uma
ocorrencia do padrao no texto. -

Conforme descrito em [BYGR90], o autémato BM pode ser construido
utilizando um procedimento recursivo que, para cada estado g e para cada
transicdo 6(q,a), determina:

(i) se 8(q,a) leva a obtencdo de uma ocorréncia do padrao,
(ii) o deslocamento provocado por &(g,a), e
(iit) o estado alcangado por (¢, a).

A operagio (i) pode ser realizada em tempo O(m), a operacdo (ii) em
tempo O{m?} utilizando um método Ingénuo e (iii) em tempo O(m log |Q])
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(81, 2], 3

Figura A.l: Autémato que modela o algoritmo BM para o padrao aab.

utilizando uma drvore de busca balanceada. Visto que, para todo z (lembre-
se de que z nao ocorre no padrao), §(g,z) leva de volta ao estado inicial
entao em cada estado podem haver no maximo m + 1 transigdes distintas.
Assim, podemos concluir que o algoritmo de Baeza-Yates e Gonnet constrdi
o automato BM em tempo

O(IQ| min(m, [Z})(m* + mlog |Q})).

Vale comentar que a questao do limite superior para |Q| (ndmero de
estados no automato BM) se encontra em aberto, ou seja, nio se conhece
um limite superior preciso para |(}|. Sabe-se apenas que

m <@ <2™ -1,

onde o limite superior é obtido calculando-se o nitmero de possivels sub-
seqiiéncias do padrdo exceto o proprio padrao (observe que, neste caso,
os caracteres do padrio nio precisam aparecer em posigbes consecutivas
da subseqiéncia; por exemplo ab * *a * b € uma possivel subsequéncia de

ababaab).
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A questdo do limite superior para |@| ¢ discutida em [BYGRY0] e
em [Cho90}, sendo que os autores demonstram que, para determinadas si-
tuagbes, |Q}| é poliromial em m. Em particular, Choffrut mostra que se cada
caractere do alfabeto ocorre no padrao no méaximo k vezes entdo ¢ nimero
de estados no autémato é O(m*+!).

Assim, como || < 2™ entdo podemos concluir que o algoritmo de
Baeza-Yates e Gonnet constréi o autémato BM em tempo

O(}Q| min(m, |Z[}m?) < O(|Q| m?).

Agora, Choffrut em [Cho90)] propde um algoritmo alternativo para efe-
tuar a operagdo (i1) acima que permite obter o deslocamento provocado por
cada transicdo em tempo O(m). Desta forma, utilizando este algoritmo, a
construgao do autdomato BM pode ser efetuada em tempo

O(|@| min(m, |Z})(m + mlog |Q1))-

A.3 O Algoritmo de Crochemore e Perrin

Este algoritmo foi apresentado em [CP91] e basicamente consiste em dividir
cada rodada de verificagées em duas etapas, sendo que na primeira aplicam-
se as idéias do algoritmo KMP e na segunda as idéias do algoritmo BM.

Assim, inicialmente determina-se uma posi¢io ! no padrio e depois, se
p1...Pm estd alinhado com f4y...¢44m, para algum £ : 0 < k < n -
m, entdo primeiro verificamos se o sufixo do padrdo pry;...p, é igual a
tki41 - . tppm. Neste caso, as comparagbes sao efetuadas da esquerda para
a direita de modo andlogo ao algoritmo KMP. Caso esta verificagio se
encerre com uma falha, digamos entre p; e 1x4;, entdo o padréo pode ser
deslocado de

max{j ~Il,s —g+1}

posicdes, onde s € o comprimento do maior prefixo do padrao que se igualou
ao texto na rodada de verificagbes anterior e g é o periodo do padrao.

Por outro lado, se pj41...pm € igual a tiyiyr...tkym €ntdao passamos
a segunda etapa onde verificamos se o prefixo do padrao p;...p € igual
a tgy1.. .1k Neste caso, as comparagoes sdo efetuadas da direita para a
esquerda de modo analogo ao algoritmo BM. Ao final desta etapa, o padrio
pode ser deslocado de ¢ (periodo) posigdes, independentemente da etapa se
encerrar com sucesso ou falha.
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E importante ressaltar que uma descricio detalhada, assim como uma
implementacio deste algoritmo, podem ser obtidas em [CP91). Agora, 2
principal caracteristica deste algoritmo é que, gragas a algumas propriedades
que a posicao ! deve satisfazer, o padrao pode ser deslocado “eficientemente”
(evitando varias comparagdes desnecessarias) sem utilizar a fungio f do
algoritmo KMP e nem as funcbes s, s; e s3 do algoritmo BM.

A seguir estabeleceremos como a posicdo [ é determinada. Inicialmente,
seja j : 1 < 7 € m uma posi¢do do padrio. Um inteiro r > 1 é denominado
um periodo local de p na posigdo j se

Pi = Pigr Vi:(j—r+1<i<jle(i>1)e(i+r <m).

Seja r(p,j) o menor periodo local de p na posicio j e seja ¢ o menor
periodo (global) de p. Assim, a escolha de [ se baseia nos seguintes resulta-
dos:

Teorema A.1 (Fatoragdo Critica) Dada uma palavra p existe no
minimo uma posi¢io ! com 1 <1 < ¢ tal que r(p,{) = ¢. O

Uma posicao [ tal que r(p,1) = ¢ é denominada uma posicdo critica de p.
Por exemplo, a palavra p = ebaabaa tem periodo ¢ = 3 e tem as seguintes
posicbes criticas: 2, 4 e 5.

Lema A.2 Seja ! uma posicio critica de p e seja r um perfodo local de p
na posi¢io I. Se r < max{l, |p| — I} entdo r é um miltiplo de g. O

A partir destes resultados pode-se mostrar (vide [CP91]) que a utilizagdo
do algoritmo descrito acima obtém todas as ocorréncias do padrio no texto.
Além disso, este algoritmo efetua, no pior caso, no maximo 2n + Sm com-
paragoes. Desta forma, este algoritmo também é linear, pois ele efetua
O(m + n) comparagdes. Mas, ao contririo dos algoritmos KMP e BM, ele
requer um espago de memoria que é constante {a menos do armazenamento
do padrio). :

Finalmente, vale comentar que o algoritmo de Crochemore e Perrin é
semelhante ao algoritmo proposto por Galil e Seiferas [GS83] que também
efetua o reconhecimento do padrao no texto em tempo linear utilizando
espago constante. A principal diferenga entre estes dois algoritmos é que o
algoritmo de Galil e Seiferas se baseia numa versao mais fraca do teorema
da fatoragdo critica e além disso, aquele algoritmo é conceitualmente mais
complexo do que o algoritmo descrito nesta segao.
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A.4 O Algoritmo de Colussi

O algoritmo que descreveremos a seguir também é uma fusao dos algoritmos
KMP e BM. Este algoritmo foi apresentado por Colussi em [Col91], sendo
que o autor utiliza técnicas de prova formal de corre¢do de programas para
refinar o algoritmo Ingénuo até obter o algoritmo em questao.

Basicamente, este algoritmo consiste em inicialmente determinar os va-
lores de f para o padrao p (construir A, ) e depois o conjunto {0,...,m—1}
{estados de A,, cujo caractere desejavel é um caractere do padrao) é parti-
cionado em

= {Jl0<j<m—1lef(5)20}e
= {jl0Lj<m—1lef(j)=-1}

I x

Sejam Ny e Ny o niimero de elementos em H e H, respectivamente e sejam
h e h enumeragbes de H e de H respectivamente, tais que h(i) denota o
i-ésimo elemento de H, ou seja, h ordena os elementos de H em ordem
crescente, € A(i) denota o (N3 + 1 — é)-ésimo elemento de H, ou seja, kb
ordena os elementos de H em ordem decrescente.

Agora, supondo que py ... py, estd alinhado com txy, ... ¢y, entdo, para
i:1 < < Ny, comparamos py(;)+1 com tiipi)s1 (note que, pela definicao
de h, estas comparagbes sao efetuadas da esquerda para a direita). Se
alguma destas comparagdes resulta numa diferenca entao, pelo algeritmo
KMP, o padrio pode ser deslocado de h(:) — f(k(:)) posicdes e as com-
_paragdes podem prosseguir a partir da posigdo h(z’') no padrio, sendo que
h(i") deve ser o menor elemento de H que é maior do que f(h(i)) (depois
do deslocamento, f(h(i}} é a posigdo do padrio que estara alinhada com a
posigio do texto onde ocorreu a diferenca).

Por outro lado, se todas as comparagdes resultarn em igualdade entdo,
para i : 1 < i < Ny, comparamos p;,, com i, 7., (note que, pela
definicio de k, estas comparagGes 530 efetuadas da direita para esquerda).
Se todas estas comparacdes resultam em igualdade entdo hd uma ocorréncia
do padrdo na posigéo k+ 1 do texto e, pelo algoritmo KMP, o padrao pode
ser deslocado de f(m) posi¢des. Depois deste deslocamento voltamos ao
primeiro estagio, sendo que as comparagdes prosseguem a partir da posicao
h(i") do padrio, sendo que h(z") deve ser 0 menor elemento de H que é maior
do que f(m).
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Finalmente, se para algum ¢ : 1 < 1 £ Ny, Phi)+1 # tyh(iy+1 €Ntao,
conforme demonstrado em [Col91], o padrao pode ser deslocado de r(A(2))
posicoes, onde para todo j : 1 < § < m, r(j) é definido como o menor
periodo do padrio que é maior do j. Também neste caso, voltamos ao
primeiro estagio, sendo que as comparagdes prosseguem a partir da posicao
k(') do padrao, sendo que k(') deve ser 0 menor elemento de H que € maior
do que m — r{h(7)).

Uma implementagao detalhada deste algoritmo, assim como as demons-
tracdes dos varios resultados utilizados, podem ser obtidas em [Col91]. Além
disso, neste mesmo artigo, o autor demonstra que este algoritmo, no pior
caso, efetua no méaximo 2n 4 I(m — 1) comparagdes. Vale ressaltar que,
por motivos semelhantes dqueles que ocorrem no algoritmo BM (“esqueci-
mento”), a andlise deste algoritmo também ¢ consideravelmente complexa.

A.5 O Algoritmo de Karp e Rabin

O algoritmo de Karp e Rabin, que denominaremos algoritmo KR, foi apre-
sentado em [KR87| e consiste em analisar cada subsequéncia do texto de
comprimento m para verificar se esta subseqiiéncia é igual ao padrao, ou
seja, se tr.. . taym 1, coml <k <n—m+1,éigual a p; ... p,.. Assim, em
principio, este algoritmo procede de maneira similar ao algoritmo Ingénuo
descrito na secao 1.2. Porém, ao invés de comparar diretamente os caracte-
res do padrao com os caracteres de cada subseqieéncia do texto, o algoritmo
KR utiliza uma fun¢io “hash” para associar um ndmero inteiro (uma as-
sinatura) ao padrdo e a subseqiiéncia do texto a ser analisada. Através
destas assinaturas o algoritmo determina as possiveis ocorréncias do padrao
no texto. A seguir descreveremos como a assinatura de uma subseqiiéncia
é determinada e como o algoritmeo utiliza tais assinaturas.

Inicialmente, seja c:= |E}, S:={a|a € X% e |a| =m} esejae: X s
{0,...,c ~ 1} uma enumeragio do alfabeto ¥. Além disso, seja H : § —
{0,...,¢™ — 1} a funcdo definida por:

m

H(ar...am) =Y e(og)c™ .

i=1

Desta forma, a fungio H estabelece um isomorfismo entre o conjunto
S e o conjunto de mimeros inteiros na base ¢ com m digitos, ou seja, para
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cada seqliéncia @ = @ ...a, hd um unico nimero de m digitos na base ¢
dado por H{a) e vice-versa.

O inconveniente da funcio H, definida acima, é que, dependendo dos
valores de ¢ e de m, o valor de H{a) pode ser consideravelmente elevado
(¢™ — 1). Isto inviabiliza a utilizagdo pratica desta funcio. Para contornar
este problema, vamos considerar que a assinatura de & =¢; ..., é dada
por:

h(e) := H{a) mod ¢, -

onde ¢ é um nimero primo convenientemente escolhido (posteriormente,
estabeleceremos uma forma de escolher o valor de ¢). Assim, para todo a,
h{a) € {0,...,¢—1}. O problema é que a fungéo A, ao contrario de H, nao
é injetora, ou seja, existem a e of tais que @ # o' e h(a) = h(a’). Nestes
casos diremos que ha uma colisdo entre as assinaturas de o e o',

Uma vez estabelecida a funcéo A, o algoritmo KR procede da seguinte
forma: digamos que queremos verificar se o padrdo ocorre na posicio
k do texto, onde 1 €< k < n -~ m + 1, ou seja, queremos verificar se
tk ... tksm—1 € igual ao padrao. Inicialmente, comparamos h{fx...tk4m—1)
com h(p;...pm). Se estes valores sio diferentes entdo podemos concluir
ti...tg1m—1 é diferente do padrio e portanto, na posi¢do k do texto nao hi
uma ocorréncia do padrao. Por outro lado, se h{tx. .. tkyme1) = 2(p1...pn)
entdo, como a Tuncio h nao é injetora, devemos comparar os caracteres da
subseqiiéncia do texto com os caracteres do padrio para confirmar se real-
mente hd uma ocorréncia do padrio naquela posicio texto ou se ha uma
colisao de assinaturas. Este processo deve ser repetido até que k > n-—-m+1,
ou seja, apos a analise descrita acima, se k. < n —m+ 1 entdo devemos ana-
lisar a préxima subseqiéncia do texto que € tr4q - .. tkim-

Observe que para analisar a préxima subseqiiéncia do texto
(tg41---trtm) devemos inicialmente obter a sua assinatura. Como vere-
mos a seguir, esta assinatura pode ser facilmente obtida a partir da assi-
natura da subseqiéncia analisada imediatamente antes, isto é, através de
Atk .. tepm—1)-

Sejam o ;=1 ... lktmo1 € B 1= tks1 ... Tprm. Pela definicio de H temos
que:

H(B) = [H(a) — e(t)c™ V] o+ e(tsm).

Assim,

h(B) = {[H(a) — e(te)e™ V] e + e(trym) } mod .



132 Outros Algoritmos

Como a fungdo mod possui as seguintes propriedades: V z,y,¢ € Z,
(i) se 0 € z < ¢q entdo ¢ mod ¢ = z;
(3i) (z mod ¢) mod ¢ = z mod g;
(iti) (z + y) mod ¢ = ({z mod ¢) + (¥ mod g}) mod g¢;
(iv) (zy) mod ¢ = ({z mod ¢) - (y mod ¢)) mod g,

entdo podemos concluir que:
h(B) = {[h(a) - e(tk)c(m“l}] c+ e(tk+m)} mod q. (A.1)

E claro que em (A.1), ao invés de primeiro efetuar todas as operacdes e
somente depois aplicar a funcdo mod, pelas propriedades (iii) e {(iv) acima,
podemos primeiro aplicar a fungio mod a cada parcela para depois efetuar
as operagées e finalmente aplicar de novo a fungdo mod. Isto permite que o
valor de cada parcela seja convenlentemente pequeno.. Utihzando este fato,
na figura A.2, apresentamos uma implementacio do algoritmo KR. Observe
que estamos assumindo que na nossa pseudo-linguagem, para todo = € Z,
z mod ¢ > 0, por exemplo, (—3) mod 4 = 1.

E ficil perceber que, no pior caso, para obter todas as ocorréncias do
padrdo no texto, o nimero de caracteres comparados pelo algoritimo KR
é O(mn). O limite superior para o nimero de comparagdes é alcangado
quando hd O(n) ocorréncias do padrdo no texto efou quando ocorrem O(n)
colisdes. Entretanto, conforme apresentado em [KR87], se o valor de ¢
¢ determinado respeitando as condigbes impostas pelos autores entdo, na
pratica, a probabilidade de que ocorram O(n) colisdes é muito pequena.
Além disso, os autores propéem uma pequena modificagdo no algoritmo de
modo que o valor de ¢ é modificado sempre que hd uma colisdo. Desta
forma, a probabilidade de que ocorram O(n) colisdes se torna praticamente
zero. Assim, eles concluem que, na prédtica, para obter a primeira ocorréncia
do padrao no texto, o nimero de caracteres comparados pelo algoritmo KR
é O(m + n).

Finalmente, podemos estabelecer uma maneira para escolher o valor
do nimero primo ¢. Note que, pela forma como a funcio A é definida,
quanto maior for o valor de ¢, melhor. Além disso, pelo algoritmo dado
na figura A.2, podemos perceber que o valor da maior parcela envolvida no
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Algoritmo KR,
Entrada : o padrdo p e o tezlo t.

Saida : Lista das posigies em t onde o padrdo p ocorre.

begin
{q € um niémero primo convenientemente escolhido.}
{e € uma enumeragdo do alfabeto X.}
{h, € a assinatura do padrio; h; € a assinature da subsegtiéncia do
tezto.}
{d = "% mod ¢.}
d:=1;
for k:=1tom—1 do d:=(d*c)mod g
hy =0,
hy :=0;
for k:=1tomdo
begin
hp 1= (hp * ¢ + e(pi)) mod g;
he == (hs * ¢+ e(t1)) mod g;
end;
k:=1;
whilek<n—-m+1do
begin
if (hy = hy) and (py...pm = k... tgtm—1) then
write(‘O padréo ocorre na posi¢ao ’,k);
he == ((he — e{ty) * d) mod ¢ * ¢ + e(ti4m)) mod g;
k:=k+1
end
end;

Figura A.2: Uma implementag¢ao do algoritmo KR.
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célculo da assinatura %; € menor do que gc— 1. Portanto, ¢ deve ser o maior
nimero primo tal que gc — 1 ndo cause “overflow”. Assim, Sedgewick,
em [Sed83], sugere que, para ¢ = 32, devemos utilizar ¢ = 33554393 e
conforme descrito em [Ste92], Pirklbauer ([Pir92]} sugere que, para ¢ = 256,
devemos utilizar ¢ = 8355967.



Apéndice B
Analises de Caso Médio

Neste apéndice vamos analisar o comportamento médio dos algoritmos
Ingénuo, KMP e BM estabelecendo o valor esperado para o nfimero de
comparagdes (C,,) efetuadas por cada um destes algoritmos. A importancia
deste tipo de andlise é que ela nos permite avaliar o comportamento dos
algoritmos levando-se em consideracao situagdes que, na praitica, ocorrem
com maior freqiiéncia.

Conforme vimos nos capitulos anteriores, se considerarmos o pior caso, o
algoritmo KMP é o que apresenta o melhor desempenho. Entretanto, neste
apéndice veremos que, em média, o algoritmo com melhor desempenho €
o algoritmo BM, enquanto que os algoritmos KMP e Ingénuo apresentam
desempenhos semelhantes.

Nas anilises que descreveremos a seguir vamos supor que o alfabeto tem
tamanho ¢ (isto é, ¢ := |5|) e que a probabilidade de que o ¢-ésimo caractere
do alfabeto ocorra no padrao ou no texto € dada por p;. Assim, se escolher-
mos independentemente dois caracteres do alfabeto entao a probabilidade
de que estes dois caracteres sejam iguais é:

Peq =D Pt

"=1

Definicio B.1 Uma seqiééncia aleaidria de comprimento m é obtida
concatenando-se m caracteres de ¥ escolhidos independente e uniforme-
mente. Isto é, numa seqiéncia aleatdria, p; = %, para todo i.

De agora em diante, vamos supor que tanfo o texio como o padrao

135



136 Anilises de Caso Médio

sao0 seqiiéncias aleatérias com uma distribuicdo de probabilidade uniforme.,
Assim, temos que:

Lema B.2 A probabilidade de que um determinado caractere do texto seja

igual a um caractere do padrao é 1. O

E importante ressaltar que os resultados que estabeleceremos a seguir
também sdo validos quando a distribui~do de probabilidade nao é uniforme.
Nestes casos, basta fazer p., igual a 33;_, p? ao invés de utilizar o lema
aclina.,

Lema B.3 Seja C,, o valor esperado para o niimero de comparagdes efe-
tuadas para se verificar se o padrdo € igual (ou nio) a uma determinada
subseqliéncia do texto de comprimento m. Entio,

L c 1
G — (1 - "_) .
" e—1 c™
Demonstragdo - Inicialmente, note que a assertiva independe da ordem em
que as comparacoes sio efetnadas. Assim, sem perda de generalidade, va-
mos supor que as comparagdes sdo efetuadas da esquerda para a direita.
Seja tg41 - - - trhtm, onde 0 < k € n —m, uma subseqiéncia do texto de com-

primento m. Entdo a probabilidade de que o padréao sejaigual a txqy ... tppm
é:

P{pr---pm =t cotitm} = Pim = L Ao Apm = tk-l—m}
= [[P{tsi=p)

=L (B.1)

c’

onde a iltima igualdade é devido ao lema B.2.

Para verificar se o padréo é igual a tg41... {4y, efetuamos pelo menos
uma compara¢ao (entre p; e tx41) € para cada igualdade obtida (p; = #4:)
efetuamos a proxima comparagio {se houver caracteres a comparar), ou
seja, a cada igualdade obtida efetuamos mais uma comparagio. Assim,

m-1
Cn = 14 ZP{Pi =1pp1 Ao AP = Ligi}

=1
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(le} 1+m—]l

i=1 ci
¢ (1 _ i) .
c—1 cm

Agora, passemos as analises dos algoritmos Ingénuo, KMP ¢ BM. Es-
tas andlises serdo apresentadas respectivamente nas se¢oes B.1, B.2 e B.3.
Além disso, na secdo B.4 apresentaremos os resultados de algumas analises
empiricas que confirmam os resultados obtidos teoricamente.

I

B.1 Caso Médio do Algoritmo Ingénuo

Conforme vimos na segao 1.2, o algoritmo Ingénuo consiste em verificar
o padrdo com todas as subseqiiéncias do texto de comprimento m, sendo
que as verificagdes se iniciam na extremidade esquerda do texto e a préxima
verificacao é realizada deslocando-se o padriao de uma posicéo para a direita
em relacio ao texto. Assim, lembrando que o texto e o padrao sdo seqiéncias
aleatérias temos que:

Teorema B.4 O valor esperado para o nimero de comparacoes efetuadas
pelo algoritmo Ingénuo é:

o c

T, = (I—E}—;)(n—m+l).

c—1

Demonstracde : O algoritmo Ingénuo verifica todas as subsequéncias
tat1...Tham Para k : 0 < k < n —m. Entdo serdo verificadas (n —m + 1)
subseqliéncias de comprimento m o que implica que

6,1=Um-(n—m+1).
Assim, pelo lema B.3, temos que

— c

1
Cn—c_l(lwc—m)(n*m%»l).
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E importante notar que o resultado acima mostra que o comportamento

médio do algoritmo Ingénuo é bem melhor do que o seu comportamento no
pior caso, que é m(n —m+ 1), por exemplo, quando o texto é a™ e o padrao
éa™ 1.
A andlise apresentada nesta segdo foi proposta por Baeza-Yates em
[BY89b]. Uma outra abordagem para a analise do comportamento médio
do algoritmo Ingénuo foi proposta por Barth [Bar84] e consiste em modelar
o algoritmo Ingénuo através de um autémato cue depois € transformado
numa cadeia de Markov (na préxima segio descreveremos este tipo de ca-
deia). Dai, aplicando-se alguns resultados estabelecidos para estas cadeias,
obtém-se o valor esperado para o niimero de comparagdes efetuadas por este
algoritmo.

B.2 Caso Médio do Algoritmo KMP

A andlise que descreveremos a seguir fol apresentada por Baeza-Yates em
[BY89b] e se utiliza de conceitos sobre cadeias de Markov. Portanto,
inicialmente descreveremos brevemente este tipo de cadeia, sendo que um
tratamento mais detalhado sobre tais cadeias pode ser obtido em virios
livros, como por exemplo [IM76].

Uma cadeia de Markovfinita é um processo estocdstico que em um deter-
minado instante estd em, digamos, um dos estados s, 83,. .., S,. A probabi-
lidade de que o processo se mova de um estado s; para um estado s; depende
apenas dos estados 3; e sg, ou seja, independe dos estados alcangados antes
de s;. Para cada par de estados (s;; 5x), seja pjr a probabilidade de que a
transicdo de s; para s ocorra. Desta forma, uma cadeia de Markov com r
estados pode ser descrita através de uma matriz M, denominada matriz de
transi¢do, com r X r posicoes, sendo gue

M(5,k) == pi-

E claro que
Vik M(5,k) >0
e Vi Tia MGE)=1

Um estado s; é absorvente se p;; = 1, o que implica que g;; = 0, para
todo k #£ 3.
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Agora, considerando o tempo como um elemento discreto, dizemos que
numa cadeia de Markov a probabilidade de que a cadeia atinja o estado s;
no instante ¢ depende apenas do estado no instante anterior (z — 1). Seja

p?) a probabilidade de que a cadeia atinja o estado s; no instante { e seja

s = (p,...,p9) o vetor de probabilidades para o instante i. Assim,
dado que p!® é o vetor das probabilidades dos estados iniciais, isto &, a
probabilidade de que s; seja o estado inicial é p.(,-o), entdo para: =1,2,...,
temos que:

pD = O Mt

Por exemplo, se desejamos saber qual é a probabilidade de alcancar os
estados s1,..., S, no instante ¢ =  comegando do estado s; entdo tomamos
p® = (1,0,0,...,0) e calculamos p®) = (1,0,...,0) - M®.

Considere uma cadeia de Markov que néo possui um estado absorvente.
Entéo, nesta cadeia, todos os estados possuem pelo menos uma transicio
para algum outro estado €, conforme demonstrado em [IM76, cap. III], para
i grande, p'¥) converge para um valor que é denominado vetor de probabili-
dades estaciondrio e que sera denotado por @. Assim,

lim p(‘.) =,

f-ro0

e 7 é a solugdo do seguinte sistema de equagdes lineares:
T
- M=nx e Somi=1. (B.2)
Jj=1

Agora podemos iniciar a andlise do algoritmo KMP. A tendéncia natural
seria transformar a representagdo abreviada do autémato reconbecedor de
padrio (A,,) numa cadeia de Markov atribuindo as transigbes desejiveis a

probabilidade 1 e 3s transi¢des de falha, 1 — 1. Entretanto h4 um problema

com esta abordagem, pois desta forma diferentes padrées (que possuem A,,
diferentes) geram cadeias de Markov distintas, o que dificulta uma anélise
genérica. Para contornar este problema Barth {Bar84] propds um modelo
aproximado que, para todos os padrées de comprimento m, gera uma ca-
deia de Markov unica. Esta aproximagao € obtida supondo que, para todo
padrio, f(j) = 1, Vj : 2 € j < m. Porém, conforme mencionado por
Baeza-Yates {BY89b] e por Regnier [Reg89] este modelo é invalido, pois por
defini¢io, numa cadeia de Markov uma transicido nio pode depender dos
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estados anteriormente alcangados e, na realidade, no algoritmo KMP, ha
uma “memoria” implicita que se manifesta através da transicido de falha.
Vale ressaltar que Barth utiliza a mesma estratégia para analisar o algo-
ritmo Ingénuo, mas neste caso, esta estratégia se mostra adequada pois o
algoritmo Ingénuo néo é dotado de “meméria”.

A seguir vamos descrever a analise apresentada por Baeza-Yates em
[BY89b] cuja idéia basica é modelar A, através de uma cadeia de Markov
reduzida. Porém, é importante salientar que identificamos alguns proble-
mas nesta abordagem e infelizmente ndo conseguimos contorna-los. Assim,
apresentaremos a descricdo originalmente proposta e durante esta descrigao
indicaremos os problemas detectados.

Intuitivamente, a idéia é Inicialmente estender A,; incluindo estados
ficticios e a partir dai, construir uma cadeia de Markov reduzida composta
apenas de trés “estados” que denominaremos: Sy, 51 € S2. O estado S
representa o estado 0 de A,, e o estado 5; corresponde aos estados 1,...,m
de A,,. Além disso, o estado S, representa os estados ficticios acrescentados
em A,,, sendo que para cada estado 7 > 1 tal que f(5) > 0 acrescentamos
um estado ficticio. Este estado ficticio serd alcangado toda vez que houver
uma falha no estado j correspondente. Na verdade, os estados ficticios sao
copias dos estados maiores do que —1 que s3o destinos de transigdes de falha
e sempre que houver uma falha num estado j > 1 (estados que compdem
S1) com f(j) > 0 entdo haverd uma transicdo para um estado ficticio {es-
tados que compdem S;). Note que ao atingirmos um estado ficticio temos
a informacgao adicional de que o caractere corrente do texto é diferente de
pi+1 (j € o estado onde houve a falha).

Agora, vejamos como sio estabelecidas as transigées entre os estados S,
51 e 57 que formam a cadeia de Markov. Considere a figura B.1 (aqui temos
o principal problema detectado, pois, em nossa opinido, faltam estabelecer
duas transi¢bes nesta cadeia conforme mostramos na figura B.2).

A partir do estado S, temos duas transi¢des. Uma para o préprio So,
sendo que esta transigao corresponde as transigbes (em A,,) de 0 para ~1
e deste de volta para (. Como a transigio de 0 para —1 é efetuada quando
o caractere corrente do texto é diferente de p; entdo a probabilidade da
transicao de Sp para Sp é 1 — %

A outra transigao a partir de Sy é para S;. Esta transigio corresponde
a transicao do estado 0 para o estado 1 em A,,, que é efetuada quando o
caractere corrente do texto é igual a p;. Portanto, a transigio de S; para
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Figura B.1: Cadeia de Markov (incompleta) que modela A4,,.

S, é efetuada com uma probabilidade igual a 1.

A partir do estado S; temos trés transicoes. A transicio de S; para S,
ocorre sempre que houver uma falha em algum estado j > 1 com f(j) > 0.
Seja y a probabilidade de que esta transi¢do ocorra. Entdo, temos que

1
Oéygl__a
c

pois a probabilidade de que ocorra uma falha em algum estado 61— L e
a probabilidade de que a transi¢ao de falha deste estado seja maior do que
—1 é um valor entre 0 e 1.

A transigao de 5) para 5 representa a transicio em A4, que é efetuada
quando o estado m ¢é alcancado (isto é, uma ocorréncia do padrido é obtida
no texto) e f(m) > 0. (Neste ponto temos a primeira transigdo “esquecida”
que seria a correspondente das transicdes em A4, que vio do estado j para o
estado j+1, com 1 < j < m—1, isto é, deveria existir uma “outra” transicio
de S, para S; de modo que as transi¢des em A,,, que sio efetuadas quando
o caractere corrente do texto € igual ao caractere desejavel do estado j,
fossem consideradas.) Seja z a probabilidade de que a transigdo (original)
de S para S ocorra. Entao, temos que

0<z<i,
[

pois o estado m € atingido apenas a partir do estado m—1 e a probabilidade

de que esta transiao (em A, ) ocorra é 1. Assim, se f(m) < 0 entdo z = 0.
1

Por outro lado, se f(m) > 0entaoz=1-2= 1.
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1-x—y~x" X

w

Figura B.2: Cadeia de Markov (completa) que modela A,,. As transicdes
indicadas em linhas pontilhadas representam as transicoes “esquecidas” na
cadeia original.

A terceira transigdo a partir de S) vai para Sy € corresponde as transigoes
de falha que tém valor menor do que (. E facil ver que a probabilidade de que
esta transicdo ocorra é 1 —z — y (se considerarmos a transi¢do “esquecida”,
cuja probabilidade é digamos 2/, entdo teremos 1 — ¢ — y — z).

Finalmente, a partir do estado 5; temos duas transigdes. Uma que vai
para o estado Sy e que € efetuada quando, apds alguma(s) transigio{¢des) de
falha (consecutivas), conseguimos igualar o caractere corrente do texto com
algum caractere do padrdo. Seja z a probabilidade de que esta tramnsigdo
ocorra (a seguir estabeleceremos os limites para z). A outra transigio a
partir de S, val para Sp. Esta transicdo € realizada quando, apds algumas
transi¢Ges de falha atingimos o estado —1, ou seja, nao conseguimos igualar o
caractere corrente do texto com nenhum dos caracteres do padrao que foram
verificados. A probabilidade de que esta transi¢io ocorra € 1 — z. (Neste
ponto temos a segunda transigdo “esquecida” que seria a representante das
transicoes de falha em A, efetuadas a partir de um estado que compde S,
isto €, deveria existir uma transicao de S; para S; de modo que as transigoes
de falha realizadas consecutivamente fossem consideradas. Se a transigao
de S; para 57 fosse incorporada a cadela de Markov com uma probabilidade
igual a w entdo a probabilidade da transi¢do de S, para Sy seria 1 — w — z.
Na figura B.2 apresentamos a cadeia de Markov que, em nossa opiniao, € a
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cadeia completa.)

Agora, para concluir a descrigio da cadeia de Markov resta apenas es-
tabelecer os limites para a variagio de z. Inicialmente, como z € a probabi-
lidade de que a transicio de S; para 5 seja efetuada entao

0<z<], (B.3)

Mas, observe que esta transicao somente é efetuada quando conseguimos
igualar o caractere do texto com algum caractere do padrdo. Além disso,
para que o estado Sy seja atingido é necessario que tenha ocorrido uma falha
em A, em algum estado j > 1 com f(j) > 0. Portanto, é necessario que
o caractere corrente do texto, digamos ik, seja diferente de p;4;. Agora, se
estivermos em S5 entdo a probabilidade de que o caractere ¢, seja igual a um
caractere do padrao é no minimo 2= (nfio precisamos comparar t; com pj4;
novamente)}. Por outro lado, conforme vimos na se¢do 2.3 (teorema 2.17},
em A,, um mesmo caractere de um texto pode ser comparado no maximo
logy(m + 1) vezes, onde ¢ = 1—‘?@ Seja

A= [log‘ﬁ(m + 1)] -1,

isto é, A corresponde ao nimero maximo de transigbes de falha consecutivas
que podem ocorrer em A,,. Assim, antes de obtermos uma igualdade entre
tx € um caractere do padrao, o maximo que podemos vir a saber sobre t; é
que este caractere é diferente de A caracteres. Dai, se estivermos no estado
S, entdo a probabilidade de que #; seja ignal a um caractere do padrio nao
é maior do que -1, o que implica que

1 <., < 1
c—l__z"'c—A'

(B.4)

Agora, combinando os resultados de (B.3) e (B.4) temos que:

e se ¢ < A4 1 entao,

e se ¢ > A+ 1 entao,
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Uma vez estabelecida a cadeia de Markov que modela o algoritmo KMP,
vamos agora obter o vetor de probabilidades estacionario para esta cadeia.
Inicialmente, note que a cadeia de Markov em questdo nao possui nenhum
estado absorvente. Portanto, podemos obter este vetor através de (B.2).

A cadeia dada na figura B.1 é equivalente & seguinte matriz:

1 1 g
M=|l-z-y z_y |,
1—z z 0

onde a primeira linha se refere ao estado Sp, a segunda ao estado S; e a
terceira a S,.

Seja m = (mp, 71, 72) o vetor de probabilidades estaciondrio. Entao apli-
cando (B.2) obtemos o seguinte sistema de equagdes lineares:

(1—%)%'0-1-(1—$—y)7f1+(1—2)1f2 = Ty

2% + Ty + 27y = m
CED! = T2
o + M1 + T2 =1

cuja solu¢ao é:

c(l —yz —x)
Tog = 3
c+1l+y(l—cz)—cs
1
o= ct+1l4+y(l—cz)—cz’
Ty = L4

ct+l+y(l—cz)—cz’

A partir destes resultados, Baeza-Yates afirma que:

Teorema B.5 O valor esperado para o mimero de comparagoes efetuadas
pelo algoritmo KMP é:

¢ se ¢ < log,(m + 1) entdo

Cocr-lio(r)
n C n
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® sc ¢ > log,(m + 1) entdo

cz(ic—_Aj;)Ecc;cll 1) +0 (7]_1) ’

onde A = llogg(m +1)| =1 com ¢ = 28 ~ 1.618.

<1+

o
n

Demonstragdo : Baeza-Yates afirma que
C 1 1 :
= to(.). .
n (1-—m) n (B.5)

(Os problemas indicados durante a descri¢io da cadeia de Markov se refle-
tem basicamente neste ponto, pois a equagao acima seria verdadeira, sem o
termo O (%), se cada comparagao enfre o padrio e o texto implicasse uma
{ransicdo na cadeia e, é ficil ver que, na cadeia dada na figura B.1, esta
propriedade ndo se verifica.)

Visto que
¥

=c—l—1+y(1—cz)—c:c’

entdo, pelos limites estabelecidos para z, y e z, temos que o valor maximo
para 7 ¢ alcangado quando z =2, y=1-2e:

T

z=1 sec<A+1l ou

z:c_ﬁ sec> A+ 1.

Substituindo estes valores na expressao acima (note que, A + 1 =
llogd,(m + l)J) temos que: se ¢ < logy(m 4 1) entéo

c—1
<<
1= 2e-1
o que implica que . oo 1 .
c—
=2--
1—m c c

Logo,
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o que demonstra a primeira parte do teorema.
Por outro lado, se ¢ > log,(m + 1) entéo

{(e—A)(c—1)
T e~A) - Ale-1)

2

o que implica que

1 < Ale—A)—Ale~1)
l—my = He—-A)—-cle—-1)

Logo,

IA

C- (c=A)e—1) 1
— <1

n +c2(c—A)—c(c~l)+O(n)’
o que conclui a demonstragio do teorema. D

Na figura B.3, apresentamos um grafico que mostra a relagao entre o

limite tedrico estabelecido pelo teorema acima e os valores para, Qnﬂ obtidos
empiricamente.

Conforme vimos, a abordagem proposta por Baeza-Yates apresenta al-
guns problemas que fundamentalmente se referem ao fato de que, na cadeia
de Markov dada na figura B.1, algumas comparagdes entre o padrao e o
texto ndo implicam em transigdes nesta cadeia e portanto, a equacao B.5
nao se aplica.

Na figura B.2 apresentamos a cadeia de Markov completa, onde in-
cluimos as duas transigbes “esquecidas”. Nesta cadelia temos que cada com-
paragao entre o padrao e o texto corresponde a uma transicao e portanto,

- (1—11'2)-

Agora, considerando a cadeia completa, se efetuarmos uma analise se-
melhante & descrita acima nos deparamos com o seguinte problema: para
obter um limite superior para 7 € necessario estabelecer um limite superior
para w, mas infelizmente ndo obtivemos nenhum limite melhor do que 1
(este limite ndo nos leva a nenhum resultado considerdvel).

Para encerrar esta sec¢do, vale salientar que Regnier em [Reg89] realiza
uma analise de caso médio do algoritmo KMP utilizando uma outra es-
tratégia que se baseia em combinatdria de palavras e em fungdes geradoras.

_@_ 1
n
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Figura B.3: Comparagéo entre o limite tedrico e os resultados da andlise
empirica do algoritmo KMP. A linha continua representa os resultados ob-
tidos empiricamente enquanto a linha tracejada representa o limite tedrico.

O resultado obtido através desta analise € que

Chn 1
— 14 -

n c

O inconveniente desta andlise é que, além de bastante longa, ela é conside-
ravelmente complexa.

B.3 Caso Médio do Algoritmo BM

Como sabemos, o algoritmo BM determina o deslocamento a ser efetuado
no padrao através das fungdes s3, s; e s3, sendo que s; e s3 contribuem
efetivamente para este deslocamento apenas nos casos em que existem re-
peticdes no padrio. Visto que, na pratica, tals repeticoes sdo relativamente
raras entio, para avaliar o comportamento médio do algoritmo BM, po-
demos ignorar a contribuicao destas funcdes. Assim, poderiamos analisar



148 Anilises de Caso Médio

uma versio simplificada do algoritmo BM onde o deslocamento seria deter-
minado através do méaximo entre 1 e s1(¢;) (tx é o caractere do texto onde
ocorreu uma falha). Porém, conforme vimos na se¢ao 3.4.3, o algoritmo
BMyu é uma variacio do algoritmo BM que se baseia nestas idéias, mas as
utiliza de modo mais simples, o que facilita a analise. Vale lembrar que, no
algoritmo BMy, o deslocamento é sempre igual a m — $1(i;), sendo que ¢; é
o caractere do texto alinhado com p,, numa rodada de verificacdes.

A seguir vamos apresentar a analise de caso médio do algoritmo BMpy
que foi proposta por Baeza-Yates em [BY89b)], sendo que a estratégia ado-
tada é estabelecer um limite inferior para C,,, que é o mimero esperado de
comparagoes efetuadas, e através de analises empiricas, mostrar que este
limite € justo.

Lema B.6 No algoritmo BMpy, o valor esperado para o comprimento de
cada deslocamento do padrio é

= (-2

Demonstragdo : No algoritmo BMpy, o deslocamento maximo efetuado é de
m posicoes e este deslocamento é obtido quando o caractere ¢; ndo ocorre
nas primeiras m — 1 posicdes do padrao, ou seja, quando #; # p;, para
1 < ¢ < m—1. Portanto, a probabilidade de que se efetue um deslocamento
de m posigoes €

1 m—1

-2
¢

Agora, se t; ocorre em alguma das primeiras m — 1 posi¢des do padrio
e p; é o caractere mais a direita em p;...pm-1 tal que p; = #; entéo o
deslocamento sera de m — j posicdes. Portanto, para que seja efetuado um
deslocamento de m — j posicoes é necessario que p; = i; e p; # 1; para todo
t:74+1 <t <m—1, o que implica que a probabilidade de que seja efetuado
um deslocamento igunal am — j €

Me=Ff=l
1. (1 _ .1_) ,
cC c

e (1)L B (-7

=1
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Vislo que
m=1 m—y—1 m m—1
1 7 1 1
m-7)(1-1) =cz[1_(1__) - (1-1) ]
ot c c c c

eniao

&l
Il

m (=) e (20D
= c.[l__(l__lg)m].

Teorema B.7 No algoritmo BMy, o nimero esperado de comparagdes efe-
tuadas € tal que

1- 2 n
(=1 [r-(1-2)7)

Demonstracio : Conforme demonstrado em [Cla82] (desigualdade de Kan-
torovich), temos que

Cr 2

—-m+1).

X-X1>1,

onde X e X! sio respectivamente os valores esperados das varidveis
aleatérias X e X1,

Assim, denotando por T o mimero esperado de vezes que o padrdo é
deslocado, temos que

TG 9T

Agora, cada deslocamento é efetnado apds uma rodada de verificagoes
e em cada uma destas rodadas, em média, sdo efetuadas C,, comparacdes.
Visto que, pelo lema B.3,

t=(n—-m+1)-d*>(n-m+1)-
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entao
— e 1 n—m++1
Co 2 ﬁ(l“zﬁ)c[lh(l_%)m]
1-&
B (c—l)-[l—(l—%)m].(n_mﬂ)'
) 3

Conforme salientamos anteriormente, o teorema acima estabelece um li-
mite inferior para o valor esperado para o nimero de comparagbes efetuadas
pelo algoritmo BMy. Através de uma analise empirica, cujos resultados sao
apresentados resumidamente na figura B.4, Baeza-Yates mostra que este
limite é justo para ¢ > 10. Nesta analise o autor avaliou o mimero médio
de comparagdes efetuadas pelo algoritmo BMy em fungio do tamanho do
alfabeto. Maiores detalhes sobre esta analise empirica podem ser obtidos
em [BY89a] e [BY89b].

Uma outra anélise de caso médio do algoritmo BMy é apresentada por
Baeza-Yates e Regnier em [BYR92]. Nesta anilise, os autores utilizam
processos estocasticos e fungbes geradoras para realizar uma andlise bem
mals rigorosa e precisa do que a apresentada acima. Desta forma, eles
demonstram que:

Teorema B.8 Seja C,,,, o nimero esperado de comparagies efetuadas pelo
algoritmo BMpy para obter todas as ocorréncias de um padrao de compri-
mento m + 1 num texto de comprimento n. Entéo

n, = H(c,m) (1+%+-§E+O(%)),

onde

wem=e5(¢) B O

J 1 I+ ELG -+ (e—F)(m+ 1)
k1+...+kj_1 < m
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0.41
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Figura B.4: Comparagdo entre o limite inferior teodrico e os resultados da
anélise empirica do algoritmo BMy. A linha continua representa os resul-
tados obtidos empiricamente enquanto a linha tracejada representa o limite
inferior tedrico.

Além disso, os autores demonstram que

1 2
< <2,
;S g Hlom) < —7.

Finalmente, vale acrescentar que Schaback em [Sch88] também apresenta
uma andlise de caso médio do algoritmo BM. Neste caso, o autor analisa
uma versao simplificada do algoritmo que € diferente do algoritmo BMy.
Nesta analise o autor demonstra que:

Teorema B.9 Se2 < m < % entao cada comparacao implica num deslo-
camento esperado d, sendo que

onde ¢ é a probabilidade de uma comparagdo resultar em igualdade. O
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Através deste resultado, conclui-se que o comportamento médio da
versae do algoritmo BM analisada € sublinear. Em particular, conforme
apresentado naquele artigo, para textos e padrdes em ingles, -;— ~ 15.2, 0
que implica que o teorema acima pode ser aplicado em padroes cujo compri-
mento é menor do que ou igual a 15 e, neste caso, o deslocamento esperado

é de no minimo % posigoes.

B.4 Analises Empiricas

Os varios algoritmos descritos nos capitulos anteriores foram objetos de
diversas analises empiricas, nas quais os autores avaliaram o comportamento
destes algoritmos sob diferentes circunstancias, por exemplo, a influéncia
do comprimento do alfabeto no desempenho dos algoritmos. Dentre estas
andlises empiricas, podemos destacar as apresentadas em: [Smi82], [DB86],
[Sch88], [BYBIb], (BY89a], [HS91] e [Smi9l].

Nesta segio apresentaremos resumidamente alguns dos resultados ob-
tidos nestas andlises, sendo que o principal objetivo desta apresentacao é
ilustrar o desempenho comparativo de alguns algoritmos descritos neste tra-
balho.

Inicialmente, na figura B.5, apresentamos um resultado obtido por Smit
[Smi82], quando o autor avaliou o comportamento dos algoritmos Ingénuo,
KMP e BM. Nesta analise, foi computada a razio entre o nimero de com-
paragoes efetnadas e o mimero de caracteres percorridos no texto até se
obter a primeira ocorréncia do padrao ou até que o final do texto fosse al-
cancado. Para cada m, 1 < m < 14, foram efetuadas 20 buscas de padroes
de comprimento m em um texto (escrito em afrikacn, lingua da Africa do
Sul) de comprimento 5000, sendo que para cada m foi gerado pelo menos um
padrao que nio ocorria no texto. No caso dos algoritmo KMP e BM também
foram consideradas as comparagoes efetuadas durante o processamento do
padrao.

Através do grifico dado na figura B.5 podemos perceber que, na pratica,
o desempenho do algoritmo KMP € aproximadamente igual ac desempenho
do algoritmo Ingénuo. Vale lembrar que, no pior caso, o comportamento
destes algoritmos é bem diferente. Agora, no caso do algoritmo BM, temos
que seu desempenho é ruim quando o comprimento do padrao é pequeno
(m < 3). Uma justificativa para este fato é que, como o padrao é pequeno,
entio apds cada rodada de verificagbes teremos um deslocamento também
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pequeno, o que nao compensa o custo de obtencao das funcdes sq, sg3 (uni-
ficagao de s, € s3). Por outro lado, se o padrao é um pouco maior (m > 4)
entdo o desempenho do algoritmo BM é bem melhor do que o dos outros
dois algoritmos. Vale notar que, para m = 4, o algoritmo BM nao verifica
todos os caracteres do texto, por exemplo, para m = 10, apenas cerca de
20 % dos caracteres percorridos no texto sdo verificados, ou seja, a cada 5
caracteres do texto apenas 1 € comparado, o que mostra a eficiéncia deste
algoritmo.

0 Ingénuo
+ KMP
1 « BM
2.07
Caracteres
comparados/ 1.87
Caracteres

percorridos, 1.67

1.41

1.24

1.07

0.81

0.6

0.4

G.21

a.0 T T L} T T T T L3 T T T T T T

0 1 2 3 4 5 6 7 8 § 1 11 12 13 14 ™

Figura B.5: Comportamento dos algoritmos Ingénuo, KMP e BM [Smig2].

Na figura B.6, apresentamos um resultado obtido por Davies e Bowsher
[DB86], onde foi avaliade o comportamento dos algoritmos Ingénuo, KMP,
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BM e KR {(descrito na segao A.5). Nesta andlise, os autores considera-
ram alfabetos de diversos comprimentos, sendo que no caso da figura aqui
apresentada, mostramos os resultados considerando um alfabeto binario.

¢ Ingénuo

+ KMP

2.07

Caracteres
comparados/ 1.81
Caracteres

percerridos, 1.6

1.47

1.21

1.01

0.87

0.6

0.4

0.21

0.0 T T T T T T T T T T T T T | E——

0 1 2 3 4 5 6 T & 9 10 11 12 13 14 ™

Figura B.6: Comportamento dos algoritmos Ingénuo, KMP, e BM conside-
rando um alfabeto binario [DB86].

Comparando este grafico com o anterior podemos perceber a influéncia
do tamanho do alfabeto no desempenho dos algoritmos. No gréifico da
figura B.5, onde || & 30, temos que 0s desempenhos dos algoritmos Ingénuo
e KMP sao bastante préximos. Por outro lado, no grifico da figura B.6,
percebemos que, para alfabetos binarios, o algoritmo KMP é bem mais
eficiente do que o algoritmo Ingénuo. Isto ocorre porque, como o alfabeto



B.4 Anélises Empiricas 155

é pequeno, entdo a probabilidade de que uma diferenga ocorra no inicio do
padrio é pequena e portanto, em média, uma diferenga somente é obtida
depois de varias comparacdes o que torna este caso parecido com o pior caso
do algoritmo Ingénuo. '

Observe que o desempenho do algoritmo BM também é pior do que
aquele obtido com alfabetos maiores, mas ainda assim este algoritmo € su-
blinear. Neste caso, a justificativa para a queda na eficiéncia também se
deve ao fato de que é pouco provavel a obtencao de diferengas no inicio da
rodada de verificagbes e portanto, quando uma diferenca ocorre, em geral,
j4 foram realizadas vérias comparagdes e o deslocamento obtido (geralmente
pequeno) ndo amortiza as comparagdes efetuadas.

A influéncia do comprimento do alfabeto no desempenho dos algoritmos
KMP e BM pode ser verificada mais detalhadamente através das figuras B.3
e B.4.

Finalmente, na figura B.7 apresentamos os resultados de uma das
anélises efetuadas por Baeza-Yates [BY89b], na qual o autor compara o de-
sempenho dos algoritmos Ingénuo, KMP, BM, BM simplificado (excluindo-
se sz € s3} e BMp. Nesta andlise, foi avaliado o tempo de execugao de cada
algoritmo para efetuar a busca de 1000 padrbes aleatérios em um texto
também aleatdrio, sendo que |X{ = 30.

As varias analises empiricas citadas no inicio desta se¢do, realmente con-
firmam que, em média, quanto maior o alfabeto efou o padrao melhor sera
o desempenho dos algoritmos (esta observacio vale para todos os algorit-
mos que se baselam em comparacbes). Isto se deve ao fato de que neste
caso maior é a probabilidade de obtermos uma diferenca apés poucas com-
paragoes e, além disso, a probabilidade de “reocorréncia” de prefixos ou de
sufixos no padrio se torna menor, o que aumenta o deslocamento nos al-
goritmos (exceto no algoritmo Ingénuo). Adicionalmente, o algoritmo BM
é mais sensivel a este fato porque a probabilidade de que um caractere do
texto ocorra no padrdo se torna menor e isto faz com que a fungéo s, fornega
deslocamentos maiores.

Estas observacdes levaram Baeza-Yates a propor uma variagao do al-
goritmo BM descrita em [BY89b] que em suma se baseia em expandir o
alfabeto da seguinte forma: o padréo e o texto sdo transformados em “no-
vas” seqfiéncias onde o t-ésimo caractere é composto pela concatenagdo dos
caracteres que estdo nas posigoes ¢,2+1,...,2 4k —1 na sequéncia onginal.
Esta transformacio produz um “novo” alfabeto cujo comprimento é c* e,
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Tempo
{seg.)

ingénuo

BM simpl.
BM

BMpy

2 3 4 5 & K 8 9 10 11 12 13 14 15 m

Figura B.7: Comportamento dos algoritmos Ingénuo, KMP, BM, BM sim-
plificado ¢ BMy [BY89b).

por outro lado, reduz o comprimento do padrao para m — &k 4 1 e do texto
para n — k + 1. Segundo o autor, para padrées de comprimentos razoaveis,
isto torna o algoritmo, em média, cerca de 50 % mais eficiente.

Para encerrar esta segao, vale ressaltar que, através de inameras analises
empiricas efetuadas, pode-se concluir que, em geral, o algoritmo que apre-
senta o melhor desempenho é o algoritmo BMp. Entretanto, conforme
apresentado em [HS91], em determinadas situacGes, por exemplo, quando o
tamanho do alfabeto é pequeno (reconhecimento de DNA}), outros algorit-
mos, como por exemplo o algoritmo de Giancarlo (descrito resumidamente
em [H591]), apresentam um melhor desempenho.

Além disso, embora nio apresentemos aqui, através das analises descri-
tas em [DB86) verifica-se que o tempo de execucao do algoritmo KR, em
todas as situagbes analisadas, é substancialmente maior do que o tempo
de execucio de todos os outros algoritmos considerados no grafico da fi-
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gura B.7. Isto ocorre porque o célculo dos valores da fungio “hash” apre-
senta um custo computacional elevado, 0 que aumenta o tempo de execugao
do algoritmo.
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