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Abstract

The matching problem in graphs consists in determining a vertex disjoint set
M of edges of the graph. In particular, we are interested in finding maximum
matchings, that is, matchings of maximum cardinality. There are many variations
around this problem, the graph can be: bipartite or general, weighted or not.

In this work we present the main technigues to design the most efficient
algorithms that solve the problem of maximum matching, weighted or not, in
bipartite graphs. We also describe the main algorithms, sequential and paraliel,
to solve this problem,

Chapter 2 contains the most important algorithms to solve the problem for
non weighted bipartite graphs, namely, the algorithm of Hopcroft and Karp, the
paraliel algorithm of Kim and Chwa, and the parallel algorithm of Goldherg,
Piotkin and Vaidya.

Chapter 3 contains the most important algorithms to solve the problem for
weighted bipartite graphs, namely, the algorithm of Edmonds and Karp, the
scaling algorithm of Gabow, the scaling and approximation algorithm of Gabow
and Tarjan, the parallel algorithm of Goldberg, Plotkin and Vaidya and the parallel
algorithm of Gabow and Tarjan.

in Appendix A it 1s given a table which describes briefly the most important
algorithms for solving the general problem, in which the graph 1s not bipartite.



Sumario

O problema de emparethamentos em grafos consiste em determinar um con-
junto M de arestas do grafo, onde as arestas sdo disjuntas nos vértices. Em
particular, estamos interessados em determinar emparethamentos méximos, ou
seja, de cardinalidade méxima. Existem muttas variacGes em torno do tema, ¢
grafo pode ser; bipartido ou ndo, ponderado ou nio.

Neste trabalho apresentamos as principais técnicas para se projetar os algo-
ritmos mais eficientes que resolvem o problema de emparelhamentos maximos,
ponderados ou ndo, em grafos bipartidos. Também descrevemos os principais
algoritmos, segiienciais e paralelos, que resolvem este problema.

O Capitelo 2 apresenta os principais algoritmos para resolver o problema em
grafos bipartidos ndo ponderados: o aigoritmo de Hopcroft e Karp, o algontmo
paralelo de Kim e Chwa e o algoritmo paralelo de Goldberg, Plotkin e Vaidya.

O Capitulo 3 apresenta os principais algontmos para resclver o problema
em grafos bipartidos ponderados: o algoritmo de Edmonds e Karp, o algontmo
com escalonamento de Gabow, o algoritmo com escalonamento e aproximacao de
Gabow e Tarjan, o algoritmo paralelo de Goldberg, Plotkin e Vaidya e o algeritmo
paralelo de Gabow e Tarjan.

O Apéndice A contém uma tabela dos principais algoritmos para resclver o
problema no caso em que os grafos ndc sdo bipartidos.



Conteudo

1 Introdugao
1.1 Algumas DefinigGes . . .. . 0. L Lo oo
1.2 Defimicoes Para Algontmes Pavalelos . . . . . . ... ... ..
1.3 Teoremade Berge . . . . . .. ... o oL
1.4 Grafos Ponderados . . . . . . .. ... 0 L ..
1.5 Resumo dos Demais Capitudos . . . . . .. .. ... ...
2 QGrafos Bipartidos Nac Ponderados
2.1 Algoritmo Primitivo . . o o000 Lo
211 Fundamentos . .. ... oL o0
212 Descricdo . . . . L. e e
2.1.3 Complexidade . .. . .. ..o
2.2 Algoritmo de Hoperoft e Rarp . .. . 0 . o oo Lo oL
221 Fundamentos . . .. ... .00
2,22 Descricho . . ... L e e e e e
2.2.3 Complexidade . . . . . . ... ...
2.3 Alporitmo Paralelo de Kime Chwa . . .. .. .00 ..
2.3.1 Fundamentos . ... .. Lo L
2.3.2 Descricd8o . . . . . o e e e e e
2.3.3  Complexidade e Nimero de Processadores . . . . . ..
2,34 Observacdo . . . . . . . . e e e e
2.4 Algoritmo Paralelo de Goldberg, Plotkin ¢ Vaidya . . . . . . .
24,1 Descricao e Complexidade . . . . . ... ... ... .
2.4.2 Observagao . . . . . . Lo e e
2.5  Algoritmo de Pré-Emparvelhamentos . . . . .. . . . ... ..
2.8.1 Fundamentos . .. . .. .. . ... ... ..
252 Descricdo ... L L e e

26
249
30
30
34
39
41
42
42

47
47
03



2.5.3 Complexidade e Nimero de Processadores . . . . . . . a8

2.54 Observaghes . . . .. . o s Ay
3 Grafos Bipartidos Ponderados 60
3.1 Busca Hinmgara . . ... .. L o o 61
3.1 PFundamentos . . .. ..o oo 0L L 61
3.0.2 Descricdo . .. L L e e 65
3.1.3 Complexidade . . . . . . oo oL 67
314 Observacoes . L. oo e e e 68
3.2 Algeritmo de Edmonds e Karp. . . .. .. ... ... ... .. 69
321 Fundamentos . . . .. ... 0oL o 69
322 Descricdo . . . . . o v e e e e e 72
323 Complexidade . . . . . .. ... .00 i
3.24 Observacdo . . . . . . . . 76
3.3 Algoritmo com Escalonamento - Gabow . .. . .. ... 17
3.3.1 Descricdo . .. ..o Lo o 77
332 Complexidade . . . .. . .. ... L. 80
3.4 Algoritmo com Escalonamento e Aproximagao — Gabow e Tarjan 84
3.4.1 Fundamentos . .. ... ... o oL oL 54
342 Descricdo . . . .. oo 87
3.4.3 Complexidade . . . . . . .. .. L0, 90
34.4 Observagac . . . . . . . ..o 92

3.5 Algoritmo Paralelo com bscalonamento e Aproximagao - Goldberg,
Plotkine Valdya . . . . . . .« . . . o 0L 493
3.5.1  Algoritmo Basico: Descri¢do e Complexidade . . . . . | 93
3.5.2  Algoritmo de Pré-Emparelbamento Ponderado . . . . . 97
3.5.3  Algoritmo para Emparelhamento Perfeito Ponderado . 103
354 Observacdo . . . . . .ot o e e 108

3.6  Alporitmo Paralelo com Escalonamento e Aproximacio - Gabow

eTarjan . . . . .. ... e 1D
361 Pundamentos . . . ... .. .. .. ... .. ... .. 109
3.6.2  Algoritmo Bdsico: Descrigao e Complexidade . . . . . . 111
3.6.3 Algoritmo Paralelo Para Busca em Largura . . . . . . . 124
3.6.4 Algoritmo Ajuste Dual Relaxado . . . . . ... .. .. 133
3.6.5 Algoritmo Colecdo Maximal Paralelo . . . . .. . . . .. 145
3.66 Observacac . . . . . . .. 153

1



A Algoritmos Para Grafos Nao Bipartidos 154

B Algoritimos Paralelos 156
B.1 Menor Elemento de um Vetor . . . . . .. .. ... ... 156
B.2 Menor Elemento de uma Matriz Quadrada . . . . . . . ... .. 157
B.3 Somar Elementos de wm Vetor . . . .. .. ... 0L 157
B.4 Algoritmo Todas as Somas . . . . . .. .. ... . 158
B.5 Algontmo Todas as Somas Parcials . . . . .. .. ... L. 158
B.6 Numero de Qcorréneias . . . . . .. . . .o Lo 159
B.7 Ordena Vetor Paralelo . . . ... ... ... ... .. ..., 162
B.8 Seqgiéncia Partes Vetor . . . . . .. .. . oL 165

i



Lista de Algoritmos

2.1

2.2

2.1{]
2.11
2.12
3.1
‘.} "{}
3.3
3.4
3.5
3.6

3.7
3.8
3.9

Busca em largura para determinacio da existéncia ou nao de
caminho M-aumentanie, e e
Determina um caminho M- aumenf«mhe Com b.:LHE‘ na busca em
largura efetuada. . e
Determina um emparel hdmemo MAaximo e uma Cobel tura mi-
nima em G, o .
Determina uma colegio ma\jmdl de camin ho% M anmentantes
com base na busca em largura efetuada.

Hoperoft e Karp., . . . .. . .. . o o 00
Petermmna, se existe, um cammho AM-aumentante minimo.
Determina um caminho M-aumentante com base na seqiléncia
de matrizes {0, %, ..., [Pegd]

Kim e Chwa (paralelo). . . .

Goldberg, Plotkin e Vaidya (paraleln}.

Determina o vetor di. .

Determina o vetor M.

Pré-emparelhamento {paralelo).

Busca hingara.

Edmonds e Karp.

Escalonamento - Gabow. C e
Escalonamento e aproximagao -~ (:abow e ial]an
Escalonamento utilizando par serni-admissivel. .
soldberg, Plotkin e Vaidya — escalonamento e aproximacdo
{paralelo). . . .
Escalonamento utilizando par semi- admlsslvel {par ald R
PréEmparethamentoPonderado.

Emparelhamento perfeito {paralelo).

| S
-

o

o
]

36
37
43
54
55
18
66

79

94
98
J 01

104



3.10
.11
3.12
3.13
3.14
B.1
B.2
B.3
B.4
B.5

B.6
B.7

Escalonamento e aproximagio - Gabow e Tarjan {paralelo).
Escalonamento utilizando quadrupla Stima.

Busca em largura (paralelo}. . . . . . . .. ..

Ajuste dual usando a operagao lda}\amento C
Colecio maximal disjunta de caminhos M-aumentantes em C
Determina todas as somas parciais. . . . . e
Determina o niimero de ocorréncias dos elementoq de wm vetor.
Ordena um vetor em paralelo. . . . . ..

Algoritmo paralelo para preencher o vetor A

Determina as tarefas que devern ser executadas pelos proces-
sadores. e

Execata as tarefas alocadas, )

Aloca uma tarefa a wm processador. . .

112
116
134
138

149

. 159

161

166
.17

172

ey

173



Lista de Figuras

11
1.2

Lo b5 Lo
(VRN el

| SR S
[l

b
=

2.7
2.8
2.9

3.1

Grafos completos: (5 e K. . e e e
Chamada de uma fungio dividir para conqguistar em paralelo
Redugbes de problemas emn grafos ponderados.

Caminhos alternados a partir de I/ C e
Esquema das chamadas das fungdes do algouimo primitive. .
Esquema das chamadas das fungoes do algoritmo de Hoperoft

e Karp. . o R

bubdlvtscw do (,dmmho P e e D ..
Esquema das chamadas das fung¢des do a]g,ommo d<, Kim e
Chwa., . ... . .

Esquema das chamadds (icm fum:oem do algem‘tmo de Golcl :)ug,
Plotkin e Vaidya. C e

Fassos para remover a aresta (v v ) de M. . .. NN
Exemplo de grafo com os valores dj associados aos vértices. .
Esquema das chamadas das funcoes do algoritmo de Goldberg,
Tarjan, Plotkin e Vaidya. .

Caminhos M-alternados a partiv de vértices M-livres de V7
(denotados por I/ na figura) no grafo Gy e arestas J{M,y)
{pontilhadas). O emparelhamento M € maximo em G,
Grafo bipartido com folga unitdria nas arestas fora do empare-
Ihamento. Os valores associado aos seus vértices representam
Exemplo de wmn grafo onde a cada iteragdo do algoritmo de
Edmonds e Karp existe apenas um caminho M-aumentante
em Gy. .

V1

[ Gy SN
B OF

-1

)



3.5

3.6

3.7

3.8

3.9

3.10
3.11
312

B.1

Exemplo usando o Algoritmo 3.3 modificado para obter um
emparelhamento maximo (ndo perfeito}. O emparelhamento
retornado nao € de custo minimo (existe um emparelhamento
maximo de custo 5).

Bsquema das chamadas das fungbes do alé,orltmo d«a (;oldbug,
Plotkin e Vaidya {ponderado). . . Co
Vetor de 2m posicbes para representar o gmio na buara em
largura. . . . ...
Obtengio da estrutma, de dados dese;add para representar o
grafo na busca em largura {d), a partir do vetor de arestas (J
{a). As arestas do vetor () correspondem as arestas do gra,fo
apresentado na Figura 3.6. ) .
Busca em largura - IEE‘IaQOGB da busca e lotqus do% vertices.
Os vértices de onde iniciamos a busca possuern rotulo 6.
Grafo Gy e, . com os copjuntos S, T, W+ e W~ |

Gralo Gary.e,, © sen respectivo grafo H{Gaz g, M)

Vetor R[0...5n — 1] para o algoritmo paralelo, onde p = 4.
a} Grafo (¢ M-simples ¢ v caminho M-awmentante F em
(. O mimero sobre uma aresta representa a iteragdo da busca
emn largura na qual ela fol visitada (removida) e o sinal so-
bre o munero informa se a aresta foi visttada na busca em
largnra a partir dos vértices de VT ou V™~ de P. b) Grafo
H(GIV\VP], M\ EP). ¢) Malor caminho M-alternado de
arestas removidas numa busca de caminho aceitavel. .

a) Vetor Y com p partes disjuntas. b) Vetor X com as partes
do vetor ¥ concatenadas. .

vii

128

. 136
. 1a7
. 143

. 167



Lista de Tabelas

3.1

B.3
B4

Grafos bipartidos nde ponderados. . . . . . . .. ... ... 12
Grafos bipartidos ponderados. . . . . . . ... o000 13

a} Nimero de vértices adjacentes aos vértices do vetor ufl ... p}
(p = 5). b) Vetor X1 obtido, usando a tabela a). . . . . . .. 130
Preenchimento das listas A; {1 <¢ < p), usando o vetor X
da Tabela 3.1 (p = 5). A lista A4 fol a dlfima a receber um
vértice na visita anterior {7 — 1), Os simboles o; (1 < 7 < 4)
representam vértices adicionadas as Hstas A; (1 < ¢ < p) nas

vistbas amberiores. . .. .. oL e e 131
Grafos gerals (ndo bipartidos) ndo ponderados. . . . . . .. .. 154
Grafos gerals (ndo bipartidos) ponderados. . . . . . . . .. .. 155

Valores do vetor s[1...p] para os respectivos vetores r e a,
onde p = 12. Ag setas representam o mailor inteiro tal que

PU T 2. e e e e e e e e e e e e e e e e 160
Valores do vetor s{l...p] para os respectivos vetores f ¢ a,

onde p==6. . . ... L. 164
Valoresde d; =1+, — fies,ondep=5. .. .. .. ... ... 167
O vetor X correspondente aos valores da Tabela B3, . .. . 168

¥iil



Capitulo 1

Introducao

No nosso cotidiano existem muitas situages que podem ser representadas
por diagramas consistindo de wm conjunto de pontos e linhas que ligam aos
pares esses pontos. Por exemplo, os pontos poderiam representar cidades e
as nhas as estradas entre pares destas cidades; on os pontos poderiam repre-
sentar pessoas e as linhas ligando pares de pessoas que se gostam. Os grafos
surgiram na mabemdética exatamente para dar uma representacio abstrata
para estas situagdes, onde os pontos sdo chamados de wvertices e as higacdes
de arestas.

Dentre todos os problemas tratados na teoria dos grafos estamos inte-
ressados em encontrar um emparelthamento maximo de wm gralo bipartido
{7, onde (¢ pode ser ponderado ou ndo. Por exemplo, suponhamos que os
vértices de um grafo representam as pessoas e as arestas a possibilidade de
duas pessoas contrairem matrimoénio (caso ortodoxo, ou seja, entre pessoas
de sexo diferentes}. Estamos interessados em responder a seguinte pergunta:

“De que forma podemos realizar o maior numero de casamentos?”

Em 1935, Philip Hall enuncion o seu Teorema que é um dos resnltados
mais significativos sobre emparethamentos em grafos bipartidos. Este Teo-
rerna serd apresentado no proximo capitulo.

A proposta original da tese previa, também, o estudo de emparelhamentos
méaximos em grafos gerais (ponderados ou néo}, porém, pelo estudo ter-se
estendido muito, optamos somente pelo estudo do caso bipariido,



1.1 Algumas Definicoes

Um grafo ¢ = (VG EG) é um conjunto finito de vértices VI e outro de
arestas B, onde cada aresta o € EG associa umn par de vértices (ndo neces-
sariamente distintos) de V. Os extremos de uma aresta sio o par de vértices
que ela associa. A pariir de agora vamos denotar o grafo G = (VG| EG)
simplesmente por G, VG por V e EG por E. Também denotaremos a car-
dinalidade de V por |V| = n ¢ a cardinalidade de £ por |E] = m.

Seja X C F. Dizemos que X é o congunto complementar de X se X =
E\X.

H4 ocasides em que € conveniente orientar as arestas do grafo, associando
a cada aresta ndo um par mas sim um par ordenado de vértices: tais grafos
séo ditos orientados.

Os extremos de uma aresta o sao ditos incidenfes em &, e vice versa.
Dots vértices que sio incidentes na mesma aresta sdo chamados de adjacenies,
como tambérm duas arestas que sdo incidentes no mesmo vértice. Uma aresta
que possul extremos iguals é chamada de lago e extremos distintos de figagdo.

Um grafo H é um subgrafo de G se VH C Ve EH C K. Seja £ C L.
Dizemos que H € um grafo gerado por E', H := G[E'], se H é um subgrafo
de (7, em que o conjunto de vértices sdo os extremos de E' e o conjunto
de arestas E'. De uma forma similar, H pode ser um grafo gerado por V7,
onde V' C V. O simbolo & denota o ou exclusivo (tambéin chamado de
diferenca simétrica) entre conjuntos, ou seja, se X e Y sdo dois conjuntos,
entao X @Y = (X UYI\(XNnY)

Seia, X C FelY C V. Qs vizinhos de Y utilizando as arestas de X,
denotado por X{¥'}, é o conjunto de vértices adjacentes aos vértices de ¥ no
grafo GIX]. O subconjunto de arestas de X incidentes nos vértice de ¥ serd
denotado por X (Y. Denoctaremos por V.X o conjunto de vértices incidentes
nas arestas de X.

Definimos o grau de um vértice v € V no grafo G, denotado por gu{v),
como sendo o nidmero de arestas que incidem nele, ou seja, ga(v) = [E({v})].

Um passeio em & ¢ uma sequéncia finita ndo nula P = (vg, €1, 71, ... &,
v, ), onde:

sy, Ve ek

o Vi, 1 <17 <r, vy e v sd0 08 extremos de e,



v+

iVK\VA\Vf

Ky K5

L?__..

Firgura 1.1 Grafos completos: Ky ¢ Ay3.

Dizemos que vy e v, $30 o8 exfremos de P e o seu comprimento é r. Um
passeio de comprimento sero € chamado de degenerado. Represeniaremos o
conjunto de arestas de P por P ¢ o de vértices por VP,

Chamamos P de iridhae se as arestas de P sdo duas a duas distintas:
se, além disso, os vértices também sdo dois a dois distintos, P é chamado de
caminho. Porém, se todos os vértices de wma triltha P sdo dois a dois distintos
exceto 08 extremos que sdo iguais {ve = v, ), £ é chamado de circuito. Uma
tritha é dita de Huler se e somente se passa por todas as arestas do grafo.

Um grafo (¢ é bipartido se o conjunto de vértices V pode ser particionado
em dois conjuntos, V¥ e V7, de modo que toda aresta « € E possui um
extremo emn V* e 0 outro em V7.

Um grafo G é dito simples’ se ndo possui lages e duas arestas distintas
de (¢ ndo possuem os mesmos extremos. Se (f é simples e para cada par de
vértices de V existe uma aresta em F que os liga, entéo denominaremos &' de
grafo completo, denotado por K,,. Se (¢ é simples com biparti¢ao (V7F, V73,
onde cada vértice de ¥t é ligado, através de arestas de (7, a todos os vértices
de V', entao denominaremos ¢ de grafo bipartide completo, denctado por
Ky v-) (veja Figura 1.1).

Um emparelhamenio no grafo (7 é um conjunto de arestas M C K duas a
duas nao adjacentes e que ndo sdo lagos. Se alguma aresta de M é maidente
a um vértice v € V, v ¢ chamado de ocupado; caso contrario, v é chamado

1Caso néo seja especificado de outra forma, vamos assumir que os grafos uiilizados sio
sirmiples.



de Hure.

Um conjunto T de arestas cobre wm conjunto X de vértices se em todo
vértice de X incide pelo menos uma aresta de 7. Um conjunto X de vértices
cobre um conjunto T' de arestas se em toda aresta de T incide pelo menos
um vértice de X. Um conjunte S € V é chamado de conjunie independente
em (& se nenhuma aresta de (& tem os ambos extremos em 5.

Seja C a colecdo dos emparelhamentos do grafo G. Um emparelhamento
MeC émazimalse VM € CM ¢ M, M é mdzimo se VM € C, [M| >
|4, Um emparelhamento é perfeilo quando todos os vértices de 7 estdo
ocupados.

Um grafo G é penderado se existe uma fungao ¢ sobre as suas arestas,
chamada de custo, que associa a cada arvesta um valor real, ou seja, ¢ 1 £ — R,
Seja X C F: definimos o custo do conjunio X por

o X) = > o).

aeX

Seja M um emparelhamento de . Um camanho M-alternado em G é
um caminho cujas arestas estho alternadamente em K\ M e em M. Um
caminho M-aumentanie em & é wm caminho M-alternado ndo degenerado
cujos extremos sio livres.

Dizemos que dois vértices v e v em 880 concclados se e somente se
existe um caminho enfre u e v em . Seja uma particio de V os subcon-
juntos nao vazios Vi,..., ¥ tal que u e v pertencem a V, se e somente se u
e v sao conectados. Chamamos de componentes conezas de G os subgrafos
GiVil... ., G[Vi. Se G possui uma unica componente, & € dito conexo; caso
contririo, 7 é dito desconezo.

Seja o grafo G com a biparticio V' e V™ e um emparelhamento Af em
7. Dizemos que o sinal de um vértice é positivo se pertence a V71 e negafivo
se pertence a V7. No caso das arestas, o sinal é positive se ela pertence a M
e negativo se pertence a £\ M. Da mesma forma, definimos o sinal de um
passeio M-alternade néao degenerado como sendo positive (negativo) se a sua
nrimeira aresta {¢;) é positiva {negativa). Estendemos esta definicdo para
caminhos degenerados (comprimento zero) dando-lhes o sipal de sua origem.

¥m [43] encontram-se outras defini¢des bermn como uma pequena lista de
livros texto sobre grafos.



1.2 Definicoes Para Algoritmos Paralelos

Q modelo computacional PRAM {Parellel RAM) foi estendido do modelo
RAM (Random Access Machine) para englobar paralelismo. FEste modelo
consiste de p (p = 1) processadores sincronizados tendo acesso a uma memd-
ria global comum.

Num modelo PRAM, dizemos que a leitura ou a escrita na memdria global
é concorrente se for permitido o acesso simultdneo pelos processadores a uma
mesnia posigko da memdria global; caso contrario € ezclusive. Portanto,
podemos subdividir o modelo PRAM em (vide [51, 3]):

EREW (Erclusive Read Erclusive Write) Neste modelo néo séo permitidas
nem leituras € nem escritas concorrentes na memoria global.

CREW (Concurvent Read Fuclusive Write) Neste modelo sé sdo permitidas
leituras concorrentes na memdornia global,

ERCW (Fuclusive Read Concurrent Write) Neste modelo 56 sdo permitidas
escritas concorrentes na memoria global.

CRCW (Concurrent Read Concurrent Write) Neste modelo sédo permitidas
leituras e escritas concorrentes na memoria global.
As operagbes em paralelo, nos algoritmos, sdo executadas pelas seguintes
imstrugdes [3):

s Quando for necessario executar muitos passos do algoritino em paralelo:

faga em paralelo os passos P, e P [e P
inicio

Py {declaragdes)

Py {declaragdes)

F;: {declaragGes)
fim.

Ou seja, para cada rdtulo P, 1 € 7 < ¢, dentro do escope do co-
mando, & agsociado um processador, que executa as mstrugoes, a partic
deste rotulo, até encontrar wm outro rétulo ou o fim da instrucao (em
paralelo).
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FUNCAO

Figura 1.2: Chamada de uma fungdo dividir para conquistar em paralelo.

o (Quando muitos processadores executam a mesma instruglo simultane-
amente, temos dois comandos para representar o paralelismo:

1. Para cada i,¢ € [y... k|, é associado wm processador Fi:
para ¢ < 7 até £ faga em paralelo.

2. Para cada elemento z; do conjunto X € associado um processador

Fi:
para cada x; € X fagca em paralelo.

rafice da Figura 1.2 representa a chamada de uma funcao dividir para
O fice da Fig 1.2 reg f 1 1a d funcao divid
conquistar em paralelo.

1.3 Teorema de Berge

Este Teorema ¢ de fundamental importincia para se encontrar emparelha-
mentos maximos. Muitos algoritmos, como ¢ o caso do algoritmo primitivo
do préoximo capitulo, o utilizam diretamente para resolver ¢ problema de
emparelhamento.

Teorema 1.1 (Berge [7], 1957) Um emparclhamento M em G ¢ mazimo
se e somente se (¢ nde contém nenhum caminho M-acumentanie.

Demonstragdo: = “Se existe um caminho M-aumentante, entdo M nao é
wm emparelhamento maximo”. Seja M om emparelhamento ¢ £ um cami-
nho M-aumentante. O conjunto M™ := M § EF é um emparelhamento de
cardinalidade [M] + 1. Assim M ndo é um emparelhamento maximo.

)



<=z “Se M ndo é um emparelbamento méximo, entdo existe um caminho
M-aumentante”. Seja N um emparethamento com |N| > |M|. Gere um
novo grafo H da seguinte forma:

H =GN @ M]

Note gue o grau dos vértices de H é mepor do que ou igual a dois, pois
tanto as arestas de N guanto as de M incidem no maximo uma vez em cada
vértice de V. Seja € = {K4,..., K} a colegdo das componentes conexas de
H. Cada componente K; € C pode ser:

L. Um ciclo de comprimento par com arestas alternadamente em N \ M

eem M\ N,
2. Um cammho com arestas alternadamente em N\ M eem M\ N,

Como |[N| > M|, entdo 34, 1 < ¢ < [, tal gque [(N\ M) EK] >
HAM\ NYOEKL, ou seja, existe uma componente I; que possui mais arestas
de N do que de M. Logo, K; ¢ um caminho que comega e termina com arestas
de N; portanto, K; é um caminho M-aumentante. O

Da demonstracdo do Teorema 1.1, obtemos os seguintes corolarios:

Coroléario 1.2 Sejam M ¢ N emparelhamentos em G, v = |M|, 8 = |N|
er < s Entio GIM @ N} contém no minimo ¢ — r cominhos que sio M-
awmentantes e disjuntos nos vértices; ademais, pelo menos wm dos caminhos
tem comprimento <142 1r/(s ~v}].

Demonstracdo: Da demonstracio do Teorema 1.1, temos que GM & N]
contém no minimo s — v caminhos que sap M-awmentantes disjuntos nos
vértices; portanto, os 3 — 7 caminhos sdo disjuntos nas arestas, Todos os
caminhos podem possuir no maximo ¢ arestas de M, logo existe um caminho
M-aumentante com no maximo |r/{s — r}| arestas de M, ou seja, 0 camisho
possui no maximo 1 4 2 {r/{s —r)] arestas. O

Corolario 1.3 Sejam M wm emparelhamento mazimal ¢ M* um emparelha-
mento mdazrimo, ambos em (. A seguinte desigualdade ¢ vilida,

M < 2| M.
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Demonstragdo: A desigualdade é obviamente verdadeira se A for mdximo.
Portanto, podemos supor que {M| < [M*]. Pela maximalidade de M, todos
os caminhos M-aumentantes tém comprimento no minimo trés.

Assim, pelo Corolario 1.2, existe um caminho M-aumentante em G[M &

. oo P IAf]
M*] de comprimento no maximo 1 + 2 [WJ Logo,
: | M|
FL1 42—
=T T

dat a desigualdade enunciada. O

1.4 Grafos Ponderados

Em grafos ponderados existe uma grande variedade de problemas distintos,
entre 05 quais podemos destacar:

{1) Emparelhamento perfeito de custo minimo - entre todos os emparetha-
mentos perfeitos de wm grafo, escolhemos um de custo minimo.

(i) Emparelhamento de custo minimo - entre todos os emparelhamentos
de um grafo, escolhemos um de custo minimo.

{111} Emparelhamento maximo de custo minimo - entre todos os emparelha-
mentos maximos de um grafo, escolhemos um de custo minimo.

(iv} Emparelhamento perfeito de custo maximo - entre todos os emparelha-
mentos perfeitos de um grafo, escolhemeos um de custo méaximo,

{v} Emparelhamento de custo maximo - entre todos os emparelbamentos
de um grafo, escolhemos um de custo maximo.

{vi) Emparelhamento maximo de custo maximo - entre todos os empare-
thamentos maximos de um grafo, escolhemos um de custo maximo,

Proposicao 1.4 Os seguintes problemus sGo equivalentes: (i) e (i}, (it} ¢
(v) e tambem o sdo (iir) ¢ (vi).
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Emparethamento Emparelhamento Emparelhamento

&

¥

de custo perfeito de maximo de

minimo (i1) custo minimo (i) custo minimo (iii)

Figura 1.3: Redugbes de problemas em grafos ponderados.

Demonstragio: A redugdo que leva nm problema a outro € simplesmente a
complementagdo dos custos das arestas {substituicio pelo valor simétrico).
-

Mostraremos a seguir que os Problemas (i1} e {iii) se reduzem ao Problema
(1} {veja Figura 1.3).

Proposicao 1.5 O Problema (1) € polinomiclmente redutivel ao Problema
{1). Ademais, caso o grafe de Problema (ii) sejo bipartido, esta propriedade
€ preservada pela redugio.

Demonstragio: Como o Problema (i} determina um emparelhamento per-
feito, logo precisamos garantir que os grafos obtidos nas redugdes admitam
emnparelhamentos perfeitos, Seja (¢ o grafo em questdo, Se (€ bipartido,
com biparticio V' e V=, entdo imergimos G num grafo bipartide completo
e [V7|. Se ¢ ndo é bipartido, entao

K, ., onde r é o valor méximo entre |V
imergimos ¢ num grafo completo K., onde r 1= P—;ﬁ} Por simplicidade,
denotaremos K o grafo K., ou K, conforme o caso.

Definimos a fungaoe custo e : ER — 1 da seguinte forma:

crle) = cale} sea € e cgla) <0
KA =% caso contrario,

Seja My wm emparelhamento perfeito de cp-custo minimoem K ¢ My 1=
{or i € Mg N E e cela) < 0}, Vamos mostrar que Mg ¢ wn emparelha-
mento de co-custo minimo em G

Seja Ng um emparelhamento em . Como K € um grafo completo, entao
existe um emparelhamento perfeito N em K, onde Ng € Ng. Como Ny
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pode possuir arestas com custos positivos (o custo destas arestas é zero em
Ny ), entio e (Ng ) < co{Ng). Portanto,

def

. def M . My .
calMg) = o {(Mr) < C;{(f\rﬁ“) Lep{Ne). O

Proposicac 1.6 O Problema (i) € polinomialmente redutivel co Problema
(1). Ademais, caso o grafo do Problema (1) sejo bipartido, esta propriedode
¢ preservada pele redugdo.

Demonstragao: O grafo K, com 2r vértices, é definido exatamente como na
Proposigao 1.5.
Definimos a funcao custo ¢ : EK — 3 da segninte forma:

ccla) = cala) sea € F
TV 20U caso contrério,

onde U = 1 + max{|ca{a} 1 o € E}.

Seja My um emparelhamento perfeito de ex-custo minimoem K e Mg 1=
M NE. Vamos mostrar que Mg é um emparelhamento maximo de ¢g-custo
minimo em .

Como K é um grafo completo, entdo para todo emparelhamento 5S¢ em
G existe um emparelhamento perfeito Sy em K tal que S5 © Sx. Ademais,
por definicio de ¢y,

ex{Sx) = calSe) + 20U (|Ski — |Sel) (1.1)
Por outro lado, por definicio de {7,

lealSe)l < rU. {1.2)

Seja Ng um emparelhamento em (7. Aplicando (1.1) a Nx ¢ My temos:

def My - .
0 < ex(Ng)—ex(Mg) (1.3)
Y Ve — cal( M) + 20U (Mgl — [Nl |

Aplicando (1.2} a Nx e Mg temos:

Ccr;(f\fr@) — C(;(ﬂ./fc;) < 2rl., {1.4)
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De (1.3} e (1.4} temos que

0 < 2l (|Mq

— INgl + 1)

e portanto |Ng| < [Mg|. De fato, Mg é méximo.

Agora demonstraremos que Mg € de custo minimo. Suponha que Ng @
um emparelhamento maximo em G, ou seja, (Mgl = |Ngl. Logo, usando a
desigualdade em (1.3) temos que:

0 < C(;(.[VG) -— (fg(ﬁ-ﬁr(;).
De fato, Cg(ﬁﬁ(@) =< CG(ANQ). 0
Proposigao 1.7 Seja ¢ uma funedo custo definida da sequinte forma:
dla) i =cla) —a, Yo g B,

onde ¢ € uma funcdo custo em & que assume valores no intervalo [a,b] {ou
seja, a) €10,6b—al). Se M ¢ N sdo emparelhamentos de mesma cardina-
lidade em G, entdo ofM)— o{N) = (M}~ (N},
Demonsiracio:

(MY —c(N) = (M) +a|Ml—~ ((N)+a|N))=(M)— (N). D
Corolario 1.8 S¢ (7 € um grafo ponderado onde a funcao custo ¢ pode as-
sumir valores negalivos, entdo podemos definir uma nova fungdo custo nao

negativa ¢ tal que M ¢ wm emparelhamento mdzime de ¢-custo minimo se e
somenie se M € um emparelhomento mdzimo de ¢ -custo minimo. O

1.5 Resumo dos Demais Capitulos

Nos Capitulos 2 e 3 sdo apresentados os principais algoritmos sobre empare-
Thamentos maximos em grafos bipartidos dando énfase a sua complexidade,
bem como o esclarecimento de alguns conceitos importanies na area.

No Capitulo 2 o estudo se restringira ao caso de grafos hipartidos nao
ponderados {a Tabela 1.1 mostra a relagao dos algoritmos estudados com as
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[ Algoritmos Seqiienciais [
Data | Autor{es) Ref. | Complexidade
Primitivo mn + 1t

1973 | Hopceroft e Karp | [35] | mnt/? 4 /2

] Algoritmos Paralelos |
Data | Autor(es) Ref. | Complexidade | Processadores
1987 | Kim e Chwa [39] | nlognloglogn n®/logn
1988 | Goldberg, Plotkin | [32] 2% og® n n*/logn

2 Vaidys

Tabela 1.1: Grafos bipartidos nio ponderados.

suas respectivas complexidades®). No Capitulo 3 serd estudado o caso para
grafos bipartidos ponderados {Tabela 1.2).

No Apéndice B descrevemos alguns algoritmos paralelos. No Apéndice A
relacionamos os principais algoritmos gue resolvem o problema de empare-
thamentos méximos em grafos gerals {ndo bipartidos}.

?Nas Tabelas 1.1 ¢ 1.2, p representa o niimero de processadores que o algoritmo uiiliza
e [ o maior valor absolnto entre todos os cusios dag arestas do grafo. Por problemas de
28paco nas tabelas, omitimos o sfmbolo Of) nos itens de complexidade e processadores.

12
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Algoritmos Seqiienciais

|

Data | Autor{es) Ref, Complexidade

1955 | Kuhn [41} mnt 4 n’

1972 | Edmonds e Karp [17] mnlogn

1984 | Fredman e Tarjan | {17, 22] mn + nllogn

1985 | Gabow (25] | ma®¥og U + n™/tog U

1989 | Gabow e Tarjan [27] mnt/? log nlf

| Algoritmos Paralelos |
Data | Autor{es) Ref. Complexidade Processadores
1988 | Goldberg, [32] n2/>log® nlog nll n* / log o
Plotkin e Vaidya

1988 | Gabow e Tarjan | [26] | (mn/?/p)logplognl | m/{n'/?log? n)

Tabela 1.2: Grafos bipartidos ponderados.
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Capitulo 2

Grafos Bipartidos Nao
Ponderados

Neste capitulo apresentaremos alguns algoritmos que encontram emparelha-
mentos maximos quando os grafos sao bipartidos nao ponderados. Na Secdo
2.1 sera apresentado um algoritmo primitivo que usa basicamente o leorema
1.1 {Berge). Na Secdo 2.2 é apresentado o algoritmo de Hopceroft e Karp [35],
que desde 1973 continua seado o mais eficiente conhecido. E importante no-
tar porémn que para grafos densos ha wm algoritmo melhor, de complexidade
0 (n‘g; 2\/(?71 +n}/log n),,, de Alt, Blum, Mehlhorn e Paul [4]. Nas Se¢bes
2.3, 2.4 e 2.5 sao apresentados trés algoritmos paralelos, respectivamente o
algoritmo de Kim ¢ Chwa [39], o algoritmo de Goldberg, Plotkin e Valdya
[32] e o algoritmo de Goldberg, Tarjan, Plotkin e Vaidya [34, 32; a propédsito,
o algoritmo da Secdo 2.4 e sublinear.




2.1 Algoritmo Primitivo
¢ Tipo: seqilencial.
¢ Complexidade: O (mn 4 n?).

Dado que o grafo é bipartido, um algoritmo primitivo se deriva direta-
mente do Teorema 1.1 (Berge).

Os autores Ford e Fulkerson [21], em 1956, apresentaram um algoritmo
que tarnbém usa wma nocao de caminhos anmentantes para o problema de
fluxos maximos.

2.1.1 Fundamentos

Seja & um grafo com biparticio de vértices VT e V. Estamos interessados
em decidir se existe um emparelhamento que cubra V1. A condicao para a
existéncia de tal emparelhamento se encontra a seguir:

Teorema 2.1 {Konig, 1931 e Hall, 1935) Seje G = (V, E) uwm grafo bi-
partido com biparticgo VT ¢ V=, Entdo, G contém um empuarelhamento que
cobre VT se e somente se

[B(X)] 2 |X],¥X € V*,

onde |E(X)| € ¢ nimero de vértices adjacentes wos vértices de X no grafo

.

Demonstragdo: — Seja M um emparelhamento que cobre V7 e X C V7,
Como og vértices de X sfio extremos de arestags (distintas) do emparethamento
M, entdo |E(X)| € no minimo | X|.

<= Seja M um emparelhamento maximo. Seja U o conjunto dos vértices
M-livres de V. Seja K o conjunto dos vértices conectados, a uma distancia
2, a U através de caminhos M-alternados. Seja S o conjunto dos vértices que
pertencem aos Ky, e a VT eseja T o conjunto dos vértices que pertencem aos
Kysea V™ {veja Figura 2.1, onde as linhas continuas representam arestas do
emparelthamento e as tracejadas arestas fora do emparethamento’). Observe
que pao existem arestas do tipo {u,v), onde u € Sev € V- \ T, Como

'De agora em diante sera usada esta convengdo nas figuras.
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Figura 2.1: Caminhos alternados a partir de

os tnicos vértices livres de todos os Ky, 880 os de Ko (Ky = U), pois nao
existem caminhos M-aumentantes, temos que:

S =~ U] = 1T,

Dado que cada vértice em E{S) é conectado a algum vértice de 7 através
de um caminho M-alternado, entdo T = E{5). Logo,

E(S)] = T = IS

— U},
Por hipétese, |S| < |E(5)| e portante U é vazio. Ou seja, M cobre ¥V, I3

Na verdade, da demonsiracao do Teorema 2.1, temos o seguinte corolario,
no <aso em que ndo existem mals caminhos M-anmentantes ¢ calculamos 5
e T, independente da validade ou nio da desipualdade enunciada:

Corolario 2.2 Sejam M* ¢ C,, respectivamente, wm emparelhamenio md-
zimo e wmae cobertura minima dus arestus por vértices em (. Entdo, |M™] =
[C.. Ademais, se 5 e T denotam os conjunlos definidos na demonstragdo
do Teorema 2.1, com M* no papel de M, entgo (VN SYUT € wma coberturu
minima das arestas por vérfices.
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Demonstragdo: Sejam M um emparelhamento e £ uma cobertura, entao
{7 possui pelo menos uma extremidade das arestas de M. Portanto, para
qualquer M e (', temos que:

|M] < 1C].
Ero particular, se |M| = |Cl, entdo |M] = |M*| e |C] = |C.], pois:
| M

< M7 < (Gl < 1C).

Pela. demonstragao do Teorema 2.1, F(5) = T e portanto £{V-\T) C
VTN S Logo, (VP SIUT é uma cobertura. Além disso, todos os vértices
de V*\ §ede sio ocupados, ou seja, (VT \ SYUT] = |M|. O

2.1.2 Descricao

O algoritmo primitive que veremos é uma versdo algoritmica do Teorema
2.1 {Konig e Hall}, onde o conjunto (V' \ S} U T nos dd uma certidio da
otimalidade do emparelhamento encontrado {Coroldric 2.2).

A cada iteragdo do algoritmo é feita uma busca, a partir dos vértices
M-livres de ¥, & procura de um caminhe M-aumentante. Quando for
encontrtado nm caminho M-aumentante P, M é substituido por M @ EP,
antes de se procurar o préoximo caminho. Quando aumentamos o milmero
de arestas do emparelhamento, estamos também diminuindo o nimero de
vértices livres de V1 e de V.

Portanto, o nosso problema se reduz a encontrar caminhos M-aumen-
tantes. Para encontrar um caminho M-aumentante usamos o Tate do grafo
ser bipartido, gque nos permite utilizar a busca em largura. Esta busca é
realizada a partir dos vértices M-livres de VT, onde nos niveis {mpares da
busca vamos utilizar as arvestas fora do emparelbamento e nos nivels pares as
avestas do emparethamento (lembre-se que estamos proeurando wn caminho
M-aumentante). Note que como o grafo é bipartido, vértices de mesmo nivel
nunca sao adjacentes. A busca pode terminar por dois motivos:

1. Epcontramos um vértice hivre de V7, ou seja, determinamos um ca-
minho M-aumentanie. Portanto, pelo Teorema 1.1 (Berge}, M ndo ¢
IMAXIIO.
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2. A busca terminou e nac encontramos um vértice ivre de V7| ou seja,
ndo existem mais caminhos M-aumentantes. Portanto, pelo Teorema
1.1 {Berge), M é maximo,

O Algoritmo 2.1 apresenta a busca em largura. No caso de ndo se con-
seguir visitar nenlum vértice livie em V'™, os conjuntos S e T' nos fornecem
uma certidéo da otimalidade de M (Corolario 2.2). No caso de se conseguir
visitar um vértice livre em V7, & busca € interrompida, pois, nesse caso, ja
foram determinados oz elementos para a obtencdo do caminho anmentante.
De fato o Algoritmo 2.2 determina, nesse caso, um tal caminho,

0O Algoritmo 2.3 {primitivo), dado um emparelhamento inicial My (pos-
sivelmente vazio) em &, determina um emparelhamento méxime e uma co-
bertura minima em (5.

Na Figura 2.2 é apreseniado um esquema das chamadas de fungbes deste
algoritmo.
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/* Dada um grafo G com biparticio (V¥ V™) e um emparelhamento M em
{r, determina se existe ou ndo um caminho A -aumentante através de uma
busca em largura.

» Em caso afirmativo, devolve (sim, K, »}, onde K é o vetor das camadas
dos vértices visitados na busca em largura ¢ r o nivel da dltima camada.

» Im caso negativo, devolve (ndo, S, T}, onde S e 7' sdo os conjuntos de
vértices visitados de VT e V=, respectivamente.

A complexidade do algoritmo € O (m +n). */

BuscaLargura (G, M)
5« §; /* Conjunto dos vértices visitados de V' */
T + §; /* Conjunto dos vértices visitados de V'~ */
U+ vértices livres de V¥
Ko « U
e 0
enguanto K # § faga
inicio
se impar {7 + 1) entéo /* De VT para V™ ¥/
inicio
Kipg « M{EH\Ty /"M = E\M %/
T e T U Kipq;
se K1y contém vértice livre de V'~ entao
devolva {sim, K, 71+ 1);
fm
sendo [/* De V™~ para V1T #/
inicio
Kipn — M{KON S,
e 55U j-{-c'—i—l;
fim
12+ 1
fim
devolva (nio, 5, T;

Algoritmo 2.1: Busca em largura para determinagdo da existéncia ou nao de
caminho M-aumentante.
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/* Dado um grafo ¢ com biparticio (V' V™), um emparelhamento M em &,
um vetor A das camadas dos vértices visitados na busca em largura e o nivel
r da alfima camada, determina um caminho M-aumentante, de comprimento
r, comt base na busca em largura efetuada.

A complexidade do algoritmo é O (m + n). */

DetCaminho (G, M, K,r)
v, & vértice ivre em K,
para i « r — | descendo até 0 faga
se impar (¢} entdo /* De VT para V= */
inicio
vy +— veértice em K; N M{vigq);
iy + aresta (v, vy ) em M,
fim
senfio /* De V™ para V1t %/
inicio
w +— vértice em K; N ﬂ('v?-_‘i.-l);
€ip1 + aresta {v;, vipy) em M,
fim
devolva (ug, €1, vy, ..., €0, U )

Algoritmo 2.2: Determina um caminho M-aumentante com base na busca
em largura efetuada.



/¥ Dado um grafo G com biparticdo (V*,V7) e um emparelhamento inicial
My (possivelmente vazio) em @, € retornado um emparcthamento médximo
M e uma cobertura minima (VT \ S)UT em &. De acordo com a husca em
largura, pode ocorrer:

e lncontramos um caminho aumentante, onde usamos K {vetor das ca-
madas dos vértices visitados na busca em largura} e r {nivel da dltima
camada da busca em largura) para determinar um caminho anmentan-
te,

e Nio encontrarnos um caminho aumentante, onde (VT \ 5} U T nos da
uma certidao da otimalidade de M (S e 1" 880 os conjuntos de vértices
visitados de V'* e V' na busca em largura, respectivamente).

A complexidade do algoritmo é O ((m + n) (|M*] — [Mg])), onde M™ é um
emparelhamento maximo em 7, */

Primitivo ({7, Mg)
M My
repita
(Jeam, K ou 8, r ou T’} v Buscalargura (G, M);
se dcam entao
infcio
P« DetCaminho (G, M, K, r};
M — Mg EP;
fim
até que Acam;
devolva (M, (VY \ SyUT);

Algoritmo 2.3: Determina um emparelhamento maximo e uma cobertura
minima em (.
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Primitivo (2.3)

BuscaLargura (2.1) DetCaminho {2.2)

Figura 2.2: Esquema das chamadas das fungées do algoritmo primitivo.

2.1.3 Complexidade

A cada caminho auwmentante encontrado, a cardinalidade do emparelha-
mento aumenta de 1 (um). Portanto, o ndmero de buscas em largura €
L+ |M*| — |Ms| e 0 mimero de caminhos aumentantes € |M*| — {Mg], onde
M* & um emparelhamento maximo em G e My ¢ um emparelhamento em
(7 fornecido ac Algoritmo 2.3 {primitive}. Assim, temos O (1 -+ |M™*| — |My|)
buscas em largura e determinacdes de caminhos. Cada busca em largura e
cada determina¢do de caminho gasta O(m + n}, portanto, a complexidade
do algoritmo é

O {({m 4+ n)(1+|M"|— |Mol)).

Portanto, se o emparelhamento inicial for vazio (|Mo] = 0), entdo a com-
plexidade deste algoritimo sera (JM™] < n)

O{m+n)|M™) =0 {m+n)n).

by
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2.2 Algoritmo de Hopcroft e Karp
s Autores: Hopcroft e Karp [35].
¢ Data: 1973
s Tipo: seqiencial.

» Complexidade: O (ﬂm” ¥ 2).

Ao contriric do Algoritmo Primitive (Segdao 2.1}, ao invés de em cada
iteragdo determinarmos um Unico caminho M-aumentante, procuramos uma
colecdo maximal de caminhos M-awmentantes minimos disjuntos. Este é o
algoritme seqiiencial mais eficiente que se conhece®.

Os antores Even e Tarjan, em {19], observaram a semelhanca deste algo-
ritmo com o algoritmo de Dinic [14].

2.2.1 Fundamentos

Seja Mo, My, ..., My a sequéncia de emparelhamentos obtidos no Algoritmo
2.3 (Seciio 2.1), onde My = § e My é um emparelhamento maximo, de car-
dinalidade & (JM,] = 4,7 =0... k). Note que a busca em largura (Algoritnio
2.1} determina sempre um caminho aumentante de comprimento minimo,
pois na busca em largura:

1. Os vértices de um nivel ¢ da busca se encontram a uma distancia 2,
através de caminhos alternados, de vértices livres de V7,

2. A busca ¢ interrompida quando encontramos o primeiro nivel com vér-
tices livres de V.

20s autores Alt, Blum, Mehlhorn e Paul, em [4], apreseutam uma variagio do Algoritimo
de Hoporoft e Karp que possui uma complexidade

0 (w2 G mTog).

Assim, para grafos densos {m = O (n?)), este algoritino melhora a complexidade do Al-
goritmo de Hoperoft ¢ Karp num fator de ogn.



Portanto, seja M; := M, @ EF;, onde P, é determinado na busca em largura.
Entao, P é um caminho M;_{-aumentante minimo.

Nesta segiiéncia de caminhos aumentantes minimos temos que |EF| <
|EPiyil, com igualdade se e somente se P e Py sio disjuntos. Veja o
teorema a seguir:

Teorema 2.3 Sejam M um emparelhamento, P um caminho M -aumentan-
te de menor compriments ¢ P um caminho (M @ EF}-cumentanie, entdo:

\EP'| > |EP| +2|EP 1 EP'|.

Demaonstragdo: Observe inicialmente que

|EP| = EP @ EPY+2|EPNEP| — |EP].

Faca N:i= M@ EP& EP. Entéo |N| = |M|+2, pois |M @ EP| = |M{+1.
Portanto, pelo Coroldrio 1.2 temos que GIM & N] contém no minimo dois
caminhos M-aumentantes disjuntos, /4 e . Ademais FEPGEP = M4 N,
portanto

|[EP @ EP'| = |M&®N]|
> |EPR 3 EPR)
|EP| + | EP.

i

Como P é wn caminho M-aumentante de menor comprimento, entao

EP| > |EP|

[EP)| > |EP].

Das desigualdades acima segue o Teorema. O

Das observacdes feitas acima, Hoperoft e Karp notaram que € possivel
computar todos os carninhos de unt patamar de uma sé vez, onde os comi-
nhes de ym patamar sdo os caminhos aumentantes de mesmo compriniento.
Hoperoft e Karp provaram que o mimero de patamares no Algoritmo 2.3
(Primitive) ¢ O{y/n}. Veja o teorema a seguir:
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Teorema 2.4 {(Hopcroft e Karp, 1973) Seja £ o cardinalidade de  wm
emparelhamento mdrimo. O nimero de inteiros distintos na seqiiéneio

IE .'JU| 7 ]-Epll e IE«R‘;I
¢ no marimo 2 l\/;‘?j

Demonstracio: Faca r 1= [?1 — \/Ej Valmos provar que para o emparelha-
mento M, , de cardinalidade », muitos dos caminhos aumentantes que o gera-
ram possulam o mesmo tamanho (lamanhos pequenos) e que a partir deste
emparethamento restam poucos caminhos aumentantes

Pelo Corolario 1.2 temos que:

i)
P
{h — ﬂ

EPl < 142r/(h—r)) = 142

ST B
T

< 149 ;ﬁ\/—_ﬁ‘.ﬁJ
- | ¢

= 2|V -1,

Ou seia, para cada 1 < r + 1. [EE| é um dos |V inteiros positivos
18, | , i

Impares menores do que ou iguais a 2 {\/ﬁ j . Poréem, o namero de inteiros
distintos na seqliéncia |FFu.l,. . J|EF,| é no maximo A — (r + 2) 4+ 1 =

h— lh\ — \/:J 1 = [\/ Zz] - T, Porta;nt.o? o niirnero total de nteiros distintos

é no maximo {V/Ej - {\/ﬁ‘ —1<2 l\/ﬂ

Um importante corolario, obtido a partir do Teorema 2.3, é apresentado a
seguir. Nele provamos que os caminhos de um mesmo patamar sdo digjuntos
nos vértices. Isto nos possibilita determinar estes caminhos em tempo linear.

Corolério 2.5 Se |[EP] =

LR e 1 < g, entdo Py e P sdo disjuntos.

Demonstragio: Prova por absurdo. Suponha que [ER| = |[EP|, i< je P e
P; ndo sao disjuntos. Tome ke[, i <k <! < j, de fal forma que:

]
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1. B e Fy ndo sio digjuntos.
2. ¥m, k< m <l B, ¢édigjunto de Py, e de P

Euntdo, P é um caminho (Mg, & EP,)-aumentante e, pelo Teorema 2.3,
|BEFR| > |EP| + 2|EF N EF].

Por outro lado, como |EF;| = |[EP;], entao pelo Teorema 2.3 temos que
|E Pl = |EP]. Portanto, P e P, sdo disjuntos, contradicio. O

2.2.2 Descricao

Como a busca em largura {Algoritmo 2.1) ndo termina quando encontramos
o primeiro caminho M-aumentante, mas sim quando ferminamos o nivel
corrente da busca, entdo o vetor K, da busca em largura, contém todos
os possivels caminhos M-aumentantes de comprimento minimo, Com base
nas camadas /{; obtidas nessa busca em largura, o algoritmo de Hoperoft e
Karp determina uma colegao maximal de caminhos M-aumentantes minumos
disjunitos (caminhos de um patamar de comprimento minimo). Esta deter-
minagio € feita através de uma busca em profundidade a partir de vértices
livres de V'~ visitados na busca em largura. Para garantiv a linearidade da
complexidade desta busca em profundidade, nenhum vértice € visitado mais
do que urna vez. Para isto, utilizamos um conjunto X de vértices ditos proi-
bidos. Inicialmente X é vazio. Durante a busca, cada vértice em V¥ visitado
& adicionado a X, Esta adicao se justifica pois:

¢ Ou o vértice é utilizado pelo caminho recém encontrado, ¢ portanto,
como o8 caminhos sao disjuntos nos vértices, este vértice nao pertence
a nenhum outro caminho desta colecdo maximal.

e Ou é impossivel através deste vértice chegar a um vértice livre de V',
usando um caminho aumentante de comprimento minimo.

No Algoritmo 2.4 é determinada uma colegao maximal de caminhos M-au-
mentantes disjuntos de comprimento minimo, com base na busca em largura
efetuada., O Algoritmo 2.5 (Hopcroft e Karp), dado um empareliamento
inicial My (possivelmente vazio) em &, determina um emparelhamento ma-
ximo e uma cobertura minuna., Na Figara 2.3 ¢ apresentado um esquema
das chamadas de fungdes deste algoritmo.
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/¥ Dado um grafo G com bipartigio (V*,V7), um emparelhamento M em
G, um vetor & das camadas dos vértices visitados na busca em largura e
o nivel 7 da altima camada, determina uma colegdo maximal de caminhos
aumentantes disjuntos, todes de comprirnento minimo (igual a 7}, com base
na busca em largura efetuada.

A complexidade do algoritmo é O (m +n). */

DetColecaoMaximal (&, M, K, ¢)
P e /* Colegiio maximal de caminhos aumentantes disjuntos,
de comprimento minimo. */
X e /* vértices visitados na busca em profundidade */
para cada vértice v, livie em K, faga
inicio
{Jecam, P) « BuscaProfundidade (G, M, K, v,.,7, X}
se dcam entao acrescente P a 7
fim
devolva P;

BuscaProfundidade (G, M, K, v;,2, X) /* 1 é impar */
para cada v,y € {K;; 0 M{»)}\ X faga
infcio
¢; «— aresta {vi_y,v;) em M; X — X U{v_4}
se i = 1 entdo /* Encontramos wm caminho aumentante */
devolva (sim, (vg,¢1, 1))
senao
inicio
Uiy — vértice em {K; , OV M (w1} };
i1 + arvesta (vi_q, vy ) em M,
{Jeam, P) « BuscaProfundidade (G, M, K, vin,t — 2, X);
se Jeam entido devolva (sim, P o (v, e, vy, €. 010}
Am
fimn
devolva (n3e, §);

Algoritmo 2.4: Determina nma cole¢do maximal de caminhos M-aumentan-
tes comn base na busca em largura efetuada.



/¥ Dado um grafo ¢ com biparticiie (V*+,V") ¢ um emparelhamento inicial
My (possivelmente vazio) em G, é retornado um emparelhamento mdximo
M em G e uma cobertura minima (V' SYUT. De acordo com a busca em
largura, pode ocorrer:

¢ Incontrarmos um caminho aumentante, onde usamos K (vetor das ca-
madas dos vértices visitados na busca em largura) e v (ntvel da ultima
camada da busca em largura) para determinar uma colegdo maximal
de caminhos aumentantes disjuntos e de comprimento minimo.

I

e Nao encontramos um caminho aumentante, onde (V1 \ SYUT nos dé
uma certiddo da otimalidade de M (5 e " sdo os conjuntos de veértices
visitados de V* ¢ V"na busca em largura, respectivainente).

Moy 7

A complexidade de algoritmo ¢ O ({m + nymin{y/n, 1 4 |M] —

HopcroftKarp (G, Mg)
M — I’VIQ;
repita
(Jcam, K ou S, r ou T «— BuscaLargura (G, M);
se Jcam entao
infeio
P« DetColecioMaximal (G, M, K, r};
para cada P € P faga
M Mg EP,;
fim
até gue Acam;
devolva (M (VT \ 5 0T,

Algoritmo 2.5: Hoperoft e Karp.



Hoperoft Karp (2.5)

BuscaLargura (2.1)

DetColegdoMaximal {2.4)

Y 4

BuscaProfundidade {2.4)

Figura 2.3: Esquema das chamadas das Tungoes do algoritmo de Hoperoft

Karp.

2.2.3 Complexidade

Cada colegdo maximal pode ser encontrada em O {m + n), pois:

1. Uma busca em largura {Algoritmo 2.1) gasta O (m + n).

2. Na determinacio de wma colegdo maximal (Algoritmo 2.4) sdo realiza-
das varias buscas em profundidade, porém, nestas buscas cada vértice
¢ visitado no maximo uma Unica vez ¢ cada aresta no maéaximo duas
vezes, dando, assim, uma complexidade de O {m + n).

Como existem O {\/n) fases em que procuramos colegbes maxirals {Teo-
rema 2.4} e em cada fase determinamos no minimo um caminho aumentante,
entao a complexidade deste algoritmo ¢

O ((-;r'n, +nymin{y/n, 1 + [M*] — |.fwol}) ;

onde M* é um emparelhamento maximo ¢ My é o emparelhamento inicial.

\’} (}



2.3 Algoritmo Paralelo de Kim e Chwa
s Autores: Kim e Chwa [39)].
o Data: 1987
o Tipo: Paralelo.
» Comp].exidade: O {nlognloglogn).
¢ Processadores: O {n®/logn).
e Modelo: PRAM e CREW,

Este algoritmo é semelhante ao Primitivo {Segdo 2.1), porém, a busca pelo
caminho M-anmentante de comprimento minimo é feita em paralelo. Para
tanto, Kim e Chwa transformaram o problema de emparelhamento maximo
ern grafos bipartidos num problema de fluxo maximo, com capacidades zero
ou urm nas arestas {transformacio padréo). O algoritmo apresentado nesta
secao ndo utiliza esta transformagao.

2.3.1 Fundamentos

Seja (¢ um grafo com biparticho (V¥ e V™) e M um emparelhamento em 4.
Dizemos que um passeio € M-esirifo se for M-alternado e tiver sinal 1gual
ac do vértice de sua origem (veja definicio de sinal na péagina 4). A seguiv
damos algumas caracteristicas importantes sobre passeios M-estritos:

Lema 2.6 Se Po () ¢ um passeio M-estrito, entdo P e () sio passeios M-
estritos.

Demonstragdo: Claramente P é um passeio M-estrito, De acordo com o
comprimento de P, vamos dividir a demonstracao em dois casos;

1. Comprimento igual a zero. Neste case € trivial, pois Po (y = ¢, e
portanto € € um passeio M-estrito.

2. Comprimento maior do que zero. Seja P da seguinte forma

Pr= Flo(u,av).
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Por hipdtese de indugdo, {(u, a, v} é M-estrito, logo a aresta « possui o
mesmo sinal do vértice u e sinal oposte ao do vértice v. Como P o ()
¢ um passeio M-alternado, entdo @ possui o mesmo sinal do vértice v
{v é o vértice inicial de ), e portanto J é um passeio M-estrito, O

Lema 2.7 Sejam P e @ dois passcios M-estritos, sendo P do vértice i ao |
e & do vértice | ao 3. Entdo, PoQ € um passeio M-estrito de 1 a 7,

Demonstragao: Note que se P efon { for de comprimento zero, a demons-
tragio é trivial. Portanto, assuma que P e {) possuemn comprimento maior
do gue zero. Sejam

Po= Plo{u,apl)

ke

@ :={agv)o Q.

Pelo Lema 2.6, { possui sinal oposto ao de ap; e, por hipdtese, [ possul o
mesmo sinal de o, Portanto, P o ) é alternado e consequentemente um
passeio M-estrito de ¢z a 3. [

Lema 2.8 Se P € um passeio M-estrite de @ a 7, entdo existe wma sub-
seqiencia () de P que € wmn caminho M-estrito de i a 3.

Demonstragio: Suponha gque P nao é um caminho (se for, a subseqiiéncia &
o proprio P), entdo Jv € V P que ocorre maig de uma vez em P. Faga {veja
Figura 2.4)

Pi=RoSoT,
onde S é um passeio nao degenerado de v a v,

Pelo Lema 2.6 temos que B e T sdo passeios M-estritos. Portanto, pelo
Lema 2.7, P' := RoT € um passeio M-estrito de 7 a4 7. Repetindo-se este
processo, obtemos no final unia subseqiiénaa @ de P gue ¢ um caminho
M-estrito de z s 5. O

Seja D;; o comprimento do menor caminho M-estrito de ¢ a j; caso néo
exista faca D;; 1= co. Suponha que os vértices de G sdo numerados de 0 a
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Figura 2.4: Subdivisdo do caminho P.

n - 1. Vamos agora definir duas seqiiéncias de matrizes n xn ([0...n— 1] x
[0...n~1}])
Dot .. Dl

[+

I z'.i Zflogg 1}
A
recursivamente, com 0 < 4,7 < n — 1, da seguinte forma:
0 seir=7y
I se (7)€ F eosinal da aresia (1,7)

é igual ao sinal do vértice 1
oo nos demals casos,

O
‘Di‘j =

-‘Gij ‘= rnin {Dﬁfl 4 Df;l <l <n - 1}
(k> 0)

"o i se k=0 |
i Posek>0,1€0...n—1)esatisfaz D, = DI + Df*;‘

Para cada tripla 7,7,k onde 0 <4, <n—1,0 <k < flogyn] e Df; < o0,
a seqiiéncia Rb-kj é definida recursivamente, da seguinie forma:

o {2} se ¢ = J
4 {#,(i,7),7) caso contrario
e
k. ph—1 ket oy [ Ik
Ply =P o By, com L= 1,
(k> 0}

Um importante lema, obtido das defini¢des acima, € apresentado a seguir:
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Lema 2.9 4s sequéncias P"'- sdo bem definidas. Ademais, para 0 < 1,5 <
n—1e0<k<[logn] z‘emos que:
Se Dk < o0, entdo Pk € um passeio M-estrito, de ¢ a 7,
ide wmpmmenta D
Demonstragdo: Prova por md‘u(;élo em k. O caso base {(k = 0) é trivial, direto
das definigdes de P% e D°. Suponha que a afitmagio ¢ verdadeira para & — 1
(£ > 0). Pela definicio de 1’ . temos que

Pj‘J == P}“ o PI‘“ 1 onde := If .
Pela definigao de ¥, D}, = DIt +Df‘:;}'} portanto, D{,}" B’L' <
Logo, PEt e P ;” Y sao definidos. Por hipdtese de inducio ] b e P”” 840
23 id ! a0, g.,.t

passeios M- QSLLI.EOS de i aledelay, respectivamente, e de (:{Jmpumultos
thl e D}‘ respectivamente. Portanto, pelo Lema 2.7, PF ¢ um passeio

» PO E : (2%} I
M-estrito dc, it aJ e de comprimento 1? O

Teorema 2.10 Pare 0 <4, i <n—1e0 <k < [logn| temos gue:

(i} Se D . < oo, entdo P‘ ¢ wm caminho M-gsirito, de 1 n 3, ¢ de
(‘ompmmeﬂto D” (??zzmmo)

o . E
ii) Db, = D se Diis 20
Ed o0 caso contrdrio.

Demaonstragdo: Prova por inducdo em k. O caso base (& = 0) é trivial, direto
das definicdes de PY e DU Suponha que as afirmacdes sio verdadeiras para
k—1 (k> 0). De acordo com o valor de D;;, dividivemos a demonstragao
em dols casos:
1D ; <25 Pelo Lema 2.6, 3 € [0...n =1}, com Dy, Dy; < 2%~1 onde
D, ; = Diy+ Dy;. Por definigao, D, < DI H)H Vel .n—1].
Logo
DE < DETV 4 DIV D 4 Dy = Dy
Pelo Lema 2.9, P’” & M-estrito, de 2 a 7, £ de comprimento 1) . Comao,
por defini¢ho, D), ; € o comprimento minimo de wm caminho ’H!' estrito
de i a 7 e, pelo Lema 2.8, existe uma subsequéncia M-estirita de .P;-f‘___}-
que é um caminho, entio, na realidade, Df‘ ;=Dije Pfj & um carninho
M-estrito minimo de ¢ & 3.
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2. D ;> 25 Sejale[0...n—1]. Note que D;; £ D+ Dy, portanto,
max { Dy, D;J} > 2k“1}

pois caso confrario [3;; seria no maximo 2%, contradigio. Logo, por
hipétese de indugdo,

max {Dé‘[’l} D;*;i} = o0

e portanto DS + fo;'l = co. Como esta igualdade ¢ vilida VI &

[0...n — 1], entao, por defini¢ao de Df;, DY =00, O

2.3.2 Descrigao

Este algoritmo é uma versio em paralelo do algoritmo primitivo (Secdo 2.1),
onde a correta determinacio de um caminbo aumentante é dada pelo Teo-
rema 2.10.

neja d o comprimento do menor caminho M-awmentante. As matrizes
DY e [ e as seqliéncias DY, D?,. .. Deedt e 1 12 (lo8d] 30 determina-
das no Algoritmo 2.6. Assim que obtemos (P84l chamamos o Algoritmo
2.7, onde determinamos um caminho M-anmentante com base nos vértices
armazenados nas matrizes da seqiéncia [0 F, ... [Mosdl

O Algoritmo 2.8 (Kim e Chwa) determina um emparethamento maximo
ern paralelo. Na Figura 2.5 ¢ apresentado um esquema das chamadas de
funcoes deste algoritmo.
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/¥ Dado um grafo 7 e um emparelhamento M em G, determina se existe ou
nd0 wm caminho M-aumentante.

s Em caso afirmativo, devolve {(sim, P), onde P é um caminho M-au-
mentante minimeo.

o Em caso negativo, devolve {nao).

Este algoritmo utiliza O (n®) processadores num tempo O (logdlogn)-
CREW, onde d é o menor comprimento entre os caminhos Af-aumentantes
em G. ¥/

EncontraCaminho (G, M)
para i «— 0 até n — 1 faga em paralelo /* Determina D% e I° */
para j « 0 até n — 1 faga em paralelo

inicio
By
sei=jentio [, « 0
senao |
se (1,7} € K e SinalAreata ((£, 7)) = SinalVértice {¢) entéo
D?.J- e
senao '.[}?‘j — 00]
fim |

para k «— 1 até [logn] faga /* Determina DF e ¥, k> 0 %/
inicio
para i + (0 até n — 1 fagca em paralelo
para j « ( até n — 1 faga em paralelo
inicio
(Df‘? JfJ} e min{Df‘;Z]' + .Df,;l 0<{<n— 1};
se ¢ # j e Livre (¢} e Livre {j) entéo w;; « Dﬁfj
SENA0 1wy + 0]
fim
(dya, 7} —minfw;; : 0<i<n—-lel<j<n—1}
se d < oo entao devolva (sim, DeterminaCaminho (4,5, &, &)}
fim
devolva (néo);

Algoritmo 2.6: Determina, se existe, um caminbo M-aumentante minimo.
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/™ Dados s,t.{,[logd]| e &, onde s e § sdo os vértices livres extremos de
umn caminho M-anmentante de comprimento d e [ é a seqgiiéncia de matrizes
A L | B“’g‘ﬂ, deterrnina wm caminho M-aumentante de s a ¢ de compri-
mento d, através dos vértices armazenados em £, Este algoritmo utiliza O (n)
processadores num tempo O {log d)-EREW. */

DeterminaCaminho (5,8, L5, G) /5 k= [logd] */
se k= 0 entdo
se 3 =1 entao
devolva (s)

Senao
devolva (s,(s,1},1}
senaoc
inicio
74— Z;‘,t;
faga em paralelo 0s passos esquerda e direita
inicio
esquerda: F, « DeterminaCaminho (s,v. 2~ 1,G);
direita: Py « DeterminaCaminho (v,t,1,k— 1,G;
fim
devolva F. o P

fim

Algoritmo 2.7: Determina um caminho M-aumentante com base na segiién-
cia de matrizes [0, [t .. [Bosdl,
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/¥ Dado um grafo (¢ com bipartigao (V*, V™), determina, em paralelo, um
ernparelhamento maximo de (. Este algoritmo ntiliza O {n®) processadores
num tempo U {(nlog nloglog n)-CREW. */

KimChwa (&)
M e 9);
M «— ObtémEmparethamentoMéaximo (G, M );
develva M;

ObtémEmparelhamentoMaximo (G, M)
repita
{Jeam, Py « EncontraCaminho (&, M);
se dcam entao
M MsEP
até que Acain;
devolva A;

Algoritimo 2.8: Kim e Chwa (paralelo}.



KimChwa (2.8)

b

ObtémEmparethamentoMaximo (2.8)

EncontraCaminho (2.6)

r F Y
Menor elemento Menor elemento Determina
de um vetor de urma matriz Caminho (2.7)
(secdo B.1) {secao B.2)

Figira 2.5: Esquemna das chamadas das fungodes do algoritino de Kim e Chwa.



2.3.3 Complexidade e Niimero de Processadores

Comeo no Algoritmo 2.6 existem n? valores para serem calculados nas matrizes
D¥ e I* (k > 0), logo usamos O (n?/logn) processadores para calcular todos
os elemnentos das matrizes num tempo de O (log n}, pois a complexidade para
se determinar o menor elemento de um vetor € O (logn), usando O {n/logn)
processadores (veja Secao B.1), O Algoritmo 2.6, ao calcular DY ¢ IF o
partir de DF7!, usa leitura concorrente: este, na realidade, é o dnico ponto
do algoritmo de Kim e Chwa onde ocorre leitura concorrente. Na obtencéo
das matrizes D® e {°, usamos O (n?} processadores num tempo de O (1)
A complexidade para se determinar o menor elemento da matriz w,y, €
O {logn}, usando O (n?/logn) processadores (veja Segao B.2).

Na realidade, o “ou exclusivo” (M & EF) nao é realizado no Algoritmo
2.8, Ele deverd ser realizado no Algoritmo 2.7, onde temos

devolva (s, (s,1},1},

deverd ser executado

se (s,1) € M entao
remova (s,1) de M
Senao
acrescente (s,t) a M.

Seja Mg, Mq,..., My a sequéncia de emparelhamentos obtidos no Algo-
ritmo 2.8, onde Mo = & ¢ M, é um emparelbamento mdximo ((M] = 1,
¢ = 8...4). Seja £ um caminho M;_y-aumentante minimo (1 < ¢ < A},
portanto M; = M, ; @& EF. Defina d; := [EF|, quando 1 < i < h, e
dpty 1= 1.

Na obtencio de um caminho M, -aumentante a partir da seqiéncia de
matrizes 0,10, [Peedd (Algoritmo 2.7), usamos O (n) processadores, um
para cada vértice de & {um caminho passa no maximo uma vez por cada

vértice}, num tempo de O (logd,).

Portanto, se existe um caminho M;_~aumentante, o Algoritmo 2.6 possui
uma complexidade O (log d; logn), usando O (n®/logn} processadores, pois
s6 precisamos determinar O {log d;) matrizes nas seqiiéncias DO, .., Dlosdd
e 0., T84l parp encontrar um caminho M;_j-aumentante. Se M,
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é um emparelhamento maximo (2 — 1 = hJ, ou seja, ndo existem mais
caminhos M, .i-aumentantes, entdo o algoritmo possui uma complexidade
O (lognlogn), ou seja, O (logdsyilogn), usando O (n®/logn) processado-
res. Logo, a complexidade do Algoritmo 2.8 &

Bt
0 (.10g n (Z log d.‘;)) .
1=l

Para uwm emparethamento M,, onde

2
7= i»h (1 - mmm:——)J )
1 +logn

ternos, pelo Corolario 1.2, que
P
r <142 —
“@ s 1+ b — ;J
2
RN
_h —h (J - 1+1ogn)
L =14logn
S 1 oo 2 (w)
2
= logn.

Por outro lado, pelo Teorema 2

Sedado quediy = n,entdo dimy <y <

n, onde 2 < ¢ < A+ 1. Portanto,

k41
Z logd;, <
2mel
<
<

Al
Llo&d + 3 logn
P f=r-t

rloglogn + (A ~7r+ 1logn

h
rloglogn + [i + 7 log n] agn

O (nloglogn).

Logo, temos a complexidade desejada.
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2.3.4 Observagao
Podemos reduzir a quantidade de memdria utilizada pelo algoritmo, pois:

I. Da seqiiéncia de matrizes D°, D', ..., D¥ ... basta armazenar a matriz
mais recente, pois para calcular DF, sé precisamos de D1 (k > 0).

2. Da seqiiéncia de matrizes 2 [, .., 1%, ..., para determinar um caminho
aumentante, basta armazenar uma matriz [, onde [;; «— Zfi}', para o
menor k que satisfaz DF. < co.
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2.4 Algoritmo Paralelo de Goldberg, Plotkin
e Vaidya

Autores: Goldberg, Plotkin e Vaidya [32].

Pata: 1988,

Tipo: Paralelo.
Complexidade: O (??.31" *log® n).

Processadores: O (n?/logn).

Modelo: PRAM ¢ CRCW.

Este algoritmo trabalha em duas fases. Primeiro é usado um algoritmo,
chamadao de algoriimo de pré-emparelhamentos, que funciona de wna forma
eficiente quando existem muitos vértices livres incidindo em caminhos au-
mentantes de comprimento “pequenc”. Depois é usado, até se obter um
emparelhamento maximo, o algoritmo de Kim e Chwa. Existe um critério de
balanceamento, entre estas duas fases, que torna este algoritmo sublinear,

O Algoritmo de pré-emparelhamentos sera descrito na Segao 2.5. O Al-
goritme de Kim e Chwa foi visto na Secio 2.3.

2.4.1 Descrigao e Complexidade

Goldberg, Plotkin e Vaidya definem dois parametros, { e ¢, em funcio de n;
um caminho é pequeno se o seu comprimento € no maximo {; o papel de a €
esclarecido em (2.1). Conforme teremos ocasifio de ver, é conveniente fazer
[:= [nlr’ 3} e a = {ngf) ‘ﬂ. Este algoritmo se divide em duas fases (Algoritime
2.9):

Primeira fase E utilizado wm algoritmo chamado de pré-emparelhamen-
tos {Se¢ao 2.5), que determina um emparelhamento M com a seguinte
propriedade:

“o numero de vértices M-livres de V7 incidindo em ca-

minhos M-aumentantes de comprimento pequeno & me- (2.1}
nor do que a.”
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/™ Dado um grafo G com biparticdo (V*1, V=), determina, em paralelo, um
ernparethamento maximo de . Primeiro utilizarmos o algoritmo de pré-em-
parelhamentos e depois o algeritmo de Kim e Chwa. Bste algoritmo utiliza
O (n? {n/logn]) processadores num tempo O (nzf 3log® n) ~CRCW. */

GoldbergPlotkinVaidya (G}
M - Pré-Emparelbamento {{, {n” 3J . [nzf 3});

devolva ObtémEmparelhamentoMaximo (G, M); /* Kim e Chwa */

Algoritmo 2.9: Goldberg, Plotkin e Vaidya (paralelo).

Conforme sera visto na Secdo 2.5 (Coroldario 2.22), a complexidade do
algoritmo de pré-emparelhamentos é

{ .
oL log®n (2.2)
[

tempo, usando O (n*) processadores (CRCW},

Segunda fase Partindo do emparelharnento M obtido na primeira fase, é
utilizado o Algoritmoe de Kim ¢ Chwa {Secio 2.3). Conforme foi visto,
a complexidade de nma iteragdo desse algoritno é

O (Jogdlogn) = O (log®n) ,

onde d é o comprimento do caminho aumentante determinado (obtide).

Seia M* o emparelhamento maximo fornecido pelo algoritmo de Kim e
Chwa: o ntimero de iteragdes executadas € igual ao niimero de caminhos
M-aumentantes, digamos 2, no grafo GIM* @ M|, Destes i caminhos,
digamos que %, sdc pequenos. Por hipdtese,

iy, < d.
Dado que 0s 7 camninhos sao disjuntos nos vériices,
n

P S 7
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Portanto, .
1< a+ %

Assirn, a complexidade da segunda fase é
n\, o o
O ( 4 -+ ?) log 'n) {2.3)
tempo, usando O (n*/logn) processadores (CREW).

De (2.2) e (2.3) temos que a complexidade do algoritmo é

L. S
O (ﬁ? log* n + alog®n + -:; log? n)
7}

tempo, usando O (n®/logn) processadores {CRCW), que com [ 1= in” 3j e
S LREISJ fornece
e (?}.233 log” ?z) .
Na Iigura 2.6 & apresentado um esquema das chamadas de fungbes deste

algoritmo.
FPara justificar a otimalidade dos expoentes de ¢ e [, precisamos do se-
guinte resultado:

Lema 2.11 Parat € Ry £ 1 € Zyp, femos que

nt

hm = O,

n—e loghn

Demonstragdo: A demonstragao € feita por indugho em ¢, usando & regra de
L'Hopital (vide [20, 52]). D
Teorema 2.12 Os valoves dos expoentes de o (2/3) el (1/3) sdo dtimos.

Demonstragdo: Para tornar a demonstracao mais geral, vamos assumir que
as complexidades das duas fases sdo, respectivamente,

O (%E log® n) e O ((% + a) log? n) ;
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GoldbergPlotkinVaidya (2.9)

Pré-Emparelhamento (2.12) Obtém
Fraparelbamento
Maximo (2.8)

Figura 2.6: Esquema das chamadas das funcbes do algoritme de Goldberg,
Plotkin e Vaidya.

com k e j inteiros ndo negativos. Logo, a complexidade do algoritmo, com
os valores indicados de [ e «, serla

9] (nz” 3 logma‘x{k’j} 'rz,) . {2.4)

Faca a = n¥ e [ := n¥ onde z e y € R Logo, a complexidade do
algoritmo com estes valores ficaria:

0 (n‘z""‘ﬂj logh n + (-n.l“'” + nx) log’ n) :

Para que esta nova complexidade seja menor que a obtida em (2.4}, os se-
gaintes limites devem assurmir valores finitos:

y—ipd k —aL
1‘ n&' el 10g n 1 ,n_y '1:-+~3
nimn - = N e
o0 213 | gmax{k. g} n A 00 logma}({o,j~k} 1
. 1
y n'"vlog' n . ny Y
1T e = MM e T
RLSE0 5,2/3 108’_1}1&1\{&,3} " ey 1Ogmx{k 10} n
. ; g2
n*log’n n*7s

fumn T 111 W
i Reas Fo'ul ,RZ/ZS 10‘%»"1‘1"‘)‘{"":3} 7 Tham=r (23 iognlax{k_fto} 71

Portante, pelo Lema 2.11, temos que;



(i) y—x+1/3 <0
(i) ¥y 2 1/3.
(1) = < 2/3.

Por outro lado, aplicando as duas dltimas desigualdades na primeira ob-
temos

0<y—a+1/3<0.

Logo, necessariamente & e y satisfazem: z = 2/3 e y = 1/3.
Note que nesta demonstracao os valores de 7 e & ndo sao relevantes, [

2.4.2 Observacao

Os autores Goldberg, Plotkin, Shmoys e Tardos, em [31], apresentam um
algoritmo paralelo, que utiliza o método de ponto interior {programagao li-
near), para resolver o problema de emparelhamento maximo nmuma complexi-
dade O (m” 1og” n) , usando m? processadores (CRCW). Assim, para grafos
pouco densos (m = O (n“‘” ‘3) }, este algoritmo possul uma complexidade me-
nor do que o algoritmo de Goldberg, Plotkin e Valdya.



2.5 Algoritmo de Pré-Emparelhamentos

Autores: Goldberg, Tarjan, Plotkin e Vaidya [34, 32].

Data: 1988,

¢ Tipo: Paralelo.
Complexidade: O (%{ log” n).

Os pardmetros { e g sdo definidos logo a seguir.

» Processadores: O (n?).

Modelo: PRAM ¢ CRCW,

Este algoritmo determina um emparelhamento M em G satisfazendo a
seguinte propriedade:

“o numero de vértices M-livres de V™ incidindo em caminhos
M -aumentantes de comnprimento no maximeo [ € menor do que (2.5)

ki

{a.

Note que esta propriedade é a mesma Propriedade (2.1) apresentada na
Secao 2.4.1.

Os autores Goldberg e Tarjan, em [34], apresentaram algumas fungoes,
gue executadas de uma forma apropriada, determinam um fluxo miximo
entre dois vértives. Os algoritmos que utilizam estas fungoes sdo denominados
de pré-fluzes. Os antores Goldberg, Plotkin e Vaidya, em [32], usaram estas
funcgdes e emparelhamentos maximais para determinar um emparelhamento
M em G satisfazendo a Propriedade (2.5).

Fizemos uma adaptacao do algoritmo de pré-fluxos que, por coeréncia,
chamaremos de algoritmo de pré-emparethamentos. O algoritmo de pré-em-
parelhamentos é apresentado nesta secao.

2.5.1 Fundamentos

Seja o grafo (¢ com biparticio V* e V. Suponha gue os vértices de (¢ sio
numerados de 0 a n — 1. Vamos definir nma seqliéncia de emparelhamentos
My, (k2 0} em G, onde

f‘l"fg = m
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Para obter o proximo emparelhamento {My41), necessitamos do auxilio
das sequiéncias dy, Ty, N e By (k2 0), onde:

o dp(v) (v € V), como serd demonstrado mais tarde, estima um limite
inferior da distancia de v a um vértice livre de VT, através de um
caminho M-estrito de origem em o.

Como uma extensido da definigdo de dip(v), definimos (X} para um
conjunte de vértices X C V', da seguninte forma;

dp{ XY = min({n ~ 1} U {dr(v) 1 v € X}).
Temos entao imediatamente o seguinte resultado:

Lema 2.18 Se Y € X, onde X CV, entdo i (Y) 2 d,(X3. O

A definicéo de di{v) € dada a segulir:

di{v™)
{U+ c ],.f+)
e
di{v™) =1+ dMe({om 1))

(v e V)

R se vt & My-livre
Tl I+ dpet{vT) caso contririo, onde v € M ({vT})

Note que esta seqiidneia estd bem definida, pois My == §.

A seguir apresentamos um resultado faciimente demonstrade por indu-
Gao:
Lema 2.14 Se ot € V¥ entdo 0 < di{vT) <n4+1. Sev € V7,

entdo 1 < dp(v™) < n. U

o T é um conjunto de arestas disjunto de My:

Tye={{v oM e B v e VA VM edi(v7™) = 1+ di{vT)].
e N, é um emparelhamento maximal do grafo G[T}].

48



o E; é um emparelhamento e subconjunto de M, U Ny

BT o< u” se dp(v™) = delu™)
di{v™) < dy{u™) caso contrario

st eV e (M UN){ot)) = {v",u"}}.

O novo emparethamenio A,y € obtido da seguimte forma:
Mgy = (Mg U N\ Ee.
A seguir sdo apresentadas importantes caracteristicas sobre My,
Lema 2.15 Para k > 0, M), € um emparelhamento em G.

Demenstragdo: Prova por inducio em M. O caso base (k= 0) € trivial, pois
Mo = Q. Suponha verdadeira para 3y (k > 0). Vamos provar que para todo
vértice v € V., no méximo uma aresta de My, incide em .

Dado que My e N, sho emparelhamentos, entdo no maximo duas arestas
de M U Ny incidem em v,

Pela definicdo de T}, todo vértice de V™ incidente ern alguma avesfa de
Ny é My-livre. Portanto, podemos supor gue v € V7 e que precisamente
duas arestas de M, U Np incidem em .

Por definicdo de Fy, precisamente uma das duas arestas de M, U Ny que
incidem em v pertence a F.

Im todos os casos considerades, no maximo uma aresta de M,y incide
em v, U

Corolario 2.16 Sejum bk >0, v~ e V™ evt e V. Se v~ ¢ My-ocupado ¢
Miyy-ocupado, entdo Mp{{v™}) = My ({v7}). Se vt € My-ocupado, entdo
vt € Myyi-ocupado. O

A seguir sdo apresentadas imporfantes caracteristicas sobre di:
Teorema 2,17 Para lodo vértice v € ¥V ek > 0, temos que diay (v) 2 di{v).

Demonstragdo: A demonstracdo serd feita por indugdo em k, da seguinte
forma.
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Base v € Ve k=40,

Passo caso 1 v € V1 e k > 0: adota-se como hipdtese de indugio que
d(v™) = diy (v7), Voo € V)

Passo caso 2 v € V™ e & > (0 adota-se como hipétese de inducdo que
dippa (01} > diot), Vot € VT,
Assim, considere os seguintes casos:
Base e passo caso L v ¢ Vt e b > 0.
Se v é My-livre {inclui o caso base em que & = 0} entio
Loy 2,14

dy (o™ >0 g I (v*).

Podemos portanto supor que £ > 0 e v é My-ocupado. Adotaremos
como hipétese de inducdo que dp(v™) > dpi(v™), Yo~ € V7. Pelo
Corolario 2.16, v é Myi-ocupado. Sejam (v, v} e (u™,v) as arestas
{ndo necessariamente distintag] de My e My, respectivamente, que
incidem em .

Se u™ # v~ entdo dil{u”) = diy(v™), por definicho de Ej. Se u™ = v~
entdo dp{u™) = de{v™). Em ambos casos temos que

dp(u™) > di(v7). (2.6}
Portanto,
clef . . {26} _ HL ) — def -
dpa{0) = 14+ di{u™) 2 L4+ dp{vT) 2 T dpa(o7) = delw).

Passo caso 2 v e V- ek > 0.
Adoctaremos como hipétese de inducao que di (vF) > dy{vt), Yo+ €
V*. Consideraremos <ois casos:

Loty (M (03) 2 dip s (M ({v})). Neste caso temos

dk—i—l("’f‘) (éif 1 + (Ifk+-1 (‘KE“_;,({Z}})) Z 1+ (lk4_1(Hk({'I}}))
H.1. I _
21+ de(M({0)) ¥ dy(v),
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v
vﬁkﬂ/ Mysq
J v
u U
(3)
Figura 2.7: Pagsos para remover a aresta {v,v") de M.

2. dips (Mo (4o1) < dii (M p({v})). Pelo Lema 2.13,

Men({v}) € Ml o)),

Pelo Coroldrio 2.16, v é My-ocupado e My,q-livre.

Seja (v, 1) a aresta de My incidindo em v. Por definigao de My,
(v,v*) € £y e portanto para algum vértice u™ € V7, (v™,v%) €
Ny 0 My {veja Figura 2.7). Temos entéio,

def ¢ hip do item

H.Y
i1 +{jk+1(b’+) 2
thLTk X . def L;&

+ dp{vt)

det1(v)

1
di{u”) di(v). O

Um corolarie importante, obtido do Teorema 2.17, de onde deduzimos
gue dp(v) estima um limite inferior da disténcia de v a um vértice livre de
Y+, através de um caminho Mi-estrito de ongem em v, é apresentado a
seguir {veja a Figura 2.8, onde os valores associados aos vértices representam
dy ):

Corolario 2.18 Sejam k 2 0, v~ € V™ e vt € V7. Se (v, 07} € M,
entdo dp{vt) <14 dg{v™). Se | Y € My, entio di{v™) <1 + {E;;( vy,

Demonstragio: Considere inicialmente o caso em que {v™,vT) € M. Temos
gue

difo™} E 4+ g (M (v7)) € 1+ difo™),

P
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vH 0 2 3 2 n-4l
S 2 A 2 2
X1/ v/ 1/
V- < V v ¥ 3
3 i 3 1 7

Figura 2.8: Exemplo de grafo com os valores d; associados aos vértices.

Considere agora o caso em que {v~, 07} € My, Necessariamente k> 0 ¢

Teo 2.17

di(e7) gt dr—{v™) < 14+di(v7). D
Lema 2.19 Sev™ € N (V™) (k> 1), entio dyaq{ot) > 24 di{vT).
Demonstragio: Seja (v™,vt) € Ni.. Logo, 3(u™,v%) € My, onde v~ e u™

nio sho necessariamente distintos. Assim como na demonstragio do Teorema
2.17 (base e passo 1), temos que

.
b
]

Lo—

dip(u”) 2 di{vT).
Porfanto,
_ ++ daf o fen I 7 3 A - +
dppi{(vTVE LA G(u™) 2 14+ di(v7) =24 di(e7). O

Lema 2.20 Sc v~ € (TR ANV (k> 0) e di{v7) < n, entdo dyga(e™) >
(g;;(i)_).

Demonstragio: Como v~ é (My U Ny)-livee (07 € (T \ N (V1Y) entéo v
& My y-livre. Logo, Miplo™) = M{v™) e, portanto,

s (071 1 4 digy (M e (107 1) = 1+ diod (MR L0 1)), (2.8)
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Por outro lado, Yot € M {{v7}) que satisfaz di{v™) = 1 + dp{v™) =
L+ di(Mp({v™})), temos que v € T.({v™}). Logo, como Ny é um empa-
relhamento maximal em GIT], entdo vt € N (V7). Assim, pelo Lema 2,19,
dip (07) 2 24 dy{v7), ou seja, (lembre-se da definicdo de dypr (X))

dpet (M({v™})) 2 L+ di(Mi({o™})). (2.9)
Logo, de {2.8) e (2.9) temos que
drsr (07 > 2+ de(M({v™ 1) E1 + di(v7). O

2.5.2 Descricao

inicialmente apresentaremos a estrutura de dados M, utilizada nos algorit-
mos, que € um vetor de n elementos indexado pelos vértices de V', onde

Ma(v) oG se v & My-livre
”( s i;} clemento de My({v}} caso contrétio.
v

Uma versio algoritmica para determinar d; é apresentada no Algoritmo
2.10. O Algoritmo 2.11 determina o nove emparelhamento Myyy. Os au-
tores Israeli e Shiloach, em [37], apresentam um algoritmo que determina
emparelhamentos maximais em paralelo.

No Algoritro 2,12, a fungdo Pré-Emparelhamento usa dois parametros,
[ e a, para determinar nm emparelhamento M em ¢ satisfazendo a Proprie-
dade {2.5).

Na Figura 2.9 € apresentado wm esquema das chamadas de fungdes deste
algoritmo.



/* Dados os vetores dy,_, e M}, onde

S o0 se v e Mp-livre
Mi(v) = . ..
_ elemento de M({v}) caso contririo,
{veV)
e o grafo (4, este algoritmo determina os valores do vetor di. Esta ftungio
utiliza O {n?) processadores num tempo O (logn)-CREW. */

Rotule (d_y, My, ()
para cada v € V* faca em paralelo
se v € M -livre entao
dip(v) 0
senao
inicio
seja u o elemento de M {{v});
difv} — 1+ dpy{u)
fim
para cada v € ¥V~ faga em paralelo
dip{u) — L+ min{{n -1} U{d{v): (u.0) € B\ Myl)
devolva dy;

Algoritmo 2.10: Determina o vetor dg.



/¥ Dados os vetores dy ¢ My, onde

M;.(v) e se v ¢ My-livre
L( ZL) elemento de Mi({v}) caso contrisio,

e o grafo (4, este algoritmo determina o vetor My, Este algoritmo utiliza
() {m) processadores numn tempo O ('i.oga 'n) ~-CRCW. */

CalenlaNoveEmparelhamento (dy, My, )
Mpgq = Mg,
Ty e
para cada {u,v) € £\ M, e v € V™ faga em paralelo
se u é My-livre e di{u) = dip(v) + 1 entao
acrescente {u,v) a Ti;
Ni e EmparelhamentoMaximal (GI1}));
para cada (u,v} € Ny e v € V™ faga em paralelo
se v é My -livre entao
Mg (u), My (v) & v 0
senio
inicio
seja w o elemento de Mi({v});
se di(w) < di(u) ou {dy{w) = dp(u) e w < u) entao
micio
Mypi{w} — oc;
Mg {u), Mipgq(v) e v, u
fim
fim
devolva M.1;

Algoritmo 2.11: Determina o vetor My,

on
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/* Dados um grafo & com biparticio (V*, V™) e os parametros { e ¢, deter-
mina um emparelhamento M em & satisfazendo a Propriedade (2.5). Este
algoritmo utiliza O (n*) processadores num tempo O (lj’f log® n)mCRC'W. */

Pré-Emparelhamento (G, 1, ¢});
My« 9;
para cada v € V faga em paralelo
doy{v) e O
oo s
repita
dy, +— Rotule (dy_1, My, G);
/¥ 1 estima um namero de vértices livres de V7 inadindo em
caminhos aumentantes de comprimento no maximo [ */
para cada u € V'~ faga em paralelo
se u é My-livre e di{u) < entao
Ty &= 1
senao
Ty e U
b= 3 ey - T
se t > a entao

inicio
My «— CaleulaNovoEmparelhamento (dy, My, G);
ke k+1;

fim

até que f < u;
devolva My

Algoritmo 2.12: Pré-emparelhamento (paralelo}.
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Pré-Emparelhamento (2.12)

Rotule (2.10) Some Calcula
wmn Vetor Novo
(secao B.3) Emparelhamento (2,11}
r
Menor
Elemento
de um Vetor :
(se¢do B.1) Emparethamento

Maximal {37, 5, 48]

Figura 2.9: Esquema das chamadas das fungdes do algoritmo de Goldberg,
Tarjan, Plotkin e Vaidya.
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2.5.3 Complexidade e Niimero de Processadores

A complexidade do Algoritmo 2.10 (determinacio do vetor di) € O {logn),
usando O (m +n?) = O (n?) processadores (CREW). Esta complexidade se
deve & determinagdo do menor elemento de um vetor (veja Secio B.1).

No Algoritmo 2.11 (determinacao do vetor Miyy), as operagdes, com
excegao da chamada da fungio EmparelhamentoMaximal, gastam O (1) tem-
po, usando O () processadores (CREW). A funcdo EmparelhamentoMaxi-
mal, apresentada pelos autores Israell e Shiloach em [37], possul wma com-
plexidade de @ (i.ogS ?1) tempo, usando O (m +n) = O {m) processadores
{CRCW). Portanto, o Algoritme 2.11 possul nma complexidade de O (l(}g:} 'z?,)
tempo, usando O {m) processadores (CRCW).

Assim, um lago na funcgio Pré-FEmparelhamento {Algoritmo 2.12) gasta
O (1og3 n) ternpo, usando O (n?) processadores (CROW). Como veremos
mais adiante, Corolario 2.22, este lago é executado no maximo 1 + {ﬂ‘f:_lij
vezes. Logo, a complexidade desta funcio e O (%{ log® n) tempo, usando
O {n?*) processadores {CRCW),

Lema 2.21 Seja S5p o sequinie conunio:
Spor={w & V : dp({w) <1},

Sel<n—1ea>1, entdo no minimo a vériices de 5y (k > 0) aumeniam o
valor de sua funcdo distincia estimada na (k4 1 )-ésima iteragdo da Fungdo
Pré-Emparelhamento {Algoritme 2.12), ou seju,

Hu € Sp 0 dippa{w) > di{w)l] 2 a

Demonstrogde: Seja esta a {k+ 1)-ésima iteragho da fungiio e W= 5,0V ™\
VM.

Como | < n ~ 1, entao, por definigio de di, Vo~ € W, ¢™ ¢ T (V') e
Yot € Tp({v™}), dif{v™) = 1 + die{v), ou seja,

T(W) C SV, (2.10)

Portanto, Yo~ € W, se v~ & N {V7), entdo vF € N {{v™}) satisfaz

dipr(vT) pem 219 di{vT). Pela Equacao (2.10) temos que v* € 5, N V7T, Se
Ler 2.20

v™ & N (V1) entao dpa(e™) > dp{v™).



Como, por definicdo da fungio (Propriedade (2.5}), [W] > «, entdo no
minimo ¢ vértices de Sy, aumentam o valor de sua funcdo distancia estimada
na {k 4+ 1}-ésima iteracdo da fungéo.

Coroldrio 2.22 Se l < n—1 e a = 1, entdo o lago principal da fungio
Pré-Emparethamento {Algoritmo 2.12) é executado no mdrimo 1 + ]E.{.Ei.él]
VEZES. : -

Demonstragio: Como os valores da funcéo d munea diminuvem (Teorema 2,17},
entdo no maximo /+ 1 vezes wn vértice v € V', com d{v) < I, teve aumentado
o valor de d{v}. Como temos n vértices, entao no maximo n{l 4 1} vezes
aumentamos o valor da funcao d de vértices com d < [ Pelo Lema 2.21,
no minimo a vértices com d < ! aumentam o seu valor de d por iteragao da
funcao. Portanto, o ndmero de iferacoes deste laco necessarias para satisfazer
a Propriedade (2.5) é no maximo {ﬂ%&l J . Porém, o namero de vértices livres
de V'~ incidindo em caminhos aumentantes é calculado antes de se determinar
o novo emparelhamento M da iteragao. Assim, precisamos de mais wma
iteragdo para obtermos o nimero o de vértices livres de V™ incidinde em

caminhos M-aumentantes. O

2.5.4 Observagoes
A seguir relacionamos algumas observagdes sobre o algoritmo.

1. Podemos reduzir a quantidade de memédria utilizada pelo algoritmo,
pois nas seqiéncias definidas s6 precisamos armazenar os valores mals
recentes.

2. Se fizermos { 1= n — | e o := 1, entdo o emparelhamento determinade
no Algoritmo 2.12 € um emparelhamento maximo em G. As complexi-
dades deste algoritmo, com estes valores para [ e a, sdor O (:‘12 log® n)
tempo, usando O {n?) processadores (CRCW).



Capitulo 3

Grafos Bipartidos Ponderados

Neste capifulo determinamos emparelhamentos méximos de custo minimo
e grafos bipartidos ponderados.

Conforme foi visto na Seg¢do 1.1, um grafo & é ponderado se existe wmna
funcao ¢ sobre as suas arestas, chamada de cusio, que associa a cada aresta
um valor real, ou seja, ¢ 0 F — R, Seja X C E! definimos o cusio do

conjunto X por
e X) = > ela)
xEX

Na Segio 3.1 apresentamos um algoritmo (Busca Hingara [41]) que usa
uma variavel dual nos vértices para determinar urn emparelhamento maxime
de custo minimo. Na Se¢do 3.2 apresentamos um algoritmo (Edmonds e Karp
[17}) que utiliza o algoritmoe de Dijkstra para realizar os ajustes nas varidvels
duais. Neste algoritmo podemos utilizar uma estrutura de dados desenvol-
vida por Fredman e Tarjan, chamada de Fibonacci heaps [22], para diminuir
a complexidade do algoritmo. Na Sec¢do 3.3 € apresentade um algoritmo
{Gabow [25]) que utiliza escalonamento para determinar um emparelhamen-
to perfeito de custo minimo. Nas SecOes 3.4, 3.5 e 3.6 sao apresentados,
respectivamente: o algoritmo de Gabow e Tarjan [27] (seqiiencial}, o algo-
ritmo de Goldberg, Plotkin ¢ Vaidya [32] {paralelo), e o algoritmo de Gabow
e Tarjan [26] (paralelo — EREW). Estes trés algoritmos utilizam escalona-
mento e aproximacao para determinar umn emparelhamento perfeito de custo
minimo. A propésito, o algoritmo de Goldberg, Plotkin e Vaidya ¢ sublinear,
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3.1 Busca Hingara
* Autores: Kuhn [41, 42] ¢ Munkres {47].
o Datas: 1955 e 1957.
o Tipo: Seqliencial.
¢ Complexidade: O (mn? 4 n3).

Kuhn, em [41], desenvolveu um método para se determinar win empa-
relhamento maximo de custo minimo, utilizando caminhos alternados. Em
reconhecimento aos trabalhos realizados pelos antores Kénig e Egervary em
emparethamentos maximos, Kuhn denominou este método de busca hingara.

Este algoritmo determina um emparelhamento maximo de custo minimo
num grafo bipartido.

3.1.1 Fundamentos

Seja GG um grafo bipartido (VT e V=) e ponderado {fungéo custo ¢ : £ — R
sobre as suas arestas — Segio 1.1). Faga y 1 V — R ser uma varidvel ducal
nos vértices de (. Dizemos que y ¢ e-independente se

ylu) +y(v) <elu,v),V{w,v) € £ (3.0

Nota: Se ¢ é constante, igual a 1, e se y, além de ser c-independente, as-
sume apenas valores em {0,1}, entao cada aresta do grafo possui no méximo
win vértice extremo v com y{v) = 1, ou segja, o conjunto de vértices v € V
com y{w) = 1 corresponde a um conjunto independente. Assim, a Definicio
(3.1} generaliza o conceito de independéncia.

Se ¥ é cindependente, denstamos por £y, o conjunto de arestas gue
satisfazem (3.1} com igualdade, chamadas de arestas justas, ou seja,

o= {{uv) € Erylu) + y{v) = c{u,v)}.
A {y,¢)-folya de uma aresta {u,v) € K é definida da seguinte forma:

Ay lu,v) = cfw,v) — (y{u) + ylv)). (3.2)
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Portanto, se y € cindependente, entio

{3.1)

Ay fa) = 0, YVae B, (3.3}

com igualdade se e somente se o € uma aresta justa, ou seja, o € £ .
Denotaremos por G, . ¢ grafo

Gy =V, By

Note que Gy ndo é simplestoente um grafo gerado pelas arestas de £, ., mas
contém, tambeém, todos os vértices de (7, ou seja, (7, , pode possulr vértices
solados.

Seja M um emparelhamento em G e y uma varidvel dual. Um par (M. y)
& c-admissivel se y é c-independente e as seguintes propriedades forem satis-
feitas:

(i} M C £,,.

(i) todo vértice M-Tivre de V¥ {ou de V™) possul umn valor de y no minimo
igual ac valor de y dos vértices restantes de V'+ {ou de V™, respectiva-
mente).

Nestas definicdes, sempre que ¢ efou y for subentendido serd omifido.

A seguir apresentamos um lema que relaciona o par admissivel { M y)
corn o problema de emparelhamentos méaximos de custo minimo.
Lema 3.1 Se o par (M,y) ¢ admissivel, entio, denire os emparclhamentos
de cordinalidade |M| em G, M tem custo minimo.

Demonstracas: Seja N um emparelbamento em G com a mesma cardinali-
dade de M. Somando (3.1} para cada aresta em N, temos
e B
y(VN) < o N).
Por outro lado, como M C E, entao vale a igualdade em (3.1) para toda
aresta emn M somando esta igualdade para toda aresta em M, obtemos

y{V M) Aot By e M.



Pela Propriedade (ii) da definigio de par admissivel, para cada vértice v
em (VM OVH\VNY e para cada vértice w em (VNNVIA\V M), y(v) < ylw).
Ademais, os dois conjuntos tém o mesmo numero de vértices, Logo,

VM NVYy <y(VNn V).
Analogamente y(VM 0V 7} < (VN N V7). Portanto,
(VM) < y(VN).

Assim,

el M)=y(VM) <y(VN) <c(N) O

Corolario 3.2 Seja M wm emporelhamento perfeito em G ¢ y uma varidvel
independente. Se M C E,, entdo M € um emparelhamento perfeito em & de
custo mintmo., O

Seja (M, y) um par admissivel. Denotaremos por:

e P{M,y} o conjunto dos caminhos M-alternados em &, cotn origem em
vértices M-livres de V1.

o S(M,y) e T(M,y), respectivamente, os conjuntos de vértices V1T N

VP(M,y) e V- 0 VP(M,y).

s J{M,y) o conjunto das arestas de & com um extremo em S{M,y) e o
outro fora de T(M, y).

Observe que se M for um emparelhamento maximo em &y, entido J{M, y)
e I7, sho disjuntos e as arestas de M tém ambos os extremos ou nenhum
extremo em S{M,y)UT(M,y) (veja a Figura 3.1, onde as linhas pontilhadas
representam arvestas de J(M,y)). Esta afirmagio segue imediatamente da
otimalidade de M em G, (veja a Figura 2.1, com (G, no papel de G).

Teorema 3.3 Se J(M,y) £ ¥ ¢ M ¢ um emparelhamento mdzimo em G,
entao existe uma varidvel dual z tal que (M, z} é admissivel e

T(M,y) ¢ T(M,>2).
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U S(M,y) v+ S(M,y)

gl m

TN AT
NN \/ /::/: .':/_\ \
N Y SEUN DN

T(M.y) VNT{M, )

Figura 3.1: Caminhos M-alternados a partir de vértices M-livres de V¥
(denotados por U na figura) no grafo G, e avestas J{M,y) (pontilhadas). O
emparelhamento M € maximo em (7.

Demonstracdo: Conforme fol ohservado anteriormente, da otimalidade de M
em (7, segue que J(M,y) ¢ F, sao disjuntos e toda aresta de M tem ambos
0s extremos ou nephum extremo em S{AM,y) U T(M,y) (veja a Figora 3.1,
onde as linhas pontithadas representam arestas de J{M, y)).

Definiremos A como sendo o menor valor das folgas das arestas de J(M, y)
(Equacao (3.2)), ou seja,

A= min{d (o) - a e J(M,y)}.

Note que A estd bem definido (por hipotese, J(M,y) # ). Além disso,
A > 0, pois y é independente ¢ os conjuntos J(M,y) ¢ B, sao disjuntos.
Seja uma nova variavel dual z : V' — R definida da seguinte forma:

y{v)—- A sevcT(My)

z(v):=< y{v)+ 4 seve S(M.y)
ylv) nos demais casos.
Clom respeito a esta nova variavel dual z, note que:
1. As arestas com ambos os extreros ou nenhum extremo em S{M,y) U

T{M,y) tém sua folga preservada.
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2. As arestas com um extremo em T(M,y) e o outro fora de S{(M, y) tém
sua folga aumentada de A.

3. As arestas de J(M,y) tém sua folga diminuida de A.

Portanto, » é independente (itens 1, 2 e 3 acima} e M C EG, (item 1 acima).
Por outro lado, os vértices M-livres de V¥ pertencem a S(M, y) e, portanto,
para obler z somamos A ao seu y. Os vértices M-livres de V™ nio pertencem
a T{M,y), ou seja, para obter z ndo diminuimos de A o seu y. Logo, como
o par (M, y) é admissivel, entédo z satisfaz a Propriedade (i1} da definigdo de
par admissivel. Portanto, o par (M, z) € admissivel.

Seja 77 o conjunto {ndo vazio) dos extremos em V'~ \ T, y) das arestas
de J(M,y)N E,. Logo,

T(MyUT" CT(M,z).
De fato, T(M,y) é uma parte prépria de T{M,z). O

3.1.2 Descrigao

Fste algoritmo determina um emparelhamento maximeo de custo minimo num
grafo bipartido.

No Algoritmo 3.1 vamos sempre trabalhar com o par admissivel {M,y} (o
par admissivel (M, y), no Algoritmo 3.1, fica subentendido para os conjuntos
S, T e J). Por exemplo, no inicio do algoritmo podemos ter M = § e para
todo vértice v em V, y(v) = co/2, onde ¢o 1= min{c{a) : & € £}.

Durante a execugdo do laco deste algoritmo podemn ocorrer as seguintes
situagoes:

1. M ndo é um emparelhamento maximo em G,. Neste caso determina-
mos um novo emparethamento M em G, onde M é agora um empa-
relhamento maximo em (J,. Para isto usamos o Algoritmo 2.3 (Primi-
tiva).

2. M é um emparelhamento maximo em G, e J(M,y) # . Neste caso
aplicamos o ajuste sobre a variavel dual y feito na demonstragao do
Teorema 3.3 {y toma, também, o lugar de z na demonstracio). Note
que M, com a nova varidvel dual y, pode ndo ser mais um emparelha-
mento maximo em (.
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/" Dado um grafo & com biparticdo {V,V7) e uma funcio custo ¢ sobre as
arestas de (7, retorna (M,y, (VT \ S)UTY, onde M é um emparelhamento
maximo em G de custe minimo, (M, y)} é um par admissivel e (VT \ SYUT
& uma cobertura minima em & {Coroldrio 2.2}

A complexidade do algoritmo é O {(m + n)n?). */

BuscaHingara (&, ¢)
M —
co — min{c(a) :a € E};
para todo v € V faga
y(v) — caf/2;
repita
(M, X} « Primitivo (G, M),
S VT X;
T eV NX;
Je{u,v)e B :ugleve S
se J #£ { entao
inicio
A minfc{u, v} — (ylu) +y(0)): {u,v) € J}
ylv)— A seveT
yo) 1 yo)+A sveS
wev) ylv) nos demais casos;
fim
até que J = §;
devolva (M, y, (VY \ SHul);

Algoritmo 3.1: Busca hingara.
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3. M é um emparelhamento méximo em Gy, e J(M,y) = §. Como J{M,y)
é vazio, entdo M também € um emparethamento maximo em G logo,
terminamos o lago do algoritmo.

Portanto, o emparelhamento M” retornade pelo lago é méximo. Pelo
Lerna 3.1, o seu custo € minimo, ou seja, M ¢ um emparclhamento maximo
de custo minimo.

3.1.3 Complexidade

A complexidade de wna chamada da fungdo Primitivo (Se¢dao 2.1.3) no Al-
goritmo 3.1 (busca hingara) ¢

O((m+n) {1+ M|~ M),

onde My € o emparelhamento com o qual chamamos a funcio e M é o em-
parelhamento que retorna da func¢do. Seja z o nimero de iteragdes do lago
do Algoritmo 3.1. Entdo, a complexidade global das chamadas da fungio
Primitivo é;

O((m+ni(z+n)).

A complexidade das demals operagées do algoritmo é:
O{{m+njz}.
Assim, a complexidade deste algovitmo é:
O{{m+n)z+n)).

Pelo Teorema 3.3, fazemos O (n) ajustes da variavel dual para o mesmeo
emparelhamento M; por outro lado, a seqiiéncia de cardinalidades dos em-
parelhamentos obtidos ¢ crescente e tem portanto tamanho O(n). Logo,
z = ) (n?) e, portanto, a complexidade deste algoritmo é:

O ((_m + -n,)n?) .
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3.1.4 QObservacoes

A cada nova iteragdo no Algoritmo 3.1, em que o emparelhamentoe M da
iteragao anterior nao aumentou a sua cardinalidade, ndo precisameos iniciar
uma nova busca em largura na funcéo Primitive, basta continuar a busca,
interrompida na iteragdo anterior, a partir das novas arestas justas (folga
zero) entre S e V= \ T’ {arestas do conjunto J{M,y) N E. na demonstragao
do Teorema 3.3).

De fato, o nosso algoritmo determina um emparelhamento de cardinali-
dade £ (k fixo) de custo minimo.

O autor Bertsekas, em [8], apresenta um algoritmo que em alguns aspectos
¢ sernelhante ao algoritmo de busca hungara e em outros é bastante distinto.
A complexidade media deste algoritmo é significativamente melhor de que
do método da busca hungara.



3.2 Algoritmo de Edmonds e Karp

Autores: Fdmonds e Karp [17].

s Data: 1972,

-

Tipa: Segiencial.
s Complexidade usando fila linear' [1, 44]: O (mnlogn).
s Complexidade usando fila de Fibonacei [22): O {mn + n*logn).

Neste algoritmo é utilizado o algoritmo de Dijkstra [13] para auxiliar no
ajuste da varidvel dual independente {Secio 3.1). A cada lago deste algoritmo
é feito um ajuste que garante a existéncia de pelo menos mm caminho au-
mentante de arestas justas. Assim, este algoritmo possui O (n) iteracdes.
Os autores Fredman e Tarjan, em 1984, desenvolveram uma implementacao
para fila de prioridade, wma estrutura de dados denominada file de Fibonaces
[22], que diminuiu a complexidade deste algoritmo para

0 (??'z,n +n*log n) .

Este algoritmo determina um emparelhamento méximo de custo minimo
num grafo bipartide. Na realidade, este algoritmo é uma generalizacio do
algoritmo da Secdo 2.1 {Primitivo).

3.2.1 Fundamentos

Seja G um grafo bipartido (V¥ e V™) e ponderado (funcdo custo ¢ : £ — &
sobre as suas arestas).

Sey : V — R é uma varidavel dual nos vértices de &/, entédo o y-com-
primento de um caminho F em G ¢ definido da seguinte forma (veja Secio

3.1.1, Equagao {3.2)):
AP Z Ay {a)

wE LR

Do inglés heap; vetor usado para representar wma file de priervidude.
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A
=<
+

X/\

¢ -

2 1 e 2

Figura 3.2: Grafo bipartide com folga unitdaria nas arestas fora do empare-
lhamento. Os valores associado aos seus vértices representam d,

Se o caminho for degenerado, ou seja, contém apenas um vértice, definimos
como sendo zero o seu y-comprimento. Assim, se v é independente, entic

(3.3)
APy 0. (3.4)

Se o par (M, y) é admissivel, entio definimos d :+ V' — R como sendo uma
variavel sobre os vértices de (7, onde d{v) (v € V) é o menor y-comprimento
entre os caminhos Af-alternados com: origem num vértice M -livre de V' e
destino v; se tal caminho nio existe, entéo d(v) 1= oo {veja Figura 3.2}

Seja o par admissivel (M, ¥}, onde M ndo é um emparelhamento maximo
em (7, e P é um caminho M-aumentante de y-comprimento minimmo. Seja
u o vértice M-livre de P em V= (pela defini¢ao de d, d{u) < oc). Entdo,
o y-comprimento de P & d{u). Defina dy 1= d{u) e uma nova variavel dual
z: V — R da seguinte forma:

ylv) —(do — d{v)) seve V- edv) <dy
z(v) =< ylv)+ {dy —d(v)) seveVTedv)<d {(3.5)

yl{v) nos dermais casos.

Proposigdo 3.4 As arestas de M permanecem justas com respeito d varidvel
dual z.

Demaonstracin: Seja (v™,v%) € M, onde v~ € V™, Como &,(v 7, 0"} =0
e em todo caminho M-alternado com origem num vértice M-livie de V1, a
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passagem de um vértice em V7 para outro em V71 é feita através de uma
aresta de M, entdo d{vt) = d(»~)}. Portanto, por definicio de z,

{(do — d{v™)) ~ (do — d{v")) sed{v™) < dy

0 caso contrario.

Ao, o) = Ao, 0T ) + {

Logo, A (v, vy = Ayfv™,v%) =0. O

Proposicdo 3.5 Para toda aresta (v™, 0"} em E\ M vale a desigualdade
Az(,{(‘“!,{)—f*) = D?
com tgualdade se a aresta € usada por P.

Demonstragdo: Seja o™ € V7. Provaremos inicialmente a desigualdade. Con-
sidere os seguintes casos:

Caso 1 d{vt) > dy. Por definican de =,

do — d{v™) sed{v™) <dy

] caso contrario.

Av7, vty = A (o7 0) + {

Portanto, A (v™ .07} > A {v™,vT) = 0.
Caso 2 d{vt) < dp. Por definicao de z,
_ o d{vTy—div™) sed{v™) < ds
' J+ e F =‘J+ - ; -
Aslvm,oT) = Byfor,e )+{ divt) — dg caso contrario.
Portanto,
Ao o) 2 Ayle o) b dvt) — d(vT), (3.6}

com igualdade se d{v™) < dy.

Por outro lado, em todo caminho M-alternado com origem num vértice
M-livre de VT, a passagem de nm vértice em V't para outro em V™ é
sempre feita através de uma avesta em E \ M. Assim,

dv*) + Ao o) 2 d(v7), (3.7)
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comn igualdade se a aresta ¢ usada por P.
De (3.7} e {3.6) temos que

A (v, v%) 20, (3.8)

g o

com igualdade se d{v™) < dy e a aresta ¢ usada por P.

Assim, a desigualdade enunciada esta provada em ambos os casos.

Provaremos agora a igualdade enunciada. Logo, suponha que {v™,v%) €
EFP. Portanto, por definicio de d e como todas as arestas de & possuem
folga néo negativa, entdo d{v™) < dp e d{vT) < dp. Assim, o caso 2 se aplica
e {3.8) é satisfeito com igualdade. O

Corolario 3.6 U par (M & EP, z) € admissivel.

Demonstragao: Pelas Proposigoes 3.4 e 3.5, z é independente e MBS EP C E,.
Por outro lado, o y dos vértices M @ E P-livres de V't aumenta de dy (maior
valor admissivel} para obter z, O y dos vértices M & EP-livres de V™ néo
sao subtraidos para obter z, pois dy é um y-comprimento miniro entre o8
caminhos M-auwmentantes. Logo, como o par (M,y) ¢ admissivel, entio
z satisfaz a Propriedade (ii) da defini¢ac de par admissivel., Assim, o par
(M & EP, 2} é admissivel, O

3.2.2 Descricao

Como no Algoritme 3.1 (busca hungara}, vamos sempre trabalhar com um
par admissivel (M, y), usando inclusive a mesma inictalizacio (8, co/2).

0O lago deste algoritmeo consiste em determinar um caminho aumentan-
te ¥ de y-comprimento miimo. Como as arestas de G possuem folga nio
negativa, entdo podemos usar o algoritmo de Dijkstra para determinar P
e o valor de d para os vértices de & (note que dy é zero caso exista um
caminho M-aumentante em G, ). O emparelhamento M é entdo substituido
por M & EP (come podemos observar no exemplo da Figura 3.3, existem
grafus onde a cada itera¢do deste algoritmo temos apenas um caminho A-
aumentante em Gy) ¢ y por z como definido em (3.5} (Corolario 3.6).
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/* Dado um grafo G com biparticdo (V¥ V™) e uma funcao custo ¢ sobre as
arestas de (4, retorna (M, 4, (V*\ SYUT), onde M é um emparelhamento
maximo em & de custo minimo, (M,y) é um par admissivele (VT SYU T
é uma cobertura minima em & (Corolario 2.2).

A complexidade do algoritrao é O (mn + n¥logna). */

EdmondsKarp (G, ¢}
M« B
o — min{c(a) : a € E};
para todo v € V faga
y{v) & o/
repita
(Jeam, P, d) « Dijkstra (G, M, ¢,y )
se dcam entao
inicio
seja u o dltimo vértice do caminho P,
do — d{u);
ylv) —(dy — d{v)) seve V™ edv) <dy
ylvy ¢ ylo)+{do —div)) seveViediv)<dy
(v e V) ylv) nos demals casos;
M — M$ EP;
fim
até que Acam;
Sefv:veVtedy) <ol
T—{v:veV edv) <ol
devolva (M, y (VT \ S)UT);

Algoritmo 3.2 Edmonds e Karp.
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Figura 3.3: Exemplo de um grafc onde a cada iteragio do algoritmo de
Edmonds e Karp existe apenas wm caminho M-aumentante em Gy,



Como executamos este algoritmo enguanto existirem caminhos aumen-
tantes, entdo o emparelbamento M* retornado pelo algoritmo é um empare-
thamento maximo em . Pelo Lema 3.1, o seu custo € minimo, ou seja, M™
€ um emparethamento maximo de custo minimo.

3.2.3 Complexidade

Seja H a implementagio da fila de prioridade usada no algoritmo de Dijkstra
[13] para representar os vertices com rdtulo tempordrio. Sejam 4, r e p, res-
pectivamente, as complexidades de £ para inserir um elemento, remover um
elemento minimo e reduzir a prioridade de um elemento. Como no algoritmo
Dijkstra fazemeos

s exatamente 1 insergbes

e na maximo n remogoes de elementos minimos

o no maximo m redugdes de prioridade
em R, entdo a complexidade do algoritmo de Dijkstra, utilizando R é

O (ni +nr+mp) = O{mp+n{i +7r)}.

O lago do Algoritme 3.2 (Edmonds e Karp) € executado no maximo O {(n)
vezes, pois a cada iteracio diminuimos de dois o nimero de vériices M-livres.
Assim, a complexidade deste algoritmo &

O ('nmp + n* (i 4 a*)) :
Podemos utilizar uma fila linear para implementar a fila de prioridade K

[1, 44]. Neste caso, 1 = v = p = O (log &), onde h é o tamanho maximo da
fila. Portanto, & = n e a complexidade do algoritmo ficaria

O (m?‘z logn +n” log ﬂ) .

Os autores Fredman e Tarjan desenvolveram uma outra implementagao
para a fila de priovidade, uma estrutura de dados denominada fila de Fibo-
nacer {22], que possut i = p =0 (1} e r = Ologh). As complexidades desta
estrutura representam o custo emoriizado das operactes [50]. Portanto, se R
¢ uma fila de Fibonaccl, entao i = n e a complexidade do algoritmo ficaria,

0 ('m.'ra +n?log n) .

Lo
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3.2.4 Observacao

Os autores Jonker e Volgenant, em {38], apresentam um algoritmo que contém
poucas rotinas de inicializagio e uma implementagio especial do Algoritimo
de Dijkstra. Sio comparados os resultados computacionais do desempenho
deste algoritmo com o de outros algoritmos.
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3.3 Algoritmo com Escalonamento — Gabow

Autor: Gabow [25].

Data: 1985,

»

Tipo: Sequencial.

*»

Complexidade:” O (mﬂ.ﬁf “log U + n"*logU )

Restrigoes: integralidade dos custos das arestas.

I: feito um escalonamento sobre os custos das arestas do grafo. A grosso
modo, a técnica de escalonamento toma, para cada aresta, wm custo ignal
a metade do custo original e obtém, recursivamente, uma solugdo para a
nova fungao custo. A partir desta solucdo e mediante poucos ajustes, uma
solugdo € obtida para o problema original. E evidente gue o us0 desta técnica
pressupde a integralidade da fungdo custo.

O uso de escalonamento em algoritmos para determinar emparelhamentos
perfeitos de custo minimo em grafos bipartidos foi introduzido, em 1972, por
Edmonds ¢ Karp [17]. O algoritmo aqui apresentado é devido a Gabow [25].

Neste algoritimno deferminamos emparelhamentos perfeitos de custo mi-
nimo em grafos bipartidos; caso ndo exista tal emparelhamento perfeito, o
algoritmo detecta este fato.

3.3.1 Descricao

Seja G um grafo bipartido (V1 e V=) e ¢ a sua fungdo custo. Por causa do
escalonamento nos custos das arestas, a funcdo custo deve assumir valores
inteiros,

Por simplicidade, assumiremos que os valores da funcao custo, neste algo-
ritmo, sdc inteiros nao negativos, ou seja, ¢ 1 N — Zsg. Note que, se a fungéo
custo possui valores negativos, basta subtrair desta fungdo o valor minimo
assumido por ela {(Proposicio 1.7} que o conjunto solugdo deste emparelha-
mento nao se altera {Coroldrio 1.8). O valor de I/ desta nova fungéo € no
maximo duas vezes o valor de U7 da funcdo original, ou seja, a complexidade
fica inalterada.

2 & o maior valor absoluto entre todos os custos {inteiros) das arestas do grafo.



Fste algoritmo primeiro resolve o problema de emparelhamento perfeito
de custo minimo num grafo cujo custo das arestas sdo a metade do original.
[sto fornece uma variavel independente inicial, no novo grafo, “melhor” {com
uma folga menor} em relagao ao grafo original.

A Fungao recursiva Escalonamento {Algoritme 3.3) implementa esta es-
tratégia. Durante a execugdo deste algoritmeo, o par (M, y) retornado nas cha-
madas recursivas é sempre admissivel (Proposicgo 3.7 a seguir). Na execugio
deste algoritmo podem ocorrer as seguintes situactes:

1. Todas as arestas possuem custo zero. Neste caso fazemos y = 0 e
utilizamos o Algoritmo 2.5 {(Hoperoft e Karp) para determinar um
emparelhamento maximo M em G {note que &, = (). Se M for
um emparelhamento perfeito, retornamos o par admissivel (M, y); caso
contrdrio, mterrompemos o algoritmo e devolvemnos M e (VH\ SYU 7
como uma certidao da nao existéncia de wn emparethamento perfeito
em & {Corolario 2.2).

2. Existemn arestas com custo diferente de zero. Chamamos, recursiva-
mente, este algoritmo com o mesmo grafo &, porém com o custo das
arestas valendo [%ﬁj (e € B, Isto é feito para podermos obter uma
“boa” inicializagdo na variivel independente desta chamada do algo-
ritmo. O restante deste algoritmo £ similar ao Algoritmo 3.2 (Edmonds
e Karp), porém ao invés de em cada iteragio do lago determinarmos
apenas um caminho M-aumentante admissivel, determinamos um em-
parethamento maximo emn G, (algoritmo de Hopcroft e Karp).

Chamamos a atencgéio para a existéncia de comandos entre ({ € ). Tais
comandos foram colocados apenas para facilitar a analise de complexidade,
sendo absolutamente irvelevantes para o algoritmo propriamente dito.

Proposicaoc 3.7 Se existe um emperelhamento perfeito em G, entdo o par
(M, y) retornado pelo algoritme € admissivel, onde M ¢ perfeito, ou seja, M
¢ wm emparethamento perfeito de custo minimo em G.

Demonstragdo: Prova por indugio no nimero de chamadas do algoritme. O
caso base, quando todas as arestas possuem custo zero, ¢ trivial (4, = &),

¥



/* Dado um grafo & com biparticdo (V1.V} e uma fungéo custo ¢ F —
Zysg sobre as suas arestas, retorna, caso exista um emparelbamento perfeito
em &, {sim, M, y), onde (M, y) € um par admissivel e M é um emparelhamen-
to perfeito em G de custo minimo. Caso contrdrio, interrompe o algoritino
e devolve (nfo, M, (VT \ SYUTY, onde M e (VT \ SYUT & uma certidio da
ndo existéncia de um emparelhamento perfeito em (& (Corolirio 2.2).

A complexidade do algoritmo € O (??1?13)" Hog U 4+ n"/tlog U). */

Escalonamento (G, ¢)
se Ya € F, ¢(a) = 0 entao inicio
(M, W) « HoperoftKarp (&, 0);
se M é um emparelhamento perfeito entdo devolva (stm, M,y = 0)
sendo interrompa (nao, M, W),
fim
senao inicio
para todo o € £ faga
(o) — |Z;
{Hemp, M', 4"y « Escalonamento (G, ¢'};
para todo v € V faga
y{n} e 2y'{v):
M 0 ({0 dy —0;3)
repita
(Jcam, P,d) « Dijkstra (G, M, e,y};
seja u o ultimo vértice do caminho P
do +— dlu);
y(o) = (do — d(v)) sev € V" e d(v) < dy
yv) — < ylo)+(do—d(v)) seveVTedv)<dy

(v & V) ylv) nos demads casos;
(M., W) « HopcrottKarp (G,, M);
({14 1idy —do - dys)) (<))

até gue M seja perfeito;
devolva (sim, M, y};
fim

Algoritmo 3.3: Escalonamento - Gabow.
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Como hipdtese de indugdo suponha que o par (M, y'} retornado pela recursio
seja admissivel. Logo, ¥ no inicio do lago é independente, pois V{u, v} & £

def o

: .t LN 3,1 defl v : :
efu,v) > 2(u,v) > 2y'(u) + 20 (v) =" ylu) + ylv).

Pelas Proposighes 3.4 e 3.5, manternos a independéncia de y durante o lago
do algoritmo. Como, pelo enunciado, existe um emparelhamento perfeito em
G, este lago termina quando M é perfeito e, além disso, M € E,. Assim, o
par {M,y) é admissivel. [

Nota: poderiamos tentar generalizar o algoritme, mudando a condigdo de
término do lago para até que M seja maximoem G, Como podemos observar
no exemplo da Figura 3.4, esta modificacio ndo produz um algoritmo correto.

3.3.2 Complexidade

Como os custos sdo valores inteiros, entdo o niimero de chamadas recursivas
deste algoritmo, até executarmos a base da recursdo {quando todas as arestas
possuem custo zero), € O{logl/). Assim, para obtermos a complexidade
afirmada, resta mostrar que a complexidade de cada patemar do algoritmo
(isto &, a complexidade obtida ignorando-se a chamada recursiva) é

(} ('rm'z\‘af 7l 4) .

Note que a base da recursio possui uma complexidade (J (’m?'ﬁ/ 2 4n 2)3
pois é basicamente uma chamada do algoritmo de Hoperoft e Karp. Assim,
resta mostrar gue a complexidade z do lago repita satistaz

=0 (??‘2-'?‘2.3/4 + n"m) ) (3.9)

A seguir analisaremos a complexidade x mum patamar.

Teorema 3.8 A seguinie afirmagdo € invariante no lago repita, no ponto
<

VEAVM|d < 5.
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Empar.
Retornado

Recursao

1 1

1
Recursao
1 1

{ 0 0

—

1
v

[y

0 0 { 0
¥ Empar. { { { /’ ]
Maximo 0 ¢ 0
0 { ¢

Figura 3.4: Exernplo usando o Algoritmo 3.3 modificado para obter um em-
parethamento maximo (pio perfeito). O emparelbamento retornade ndo ¢ de
custo minimo {existe um emparelhamento méximo de custo 5).
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Demaonstracdo: Seja yo a varidvel independente inicial {ou seja, yo = 2¢) do
patamar da obtencdo de M e y a varidvel independente obtida junto com M.
Logo, para todo vérticev € VA VM,

d se p eVt
y(v) — yolv) = { {]+ :Z ;} cV-

Portanto,

Y(VAVM) = yo(V\ VM) =

Como yp € independente e M C F,, entédo

VI\VM|d,. (3.10)

sl VM) < o M) = y(VM).

Logo,
0 < y(VM) — yolV M). (3.11)
Como y é independente, M’ é perfeito e M’ C £, entao
y(V) < o) < 2 (M) 4 5 2/ (V) 4 5 = (V) + 5.
Ou S€ja,
n . . o 1oy
5 2 (V) =5V}, (3.12)

Assim, se fizermos (1.10) — {3.11) + (3.12), obtemos a desigualdade de-
sejada. O

Lema 3.9 As sequinies afirmacdes sdo invariantes no lago repita, no ponio
<3

(i) 1< 1+ (2n)V%

Demonstragdo: Provaremos primeiro (i). E facil ver que I < 1 + dy, pois a
cada mceremento de [, a variavel d,. ¢ incrementada de dy, que por sua vez é
sempre positivo, exceto talvez no primeiro incremento que { sofre, quando dy
pode ser zero. Assim, pelo Teorema 3.8,

1
= T SVE VM
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Para provarroos (ii), seja & wm valor no intervalo 1 < & < n. Tome /i
como sendo o maior valor de [ tal que [VT\ VM| > k e I* como sendo o
altimo {malor) valor de I. I claro que

AP LI
=i =. zk"}-.

L _ 1/2 _
O valor minimo de * ocorre quando kb = (12‘5) . Portanto, temos a

desigualdade desejada. O

Agora estamos em condicdes de demonstrar (3.9).

0 algoritmo de Dijkstra pode ser implementado em O {m + nlog n), usan-
do uma fila de Fibonacci (Secio 3.2.3). Assim, pelo Lema 3.9 (i1}, a comple-
xidade total desta funcio e do ajuste dual num patamar é

O (???,?'l]"; 2 4 B2 log 7?,) < 0 (?‘;‘.',?13’f 4y '*) .

Assim, resta mostrar que a complexidade total de todas as execugoes do

algoritmo de Hoperoft e Karp no lago €
O (—';;fz‘n::;f'i + n”‘l) .
Uma execugio do algoritmo de Hopceroft e Karp, neste lago, gasta

O ((_7':1 + n)min{n'/%, a})
tempo, onde a € o niimero de caminhos aumentantes {veja Segio 2.2.3). Seja
E um valor no intervalo 1 < & < n. Tome I como sendo o maior valor da
variavel I no ponto < tal que |[VH\ VM| > k. Assim, a complexidade do
total de execugdes do algoritmo de Hoperoft e Karp no lago é

O ({m +n) (nlf‘zé’,@ 4 ,fa)) .

Pelo Lema 3.9 (i),

i 1
b << e T S
Sl O(k)

32
0 ({m +n) (W 4 E‘:)) .
&
7 2

A expressao "~ + k tem valor minimo para £ = n
igualdade (3.9). A andlise da complexidade estda completa.

Assim,

3% o que fornece a
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3.4 Algoritmo com Escalonamento e Apro-
ximacao — Gabow e Tarjan
» Autores: Gabow e Tarjan [27].

Data: 1989,

Tipo: Seqiencial.

Complexidade: O (?mz]'f *log nlJ )

o Restrigbes: integralidade dos custos das arestas.

Este algoritmo utiliza escalonamento {(nos custos das arestas) e apro-
ximagho para determinar um emparelhamento perfeito de custo minimo; caso
nao exista tal emparethamento perfeito, o algoritmo detecta este fato. Os
algoritmos com aproximacdo determinam um emparethamento perfeito que
pode ndo ser um emparelhamento perfeito de custo minimo, porém possui
ur custo préximo do minimo. Logo, se a diferenca enire os custos dos em-
parelhamentos perfeitos em (, a ndo ser quando possuem o mesmo custo, &
“prande”, entdo o emparelhamento perfeito retornado, usando aproximacac,
¢ na realidade wmn de custo minimo,

3.4.1 Fundamentos

Seja G um grafo bipartido (V' e V7) e ¢ a sua fungdo custo. O uso da
técnica de escalonamento pressupde infegralidade da funcao custo.

Assim como na Se¢ao 3.3 (Gabow), peor simplicidade assumiremos gue os
valores da funcdo custo, neste algortbmo, sdo inteiros néo negativos, ou seja,
¢t B — Zso. Note que, se a fungio custo possui valores negativos, basta
subtrair desta funcho o valor minimo assumido por ela (Proposigao 1.7} que
o conjunto solucdo deste emparelhamento ndo se altera (Corolario 1.8). O
valor de U desta nova funcio é no maximo duas vezes o valor de I/ da fungdo
original, ou seja, a complexidade fica inalterada.

Definimos a fungdo custo cay 1 £ — Z5¢ da seguinte forma:

(a) = el e} se o & M
carl o I+ela) seac ENM,

onde M é um emparelhamento em .
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Proposicao 3.10 Seje M wm emparelhamento em (G e k € R, Entio,
(k) (M) = K(c(M)

ou seja, se multiplicamos a funcdo custo por k, os custos dos emparelhamen-
tos em (G ficam multiplicados por k. O

Proposicao 3.11 {Bertsekas, 1979 e 1986) Suponha que existe wm in-
teiro k (k> %) tal que o c-custo de toda aresta de G € muilliplo de k. Seju
M um empurelhamento perfeito em (5. Se exviste uma veridvel dual y tal gue
(M. y) € ear-admissivel, entdo M tem c-custo mingmo,

Demonstragio: Seja N um emparelhamento perfeito em . Fntdo,
MYy =cu{M)=y(VM) =y(VN}) < ey{N) < % + el V).

Portanto, dividindo a desigualdade acima por k obtemos

M), el)

k 7

onde 0 <z < 1. Mas, pelo enunciado, e(M)/k e o{N)/k sdo inteiros. Assini,

e{ M) < c(IN)
k= &k
e portanto ¢{ M) < ¢(N). De fato, M tem c-custo minimo. O

Corolério 3.12 Seja ™ uma fungio custo definida da seguinte forma

e (ex) 1=

n41
5

i

] ca), Yo e F.

Se existe um par (M, y) (c““‘}) w—admissfvef, onde M ¢ wn emparelhamenio
perfeite em (7, entdo M ¢ um emperelhamento perfeito de ¢-custo minimo
em (4, 0



Seja M um emparelhamento em G e y uma varidvel dual, Um par (M,y)
¢ c-semi-admissivel se y € c-independente e M C E,. Ou seja, (M,y) é

h

e-semi-admissivel se e somente se Y(u,v) € £
ylu} + (o) < elu,v),

com igualdade se (u,v) € M. Nesta definicio ndo temos a restrigio, feita
para par admissivel, sobre os vértices M-livres de G {pagina 62). Assim, se A
tor um emparethamento perteito, entio a definicdo de par c-semi-admissivel
é equivalente A defini¢do de par e-admissivel.

Seja X um conjunfo de arestas e Y um conjunto de vertices. Recordamos
gue X{Y'} é o conjunto de todos os vértices adjacentes dos de ¥ alravés das
arestas de X.

Proposigdo 3.13 Seja (M, y) wm par cy-semi-admissivel, P uma colegdo
mazimal disjunte de caminhos M-gumeniantes em Gy, ¢ N .= M ¢ EP.
Enide, existe z, tal que ¢ par (N, z) € cy-semi-admissivel ¢ N € um empare-
thamento mdazimo em (4, ., .

Demonstracdo: Seja z 1 V ~» Z uma varidvel dual definida da segninte forma:

(v) ploy—1 seve VPNV~
z{v) = : .
y(v) caso contrario.

A seguir fazemos observagdes necessarias para a demonstracdo da pro-
posicio. Seja (u,v} € £, onde u € V™. Entdo, considere os seguintes casos:

1w e V-A\VP, Como 2(u) = y{u) e N{{u}} = M{{u}), entao

z{u) + 2{v) < eylu,v)
e, além disso, E, . ({u}) = F, ., ({u}), ou seja, o conjunto de arestas

de E,., gue Incidem em u é igual ao conjunfo de avestas de £, .. que

meidem em .

[

v € V- VP, Como z{u) = ylu) — 1, entio
{u) + z(v) < enlu, ),

com Igualdade se e somente se (u,v) € N (N{{u}) # M{{u})}). Assim,
como u é N-ocupado, entdo F, ., ({u}) = N{{u}), ou seja, do conjunto
de arestas de F que ncidem em u, precisamente uma pertence a £, .,
a saber, a aresta que pertence a V.
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Das observagbes 1 e 2, segue que o par (V, z) é cy-semi-admissivel.

Provarernos agora que N é um emparelhamento maximo em &, ., . Supo-
nha, por absurdo, que existe um caminho N-aumentante em &, ., digamos,
. Como os vértices extremos de (J sao N-livres, entdao estes vértices sio
M-livres e nado pertencem a V'P. Pelo item 2, os vértices internos de Q e
V™ ndo pertencem a VP, pois a tinica aresta de F, ., que incide num vértice
de V™ M VP pertence a N. Portanto,

EQONC M. (3.13)

Logo, os vértices internos de ) em V71 nao pertencem a VP, Assim, pelo
item 1 e pela BEquagdo (3.13), () € cy-aumentante em ., Além disso,
YQ N VP =0, o que contradiz a maximalidade de P, O

3.4.2 Descricao

O Algoritmo 3.4 (GabowTarjan} implementa as idéias abordadas na se¢io
anterior. Para tanto, o algoritino simplesmente multiplica os custos por
2+ 1 {note que 7 & um inteiro; caso contrdrio ndo existe umn emparelha-
mento perfeito em G, o que permite aplicar o Corolario 3.12. Em seguida o
algoritmo invoca EscAprox (Algoritmo 3.5} gue obtém, casc exista um em-
parethamento perfeito em (7, um par (c{“})ﬁlf-adm'issfvel} onde M é perfeito
{Proposicdo 3.14 a seguir). Portanto, pelo Corolario 3.12, o emparelhamento
M retornado pelo Algoritmo 3.4 € perfeito e possui e-custo minimo. Se nao
existe um emparelhamento perfeito, EscAprox detecta este fato.

Na execucido do Algoritmo 3.5 (EscAprox) podem ocorrer as seguintes
situacoes:

1. Todas as arestas possuem custo zero. Neste caso ntilizamos o Algoritmo
2.5 {Hoperoft e Karp) para determinar um emparelhamento méaximo
M em (. Se M for um emparelhamento perfeito, retornamos o par
{M,y = 0) Oa-admissivel; caso contrério, interrompemos o algoritmo
e devolvemos M e (VT \ SYUT como uma certidao da nio existéncia
de um emparethamento perfeito em ¢ {Corolario 2.2),

2. Existem arestas com custo diferente de zero. Chamamos, recursiva-
mente, este algoritmo com o mesmo grafo ¢, porém com o custo das
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/* Dado um grafo G com biparticho (V. V") e uma fungdo custo ¢ £ —
Z~g sobre as suas arestas, yretorna, caso exista um emparelhamento perfeito
em G, {sim, M, y), onde M é um emparelhamento perfeito em G de custo
mintmo e y é (c(“))M—ir.tde}:sendeﬂte. Caso contrdrio, interrompe o algoritmo
e devolve (ndo, M, (VT \ SYUT), onde M ¢ (VT \ 5)UT é uma certidao da
ndo existéncia de um emparelhamento perfeito em & {Coroldrio 2.2},

A complexidade do algoritmo é O ((mn” 24 0% Jog nU} *f

GabowTarjan (G, ¢)

para todo « € E faga (o) +— (7_21 s 'i.) elak;
devolva EscAprox (&, ¢(™);

Algoritmo 3.4: Escalonamento e aproximagdo — Gabow e Tarjan.

arestas valendo L%ﬂJ (o € E), ou seja, fazemos o escalonamento. No
lago repita do algoritme, primeiro (ate o ponto <11) fazemos um ajuste
sobre a variavel dual y, mantendo o par (M, y) ear-semi-admissivel, para
garantir que existe pelo menos vm caminho M-anmentante em G, ., .
0O restante deste lago é a implementacio do ajuste da variavel dual

apresentado na Proposicao 3.13.

Assim como no Algoritmo 3.3 (Escalonamento ~ Gabow), usamos coman-
dos entre {{ e }) para facilitar a andlise do algoritmo, sendo absolutamente
irrelevantes para o algoritmo propriamente dito,

Proposigao 3.14 Se existe wm empuarelhamento perfeito, entdo o par (M, y)
durante todo o Algoritmo 3.5 € cyr-semi-admissivel. Além disso, o empareltha-
mento retornado € perfeito, ou seja, o par {M,y) retornado € cag-admizstvel.

Demonstragdo: Prova por indugio no nimero de chamadas do algontmo.
(O caso base, quando fodas as arestas possuem custo zero, é trivial {y = 0).
Cormo hipdtese de indugio suponha que o par (M, y') retornado pela recursdo
seja chy-admissivel. Logo Viu,v) € E:

ylud+ylv) = 29/ (u) + 24 (v) =1 < 26 (u, 0] — 1 < 142w, v) < 14clu,v)
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/* Dado wn grafo (7 com biparticio (V*,V™) e uma funcio custo ¢ : £ —
Z>y sobre as suas arestas, retorna, caso exista wm emparelhamento perfeito
em &, (sim, M, y), onde {M,y) é um par cpr-admissivel € M € um empare-
thamento perfeito em &. Caso contrério, interrompe o algoritmo e devolve
{ndo, M, (V*\S)UT}, onde M e (V¥\5)UT é uma certidio da nao existéncia
de um emparelhamento perfeito em G (Coroldrio 2.2},

A complexidade do algoritme é O ((mnlf ‘4 0¥ log nU'). */

EscAprox {G, ¢}
se Ve € E, ¢{a) = 0 entdo infcio
(M, W} « HopcroftKarp (G, §);
se M é um emparelhamento perfeito entdo devolva {sim, M,y = )
sendo interrompa {nio, M, W);
firm
senao inicio
para todo o € £ faga ¢(a) « T’—@J
(Femp, M',¢") « EscAprox (G, ),
ol osevE VT
volv) e 2y'(v) { +0  caso contrario;
fveV)
M 85y e yo; {{{ +— 0sdy — 05))
repita
(Jeam, P, dy «— Dijkstra (G, M, ear, y);
seja u o dltimo vértice do caminho P dy «— d{u};
yloy— (do — d(v)) sev eV ed(v) <dy
y{v) — ¢ ylv)+{dg—dv)) seveVtede)<dy {{«al))
{v € VY yl{e) nos demais casos;
P « ColecioMaximalCaminhosAumentantes (Gyc,,, M)
para cada P € P fagca M « M ¢ EP,
para cada v € VPNV~ faca y{v) — y(v) ~ 1;
({1 1+ Ldy e dotdy3)) ((a2))
até que M seja perfeito;
devolva {sim, M, y):
fim

Algoritmo 3.5: Escalonamento utilizando par semi-admissivel.
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Portanto, o par (8, y) no inicio do lago é ¢p-semi-admissivel.

Pelas Proposigbes 3.4 e 3.5 {Algoritmo de Edmonds e Karp - Segio 3.2.1),
o ajuste dual do inicio do lago (até o ponto <11} mantém o par (M, y) cy-
semi-admissivel. Pela Proposicio 3.13, o restante do lago preserva o par
(M,y) ear-semi-admissivel. Compo, pelo enunciado, existe um empareiha-
mento perfeito em &, este lago termina quando M é perleito, ou seja, o par
{M, 4} retornado é cpr-admissivel. O

3.4.3 Complexidade

A complexidade do Algoritmo 3.4 é dominada pela chamada do Algoritmo
3.5 (EscAprox). Portanto, o Algoritmo 3.4 possui a mesma complexidade do
Algoritmo 3.5

Analisaremos agora a complexidade do Algoritmo 3.5. Como os custos sdo
valores inteiros, entao o numere de chamadas recursivas deste algoritmo, até
executarmos a base da recursdo {quando todas as arestas possuem custo zero),
¢ O (lognl7}. Assim, para obtermos a complexidade afirmada, resta mostrar
que a complexidade de cada patemer do algoritmo {isto é, a complexidade

obtida ignorando-se a chamada recursiva) ¢
O (?'n.nlﬁ + ??.3*"2) .
Note que a base da recursic possul uma complexidade O (m?'z"‘/ S 2),

poig € basicamente uma chamada do algoritmo de Hoperoft e Karp, Assim,
resta mostrar que a complexidade » do lago repita satisfaz

x={) (??'m'j"l z ¥ 2) .
A seguir analisaremos a complexidade 2 num patamar.

Teorema 3.15 A seguinte afirmagdo € invariante no lago repita, no ponto
Q2

VE\VM|dy <20,

Demonstraggo: Seja yo a variavel gy-independente imediatamente antes do
lago e ¥ a variavel cp-independente. Entio, para todo vértice v € V\ VM,

: d, seve ¥t
y(v) = yolv) = OJF se p € V-
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Portanto,
y(VAVM) = yo(VA VM) = |V \ VM| d,. (3.14)
Como yp € g-independente e M C E, ., entao

"’M} < = m}-(‘M(ﬂf) = —*—1—3‘(V,M)

Logo,
— = S y(VM) — yo(V M), (3.15)

Como y ¢ {:_;;;«i.ndr::pcndente, M’ é perfeito e M' C B, o ,» entao

y{V)

[

exr(M?) <M+ e( M) < 2| M) + 2/( M)
2UM| + 2, (MY = 2\ M| 4 29/ (V)
= 3IM' 4 yo(V).

i

Portanto,
3 ) .
5" Zy(V)— (V) (3.16)

Assim, se fizermos (3.14) — {3.15) + (3.16), obtemos a desigualdade de-
sejada. O

Lema 3.16 O lago repita da fungdo EscAprox € executado no mdzvimo 1 +
PR pezes num patamar.

Demonsiregdo: E facil ver que [ < 1+ d,, pois a cada incremento de {, a
variavel d, é incrementada de dy, que por sua vez é sempre positive, exceto
talvez no primeire incremento que [ sofre, quando dy pode ser zero. Assim,
pelo Teorema 3.15,
' 2n
[ <1 s {3.17
= U v 17
Seja k um valor no intervalo 1 < &k < n. Tome I como sendo o malor
valor de [ tal que [VY\ VM| > ke I* como sendo o dltimo (maior) valor de
I. I claro que

(3.17) M
FP<lh+h < 14 i + k.
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I b o (4 2
O valor minimo de [* ocorre quando & = (Jn)l'/ . Portanto, temos a
desigualdade desejada. O

Portanto, o lago repita é executado O (n” 2) vezes {Lema 3.16}, ou seja,

para obtermos a complexidade ¢ = O (( m 4 n)nt! 2) alirmada, resta mostrar
que a complexidade de uma, iteracio do lago é O (m + n).

Com excegho da chamada do algoritmo de Dijkstra, é facil verificar que
as operagoes numa iteragdo deste laco possuem complexidade O (m + n).
FPazemos a seguir uma descri¢fio sucinta da versdo do algoritmo de Dijkstra
gue possui complexidade O {m + n).

A cada iteracdo do lago repita do Algoritmo 3.5 temos pelo menos um
vértice M-livre ern VT, Portante, pelo Teorema 3.15, dy < 2n, Como dy <
d,., podemos, ac invés de utilizarmos uma fila de prioridade no algoritmo de
Dijkstra, utilizar nm vetor & de tamanho 2n para determinar d{v) e oy, onde
o elemento K, aponta para uma lista de vértices com d(v) = r (note que
ndo precisamos armazenar os vértices que possuern d{v) > 2n, pois dy < dp).
Utilizamos, também, um vetor W indexado pelos vértices de & {(tamanho n),
onde W, {v € V) representa, caso tenha, o rotulo definitivo d{v) dado pelo
algoritmo de Dijkstra ao vértice v.

Assim, inicialmente todos os vértices M-livres de V7 estae nnma lista
apontada por By, O algoritmo consiste em percorrer o vetor R e as listas
apontadas por ele numa forma segiiencial e crescente, ou seja, guando esta-
mos no indice x do vetor R, visitamos todos os vértices na lista apontada por
A, antes de irmos para o indice 2+ 1. Isto € {feito para determinar o proximo
vértice gue possui wmn rétulo ternporario em W. Logo, este algoritmo possul
uma complexidade O {m + n).

Assim, a andlise da complexidade estd completa.

3.4.4 Observacao

No algoritmo originalmente descrito pelos autores Gabow e Tarjan {27], a
invariante do Teorema 3.15 obtida por eles foi

VE\VM|d, < 3,3

Ou seja, na descricao deste algoritmo conseguimos obter uma invariante mais
“justa”,
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3.5 Algoritmo Paralelo com Escalonamento
e Aproximacao — Goldberg, Plotkin e
Vaidya

Autores: Goldberg, Plotkin e Vaidya {32].

Data: 1988,

Tipo: Paralelo.

Complexidade: O (?12" “log” nlog nU).

Processadores: O (n®/logn).

Modelo: PRAM e CRUW.

®

e Restri¢des: integralidade dos custos das arestas.

Este é um algoritmo paralelo que, assim como o algoritimo da Secao 3.4
(Gabow e Tarjan}, utiliza escalonamento (nos custos das arestas) e apro-
ximagdo para determinar um emparelhamento perfeito de custo minimo; caso
ndo exista tal emparelhamento perfeito, o algoritmo detecta este fato.

Observacdo: em certas partes do algoritmo utilizamos um processador
para cada aresta efou para cada par de vértices do grafo. Isto fornece
O {m +n*) = O(n?) processadores utilizados, ou seja, esta dentro do limite
de processadores do algoritmo.

3.5.1 Algoritmo Basico: Descricao e Complexidade

Seja G um grafo bipartide (VT e V™) e ¢ a sua funcdo custo. O uso da
técnica de escalonamento pressupoe integralidade da fungao custo.

Assim como na Seco 3.3 {Gabow), por simplicidade assumniremos que os
valores da fungéio custo, neste algoritme, sao inteiros ndo negativos, ou seja,
c: B — Z55. Note que, se a fungdo custo possul valores negativos, basta
subtrair desta fun¢do o valor minimo assumido por ela (Proposiciao 1.7} que
o conjunto solucan deste emparelhamento néo se altera {(Coroldrio 1.8). O
valor de U desta nova funcio ¢ no maximo duas vezes o valor de ¥/ da funcao
original, ou seja, a complexidade fica inalterada.

93



/™ Dado um grafo G com biparti¢do (V*,V™) ¢ uma fungio custo ¢ 1 £ —

Zyp sobre as suas aresias, retorna, caso exista um emparelhamento perfeito

em G, {sim, M, y), onde M é um emparelhamento perfetio em G de custo

minimo e y é (c{’”) -independente. Caso contrério, interrompe o algoritmo
~ hjj B . O

e devolve ndo. Este algoritmo utiliza O (n®/ log n) processadores num tempo

O (n**log® nlog nlU}-CRCW. =/

GoldbergPlotkinVaidyaPonderado {7, ¢)
para cada o € I faga em paralelo

Al (a) (% + 1) clal;
devolva EscAproxParalelo (@, ¢t™);

Algoritmo 3.6: Goldberg, Plotkin e Vaidya - escalonamento e aproximacio
{paralelo).

Esta transformacio, sobre a funcdo custo, pode ser realizada num tempo
O {logm} = O ({logn), atilizando O (m/logm) = O(n?/logn) processado-
ves (EREW) (veja Segao B.1}. Ou seja, esta transformacdo nao altera a
complexidade do algoritme.

A seguir descreveremos o algoritmo basico.

Neste algoritmo ulilizamos aproximagido para determinar um empare-
thamento perfeito de custo minimo. Para tanto, a Iuncdo GoldbergPlot-
kinVaidyaPonderado {Algoritmio 3.6) simplesmente multiplica os custos por
241 (note que 2 € um inteiro; caso contrario ndo existe um emparelhamento
perfeito em G), obtendo uma fungio custo <™. Esta multiplicacdo possu
um custo O (1), usando O (m} = O(n*) processadores (CREW). Pelo Co-
rolario 3.12, se esta funcao (Algoritmo 3.6) determina um par (M, y) ((:{""’“))M—
admissivel, onde M ¢ perfeito, entio M possui ¢-custo minimo. '

Assirn, vesta mostrar que a Punclo EscAproxParalelo (Algoritmo 3.7)
satisfaz as seguintes propriedades:

(1) Possui uma complexidade O (nzf Ylog® nlog nf',f), usando O {n*/logn)

processadores {CRCW],

(i1} Dado um grafo G e uma fungfo c-custo, retorna um par (M,y) car-
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admissivel, onde M ¢ perfeito; se ndo existe uin emparelhamento per-
feito, IiscAproxParalelo detecta este fato.

Assim comeo na Fungdo EscAprox (Algoritmo 3.5 - Segdo 3.4), utilizamos
escalonamento nos custos das arestas na fungao EscAproxParalelo. Como os
custos sBo valores inteiros, entdo o ntmere de chamadas recursivas {escalo-
namentos) na funcdo BscAproxParalelo, até executarmos a buse da recursdo
{quando todas as arestas possuem custo zero), é O (log nlU}. Logo, resta mos-
trar que a complexidade de cada patemar da fungio (isto é, a complexidade
obtida ignorando-se a chamada recursiva) é

O (nzf& log® n) , (3.18)

utilizando

0 (?13/ log n) (3.19)
processadores e que a Propriedade (i1} é satisfeita.

Na execugao da funcio EscAproxParalelo podem ocorrer as seguintes si-

tuagoes:

1. Todas as arestas possuem custo zero. Este caso é a base da recursio da
fungio, logo é executada apenas uma vez. Ao contrario da Fungdo s
cAprox (Algoritmo 3.5), onde usamos o algoritmo de Hoperoft e Karp,
ubiizamos o Algoritmoe 2.9 {Goldberg, Plotkin ¢ Vaidya ~ Secdo 2.4),
paralelo, para determinar um emparelhamento maxime M em . Se
M for wm emparelhamento perfeito, retornamos o par (M, y = 0) 04
admissivel; caso contrario, interrompemos o algoritmo. O Algoritmo
2.9 possui complexidade O (n‘é!B log® n) , usando O {n®/ log n) processa-
dores (CRCW). Logo, a complexidade da base da recursido ¢ dominada
pela complexidade do Algoritme 2.9 (satisfaz (3.18) e (3.19)).

2. Existem arestas com custo diferente de zero. Chamamos, recursiva-
mente, este algoritmo com o mesmo grafo G, porém com o custo das
arestas valendo ¢'(o) := |ela)/2] (o € £), ou seja, fazemos o escalo-
namento. Da recursdo obtemos um par (M, y') ¢} -semi-admissivel,

onde M’ é perfeito. Assimm como no Algoritmo 3.5 (EscAprox - Secao

3.4}, obtemos yy a partir de ¥’ da seguinte forma:

-1 seve V-

uglv) & 29 (v .
to(v) y'(v) 40 caso contrarnio.

(v € V)

95



De uma forma analoga & demonstracdo da Proposicéo 3.14 (Secio 3.4},
temos que o par (#,y0) é ¢p-semi-admissivel. A partir deste par (#, yp)
cg-semi-admissivel, ohtemos um par (M, y) cy-admissivel, onde M ¢
perfeito.

A determinagdo deste par (M, y) car-admissivel é feita em duas fases.
Analogamente ac algoritmo paralelo de Goldberg, Plotkin e Vaidya
(Secdo 2.4), aqui também utilizamos dois pardmetros, a e . Posterior-
mente verificaremos que os valores 6timos de @ e [ sdo, respectivamente,
[??,2/3} @ {nlf?’J.

Primeira fase: usamos a Funcao PrélmparelhamentoPonderado (Al-
goritmo 3.8 — Seglic 3.5.2). Dado um par (@, yo) cp-semi-admissivel,
esta funcdo retorna um par (My,¥) car, -semi-adnussivel, onde

{0 € VENVM, gn(v) — yolv) < Z}‘ < a. (3.20)

Esta funcio possui uma complexidade
nl, 4 o
Of—log'ni, {3.21)
a
usando
O (n’*}*) (3.22)
processadores (CROW).
Segunda fase: usamos a Fungio EmparelhamentoPerfeitoPonderado
{Algoritmo 3.9 ~ Segdo 3.5.3). Dado um par (M, y1) cpr, -semi-

admissivel satizfazendo (3.20}, esta funcao retorna um par (M, y)
car-admissivel, onde A € perfeito. Fsta fungao possul wma com-

plexidade _
O ((a + f—}) log® -n.) ) (3.23)

0 (113 [log n) (3.24)

usando

processadores {CREW).
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Assim, a complexidade de um patamar deste caso é (Equacgoes (3.21) e

{3.23))
nl 4 5 n. o y
O logn + alog™ n + i log”n |, (3.25)

4

usando {Equagdes (3.22) e (3.24))
0 (ﬂ? +n°/log -n-) = () (n‘q*/ log n)

processadores (CRCW).

Como foi mostrado na Se¢do 2.4, {3.25) assumne um valor minimo quan-
do g = 1'&2"’ 3J el = in” 3J_ Portanto, a complexidade de um pataniar
O (nm log® n) .

Assim, um patamar deste caso satisfaz as BEquacoes (3.18) e (3.19).

Portanto, a fungio EscAproxParalelo satisfaz as Propriedades (1) e {(i).
(O Algoritme 3.7 apresenta, em nivel macro, a funcio EscAproxParalelo.

As duas segbes a seguir completam a descrigao do algoritmo. Na Secéo
3.5.2 descrevemos a funcao PréEmparelhamentoPonderado (primeira fase)
e na Jeqao 3.5.3 descrevemos a funcio EmparethamentoPerfeitoPonderado
{segunda fase).

3.5.2 Algoritmo de Pré-Emparelhamento Ponderado
e Tipo: Paralelo.
e Complexidade: O (3;—" log” 'n,).
o Processadores: O (n*).
s Modelo: PRAM e CRCW,

Dado um par {My,ye) cag,-semi-adimissivel e os pardmetros ¢ ¢ I, este
algoritmo determina um par (M, y} cy-semi-admissivel, oude

“o nfimero de vértices M-livres de V1 que possuem a
sua variavel independente incrementada de no méaximo (3.26)
! € menor do que ¢.”
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/* Dado um grafo & com biparticdo (V7,V7) e wma funcao custo ¢ : £ —
Z>p sobre as suas arestas, retorna, caso exista um emparelhamento perfeito
em G, (sim, M,y), onde M € um emparelhamento perfeito em G de custo
minime ¢ ¥ é cy-independente. Caso contrario, Interrompe o algoritine e
devolve nao. Este algoritmo utiliza O (n*/log n} processadores num tempo

0 (nzf $log’nlogn U) ~CRCW. */

EscAproxParalelo ({7, ¢
se Ya € £, ¢(a) = 0 entao
inicio
M « GoldbergPlotkinVaidya (G); /* Algoritmo 2.9 %/
se M é um emparelhamento perfeito entao devolva {sim, M,y = 0)
senao interrompa nio;
fim
senao
Inicio
para cada o € F faga em paralelo
d(a) — [451);
{(Jemp, M’ 4"} + EscAproxParalelo (G, ¢');
—1 seve V™
yc(v} o 23!}(:&){ +0  caso contrario;
{veV)
My — &

243 1;3j

o \_n j;hm[n 1
(M. ys) & PréEmparclhamentoPonderado (G, Mo, ¢, yo, @, 1);
devolva EmparelhamentoPerfeitoPonderado (G, My, ¢, 41 )

fim

Algoritmo 3.7: Escalonamento utilizando par semi-admissivel {paralelo).



Ou seja,

{oe VI\VM :y(v) —yv) < I}i < 4.

A seguir apresentamos proposicdes necessarias para a descricdo do algo-
rtmo.

Proposigae 3.17 Sejo (M, y) wm par cpr-semi-admissivel. Enido, existe 2
tais que o par (M, z) € ca-semi-admissivel ¢ todo vertice em VY \ VM ¢

—

extremo de pelo menos wma aresta de F. ., .
Demonstragao: Basta definir a varidvel dual z: V' — Z da seguinte forma:

7(‘0) e y(\v.) + min {‘ﬁy.c&r(u: G) : (uz“) e E} sev € VT \ VM
N 1) caso contrario,

onde Ay, {a) é a {y,car)-folga da aresta . O

Proposicao 3.18 Seja (M, y) wm par cyp-semi-admissivel ¢ (u, v} € Fy.,\
M, onde v € VT \ VM. Entdo, existe um emparelhamento N, onde {(u,v) €

N e [N| 2 [M|, ¢ wma varidvel dual =, tais que o par (N, z) € cy-semi-
admissivel ¢ a dnica arvesta de E, ., incidindo em u € (u, v},

Demonstracio: Seja o emparethamento N definido da seguinte forma:

L . {{u, )} sew é M-ocupado, onde {u,w) € M
N =M U{{x, Ul { { caso contrario.

Como v é M-livre e u é extremo de no maximo uma aresta de M, entao N
é um emparelhamento e |N| = M|
Vamos agora definir a variavel dual z 1 ¥ — Z da seguinte forma:
" CJylw) -1 sew=u
#w) = y{w) caso contrario.
{12 € V)

I facil ver que (N, 2} é um par cy-semi-admissive] e {(u,v) ¢ a Unica aresta
de E. .., que incide em w. O

N

A seguir apresenfamos uma descri¢io do algoritmo.
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O Algoritmo 3.8 (PréEmparelhamentoPonderado) implementa as idéias
abordadas nas Proposicdes acima, obtendo wm par semi-admissivel satisfa-
zendo a Propriedade (3.26), descrita na pagina 97. A cada iteracio deste
algoritmo, primeiro é feito um ajuste da varidvel dual apresentado na Pro-
posicao 3.17 para garantir que todos os vértices M-livres em V¥ possnam
pelo menos uma aresta justa incidindo neles. A seguir, contamos o mimero
de vértices M-livres de V™ satisfazendo a Propriedade (3.26). Se esta pro-
priedade for satisfeita, interrompemos o algoritmo; caso contrério, determi-
namos um emparelhamento maximal H no grafo gerado pelas arestas justas
que incidem em vértices M-livies de V', A seguir, para cada aresta de H
fazernos a mudanca no emparethamento M e na variavel dual y apresentada
na Proposicido 3.18. Como as arestas de H sdo disjunfas nos vértices, entdo
podemos fager estas mudangas para todas as arestas de H em paralelo.

Assim, pelas Proposicbes 3.17 e 3.18, o par (M,y) retornado pelo algo-
ritmo descrito acima ¢ ea-semi-admissivel. Conforme veremos na andlise
da complexidade, o algoritino acaba por obter um par (M, y) que satisfaz a
Propriedade {3.26) para os valores de « e { fornecidos.

Novamente usamos comandos entre ({ e )} para facilitar a andlise do Al-
goritmo 3.8, sendo absolutamente irrelevantes para o algoritmo propriamente
dito.

A seguir apresentamos a complexidade e o ndmero de processadores uti-
lizados. Esta andlise serd feita utilizando os par@metros ¢ ¢ [ definidos na
Propriedade {3.26). As operagdes, com excecido da chamada da funcio Empa-
relhamentoMaximal, numa iteragio deste algoritmo, gastam O (log n) tempo,
usando O (n?)} processadores (CREW). A fungao EmparelhamentoMaximal,
apresentada pelos autores Israeli e Shiloach em [37], possui uma comple-
xidade (O (log3 n)% usandoe O{m + n} processadores (CRCW). Portanto, a
complexidade de uma iteragdo do Algoritmo 3.8 é O (10g3 ’I?,) , usando O (n?)
processadores (CRCW). Conforme veremos a seguir (Corolario 3.20), exe-
cutamos ne maximo 1 + {ﬂzf—ll vezes o lago deste algoritino.  Assim, a
complexidade deste algoritmo ¢

nl

0

—log’n],
a

O (?12)
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/* Dado um grafo G com biparticho (VT V7), um par (Mo, o) cap-semi-
admissivel e os valores u e [, retorna um novo par (M, y) ca-semi-admissivel
que satisfaz a Propriedade (3.26). Este algoritmo utiliza O {n®) processadores
num tempo O (’;—I log” 7‘5)-—(311@%'. */

PréEmparelhamentoPonderado (&, My, ¢, yo, a, {)
M e Mo; y — yo; ({(k+ 13 )
repita
para cada v € V*\ V] faga em paralelo
y(v) e y{v) + min{A, . (w0} (v,v) € B}
{yp — o5 My — Mk — k415
/¥ w estima o mimero de vértices de V1 satisfazendo
a Propriedade (3.26) */
para cada ¢ € V* faca em paralelo
se v é M-livre e y(v) — yo(v) <l entao z, « 1
senao z, «— 0;
W ZUEV’?‘ Ly
se w > ¢ entdo inicio
T i
para cada (v,v} € E\ M ev € V' \ VM faca em paralelo
se Ay, (u,v) =0 entao
acrescente (w. v} a I
H « EmparelhamentoMaximal (G{7]);
para cada {u,v) € H e u € V™ faga em paralelo infcio
se u & M-hvre entao
M e MU {{u,v)}
senao inicio
seja (u,w) a aresta de M,
M e MU {{u,0)}\ {{u,w)}
fim
y(u) & ylu) ~ 1
fim
fim
até que w < g;
devolva (M, y);

Algoritmo 3.8: PréEmparelhamentolPonderado.
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processadores (CRCW).
Lema 3.19 Defina os seguintes conjunios:
Sp={v e Viju(v) —ylv)l <1}

e W= 8. nVT\ VM. Se|W|2> a, entéo no minimo |W| vértices v de Sy,
(b > 1) satisfazems lge(o)  yo(e)] < i (v) — yolv)]-

Demonstragio: Provaremos primeiro que toda aresta em B, exg, GUE incide
num vértice de W possui, tambén, o seu outro extremo em Sy, Sc;a (v, u%)
uma destas avestas, onde v* € W. Como (v7,v%) € B, ., \ My ey é
ear,-independente, entao '

Ye(07) + pe(0h) = 1 (07, 0%) 2 5007 + (o).
L.ogo,
! 2 y,l;(’U+) - yU(U+_) 2 ,yo(."f}m) s yk(?_,‘—) = ‘yk{@“.) - yﬂ('{?")’ \

pois 86 aumentamos (dimnuimos) a varidvel independente dos vértices de
V* {V~, respectivamente). Portanto, v~ € 5.

Vamos agora concluir a demounstracdo do Lema.

Os vértices em H{W), wma parte de V7, pertencem todos a S, como
foi visto acima. Assim, as suas variaveis duals sao decrementadas ao final
da iteracio. Por outro lado, os vértices de W \ VH, uma parte de V7,
nao incidem em arestas de £, M , pela mem'iahd&de de H, Assim, snas
varidveis duais sa0 incrementadas ao inicio da proxima iteracdo, De fato,
pele menos |W| vértices de S; tém sua varidvel dual mas afastada do valor
original. T

Corolario 8.20 O lago da fungdo PréEmparcihamentoPonderado (Algorit-
n{fv{nl}J

mo 3.8) ¢ executade no mdrimo 1 + { pezes.

Demonstracdo: Como os valores de |y — yo] nunca diminuem, entao no ma-
xirno [ 4+ 1 vezes um vértice v € V, com {y(v) —yolv)| < 1, teve a dife-
rencs [y(v) — yo(v)| aumentada. Como temos n vértices, entio no maximo
n{l + 1) vezes aumentamos o valor de |y{v) - yo{v)] para vértices v tais que
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lg{w) = yo{e)} <! Pelo Lema 3.19, no minimo a vértices com |y(v) — yo{v)] =
[ tém a diferenca aumentada, por iteracho da funcgao. Como precisamos de
mais uma iteracio para calcular o nimero de vértices satisfazendo a Pro-
priedade (3.26), entdo o mimero de iteragOes deste lago para satisfazer a
Propriedade (3.26) é no maximoe 1 + V”—:i?—} [

3.5.3 Algoritmo para Emparelhamento Perfeito Pon-
derado

Tipo: Paralelo.

Complexidade: O ((a + 3}) log? -n) .

Os parametros ¢ e [ fovam definidos para o Algoritmo 3.8 {Segao 3.5.2},

-

Processadores: O (n”/logn).

»

s Modelo: PRAM e CREW.

Dado um par {3y, y1) car, -semi-admissivel, este algoritmo determina um
par (M. y) ear-admissivel, onde M é um emparelhamento perfeito em (.

A seguir descrevemos o algoriimo.

O Algoritmo 3.9 (EmparelhamentoPerfeitoPonderado) funciona basica-
mente como uma versao em paralelo do lage repita do Algoritmo 3.5 (EscA-
prox}. Porém, ac invés de determinarmos a cada iteragao do lago uma colegéo
maximal de caminhos M-awmentantes em G ,,,, determinamos apenas um
caminho M-aumentante em G, ., . utilizando o Algoritmo 2.6 (EncontraCa-
minho — Kim e Chwa). O algoritmo DijkstraParalelo determina d para os
vértices de & utilizande multiplicacio de matrizes de distancia (uma versio
deste algoritmo pode ser encontrada em [3, pag 257]). Como este algoritmo
é basicamente wma versio em paralelo do lago do Algoritmo 3.5 (EscAprox),
entdo este algoritmo também retorna um par (M, y) cp-admissivel, onde M
é perfeito {veja a Proposicdo 3.14 ~ Secéo 3.4).

A seguir apresentamos a complexidade ¢ o numero de processadores uti-
lizados pelo algoritmo. Esta andlise serd fetta utilizando os pardmetros o e {
definidos para o Algoritmo 3.8 {Secio 3.5.2 ~ Propriedade (3.26}}. Em [3, pag
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/% Dade um grafo G com biparticio (V7T,V7), onde existe um empa-
relhamento perfeito, e um par (M, 1) cag-semi-admissivel, reforna um
novo par (M,y) cy-semi-admissivel, onde M é um emparelhamento per-
feito em (. Este algoritmo utiliza Q (n?/logn) processadores num tempo

O ((1M] ~ |My])log? n)-CREW. */

EmparelhamentoPerfeitoPonderado (G, My, ¢, 1)
M e My
¥4+ b
enquante M nao é um emparclhamento perfeifo faga
inicio
{Feam, d) « DijkstraParalelo (G, M, ear,y);
dy « min{d{u} u e V-\VM}
y(v) — (do — d{v)) sevE V™ ediv) <dyp
y(v) e ¢ ylv) 4 (do—dlv)) sewv eVt edv)<dy
fveV) yiv) nos demals casos;
{Fcam, P) « EncontraCaminhio (Gy e, M); /* Algoritmo 2.6 */
M~ M & EP,
para cada v € VP NV~ faga em paralelo
y{v) e ylv)—1;
fim
devolva (sim, M,y);

Algoritmo 3.9: Emparelhamento perfeito (paralelo).
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257] temos que a complexidade de uma chamada do algoritmo DijkstraPara-
lelo é O (log2 ’n-), usando O {(n®/ log n) processadores® (CREW). A funcao En-
contraCaminho (Algoritmo 2.6} possui uma complexidade O (log dlogn) =
0 (log2 :ra), onde d € o comprimento do caminho aumentante determinado,
usando O {n®/logn) processadores (CREW}. Assim, a complexidade deste
algoritmo é O (( | M| — | M ]) log? n) , onde M é o emnparelhamento perfeito re-
tornado e My é o emparelhamento com o qual invocamos o algoritmo, usando
O (n*/ log n) processadores {CREW). Conforme veremos a seguir (Corolario
M|~ |My| < a+ l%‘-’iJ, ou seja, a complexidade do algoritmo

O ((a + i}) log? *n,) )

usando O (n?/log n) processadores (CREW).

3.22), temos que

Lema 3.21 A seguinte desigualdade € vdlida ne funcio EseAprozParalelo
(Algoritmo 3.7)

(VA VM) — gV VM) < 2.
Demonstragie: Para todo vértice de v € V= \ VM, yi{v) = yolv), ou seja,
nao meodificamos o valor de y dos vértices M-livres em V™ na fun¢ao Pré-
EmparelhamentoPonderado (Algoritmo 3.8}, Porfanto,

G(VA VM) — VA VM) = 5 (VI VM) — 5V VM. (3.27)

Como yp é cp-independente e My, C F, ag > £06EO

pol VM) < = ey, (My) = = + 5 (V M),
Logo,
11 . . i e
) S VM) — yo(V My ). (3.28)

3Na hora em que muliiplicamos a linha da matriz por wina coluna, podemos utilizar v
trugque semelhante ao apresentado na Segio B.1 para ntilizar O {n/logn) ao invés de O (=)
processadores nessa multiplicagfo. Assim, podemos reduzir de O (n®) para O {(n%/ logn)
o numero de processadores deste algoritmo. '



Como y; é cpy,-independente, M’ é perfeito e M' C _Efy,‘c;\ o entao

wl(V) < ean (M) <M+ (M) < 2\M| +2d( M)
21M'| + 2 (M) 2| M| + 29/ (V)
ML+ yo(V).

il

Portanto,

L

S 2 (V) - (V). (3.29)

Assim, se fizermos (3.27) — (3.28) + (3.29), obtemos a desigualdade de-

sejada. O

Coroldrio 3.22 4 seguinte desigualdade € vdlide na Fungdo EscAprozPa-

ralelo {Algoritmo 3.7}

. L Zn
VEAVM| <ot HJ

Demonstragdo: Como s6 aumentamos & varidvel independente dos vértices de
V* na fungio PréEmparelhamentoPonderado {Algoritmo 3.8), entao Yot €
VA VA,
(vt — yolv?) 2 0.
Pela Propriedade (3.26), no méximo a vértices de VT \ VM, possuem
y1(v¥) — yolv?) < 1. Por outro lado, no maximo HEJ vértices de V' \ VM,

possuem y{v*t) — yo{v™) > 1, pois pelo Lema 3.21,
p(VENVM) — yo(VTA VM) < 2n.

Portanto, )
‘V“i" \VMiI < q + LT??} .0

Na Figura 3.5 € apresentado um esquema das chamadas de fungdes do
Algoritmo 3.6 {GoldbergPlotkinVaidyaPonderado).
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GoldbergPlotkin VaidyaPonderado {3.6)

r r

EscAproxParalelo (3.7)

Goldberg Pré Emparethamento
Plotkin Emparelhamento Perfeito
Vaidya (2.9) Ponderado (3.8) Ponderado (3.9)
Emparelhamento Dijkstra Encontra
Maximal [37, 5, 48] | [Paralelo [3, pg. 257}1 | Caminbo (2.6)

Figura 3.5 Esquema das chamadas das fungdes do algoritmo de Goldberg,
Plotkin ¢ Vaidya (ponderado).
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3.5.4 Observacao

O lago da IFungdo PréEmparelhamentoPonderado (Algoritmo 3.8) descrito
pelos autores Goldberg, Plotkin e Vaidya [32], ¢ executado no maximo [ +
I+ - v . )
iﬁfﬁj vezes. A nossa versio da funcio PrélimparelhamentoPonderado é
executada no maximo 1 + l@:—QJ vezes {Corolario 3.20},
Note, porém, que os valores de a e [ sdo, respectivamente, {nw 3} o [rz” 3J.
Portanto, a complexidade final do algoritmo néo se altera.



3.6 Algoritmo Paralelo com Escalonamento
e Aproximacgao — Gabow e Tarjan

Autores: Gabow e Tarjan [26].

Data: 1088,

» Tipo: Paralelo.

Complexidade: O ((?'fm”z/p) log plog nU).

-

Processadores: p, onde p ¢ no maximo W%E“ﬁ'

Modelo: PRAM e EREW.

Restrigoes: integralidade dos custos das arestas.

Iiste algoritmo € praticamente uma versao em paralelo do algoritmo da
Secao 3.4 (Gabow e Tarjan). Assim como o algoritmo da Secdo 3.4, este
algoritmo utiliza escalonamento (nos custos das arestas) e aproximacdo para
determinar um emparelhamento perfeito de custo nunimo; caso nao exista
tal emparelhamento perfeito, o algoritmao detecta este fato.

Nota: na analise de complexidade, sempre que o nimero p de processa-
dores usados efou o modelo EREW estiver subentendido, serda omitido.

3.6.1 Fundamentos

Seja & um gralo bipartido (V* ¢ V™) e ¢ a sua fungdo custo. O uso da
tecnica de escalonamento pressupde integralidade da fungdo- custo.

Assim como na Secdo 3.4 (Gabow e Tarjan), por sunplicidade agssumire-
mos gue os valores da fungao custo, neste algoritmo, sao infeiros nao negati-
V08, ou seja, ¢ 1 [ — Zsg. Note que, se a fungdo custo possui valores negati-
vos, basta subtrair desta fungio o valor minimo assumido por ela {Proposi¢io
1.7) que o conjunto solugdo deste emparelhamento nao se altera (Coroldrio
1.8}, O valor de U desta nova funcio é no maximo duas vezes o valor de U/
da fungao original, ou seja, a complexidade fica inalterada.

Esta transformacio, sobre a fungio custo, pode ser realizada num tempo
O {m/p +log p), dominada pela complexidade do restante do algoritmo.
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De uma forma andloga a Se¢do 3.4, definimos a funcio custo cpy 1 &£ —
Zsg da seguinte forma

(@) 1= e se o & M
M 1+ da) seae B\ M,

onde M é um emparelhamento em &,
Uma quadrupla {M,y,¢,r) é dtima se as seguintes propriedades forem
satisfeifas:

(i} M é um emparelhamento em G

(i1} y € ep-independente, ou seja, V{w, v} € E, y{u) + y(v) < car{u, v).
(it} (M) <r 4 y{VHM).
{iv} r é um inteiro ndo negativo.

Note que se uma quadrupla (M, y,¢,0) é Stima, entdo o par (M,y) é
Cas-senn-admissivel,

Seja (M, y, ¢, 7} uma quidrupla Stima. Definimos por conjunto de arestas
M -justas ao conjunto de arestas {u, v) de (¢ que pertencern a M e/oun possuem
ignaldade em y{u} + y(v) = ear{u, v}, ou seja,

EI\J::{!:CM" = ﬁ‘{ U 'Ey:cﬁuf'

Assim, se a quadrupla (M, y, ¢,0) & Stima, entdo Ky, = B0
As Proposigées 3.23 e 3.25 sdo generalizacOes, respectivamente, das Pro-
posicdes 3.11 e 3,13 (Secdo 3.4.1).

Proposicio 3.23 Suponha que existem inteivos k e v ndo negatives (k >
2+ r) tal que o c-custo de toda arvesta de GG € mailliple de k. Seja M wm
emparelhamento perfeito em (. Se existe uma varidvel dual y tol que a qud-
drupla {M,y,e,r) € dlima, entio M tem c-custo minimo, 3

Corolario 3.24 Seja ™ uma funcio custo definide da sequinte forma
7 ¢ ‘

A @) = ({n * i-l + n) cla), Vo € B

2
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Se existe wma quddruple (M,y, ™, r) dtima, onde M € um emparelhamento
perfeito em G e r < n, entdo M ¢ um emparelhamento perfeito de c-custo
minime em G, 0

Proposicao 3.25 Seje (M, y,0,r) ume gquddruple dtima, P uma colegio
mazimal disjunia de caminhos M-aumentantes em Grpy e, ¢ N = MR EP.
Bnido, exisle z, tais que a guddrupla (N, z,e,7) € stima e N ¢ um empare-
thamento mazimo em G e .

Demonstragio: Seja a variavel dual z : V — Z definida da seguinte forma

({) o ?J(U} -1 sevece VPNV~
L yle) caso contrario.

O restante da demounstracio ¢ semelhante a da Proposicio 3.13. O

3.6.2 Algoritmo Basico: Descrigao e Complexidade

Este algoritmo € praticamente uma versao em paralelo do algoritmo da Segdo
3.4 (Gabow e Tarian).

Este algoritmo utiliza aproximagao, Para tanto, a I'ungdo GabowTarjan-
Paralelo {Algoritmo 3.10) simplesmente multiplica os custos por 1+ 22 (note
que % é um inteiro; caso contririo nao existe um emparelhamento perfeito
em (), obtendo uma funcio custo . Esta multiplicacio possui uma com-
plexidade O {{m/p) + logp) (dentro do limite do algoritmo). Pelo Corolario
3.24, se esta fungao (Algoritmo 3.10) determina uma quadrupla (M, y, )
otima, onde M ¢ perfeito ¢ v < n, entdo M possui ¢-custo minnmo.

Assim, resta mostrar que a Fungio EscEmparelhamentoParalelo (Algo-
ritio 3.11) satisfaz as seguintes propriedades:

(1) Dade um grafo G e uma funcio c-custo, esta fungio retorna uma qua-
drupla (M, y, ¢, 7} étima, onde M é perfeito e r < n; se néo existe um
emnparelhamento perfeito, EscBmparelhamento detecta este fato,

(11) Possut uma complexidade O ((?'n,n” 4 p) log plog nfj).
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/* Dado um grafo & com biparticio (V1,1 ") ¢ uma funcdo custo ¢« F —
Z5p sobre as suas arestas, retorna, caso exista um emparethamento perfeito
em (7, {sizn, M, y,r), onde a quadrupla (M, y, ¢, 7) é Stima, M é nm empare-
lhamento perfeito em G de custo minimoe r < n. Caso confrario, interrompe
o algoritmo e devolve nio.

A complexidade do algoritmo é O ((mnlf 2/ p) log plog nt/ ) , usando p proces-
sadores, onde p é no maximo m—;ﬁ——m — EREW. */

GabowTarjanParalelo (G, c)
para todo o € F faga em paralelo <™ (a) ~ (1 + f_;’l) el a);
devolva EscEmparelhamentoParalelo (G, ¢");

Algoritmo 3.10: Escalonamento e aproximagio — Gabow e Tarjan (paralelo),

Assim como na Fungio FscAprox (Algoritmo 3.5 - Secio 3.4}, utilizamos
escalonamento nos custos das arestas na funcio FscEmparelhamentoParalelo.
Como os custos sao valores inteiros, entao o nimero de chamadas recursivas
{escalonamentos) na Tuncio EscEmparelhamentoParalelo, até executarmos a
base da recursdo (quando todas as arestas possuem custo zero), é O (lognl).
Logo, resta mostrar que a complexidade de cada patamar da fungdo (isto é,
a complexidade obtida ignorando-se a chamada recursiva} é

O ((mn.'l‘!r‘?/p) log p) {3.30)

e que a Propriedade (i) € satisfeita.
Na execucdo da funcdo EscEmparelhamentoParalelo podem ocorrer as
seguintes situagoes:

1. Todas as arestas possuem custo zerc, Entdo tomamos a quadrupla
($,0,0,0) que é étima. Este caso € a base da recursdo da funglo e €
executado apenas unia vez.

2. Existem arestas com custo diferente de zero. Chamamos, recursiva-
mente, este algoritmo com o mesmo grafo G, porém com o custo das
arestas valendo ¢ = l¢/2], ou seja, fazemos o escalonamento. Da
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recursdo obtemos wna guadrupla (M, ', ¢, +') dtima, onde M’ é per-
feito e ¥ < n. Assim como no Algoritmeo 3.5 (EscAprox — Se¢ido 3.4},
obtemos g a partir de ¥’ da seguinte forma:
\ ] =1 seve V™
volv) 2y’(w){ ve
fv g V'}

+0 caso contrario.

De uma forma andloga & demonstracio da Proposicio 3.14 {Secdo 3.4),
temos que a quidrupla (8, yg, ¢, 0) é dtima.

A partir desta quadrupla (8, yo, ¢, 0} dtima {itern 1 on 2 acima, conforme
o caso), determinamos uma quadrupla (M, y, ¢, 7} 6tima, onde M & um ern-
parelhamento maximo em & e y < n. Se M ndo for perfeito, interrompemos
o algoritmo. O teste para verificar se o emparelhamento é perfeito sd precisa
ser realizado na base da recursdo, on seja, quando ¢ = 0 (item 1.

Note ¢ue:

1. Verificar se o custo de todas as arestas € zero pode ser realizado numa
complexidade O {{m/p) + log p}.

2. Verificar se o emparelhamento M é perfeito pode ser realizado numa
complexidade O {{n/p) + log p).

3. A obtencéo de yp pode ser realizada numa complexidade O (n/p).
Assim, estas operagoes estio dentro dos limites de complexidade de wm pa-
tamar {Equacdo (3.30)).

Como Obter a Quadrupla (M.y,c.r): Descrigio

Na obtengio desta quadrupla (M, y, ¢, r) dtima utilizamos wm grafo denomi-
nado M -simples, definido da seguinte forma:

H(G. M) = G[X],

onde X € o conjunto de vértices que pertencem a algum caminho M-aumen-
tante de &, Isto é, o grafo H{(, M) é o grafo gerado a partir de &, usando os
vértices que pertencem a algum caminho M-aumentante de . Por simph-
cidade, quando o grafo (7 e o emparelhamento M estiverem subentendidos,
usaremos simplesmente A para representar o grafo M-simaples H{G, M).
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Propoesigao 3.26 Um caminko P é M-aumentante em G se e somenle se
P € um caminho M N EH-aumentanie em H.

Demonstragio: — Como P é um cammnho M-aumentante em &, entio,
pela definicao de H, todos os vértices de P estdo em H, ou seja, VF C VH.
Agsim, P é um caminho M N £H-aumentante em H.

<= Seja P um camivho M N EH-aumentante em . Como H é wm
subgrafo de (7, entdo basta provar que os vértices extremos de P sdo M-
livres em (4. Suponha, por contradicio, que um dos extremos de P, digamos
o vértice u, é M-ocupado em (7. Seja {(u,v) a aresta de M que incide em
u 1o grafo . Como, pela definicho de H, todos os vértices que pertencem
a algum caminho M-aumentante de (& estdo em H en € VH, entdao v tem
que pertencer a H. Portanto, a aresta (u,v) € FH e, conseqilentemente, u
é M M EH-ocupado em H, contradi¢io. O

Coroldrio 3.27 Uma colegdo disjunta de caminhos M -aumentantes P ¢ ma-
zimal em G se ¢ somente se P ¢ uma colegdo mazimal disjunta de caminhos
M OVEH--gumentantes em H. 1

A determinagio desta quadrupla (M, y,c,r) étima é feita dentro de um
lago repita. Este lago & executado até que M seja mdximo {ou seja, nao
existam mais carninhos M-aumentantes). Cada iteracao deste lago se divide
em trés partes:

Primeira parte: é feito um ajuste na variavel dual y e em r, de forma que:
1. Os valores de y para cada vértice de V¥ \ VM sho acrescidos de
um mesmo valor, dy.

2. Os valores de y para os vértices de V™~ \ VM permanecem inalte-
rados.

3. O valor de r nunca diminui, mas r < 5.

4. {M,y,¢,r) permanece 6tima,

Os ajustes descritos acima sao efetuados até que nm dos seguintes casos
OCOrra:
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o Existe um caminho M-aumentante em Gy, -

o M ¢ maxmo em .
Além disso, também sao obtidos:

¢ O valor dg, que é o acréscimo que a variavel dual y sofreu em cada
vertice M-livre de VT,

o O grafo H{Garyep. M) M-simples.

Este ajuste é efetuado pela Fungio AjusteDualRelaxado (Algoritmo
3.13 - Secao 3.6.4), que recebe como pardmetros &, M, ¥, c e r.

Convém salientar que o valor de r 56 é alterado nessa fungiio. A quan-
tidade com que aumentamos r, numa chamada dessa fungio, depende
do valor que uma constante g {g € Ryo) assume nas chamadas dessa
funcaon. Como veremos a seguir {Proposi¢io 3.32), ¢ deve assumir no
I . . T . - 3 g piges . . . - PR

minimo 10 (1 + log E) para que r seja menor do que ou ignal a n.

Segunda parte: caso exista um caminho M-aumentante em Gagye,, 04
seja, quando VH{Ga e M) # 0 (Proposicioe 3.26), uma colegio ma-
ximal disjunta P de tais caminhos € obtida para o grafo Gy ..,,. Pelo
Corolarie 3.27, P é uma colecdo maximal disjunta em Gpye,, s€ €
somente se P é uma colecdo maximal disjunta em H{Gary 0, M) As-
simn, para determinar P, utilizamos a Funcao ColecioMaximalParalelo
(Algoritmo 3.14 — Secao 3.6.5), passando como parametros o grafo
bipartido H{(Ga ey M) (obtido na primeira parte} ¢ o emparelha-
mento M 0 EH{Gurye, . M), onde H{Guyye,,. M) ndo possui ciclos
M 0V EH(Gayey, M)-alternados, pols como veremos na Proposigio
3.28, Garye,, 0&0 possul ciclos M-alternados.

Terceira parte: fazemos M «— M & FP e aplicamos ¢ ajuste sobre a
variavel dual ¥ apresentado na Proposicao 3.25. Neste ponto, a qua-
drupla (M, y,e,7) € Stima, M ¢ maximo em Gupye,, €7 < 7.

Logo, a func¢io EscEmparelhamentoParalelo satisfaz a Propriedade (1). O
Algoritmo 3.11 apresenta, em nivel macro, a funcio EscEmparelhamentoPa-
ralelo. Novamente, usamos comandos entre ({ e )} para facilitar a anélise do
algoritmo, sendo absolutamente irrelevantes para o algoritmo propriamente
dito.
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/* Dado um grafo & com biparticio (VY V ™) e uma funcho custo ¢ : £ —
Z>p sobre as suas arestas, retorna, caso exista um emparelhamento perfeito
em &, (sim, M,y,r), onde a quadrupla (M, y, ¢, v) é Otima, M é um empare-
thamento perfeito em G de custo minimoe r < n. Caso contririo, interrompe
o algoritmo e devolve nao.
A complexidade do algoritimo é O ((-nmi/ 2/ p) log plog ?z.U) , usando p proces-
sadores, onde p € no maximo T EREW. */
EscEmparelhamentoParalelo (G, ¢)
se Va € £, ¢{a) = 0 entéo y, « O
senao iniclo
para cada o € F faga em paralelo ¢/(a) « H?lj?
(Gemp, M’,y',7") — EscEmparelhamentoParalelo (¢, ¢'};
-1 sepe V™

- 29" (v L
Yolv) « 2y(v) 40 caso contrario;

fuE V)
fim
Me@y—ynr—0 e 0 ({(My+— b7+ 0,4 — o 1)
repita
Fe—1+1;

{y,r, cff}”_,.H ) e AjusteDualRelaxado (G, M, y, ¢, r);
() = di) +di75 1 = VANV My )
se VH # §§ entéo inicio
P« ColecioMaximalParalelo (H, M 1 EH); ({11}
para cada a € £P; faga em paralelo M «— M & {a};
para cada v € VP, NV~ faga em paralelo y{v) «— y(v) —1;
fim
({M; « M;}) {{<12))
até que [VI\VM|=08ou VH = §
se M é perfeito entdo devolva {sita, M,y,r)
senao interrompa nao;

Algoritmmo 3.11: BEscalonamento utilizando quadrupla otima.
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Completamos agora a descricio apresentando alguns resultados.

Proposigio 3.28 Duranie a execuedo da fungdo FscEmparelhamentoPara-
lelo, o grafo Gy, nio possui ciclos M-aliernados.

Demonstracdo: Prova por indugio no nmimero de iteragdes da fungao. O caso
base € trivial, pois My = §. Como hipdtese de inducao suponha que o grafo
nao possui ciclos M-alternados no nicio de uma iteragao.

Como veremos na Segao 3.6.4 (Proposicao 3.38), a fungio AjusteDualRe-
laxado nao cria ciclos M-alternados. Por outro lado, a diferenca simétrica
nio oria ciclos M-alternados, pois diminuimos de 1 o valor da variavel dual
nos vértices de VP N V™. Portanto, as Unicas arvestas M-justas incidindo
nesses vértices sao as de M,

Assim, temos que o grafo nao possui tais ciclos. O

Pelo ajuste realizado na varidvel dual ¥ e o valor de dy retornado pela
funcao AjusteDualRelaxado, temos a seguinte proposicac:

Proposigio 3.29 A segquinte afirmagdo € verdadeiva na l-ésima itevagdo do
laco repita, nos pontos Al ¢ 42: para todo vértice v &€ VA VM,

AV sewe vt

y(v) — yolv) = { 0 seveV™. U

Teorema 3.30 A seguinie afirmacdo ¢ verdadeira na l-esima iteragdo do
lago vepita, nos pontes 4l ¢ 42:

‘V’f \ \.f’_;‘id" AV <y 4 4n.
Demonstracde: Seja yo a varidvel ¢g-independente imediatamente antes do
lago ¢ ¥ a variavel ¢ye-independente. Pela Proposigdo 3.29, nos pontos <11 ¢
<12 temos que:
VA VM| A = (VA VMY — up{V \ VMY, (3.31)
Como y, € ep-independente e (M, y, ¢, ) € otima, entao

ol VMY < ML+ en (M) < IM] 4 r 4 y(V M)
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Logo,
(VM) — go(VM)) < 7 + -’;i (3.32)
Como y € cpr-independente e M’ € perfeito, entio

(V) < eas (M) < M|+ (M) < 2{M'| + 2 (M), (3.33)
Ademais, por inducao, a quadrupla (M, ¢/, ¢, ") € Stima e r' < n, portanto
MY E 4y (V) < n (V). (3.34)

Finalmente, por definicdo de yq,
2y (V) = (V) + [M]. (3.35)

Multiplicando ambos os termos da designaldade {3.34) por 2 e somando-a a
{3.33} e (3.35), obtemos

y{(V) — (V) < (3.36)

t\.'.?[*-Q

Assim, somando (3.31), {3.32) e (3.36), obtemos a desigualdade desejada.
£

Seja L o mimero de iteragdes do laco repita da funcao EscEmparelba-
mentoParalelo num patamar. Entio, temos a seguinte proposi¢io:
Proposicac 3.31 Num patamar da funcio EscEmparelhamentoParalelo, te-
MOs Gue

¥i
Zd [Pl <(r+4dn}{l+log=—1].

2

=y
Demonstracdoe: Sempre que executamos uma iteragao da fungao, no ponto
<1 temos pelo menos um vertice M-livre, Assim, pelo Teovema 3.30, na
I-ésima. iteragao, no ponto <1, temos que:
dif} T 4 dn
- !V+\ iff‘l&'j 1i

Portanto,
Pl-1 1

PP < (rdn) Y o
+ - ; VS VM| —

Observe gue:

(3.37)
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o VE\ VM| = [V =n/2.
VE\ VM| — Pl
o [VH\ VM| = 0.

o [VE\ VM =

Assim, somando (3.37) para [ =1,..., L temos que
L 2 nf2 1
Z{Zg_) P < (r+4n) Z =
=1 i=1 *

Logo, usando um limite superior para o truncamento da série Harmonica
(vide [44, pdg. 54]),
T
1
3 < {1 +logm),
;= .

i=1 "
temos a desigualdade desejada. O
A seguir apresentamos uma proposicao gue relaciona os valores de g e
Proposigac 3.32 Se gy > 10 (1 + log %), enldo r < 7.
Demonstragio: Como veremos a seguir {Proposi¢io 3.39 - Secho 3.6.4), r é
aumentado de no maximo ‘_ng) fi/g na fésima iteragao da fungao EscEmpa-

rethamentoParalelo (r 56 € alterado na fun¢do AjusteDualRelaxado). Assim,
como 1y = 0, entao

) L
r< 25 d0

4 ol

Por outro lado, TF, dg} fi é precisamente Y5, dif} [P4]. Logo, pela Pro-

posicac 3.31, _
;) ¥ 1 ¥
< :ﬁi_i_%fil (1 + log ?) .
7 Z

Como g > 10 (1 + log 35) entao r < n. O
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Complexidade Para Obter a Quaidrupla (M, y,c,r)

Recordamos que [ é o nimero de iteragdes do lago repita da fungac EscEm-
parelhamentoParalelo num patamar. O Lema 3.33, abaixo, é demonstrade
de forma semelhante ao Lema 3.16 (Secdo 3.4 — Gabow e Tarjan), usando o
Teorema 3.30.

Lema 3.83 O valor de L ¢ no mdaimo 1+ 2(r +4n)V/%, 0

Proposicao 3.34 Nuwm patamar da fungdo EscEmparelhamentoParalelo, te-

Mmos que
{—’

X no _ n
STIEP| < % +2(r 4+ 4n) (1 +log ;) ‘

i=1

Demonstragdo: Para qualquer caminho M-aumentante P, temos que |EP| =
2|EP\ M| — 1. Por hipdtese, cada 7y (1 < 1 < L) é uma colecio disjunta
de caminhos M, _-aumentantes, Portanto, como My = M1 & EP;, entao
|EP = 218\ Moy —~ [Py]. Assim,

I L L
z IEP” =32 Z |ﬂ/f; \ ﬁ/fg_-_d — Z ]pg| .
=1 =1 {=1
Por hipdtese M), é perfeito, portanto
L .
T
SR = M =
=1 <
Logo,
L Lo 7 L
Z |E7‘-’,{| =32 Z lﬂ/{{ \ i‘n{g_il -y (335)
=1 =1 =

Ademais, yo € ¢p-independente, entdo yo(V) < [Mp| 4+ o(My). Assim,
como |Mp| = n/2 e ¢( M) = 0 temos que

0S5 e(My) = e Mo) = o(V),

Por outro lado, temos que
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o c(Mp) - (Mo} = T, [( M) — (M)

o —y(V) =k (VM \ VM_,).

Asgim,
L

0< o+ [a(ﬁfm el Myy) — ol V M\ V My )} ‘ (3.39)
= i=1

Multiplicando ambos os termos da desigualdade {3.39) por 2 e somando-a
(3.38}, obtemos

L
Z [ r‘/ff f\ﬂ_i] + ( U,r) — ((fug 1 yg(ir ﬂ/fg \ VM, 1)}

(3.40}
Damos abaixo uma desigualdade e quatro igualdades, justificadas a se-
guir.

“:3
l\)!"‘

C{IM,E) — C{..’.Vj.'g,.'l.) = C(ﬂ:‘f; \ ﬁz‘fgu;} - c(.zlf;_1 \ ﬁ:’!k]‘ ('3.4-1)

WM\ M|+ M\ Moy = V(M \ M), {3.42)

V(M3 \ M) < oMoy \ M), (3.43)

w(VM A\ Mt )) = (VMg \ M) = w(VM\ VML), (3.44)
(VM VM) — go(VMA\ VM) = d{ (7. (3.45)

o Para justificar {3.41), note que

i. c(i%;) = C’-(ﬂ-—‘ir( \ fWg_]) + {:(ﬂ-’;{g M Mig).
2. c(Mioy) = (M Y My + (M N My ).

Subtraindo a segunda igualdade da primeira, obtém-se (3.41).
e A igualdade {3.42) segue do fato que M\ Moy © By
o A desigualdade {3.43}) segue da cp,_ -independéncia de y.

o A igunaldade {3.44) é justificada lembrando que P é uma colegio dis-
junta de caminhos M;.q-anmentantes e que M; = M, 5 EP,.

¢ A igualdade {3.45) segue da Proposi¢iae 3.29.

121



Somando {3.41] até (3.45) obtemos que
Mo\ Mooy | + (M) — oM 3) = 5o VMA VM) < 40Py (3.46)

Assim, pelas Equacoes (3.40) e {3.46) temos que

L

i
S IEP| < S +23d0 Py
- =1

=1

Portanto, pela Proposicao 3.31 temos a desigualdade desejada. B

Analisamos agora a complexidade de wma iteracdo do lago repita da
funcdo EscEmparethamentoParalelo.

A complexidade da primeira parte desse lago, uma chamada da Funcao
AjusteDualRelaxado (Algoritmo 3.13 ~ Secio 3.6.4), na /-ésima iteragao é

O ((m/p +dl 4 E-}‘q) Ic}gp) . {3.47)
h

A complexidade da segunda parte desse laco, uma chamada da Puncao
ColecaoMaximalParalelo {(Algoritmo 3.14 ~ Secdo 3.6.5), na l-ésima iterago
é

O{{m/p+ |EP) ogp). (3.48)

A complexidade da terceira parte desse lago é
O(m/p), (3.49)

pois tanto o ajuste dual como a diferenga siméirica podem ser realizados
nessa complexidade.
De {3.47), (348) e (3.49) temos que a complexidade de uma tteracho é

((m/;n{ 4 + f ~§~|f 73’g|) ogp) {3.50)

A seguir conclumos a andlise da complexidade de um patamar. Para
tanto, usamos que r < e g = 10 (.1 + log 2 ,2
Pelo Lema 3.33, temos que

L=0 ((? + ':?,_)1’}2) = () (n”g} . (3.51)
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Por outro lado, mesmo na dltima iteragac existe pelo menos um vértice
M-tivre em V7, assim, pelo Teorema 3.30:

£
3 4 = di,L) Tea 2% 1 {r+mn)=0{(n).

=1
Cada ver que chamamos a funcio AjusteDualRelaxade, o nimero de vér-

tices M-livres é menor, Assim,

/2 1 Sér. Harm.

I
ng n .
e g - < ng (1+Iogf~) = O (nglogn)=0{nlog*n).
; i Jg. f d 5 (nglogn) ( g )
Pela Proposicéo 3.34,

L

STHEP = O ((r + n)logn) = O (nlogn).

i=1

De (3.50) e pelas observagdes feitas acima, temos que a cornplexidade de
um patamar ¢

0 ((L +mn'2fp 4 nlog? n) log p) .
Mas, de {3.51), a complexidade é

O ((?'rm” *Ip +nlog® n) log _g}) )

Por cutro lado, como p < m/f (n‘f *log® n)z entao

mntf? mnt/? log?
_ > - = nlog™ n,
p w2 logn

ou seja, nlog’n = O (?'rmlf 2y p). Portanto, a complexidade de wm patamar

é
0 ((-‘rm’a” */ p) log p) .

Assim, & complexidade da funcdo EseEmparelhamentoParalelo satisfaz
(3.30).

Na Secdo 3.6.3 apresentamos um algoritmo paralelo para realizar uma
busca em largura, usando p processadores. [Esta busca em largura serd
necessaria nas Segoes 3.6.4 e 3.6.5, onde apresentamos, respectivamente, &
func¢io AjusteDualBelaxado e a funcdo ColeghoMaximalParalelo.

123



3.6.3 Algoritmo Paralelo Para Busca em Largura

o Tipo: Paralelo.
¢ Complexidades:

— Obtencde da estrutura de dados apropriada para representar o
grafo na busca em largura, a partir de uma razodvel representacio

de G O (%’f 1ogp).
~ Inicializagae da busca em largura: O (%)

— Busca em largura: O [{ % 4 K logp). onde i é o nimero de
P &, ]
arestas incidentes nos vértices visitados na busca em larpura e
K é o nimero de iteracoes da busca em larpura, ou seia, € a
; 1k,
profundidade da arvore gerada pela busca.

» Processadores: p.
¢ Modelo: PRAM e EREW.
& Restrigdes:

-~ O grafo ¢ simples, bipartido e ndo possui vértices isolados.
— O conjunto S dos vériices (5 C V) dos quais desejamos iniciar a
busca em largura € fornecido em p listas, onde:
1. A diferenca entre o ndmero de vértices de quaisquer duas listas
¢ no maximo 1.

2. Cada vértice de S aparece no maximo numa lista,

Nesta secao apresentarmos um algoritmo para realizar uma busca em lar-
gura nuin grafo bipartido.

Estrutura de Dados Para Representar o Grafe 7

A estrutura de dados usada para representar o grafo 7 é fundamental na
busca em largura. A seguir fazemos a sua descricao,

A estrutura de dados para representar o grafo na busca em largura deve
ter a seguinte caracteristica:
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Figura 3.6: Vetor de 2m posicdes para representar o grafo na busca em
largura.

para cada vértice v € V. a estrutura de dados deve fornecer os
vértices adjacentes a v.

Em particular, utilizamos um vetor de 2m posigoes, onde para cada vér-
tice v € V', 03 seus vértices adjacentes estdo anmagenados consecutivamente
no vetor. (O conjunto de vértices adjacentes a v, {1 < 7 < n) sio indicados,
no vetor, pelo par de indices (f;,{;). A Figura 3.6 mostra um exemplo.

Esta estrutura de dados pode ser construida, a partir de uma razoavel
representacio de (7, em

O {({m/p}logp). {3.52)
Supanha, por exemplo, que as arestas de (& estdo representadas num vetor
Qi1...m}, onde cada @, (1 € ¢ < m} é uma aresta do tipo (v, v*) com
o™ € V™ oewt € VT, Descreveremos como obter a representacio desejada
para o grafo (4, a partir de uma representaclo que usa o vetor {J, numa
complexidade dada por (3.52). Suponha que os vértices de ¢ sao numerados
de 1 an.

Na obtencao da estrutura de dados desejada, utilizamos um algoritmo
de ordenacio, denominado ordena vetor paralelo, apresentado na Secdo B.7
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(Algoritmo B.3 — OrdenaVetorParalelo). Esse algoritino ordena um vetor de
registros, usando como chave para ordenagio um dos campos numéricos do
registro. Além de retornar um novo vetor com os registros ordenados, para
cada valor z dentro do intervalo que a chave de ordenacgdo pode assumir, é
também retornado um par de indices que indicam a parte do vetor ordenado
onde estio os registros com a chave de ordenagao iguals a z. A complexidade
desse algoritmo de ordenagao é

T+

0 Yogp !, (3.53)

onde z é o nimero de elementos do vetor que desejamos ordenar e y é o
tamanho do wtervalo que a chave de ordenagéo pode assumir.

Recordamos que cada elemento do vetor Q[1...m] é um registro (aresta),
contendo um vértice de V* e um de V™. Assim, ao usar o algoritmoe Orde-
naVetorParalelo, passando como parimetros o vetor ) e os vértices de V¥
(V™) como chave para ordenagio, obtemos um vetor de tamanho m, sendo
que para cada v € V't {v € V7, respectivamente), os seus vértices adjacen-
tes estdo armazenados consecutivamente no novo vetor e temos um par de
indices (f,,1,} que indicam a parte do novo vetor ende aparecem os vértices
adjacentes a v. Veja por exemplo a Figura 3.7,

Loga, para obter o vetor desejado para represeniar o grafo & na busca
em largura, basta concatenar o vetor obtido ao se executar o algoritmo Or-
denaVetorParalelo, passando como pardmetros o vetor () e os vértices de V'*+
como chave para ordenacao, com ¢ vetor obtido ao se execcutar o algontmo
OrdenaVetorParalelo, passando como parametros o vetor (J e os vérfices de
V™~ como chave para ovdenagao (veja a Figura 3.7}

Como, no nesso caso, © = m e y = n, entdo de (3.53) temos que a
complexidade para se obter a estrutura desejada é

O mn logp
2
Mas n = O {m}, pois o grafo ndo possui vértices isolados. Logo, a complexi-
dade para se obter a estrutura desejada é

o2 log p
7

COMO queriamos.
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Figura 3.7: Obtencio da estrutura de dados desejada para representar ¢ gra-
fo na busca em largura {d), a partir do vetor de arestas ¢ (a). As arestas do
vetor (§ correspondem as arestas do grafo apresentado na Figura 3.6.
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Figura 3.8: Busca em largnra ~ iteraces da busca e rétulos dos vértices. Os
vértices de onde iniciamos a busca possuem rétulo 0.

Busca em Largura

Na k-ésima iteracdo (1 < k < K} da busca em largura visitamos as avestas
incidentes nos vértices de rétulo & — 1, obtendo os vériices de rdiulo £, Os
vértices de onde iniciamos a busca possuermn rotulo § {(veja a Figura 3.8).

Defina .
ey == Z{ E{{v}h

o1 seja, 1y, € 0 numero de arestas que incidem nos vértices de rotulo k. Como
veremos a seguir, a complexidade da busca na &-éstma iteragio é

: v ¢ um vértice de rétulo k},

O ({1 + (Mg + mpa)/p)log p) s (3.54)

onde m_y = |5}, ou seja, m.; é o nimero de vértices com rétulo 0. Logo,
como o grafo nio possui vértices isolados, entdo a complexidade do algoritmo
é satisferta, pois

K
Z (1 {mpog + mypy Y/ pilogp = O ((IC + 7 /p) log p) .

h=1

Logo, resta descrever como € realizada a busca numa k-ésima iteragio,
numa complexidade dada por {3.54). Seja B[l...2m] o vetor usado para
representar a estrutura de dados na busca em largura e (f,,0,) (I < v < n)
o par de indices, no vetor B, que indicam os vértices adjacentes a v,
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Em especial, para cada processador p; {1 < ¢ < p) usamos duas listas, W,
e A;, onde

W contém no méximo [my.y/p| vértices com rétulo k — 1.
2P

At contém no maximo [mp-1/p] vértices adjacentes aos vértices de rétulo
k — 1. Uma entrada desta lista corresponde a um par de indices (¢, 7}
que indicam, no vetor I, vértices que so adjacentes a um vértice de
totulo £ — 1.

Entre todas as listas W, (1 <z < p), um vértice v € V de rdtule k& — 1 ocorre
exatamente uma vez. As listas A; (I < ¢ < p} contém todos os vértices
adjacentes aos vértices de rotule & — L.

As listas W, (1 < ¢ < p) dos vértices de rotulo 0, ou seja, dos vértices
de onde iniciamos a busca em largura, correspondem as p listas fornecidas a
busca em largura.

A k-ésima iteracao da busca pode ser dividida em duas partes: na pri-
meira parte, dada as listas Wi {1 £ 2 < p) dos vértices de rétule £ — 1,
determinamos as listas 4; (1 € ¢ < p) dos vértices adjacentes aos vértices de
rétulo k —1; na segunda parte, dada uma lista A; {1 <2 < p), determinamos
a lista W; da préxima iteracao {k + 1}, 1sta é, dos vértices com rétulo k. A
seguir descrevemos estas partes:

Primeira parte: determinamos as listas A; {1 £ ¢ < p) dos vértices ad-
jacentes aos vértices das listas W, (1 < ¢ < p). Para tanto, cada
processador p; visita a lista de vértices W,. Iniclalmente, as listas A;
(1 <1 < p) estiio vazias. A j-ésima visita ocorre da seguinte forma:

(i) Cada um dos p; {1 < @ < p) processadores extrai um vértice da
lista W; e o armazena num vetor ufl ... pl.

(i1} Obtemos um vetor X% que contém todos os vértices adjacentes
aos vértices do vetor u.
Para tanto, ntilizamos um algoritmo denominado seqiiéncia partes
vetor, apresentado na Se¢do B.§ (Algoritmo B.4), que consiste am:
dadas p partes disjuntas de um vetor, onde o comprimento destas
partes podem ser zero, este algoribtmo utiliza os p processadores
para construir um novo vetor que € formado pela concatenagio de
todas essas partes.
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Tabela 3.1: a) Niumero de vértices adjacentes aos vértices do vetor [l ... p]
{(p =35). b) Vetor X' obtido, usando a tabela a).

(iii)

Assim, para obter o vetor XU basta executar o Algoritmo B.4
{SequénciaPartesVetor), passando como pardmetros o vetor B e
as p partes do vetor B indicadas pelos indices (f,, . 1y, ) (1 < i < p).
Veja por exemplo a Tabela 3.1.

Distribufmos os vértices do vetor X9 nas listas A; (1 <1 < p) de
tal forma gue a diferenga entre o nimero de vértices de quaisquer
duas histas A; seja no maximo 1.

Seja A; (1 <1 < p) adltima lista a receber um vértice na visita
anterior {j — 1), entdo comegamos a distribuir os elementos do
vetor XU o partir da lista Ajyy (se ¢ = p, entho comegamos a
partir da lista A;). Veja por exemplo a Tabela 3.2.

Portanio, no final das visitas temos as histas A, (1 <1 < p) desejadas
{cada lista A; possut no miéximo Iﬂ;ﬂ»} vértices). Observe que na
j-ésima visita:

e O item (i) possui uma complexidade O {1).

&

s yidd
A complexidade do itern (11} é O (l%! + log p) . pois o Algoritme
B4 (SeqliiénciaPartesVetor) possui essa complexidade, onde I.X{-""}]

é o tamanho do vetor XU
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Tabela 3.2: Preenchimento das listas A; (1 < ¢ < p), usando o vetor X1 da
Tabela 3.1 (p = 5). A lista Ay foi a dltima a receber um vértice na visita
anterior {f — 1}, Os simbolos o; {1 < ;7 < 4) representam vértices adicionadas
as listas A; (1 <1 < p) nas visitas anteriores.

o A complexidade do item {iii)é O (lag P+ J%—g . pois em U (log p)

os p processadores sabem o tamanho de X e o indice ¢ da lista
A; que recebeu o ultimo vértice na visita anterior (j — 1) e em

x5 A - . e .
¢ (L?—U distribuimos os vértices de XU pelas listas A,

Logo, a complexidade da j-éstma visita é

X 0)
Q (‘TJ + log p) .

Seja J o mimero de visitas realizadas. Assim, a complexidade desta
parte na k-ésima iteracio @

I X
O (Z —p—l -+ Jl.ogp) .
=1 1

: . . P o N
Comeo as listas Wig possuem no maximo {“%"2_] vértices cada, entdo

_ T2
/=0 ( I ) '
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Por outro lado,

>

J=1

X =0 (myy).

o

Assim, temos que a complexidade desta parte na k-ésima iteracio é
; : P &

My_q T
+

O " 14 logp| . (3.55)

Segunda parte: cada p; (1 <4 < p) obtém, a partir da lista A;, a lista
W, da proxima iteragdo {(k + 1), A seguir descrevemos como obter
essas novas listas W, {1 < ¢ < p). Seja v (1 <2 < p) um vértice
obtido da lista A;. Como na lista W, devemas colocar somente og vér-
tices com rétulo &k que ainda ndo foram visitados e como estas listas
devem conter apenas uma ocorréncia de um vértice, entho podemos
atilizar o algoritmo de ordenacdo de Cole [11] para ordenar os vértices
Vi, ..., Vp, Obtendo a seqiiéncia de vértices (uy,...,u,) € em seguida,
cada processador p; (1 <7 < p) efetva as seguintes verificagdes:

1.4 {1 <1 < p) é o menor inteiro tal que u; = z, onde ¢ é um
elemento da seqliéncia (uy, ..., u, ). Isto é feito para garantir que
08 p processadores nao possuam vértices repetidos.

2. uy; amnda nao foi visitado na busca,

3. w; nao pertence a nenhum W; (1 <1 < p).

Em caso afirmativo, u; € acrescentado a W, Observe que acrescentamos
no maxime [ry_y/p] vértices a cada lista Wi, pois cada A; possui no
maximo [my_1/p] vértices.

Para verificar se um vertice fol ou ndoe visitado na busca em largura
ou se pertence a algum Wi, usamos um vetor de tamanho », onde o
elemento de ndice v (1 < v < n) desse vetor indica se o vértice fo
ou nao visitade na busca em largura ou se pertence a algum Wi Dai
a complexidade de inicializagao da busca em largura ser O (n/p), pois
precisamos inicializar os elementos deste vetor com vértice nao visitado.

Assim, a complexidade desta parte na k-ésima iteragio €
O ({1 + mu—1/p)logp), (3.56)
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pois cada processador visita no maximo [my.y /p] vértices ¢ o algoritmo
de Cole ordena p elementos em O (logp).

De (3.55) e (3.56) temos que a complexidade da k-ésima iteracio da busca
em largura é
O((1 + (me—z + my_1}/p) log p),

ou seja, satisfaz a complexidade dada por (3.54).
No Algoritmo 3.12 temos uma implementacao da busca em largura,

3.6.4 Algoritmo Ajuste Dual Relaxado
o Tipo: Paralelo.
¢ Complexidade: (0 ((% + dy A i},") log p)‘

p SORP . o A g m
¢ Processadores: p, onde p é no maximo ~mpi— o’

s Modelo: PRAM ¢ EREW,

Dado um grafo & bipartido (V1 e V=) e uma quadrupla (M,y,¢,7) 6
tima, este algoritmo realiza ajustes na variavel dual y e em r, de tal forma
que:

1. Os valores de y para cada vértice de V1 \ VM sdo acrescidos de um
mesmmo valor, dg.

2. Os valores de y para os vertices de V- \ VM permanecem inalterados.
3. O valor de r nunca dimunui, mas » < n,
4. {M,y,c,r) petmanece Gtima.

Os ajustes descritos acima sao efetuados até gque um dos seguintes casos
OCorra:

+ Existe um caminho M-aumentante em Gay .y, -
s M ¢ maximo em .

Alémn disso, também sao obtidos:
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/* Dado um grafo &' e um conjunto de vértices S fornecido em p listas (a
diferen¢a do nimero de vértices de quaisquer duas listas é no maxime 1), faz
uma busca em largura a partir dos vértices de 5.

A complexidade do algoritmo é O ((7a/p + K)log p), onde 7 é o nimero de
arestas incidentes nos vértices visitados na busca em largura e K ¢ o nimero
de iteragdes da busca, usando p processadores — EREW, */

BuscalarguraParalela (G, 5)
mey — S ke LW e 5 /5 WL p] ¥/
repita
/* primeira parte */
/* z indica o ulmmo indice de A[l... p] onde acrescentamos vértices */
z e p; A B
para ; « 1 até [”’" 21 faga
inicio
para i «— 1 até p faga em paralelo
(Wi us) e~ RemoveVértice (W,); /F ull. .. p] ¥/
XU SequénciaPartesVetor (B, [{ fur-luy)s - s (fups b )15
(A, z) + InseveVértices (A, XU z);

fim

/™ segunda parte */

W o« @

para j < 1 até {”""“ﬂ faga

inicio
/* se A; € vazio, entdo v; = 0o */
para 1 «— 1 até p faga em paralelo
{A;, v;) e 'RP';'nove\"'étf'ic::- (A [ oft . op] ¥/
u + OrdenacaoCole (v,p); /* wfl...pl ¥/
ug — 05 /™ ug & diferente dos clemazs valores de u[l...p] */
para : « | até p faga em paralelo
se u; % o0 € U ¥ ui_1 € ¥ ndo for visitado e u; & Wi
entdo W, — W; U {u:};
fim
Be1-+4&
até gue W = §;

Algorttmo 3.12: Busca em largura (paralelo).
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o O valor dy, que € o acréscimo que a varidvel dual y sofren em cada
vértice M-livre de V.

o O grafo H{Gury.ep,, M) M-simples,

Neste algoritmo utilizamos uma operacio denominada relazamento que
consiste em: dado um conjunto W C V¥ NV M, para cada w € W, y{w)
é diminuido de 1. Observe que esta operagio preserva a Propriedade (i) de
quadrupla dtima {y é cy-independente — pagina 110}; porém, esta operagao
diminui y{V M) de |WF|. Portanto, a cada operagio de relaxamento de W,
aumentamos o valor de » de [W*], para garantir que a quadrupla (M, y, ¢, 7)
permanega otima (Propriedade (1), (M) < r 4 y(VM)). Note que apds
aplicarmos relaxamento emn W, as dnicas arestas de Eusy ., incidindo em
vértices de W sdo precisamente as de M.

A seguir descrevemos a funcac AjusteDualRelaxado. Na descricao da
funcdo vamos utilizar dois pardmetros f e ¢, onde f é o mimero de vértices
M-livres de V' e g ¢ um ntimero malor do que zero. Conforme vimos na
Proposicao 3.32, ¢ deve assumir o valor 10 (1 + log %) para que 7 seja no
maximo n.

De uma forma semelhante & busca hingara {Algoritmo 3.1}, nesta fungéo
vamos usar os seguintes conjuntos: 5, T e J = {{uv) € E:u € Sev €
V= \ T} Inicialmente fazemos 5 := VI \ VM ¢ 7 := . A seguir exe
cutamos repetidas vezes uma iteragdo composta por dois passos, ajuste e
construgao, que descrevernos a seguir:

1. Ajuste: seja W™ = Ey, . (SI\T, ou seja, W consiste dos extremos,
em V7T, das arestas de Eyry.,, que incidem em vérfices de §. Se
W~ = {}, podem ocorrer as seguintes situagbes:

(a) 1" contém um vértice M-livre, ou seja, existe um caminho M-au-
mentante de arvestas Af-justas em Lar gy, -

(b)Y 7' nado contém vértices M-livres e J = . Neste caso M & um
emparelhamento méaximo em (¢ {Corolario 2.2).

{c} T nao contém vértices M-livres ¢ ./ # B, Neste caso aplicamos
o ajuste sobre a variavel dual y apresentado na demonstracao do
Teorema 3.3 (Secdo 3.1 ~ busca hingara). Chamaremos esse ajuste

de padrdo. Note que apds este ajuste temos que W™ £
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Figura 3.9: Grafo Gasye,,, com os conjuntos S, 7', W e W,

g T

Nos casos la (existe nm caminho M-aumentante de arestas M-justas
em Fagyen ) € 1b (M ¢ umn emparelhamento maximo em G) interrom-
pemos a funcéio,

2. Construgdo: seja Wt = M{W ™)} (veja a Figura 3.9, onde temos um
grafo (731 4.0, )- Adicionamos os vértices de W™ e W, respectivamente,
aT eS, ouseja, fazemos T« TUW™ e 5 « SUW™T, Se |Wt| < f/g.
entao relaxamos o conjuntoe W', Note que apds relaxarmos o conjunto

W, temos W™ = .

Como veremos a seguir {Proposicio 3.35), no fim do processo descrito
acima, & e T sdo, respectivamente, os conjuntos de vértices de V* e V'~
que sdo términos de caminhos M-alternados em (g, com origem em.
vértices M-livres de V. Assim, para deferminar o grafo H{Gag .y, M) M-
siraples (veja a definicio na pagina 113) basta fazer, depois que encerrarmos
o processo descrito acima, uma busca em largura no grafo Gary.e, (S U T,
a partir dos vértices M-livres de T, usando canunhos M-alternados (veja a
Figura 3.10).

No Algoritmo 3.13 temos uma implementacao das idéias descritas acima.

Completamos agora a descricio do algoritino, apresentando mais alguns
resultados:
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/* Dado um grafo G bipartido {(V*,V ") e uma quadrupla (M, yo, ¢, r) Stima,
retorna {y,r, do, H{Grrycrs» M), onde a quadrupla (M, y,¢,7) é Stima, dy é
o acréscitne que a variavel dual ¥ sofreu em cada vértice M-livie de VT ¢ o
grato H{Garye., M) ¢ M-simples,

A complexidade do algoritmo é O ((?‘n /p+do + 5}‘1) log p) , usando p proces-
sadores, onde p ¢ no méximo Wﬁ?’% - BEREW. */

AjusteDualRelaxado (G, M, yo, ¢, 1)
S e VENVM; T e 05 f « | S g+ 10 (1 +log % );
y e o, do + 0; FimLaco + falso; ¢ « 0; (W « 5%
repita
W™ Brge, (SINT T = {{u,w) EEueSeve VT
b L Ay e By
se W~ = { entdo
se Jv e T, onde v &€ M-livre ou J = §§ entio
FinLago «— verdade
senao inicio
Ay — minfear{u, vy — (ylu) + ylo)) (w0 € T}

do « do + Ay
yloy—A; seveT
ylv) < ylol+ 4 seve S
(v & V) y{v) nos demals Casos;
W™ e Bargnd(§)\ 15
firn

se FimLaco = falso entdo inicio
W e MW= T = TUWT 8« SUWS
se IWQL‘ < f/g entao inicio
para cada v € W faga em paralelo y(») — y(v) — I;
Pt [w;*];
fim
fim
até que Fimlago;
H « BuscaLarguraAlternada {(Gary,e, SV T), M, T\ VA );
devolva (y,r, dy, H);

Algoritmo 3.13: Ajuste dual usando a operagao relaxamento.
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Proposicao 3.35 Ne fim de fungdo AjusteDualBelazado, 5 ¢ T sdo, respec-
tivamente, os conjuntos de vértices de VT e V™ que sdo términos de caminhos
M -glternados em Gy, .., com origem em vértices M-livres de V',

P

Demonstragdo: Durante a execucto do algoritmo, todo vértice de ST é
término de um caminho M-alternado em Gay ., com origem em V7V \ VM.

Ao final da execucdo W™ é vazio, ou seja, toda aresta de By, que
incide em S tem o seu outro extremo em T'. Portanto, nenhum outro vértice,
além dos vértices de S U T é término de tais caminhos. O

Proposicao 3.36 No fim da fungdo AjusteDualRelazade, para tode wértice
ve VAVM.

» dy seve VT
ylv) — yolv) = t seveV-.

Demonstragdo: A operagao de relaxamento € aplicada somente sobre vértices
M-ocupados, assim esta operacao ndo interfere no valor dos vértices M-livres.
Por outro lado, o ajuste padrao (busca hingara) altera os valores da varidvel
dual dos vértices de SUT: S inchu VI\ VM e T é disjunto de V™ \ VM
{quando o ajuste é realizado). Assim, temos a igualdade desejada. O

Proposigaoc 3.37 A quddruple (M, y,c,r) refornade por esta fungdo € ot
ma.

Demonstracio: A varidvel y € cyr-independente, pois tanto o ajuste padrao
como a operacic de relaxamento preservam esta propriedade. O ajuste
padrio preserva o valor de y(V M} e as operagdes de relaxamento diminuem
YV M), porém » & aumentado desse valor. Assim, (M, y,¢,7r) é dtima. O

Apresentamos a seguir as duas proposigdes que deixamos de apresentar
na Secao 3.6.2.

Proposicao 3.38 Dado wm grafo Giagye,, sem ciclos M-alternados, a fun-
¢do AjusteDualRelaxzedo ndo cria tais ciclos,

Demonstragdo: Durante a execugdo do algoritmo temos as seguintes situa-
¢oes:
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1. A operagdo de relaxamento ndo cria novas arestas M-justas e portanto
nao cria ciclos M-alternados.

2. O ajuste padrao ndo cria ciclos M-alterpados. Suponha, por con-
tradicdo, que o ajuste padric cria um ciclo M-alternado. Entio, apos
o ajuste padriic existem arvestas oy e ay M-justas, tais que a possul
exiremos em S e V= \ T & ay possul extremos em VT \ S e T, Porém,
para tornar o; M-justa, somamos A a variavel dual y dos vértices de
S & diminuimes A a varidvel dual ¥ dos vértices de T. Entao, a3 néo
& M-justa, contradicao.

Assim, temos que o grafo nio cria tais ciclos. O

Proposicao 3.39 O valor de r aumenta de no mdzimo 2dyf /g numa cha-
mada da funcdo AjusteDualRelazado,

Demonstracéo: Como numa chamada da funcéo AjusteDualRelaxado 56 po-
demos ter umma operacdo de relaxamento que nao € segnida de um ajuste
padrdo, entdo numa chamada temos no maxime 1 + dy operaghes de rela-
xamento. Assim, estas operagdes diminuem a variavel duoal de no maximo
(1+do)f/g < 2dof/g. O

Vamos agora analisar a complexidade do algoritmo AjusteDualRelaxado.
Seja I o miunero de iteragoes efetuadas no algoritmo.

Proposicac 3.40 O valor de [ ¢ no marimo dy + {%J

Demonstragio: Existem duas possibilidades, mutuamente exclusivas, na exe-
cucdo de uma iteracio:

1. [W* > f/g. Claramente, este caso ocorre no maximo {%}J vezes, pois
cada vez que ele ocorre adicionamos no minimo | f/g] vértices a S,

2. Na préxima iteracio executamos o ajuste padrdo. Sempre que execu-
tamos este ajuste, do é aumentado de A, onde A > 0. Assim, este caso
é executado no maximo dy vezes.
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Logo, temos o valor desejado. O

Como veremos a seguir, a complexidade da i-ésimaiteragio do lago repita
desta funcao é

o((1+(

£ o nimero de arestas incidindo em W,

E(WH)

wit| +

) /p+ Ae) log p) : (3.57)

onde |17 (W)

Além disso,

1. Pela Proposicio 3.40, temos no maximo O (d(} + [’“—}QJ) iteragoes,

2. o1, (Wit +

o~ ]
2 (I’V-;'+)1> = {n+m).

3. TLL A = do.

Assitn, como n = O {m)}, entdo a complexidade deste lago repita na funcao

0 ((d@ + %Lf"_ + %) 'i.ogp) .

Por outro lado, observe que no fim da fungéo AjusteDualRelaxado, o com-
primento de um caminho M-aumentante em Gag .., 15 UT] é no méximo 21.
Assim, usamos uma implernentagio semelhante a busca em largura paralela
(Se¢ao 3.6.3) na Fungdo Buscal.arguraAlternada, onde a medida que vamos
determinando o conjunto 7' no algoritmo AjusteDualRelaxado, determina-
mos tambér as p listas dos vértices de T'\ V M necessarias na chamada da
busca em largura paralela {Secio 3.6.3). Assim, temos que a complexidade
da funcdo BuscalarguraAlternada é

m 3, . T g
i oe | = - e )
O((p—l»l)_og.;p) O((p + do + f)logp)

Logo, temos a complexidade desejada para o algoritme AjusteDualRelaxado.
Verificamos agora que a complexidade de uma iteragdo do lago repita é
dada por (3.57).
Observe que a complexidade para se realizar um ajuste padrio conforme
descrito € muite elevada, pols precisamos determinar o valor de A e esta
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operagao possii uma complexidade O (% log p). Além disso, devernos fazer

08 ajustes na variavel dual y, o que possui uma complexidade O ( + log p)
Ou seja, a complexidade para se realizar um ajuste padrio desta maneira é
03+ 7% logp). |

Para resolver este problema de complexidade, ac invés de determinarmos
os A's e fazer os varios ajustes duais, vamos adaptar o algoritmo seqiiencial
de Gabow e Tarjan {apresentado na Segao 3.4) ao nosso problema. Nesse
algoritmo seqliencial utilizdvamos o algoritmo de Dijkstra para determinar
os valores d{v) {v € V) e o valor de dq, e obtinhamos o valor da varidvel dual
y dos vértices de V' da seguinte forma:

vo(v) — (do — d{v)) sev € V™ e dv) < dg
y{v) 5 yolv)+{do—d{v)) sev e V¥ edv)<dy (3.58)

{v € V) yo(v) nos demais casos,

Lembre-se que o valor de y obtido acima era o definitivo, 15to €, nao pre-
cisdvarnos mals realizar ajustes. A segulr mostramos como eram obtidos osg
valores d{v} (v € V) no algoritmo segiiencial.

No algoritmo seqilencial tinhamos que o valor de dy {d, é a soma dos
valores dp) era no maximo 2n. Assim, como dy < dy, entio ao invés de
utilizarmos uma fila de priovidade no algoritmo de Dijksira, utilizdvamos
um vetor R de tamanho 2n para determinar d{v) e dy, onde o elemento
R, apontava para uma lista de vértices com d{v}) = z (ndo precisivamos
armazenar os vértices gue posswiam (v} > 2n, pols dp < dy). Utilizdvamos,
também, um vetor U indexado pelos vértices de ¢ {famanho n), onde U, (v €
17} representava, caso tivesse, o rétulo definitivo d{v) dado pelo algoritmo de
Dijkstra ac vertice v,

Assim, inicialmente todos os vértices M-livres de V' estavam numa lista,
apontada por Ry. O algoritmo Dijkstra consistia em percorrer o vetor £
e as listas apontadas por ele numa forma seqiencial e crescente, ou seja,
quando estdvamos no jndice z do vetor R, visitavamos todos os vértices na
lista apountada por R, antes de irmos para o indice © + 1. Isto era feifo
para detertiinar ¢ proximo vértice que possula um rétulo temporario em
U. Assim, essa versao do algoritme de Dijkstra possuia urma complexidade
Q (e + n) (seqliencial).

A seguir mostramos uma adaptacido {em paralelo} do meétodo descrito
acirna, gue devemos utilizar no algoritmo AjusteDualRelaxado para deter-
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RO J'}%:a: ,R‘EHWI
R // ....... //// 7

v

g

p listas de vértices com d{v) = 2

Figura 3.11: Vetor B[{)...5n — 1] para o algoritmo paralelo, onde p = 4.

minar dy e a variavel dual y. Para fanto, precisamos fazer as seguintes
modificacdes no vetor B descrito acimas

1.

O tamanho de A deve ser Bn, pois a cada vez que executamos o algo-
ritto AjusteDualRelaxado temos pelo menos um vértice M-livre em
V* e como r < n, entdo pelo Teorema 3.30 temos que dy < 5.

Ao invés de cada f, possuir uma iinica lista dos vértices com d{v) = =,
vamos ter p listas, onde cada lista vai conter no maximo [|R.}/p] vér-
tices ({1,] ¢ o mimero de vértices apontados por K;). Assim, podemos
aproveitar melhor o paralelismo, pois ao invés de analisarmos um vérti-
ce por vez, agora cada um dos p processadores pode extrair um veértice
apoutado por R, (Veja a Figura 3.11).

A seguir relacionamos algumas caracteristicas que existern entre a ver-
sao da Funcao AjusteDualRelaxado apresentada no Algoritmo 3.13 ¢ a nova
versdo que estamos propondo:

i

Os vértices de K, correspondern aos vértices de W1 de uma iteracio
da versdo anterior do algoritmo AjusteDualRelaxado, Depois de visi-
tarmos os vertices de £, determinaremos a proxima posicao de R nao
vazia. Seja @’ esta posicao. Note que:

{a} R, corresponde ao proximo W,
(b)Y 2’ = 3+ Ay, onde A, é o valor do ajuste padrao quando visitamos
o8 vértices de H,.
Quando estamos em R, e temos que |K,| < f/g, entdo precisamos

realizar wma operacio de relaxamento sobre os vértices de H,. Esta
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operagac de relaxamento corresponde a mover todos os vértices de fi,
para Hepq.

Para visitar os vértices apontados por £, e garantir que as p listas apon-
tadas por Ry (0 < 2” < Bn — 1) possuam no méximo [|Ry| /p] vértices,
utilizamos uma estratégia semelhante a de numa iteragdo da busca em lar-
gura paralela {Secdo 3.6.3).

Anpalisamos agora a complexidade de uma iteragio desta nova versao do
algoritmo AjusteDualRelaxado, que, como vimos acima, corresponde a uma
iteracdo da versao da funcdo AjusteDualRelaxado apresentada no Algoritmo
3.13,

Dejam 1 & @, respectivamente, a z-ésima. iteracao desta nova versao € o
fndice em que estamos no vetor R, Se as listas apontadas por R, sfo vazias,
entao determinamos o proximo indice @' (z < 2’ < dy), tal que Ry # B
{ajuste dual). Isto possul uma complexidade

O(1+ A logp) . {3.59)

Quando temos que R, # 8, aplicamos uma estratégia semelhante & uma
iteracio da busca em largura paralela {Seco 3.6.3) para visitar os vértices
apontados por R, {W7}. Isto pode ser realizado numa complexidade

0 ((1 + ( ) /}7) log 3‘)) (3.60)

pois cada wma das p listas de K, possui no maximo H'W;“| / p] vértices e

E (W)

Wi+

visitarnos O (l B(Wh ) arestas. Por outro lado, a operagdo de relaxamento
possui uma complexidade O (1}, pois cada um dos p processadores concatena
uma lista de vertices de K, comn uma lista de vértices de Hypq. Assim, de
{3.59) e {3.60) temos que a complexidade da i-ésima iteragio &

0 ((l + (hf‘i‘"’f‘ + ) /p+ _‘n) log p) .

como desejavarnos {veja a Eguagio {3.57)).
No final desta nova versdo do algoritmo AjusteDualRelaxado usamos o

ajuste dual na varidvel y apresentado em (3.58) para obter os valores deseja-

E (W)

dos de y. Esse ajuste pode ser realizado numa complexidade O (IE + log _p).
Como 86 realizamos uma vez esse ajuste muma chamada do algoritimo Ajuste-
PualRelaxado € n = O {m), entdo a complexidade desse ajuste ndo interfere
na complexidade final do algornitmo AjusteDualRelaxado.
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3.6.5 Algoritmo Colecic Maximal Paralelo
s Tipo: Paralelo.
o Complexidade: O {(m/p + |EP}) log p).

& Processadores: p, onde p é no maximo W’%gg-;i

¢ Modelo: PRAM e EREW.

Dados um grafo (bipartido} ¢ e um emparelhamento M em (&, tais que
# (7 ndo possui ciclos M-alternados e

¢ {7 é M-simples,

determinamos uma colecio maximal disjunta P de caminhos M-aumentantes
em {4,

A seguir apresentamos, sem demonstracdo, uwma proposicao ntil na ob-
tencdo de um caminho M-auwmentante em Gt

Proposigae 3.41 Seje ¢ um grafo bipartido ¢ M wm emparelhamento em
(¢, tats que (& ndo possui crclos M-alternados ¢ G € M-simples. Entdo todo
caminho M-alternado ¢} em G pode ser estendido o um caminho M -aumen-
tante P em G (EQ C EP), numa complezidade O (|[EP| — |EQ]), usando

um processador, através de uma busca gm profundidade. T

A seguir fazemos uma descri¢do do algoritmo.
Se o grafo G nado for vazio, o algoritmo para enconirar uma colegao ma-
ximal disjunta 7 consiste basicamente dos seguintes passos:
¢ Determinacio de um caminho M-aumentante F em (4, através de uma
busca em profundidade {Proposicio 3.41). Na verdade, conforme sera
visto posteriormente, F deve satisfazer algnmas restrigdes, além de sex
M-anmentante.

¢ Remocio de um superconjunto minimal W de VP tal que H := G[V'\
W1 seja M N EH-simples.
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» Se H nio for vazio, recursivamente determinar uma colecio maximal
disjunta @ de caminhos M N EH-aumentantes em H.

o Fazer P = QU {P}.

Convém recordar que o grafo H mencionado acima nada mais é do que o
grafo
HGIV\VP],M\ EP),

definido na pagina 113. Por hipdtese, ¢ é M-simples e livre de ciclos M-
alternados, portanto W, o conjunto de vértices a remover, pode ser determi-
nado da seguinte maneira:

1. Remova og vértices de P do grafo G e inclua-os em W.

2. Remova do grafo GV Y W] os vértices que satisfazem a seguinte res-
irigao:

“vértices isolados ou vértices que eram Af-ocupados em
G e que possuem apenas arestas de M ou apenas arestas (3.61)
fora de M incidindo neles”

e inclua-os em W,

3. Repita o passo 2 até que nao existam mais vértices que sabisfacam a
restricio.

Observe gue o grafo resultante é o grafo H desejado.

0 processo descrito acima pode ser implementado através de duas buscas
em largura po grafo &, a primeira a partir dos vértices de P em V* e a
segunda a partir dos vértices de P em V™, usando caminhos M-aliernados
{ndo visitamos as arestas de P). As arestas visitadas na busca em largura
serfam removidas de (7 e a busca continuaria a partir dos vértices que pas-
sassemn a satisfazer a Restrigao (3.61). Assim, os vértices visitados nas duas
buscas correspondem aos vértices de W. Veja por exemplo a Figura 3.12.

Ao determinar W, utilizando o algoritmo de busca em largura, podemos
ter umn problema de complexidade, pols o mimero de iteragdes da busca em
largura {ou seja, a profundidade da arvore gerada pela busca) pode ser muito
major do gue 6 comprimento do caminho P (lembre-se de que a complexidade
da busca em largura em paralelo leva em consideragio o nimero de iteracdes
— Secéo 3.6.3). A seguir explicamos como contornar este problema.
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Figura 3.12: a} Grafo ¢ M-simples e wn caminhe M-aumentante F em G.
O nimerc sobre uma aresta representa a iteracdo da busca em largura na
qual ela foi vigitada {removida) e o sinal sobre o ntmero informa se a aresta
fol visitada na busca em largura a partir dos vértices de V¥ ou V'~ de P. b)
Grafo H (GIV\ VP, M\ EP). ¢} Maior caminho M-alternado de arestas
removidas numa busca de caminho aceifdvel,
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Sejamm K+ e K™ o numero de iteracdes das buscas em largura efetua-
das para determinar W a partir de V't e V™ respectivamente, e seja K =
max{ K+, K~} Dizemos que o caminho M-aumentante P é aceitdvel se

B (w)
EPl+1——1, (3.62)

K <32

onde |F (W] ¢ o ntmero de arestas do grafo ¢ que incidem em W. Se
o caminho P for aceitavel, adicionamos P & colecdo maximal P e aplica-
mos, recursivamente, este processo no grafo M-simples H. Caso contrario,
tentamos utihzar wm caminho M-aumentante em G que possua um compri-
mento no minimo o dobro de P. Isto garante gue vamos ter um caminho
M-aumentante aceitavel em G

Explicamos agora como obter um caminho M-aumentante P que pos-
sua no minimo o dobro do comprimento de P, quando P nao ¢ aceitdvel.
Quando realizamos as buscas em largura para determinar W, determinamos
em cada busca um caminho M-alternado de comprimento maximo, isto €, o
caminho M-alternado determinado numa busca emn largura possui um com-
primento igual ou um a menos do que o ndmero de iteracoes da busca. Seja ()
o camminho M-alternado de malor comprimento obtido nas buscas em largura
para determinar W (veja a Figura 3.12¢). Assim, para obter P estende-
mos o caminho M-alternado () a um caminho M-aumentante no grafo G,
isto €, no grafo original {Proposicio 3.41). Claramente 1}3}7(‘”[ > 2{1EP|,
pois |EQ|+ 1 > K > 2|EP] (Equagio (3.62)).

Uma descrigio mais detalhada de como realizar esta busca em largura
serd dada no final desta secao (Busca de Caminho Aceitavel),

No Algoritmo 3.14 temos wma implementacdo das idéias apresentadas
achma.

Analisamos agora a complexidade do Algoritmo 3.14 (ColecioMaximal-
Paralelo).

Seia L o nimerc de caminhos M-aumentantes da colegdo P {ou seja,
o mimero de vezes que executamos o lace enguante). Como veremos na
Proposicao 3.42, a complexidade para se determinar um caminho M-aumen-
tante acettdvel na [-ésima Heracio do lago enquanto é

O (( E {ﬂe"f‘“)] /p+ EPE(QE’D log p) :
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/* Dados um grafo & A -simples com biparticao (V1,V7) ¢ um emparelha-

mento M em ¢, onde G ndo possui ciclos M-alternados, determina uma

coleciao maximal P de caminhos M-awmentantes em .

A complexidade do algoritmo ¢ Q ({m/p+ |EP|)logp}, usando p processa-
N mo__ _TREW *

dores, onde p é no méximo T EREW, */

ColegaoMaximalParalelo (G, M)
PO (I — G
enquanto V' # {§ faga
infcio
{l 1+ 1))

Py « DeterminaCaminhoAumentante {G, M };

I =0
/* determina nm caminho aceitavel */
repita

Je=it L

(W K+, Q%)

BuscaDeCaminhoAceitavel (G, M, P;, VPNV,
(W~ K, Q") «

BuscaDeCaminhoAceitdvel (GIV\ WL, M, P, VPNV
Wy — WU W=
K+ max{K*, K™}
se K; > 2 (uﬁpﬂ + \}’ (W)
inicio

(2 — MaiorCaminho (@%, Q7);

Pipy + BEstendeCaminho (@, G, M );

fim
até que K; <2 (|1§Pj| + |}' (W;) /p);

(P = Py = W)
P e PULLY
G GV W,

fim

devolva P;

/ p) entao

Algoritmo 3.14: Colegao maximal disjunta de caminhos M-aumentantes em

.
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Além disso, temos que:

1. A complexidade para se determinar um caminho M-aumentante P em
G é O (|EP]; (Proposigao 3.41).

2 TEE (W) = 0m),
3. T, |ERY| = |EP).

4. Como veremos mais adiante (Busca de Caminho Aceitdvel}, o novo
grafo & (G« GV \ W) é, na realidade, determinado durante a busca
de um caminho aceitdvel.

Assim, a complexidade para se obter uma colecio maximal de caminhos M-

aumentantes P de &G é
m
@ ((m 4 ) log p)
P
como desejavamos.

A seguir analisamos a complexidade para se obter um caminho aceitdvel.
Suponha que verificamos J caminhos até obter um aceitivel, entdo P; é o
caminho que é adicionado a P e W) sdo os vértices removidos de . Come
veremos a seguir, a j-ésima tentativa {1 < j < J) possui uma complexidade

o (| | 1o+ 1B ) o) (3.63)
onde assumimos que Py = Py Assim, podemos estabelecer a seguinte

Proposi¢ac:
Proposigao 3.42 A compleridade p{:.'."n, se delerminar wm ceminho M-au-

D\ /o185 g p).

Demonstragio: Por (3,63} e como |F P41} = 1, temos que a complexidade é

mentante geeitdvel em G ¢ O ((‘

5 (1B o, )\
2003

1=k

+{EP;| | | logp



Note que

ii (W)

E (W) Jo1
e Bl | < 2B R 1+Z

E (W)

S

jam ]

L+ | E P

A,

Wil o+ 1%1} = O(EP)).

Assim, € suficiente mostrar que Z‘,}’;;‘ (E

[

( E{W))

Mas, pelo teste de aceitagao, para j < J, +EP < t—‘%ﬂl Assim,

E (W)

J IE g E! T
et B = Z Jm<[£f|

FED! g =2

onde a penmiltima desigualdade vemn do fato que 21EF;| < [EPj4] para
j<J. 0

Verificaremos agora que a complexidade de uma tentativa para obter um

caminho aceitavel é dada por (3.63). Como veremos a seguir {Busca de
Caminho Aceitavel}, a complexidade de uma busca na j-ésima tentativa é

(e

O valor de |E (Wil (1 <5 < J), usado no teste de aceitagao, é fornecido

/p+ ]ﬁ\'l.,;) log p) + OV,

pela bus,ca, de caminho aceitavel. Nofe que na j-ésima t?‘l’ltatl\'él onde 1 <
J £ J— 1, temos que o caminho P; ndo € aceitdvel, logo K; = ‘Pl e
a complemd@de de se determinar Py é O (!L.F}H] Pl()p()‘:igd(} 3.41). Por
outro lado, na J-ésima tentativa temos que o caminho Py é aceitavel, logo
K = O{|EP;]) e ndo precisamos determinar o caminho Py, Dal, temos
que a complexidade da j-ésima tentativa é

0 ((

onde Py = P, como desejavamos.

E ()| /p+ |EP;l ) ogp)
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Busca de Caminho Aceitavel

A funcdo BuscaDeCaminhoAceitdvel € semelhante & busca em largura para-
lela (Secdo 3.6.3). Assim como na busca em largura paralela, nesta busca
também precisamos de uma estrutura de dados especial para tepresentar o
grafo . Na realidade, a estrutura de dados usada aqui € praticamente a
mesma que ¢ utilizada na busca em largura, 86 utilizamos um vetor a mais:
o vetor g[l...n}, onde o elemento ¢, {1 < v < n) representa o grau do vértice
v & V no grafo . O vetor g ¢ necessaric para decidir quande um vértice
v € V passa a satistazer a Restrigdo {3.61), isto ¢, quando deve ser visitado
nesta busca.,

A estrutura de dados para representar (7 necessaria na busca em largura
é obtida no inicio do algoritmo Cole¢aoMaximalParalelo. Na Segdo 3.6.3
{busca em largura paralela) temos que a complexidade da obtencédo desta
estrufura @

m
O1—logp
P
Além disso, temos também uma complexidade O {n/p) de inicializacéo
do vetor g (para cada v € [1,...,n} basta fazer g, = {, — f, + 1, onde os

valores f, e I, pertencem a nova estrutura de dados para representar ) e
inicializagao do vetor B[l ... n], onde b, {1 < v < n) indica se o vértice v {oi
ou nao visitado na busca (b é o mesmo vetor utilizado na busca em largura
- pagina 132). O vetor b ¢ inicializado marcando cada vértice como néo
visitado. Portanto, como n = O (m), entao esta parte inicial nao altera a
complexidade do algoritmo ColecioMaximalParalelo.

Quando executamos uma busca de caminho aceitavel, vamos marcando,
no vetor b, os vértices visitados e diminuindo o grau dos vértices, no vetot g,
a medida que vamos removendo as arestas que incidem neles.

Suponha que, ao final de ura busca, determinamos que o caminho encon-
trado é aceitavel. Os velores b e g j4 estdo atualizados, para buscas futuras
por novos caminhos acettavels. De fato, os vértices marcados como visitados
em b ndo mais fazem parte do grafo ¢ corrente e, além disso, os graus dos
vértices, dado pelo veto g, correspondem aos graus dos vértices da versio
corrente do grafo G.

A situagio e ligeiramente mais complicada no caso em que uma iteraglo
da busca determina que o carninho aumentante nio é aceitavel. Neste caso,
€ niecessario restanrar os vetores b e ¢ aos valores (ue tinham imediatamente
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antes da busca.
A atualizacio tanto de b como de g é simples, desde que durante a busca
sejamn tomadas as seguintes precaugdes:

1. O processador que marca um vértice em b como visitado anota o vértice,
naquele instante, nmuma lista local, chamada lista de alteracoes.

2. Antes do processador modificar o grau de um vértice, o processador
anota, na sua lista de alteragdes, o vértice e o seu grau.

Ao final da busca, tendo sido determinado que o caminho M-aumentante
obtido é inaceitavel, cada processador desmarca em b os vértices que marcou
como visitado e restaura em g o grau original dos vértices, percorrendo a sua
lista de alteracbes. Observe que na lista de alteracdes podemos ter mais de
um grau para um vértice. Assim, para restaurar o grau correto, basta tomar
o maior grau do vértice nas listas de alteragoes.

A seguir fazernos uma andlise da complexidade.

A complexidade de uma busca de caminho aceitavel na j-ésima iteragao

fi:

O (| W)\ /o + K, )togp) + O (VI (3.64)

pois a busca de caminho aceifavel ¢ praticamente uma busca em largura pa-
ralela (Secdo 3.6.3). A complexidade O (|V F]) é necessaria, pois precisamios
determinar as p listas utilizadas no inicio da busca em largura paralela (Secéo

A complexidade de manipulacdo das listas de alteracdo evidentemente é
majorada por (3.64). Assim, ternos a complexidade desejada para a busca
de caminho aceitavel,

3.6.6 Observacgao

Os autores Balas, Miller, Peliny ¢ Toth, em [6], apresentam um algoritmo
paralelo que defermina varios camunhos M-aumentantes em paralelo. Sio
apresentados vérios resultados computacionais do desempenho deste algo-

Titno.



Apendice A

Algoritmos Para Grafos Nao
Bipartidos

Neste apéndice relacionamos alguns algoritmos que resolvem o problema de
encontrar emparelhamentos méximos em grafos nio bipartidos. As Tabelas
A1 e A2 apresentam, respectivamente, o caso ndo ponderado e o caso pon-
derado. Vale ressaltar que o algoritmo paralelo da Tabela Al (Mulmuley,
Vazirani e Vazirani [46]) é probabilistico (Monte Carlo).

[ Algoritmos Seqiienciais |

Data | Autor(es) Ref. Complexidade

1965 | Edmonds [15] mn? + 7

1875 | Even e Kariv [18) | min{n®® mni/?logn}

1976 | Gabow [24] n?

1986 | Micall e Vazirani | [45] mnt/? 4 n3/?

1990 | Blum [9] {m + n)nt/?

j Algoritmo Paralelo f

Data | Autores Ref. | Complexidade | Processadores
1987 | Mulmuley, Vazirani | [46] log* n P m t1

& Vazirani

Tabela A.1: Grafos gerais (nao bipartides) ndo ponderados.



I Algoritmos Seqilienciais |
Data | Autor{es) Ref. | Complexidade
1973 | Edmonds ¢ Johnson [16] | mr?l + o0
1982 | Galil, Micali e Gabow | [29] mnlogn

1990 | Gabow (23] | mn+nflogn

Tabela A.2: Grafos gerais (ndo bipartidos) ponderados.



Apéndice B
Algoritmos Paralelos

Neste apéndice descrevemos alguns algoritmos paralelos. Na andlise de com-
plexidade, sempre que o numero p de processadores usados e/ou o modele
EREW estiver subentendido, eles serdo omitidos.

B.1 Menor Elemento de um Vetor

o Complexidade: O (logn}.
» Processadores: O (n/logn).

o Modelo: PRAM e EREW.

Dado um vetor k[1...n] de nimeros, este algoritmo determina o valor
e o indice de um elemento de valor minimo em k. Um algoritio similar a
este, utilizando O (n) processadores, pode ser encontrado em [3, pag. 121]
(procura numa arvore),

Existe, porém, um trugue utilizado em computagao paralela que reduz o
nimero de processadores utilizados no algoritmo citado acima. Este trugue
reduz de O {n) para O (n/logn) o niimero de processadores utilizados, man-
tendo a complexidade em O {logn). Uma descricio rapida ¢ apresentada a
seguir:

1. Dividimos o vetor de n elementos em [n/ [logr]]| faixas de [logn] ele-
mentos cada, onde cada faixa possui um processador associado. Cada
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processador percorre a sua faixa, de wma forma seqiiencial, para deter-
minar qual € o menor elemento. Como existem O (log n) elementos por
faixa, logo gastamos O (logn) tempe nesta operagao.

2. Depois, quando restam [n/ [log n]] elementos, usamos o algoritmo para
determinar o menor elemento de um vetor apresentado acima, numa
complexidade O (log(n/logn}), usando O (n/logn) processadores.

Portanto, temos a complexidade desejada.

B.2 Menor Elemento de uma Matriz Qua-
drada

o Complexidade: O {logn).
s Processadores: O {(n*/logn).

o Modelo: PRAM e EREW.

Dada uma mabriz Wil ... n, 1...n] de ndmeros, este algoritmo determina
o valor e os indices de um elemento de valor minimo em W, Neste algoritmo
usamos basicarnente o algoritmo para determinar o menor elemento de um
vetor {Se¢io B.1).

B.3 Somar Elementos de um Vetor
¢ Complexidade: O (logp).
¢ Processadores: p.

¢ Modelo: PRAM e EREW.

Dado um vetor k{1 ...¢|, este algoritmo soma os ¢ elementos de &£ Em
[3, pag. 364] encontramos este algoritmo.



B.4 Algoritmo Todas as Somas
¢ Complexidade: O (logp).
o Processadores: p.

e Modelo: PRAM e EREW,

Dada wina seqiiéncia de p ndmeros A = {aq, ..., 4,}, o algoritmo todas as
soras® determina o conjunto & = {s;,...,8,}, onde para cada 7 € [1,...,pl,

pea)

1
i = E :ﬂ'j:
F=1

ou seja, 8; = ay + - + a;. O autor Akl, em [3, pag. 46], apresenta uma
implementacio deste algoritmo que possui uma complexidade O {logp). A
idéia basica utilizada, nessa imiplementacao, € a propriedade associativa da
S0Ma.

B.5 Algoritmo Todas as Somas Parciais
s Complexidade: O (log p).
¢ Processadores: p.
s Modelo: PRAM ¢ EREW.

Seja A = (ay,...,e,) uma seqiéncia de nimeros. Considere wm restrigio
na seqiéncia A para dividi-la em subsegquéncias de elementos consecutivos,
O algoritmo todas as somas parciais determina todas as somas {Segao B.4)
em cada uma das subseguéncias,

Em particular, suponha que as subseqiiéncias de A séo estabelecidas
através de rotulos de tal forma que dois elementos de A estdo numa mesma
subsequéncla se e somente se seus rotulos sao 1guals, 1sto €, sejam r; € 7y, res-
pectivamente, os rotulos de a; e ;. Assim, a; e ¢; pertencemn a numa mesma
subseqiiéncia de A se e somente se »; = r; (e nesse caso ry = »; para todo &

Do inglés: ALL SUMS.
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/* Dado um vetor a{l...p] de nimeros e o vetor #{1 ... p| de rétulos, deter-
mina o vetor s[1...p], tal que s; = jzf a; (1 <4 < p), onde f é o menor
inteiro {1 < f < p)tal que vy = ry.
A complexidade do algoritimo é O {log p), usando p processadores — EREW.
*/
TodasAsSomasParciais (e, 7. p)
para: « 1 até p faga em paralelo
i ey
para [ « 0 até {logp] — 1 faga
para i — 2! + 1 até p faca em paralelo
se v;_q = r; entao
8; — S b 84

devolva s;

Algoritmo B.1: Determina todas as somas parciais.

tal que ¢ < k < 7). Assim, o algoritmo todas as somas parciais corresponde,
para todo ¢ € [1,...,p], & determinar

1
o wrman N .
S = 2.4 s
sz f

onde f {1 < f < p) é o menor inteiro tal que rp =1y

Este algoritmo ¢ uma generalizagdo trivial do algoritmo todas as somas
apresentado pelo autor Akl em [3, pag. 46]. O Algoritmo B.1 apresenta uma
implementacao da fungdo TodasAsSomasParciais, que possul uma complexi-

dade O (log p}.

B.6 Niimero de Ocorréncias

o Complexidade: O (% + £ log p) , onde os valores de z e y sfo explicados
abaixe.

o Processadores: p.



ERNE d]s5]6]7]8]9]0]i1][12)
r 1113555566177
g L3I I i 1]l
s [ 1f2]3[1[1]2/3]4(5] 112

Tt 117 T

Tabela B.1: Valores do vetor s[1. .. p] para os respectivos vetores » ¢ a, onde
p = 12. As setas representam o malor inteiro tal que r; = z,

Modelo: PRAM ¢ EREW,

Determina o niimero de ocorréncias dos elementos de nm vetor,

Seja X[1...2z] wn vetor de inteiros, onde cada elemento de X estd no
mtervalo de 1 a y inclusive. O algoritmo Nimero ocorréncias determina num
vetor ¢[1...y] tal que ¢; (1 < j <y) indica o mimero de ocorréncias do valor
4 no vetor X. No inicio do algoritmo temos o vetor ¢ inicializado com zeros.
Este algoritmo funciona em [x/p] fases, onde em cada fase:

1.

S

Cada um dos p processadores extral um elemento do vetor X e arma-
zena num vetor auxiliar d1...pl.

Usando o algoritmo de Cole {11}, ordenamos os elementos do vetor b,
obtendo o vetor ordenadoe »{1...pl.

Inicializamos os elementos de um vetor af{l...p| com 1.

Executamos o Algoritmo B.1 {TodasAsSomasParciais), passando como
parametros o vetor de niumneros a ¢ o vetor de rotulos r, para obler o
vetor soma s{1...p].

Seja s (1 <7 < p) o maior inteiro tal que r; = z, onde 2 € um elemento
do vetor r. Entdo, s; € o niimero de elementos iguals a z no vetor o, A
Tabela B.1 ilustra nm exemplo.

Por dltimo atualizamos o vetor ¢. Para tanto, cada processador p;
(1 < i < p) verifica se ¢ é 0 maior inteiro tal que r; = z. Bm caso
afirmativo, faz ¢,, «+ ¢, + 8
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/* Dado um vetor X|[1...z], onde cada elemento de X esid no intervalo de
L a y inclusive, determina o vetor ¢[1. ..y, tal que ¢; (1 <2 < y) é o niimero
de vezes que o elemento ¢ ocorre no vetor X.
A complexidade do algoritmo ¢ O (;{ + £log p)$ usando p processadores -
EREW. */
NdmeroOcorréncias (X, z,y)
¢+ InicializaVetorZeros (y ),
para j « | até [ﬂ faga
inicio
/¥ se existirem menos de p elementos para extrair,
entdo as posicdes vazias do vetor b sdo preenchidas com co */
b « ExtraiElementos (X);
r « OrdenacaoCole (b, p);
ropr o 05 /% vy ¢ diferente dos demais elementos de + */
para i « 1 até p faga em paralelo
a; = 1:
s+ TodasAsSomasParciais (g, 7, p};
para i +— 1 até p faga em paralelo
se r; # oo e r; # riy entéo
Cpp 4 O, 53
fim
devolva ¢

Algoritmo B.2: Determina o mimero de ocorréncias dos elementos de um

velor.
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O Algoritmo B.2 implementa as idéias acima.
Analisarnos agora a sua complexidade. A complexidade de uma fase €
O (log p}, pois:

o Ositens 1, 3 e 5 possuem uma complexidade O (1).

s Os itens 2 e 4 possuem uma complexidade O {logp), pois tanto o al-
goritmo de Cole [11] como o Algoritmo B.] {TodasAsSomasParciais)
possuenm essa complexidade.

Assim, como temos O {x/p) fases e a inicializa¢do do vetor ¢ possui uma
complexidade O {y/p), entio a complexidade deste algoritmo ¢

O (2 + Elogp) .
» P

B.7 Ordena Vetor Paralelo

¢ Complexidade: O (%ﬁ log j})‘. onde os valores de « e y sao explicados
abaixo.

s Processadores: p.
s Modelo: PRAM ¢ EREW,

Este algoritme ordena um vetor de registros, usando como chave para
ordenacio win dos campos numéricos do registro. Além de retornar um novo
vetor com os registros ordenados, para cada valor z dentro do intervalo que
a chave de ordenacao pode assumir, € também retornadoe um par de {udices
que indicam a parte do vetor ordenado onde estdo os vegistros com a chave
de ordenacéo igual a z.

Erm outras palavras, dados uwm vetor X[1... 2] de registros e um campo
numérico r desses registros, onde o valor de # é um inteiro no intervalo de
1 a y inclusive, obtemos um vetor Z{1...z| com os registros do vetor X
ordenados pelo campo r. Para cada 7 € [1,...,y] tamnbém retornamos um
par de fndices {f;,{;) que indicam a parte do vetor Z que possui registros
comr =3 {f; <1;). Sendo temos r = j no vetor Z, retornamos f; = 1+ ;.
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Este algoritmo é essencialmente um bucket sort em paralelo. A seguir
fazemos a sna descri¢ho. Quando nos referimos ao campo ¢ do registro K
(K é um vetor de registros), usaremos a seguinte notagdo: K .c.

DPividiremos a descrigdo do algoritmo ordena vetor paralelo em duas par-
tes: na primeira determinamos os pares de fudices (f;,4;) (1 < j < y); na
segunda, usando os indices f; (1 < 7 < y) determinados na primeira parte,
obtemos o vetor Z. A seguir descrevemos estas partes:

Primeira parte: determinamos os pares de fndices {f;,4) (1 <5 < y).

Utilizando o Algoritmo B.2 {NimeroQcorréncias), determinamos o mi-
mere de ocorréncias de cada elemento de X.r. isto ¢, determinamos um
vetor ¢[l...y] tal que ¢; {1 < j < y) contém o mimero de registros
de X com r = j. Por razdes de complexidade, ndo podemos aplicar o
Algoritmo todas as somas (Secdo B.4) diretamente sobre o vetor ¢ para
determinarmos os indices (f;,1;) (1 < 7 < ¢). Assim, dividimos o vetor
cem [y/p| partes, onde o tamanho de cada parte é no maximo p. Dal,
aplicamos o algoritmo todas as somas sobre cada uma dessas partes.
Finalmente, fazemos fi 1= 14 ¢y e l; := ¢;, onde ¢ 1= O

A complexidade desta parte ¢

0 (y ;J: i log p) (B.1)

POIS:

1. Uma chamada do Algoritmo B.2 (NameroOcorréncias) possui uma
complexidade O (i{ + £ Jog p).

2. Temos O{y/p) partes e a complexidade do algoritme todas as
somas ¢ O (log p).

3. A determinacio de f e [, a partir de ¢, possul uma complexidade

Ofy/p).

Segunda parte: usando os indices f; (1 < j < y) determinados na primeira
parte, obtemos o vetor Z.
Usamos um vetor Afl...y], onde inicialrente temos A; = f;. O valor
de A, indica o indice do vetor Z onde devernos inserir o proximo registro
de X que possu r = .
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(T 1 2 [ 3 [ 5 T 6]

hyr 1 1 i 2 2 3
42} &}a,_; Ky 1 11 A fq . i '—/Ah,s T
|__ S-ll éh_} T '—fhh}_ T + E- A}f:] N + 2 ] AJ’?..;J‘ &fM K + 1 Ahs,?‘

Tabela B.2: Valores do vetor s{1 ... p| para os respectivos vetores h e a, onde
p = 6.

Um algoritmoe ingénuo para obter Z quando temos p = 1 {apenas um
processador) seria para cada & € [1,... 2] fazer Za, , — Xj e adicio-

problemas com este algoritmo, pois dois ou mais processadores podem
tentar, num mesmo instante, inserir registros distintos em um mesmo
Zp (1 <k <)

Para contornar este problema, podemos subdividir a solugio em [a/p]
fases, onde em cada fase:

1. Cada um dos p processadores extral um elemento do vetor X e
armazena num vetor auxiliar b1 ... p].

2. Usando o algoritmo de Cole [11], ordenamos os registros do vetor
b pelo campo r, obtendo o vetor de registros A{1...p].

3. Inicializamos os elementos de um vetor all . .. p] da seguinte forma:
para cada ¢ € [1...p], se 1 ¢ o menor inteiro tal que hyr = 2, onde
z & um elemento do velor h.r, entdo fazemos a; — Ay, caso
conirario, g; «— 1.

4. Executamos o Algoritmo B.1 (TodasAsSomasParciais), passando
como parametros o vetor de nimeros ¢ € 0 vetor de registros d =
[hy.7y. .., Byr], para obier o vetor soma sl .. p].

5. Atualizamos o vetor Z, Ou seja, para cada i € {1,...,p| fazemos
Zy v hy.

Note que a manera como miciabzamos o vetor a evita a con-
corréncia na atualizagao de Z {veja a Tabela B.2).

6. Por iltimo atualizamos o vetor 7. Para tanto, cada processador

P (1 <1 < p) verifica se ¢ é o maior inteiro tal que hir = z. Eim
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caso afirmativo, faz Ay, « 1 + s;.
A complexidade de cada fase é O (log p} pois:

e Ositens 1, 3, 5 ¢ 6 possuem uma complexidade O (1).

o Os itens 2 e 4 possuerm wma complexidade O (log p), pois tanto o
algoritmo de Cole [11] como o Algoritmo B.1 (TodasAsSomasPar-
ciais) possuem essa complexidade.

Asgsim, como temos O (x/p) fases, entdo a complexidade desta parte é
O (w I_ogp) . (B.2)
P

O Algoritmo B.3 (OrdenaVetorParalelo) implementa as idéias das duoas
partes acima.
De (B.1) e (B.2) temos que a complexidade do Algoritmo B.3 {(Ordena-

VetorParalelo) é
o~ fT Sy
O log
(o).

B.8 Sequéncia Partes Vetor

como desejavarmos.

¢ Complexidade: O (L?—I + log p)._, onde | X
vetor X explicado a seguir.

é o nimero de elementos do

s Processadores: p.
o Modelo: PRAM e EREW.

Dadas p partes disjuntas de wm vetor {os compriraentos de algumas destas
partes podem ser zero), este algoritmo constrdl um novo vetor concatenando
essas partes. Ou seja, o novo vetor val conter todos os elementos dessas
partes. A Figura B.1 ilustra um exemplo.

Erm outras palavras, dado um vetor Y[1...y] e a ¢-ésima parte do vetor
Y indicada pelo par de indices {fi,5) (1 < ¢ < p), onde f; < 1+ (se
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/* Dados um vetor X|[1...2] de registros e um campo numérico r desses
registros, onde o valor de r é um inteiro no intervalo de 1 a y inclusive,
obtemos um vetor Z[1...z] com os registros do vetor X ordenados pelo
campo . Para cada j € [1,...,y] também retornamos um par de indices
{f;, ;) gue indicam a parte do vetor Z que possui registros com r = j (f; <
[;). Se ndo temos r = § no vetor Z, retornamos f; = [; 4 1.

A complexidade do algoritmo é O ({{2 + y)/p) log p), usando p processadores
- EREW. */

OrdenaVetorParalelo (X, 2,7, y)
/* primeira parte ¥/
¢ + NimeroQcorréncias ({Xi.r, ..., Xor], 2, y); ¢y «— 1
para j « ( até Hﬂ -1 faga inicio
para ¢ + 1 até p— 1 faga em paralelo ;41 « ¢jpei
s + TodasAsSomas (a, p);
para ¢ «— | até p faga em paralelo inicio
Jipvi o i Lipyi 4= 05+ Cpay Dgpi — Fipyis
fim
ay L+ Ly
fim
/* segunda parte */
para j «— 1 até {ﬂ faca inicio
/¥ se existivem menos de p elementos para extrair,
entdo as posigoes vazias do vetor b sao preenchidas com oo */
b — Extraillementos {X); h « OrdenagacCole ([br.7, ... b,.r], p);
ho.v ¢ 0y hypprr + 0; /% hgr e hypq.r sio diferentes dos demals */
para ¢ + | até p faga em paralelo
se hyr #F oo e hir # by entao a; e Ay,
senao a; « 1;
s e~ TodasAsSomasParciais (a, [k, . -, hpr], p);
para : « | até p faga em paralelo Z,, «+ h;
para t + 1 até p faga em paralelo
se hur &£ oo e hpr # hir entao A, e 1+ s
fim

devolva (Z, [, [);

Algoritmo B.3: Ordena um vetor em paralelo.
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SR 777/ R 7/ MY,

Figura B.1: a) Vetor ¥ com p partes disjuntas. b) Vetor X com as partes
do vetor ¥ concatenadas.

f ?'- | -J1]21374]5]
{'r'fg = ] -4 fi - f;' - 11710 2 {)
54 01 1818]10] 10
Tabela B.3: Valores de d; = L+ ; — fi e s;, onde p = 5.

fi = 1+ L entdao o comprimento da i-ésima parte é zero), retornamos um
vetor X contendo todos os elementos do vetor YV oentre os indices f; e [
(1 <2 <p}) A seguir descrevemos este algoritmo.

Faga d[1 ... p] ser o vetor dos comprimentos das p partes, isto é, para todo
i€ l...pl,

di=1+1~ fi

Usamos o algoritmo todas as somas (Segao BA), passando como pardmetro
o vetor d, para determinar {1 <: < p)

t

8 = Z ijj
i=1

ou seja, determinar ¢; = dy+- -+ d;. Assuma que s = 0, Veja, por exemplo,
a Tabela B.3, onde p = 5.

Os elementos da 7-ésima parte {1 <17 < p}, ou seja, os elementos do vetor
Y entre os indices f; e [;, serdo armazenados a partir do {ndice ¢,y + 1 até o
indice s; do vetor X, Note que o tamanho do vetor X corresponde ao valor
de s, isto &, [X| = 5,. Na Tabela B.4 mostramos o preenchimento do vefor
X para os valores da Tabela B.3,



r 1 2 3 4 5 6 7 8 g i0
X | Vi | Vi | Varr | Vars | Vasa | Virs | Vazs | Voo | Va | Vit

Tabela B.4: O vetor X correspondente aos valores da Tabela B.3.

Mostraremos agora como preencher o vetor X.

Considere a tripla {f,1,7), onde Yy até Y; é a parte do vetor ¥ que deve
ser inserida no vetor X, a partir do fndice j de X. A tripla (f,1,7) indica
uma agao a ser tomada por um processador. A esta tripla chamaremos de
tarefa.

A execugdo de uma tarefa (f,1, ;) consiste em inserir o elemento Xy na
posicio Yiu, onde ¢ varia de G a !l — f.

Inicialmente, para cada processador py (1 € 7 < p) temos a seguinfe
tarefa:

(forliy simy 1) (B.3)

Logo, se todos os processadores executarem as suas respectivas tarefas por
completo, entio obtemos o vetor X totalmente preenchido da forma desejada.
Note que o tamanho da tarefa (f,1,s)éd =141~ f. Asshn, essas tarefas
podem ter tamanhos diferentes. Isto ndo ¢ desejavel para a complexidade
do algoritmo, pois podemos sobrecarregar alguns processadores enquanto
outros ficam praticamente ociosos. Para contornar esse problema, seguimos
a seguinte estratégia até que todas as tarefas estejam completas:

(i) Cada processador p; executa a sua tarefa (f, 1, 1), oblendo a tarefa
(f',1,77), até que um dos seguintes casos ocorra;

1. A tarefa esteja completa, ou seja, f' =1+ 1.

., . X . . . . .
2. A tayefa ¢ executada /i 1= [%}-—t] vezes, ou seja, ' — f=h =3~
vezes,

{11} A seguir determinamos 2in quals segmentos a execugdo da tarefa ainda
nao foi concluida. Na realidade, vamos determinar para cada tarefa
(f,1,7) o mimero de segmentos de tamanho b que ainda necessitam
ser efetuados para concluir a tarvefa {f',1, 7). Denofando por g este



numero, entédo

iy

Dependendo do valor de g temos que:

1. ¢ = 0. A tarefa estd completa.

2. g > 0. O problema consiste em agrupar todos os segimentos res-
tantes ainda nao processados, redistribuindo-os na forma de novas
tarefas aos processadores. Observe que se usarmos a estratégia
anterior para distribuir as tarefas obtemos uma solugio cuja com-
plexidade nao ¢ adequada aos nossos objetivos. Diante disso uti-
lizamos a seguinte solugdo:

{a) ¢ = 1. Repassamos a tarefa (f',],7) para o processador
prigay. Como g = 1, entdo esta tarefa serd concluida na

proxima iteracan,

(b} g > 1. Subdividimos a tarefa (f'.1,}") em duas de forma
que o tamanho de uma delas seja multiplo de A e que as
duas possuam aproximadamente o mesmo tamanho. Ou seja,
definimos ¢’ := f'+h B-J ey’ =9 +h \_%J e criamos as tarefas:
(0~ 1,5 e (F, L"), Estas tarefas sdo, respectivamente,
repagsadas aos processadores pryuy € pryvsm-

A garantia de que ndo havera problemas de concorréncia na distribuigdo
das tarefas é dada na Proposigao B.1, apresentada a segui:

Proposigao B.1 A cada processador € repussade no mdevmo uwma tarefa,
durante toda a execucdo do algoritmo.

Demonstracao: Sejam 1y = (f1, 1, 71) e fa = {fo, b, 1) duas tarefas repas-
sadas, respectivamente, aos processadores iy e iy, durante a execucdo do
algoritmo.

Pela regra do repasse,

Bl - ol
& h S By

Sem perda de generalidade, suponha que j; < j,.
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Se ts foi repassada, entdo ou 13 € o resto de uma tarefa on uma metade
do resto de uma tarefa,

Se ty for o resto de uma tarefa ou a primeira metade do resto de uma
tarefa, as h posigdes imediatamente anteriores a j, sdo preenchidas pelo pro-
cessador que repassou fo.

Por outro lado, se fg for a dltima metade do resto de uma tarefa, a
primeira metade do mesmo resto tem tamanho multiplo de & e todos os
repasses oriundos da primeira metade também terdo comprimento multiplo
de h.

Em ambos casos, um mesmo processador preencherd as b posicdes ime-
diatamente anferiores a jp, seja por repasse, seja diretamente.

Logo, podemos concluir que 3y < j3 — h e portanto iy < ¢, O

0 Algoritmo B.4 (SeqliénciaPartesVetor) determina o vetor X desejado,
usando as idéias apresentadas acima. Como vimos na Proposicdo B.1, a
cada processador é repassada no maximo uma tavefa, isto é, cada processa-
dor executa no maximo duas tarefas. Assim, por razbes de complexidade,
no Algoritino B4 {SegiiénciaPartesVetor) primeiro determinamos quais sao
as tarefas que devem ser executadas por cada processador (Algoritmo 3.5 -
DistribuiTarefas) e depois cada processador executa as snag respectivas tare-
fas (Algoritmo B.6 -~ Executarfarefas). Observe que pela maneira como as
tarefas sfo repassadas, entdo vamos ter que executar no maximo 1 + {log p]
vezes o Algoritmo B.5 {DistribuiTarefas) para determinar as tarefas que de-
vem ser executadas por cada processador. O Algoribmo B.7 {AlocaTarefa)
aloca uma tarefa ao processador indicado,

A seguir analisamos a complexidade deste algoritmo.

A complexidade de uma chamada das Funcgdes DistribuiTarefas (Algo-
ritmo B.5) e AlocaTarefa (Algoritmo B.7) ¢ O (1).

Pela Proposican B.1, a cada processador € repassada no maximo uma
tarefa. Assim, o tamanho total dag tarefas executadas por cada. processador é
no maximo 2h. Logo, a complexidade da Fungao ExecntarTarefas { Algoritmo
B.6) é O (h).

Como na Funcio SeqgiiénciaPartesVetor { Algoritmo B.4} temos que o valor
de |k é [1X]/p], entdo temos a complexidade desejada:

£ %i +logp
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/* Dado um vetor Y[1...y] e cada uma das p partes do vetor ¥ indicada
pelo par de indices (f;, 1) (1 L7 <p},onde f; <1+ (se fi =1 +{; entdo
o comprimento da ¢-ésima parte é zero), retornamos um vetor X contendo
todos os elementos do vetor ¥ entre os indices f; e 4 (1 <4 < p).

A complexidade do algoritmo é O ({{X|/p} + log p}, usando p processadores
- EREW. */

SeqiiénciaPartesVetores (Y, f, 1)
para ; «+ 1 até p faga em paralelo
d; — L+ 1 fs
s « TodasAsSomas {d, p};
sg ¢+ O
X« CriaVetor (s,); /* cria o vetor X[1...s,] = X é global */
hoe (%ﬂ /* distribui para os p processadores o valor de A */
/* ri - indica se o processador p; possul alguma tarefa alocada
t; — é a tarefa alocada ao processador p;
¢ — € o nimero de tarefas que o processador p; deve executar
w; ~ contém as tarefas que devem ser executadas pelo processador p;
r, 1, ¢ & 4 sdo globais */
para: « 1 até p faga em paralelo
inicio
r; « Atarefa:
e — U
fim
para ¢ + 1 até p faga em paralelo
pi. AlocaTarefa (2, (fi, .1 + si-1));
para g « 0 até [logp| faga
para i + 1 até p faca em paralelo
se r; = Jdtarefa entdo
wi Distribui Tarefas;
para i « | até p faga em paralelo
p;. ExecutarTarefas;
devolva X

Algoritmo B.4: Algoritino paralelo para preencher o vetor X.
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/™ Dada uma tarefa ¢; {(ou seja, r; = Jtarefa), o processador p; registra em u;
a parte da tarefa que deve ser executada por p; e repassa, se existir, o resto
da farefa a outros processadores.

A complexidade do algoritmo & O {1}. */

DistribuiTarefas
{processador p;}
(f; g:j) R t-ﬁ;
r; « Atarefa:
e 1+¢;
d + min{h, 1 +1— [}
wle] e (f, f+d~1.5);
e fadiiej+d
se [ < [entao
inicio
g [HEL] k= (s
se ¢ = 1 entdo
AlocaTarefa (K, (f, L, 7))
sendo [* g > 17/
inicio
]u e f b \_éJJ
AlocaTavefa (b, {f, '~ L 1))
AlocaTarefa (£ + B} AF Ly +h [%J )
fim
fim

Algoritmo B.5: Determina as tarefas que devem ser executadas pelos proces-
sadores,



/* Dadas as tarefas u; que o processador p; deve executar, o processador
executa essas tarefas,
A complexidade do algoritmo é O (h). */

ExecutarTarefas
{processador p;}
para k « | até ¢ faga
infcio
(f-‘ga.f) — ui[k}:.
para g + 0 até [ — f faga
Kirg — Yoy
fim

Algoritmo B.6: Executa as tarefas alocadas.

/* Dadas uma tarefa {f,1,7) ¢ wmn fndice 7, se essa tarefa ndo estd completa,
ou seja, se [ <1, entdo a tavefa (f,1,7) é alocada ao processador p;.
A complexidade do algoritmo é O (1). */

AlocaTarefa (1, (f,1,7))
se [ <! entao
inicio

ti— (005
r; = Starefa;

fim

Algoritmo B.7: Aloca wma tarefa a um processador.
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