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Resumo

Nesta dissertagio, estudamos as aplicacfes de splines consiruides sobre grades
diddicas na aproximacdo de funces e solucio de eguacbes diferenciais. Nosso
foco principal € a simulacfo de escoamento de petrdleo em reservatérios naturais.

Uma grade diddica é construida através de divisdes sucessivas de uma célula
raiz retanguiar, sempre pela metade, alternando a direcdo do corte ciclicamente
pelos eixos de coordenadas. Desta forma, 05 splines diddicos podem ser refing-
dos adaptativamente de acordo com as fungdes a serem aproximadas, até gue
satisfacam o grau de precisfio exigido. As grades diddicas também possuem uma
estrutura muito simples e podem ser representadas ¢ manipuladas computacio-
nalmente com grande eficiéncia e facilidade.

Trabalhamos em particular com uma familia de splines diddicos multilineares
e continuos para uma grade arbitraria (, que denominamos por £*[G]. Desen-
volvemos algoritmos que geram duas bases padrdes de elementos finitos (fendas
diddicas) Boz © Biin para estes espacos. Para testarmos as potencialidades dos
espagos £'[G], realizamos experimentos numéricos utilizando a técnica de apro-
ximagao por minimos guadrados, e resolvemos alguns casos de equacgies diferen-
clais parciais lineares. Nestes experimentos, estudamos o uso de malhas diddicas
de resolugdo varidvel no espago e no tempo. Concluimos gue grades adaptativas
podem produzir 08 mesmos resultados que uma grade uniforme fina, a uma fragho
do custo.

A ltima parte deste trabalbo descreve em detalhes a construcio ¢ teste de
um simulador para escoamento bifésico dleo/dgua (Simdleo), baseado em gra-
des diadicas adaptativas. Revisamos, em linhas gerais, as equacbes que regem
este processo, e sua discretizacdo pelo método de elementos finitos {Galerkin).
Desta forma, obtemos um sistema de equages diferenciais nao linear, dependente
do espaco e do tempo, que resolvemos de maneira iterativa. O desempenho do
Siméleo foi avaliado utilizando um modelo popular de reservatdrio (5 pogos).
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Abstract

in this dissertation we study the application of splines built over dvadic grids for
function approximation and integration of differential equations. Cur main focus
is the simulation of oil flow in natural reservoirs.

A dyadic grid is bullt by recursively splitting a rectangular root cell into equal
halves, aliernating the orientation of the cut cyclically over the coordinate axis.
Therefore, dyvadic splines may be refined adaptatively 1o it the functions they are
approximating, until a certain precision level is reached. Dvadic grids also have a
simple structure which may be easily and efficiently represented and manipulated
by computers.

‘We worked in particular with a family of multilinear and continnous dvadic
splines for a certain grid ¢, denoted by £*[G]. Algorithms were developed to
build two standard basis of finite elements (dyadic fents), Buee and By, for
such function spaces. In order to test the potentialities of the spaces £![G], we
performed some numerical experiments of least squares approximations and inte-
gration of linear partial differential equations. In these experiments, we studied
the use of adaptive dyadic grids, whose resolution varies in time and space. We
conclude that adaptive grids can produce the same results as a fine uniform grid,
at a fraction of the cost.

The last part of this work describes in detail the development and tests of an
oil/water flow simulator {Simdleo), based on adaptive dvadic grids. We review
the oil flow equations, and their discretization by the finite element (Galerkin)
method. Thus, we obtain a non linear differential equation system. depending
on space and time, which we solve iterativelv., The program’s performance is
measured with experiments using a popular reservoir model (5-spot).
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Capitulo 1

Introducao

Propomos neste trabalho o uso de bases de splines definidas sobre grades diadicas
adaptativas para a aproximagfo de fungOes e solucBo de equacbes diferenciais,
tendo como foco principal a simulagio de escoamento de petrdleo em reservatdrios
naturais.

1.1 Splines diddicos adaptativos

E comum usarmos espacos de aproximacgdo para lidarmos com problemas envol-
vendo funges muito irregulares e equagoes diferenciais, porque desta forma con-
seguimos simplificd-los e manipuld-los por meio de computadores. Estes espacos
podem conter por exemplo séries frigonomeétricas ou polindmios. Aqui utilizamos
funcdes de aproximagfo muito populares: os splines [BBB87, BQDY89, Mor85],
cujos dominios sao divididos em regides distintas, onde possuem comportarmento
essencialmente polinomial. Na figura 1.1 mostramos um spline unidimensional,
linear em cada segmento do eixo z {esquerda), e um spline bidimensional em
curvas de nivel (direita).

Figura 1.1: Exemplos de splines em uma e duas dimensoes.

1
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Trabalhamos especificamente com splines diddicos, ou splines definidos sobre
grodes diddicos. Uma grade diddica é construida basicamenie através de divisdes
sucessivas de uma céiula raiz retangular, sempre pela metade. A figura 1.2 abaixe
mostra a grade diddica sobre a qual o spline bidimensional da figura 1.1 estd
definido.

Figura 1.2: Exemplo de grade diddica bidimensional.

A vantagem do uso de grades diddicas é que elas possuem uma estrutura
muito gimples, e podem ser representadas e manipuladas computacionalmente
com grande economia e facilidade. Ao mesmo tempo, podemos refinar um spline.
diddico até que ele esteja suficienternente préximo de uma fungio qualquer.

1.2 Simulacao do escoamento de petrdleo

Nossa principal motivagdo é investigar a aplicacio de splines diddicos na simulagio
do escoamento de petréleo em reservatorios naturais [AS79, Cri77, S5tx88]. Esta
simulacio ¢ complexa devido & presenca de outros fluidos (dgua e/ou gds) que
se movem com velocidades diferentes da do dleo. Além disso, métodos modernos
de extragiio de petrdleo utilizam o bombeamento de dgua ou outras substancias
em determinados pogos de injecio, criando diferencas de pressc que empurram
o 0leo presente nos meios porosos subterrineos na direcio dos pogos de extragiic
{figura 1.3}.
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Figura 1.3: Processo de explotagiio de petréleo.

1.2.1 Diferencas finitas

O movimento dos fluidos num reservatério é descrito por equagbes diferenciais
parciais ndo {ineares. Os primeiros simuladorss utilizaram o método de diferencas
finitas, em que o estado do reservatério € amostrade numa grade regular. Este
método continua sendo o mais usado nos simuladores comerciais.

1.2.2 Meétodos de resolugao variavel

Porém, o escoamento geralmente inclul véarias regides criticas, onde as grande-
zas relevantes variam rapidamente no espaco. Essas regides podem ser estdticas,
como nas proximidades dos pocos, falhas geoldgicas, aquiferos, etc; ou dindmicas
(varifiveis no tempo), como as interfaces razoavelmente abruptas entre as substancias
méveis {6leo/dgua, Oleo/gds, etc). A diferenca de escala necessdria para a si-
mulagdo nestes pontos e no restante do dominio é muito grande e pode variar de
dezenas de quilémetros a poucos metros.

Devido & extensao dos campos tipicos, € invidvel representar todo ¢ reservatoério
na escala mais detalhada, ainda mais quando consideramos que € necessario exe-
cutar centenas de simulacdes, abrangendo décadas de funcionamento.

Por esta razdo, boa parte da pesquisa na drea objetiva reduzir o custo computa-
cional das simulagdes sem prejudicar significativamente a precisio dos resultados.
As idéias propostas para este fim incluem o uso de sistemas hibridos de coorde-
nadas [NLP*90], abordagens multiescalas [Gue98], simulagio por linhas de fluxo
[dCS98], entre outras. Neste sentido, uma das técnicas mais comuns é o refina-
mento local, na qual apenas as regides criticas do reservatério sio representadas
com maior riqueza de detalhes [ATL91, GE97, HGH83, NLP790, Ris02, Was87].
Muitas dessas abordagens sofrem de dois problemas: a natureza e representacgio
da grade, que dificultam sua modificacio dinfmica; e a restrigao a poucos niveis
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de refinamento, com escalas muito diferentes entre si, que implica em desperdicic
de trabatho.

1.2.3 Vantagens dos splines diddicos

(s splines diddicos proporcionam refinamento local dindmico e gradual: o espaco
de fungdes aproximadoras pode ser adaptado a0 longo do processo de escoamento.
Nos locais onde apresenfam pouca variacfo, aproximamos as propriedades pe-
trofisicas com segmenios mais grosseiros da grade diddica, acelerando o5 cdlculos
e economizando recursos do simulador.

1.3 Estrutura do trabalho

No capitulo 2 descrevemos em detalhes as grades diddicas, mostrando. a corres-
pondéncia entre elas e as 4rvores bindrias. No capitulo 3 definimos os splines:
diddicos, associados a uma deternminada grade diddica, e em particular os splines
multilineares de continuidade zero, que utilizaremos nesta dissertacio. Exibimos
duas bases padroes de elementos finitos para este espago, as bases Bpas (maximal)
e B, (minimal), que nos permitem representar sucintamente os splines multili-
neares continuos, pois as restrigdes de grau e continuidade estio automaticamente
asseguradas. A base minimal, quando extraida a partir de grades regulares, é
similar a esquemas de diferencas finitas com interpolagio linear [Cri77]. A base
maximal, por outro lado, apresenta um cardter multiescala. Encerramos o capitulo
descrevendo dois algoritmos eficientes que encontram respectivamente Bz ¢ Brin
com tempo de execugdo maximo da ordem do niimero de ¢élulas folha das grades
diddicas a partir das quais foram extraidas.

Nos capitulos seguintes, descrevemos uma série de aplicagoes para splines
diddicos. No capitulo 4 consideramos a aproximacio de funcdes pelo método
de minimos quadrados. Neste capitulo também apresentamos um algoritine que
realiza o refinamento de uma grade diddica GG a partir de uma funcdo f qualquer,
tornando & mais segmentada nas regides do dominio onde f possul um compor-
tamento nao linear mais acentuado. Mostramos por experimentos que o uso de
grades diddicas adaptativas proporciona resultados tao precisos quanto o de uma
grade uniforme de mesma resolu¢io méxima, a uma fracao do custo. |

No capitulo 5 revisamos a técnica de Galerkin para a solugdo de equacdes
diferenciais parciais. IHustramos essa técnica resolvendo um problema linear, a
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equacao de Helmholtz [Gom99]. No capitulo 6, estendemos essa téenica a equagdes
diferenciais varidveis no tempo. Para autenticarmos essa nova abordagem. si-
mulamos um processo de difusfe do calor em meio isotrdpico e comparamos 0s
resultados com dados obtidos analiticamente.

Nos capitules 7 2 9 enfocameos o problema da simulacdo do escoamento de
petrdlea. No capitulo 7 introduzimos as equacbes de escoamento multifdsico
Glec/dgua que, no capftulo 8, discretizamos e adaptamos a modelagem por ele-
mentos finitos. O capitulo 9 descreve os modulos do programa de simulacio que
desenvolvemos (Simdleo), e apresenta alguns testes realizados para avalid-lo. Con-
cluimos, no capitulo 10, com observacdes principalmente a respeito destes testes
e outras consideracoss finais.

1.4 Revisao bibliografica

1.4.1 Splines diadicos

Exdste uma grande variedade de trabalhos baseados em splines na literatura
([Gom@9, BBBERY] por exemplo). Em geometria computacional e outras dreas,
~as grades diddicas s&0 conhecidas como k-d frees [HS99]. Duchaineau [Ducd8]
estudou especificamente os splines diddicos, e mostrou que eles podem ser usados
em esquemas de aproximacdo, compactag8o e projeto interativo de fungdes.

1.4.2 Simulagao de escoamento multifasico

No tocante a simulaggo do escoamento de petrédleo, diversos experimentos encora-
jam o uso de refinamento local. Esta téeniea vem tradicionalmente sendo utilizada
com modelagens por diferengas finitas, método que emprega grades uniformes e
portanto dificulta abordagens dindmicas e com muitos niveis de refinamento. A
maloria das propostas nesse sentide envolvem uma malha grosseira global e al-
gumas malhas mais finas nas regioes criticas do dominio. As iteragdes numéricas
sdo realizadas alternadamente entre a malha grosseira e as malhas finas, sendo
que os resultados de cada uma gera as condicdes de contorne para a outra. Além
disso, esquemas especials sfo necessirios para traduzir as propriedades entre 08
niveis de refinamento. As presses, normalmente representadas por funcdes su-
aves, sio obtidas por meio de interpolagio. As saturacdes, por outre lado, sao
dadas por fun¢Ges mais irregulares e portanto s&o estimadas geralmente por mejo
de replicagio de valores. Citamos a seguir alguns destes trabalhos.



1.4. Revisae bibliogridfica 8

Heinemann ef ol [HGHS83] desenvolveram um simulador que permite a rea-
lizagdo de refinamento Iocal dindmico de malhas tridimensionais com um limite
de B divisbes das células inicizis em cada direcle. Este simulador fol criado para
dar suporte a varias formulagdes, como esquemas Black- 01l e fluxos de vapor, gue
podem ser avalladas como processos simultaneos. Os escoamentos baseados no
modele Black- (il usam equacdes no formato IMPES (Umplicii Pressure Ezplicit
Saturation [Cri77]), com passo de tempo também varidvel.

Estes pesguisadores conclufram que o refinamento local € capaz de reduzir o
temnpo de execugdo do sistema se ¢ nimerc de células empregadas nas malhas
pode ser reduzido em 20%.

Wasserman [Was87] sugeriu uma técnica na qual o refinamento local é aplicado
em janelos, que sdo regides retangulares com até trés dimensdes. Em seu trabalho
as janelas sdo refinadas estaticamente, e a partir das propriedades do reservatério
em suas fronteiras sfo calculados os valores correspondentes em cada uma de
suas sub-regifes. MNestes cdlculos, as pressfes sfo obtidas por interpolacao, e as
saturacdes por meio de replicacdo.

A solucio dos sistemas de equacdes resultantes € feita de maneira gue a adigao
de novas ianelas ao modelo aumenta linearmente, e ndo exponencialmente, sen
niimero de operagdes. Exemplos de simulagdo mostraram que o refinamento ver-
. tical é importante.

Nacul et al [NLP790] mostraram algumas formas de acelerar a convergéncia de
sistemas com refinamento local associados & técnica de decomposi¢do de dominios.
Esta técnica consiste em dividir a ampla regido do reservatdrio em subdominios e
resolver os sistemas numéricos referentes a cada um deles separadamente.

O uso de pré-condicionadores, ou seja, a aplicacac de resultados obtidos por
sirnulacGes sobre malhas grosseiras como valores iniciais dos métodos iterativos
reduziu o tempo de convergéncia de todos os experimentos realizados. A quanti-
dade de iteractes também fol reduzida fazendo um tipo de relaxacio nas varidveis
dos sistemas. Analisando os casos nos quais os subdominios possuiam regides em
comum, Nacul et ol verificaram que quando estas regides sdo pequenas as taxas de
convergéncia podem ser melhoradas, ao passo que regides comuns muito grandes
em geral aumentam o tempo de processamento.

Duas técnicas foram investigadas por Risso [Ris02] com a finalidade de reduzir
o tempo das simulacdes: o refinamento local e as fronteiras abertas. Para reali-
zar esta investigagio, consiruiu um modelo base contendo certas regides criticas
proximas aos pogos. Risso dividiu seus experimentos com refinamento local em
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trés etapas, nas guais realizou testes com refinamentos graduais e abruptos, restri-
tos ou além das regides de interesse ¢ com grades de varias resolugles, com ou sem
refinarento das regides criticas em cada ums delas. Apds um estudo comparativo,
verificou que o refinamento local, além das regides criticas, é indeseidvel porque
reduz pouce o erro em relagdo ao aumento no tempo de simulaglo causado pelo
uso de grades mais finas. Os menores tempos de simulagdo foram obtidos usando a
malha grosseira, que entretanto mostrou-se invidvel em funcdo da baixa qualidade
dos resultados. A melhor escala de refinamento tanto do modelo base guanto das
regides criticas foi de 1:4, com considerdveis ganhos nos tempos de execucgio. Risso
concluin que o refinamente local € mais indicado para reservaldérios peguenos com
poucos POCos, e sugeriu que as regioes criticas de reservatérios muito grandes de-
vem ser estudadas como reservatérios individuals, juntamente com nma avaliagéo
cuidadosa dos fluxos em suas fronteiras.
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Capitulo 2

Grades Adaptativas

Neste capitulo descrevemos as grades digdicas, que permitem a discretizacio he-
terogénes dos dominios de integrago. Através desta heterogeneidade podemos
melhorar a precisio das scluges obtidas, refinando as bases de aproximacio onde
estas solugbes possuem comportamento mals irregular. A estruturs simples das
grades diddicas também facilita a representacic e manipulacao destas estruturas
em computadores.

2.1 Grades diadicas

Podemos obter uma grade diddica através de divisdes sucessivas de uma célula
inicial ou céfuia raiz, correspondente 3 totalidade do dominio, sempre pela metade.
Cada nova divisio ¢ feita por um plano perpendicular a um eixo de coordenadas
diferente, numa ordem ciclica. Por exemplo, para um dominio tridimensional
coin eixos cartesian0s . y e z, se a primeira diviséo for perpendicular a z, entdo
a segunda deverd ser perpendicular ao eixo vy, a terceira perpendicular a z, a
quarta perpendicular a z, e assim por diante, ciclicamente (figuras 2.1 ¢ 2.2}
¥sta organizagao pode ser aplicada a um nimero arbitrario de dimenstes & > 1,
e faz com que o refinamento da grade ocorra gradativamente. Por fim, obtemos
um conjunto sub-regides retangulares.
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Figura 2.1: Criago de umsa grade diddica bidimensicnal.

bt A

21 L ____m,f X, _____L

Figura 2.2: Criagio de uma grade diddica tridimensional.

Assim, cada célula pode ser dividida em duas células filhes (figura 2.3 J e, a
menos que seja a célula raiz, equivale & metade de sua célula mae.

T

BE s =

— — — — — —

célula mae 2 céluias filhas 4 células netas

Figura 2.3: Uma célula mie, com duas células filkas e quatro células
netas.

Prolongando-se esta disposicao indefinidamente obtemos a grade diddica infi-
nite G*. Na prética usamos uma grode diddice finita, em gue o processo termina
depois de um niimero finito de divisdes e portanto todas as grades mencionadas
no restante deste trabalho devem ser consideradas finitas.
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As célulos folha sdo o conjunto de células da grade que nao sofrem divisdes.
Na figura 2.3, entre as células destacadas, a célula mae e as células filhas néo séo
folhas, ac contrario das células netas.

Logicamente, grades diddicas correspondem a druores bindrias {figura 2.4}, e
modelar nma grade diddica eqguivale a escolher uma drvore bindria correspondente
limitando adequadamente sua profundidade em cada regifo do dominio.

Figura 2.4: Arvore bindria correspondente a uma grade.

2.2 Orientacao, indexacao e profundidade

Para simplificar os célculos, vamos supor que a origem do sistema de coordenadas €
um vértice da célula raiz, e que todas as arestas sio paralelas aos eixos coordenados
(figura 2.3).

Q.5 {3.,8,0)

Figura 2.5: A origem coincide com um dos vértices da célula raiz.

Atribuimos a cada célala da grade diddica um indice, que é um valor inteiro
positivo. A célula raiz, a dnica que ndo provem da particdo de outras, tem indice
1. Uma célula filha de uma célula de fndice 7 recebe fndice 27 ou 27+ 1, conforme
esteja respectivamente mais proxima ou distante da origem. Assim, podemos
representar cada célula de maneira compactada com apenas 1 bit. Veja a distri-
buicio dos indices em uma grade bidimensional na figura 2.6.
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i
~uJ

Figura 2.6: DistribuicBo dos indices em uma grade 2d.

Toda célula também tem uma profundidede na drvore bindria derivada da
grade diddica: a célula ralz tem profundidade 0, & cada filha de uma célula de
profundidade P tem profundidade P + 1. Ou seja, a profundidade de uma célula
{ indica o nimero de cortes necessarios para transformar a célula raiz na céluia
. O nivel P da grade é o conjunto de todas as células com profundidade P, gue
pode ter no maximo 27 células. A figura 2.1 contém os primeiros 8 nivels {do zero
a0 sétimo) da grade diddica infinita . Na figura 2.7 as células de profundidade
5 {o nivel 5} estio em destague.

IVIVIV TV

Figura 2.7: Nivel 5 de uma grade diddica.

2.3 Posicionamento e tamanho das células

Cada nivel de profundidade da grade infinita G* funciona como uma espéeie de
tabuleiro regular, com espagamentos iguais ao longo de cada eixo, sempre em
quantidades equivalentes a alguma poténcia negativa de 2 vezes a dimensio cor-
respondente da célula raiz. Portanto a posicio e tamanho de uma célula podem
ser obtidos facilmente a partir de sua profundidade P e {ndice 1.

Como a profundidade reflete a quantidade de cortes necessdrios para gerar
uma determinada célula, e lembrando que estes cortes ocorrem alternandc os
eixos ciclicamente, entdo podemos calcular a quantidade méaxima de células ¢;
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que podem ser dispostas ao longo do eixo i de uma grade ¢ com k& dimensdes, a
um nivel de profundidade P:

35 1 se Pmodk >4
“= Lk N 0 se Pmodk <t

;=2

Pars encontrarmos, por exemplo, o vetor (@ das possiveis posigtes distintas de
uma célula com profundidade P =5 am (&, sendo & = 3, fazemos:

.,..

Lm

i=0 {eixo X}, Gp=2
i=1 leixoY), Q1 =2
i=2 (eixoZ), = = 2l

4 (5mod 3> 0)
4 (Bmod3>1)
(Bmod 3 <2

(Nis.lt LSLIS I V)
y-\

x...._
|
<

w2

A posicdo de uma célula C ¢ o vetor §(C) = (&g, ..., 0k-1) que di o nimero
de células de profundidade P enire C e a origem em cada eixo. Us valores
801, ... 0k~; podem ser extrafdos do indice / de C, bastando apenas desen-

trelagar seus 2 bits menos significativos, organizando-os emn & grupos. Mals pre-
cisamente, & representacéo bindria de cada é; ¢ composta pelo i-ésimo bit menos
significativo de J somado aos demais bits tomados de &k em £k, até a tltima casa
antes do bit 1 mais significativo.

Assim, por exemplo, se a grade & for dividida até gue todas as suas células
alcancem profundidade 5, com um total de 2° = 32 células, entdo cada eixo terd

respectivamente & = (4,4, 2) células. Se uma célula C tiver indice [ = 57, de
#0132 O 1

representacdo bindria 111007, emao sua posicdo € obtida separando-se os 5 bits

menos significativos como 6{C) = 182, 112,09) = (2,3,0). Observe a estrutura

da grade (& e a posicdo da célula € na figura 2.8.
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Figura 2.8: Célula C, com vetores Q{C) = (4,4,2) ¢ 8(C)y = (2,3,0).

2.4 (Geometria candnica

Numa grade diddica, como a divisdo das células segue sempre a mesma crdem
ciclica. de eixos, a escolha das proporgdes da célula raiz interfere diretamente na
velocidade com que os refinamentos trazem ganhos de precisdo numérica. Isto
ocorTe porgue o8 erros de aproximacic de espacos de splines sBo proporcionais
a0 difimetro das células, iste €, &4s supas malores arestas. Portanto, uma célula
isométrica (com todas as arestas iguais) precisa ser dividida ao menos k vezes, em
uma grade de dimensdo k, para que o erro atribuido as células resultantes seja
reduzido significativamente. Além disso a divisdo produziria 2* células isométricas
¢ consequentemente este problema se repetiria em todos os niveis.

Para que as células em todos os niveis de profundidade mantenham-se propor-
cionais, a célula raiz deve ter no eixo ¢ tamanho 27%%. com ¢ variando entre 0 e
k~1. Uma célula raiz bidimensional assim definida terd lados de tamanho 1 : 271/2
ou 1:+/0,5. Em 3 dimensdes, estas proporcdes tornam-se 1 : 2743 : 2722 Todas
as células de profundidade P serfo similares & céluls raiz, submetida a uma escala
linear de fator 2-7/% e rodada por uma permutacio de eixos.

Desta forma, o didmetro das células é reduzido por um fator constante de 2
a cada nivel. Embora as células apresentem maior precisio em eixos diferentes de
nivel para nivel, esta abordagem leva a refinamentos graduais da grade diddica, €
é isotrépica se considerarmos todos os niveis em conjunto.

17k



Capitulo 3
Splines diadicos

Mostramos em deialbes neste capitulo a familia das funcdes fenda, um subespaco
multiinear do espage de splines gerais definidos sobre grades diddicas. Destaca-
mos duas bases especificas para estas funcdes multilineares, e mostramos algorit-
mos discretos para encontri-las além de um algoritmo simples capaz de interpolar
uma fungdo gualquer usando fun¢bes tendas. Analisando os algoritmos gue en-
contram as bases, mostrameos que possuem um tempo de execucdo proporcional
ao nimero de células folha das grades diddicas sobre as quais sdo chamados.

3.1 Splines

Um spline é uma funcio polinomial por partes, ou seja, uma fungdo f sobre
cujo dominic {2 existe uma particdo {grade) em regides distintas (células), sendo
que f possul comportamento polinomial em cada célula. Quando o dominio {2
estd estruturado como uma grade diddica G, f é um spline diddico. A fungido f
restrita a alguma destas células do dominio é chamada de retalho polinomial {ou
simplesmente refalho}. A continuidade minima de f nas fronteiras entre todos os
retalhos indica a continuidade de f. O grau mdzimo de f é dado pelo grau maximo
de todas as variaveis independentes sobre todos seus retalhos. A vantagem do uso
de splines estd na reconhecida simplicidade dos polindmios combinada com a
possibilidade de melhorar a qualidade da aproximagio numa regifc arbitrdria de
{2, ssando uma particdo mais fina nesta regido.
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3.2 FElementos finitos

O suporie de um spline € ¢ conjunto de células onde ele ndo € identicamente nulo.
Assim, outra vantagem de splines como fungdes aproximadoras € que seus espacos
muitas vezes possuem bases cujos elementos (funcles das bases) tém suporte muito
pequens, independente do niimero total de células na grade (figura 3.1).

™ EL = -
| = @chw 0 = 15
= CLPD i=

grade diadica retaihos suporte limitado

Figura 3.1: Suporte de um spline de aproximacao.

Splines com esta caracteristica sio chamados elemenios findios. Para obtermos
o valor de uma funco u*{z) = > a;p;(z) num dade ponte z combinando elemen-
tos finites de uma base v, 56 é necessdrio calcularmos os termos ¢;(z) tals que z
pertenca a0 suporie de oy, © que normalmente ogorre com poucas fungdes da base.
Na aplicagéo de méiodos numéricos, como ¢ método de Galerkin ou aproximacOes
por minimos quadrados, os sistemas de eguacdes montados com estas bases nor-
malmente sac representdveis por matrizes esparsas. A escolha de alguma base de
aproximacao depende do grau de suavidade buscado. Splines de graus elevados
podem gerar aproximacoOes mais fiéis a funcdes suaves, usando menos retalhos.

As funcdes aproximadoras que escolhemos neste trabalho sao elernentos finitos
multilineares, ou seja, splines multilineares definidos sobre uma grade diddica
finita (7 de dimensaoc &.

3.3 splines multilineares sobre grades diadicas

Um spline muitilinear de dominio k-dimensional definido sobre uma grade diddica
7 possui um retalho sobre cada célula de G, tem continuidade 0 e grau méximo
1 em suas k£ varidveis. Embora paralelamente a cada eixo & variacio de um
spline multilinear seja linear, em outras diregdes a variacdo pode ser quadratica
ou clibica, em decorréncia do produto de suas k varidveis (grau total k}.

Chamaremos de £1[G] o espago das fungdes multilineares de fronteira nula de-
finido sobre uma grade G diddica. Modificando a estrutura da grade G, alteramos
em geral o espacgo £1[G] e portanto suas bases.
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3.4 As funcoes tenda

INas bases que consideramos neste trabalho, o suporte de um elemento k-dimensional
7 é composto por 2° células de mesmo tamanho e profundidade, agrupadas em
torno de uin vértice central v. Neste ponto o elemento da base. 7. possul valor 1,
caindo linearmente ao longo de cada eixo para 0 na fronteira do suporte. No caso
particular de & = Z, 0 grafico do elemento genérico assemelha-se a uma tenda e
por iss0 os elementos (para qualguer & ) serfo aqui designados fungdes tendo on
simplesmente tendas (figura 3.2).

b |
i 7
e - 5 @ 3 | 1
ST
J ;*ﬁ’?’%%és‘
O LA
-1 SUTAIR T ’

. I LA
5

Figura 3.2: Funcdo tenda com uma e duas dimensoes.

A profundidade (posto} de uma tenda é a profundidade das células de seu
suporte. Uma tenda pode ser identificada unicamente por sua célula superior C,
a célula de seu suporte mals distante da origem. Denotaremos por 7¢ a tenda de
uma grade diddica & cuja célula superior é C, e podemos escrevé-la como

E—1
Te{To, - - Tpar) = HA (27%Qyz; — &) (3.1)
i=0
onde {J; € o nlimero de células de profundidade P na grade infinita G ao longo
da diregdo i: §; é a componente 7 do vetor posicdo § de C; e A é a funcio definida
por
lwz s2fi<z<1
Alz) =max{0,1~|zi}=¢ 0 se jzl>1 (3.2)
14z se —1<z<@
E importante observar que esta definig8o da tenda 7 admite que a grade G mede

27* em cada direcdo i. Se ac longo de cada eixo a grade G variasse apenas de
< . k-1
zero a um, a férmula de 7 seria [ A (Qiz; — &;)-
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3.5 As bases B, e B

Utilizamos para cada espago de splines &G duas bases. B0 € B, Em ambas
hd uma tenda para cada vértice complefo de &, ou seja. para cada vértice que
tem 2% células incidentes. A base Bo.. {mazimal) consiste nas tendas de maior
suporte possivel (figura 3.4}, enquanto B, (minimal) consiste nas tendas de me-
nor suporte possivel {figura 3.3). Quando (7 é uma grade regular de profundidade
P, B.. possul tendas em todos os nivels de £ até P, e B,,;, possul tendas apenas
de nivel P.

Figura 3.3: A base minimal do espagc £’ de uma grade bidimensional
irregular &.

Note que nas figuras 3.3 e 3.4 as tendas numeradas iguails possuem o mesmo
vértice central, e a diferenca entre as duas bases estd nas tendag 7, 75 © 75.

Figura 3.4: A base maximal do espaco £! de uma grade bidimensional
irregular G.

A bases B,... podem ser encontradas mais facilmente do gue as bases B,
mas possuem como desvantagem nutnérica uma tendéncia a gerar matrizes den-
sas do produto escalar de suas funcdes. Por outro lado, como suas tendas s&o
mais abrangentes, permitem realizar aproximagdes grosseiras de amplas regides
do dominio utilizando apenas subconjuntos delas.
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As bases B, t8m como propriedade gerar as matrizes de produtos escalares
mais esparsas possivels, pois as regides comuns ac suporte de suas tendas sdo
minimizadas. Isso aumenta a estabilidade numérica porgue reduz ac méximo a
interferéncia no sistema de alteraches na base.

3.5.1 Independéncia linear das bases B, € Bn

Provaremos que Buey € B, 580 de fato bases para um espago £1[G] mostrando
gue as fun¢des tenda destes conjuntos sio linearmente independentes (LI] e geram
o espaco £'G]. Comecaremos mostrando a independéncia linear de todo conjunic
simples, on todo conjunto de tendas gue possui ne maximo uma tenda para cada

vértice.

Lema 3.1 Seja B um conjunto simples de tendas, ¢ v uma tenda de profundidade
minima em B com vértice cemtral v. (Jualguer combinacdo lnear do conjunto
B =B—7 &nulaemv.

Prova: Para gualquer tenda 7' de B’ o ponto v estd situado na fronteira ou no
exterior do suporte de v/, e & zeroc neste ponto. cl

Teorema 3.1 Qualquer congunio simples B de tendas € linearmente indepen-
dente.

Prova: Suponhamos que B ndo seia LI, ou seja, existe alguma tenda de B que
pode ser escrita como combinacgio linear das demais. Neste caso, seja 7 uma
tenda nestas condigbes com profundidade P minima em B e vértice central v.
Obviamente ela pode ser escrita como combinacdo linear das outras tendas, com
profundidades maiores ou iguais & P. Contudo, pelo lema 3.1 isto néo é possivel
porque qualquer combinacio linear das outras tendas de B terd valor zero em v,
onde * 6 um e portanto B 86 pode ser L1 O

3.5.2 Interpolacdo usando tendas

Antes de prosseguir com as provas, mostraremos um algoritmo simples de inter-
polagdo usando tendas. Seja & uma grade diddica &-dimensional, B um conjunto
gualquer de tendas e f uma fungio arbitrdria definida sobre G. O algoritmo 3.5.1
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algoritme 3.5.1 Interpola(B, f)

1 Bela Voo conjunto dos vértices centrais das tendas de 5
2: Ordene B em ordem de profundidade, obtendo 71, ..., Tl
3 fori:l—ndo

4:  Seja v o vértice central de =;

5. i véVithen

8: a; +— O

7. else

8 a; 4= flvy = 3 {a;m(v) 1 7 <iew e Domir)k
o VeV-{vh

10:  end if

11: end for

(Interpola) encontra uma combinacdo linear ¢ = 3 . a7 de B que interpola f
nes vértices centrais das tendas de B.

Lema 3.2 A funcdo g resultante do algoritme 3.5.1 tem g{u) = f{v} em todo
vértice central v dos tendas do conjunto B.

Prova: No passo 8, cada coeficiente g, § calculado de forma que f(v) = 5, a;7(v),
para j < ¢ {a restricio v € Dom{r;) é supérfula pois 7;(v) = 0 se v & Dom{r;)),
onde v & o vértice central de 7;. Verifica-se que a combinacio linear 3, a;7;(v),
com § > i das demais tendas de I3 é sempre nula. Isto ocorre porque as tendas
com j > 4 ou tém centroc em v, e portanto terdo g; = 0 (pelos passos 5 e 9), ou
tém centro diferente de v e profundidades maiores ou ignais & profundidade de 7,
e portanto 7;(v} = 0 pelo lema 3.1. O

3.5.3 Cobertura das bases B,... ¢ Boin

YVamos mostrar agora que as bases B, ¢ Bni, de uma grade k-dimensional G
geram todo o espago £'[G]. Na verdade provaremos que qualquer conjunto de
tendas que inclui pelo menos uma tenda para cada vértice completo de G {(um
conjunto completo de tendas) gera todo o espago £1G].

Diremos que um vértice v € esquina de uma face F' de G se v for face (de
dimensdo 0) de F. Se v estd sobre alguma face F {com dimensio d < k) de
alguma célula folha C de G mas njo é esquina de F, entdo v é infermedidrio
de F' e de C. Diremos gue v é incompleto se nfo estd na fronteira da grade e €
intermediério de alguma célula folha.
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P incompleto

L de
frontelra

completo

Figura 2.5: Um vértice completo A, esquina das c¢élulas C1, C4, C6 e
C7; um vértice incompleto B, esquina das células C2, C5 e intermedidrio
& célula C3; e um vértice de fronteira C.

Em uma grade diddica &, para todo vériice v seja N{v} o conjunto das células
folha incidentes a v. Se » é completo entdo ele € esquina de todas as células de
N{v). Quando v é incompleto, ele sempre é esquina de pelo menos duas células
de N{v} e intermedisric de pelo menos uma destas células.

Lema 3.3 Seja G uma grade diddica k-dimensional, f uma fungdo de £'G], e
v un vértice intermedidric de uma face F de alguma célule folha €. Se f € nula
em fodos os vértices de F, € nula em v.

Prova: Nao pode haver mais do que um retalho polinomial de f em C, porque C
¢ uma célula folha. Este retalho é multilinear dentre de . Comeo f é continua,
entdo a restricdo f|F também deve ser uma funcio multilinear. Assim, a variacio
de [ entre quaisquer dois vértices adjacentes de F & linear e consequentemente [
terad valor 0 sobre toda a aresta entre estes dois pontos. Repetindo este argumento
em todos os eixos, concluimos que f & zero em toda face F, e portanto no vértice
v. o

Lema 3.4 Seja v um vériice incompleto. Se v € intermedidrio de uma célula C,
entdo C iem profundidede menor que a profundidade de qualguer célulo da qual
v € esguina.
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Figura 3.6: Cada vértice incompleto (B, D, E, F,H, Ie ]} é
intermedidrio a uma célula de profundidade menor do que todas as
células das guais s&o esquinas.

Prova: Seja & uma grade diddica k-dimensional. Se v & um vértice completo
de & e U é a célula folha de menor profundidade da qual v é esquina. entio v
também & esquina de outras 2* — 1 células (nfio necessariamente folhas) de G de
mesma profundidade. Agora seja v um vértice incompleto {(como ilustrado na
figura 3.6) e N{v) o conjunto das células folha incidentes em v. Seja € a célula
de menor profundidade P, em N(v) que tem v como esquina e Cp uma célula de
N{v} com profundidade 7, da qual v é intermedidrio. Refinemos G até encontrar
uma grade &, onde todas as células tém profundidade minima P, O vértice v
serd completo em G’ e esquina de 2% células de profundidade P;. Como G’ é um
refinamento de &, algumas destas células serdo descendentes de Cyp e portanto
P < P I

Lema 3.5 Seja & uma grade diddice k-dimensional e [ wna funcdo do espaco
ENG]. Se f € zero em todos os vértices completos de G entdo é zero também em
todos os vértices incompletos de (3.

Prova: Seja H o grafo orientado cuios nés sac os vértices de G, e no qual cada
vértice incompleto v aponta para as esquinas de todas as faces das quais ele €
intermedidrio. Note que se f € zero nessas esquinas, entdo pelo lema 3.3, f é zero
também em v. Denotaremos por x{v) a profundidade da maior célula de quem v
¢é esquina. Este grafo ndo pode ter ciclos, porque para qualquer aresta de 1; para
vz, pelo lema 3.4 k(v1) > £(ve). Os sorvedouros de H sdo vértices completos ou
de fronteira. Como f é nula nestes pontos, entdo (por indugio na distancia ao
sorvedouro mais distante)f ¢ nula em todos os vértices de G. ]
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Teorema 3.2 Todo conjunto completo de tendas B definido sobre uma grade
diddica G gera o espago £YG].

Prova: Sejam [ um spline de £Y[G] e B um conjunto completo de tendas sobre
7. Pelo lema 3.2 podemos encontrar uma combinacio linear g de B fal que
glv) = f{v) em todos os vértices completos de (. Vamos mostrar que g = f.
Como as tendas de BB pertencem ao espago £1G], a diferenga v = g — f também
pertence a este espaco; ela é zero na fronteira de 7 e € zero em todos 08 vértices
completos de . Pelo lema 3.5, r também ¢ zero em todos os vértices incompletos
de & e, pelo lems 3.3, r ¢ identicamente nula em G. O

As bases B, € B, 880 conjuntos simples e completos, de maneirs gue pelos
teoremas 3.1 e 3.2 s3o0 de fato bases do espago £1[G].

3.6 Determinacao de bases B, ¢ B,

E importante gue tenhamos algoritmos eficientes para encontrar as bases By ©
Bini de uma grade diddica &, porgue gualguer alteracio em & normalmente modi-
fica estas bases. Comno hé wma correspondéncia entre tendas e vértices completos.
entio obteremos B, e B, em principio encontrando os vértices completos de
(. Se para cada vértice v encontrado guardarmoes uma tenda 7 cujo suporte é
composto pelas células de menor profundidade que tém v como esquina, chegare-
mos a B, Fazendo o mesmo, mas escolhendo as células de maior profundidade,
chegaremos a Bm-

3.6.1 Lugares e o conjunto estrela

Antes de mostrarmos os algoritmos gue encontram as basges, precisaremos de duas
definigbes uteis para trabalharmos com sub-regiGes de grades diddicas, os lugares
e suas estrelgs. Um lugar L de uma grade diddica G k-dimensional consiste de
uma profundidade P{L}, ¢ uma face F(L) de alguma célula de nivel P(L) da
grade G que ndo estd na fronteira de . Dizemos que a dimensdo do lugar L ¢
a dimensio d de F(L). Na grade diadica infinita G* h4 exatamente 25~ células
de profundidade P(L} incidentes & face F'(L}. Se todas estas células também sédo
céiulas da grade (7 {nfo necessariamente folhas) entao L & dito um lugar completo
de G. Veja a figura 3.7 abaixo. A lista destas células é a estrele de L, denotada
por L”.
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Figura 3.7: Lugares incompletos cujas faces sAc respectivamente um
segrnento de reta e um ponto, na primeira e terceira grade a partir da
posicio mais & esquerda. Na segunda e quarta grade, as células em
destaque sdo divididas para gue estes lugares tornem-se completos.

Note que uma mesma face I pode ser parte de dois lugares distintos, com
niveis diferentes {figura 3.8).

Figura 3.8: Nas duas grades tridimensicnais, uma mesma face F plana
determinada por células de profundidade 3 ou 4. Na grade
bidimensional, uma face F (ponto) determinada por células de
profundidade 2 ou 3.

Se F(L) é uma célula, entdo L é sempre completo e L* tem uma tnica célula,
a prépria F(L). Numa grade bidimensional, a estrela de um lugar aresta consiste
de duas células (figura 3.9, esquerda), enquanto em uma grade tridimensional a
estrela de um lugar aresta tem 4 células (figura 3.9, direita). Os lugares completos
de dimensao zero sio os vértices completos de G.

Figura 3.9: Um lugar aresta em uma grade bidimensional e em uma
grade tridimensional.

3.6.2 O algoritmo Gera_Bmax

(Gera_Bmax é um procedimento recursivo que encontra a base B,,,, de uma grade
7 de dimensdo k, fazendo um percurso em profundidade nos lugares de G em busca
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de vértices completos. As entradas do algoritmo sfo uma sequéncia (&, ..., I.1)
de {ndices gue representam as células da estrela L7 de um lugar completo L de
(5; & dimenso d deste lugar o eixo de divisdo i = P{L)mod k; e a lista H =

{he,. ... hmo1) dos eixos ortogonals & F{L), onde m = £ —d. O algoritmo devolve
a lista dos indices das células superiores das tendas da hase. Para fodo r €
0, ...m—1etodejel, ..,n~1, 0bit 27 do indice j diz se a célula I, estd

mais perto (0 ou mais longe (1) da origem do que a face F(L) na direciio do eixo
B

algoritmo 3.6.1 Gera Bmax({ly,. .., Licidady i, {hey oo Aen))

' d »

1: if d =0 then L € um ponio.
2. Devolve {J_1}; Inclui a nova tenda (Bpae — Braz U {01t}
3 else

4 ¥ {I,..., 1) ndo possui folhas then

5: Caleule A= (I}, ..., I,_,}, tal que I} = (21});

& Caleule B = <Z§;’, NP 4 1), tal que I} = (21; + 1);

7: L~ (i+ 1) mod k;

&: Hi=h, paraalgumren,. .. ,m—1then

9 Calenle O+ {C; = A;secohitrdejé1, ou(; = B;seeste bit 6 0 };
10: B+ Gera.Bmax(C, d, I, H);

1l: Devolve B

12: else

13: B’ ¢ Gera.Bmax(A, d, {, H);

14: B'" + Gera.Bmax(B. d, [, )

15: B" «— Gera Bmax{A-B,d— 1,1, H-{#)):

16: Devolve B B" L B™;

i end if

18 else

19: Devolve {};

20:  end if
21: end if

A chamada inicial ¢ Gera Bmax({(1}), &, 0, {}).

Lema 3.6 O algoritmo Gera_Bmaz ezecutado sobre um lugor completo L encon-
ira todos os lugares completos de dimensdo zero (1] cujo vértice estd em F(L} e
(2} cuja profundidade P € a menor possivel mas P > P(L).

Prova: Precisamos mostrar que o algoritmo Gera_Bmax encontra todos os vértices
completos (e consequentemente as tendas) existentes no interior da face F{L), e
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que as células do suporte destas tendas sho escolhidas de forma gue elas tém 2
menor profundidade possivel em F(L). Seja V o conjunto de todos estes vértices
completos.

Primeiro o algoritmo verifica a dimensio d, na linha 1. 5e esta for zerc entéo
L & um vértice; como L é completo, ele determina nma tenda cujo suporte é L7,
com vértice central F(L) = v. Neste caso V == {v}, m = k, e 0 algoritmo devolve
a célula 1y, que é a célula de L~ incidente a v mais distante da origem em todas
as direcdes (linha 2}

Na linha 4, se alguma célula da lista {0y, ..., 7,—1) é folha, entdo, como L tem
dimensio d > 0, nfo hd vértices completos em F(L} e portanto ¢ conjunto V é
vazio (linha 19). Caso contrdrio, as células de L* podem ser todas divididas ao
longo do eixo 7 (linhas 5 e 6), criando os conjuntos 4 e B.

Hssa divisao pode acompanhar uma divisdo de L ou ndo, conforme a posicao do
eixg ¢ em relagdo a F'{L). Quandeo ¢ é ortogonala F(L) (linha 8, figura 3.10), a face
F(L) néo é modificada, mas L é substituido por um lugar L' tal que F(L) = F(L)
e P(L) = P{L}+ 1. Cada célula C; de L™ é uma das filhas (4; ou B;) da célula
correspondente de L. Especificamente, suponha que ¢ = A,; entdo € € 4, se 0
bit r de j € 1, sendio Cy é B; {linha 9). Come F(L'} = F(L), a lista B’ de indices
devolvida na linha 10 representa tendas com o0s mesmos vértices centrais V.

2 v~

Figura 3.10: Na grade & esquerda, o eixo de divisdo () é ortogonal &
face em destaque.

Quando o eixo { € paralelo a F'(L) (linha 12}, os indices de A e B representam
respectivamente L™ e L™, as estrelas dos lugares L' e L” resultantes da divisdo
de L ao meio. A concatenacdo de 4 e B, por sua vez, representa L™ a estrela
do lugar com dimensdo d — 1 que separa L' e L” {figura 3.11). Neste caso trés
instancias de Gera.Bmax sao chamadas, nas linhas 13, 14 e 15, para procurarem
os vértices completos V', V¥ e V' sobre F(L'), F(L") e F{L™). Como estas faces
sdo disjuntas e sua unide é F{L), entao V' nV'NV" ={} e V=V UV UV"™
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Figura 3.11: Gera_Bmax executado sobre duas faces determinadas por
células cujos eixos de divisdo sio paraleios a esias faces.

Para todo vértice v € V', a profundidade de qualguer lugar que tem v como
face serd pelo menos P{L) (se F{L) for um ponto) e portanto a condigdo (2] do
lema sers respeitads. 0

Teorema 3.3 O algoritmo 5.6.1 {Gera.Bmaz) executodo sobre uma grade diddica
G k-dimensional encontra a base By, de G. '

Prova: Executando Gera Bmax sobre o lugar L, cuja estrela L™ contém apenas
a célula raiz de G, encontraremos pelo lema 3.6 todos os vértices completos no
dominio de G, (F(L)), além de um conjunto de indices representando as tendas
de maiores suportes em & com centro nestes vértices. o

3.6.3 O algoritmo Gera_ Bmin

O algoritmo Gera.Bmin € uma modificacio de Gera.Bmax, com uma condigio
adicional no comando if na linha 1:

ifd=0e{l,..., 1,1} possul alguma folha then

7 i

end if
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Lema 3.7 O algoritmo Gere_Bmin execulado sobre um lugar completo L encontra
todos vs lugares completos de dimensdo zero (1) cujo vértice esid em F(L) e (2)
cuje profundidade £ € a moior possivel.

Prova: A demonstracdo € andloga 3 do lema 3.6. A {nica diferenca é gue no
passo 1, se a condigio € satisfeita, obviamente L é o lugar de maior profundidade
centrado no vértice v = F{L).

Se d = (0 mas L™ ndo possui folhas, entdo F{L} serd um vértice v ortogonal
a todos os k eixos de coordenadas e o algoritmo serd chamado recursivamente
(linhas 9 e 10) sobre as células filhas de L* que tém v como esquina, até chegar a
um lugar I/, onde L™ tem alguma célula folha. Neste caso, a tenda 7 cujo suporte
é L”* tem profundidade méxima em F(L). O

Teorema 3.4 O clgoritrne (Gera_Bmin) erecutado sobre uma grade diddica G
k-dimensional enconlre a bose By, de G

Prova: Também executando Gera_Bmin sobre o lugar L, cuja estrela L contém
apenas a célula raiz de (G, encontrareinos pelo lema 3.7 todos os vértices completos
no dominio de G, (¥{L)), e um conjunto de indices representando as tendas de
menores suportes em & com centro nestes vértices. [T_"é

3.6.4 A complexidade de Gera_Bmax e Gera_Bmin

Calcularemos o tempo de execugdo dos algoritmos Gera_-Bmax e Gera_Bmin, ca-
pazes de enconirar respectivamente as bases B, ¢ B, de uma grade diddica G
de dimenséo &, em fungdo do nlmero n de células folha de G. Este nimero reflete
a complexidade da grade G, independente da forma com que ela foi refinada.

Toda grade diddica é o resultado de uma série de divisdes de sua célula raiz.
Cada diviso acrescenta exatamente duas células & grade, 0 que em sua estrutura
de Arvore binaria significa transformar uma célula folha na mie de duas novas
células folha. Da mesma forma, ¢ niimero de células folha € incrementado de uma
unidade. Assim, se G tem n células folha, entdo fol gerada a partir de n — 1
divistes de sua célula raiz, e possui (2 x n) — 1 células a0 total.

Suponhamos que & € bidimensional, e seja C uma célula de G. A célula C
pode, no méximo, pertencer 4 estrela de 4 lugares de dimensio 0 + 4 lugares de
dimens@o 1 + um lugar de dimensdo 2 = 9 lugares distintos. Como Gera.Bmin
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verifica cada lugar de G uma tinica vez, ent&o nio pode ter um tempo de execucio
superior a 8x{{2xn) — 1}, cu seja, sua complexidade ¢ da ordem de &(n) guando
executado sobre grades bidimensionals.

Se ' ¢ uma célula de uma grade G tridimensional, uma verificacfo andloga
nos indica que no maximo (U pode fazer parte da estrels de 27 lugares distintos.
Portanto, como (7 também possul (2 x n) ~ 1 células neste caso, entdo Gera Bmin
também ftem complexidade da ordem de ©{n) guando executado sobre grades
tridimensionais. Considerando que o algoritmo Gera Bmax verifica uma quanti-
dade de Iugares menor ou igual ao ndmero total de lugares de G, entdo possul
complexidade méxima igual & de Gera Bmin.
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Capitulo 4

Aproximacao por minimos
quadrados

A aproximacio por minimos quadrados é uma técnica bastante conhecida. O uso
de tendas nestes casos pode ser vantajoso, considerando a estrutura simples destas
fungoes, de facil armazenamento e manipulacio. Além disso, na aproximacdo de
funcdes mueito irregulares, podemos refinar as bases até alcangarmos o grau de
precisdo requerido, sem desperdicic de recursos.

4.1 Aproximacao por minimos quadrados

Seja u{z) uma fungdo que queremos aproximar, definida sobre um dominic &
de dimensao 4. Buscamos uma aproximacio que seja uma combinagio linear
uw*(z) = Z;:é a;p;ix), onde ¢ € um conjunto linearmente independente de fungdes
definidas sobre Q. Seja 8" o espaco gerado pela base {p¢, ..., vn-1}. Segundo o

critério dos minimos gquadrados, a melhor aproximacio para u no espaco 8™ é a
que minimiza a disténcia

flu—u'fi= (A(U(ﬂr) - (I))2d$> " (4.1)

onde dr = dzp—q ... drs. A equacdo (4.1) pode ser escrita também como
= ) = (= 0w )

onde {,} denota o produto escalar de duas fungbes sobre €2, definido por

(0 = [ F(2)g(x)d (4.2)
31
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.

Por brevidade, omitiremos o argumento “(z)” nas integrais a seguir.
Verifica-se que minimizar {4.1) equivale a tornar «™ a projecio ortogonal de u
sobre o espage de aproximacio &7, ou seja, resolver as equaches

7

-y =0 = f{u——u*‘%pgd:a:(} i=0,...,n—1 (4.2
)

Ou sefa,
n—1

L{uWZ&j@j)pidxzﬁ i=0,...,n—1 {4.4)

=0

Desenvolvendo o lado direito desta equacdo para um dado 1, obtemos

71 a1
j[ﬂ%‘d@““f(g aj%)-fpz-dazzfu%éxm % ajfggj%dz
o S o prrs

de maneira que podeinos reescrever as equagdes (4.4} como

-1
Zajf%tpidzzfugaidx i=0,....,n—1 (4.5)

Esta formula & o Sistema Normal de n equagdes lineares sobre n varidveis, os
coeficientes ag, ..., 4,-1. SUa representacio matricial tem a forma Fa = b, onde
E é uma matriz n x n, e b € um vetor coluna de tamanho n, definidos por

E’tf:<¢17(pﬁ> bi:<u:¢i> i:jzgﬁ"':nhE

4.2 O produto escalar de funcoes tenda

Nesta secdo mostramos como calcular o produto escalar {4, p;) de duas fungdes
tenda, necessdric 4 composicdo da matriz F do sistema {4.53). Na secdo 4.3
mostraremos uma férmula genérica para o cileulo aproximado de um elemento
b; = {u, w;), para uma fun¢do qualguer f.

Sejam 7' e 7 duas tendas definidas sobre uma grade diddica G de dimenséo .
Obviamente, para calcular o produto escalar (7, 7") precisamos calcular a integral
(4.2) apenas na regido R (figura 4.1) coberta pelos suportes das duas tendas.
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Figura 4.1: Tendas 7', 77, e a regifio £ comum acs suportes destas
funces.

Supondo sem perda de generalidade gue o posto P’ de 7 € malor ou igual ao

posto P7 de 77, verifica-se que esta regifio é 2 unido de no méximo 28 células
Ch. ..., Cpy—; de posto ', contidas no suporte de 7. Portanto, podemos escrever

i
{7, 7 mf?"f”dxm ;;_ J[ T {(4.6)
o : :
i F=0 H

No restante desta secdc veremos como calcular & integral fo +'rdz, para uma
célula ' = (L
Pela definigao {3.1)

H

k—1 E—1
@)= []A@ Qa - ) e @) =]]AQ"Q -8 @)
guml) =0

Seja C" a célula do suporte de 7 que contém a célula C' {figura 4.2).

Figura 4.2: A célula 7 de 7/ estd contida na célula € de 77

Para z em (7, podemos reescrever a férmula da tenda 77 como

k-1 k—1
(z) = [[ M@ Qi — o) = [ Alea(2/Qm: — 5) + )
i=0 i=0

Nestas férmulas, o; é o tamanho do suporte de 7' em relagio ao suporte de 77
na dire¢do ¢, e 5; = (2¥*Q%v/ — &) onde v’ é o vértice central do suporte de 7.
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Portanto, a parcela do produto escalar {7/, +") correspondente a &7 € a integral
P L T) D

Fookel i1
f f TTa0 Qi — ) T ] Ales(27°Qlm; — 6 + Bi)dzrs - - dzo (4.8)
§=0 g}

onde z7 e 7 sdo respectivamente as posicdes de €7 mais préxima e mals distante
da origem ao longo do eixo ¢ Uma vez que cada fator da produtdria depende de
uma finica coordenada x;, podemos separar as integrais, ou seja, usar a identidade

L] " [ et = (\/ [ e } ( / ffgcy)dy)

e reordenar a expressio (4.8) como segue:
k=1 f
T/ A@™Qw - A (27 Qla, - &) + 8)da; (4.9)

=0 ¥ 2

Para simplificar, fazemos as seguintes mudancas de varidveis
uy = 2V5Qr, — & portamte  dz; = (2Y5Q0) 'y, (4.10)

e transformamos a equacio (4.9) em

k-1 ul
[Ty [ Awatau+ 5)du
i=0 w

Se C’ for uma célula inferior de 7' na diregfio ¢, isto é, se ao longo do eixo 7 a célula
(" estiver entre o vértice central v’ e a origem, os limites de integracio [ufyuf ]
nesta diregio serdo [—1,0] e A(y;) serd 1 + u;. Por outro lado, se 7 for superior
na diregiio 1, isto &, se v/ estiver entre 'V ¢ & origem nesta diregfo, estes Hmites
de integragao serdo [0,1] e A(w;) serd 1 -~ w,;. Analogamente, se £ for uma célula
inferior de 7" na diregdo 1, entdo Aloyu;+5;) = 1+ oyu; -+ 54 caso contrério, temos
que Aloyu; + 5;) = 1 — oy — 5;. Portanto, a integral no fator ¢ da produtdria
pode ser desenvolvida de quatro meneiras:

e U’ e C” inferiores,

0 . :
J[ (142} (1 + oqu; + Bi)du; = (—9:1 + % + 5) {4.11)

-1
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e (' inferior e C" superior,

v o B 1 .
= = pan = (& -2+l e
N

& ' superior e ' inferior,

1
i 81

e (' e (" superiores,

i 2.
j{ (1 e Lia){i — Ol — BJC?:’&LZ = (-9‘1‘ - é} he E) (4.14}
4]

4.3 Produto escalar de funcoes gerais

Para calcular um elemento do vetor & do sistema (4.5) precisamos calcular a
integral fQ uidr onde u € uma fungdo arbitrdria. Normalmente esta integral néo
possul uma férmula expliciza. Portanto, devemos usar um método de integracio
numérica para calcular uma aproximacao da mesma.

4.3.1 Quadratura de Gauss

Uma boa escolha neste sentido € a guadratura de Gauss, que ein uma dimensdo €
a aproximacso
+1 i
FBydt = Cif () (4.15)
-1 =0

para certos pontos ¢; € [—1, +1] e certos coeficientes C;. Os pontos t; sdc as rafzes
de algum polindmio de grau n + 1 de uma familia H de polindmios ortogonais no
intervalo [~1, 1], e os coeficientes C; sdo

=1
Cj = f Zj(.x”’))d.i’:,
-1

onde y, ..., I, $80 os polindmios de Lagrange sobre esses pontos [Pis80]. Esco-
ihendo para H os polindmios de Legendre, podemos usar valores j& tabelados de
C; e t;. Quanto maior o n, melhor serd a precisdo do resultado. Em particular,
se f for um polindmio de grau 2n + 1, o resultado da integracio é exato.
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Os pontos e coeficientes da férmula de quadratura de Gauss-Legendre so
tabelados para o intervalo de integragéo [-1,1). Para caleular & infegral num

intervalo genérico [a, bl
4
f flr)ydz
2

precisamos fazer a substituicdo de varidvel

b—a . hb+g
-

o

demodoquesez = q, ex=4b1it= —%~’ Temos entdo

ff j,fb—a bmat+b~;a){§t

e portanto a formula (4.15) fea

B
j[ flz
4

a

Para n = 10, usamos os seguintes valores de #; e ('

{4.18)
2 ] (£.15)

Femdd

¢

Cj

-0,973906528517172
-0,865063365688985
-(,679408568299024
~(,433395394129247
-0,148874338981631
0,148874338981631
(0,433355394129247
0,679409568299024
0,865063366688985
(3,973906528517172

0,066671344308638
0,149451349150581
0,219086362515982
0,269266719309996
0,205524224714753
0,205524224714753
0,269266719309996
0,219086362515982
0,149451349150581
0,066671344308688

Tabela 4.1: Valores de t; e C;, paran = 10.

4.3.2 Integracao em k varidveis

Se f é uma funcdo de k varidveis, e I é uma caixa com projecdes [—1,+1] em
cada eixo i, entdo a férmula de quadratura de Gauss fica

f f d"*‘r = Z Z Z Cjech - C.?k 1f(t.?0 A .',“: 3) (‘i-i?)

Jo=051=0 Jp-1=0
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Ou seja, & funcio F é calculada numa grade com (n + 1)* pontos cujas co-
ordenadas sio todas as combinagdes 7,,.%,,. .., L2

I ? e~

dos pontos fo.fy, ... Tt

da formula (4.15); ¢ os valores obtidos sdo somados com pesos correspondentes
OFNN SFRN o)

Fi 1

.- Quando o dominioc {2 é uma caixa geral, com projecio (a. b
em cada eixo 4, a férmula (4.17) deve ser ajustada conforme a fdrmula {(4.16).

4.3.3 Produtos escalares

A integral [, vwdz, onde p{z) é uma funcdo da base e u{z) ¢ uma fungio geral,
pode ser entdo aproximada aplicando-se a quadratura de Gauss & fungdo [ =
u x . No caso particular em que w é uma tenda 7, é preferivel calcular a integral
separadamente sobre cada uma das células do suporte de 7(z).

4.4 Exemplos usando grades regulares

Para testar a qualidade dos espagos de splines diddicos £1[G] como espagos apro-
ximantes, aplicamos ¢ método dos minimos quadrados para as funcdes da tabela
4.2 usando virias grades regulares &. Uma vez que todas as funcdes do espago
£HG] sao nulas na fronteira da célula raiz, escolhemos para teste fungdes com esta
mesma caracteristica.

nome f6rmula

$ST5Y sin(27z) sin(2v27y)

gauss | exp(—{(z — 0,5)% + (v/2y — 0,5)%)/0. 005)
tendaR A2r - DARV2Yy — 1)

Tabela 4.2: Funcdes para testes do método de minimos guadrados.

Utilizamos as bases de tendas maximais (By,q:) € minimais {B,,,) obtidas a
partir dos niveis 6, 8 e 10 da grade diddica bidimensional infinita. Para avaliarmos
numericamente cada aproximacéo, calculamos a distancia ||u ~ «*[| pela férmula
{4.1) entre as funcDes originais e as fungdes aproximadas. Neste célculo, a integral
(4.1) fol obtida por quadratura de Gauss (secdo 4.3.1} aplicada separadamente
para cada célula da grade G. Os resultados destes cdlculos sdio mostrados na
tabela 4.3. Esta tabela serve tanto para a base B,,,, quanto para a base B,
pois os resultados obtidos foram praticamente idénticos para ambas as bases.
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Tabela 4.3: Distancias |y — z™|] caculadas para cada base de
aproximacdo. O par@metro A € ¢ difmetro das células da grade.

usando grades regulares

nivel & 8 10
A $3,1531 40,0765 0,0383
SESY 0.014688220 | 0,00347807 1 0,00080685
couss | 001386992 | 0.00297978 | 0.00068360
tendaR | 6.3x10717 | 6£.8x10717 | 6,0x107Y

38

As figuras 4.3 a 4.5 ilustram estas fungdes, suas aproximacOes nas trés grades
e os respectivos residuos v — u™. Cada fungio f estd representada em curvas de
nivel. O parametre §; € o espacamento enire 08 niveis, sendo o primeiro nivel
(")6:/2. O pardmetro dz é o Gltimo nivel tragado. A regifio entre os niveis —4; /2
¢ --4;/2 nho é pintada; tons vermelhos indicam valores positivos e tons azuis
indicam valores negatives. Os valores de §, e §y estfo indicados nas legendas de
cads figura. Todos os graficos de funcbes em curvas de nivel no restante deste

trabalho devem ser interpretadas da mesma forma.
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Figura 4.3: A fungio szsy e suas aproximagdes por minimos quadrados
nas bases By, de niveis 6, 8, e 10, tragadas com d; = 0,08 ¢ 6, = 1, 2.
Os residuos v — u* foram tragados com &; = 0,008 e &y = 0, 12.
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4.4. FExemplos usando grades regulares

Figura 4.4: Fungio gouss e aproximagdes nas bases By, de niveis 6, 8, e
10, com &, = 0,08 e 6 = 1, 2. Para os residuos v — u*, foram usados
§ =10,008 e gy = 0,12,

40
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= tendaR

nivel 10

Figura 4.5: Funcao tendaR e aproximactes nas bases 5,,;, de niveis 6§, 8,
e 10 com d; = 0,08 e §; = 1,2. Os residuos v — u* possuem ¢&; = 0,008 e
bg = 0,12,

41
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Como previsto, todas as aproximacbes da fungio tendaR (que pertence ao
sspaco £, apesar de nfo estar na base B, ) 80 praticamente iguais & fungfo
original; os residnos sdo despreziveis e refletem apenas erros de arredondamento.
No caso das fanghes szsy e gouss, o erro ¢ aproximadamente proporcional ao
quadrado do didmetro A das células, como esperado pela teoria para aproximagdes
de grau um.

4.5 Aproximacoes com refinamento da grade

Os gréficos do residuo u—u” evidenciam que os erros de aproximacio normalmente
concentram-se onde as funcdes originais possuem maior curvatura ao longo dos
eixos. Interessa portanto escolher uma grade irregular G mais refinada onde é
mais dificil simular o comportamento de u usando tendas. Isto permite obter uma
aproximacio »* bastante precisa, com uma base B de dimensio muito menor.

Pars fins de teste, usamos grades consirnidas pelo algoritmo recursivo 4.5.1
(Refina_Grade). Suas entradas sdo a funglo u a ser aproximada; a dimensio &; o
indice 7 e profundidade P de uma célula C'; um parimetro lim; e a profundidade. -
méaxima Pr.,. O algoritmo divide a céiula ¢ ¢ suas descendentes até que o
seguinte critério de divisdo nfo seja mais satisfeito. Chamamos de canto inferior:
o ponto r de ' mais préximo da origem e de canto superior o ponto s de C mais
distante da origem. A face inferior de C na dire¢do 7 é o subconjunto dos pontos
da face F(C) com coordenada 7[i] no eixo ¢ (com dimensio k1) e a face superior
de C na dire¢do i é a face andloga. O critério de diviséo consiste em verificar se a
diferenga maxima max_var entre o valor de z no ponto central de C' (linha 5) e as
interpolagtes dos valores de u nos pontos cenirais das faces inferiores e superiores
em cada dire¢do (linhas 6 a 19} é malor do que o parimetro {im, respeitando o
limite de profundidade F,; (linha 20).

O tempo de execugio de Refina.Grade é obviamente proporcional ao tamanho
da drvore construida, que é proporcional ac nfimero de células folha da mesma.
No pior caso, este algoritmo retorna uma grade G uniforme, onde todas as células
folha tém profundidade P.g, com 2Fmes células folha, 2 x 2Pmes — 1 células no
total (seciio 3.6.4), com tempo de execuciio da ordem de ©(2Fme=).
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algoritmo 4.5.1 Refina_Grade(u, &, 7, P, lim, Ppa.)

1: & «- célula de indice [;

2. ¢ir  centro de (O}

3: 7 - canto inferior de (C);

4: & + canto superior de {C;

5 max._var + 0O; valctr + ulctr);

6 fori:1 —kdo

7. forj:l—ido

& if (j#1) then

9: 717} e ctelyl; p[5] + ctei);

16: else

1 pli] = rlif; o[ + s[il;

12: end if
13 end for

14: valest « (ulp) -+ ulp”)) /2

15 &+ |valctr — valest!;

16:  if (6 > max.var) then

i7: max.var « 4;

18 end if

19: end for
20: if (max.var > lim) and (P < FP,,) then
21: D« Refina Grade(u, &, 27, P+ 1, lim, Ppez);
22:  E + Refina.Grade(u, k, 27 + 1, P+ 1, lim, Prpeg);
23 devolva uma drvore & com sub-drvores D e F;
24. else
25:  devolva uma drvore G com uma dnica célula folha T,
26: end if

4.5.1 Exemplos usando grades refinadas

Avaliamos a estratégia de refinamento local executando o algoritmo Refina. Grade
{4.5.1) sobre a fun¢io geuss mostrada na tabela 4.2. Desta forma, encontramos
uma base By, irregular de tendas com profundidade mixima 10, que utilizamos
para encontrar uma nova aproximacio u* para a funcdo gouss, também aplicando
a técnica de minimos quadrados.

Na figura 4.6 mostramos em curvas de nivel o resultado desta aproximacio,
juntamente com as fungdes u* obtidas através das bases B,,;, regulares de niveis
8 e 10, para fing de comparagzo.



4.

~

R

Aproximagdes com refinamento da grade

% = gauss

Figura 4.6: Funcdo gouss e aproximaghes nas bases By, regulares de
niveis 8. 10 e em uma base B,,;, irregular de nivel maximo 10, com
& = 0,08 e §; = 1,2. Os residuos v — u* possuem 8, = (0,008 ¢

8y = 0,12.
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As distancias ||u — »*|| e a dimensdo de cada base sdo dadas pela tabela 4.4
abaixo:

| nivel | g 8 . maxime 10 | 10

dimensao 4G 225 389 961
Mo —wi | 0,01386992 | 6,00297978 0.000690621 {}.;Oé}{,‘:ﬁé%?}ﬁ%i

Tabela 4.4: Dimensdes das bases e distincias |ju — v”]| das
aproximagies.

A tabela 4.4 e a figura 4.6 indicam gue com o refinamento local obtivemos
uma aproximacio da funcdo gauss quase 180 boa quanto a aproximagdo realizada
através da base regular mais fina. Além disso, a base irregular possui dimenséo
proxima & dimensdo da base regular de nivel 8 com bem menos tendas do que a
hase regular de nivel 10. Isto confirma as vantagens do refinamento local neste
tipo de aproximacio e a eficicia do algoritmo Refina Grade.
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Capitulo 5

Solucao de equacoes diferenciais
parciais lineares

Neste capitulo mostramos como resolver equaches diferencials parcials lineares
pelo método de Galerkin, descrito num contexto geral.

5.1 O método dos residuos ponderados
Consideremos uma equacao diferencial geral,
L{uj{z)=0 2€8 (5.1}

onde £ é um operador diferencial (possivelmente néo linear), e u(z) é a funcio
que queremos determinar, definida sobre um dominio { de dimensdo & Uma
vez que em geral ndo existe uma expressdo analitica para u{x), buscamos uma
aproximacdo u*{z) dentro de um espago de fungdes §* com dimenséo finita n - po-
lindmios, séries trigonométricas, etc. A funcdo w”{z) é portanto uma combinagio

linear das fungbes de uma base qualguer ¢ = {pg. ..., a1, de 8™
1
wi(z) =3 a;04(x)
F=0

Desta forma, para obtermos u*(z) = u(x), basta encontrarmos os coeficientes
@1, Gos - . . . Gn 10415 adequados.

Idealmente, deverfamos procurar os coeficientes que minimizam a diferenca
llu{z) — u*(z}]| entre a solugio aproximada e a solucdo exata. Entretanto, isto
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nio ¢ praticével em geral. No métedoe dos residuos ponderados, escolhemos os
coeficientes que minimizam o lado esquerdo da eguacao diferencial {3.1). Embora
ndo sejs possivel exigir gue L{u*){x) seja zero para todo z, podemos exigir que
ele satisiaca n equacles integrais da forma

onde cada wy; € uma fungio-peso arbitréria e do = drg.; ... dzy.

5.2 O meétodo de Galerkin

No método de Galerkin, as fungbes de ponderag80 w; sfo as proprias fungdes g,
da base de aproximacio. Portanto, as equagdes ficam

éﬁ(u”)(x}p;{z}d:ﬂ =0 t=0.._.n~1 (5.2}
que podem ser escritas como
{(L{u"), ) =0 i=0,...,n~1
Ou seja, no método-de Galerkin procuramos tornar o lade esquerdo de (3.1} .

ortogonal as funcbes da base. Substituindo v*(z) por }:?;3 a;e;(z), podemos

escrever a equacio (5.2) como ri(a) = 0. onde a é o vetor (ay,...,0,) €
n—1
n@ = [ L se)@ntae i=0..n-1 (53)
=0

5.3 Eguacoes lineares

Note que se £ tem a forma £(u) = A(u)+g(z), onde 4 é um operador diferencial
Hinear, esta expressao pode ser reescrita na forma

na) = [ (AT we)@)+ 9@ | eade = i=0..n-1 (54
0 i

bR

;mjliﬂ(@j){x)%(x)dz+Lg($)cpi(3}dx i=0,...,n—1 (5.5)

Portanto, as equacBes r;(a) = { formam um sistema também linear de n equagdes,
nas varidveis a,, ..., a,, que pode ser resolvido diretamente. Neste caso, o método
de Galerkin geralmente ¢ bastante eficaz [Joh8T].
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5.3.1 Reduzindo a ordem das derivadas

Quando a equacdo (5.2) possui alguma integral na forma

f (V- Wp de (5.6)
Q

onde W ¢ uma férmula vetorial envolvendo derivadas e ¢ é uma funcéo da base, po-
demos reduzir a ordem das derivadas utilizando o teorema da divergéncia [Leid4].
Este teorema afirma que

Vo (Wy) =W - (Vy) + (V- W)g (5.7)

portanto
(V- W)p=¥-(We) ~W - (Vg)

Integrando os dois lados desta expressdo, encontramos a equacho

£
o
st

jf (V- Wgdz = f V- (We)dz - jf W - (Vp)dz (5.
Q 0 £

Pelo teorema de Green {Lei%94], o primeiro termo no lado direito da férmula (5.8)
pode ser reescrito como

/V-(W’g&)dﬁf =f {(We) - ads
0 a5

onde J%2 representa a fronteira da regigo €2, ¢ € o vetor normal 3 fronteira num
determinado ponto, e ds € um elemento infinitésimo dessa fronteira. Logo, a
formula (5.8) fica

ji(‘v -Wiedr = j';ﬂ(ch) - xds — j[ W - (Vo)dz (5.9)

4]

No nosso caso, £2 é a célula raiz de uma grade diddica e ¢ € uma tenda, que é zeto
na fronteira 012 da mesma. Portanto a expressdo (5.6) reduz-se a

f oV Wde = — f (Vo) - Wiz (5.10)
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5.3.2 A equacio de Helmholtz
Como exemplo consideremos a eguacio de Helmholiz
Viu{z) + bu(z) = f{u(z), 1) (5.11)

onde V2 ¢ o operador laplacianc, b é uma constante e f ¢ uma funcglio de u e de
z. Note que, guando f ndo depende da solugdo u, 2 eguag@o (3.11) é linear. A
equacdo de Helmholiz é muito usada em geocibneia, meteorologia, etc. [Gom99,
Vved3]

Substituindo u pela aproximagao v”, e aplicando o método de Galerkin {equacic
(5.2}), obtemos

f(v"‘u* +bu" M zypi{z)de = _,[ flu™{z), zheslz)de ;= 0,...,n—1 (5.12)
Q 0
Para simplificar, omitiremos novamente o argumento “(x)” nas integrais que se-

guem. Escrevendo u" como a combinaco linear Ejj;g a;; e desenvolvendo o
lado esquerdo da equagio (3.12), obtemos

n-1 n-1
LVQ<Zw;)soidw + bf(z a;p5)pidr =
2 5

=0

n-l n—1
Zajf(v%)widx—i-bzfzj[c,om-da: (5.13)
F=0 & 3=0 i

Reduzindo a ordem das derivadas, conforme a segfo 5.3.1, decompomos ¢ operador
laplaciano na expreso (5.13} em termos de gradientes, na forma

n—1 n-1
Yo (Vo) (Valds +0Y s [ ereds =
o par S

F=0

de maneira que obtemos o sistema

m1
Zajj(\'fgcj) (V) + blgjp)de = f fosdx 1=0,...,n—1
g=0 798 n
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Em forma matricial, o sistema é Ec = g, onde a é o vetor {coluna) dos coeficientes
de w*, F é a matriz n X n tal gue

Ly = J/[{V%ﬁﬂ (Vi) + blpspde
Q
e g é o vetor (coluna) tal que g; = [, fyida.

5.3.3 Produto escalar de gradientes de funcoes tenda

O produto escalar {(V7', V7”) dos gradientes de duas tendas, assim como o produto
escalar entre elas {sec@io 4.2), também pode ser decomposto na soma de integrais
sobre as células da tenda de maior profundidade contidas no dominio da tenda de
menor profundidade. Ou seja,

e o o _ G AN .
(V7' V17 = j{%% (8%) (3351'} dz = jré (55&'} (6@} dz  (5.14)

onde (7 ¢ uma célula do suporte D' da tenda 7/,

que o suporte D da tenda 7%, e C} € (D' N DY).

Desta forma, usamos a mesma técnica da secho (4.2) para calcularmos (V7' V')
A partir da definicio (3.1) de uma tenda, podemos escrever os gradientes V7' e
V7" como dois vetores de k elementos tais que

0 gual supomos ser menor do

k—1
(V) = @/ Q) T Q. — 8y [] A@*Qjz;-6)  (5.15)
0,5
e
k-1
(V’?’”}i = {Qi/k@ai) I’(az—{?/"Q’izi et éi\ + /5:) H A(a;(i’j/kQ;mj - 5;) -+ 3})
0,55

(5.16)
onde I' é 3 derivada da funcio A (figura 5.1), definida por

-1 sel<2<1
Mzy=4¢ 0 sejzi>1 (5.17)
+1 58 -1 <z <l
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]
3]

1,8 Lo

0.0 % 0,0 00 0,0
1) ' W 1) )

-1,0

Figura 5.1: Fungles A {esquerda) e I {direita).
( produto escalar (V?*f V', restrito a ¢V, é dado por

=l z —1 A )
j[o i[ Z*“‘z H AR Qz; — I Mea (PP Qlry — 87) + Bi)dzmpr - dag
%

Ve im0 j=lg

18)

[ 11

(
tal que

i =T Qm; ~ 8,) (VR Q) Tou (25 Qs — 6;) + 5i) (275 Q)
oﬁée o0s valores de z7, z! o; ¢ 3; sfo os mesmos da segio 4.2, usados na equacao

77

( . Desenvolvendo a equagae (5.18), obtemos

f J[ H A Qj/ka ) (@1(23/}:@ iTi 5;) + Bijdze—y .. . dxg
z-e “he =05

(5.19)
Separaado as integrais, e observando que u; é constante dentro da célula (7,

Z}uz (f zd.’ﬁi} (f A DJ/AQi"L' — & )@-(Ciz{zj/kQ L3 — 5’) 32)d$j)
x7 FE N

i)

{5.20}
Considerando que [ ¢ ; Edzz =z] ~ 20 = (2¥%Q})7, e realizando as mudancas de
varidveis (4.10), obtemos

& i, uf
Som@Q)™ T ( W}CQJ'}Jf " Au) Ao + B)du; = (5.21)
=0 F=0,3 i
k-1
= QE/“Q )= Zm H f (uj) Aaius + Bi)du; (5.22)

F=0.#4

As integrais fuo Auj)A{oyu; + 8;)du; podem ser calculadas através das férmulas
{(4.11) a {4. 14)
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5.4 Exemplo

Para testar numericamente esta teoria, resolvemos especificamente a seguinte
equagdo de Helmbholtz:

V3 4 0,50 = 9% + 0, 5(sin(rz) sin(2v/27y)) (5.23)

cuja solugdc exats € a fungdo
u = sin{wz) sin{2v/27y) (5.24)

Usamos 4 bases B, de aproximacao, extraidas das grades diddicas uniformes de
profundidades 6, 8, 10, e de uma grade irregular de profundidade 10. Construfmos
a grade Irregular executando o algoritmo 4.5.1 (Refina Grade) sobre a funcgéo

5.24}, representada em curvas de nivel na figura 5.2. As solugdes aproximadas e
o erre ||u ~ u*l| de cada teste sio mostrados na figura 5.3.

Figura 5.2: Solugdo exata da equacdo (5.23) de Helmholtz, com §, = 0,1
e 52 = 1, 1.



Exemplo

nivel 8 o - y*

Figura 5.3: Solu¢io da equacao de Helmholtz usando bases minimais
definidas sobre grades regulares de niveis 6, 8, 10 e uma grade irregular
de profundidade méaxima 10, com 6, = 0,1 e §3 = 1, 1. Os residuos

1y~ u* possuem 01 = 0,006 e §y = 0,07,
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Na tabela 5.1 o seguir, estfo as disténcias [lu — u*{|, as dimensdes das bases
utilizadas e os valores dos didmetros A das menores células de cada grade.

nivel B & maximo 10 10

A 0,1531 0,0765 0,0383 0,0383 |
dimensic 49 225 439 961

u—w™f] | 0,02192191 | 0,00550957 | 0,00331064 | 0,00137926 ‘

Tabela 5.1: Dimensdes das bases e distdncias |lu — u”|| das solugdes
aproximadas de uma equagio de Helmholiz.

Assim como nos exemplos anteriores, os erros de aproximacio sdo quase pro-
porcionais a A® nas aproximagdes pelas bases regulares de niveis 6, 8 e 10 (com
proporcoes de aproximadarmente 18 ;4 1 1), Utilizando a base adaptativa, redu-
7imos a dimensio do espaco de aproximacio para menos da metade da dimensio
da base regular de nivel 10 (dimensio 439 < 961/2), diminuindo portanto o custo
computacional. U erro relativo a esta base adaptativa, contudo, fol maior do que
o dobro do erro relativo a mesma base regular para o caso estudado.
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Capitulo 6

Solucao de equacoes diferenciais
lineares e dependentes do tempo

Fstenderemos agora a discussio do capitulo anferior para abordarmos um caso
particular de equacio diferencial parcial, com a forma

Llu)z,t) =0 ze€Q (6.1}

onde L € novamente um operador diferencial, z ¢ um ponto do dominio £, com
dimensao k, e u(z.t) é a funcio que gueremos encontrar, varidvel no espago {x) e
no tempo (t). Poderiamos simplesmente usar o métode de Galerkin mostrado na
secao 5.2 e resolver a equacao (6.1) tratando o tempo ¢ e as outras z; dimensoes da
mesma forma. Entretanto, para utilizarmos tendas como base de aproximacao,
teriamos que constrair uma grade diddica 7 com dimensfo & + 1, na qual os
refinamentos no tempo estariam atrelados a refinamentos no espago e vice-versa, o
que pode ser altamente indesejavel considerando que estas grandezss nko possuem
uma relago direta.

Nestas situagOes, é comumente utilizada uma solugdo alternativa em gue o
método de Galerkin € aplicado apenas nas dimensdes espaciais (1), e o método de
integracio de Buler [PEF'TVE86] é usado na direcdo temporal. Mais precisamente,
pars cada instante £, usamos 0 método de Galerkin para calcular a derivada tem-
poral %%. Calculamos entdo a funcio ¢ em um instante posterior ¢ + Af como

Hu\ @
ptAY o, g (5{) x At (6.2)

Na verdade, trabalhamos com uma aproximacio v* de u, v* = Z?;(; a;@; onde as

e

)]
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funcdes ; ndo variam com o tempo 1. Portanto precisamos calcular coeficientes

. -t -
bos - - -, by tals que £ = 507 by, e entdo fazer
fhs ALY ¢ 8
a0l g At (6.3)

6.1 A difusao do calor

Para avaliar os espagos de splines diddicos £{G] neste tipo de aplicagio, realiza-
mos testes com a equacio de difusBo do calor em melo isotrépice. O fenfmeno
da transferéncia de calor € amplamente citado no estudo de equagdes diferenciais
parciais porque serve de modelo para outros fendmenos de difuséo [Men77, Twig4,
Vic81]. A difusgo do calor em meio isotrépico é descrita pela seguinte equacdo:

ar{z,t .
@Y _ g(2)9T(a, 1) (6.4)
ot
onde T{z,%} é a temperatura em um pOBO = = {Zg, ..., Zx—1) de um dominioc O

k-dimensional, no instante ¢ e K{z} é a fungdo de condutividade térmice em z.
Esta expressdo indica que quando hé uma distribuicdo de temperatura irregular
em wm corpo ou superficie, entdo ocorre transferéncia de calor dos pontos de
maior temperatara para 05 pontos de menor temperatura, até que o corpo alcance
temperatura constante.

Esta equacdo € lnear na solucdo T(z,t}). Se o meio for homogéneo — isto é, a
funcao K{z) é constante em 2 — e a distribuicdo do calor no instante ¢ = 0 for um
impulso de Dirac [Bra78] centrado no ponto z°, entdo a solugdo analitica [Sew§8]
da equacio (6.4) €

h L 2
T{z) = £ ; B o= _ 2l e (6.5)
dr Kt 4Kt
Esta funcio € uma gaussiana simétrica com centro em (z§....,77_,)-

Na solugio numérica, comegamos aplicando a condicio de Galerkin (secao 5.2)
a equacdo (6.4) apenas no dominio espacial {2, obtendo

[(g_}{vzﬁ”>gptdz={} =0,...,n—1
q \ Ot

ou 52ja

J[ %q}idﬂt = K[(VzT)diﬁ t={,...,n~1 (6.6)
114 2
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. L , n~1 ar n-1 .
onde dr = dzp....dzg. Substituindo T por 37070 a0 & 5 por 300 by,
resscrevemos a equacio (6.6) para cada i como

-1 n—1
/(z bipiJedz = K ;{Vg > e yeds =
R e AR e

n~1 el
25::[ oppidr = KZ@[(VQ%}@@ (6.7)
j=¢ 78 §=0 f2

Reduzindo a ordem das derivadas no lado direito da equagdo {6.7) através dos
teoremas de Green e da divergéncia (se¢io 5.3.1}, obtemos

n—1 fi—1
Zéj; [ wiody = WKZ{zjf(V%} (Vg dz (6.8)
j:ﬁ 1 fe=l &

ou seja, a equagdo (6.6) corresponde & um sistema com representacio matricial
Eb = ¢ noqual £ é a matriz n X n com Fy; = (g, v;), e ¢ é o vetor {coluna)
tal que ¢ = K 2’;;é a; (Vi Vigg). Supondo que os coeficientes o; em um dado
instante sejam conhecidos, resolvendo o sistema encontramos os coeficientes b;
neste mesmo instante. Com estes valores, calculamos os coeficientes e58 em -
funcioc dos coeficientes ol! através da férmula (6.3) da integragio de Euler.

6.2 Exemplo de simulacao

Nos testes numeéricos, simulamos o processo descrito pela equagdo {6.4) no inter-
valo de 2 == 0,0004s a t/ = 0,006s, com At = 0.000007s, usando como vetor
inicial a os coeficientes da aproximacao por minimos guadrados na base ¢ = B,
(seg@o 4.1) da solugdo exata {6.5), para o instante inicial (¢ = ¢°). Compara-
mos o resultado final da integragio 7/ (z) = T*(z,#) com a aproximagio 7 (z)
da solucio exata T(xz,t/} (6.5) no instante final {f = ¢/}). Desta forma, o erro
[;T f gt i| reflete apenas 0s erros de integragio no tempo, e nao o erro {ine-
vitével) da aproximacio da solugio T no espago £1[G).

Empregamos as mesmas bases regulares usadas nos experimentos anteriores,
com tendas de profundidades 6, 8 e 10. Utilizamos também uma base irregular,
contendo tendas de profundidade mdxima 10, sendo que todas as 4 bases citadas
sdo minimais. A base irregular fol obtida através do algoritmo 4.5.1, Refina_Grade,
aplicado & solugdo final T{z, /).
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Nas figuras 6.1 a 6.4 exibimos 10 estdgios de simulacfo para cada hase, desde
a temperatura no instante inicial (77{z,1%)) até o resultado final de integracfo
(7). Na dltima linha de cada sequéncia mostramos também a solugio (T7) e o
erro (T7 — T/,
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¢ = 0, 00040s, 5; =23,5

Exemplo de simulacio

t = 0,00045s, &; = 14

;8

_#=0,000495, 8, = 13,8

61

solugio “exata” (T7), &,

-1,

;

{

erro (TF —7*7), 6; = 0,1

e

B

-

Figura 6.1: Simulagao da difusfo do calor com uma base regular de

profundidade 6. A dltima linha mostra o resultado final da integragio

(T*7), a aproximagio por minimos quadrados da solugio exata
correspondente (17), e a diferenca entre estas duas. Todas as imagens
tém parametro 9, = 188,0.

ke
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b= 0, 00040s, 51 = 43,5 1= 0,00045s, 61 = 20,0 1= 0,00048s, 6; = 18,1

+=0,00051s, 4y = 17.5 t==0,00108s, 6; = 7,5 t = 0,00178s, 61 = 4, 4

Figura 6.2: Simulacdo da difusdo do calor com uma base regular de
profundidade 8. A dltima linha mostra o resultado final da integracéo
(T*7), a aproximagio por minimos quadrados da solucio exata
correspondente (T7), e a diferenca entre estas duas. Todas as imagens
tém parimetro d; = 188, 0.
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N1 S O{}Qjéﬁs, &

18,3 t=4, 0804%, 8 = 16,5

t = 0,00040s, §; = 23,5

*f)?

Figura 6.3: Simulac@o da difuso do calor com uma base regular de
profundidade 10. A ltima linha mostra o resultado final da integracio
(77, a aproximacio por minimos quadrados da solucio exata
correspondente (T7), e & diferenca entre estas duas. Todas as imagens
tém parfmetro ¢ = 188,0.
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£=0,00040s, 5, =23,5

=0, 00045s, &; = 18,3 == 0,00048s, & = 16,5

i

t=0,00051s,6; =16,0 ~  ¢=0,00108s 5 =

t=0,00178s, 8; = 4,5

t = 0,00458s, 51 = 1T

Figura 6.4: Simulacdo da difus@o do calor com uma base irregular de
profundidade méxima 10. A 1iltima linha mostra o resultado final da
integracio (7)), a aproximacio por minimos quadrados da solugio
exata correspondente {T7), e a diferenca entre estas duas. Todas as
imagens tém pardmetro d; = 188, (.
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Na tabela 6.1 2 seguir mostramos as distincias |17 — 7™/, as dimenses das
bases e ¢ difmetro A das menores células de cada grade.

nivel 8 maximo 10 10
A £,1531 08,0765 £.,0383 0.0383
dimensio 49 225 437 961
fu—w*|] | 0,17572679 | 0,07047778 | 0,02286419 | 0,02344591

Tabela 6.1: Dimensdes das bases ¢ distincias || T/ — /|| entre os
resultados finais de quatro simulacdes de um processo de difusdo.

De acordo com as distancias [ju — w”|] {tabela 6.1), o ganho de precisgo devido
ac refinamento das grades na integragdo no tempo fol um pouco menor do que
¢ ganho de precisao obtido com este refinamento nos exemplos de integracao
espacial (secio 5.4). Entretanto, na simulacio realizada com a grade irregular de
profundidade mixima 10, obtivernos uvm resultado t8o preciso gquanto o resultado
obtido por intermédio da grade regular mais fina, de nivel 10, com uma quantidade
significativamente menor de elementos na base. Nesie sentido s integracdo no
tempo com refinamente local mostrou-se bastante vantajosa.
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Capitulo 7

As equacoes de escoamento

A partir deste capftulo nos voltamos especificaments para o problema do escos-
mento bifsico dleo/dgua em melos porosos. Comegamos revisando o sistema de
equagdes diferencials nfo linear e dependente do tempo que descreve este processo
fisico [AS79, Cri77], desde uma abordagem geral até nosso caso particular, que
depois serd discretizado e modelado por fungdes tenda.

7.1 Modelagem matematica

QO escoamento de petréleo em meios porosos pode ser descritc por um conjunto
de equagdes diferenciais parciais néo lineares. As equagdes refletem as leis de
conservacic de massa, viscosidade ¢ pressio. Para obter as equagOes consideradas,
tomamos comso base um elemento infinitesimal de volume com dimensio dx, dy e
dz, contendo rocha e fluidos, como ilustrado na figura 7.1.

dz

dx i

Figura 7.1: Elemento infinitesimal dx x dy x dz
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A lei da conservacio de massa diz que, num determinado intervalo de tempo
dt,

e,
e
-

R

e = Mg + Ty = My
onde:

m, — m, € a diferenca entre a massa que entra e a massa que sal através de todas
as faces do elemento;

™y € a massa que enira ou sai do elemento através dos pogos produtores ou
inietores;

m, & 0 incremento na massa de fuido presente no volume.

Definimos a velocidade de escoamento v,, v,, v, da seguinte forma: v, é o
volume de fluido dV que atravessa um elemento infinitesimal de Area dA perpen-
dicular ao eixo z, num intervalo de tempe dt, dividido por estes dois,
4V

dtd A,

Uy

e igualmente para 05 demais eixos

v, v
7 didA,

Uy =

T odtdA4,’

O vetor v = {vg, vy, v;) é a velocidade do escoamentio.
Portanto, se considerarmos apenas as faces perpendiculares ao eixo z, a parcela
correspondente da diferenga m, — m, é dada por

)
—gg(pvx)dydzd.rdt
onde p é a densidade. Se considerarmos ¢ fluxo nas diregbes z, y & 2z, temos
Me — Mg = 5‘{ ) dydzdzdt — mfz{ Vdzdzdydt ~ é—( v, Jdzdydzdt
e s = azp’?::: Y ayp?fy Y 32'03 Y

Z, %, £) podemos escrever

e — My = —V.(pv)dzdydzdi

Em forma vetorial, usando o operador V = (

Por outro lado, a massa dos pocos pode ser escrita como

Ty = pQBdt
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onde (J é a vazdo (volume por unidade de tempo) medida na superficie, e B é o
fator wolume de formagdo, que representa s relagho entre o volume do fluide no
reservatdrio e seu volume em condicbes padrfes. Finalmente, a variagio na massa
acumulada é dada por

b
Mg = égg@p;dmdydzdfz

onde ¢ ¢ & poresidede da vocha. A porosidade ¢ indica a fracdo do volume que
nfc esta ocupada pela rocha, mas pelo fluide.
Assim, a equacfo (7.1) assume a forma

-V {pv)dzdydzdt = gé(g’;p)dxdydzdt ~ pQBdi (7.2)

7.1.1 A lei de Darcy

A velocidade v, do escoamento, por sua vez, ¢ dada pela formula empirica conhe-
cida como Lei de Darcy. Para melos isotrdpicos,

. K(@p K’(@p ) K(@g} )
= (OB ) = B[0P SR
o\ o) w T\ ) Y PGP

onde K € uma propriedade do meio chamada permeabilidade, 1 é a viscosidade
do fluido, e g, € a componente do vetor gravidade na dire¢fio do eixoe z (que nfo
é necessariamente zero, porque © eiXo z ndo € necessariamente vertical). O fator
g{g — pgs € denominado diferencial do potencial, e é a forca que obriga as particulas
do flzido a se moverem. Em forma vetorial

v = —-g {(Vp—pg) (7.3)

No caso de meios no isotrdpicos, o fator K deve ser substituido por um fensor,
representével por uma matriz

K= kg k ky
kz:z il'l"zy kz .3
Frequentemente as direges principais do tensor coincidem com os eixos de coor-
denadas. Nestes casos X tem a forma

,Zi?;,; kzy k:x:z‘?

ke 00
K=10 k ©
0 0 k

Chamamos & de tensor de permeabilidade absoluta.
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7.2 Escoamento bifisico dlec/4gua

7.2.1 BSaturacoes relativas

As leis de escoamento exigem algumas adaptacbes quando descrevem o fluxo de
dols ou mails fluidos imisciveis, chamados fases. MNesta situagio, utilizamos o con-
ceito de safurscdo relotive, no gual o volume de escoamento € compartilhado entre
estes fluldos. As saturacBes sfo expressas como fragdes do volume de poros, ou
seja, do volume total menos o volume ocupado pelas rochas. Consequentemente,
ndo podem assumir valores negativos nem superiores a 1, € sua soma & sempre 1.
Considerando duas fases apenas, digamos 6lec {0) e dgua (a), femos portanto a
equacio

Se+ S, =1 (7.4}

cnde S, ¢ a saturagdo de dlec e 5, € a saturagio de dgus.

Observa-se gue 0 escoamento de uma fase é dificultado pelas outras, mais do
que seria causado apenas pela reduclo do volume de poros. Ou seja, cada fase
atrapalha ¢ escoamento das outras de maneira que o fluxo multifdsico total é
'sempze mais lento do que o mesmo fluxo com apenas uma de suas fases. Portanto
nas equacdes a permeabilidade K deve ser multiplicada por um fator %;. chamado
permeabilidade relativa, que expressa essa reducio. O valor de k; & préprio de cada
fase. A soma das permeabilidades relativas é sempre menor ou igual a 1. Onde
uma fase estd sozinha {S; = 1) a permeabilidade relativa k; serd 1, mas cada %
pode ser maior que o 5; correspondente.

7.2.2 Pressoes capilares

As presstes de cada fase também possuem diferengas, porque normalmente algu-
mas delas aderem as rochas mais facilmente e exercem uma forca de compressdo
sobre as demais, que precisam compensi-la para manterem o equilibric. Portanto
em vez de urma Unica pressio p, devemos considerar uma pressio gy diferente para
cada fase [.

Esta pressfiv adicional € chamada pressdo capilar. Quando o meio possul
apenas duas fases, a fase m que adere mals facilmenis & rocha é dita molhanie
{ou molhada) e a outra fase n é dita nde molhanie. Nesse caso a pressdo de
capilaridade é definida por

Pcnm(sn: Sm) = Pn — Pm
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onde F_... ¢ uma fungio da saturacio destas fases. 5, e S,,. Em um sistema
contendo apenas dgua e dlec, normalmente a dgua é a fase molhante e 0 dlec é =
fase nho molhante, ¢ portanto escrevemos a pressio de capilaridade P, do dleo
sobre 5 dgua comeo

Pcoa(sat So} = Pe ™ Pa {?5}

7.2.3 A eguacao geral

Levando em conta estas caracteristicas, podemos re-escrever a relacdo (7.2) para
uma fase ! de um fluxo multifasico ndo miscivel como

o ky  {op -
e A K e | 2 — g, | dydz ; 7.6
EE {pz 15, (83: P19 H ydzazdt + (7.:6)
a ;1 kg (3}93 >

JRT— . [ d |

5y EIQK}%!B& ( zdadydt +

J ki ( > I 7
— K — | == — g, V| dodydzdt =
{P B \ Bz P1gx ;] ¥
o Sio
o (;;FB—!) drdydzdt — pChdt

Escrevendo-a na forma de divergente,

V(0K (V= pa)) - 55 (052 ) + =0 &
onde g; é a taza de injecdo {volumétrica), que representa o volume de fluido
introduzido num dado volume, proveniente de fontes externas ao sistema (no caso,
pocos de injecdo e extracdo), por unidade de tempo. Quanto g assume valores
negativos, determina uma taxa de extragdo. A relacio entre a vazéo (J; e a taxa
de injecao q; é expressa por

&
drdydz

O termo k; depende da saturagio da fase [ e os termos py, B e o dependem
da pressfo e temperatura da fase [, logo ndo podem ser retirados das derivadas da
equacdo (7.7). Além disso, os termos K e ¢ dependem da posi¢io no reservatério.
Estas dependéncias constituem propriedades de estado dos fluidos, da rocha ou
propriedades rocha-fluido, e sdo responsdveis pela nio Hnearidade acentuada do
sistema final.

q; =
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Capitulo 8
Discretizacao das equacoes

Este capitulo mostra a discretizagio matemadtica das equacdes de escoamento vi
sando 2 aplicaglo do métode de Galerkin com as bases de fungbes tenda. Aldm
disso, explica em detalhes a integracic no temps e no espage destas equaghes,
utilizando tanto grades diddicas estdticas quanto dindanicas.

8.1 Discretizacao das equacces de escoamento

Neste trabalbo utilizamos o modelo fisico conhecido na indfistria como Black- 01l
restrito a duas fases apenas — dgua (I = ‘a’) e dleo (I = ‘o), com pressdo de ca-
pilaridade nula (p, = p,}. Neste modelo, as duas fases liquidas sfo consideradas
imisciveis. Uma vez gue as variagfes de pressdc de ponto a ponto sdo pequenas
comparadas com a pressic média no reservatério, é conveniente trabalhar ape-
nas com a diferenca p(z, v, 2,¢) = polz,y, 2,8} — B = po(2, %, 2,t) — 5, onde § €
uma pressdo tfpica constante no £spago e no tempo, préxima da pressio média.
Podemos portanto resolver a equagdo (7.7) encontrando as fungdes

p($:y= th) € Si{x:y:z:t)

que a satisfazem, dadas as demais fungdes e pardmetros {p. k, u, B, 9, g, etc).

8.1.1 Discretizacio das variaveis

Ag funcdes p e 5; serdo aproximadas por combinaches lineares

n—1 -1
Pyt = altiezyz) e Simyat) =y (B)it)e;(w v 2)
j=0 J=0

73
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onde cada ;{z,y, 2} é uma fungio de base do espago de aproximagio, que depende
apenas da posicdo (z,y, z), e os coeficientes ¢,(¢) ¢ {§;);(¢) variam com o tempo.
A solugho serd caleulada apenas para valores discretos de tempo 1.

8.1.2 Critério de Galerkin

A discretizagao das equagdes de escoamento (7.7) é feita pelo método de Galerkin
{(secdo 5.2), aplicado as coordenadas espaciais para um instante £ fixo, como no
capiiulo 6. Lembramos que este método axige gue o residuo das equagbes diferen-
cias {7.7) seja ortogonal as fungdes da base. Obtemos ento para cada fase [ as
equagdes

i S*g ‘
xL(V»W’z“éfE(PE ée:)'i',ozgg\);}gdv:@ ‘z:ﬁ:---:ﬂ"‘l

onde dV = dzdydz, ¢ simbolo - indica o produto escalar no R® ¢ W, é o campo
vetorial

k;
W, = ﬁgK“““‘é“‘“(V? - o1g)

Ou seja,

ra [ S , ,
f (V-W)edV = j 'a?( * )c,otdv f pgpidV i=0,...,n—1 (81)
2

Observe que, de modo geral, o lado esquerdo da equagio (8.1) mede o desloca-
mento dos fluidos, e o lado direito mede a variacio local das saturagdes com o
tempo.

8.1.3 Termo do fluxo

Desenvolveremos primeiro o lado esquerdo da igualdade (8.1} acima. Aplicando
a reducao de derivadas descrita na secdo 5.3.1, reescrevemos esta formula como

j[ (V- W)dV = mjf(‘l}’api} -WidV
t fi

Expandindo o termo W, obtemos

—~j;(th,-}-W}de ‘“j;{viﬁz')' (P B VZ%% p,;g))
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=
()

s ok B o )
N A §:a~' Koo N5 — (0K —Y{ ) | dV =
/%_ ©i) {M oK g V5 (o ;zsz}“Ozg}

-1

o "'E“f SRV
- ; Wy { e 3805 1 AV 7oy (K 3 ay
jfE 4 (‘7% (oK mefi?‘g} Wt | Vo lnKom)lng)

41 hprs

n—1
k,g j[ kf
= 0 | Vo (nK—=)WVWeidV + | Vi (K dv 8.2
- Jfﬂ wi (o mBz> etV + [ Ve (o1 #iBl)(ng) (8.2)

Expandindo agora o lado direito da igualdade (8.1}, obtemos

& { ;o = ) )
f;;:ég (% z(&%@;} AR j/;;i?gg,giﬁidi {83}
s

Para simplificar estas equacfes, vamos supor que as variagdes de pressfo dentro
do reservatfrio tém efeitc desprezivel sobre a densidade dos fluidos e sobre a
porosidade da rocha. Portanto podemos considerar

gg (%5?) =0 (8.4)
Como as fungoes ¢ ndo dependem do tempo ¢, a férmula (8.3) fica
;V“j (-51(5 1) [ 2800dv - [ pgodv (8.5)
T\ ;) o0 B PiPi j{zpzfﬂm

J=0

8.2 Forma matricial das equacoes

A férmula (8.2} do lado esquerdo da equagdo (8.1), na forma matricial, pode ser
escrita como Fra + f;, onde a é o vetor (coluna) dos coeficientes da pressdo p; E;
é a matriz n x n definida por

ey = = [ (o) (V) - (V)Y ij=0.n=1  (89)
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e fi & o vetor (coluna) definido por

()i = J/{V%\ ApK—pmg)dV i=0..,n-1 (8.7)
Y B,

A formula (8.5} do lado direito, por sua vez, torna-se Gib) + Ay, onde &) é o vetor
{coluna) das derivadas dos coeficientes (b;); da saturacgdo S, (b)); = g%%’#i; G éa
matriz n ¥ » definida por

ol .
G = [ BDypspdV ij=0,.n -1 (5.8)
o D
e h; € o vetor {coluna) definido por
(hg)g = — / pgq;gaidv g == {3, el 1 {89)
o
As equagbes (8.1), portanto, podem ser escritas como
Eug-+ fi = Ggég + {830}
Colocaremos agora a saturacdo do dleo em funcéo da saturagdo da dgua, usando
a identidade S,+ S, = 1. Sejam cy,..., ¢, tais que 3 c;¢;{w) = 1 para todo z em
Q. De 5, =1—5,, concluimos que (b.}; = ¢; — (b,); e portanto (b)); = —(b,);-

Podemos entao escrever as equacdes de fluxo destas duas fases como o sistema

final ;
E, -G, a N _ [ ha ~fa
( E, "Go ) ( b; ) - ( he "‘fo ) (8.31)

Este sistema possul 2n equagdes, sendo n equagdes para cada fase, e 2n varidveis,
que sdo os vetores a e b,

8.3 Integracac no tempo

A simulagio do escoamento de petrdleo consiste em resolver o sistema (8.11)
para cada instante ¢ fixo. Com isso obtemos os coeficientes das pressbes a; e as
derivadas temporais (¥,); da saturagio da dgua. Usamos entdo as derivadas (b} );
para calcular o estado do reservatdrio no instante seguinte, depois de um certo
intervalo de tempo At, como no capituio 6. Mais precisamente, as saturagdes para
o proximo instante ¢ sio recalculadas pelo método de integracio de Euler,

() = ) + At G=0,. . m—1 (8.12)

Finalmente avan¢amos para o préximo instante (¢ ¢ t-+Atf) e repetimos o processo
todo.
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8.3.1 Dados da simulacao

No inicio do processo (¢ = 1) fornecemos ao simulador a pressio tipica # {cons-
tante ac longo da simulacio) e a distribuicio inicial da saturacdo da agua 5,
descrita pelo vetor de coeficientes A Supomos também que as taxas de injecdo
{as distribuicdes g;) sao conhecidas em cada instante t. A evolugdo do estado do re-
servatério ocorre devido & vazio dos pogos {g % 0}, gerando diferengas de presséo
gue Dor sua vez causam movimento do fluido, ou seja, variacio nas saturaches ao
fongo do tempo.

8.3.2 Calculo das pressoes e Huxos

Note que o sistema (8.11) nfo ¢ linear, pois tantc as matrizes E; e G; quanto os
vetores by ¢ f; dependem dos coeficientes a; (eles dependem também dos coefici-
entes b,;. mas estes sdo conhecidos num dado instante £). Portanto a solucdo do
sistema € determinada através do método iterativo de Newton [PFTV86]. Usamos
como aproximagoes inicials para os coeficientes da pressio os mesmos coeficientes
do instante anterior:

) , (=51
{Zj <—{lj

A cada iteracao do método de Newton, recalculamos as matrizes E; e & e os
vetores by e f; usando os valores mais recentes de a, e os valores de b, {(que sdo
fixos para cada t). Em seguida resolvemos o sistema (8.11) supondo que essas
matrizes e vetores s&o independentes de a.

o E, =G\ [ ha —f
ba Eo _GG ho _fo
Efetuamos varias destas iteracSes até o vetor o convergir.
Note que a suposi¢do de que os fluidos sfo incompressiveis (8.4) implica que a

pressao p; nao tem ‘memdéria’, isto €, ela depende apenas das saturagdes e taxas
de injecAo nos pogos ¢ no instante £, e ndo da pressio nos instantes anteriores.

8.3.3 Cilculo das taxas de injecéo

As funcdes g, deveriam ser zerc em todo o reservatdric, exceto nas vizinhancgas
imediatas dos pocos. Na nossa formulacdo, entretanto, estas fungdes sdo apro-
ximadas por combinagles g; = »_ ey de tendas da base. Também adotamos



84. Adaptagdo dindmica da grade 78

sempre & base B, colocando os pocos sobre vértices completos da grade, de
maneira que nas combinagdes cada poco € representade por uma tnica tenda ;.

A taxa de injecdo ¢, normalmente é diferente de zerc apenas na vizinhanca dos
pogos onde ocorre injecdo de dgua. Nestes pontos g, é positive. Entretanto, g,
pode assumir valores negativos em algum pogo de extracio se & saturacho de dgus
nesse pomto for positiva. A vazo ¢,. por outro lado, em geral nunca é positiva
porque ndo ha injecio de dleo, e assume valores negativos somente nos pocos de
extracio.

Na prética séo dadas apenas as vazbes totais O;; em cada poco, em fungfo do
tempo. Se a vazdo da fase [ no pogo 7 € representada na taxa g pelo termo eyp;,
entdo devemos ter

@zg‘ :jezz‘%dv
£

Na verdade para pogos de injeclo (J,; ¢ dado e (J,; € sempre zero. Para
pogos de extracio, conhecemos apenas a soma O = (Jy; + @, {vazdo total de
fluido bombeado). A propor¢io de dgua e dleo no fluido obtido depende de suas
saturagses e mobilidades relativas das duas fases. Portanto, recalculamos as vazles
em cada pogo de extracdo j a cada instanie de tempo usando a seguinte relacio:

on _ Qaj
Moy Mgy
onde L
{
My = @ dV
o B

e ; € a tenda que representa o pogo j [MDSO]L

8.4 Adaptacao dindmica da grade

O processo descrito na secio 8.3 supde que a grade G é fixa durante toda a si-
mulagao. Para realizar o processo iterativo de integragio com uma grade varidvel,
€ necessario acrescentar alguns passos adicionals entre um instante e outro de
simulagao.

Apbés calcularmos a saturacio (b, )% pela equacio (8.12), e fazer t = ¢+ At,
procuramos uma nova grade diddica 77, que seja mais adeguada a representar o
novo estado do reservatdrio. De posse de 7, calculamos uma base B’ para o espago
de splines £'[G'] correspondente, usando os algoritmos da seciio 3.6 (Gera_Bmax
ou Gera.Bmin).
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8.4.1 A grade inicial Gy

Ewistem diversos critérios que podemos usar para escolher a nova grade 7. Em
nosss ahordagem, 5 grade 7 € sempre um refinamento de uma grade inicial G

A grade (G, por sua vez, é gerada no comecgo da simulagdo. Ela possul um
refinamento méximo dado P, na vizinhanca dos pogoes e na fronteira do reser-
vatdrio, pois estas s&o regifes criticas que ndo variam com o tempe. O tamanho
das células de G}, avmenta gradualmenie com a distlncia a estas regides. Supo-
meos gue na grade Gy, as propriedades petrofizicas estdio representadas com um
grau suficiente de detalhamento, o que garante que elas serdo também adequada-
mente representadas em gualquer refinamento G' da mesma.

8.4.2 Escolha de uma nova grade

Escolhemos a nova grade 7 executando o algoritmo Refina Grade {4.5.1) sobre 2
. - . -l . .-

saturagdo da dgua (S; = 3770 (ba);¢5), com a profundidade méxima dada Pra,

em cada célula da grade fiva Gi,.

8.4.3 Mudam;a de base

Cada vez que a grade G’ muda, calculamos os coeficientes (b,); da saturacio da
dgua SiHAY ¢ a; da pressio p***29 na nova base B’ através de aproximages
por minimos quadrados (secdo 4.1) destas funcdes. Em particular, quando a nova
grade G é um refinamento da grade anterior G (ou seja, nenhuma célula de G foi
reagrupada em G’) entdo estas aproximagdes sao iguals as fungdes originais.

No calculo das taxas de injegao g = Y e;¢; na nova base, temos que encontzar
para cada pogo j do reservatdric o indice ¢ da tenda ; de B’ cujo centro € esse
pogo. Vale notar que estas tendas sempre existem e tém ¢ mesmo suporte, pois
G’ e Gy tém profundidade igual a P, em volta de cada pogo e portanto todos
0s pocos 540 vértices completos de Gy e G

8.4.4 Estratégia adaptativa

Com objetive de manter a precisio dos dados, trabalhamos na verdade com duas
malhas G' e G”. A malha grossa G’ € obtida pelo algoritmo Refina.Grade como
descrito na secdo 8.4.2. A malha fina G"” é um refinamento de G', onde cada
uma de suas células folha € dividida em até k niveis adicionais, sem exceder a
profundidade méxima F,,,,. Este refinamento excedente da malha fina (supérfulo



8.5, Calculo das matrizes e vetores do sistema &0

em algumas regides do reservatdrio) serve para manter a fidelidade do processo
dindmico.

Na verséo atual do nosso simulador, a grade grossa &7 € usada durante um
intervalo fixo de tempo Aty Ac final desse intervalo, a grade fina G7 € cons-
truida. A grade fina G” ¢ usada durante um intervalo fixo de tempo Aty Apds
o términc de Aly,, recalculamos a grade grossa G

Uma abordagem mais correta seria efefuar 2 simulacio com as duas grades

‘e (¥, e comparar os resultados, procurande manter o refinamento minime que
produz uma resposta semelbante nas duas.

8.5 Calculo das matrizes e vetores do sistema

Vamos detalhar agora o cdleulo das matrizes E;, G, e dos vetores f; ¢ Ay - equaches
{8.6) a {8.9).

Observe gue as imtegrais gue aparecem nas formulas das matrizes E) e G,
embora estejam definidas em tode o dominio (0, podem ser calculadas apenas na
intersecao {Uy; do suporte das tendas g; e ;, porque fora desta regio o resultado
da integracio serd sempre zero. O mesmo vale para as integrais presentes nos
vetores f; e £y, que podem ser calculadas apenas no suporie {1, das tendas ;.

8.5.1 Decomposicio em células

Nos dois casos, a regigo de integracfo consiste de zero ou mais células inteiras do
nivel P = max{P(p;), P{g;)}. Podemos portanto decompor estas integrais em
somatdrias de integrais parciais, sobre cada uma das células do nivel P, obtendo

f F(r)pilryp;(r)dr = Z f Fr)eirie;(r)dr
CeDy
onde Dj; € o conjunto de células do nivel P que compdem £;;, ou
f( ‘r’z Ci?—z:ff '17‘){&"

Celxy

onde D); é o conjunto de células do nivel P que compbem ;.



& 5. Céleulo das matrizes e vetores do sistema 21

8.5.2 Determinacac dos termos constantes

Além disso, nas integrals vamos supor que as propriedades g & 4, B, d e o
tensor X s8o praticamente constantes no interior de cada célula O pertencente
aos conjunto D;; (regido (1) ou D; {regifio £);}, respectivamente. Assim, podemos
fazer as seguzntes simplificactes

, % . 3 o{r) K {r)k(r) i
e d . omm e e ’{pé B K e 7 ~ S 0 S UL T S, A WiV iy
255)3:3 j;{ﬁf #531 {v )] ( v‘f’;)di/ ﬁﬁ{T>Bi {T‘) jfc(v‘r’ v)”}}d@

CEDyy

tal que 7 € o ponto central de U, e

(7 2K (rikilr)
(Fr): /(V»Oz) (Psz (org)dV = {;z; ,o( B ;} j[ (Vi -

A permeabilidade K é portanto consideradsa um escalar, e nfo um tensor. Apli-
cando o mesmo principio & matriz G, temos

pitd purjor 174
(Gss = [ Byespdv = T LD [ (o000

Cely; ""(”

No caso do vetor fy, substituindo a taxa g, pela combinacio linear 3~ e, po-
demos escrever

() = “[Q,Ozfii%dv = —/g;ﬂt(z eyes)idV

Se tomarmos apenas a tenda ¢; cujo suporte possui intersecdo néo nula com o
suporte de g;, entdo chegamos a

(hu)s = — Z PJ(T}eéjf(@jtpf)dV
C

CED;‘j

Assim, é possivel calcular as matrizes £), G, e 0s vetores f; e hy integrando somente
tendas e gradientes de tendas {sendo a aceleragio da gravidade g invaridvel no
dominio) e multiplicando os resultados pelos valores das propriedades tomados em
pontos especificos do dominio de integracdo. Contudo, para um mesmo instante
t, recalculamos estas matrizes e vetores a cada iteragdo na solucao de {8.11), pois
as propriedades p, 1o e B dependem das pressées e variam conforme as mudangas
no vetor a.
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Capitulo 9

O simulador Simdleo

Descrevemos neste capitulo os médulos que compdem o simulador de escoamento
de petrdleo que desenvolvemos neste projeto, chamado Simdleo, e alguns experi-
mentos que realizamos para testd-lo.

9.1 O Simédleo

9.1.1 Funcionalidades

As principais caracteristicas do Simdéleo sdo:

o Modularidade: Oferece conjuntos independentes de bibliotecas de suporte
para (1) construcio de grades diddicas, (2) determinacdo das bases B,
ou By, de spiines, (3) aproximacac usando bases de splines e {4) visua-
lizacdo dos resultados. Cada uma destas biblictecas pode ser substituida
com relativamente pouco impacto;

e (rodes adaptativas: Implementa a discretizagio e integracio das equagbes
de escoamento (capitulo 8), com grade estatica ou adaptativa;

e Dimensdo veridvel: O programa pode ser usado sobre dominios com 1, 2 ou
3 dimensdes. As bibliotecas de grades diddicas e determinagdo de bases de
splines tém esta mesma flexibilidade;

e Visualizaciio grafica off-fine de resultados {no momento restrita a repre-
sentacOes em 1 ou 2 dimensdes).

83
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9.1.2 Estrutura

O Simdleo consiste de um programa integrador propriamente dito,  VArios pro-
gramas auxiliares para geracio de grades, bases, etc. Suas bibliotecas e programas
foram criados em linguagem  padrfo sobre plataforma Uniz. Conceitualmente,
estes programas podem ser divididos e reagrupados num conjunio de médulos
funcionais com interfaces relativamente restritas e abstratas. Estes médulos sio:

» SPL: geracho e manipulacgio de grades diddicas, splines diddicos e respec-
tivas bases;

o EQS: discretizacio e integracho das equacdes de escoamento;
e LIN: digebra de matrizes esparsas e resolucfio de sistemas lineares;
¢ VIS: visualizac@o de grades e resultados.

ou, graficamente:

Dados da
Simu;;éo o Arquivos de
! EQS = V!S B isuglizagdio

LiN

Figura §.1: Médulos do programa Siméleo.

O mddulo SPL

O médulo SPL é responsivel pelo gerenciamento das grades e splines diddicos.
Estes splines sfo formados por bases de tendas e combinagOes lineares destas
bases. As grades diddicas sio armazenadas como drvores bindrias onde cada nd
guarda um indice, dado por uma varidvel inteira. Cada tenda € representada pelo
indice e profundidade de sua célula superior, também inteiros. Uma base é um
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vetor destas estruturas. Um spline diddico genérico, por sua vez, é codificado como
um vetor de coeficientes em ponto flutuante, referente 2 uma base especificada em
separado,

Os algoritmos Interpola {3.3.1), Gera_Bmax/Gera_Bmin (3.6.1) e Refina_Grade
(4.5.1) fazem parte do mdédulo SPL. Além disso, os procedimentos oferecidos
por este médulo também incluem a manipulacio das grades {insercio, remocio,
busca), 05 produtos escalares entre tendas (secho 4.2) e entre o gradiente de tendas
{secdo 5.3.3).

O médulo EQS

Estao reunidas no médulo EQS as bibliotecas de discretizagio e integracio (capitulo
8) das equagdes de escoamento multifisico Gleo/dgus {capitule 7). Estas bi-
bliotecas utilizam as estruturas definidas no mdédule SPL para representar os
reservalorios e suas propriedades Hsicas. Cada reservaidrio & constmido como
uma grade diadica, refinada conforme a posicio de seus pogos, sua geometria e
grau de detalhamento requerido. Suas propriedades mals importantes (saturagGes, -
pressbes e taxas de fluxo) sio guardadas como combinagdes lineares de tendas, e as
demais {permeabilidades, viscosidades, etc) s@o codificadas como procedimentos.

Para realizar as integracdes no espago, os programas do médulo EQS montam
sistemas lineares através do método iterativo de Newton que sio resolvidos por -
rotinas providas pelo médulo LIN. Todas as propriedades petrofisicas podem ser
visualizadas por métodos fornecidos pelo médulo VIS.

O médulo VIS

O médulo de visualizagdo VIS inclul rotinas para plotar qualquer funcdo do sis-
tema. As imagens geradas por este médulo podem ser graficos unidimensionais
ou curvas de nivel bidimensionais. Os gréficos unidimensionais servem para mos-
trar tanto funcées de dominio com uma dimensdo guanto cortes de funcdes k-
dimensionais entre dois pontos especificados.

O méduio LIN

O moédulo LIN consiste de rotinas para resolugio de sistemas lineares. Na im-
plementacao atual, usamos apenas algoritmos simples baseados em eliminacio de
Gauss e fatoracio de Cholesky [PFTV86].
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Vale observar que as matrizes de produtos escalares de elementos finitos sdo
esparsas. Portanto, para a eficiéncia do simulador, é indispensdvel utilizar algo-
ritmos especificos para matrizes esparsas. Esta modificacio deveria ser objeto de
trahalho futuro.

9.2 Testes de simulacao

Realizamos alguns experimentos com o objetivo de avaliar os efeitos dos refina-
mentos diddicos estdtico e dindmico nas simulagbes. Para isso simulamos em
duas dimensfes um mesmo reservatdrio ficticio utilizando trés grades regulares,
de niveis §, 8§ e 10, e uma grade irregular adaptativa dindmica com profundidade
méxima 10 (P, = 10}, obtida segundo o método descrito na secdo 8.4. Todos 08
experimentos foram condurzidos em um computador contends dois processadores
AMD Athilon funcionando a uma frequéncia de 1GH 2z, com 26 de memdria, disco
rigido §CSI com 40G e sistema operacional UNIX (Linux).

9.2.1 Dados de simulacao

Os testes sBo baseados no modelo popular de cinco pogos [PG00]. Usamos um
reservatério ficticio medindo 3,0km x 3,0 /v/2 ki de 4rea, com 1 de espessura,
plano e sem nenhuma inclinagdo (g, = g, = 0). H4 um pogo de injecdo no centre
do dominio, no ponto (% 52-\/5} e quatro pogos de extracio equidistantes do poco
de injecao nos pomtos (£, #v2), (£, &v2), (4, &£v2) e (&, £2); todas as
coordenadas em quildmetros. Veja a figura 6.2

Figura 9.2: Disposicao dos cinco pogos no teste com o Simdleo.

Em todos os testes, 0 reservatdrio no inicio possui saturagio da dgua uniforme
S, = 0,1. A pressdo tipica usada é § = 15000 kPa. O poco de injecho possul
uma vazao de dgua constante ¢ = 691 m?/dia, e cada poco de extracio tem uma
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vazdo total {dgua + dleo) Q@ = 172,75 m?*/dia. As permeabilidades relativas k,
viscosidades gy, e fatores volume de formaclo B) dag duas fases sBo dadas pelas
equacoes:

k, mS{f E,= {1~ Sa)2
po=0,004  pty=~2,6x107x (p+p)+0,1
B,=1 B,=23x10 x{p+p+1

sendo que a pressac é medida em Pg e a viscosidade em Pa x 571, Consideramos
as densidades constantes, com p, = 1000 kg/m® e p, = 887 kg/m?>.

A porosidade ¢ tem valor unitério em todo ¢ dominio, com exce¢io da regido

lirnitada por uma margem de 150m a partir da fronteira. Nesta regifo ¢ decai
de um para zero, proporcionalmente 3 distincia da fronteira. A permeabilidade
absoluta &, que juntamente com a porosidade depende apenas da posigfo espacial,
¢ dada por K = 5 x 107% (em m?).
- As simulagies englobam os primeiros dois anos € cinco meses (888 dias) de '
funcionamento do reservatério. Usamos um passo de tempo fixo de At = 4 dias.
Na simulacéo com adaptacdo dindmica da grade adotamos os intervalos Al,,,, =
20 dias para a grade grossa (' e Ay, = 20 dias para a grade fina .

9.2.2 Resultados

A figura 9.3 mostra a saturacéo da dgua S, em 5 estagios de simulacio, desde o
dia 8 até o dia 888, envolvendo as irés grades regulares {niveis 6, 8 e 10) usadas
nos testes. Na figura 9.4 estfo representadas as mesmas fungoes da figura 9.3, mas
na forma de graficos unidimensionais da saturacio da dgua entre o poco injetor
¢ algum dos pogos de extragdo (por simetria, a figura vale para todos eles). As
figuras 9.5 e 9.6 mostram a pressio p de forma andloga as figuras 9.3 e 9.4.

As figuras 9.7 a 9.10 seguem o mesmo esquema das figuras 5.3 a 9.6, subs-
tituindo contudo os resultados obtidos através da grade regular de nivel 6 pelos
resultados provenientes da simulacio com refinamento adaptativo e grade de pro-
fundidade maxima 10.
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nivel 6, t =8 di

nivel 8, { =

8 dias

nivel §, ¢ = 328 dias nivel 8, ¢ = 328 dias

Y = i

=

[ SR .

nivel 8, { = 488 dias

nivel 10, ¢ = 488 dias

R

e i — b [

16, ¢+ = 888 dias

nivel

Figura 9.3: Saturagio da dgua S, em 5 estagios de simulagéo utilizando
as grades regulares de niveis 6, 8 e 10. Todos os graficos possuem
ég = 0,08 e {52 == 1}{)
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nivel 6, ¢t = & dias nivel 8, ¢ = 8 dias nivel 10, 7 = 8 dias
L ~ B N
. ] .
nivel §, ¢ = 168 dias nivel § ¢ = 168 dias nivel 10, ¢ = 168 dias
N N
BN N \
Km__ ] S \
nivel §, t = 328 dias nivel 8, ¢ = 328 dias nivel 10, ¢ = 328 dias
“\\
™,
nivel 6, ¢ = 488 dias nivel 8, ¢ = 488 dias nivel 1{), ¢ = 488 dias
\’\ \ \\A\\
e e ] N
nivel §, ¢ = 888 dias nivel 8, ¢t = 888 dias nfvel 10, ¢ = 888 dias
NMWM\“-\ \\__\ \k
e - m“'w"“‘-»\
\\\\‘—H— \w \"\Wé

Figura 9.4: Perfis da saturacdo da dgua S, sobre trés grades regulares.
Todos os graficos possuem valor minimo -1 e méximo 1 na escala
vertical. A escala horizontal vai do poco injetor central até um pogo de
extracao (1,2 km).
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nfvel §, ¢ = 8 dias

nivel 6, ¢ = 488 dias

N

nivel 10, ¢t = 88

Figura 9.5: Press&o p em 5 estagios de simulacéo utilizando as grades
regulares de niveis 6, 8 e 10, com 4, = 20000 e §, = 400000. A pressgo ¢
positiva {acima de §) em volta do pogo de injegiio, e negativa nos pogos
de extragio.



9.2. Testes de simulacao

nivel 6, ¢ = 8 dias

nivel &, ¢ = 8 dias

nivel 10, ¢ = 8§ dias

nivel 6, t = 168 dias

nivel 14, ¢ = 168 dias

— . .
T
nivel §, £ = 328 dias nivel 8, ¢ = 328 dias nivel 10, t = 328 dias
}M'\ Rﬁm\\\m. \\‘
nivel 6, § = 488 dias nivel 8, £ = 488 dias nivel 10, ¢ = 488 dias
|
— n
\

nivel §, { = 888 dias

nivel §, £ = 888 dias

nfvel 10, ¢ = 888 dias

Figura 9.6: Perfis da pressio » sobre trés grades regulares. A escala
vertical varia de -400000 Pa a 400000 Pa. A escala horizontal vai do
poco injetor central até um pogo de extragio (1,2 km).
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nfvel méximo 10, ¢ = § dias

nivel 10, ¢ = 8 diasg

nivel 8,1 =8 diag

nivel maximo 10, ¢

3

t = 328 dias

TR

nivel 10, ¢ = 328 dias

[NESRNRRNERNRN

YT
P

TR T s |

L bbb S L]

nivel 8, ¢t = 488 dia:s

nivel 8, ¢ = 888 dias nivel 10, t = 888

Figura 9.7: Saturacdo da dgua S5, sobre grades regulares de niveis 8, 10 e
uma grade adaptativa dindmica de nivel maximo 10. Todos os graficos
possuem ¢, = 0,08 e 6 = 1, 0.
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nivel 8, ¢t = 8 dias

nivel méximo 10, ¢ = 8 dias

93

nivel 10, £ == & dias

!
] i
i A
| \
~ \ N
' 2
~ j L
nivel 8 = 168 dias nivel maximo 10, 1 = 168 dias nivel 14, ¢ — 168 dias
| 1 -
\” - \.ﬂ I

N

nivel &, ¢ = 328 dias

nifvel maximo 10, § = 328 dias

nivel 10, { = 328 dias

%
[
\\\\ \\_/1\ \“\M\
| N AN
!
nivel 8, f = 488 dias nivel maximo 10, ¢ = 488 dias nivel 10, £ = 488 dias
\ | —
nfvel & ¢ = 888 dias nivel maximo 10, ¢ = 888 dias nivel 10, ¢t = 888 dias
g\\mm \\\ \
\WW\ \\‘A .
e N ]

Figura 9.8: Perfis da saturacio da dgua S, sobre duas grades regulares e
uma grade refinada adaptativamente, com valor minimo -1 e méximo 1

na escala vertical. A escala horizontal vai do pogo injetor central até um
pogo de extragio {1,2 km).



9.2 Testes de simulagéo 94

nivel 8, ¢ = 8 dias

nivel 10, ¢ = 8 dias

nivel 10, t = 168 dias

P

nivel maximo 1{, t — 488 diag nivel 10, ¢ = 488 dias

\m-}—z_‘ PN

T
Pl

e R I s mm—e 5

nivel 8, ¢ = 888 dias

Figura 9.9: Pressao p utilizando grades regulares de niveis 8, 10, e uma
grade com refinamento local dindmico. Graficos tragados com
1 = 20000 e 4, = 400000.
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nivel 8, ¢t = § dias nivel méxime 10, ¢ = 8 diasg nfvel 10, £ = 8 dlas
RS \\\ '\\
"~ AN
’\ R
iy S
— \\\ ~
\\n\_\ e
. | E
nivel &, ¢ — 168 dias nivel maximo 16, ¢ — 168 dias nivel 10, ¢ = 168 dias
\\ \
~. T

nivel 8, { = 328 dias

nivel miximo 10, ¢ = 328 dias

nivel 10, ¢ = 328 dias

\\

\

f

nivel 8, { = 488 dias

nivel miximo 10, ¢+ = 488 dias

nivel 10, ¢ = 488 dias

M

..

nivel 8, ¢t = B8R diag

nivel méximo 10, ¢ = 888 dias

nivel 10, ¢ = 888 dias

Figura 9.10: Perfis da press@o p sobre duas grades regulares e uma grade
com refinamento local gerada dinamicamente. A escala vertical tem
valor minimo de -400000 FPo e méximo de 400000 Pa. A escala
horizontal vai do pogo injetor central até um pogo de extracdo (1,2 km).
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9.2.3 Evolucido da pressao média

No grafico 8.11 mostramos a pressdo média do reservatério durante as simmulactes.

presséo média [k Pa)

13000 g ey

I
& &

~— adapiaiive - nivel maximo 10
~E-- raguiar - nivel &

D D B P P P D B D
I N S G
tempo [dias]

- ragular - nival 8
e ragilar - nivel 10

Figura 8.11: Pressdo média do reservatério {em kFa) por tempo (em
dias}, nas simulagbes com grades regulares de niveis 6, 8, 10 e com a
grade adaptativa de profundidade méxima 10,

9.2.4 Producao de dleo e dgua

A figura 9.12 mostra a produgdo total de Sleo e dgua nos pogos de extragio.
Observe que com a grade regular de nivel 6, os pocos comegam a produzir dgua
mais cedo, porque a frente de saturagio desta fase é mais gradual (figura 9.4) e a

drea efetiva de cada pogo é maior.

595 LGS oML MR e wn UE. TN T e FM SR Roi M G it ek
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&
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tempo {dias)

- gdaptatva - nhelmadmo 18 —~S—regular - phel §

~B— regular - nivel § & regulas - nhel 10

©
(=]

)

>

"‘E?.S

S

3 Vi
=3

7
A FU—— =

tetnpo {dias}

- pfapiativa - nivel madmo 10 —e—regular -nivel 6

—&— regular - nivel § —&— regutar - nivel 10

Figura 9.12: Taxas de produgéo de 6leo (esquerda) e dgua (direita} em
m?/dia, nas simulagbes com grades regulares e com a grade refinada

dinamicamente.
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9.2.5 Tempo de simulagao

A tabela 8.1 mostra o tempo total de cada simulacio, em minutos.

T |
I

nivel 6| & | miimo 10| 10
dimensdo | 49 | 225 | 467 — 739 | 961
tempo {min} | 18 | 96 710 1131

Tabela 9.1: Tempo total em minutos das simulacBes com as grades
reguiares € com a grade adaptativa.

No teste com a grade adaptativa dinamica, devido ao tamanhe limitado do re-
servatdrio, ndo houve “engrossamento” da grade em nenhum estigio de simulagio;
ou seja, a cada iteracdo a grade era igual & anterior, ou mais refinada. Esta nio
é uma limitac&o do programa, mas apenas dos testes realizados.

9.2.6 Andlise dos resultados

Analisando os gréficos apresentados podemos concluir que o refinamento da grade
diddica gera uma melhora substancial na qualidade das simulagbes até o nivel
10. A figura 9.4, em particular, mostra que a frente de saturacdo da dgua fica
bem abrupta & medida que a resolugio da grade aumenta. Este fato também é
demonstrado pelos graficos de produgio mosirados na figura 9.12. O tempo total
de simulacdo (tabela 9.1) aumentou bastante com o uso de grades mais finas.

Por outro lado, nos testes com refinamento adaptativo, obtivemos um resultado
praticamente igual ac da simulacio com a grade regular de nivel 10, porém com
aproximadamente 63% do tempo correspondente de execugio.
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Capitulo 10

Conclusoes e trabalhos futuros

Neste capitule relacionamos as principais conclusdes deste trabalho, e sugerimos
direcOes para pesquisas futuras.

10.1 Conclusdes

10.1.1 Simplicidade de grades e bases diadicas

Conforme exposto nos capitulos 2 e 3, verificamos que as grades diddicas em
qualquer dimensdo podem ser criadas e manipuladas com facilidade. A estrutura
regular das malhas permite uma representacho muito simples, baseada em drvores
bindrias. Cada célula pode ser convenientemente especificada por um indice inteiro
que determina completainente sua posicdo, profundidade e geometria. Isto nos
permite construir algoritmos simples e eficientes para determinar as bases padrdes
Brraz © Brun de elementos finitos (fungdes tenda) do espago £1{G] associado a uma
dada grade . A estrutura regular das grades também nos permite pré-calcular
os produtos escalares envolvende estas fungdes.

10.1.2 Aproximacgdo com splines diddicos

Através de testes numéricos (capituios 4, 5 e 6) constatamos que 0s espacos £1[G]
s&0 bastante eficazes na aproximagio de funcdes e solugio de eguagdes diferenciais.

99
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10.1.3 Grades adaptativas

Por meio de testes concluimos também gue o refinamento adaptativo da grade
meihora a precisdo dos resultados sem aumentar exageradamense a dimensio dos
espacos de aproximacio, reduzindo portanto o tempe de execugdo dos experimen-
10s.

Na simulacdo do escoamento multifdsico de petrdles (capftulo 9), compro-
vamos as vantagens do refinamento dindmico adaptativo da grade diddica. No
teste realizado com esie recurso, obtivemos dados com precisfo eguivalente aps
da simulaclo feita com a grade regular mais fina, consumindo aproximadamente
metade do tempo de execuclo gasto. Este resuitado foi considerado bastante sa-
tisfatdric, tendo em vista ¢ custo adicional do refilnamento dindmico, que envolve
a geracdo de novas grades e mudanga de base das fungBes aproximadas.

10.2 Propostas futuras

10.2.1 Splines de graus mais elevados

Uma sugestdo clara para trabalhos futuros € pesquisar os espagos de splines
digdicos com graus e ordens de continuidade superiores as dos espago £3[G].
Nestes espagos (E2G], E3[G], etc) é provével que a relagio entre a qualidade
das aproximaghes e a necessidade de refinamento diadico seja melhor do gue em
£YG]. Entretanto, precisarfamos avaliar se este ganho compensaria o custo de
trabalharmos com funcdes de base mais complexas.

10.2.2 Escolha da base

QOutra opcio de trabalho futuro € realizar um estudo comparativo mais detalbado
entre as bases padrdes B,..: & B, O primeirc passo neste sentici:. - verificar
a velocidade de convergéncia da soluco iterativa de equacbes oif =l
lineares usando estas duas bases. Devido ao seu cardter multiescals

que a base B, apresente convergéncia mais rapida.

10.2.3 Passo de tempo adaptativo

Na solucio de equacOes diferenciais lineares dependentes do tempo, com a técaica
descrita no capitulo 6, é de grande importancia que possamos determinar valores
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apropriados do passo de tempo Af usado na integracio de Euler. SimulacGes
com valores muito grandes de Af geram resultados imprecisos ou divergentes,
80 passo gue valores muito peguencs de At ocasicnam airasos desnecessdrios de
processamento. Além disso, uma boa opgdo € ter um passo de tempo varidvel de
acordo com a estrutura da grade (7 e o resultadoe das integracdes espaciais.

10.2.4 Novas estratégias para integracac no fempo

Um ponto interessanie seria pesquisar estratégias malis sofisticadas de refinamento
local dinfmico, para serem aplicadas na solugdo de equagdes diferenciais depen-
dentes do tempo {(capitulo 6). A principio, isto englobaria a criacic de novos
algoritmos para a obtencio de grades adaptativas, em substituicBo ao procedi-
mento Refina Grade {4.5.1), e métodos mais eficientes para fazer a mudanca de
base das funcdes aproximadas.

10.2.5 Sugestoes para o Simdéleo

Entre os proximos testes com ¢ programa Simdleo, devem ser incluidas simulacdes
de reservatdrios com variacOes na escala vertical (dominio tridimensional) e em
regides inclinadas (g, # 0 ou g, # 0). Para visualizar o resultado destes testes,
entretanto, novas rotinas deveriam ser incorporadas ac modulo VIS {secdo §.1.2)
para criacdo de graficos 3D.

Com relagdo aos sistemas numéricos, € preciso adicionar ao mdédulo LIN {secdo
9.1.2) rotinas com métodos iterativos para solugio de matrizes grandes de sigtemas
lineares, bem como matrizes esparsas destes sistemas. Também deve ser realizado
um estudo detalhado para tratar os problemas de instabilidade numérica do mo-
delo discreto adotado (capitulo 8), especialmente considerando as diferencas de
escala das propriedades petrofisicas e malhas diddicas.

Por fim, deveria ser adicionada ao simulador a fase gds, também presente no
modelo fisico Black- 04l
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