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SUMARIO

Sao analisados neste trabalho trés métodos para a solugao
dos problemas de analise global de fluxo de dados, quando as
equacoes tém como coeficientes subconjuntos de um universo fini-
to (vetores de bits): método iterativo de Hecht e Ullman, método
dos intervalos de Cocke e Allen, e o método das regides fortemen
te conexas de Graham e Wegman. A comparacac dos métodos & reali-
zada através de uma microanalise das suas implementacgoes, aplica
da a algumas familias de grafos de fluxo que tém forma padroniza
da. Os resultados indicam que, neste caso, o método das regioes
& mais eficiente em termos de operacoOes com vetores de bits, en-
guanto que ¢ método iterative &€ mais eficiente em termos de ope-
racoes de controle e manipulacgaoc de estruturas de dados auxilia-

res.
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ABSTRACT

We analyse three methods for solving the problem of global
data flow analysis, when the equations have coefficients which
are subsets of a finite universe represented by bit wvectors.These
methods are: iterative analysis by Hecht and Ullman,interval anal-
ysis by Cocke and Allen, and strongly connected region analysis
by Graham and Wegman. We present a microanalysis of the imple-
mentation of these methods, when applied to some families of flow
graphs with a standard form. The results show that in this case
the region analysis method is more efficient 1in terms of bit
vector operations, whereas the iteracﬁive method is mere effi-
cient in terms of the control and auxiliary data structures ma-

nipulation operations.
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| CAPITULO I
INTRODUGAQ
1.1. GENERALIDADES SOBRE ANALISE GLOBAL DE FLUXO DE DADOS »

A analise global de fluxo de dados (AGFD} consiste em levan
tar informagoes uteis distribuidas em todo o corpo de um procedi
mento, veiculando-as até& pontos em que elas possam ser utiliza —
das. Em contraposicac as analises de fluxo de dados local (que
considera apenas pequenos trechos do procedimento onde nao ocor-
rem desvios), e "interprocedural" (que inclui também as cﬁamadas
a procedimentos), a anadlise global abrange apenas o corpo do pro
cedimento em gquestao, supondo o pior caso possivel a cada chama-
da de procedimente. (Algumas vezes, ao invés de supor o pior ca-
so, pode-se utilizar os resultados da anilise de fluxo de dados

do procedimento, feita em separado, mas nem sempre}.

Tnicialmente, a grande aplicagdo de informacOes obtidas pe-
la AGFD era na otimizagao de cddigo em compiladores. Mais tar-
de, a utilizacao desse tipo de informacao foi proposta na detec-
¢ao de erros de programagac (varidveis cujo valor & utilizado sem
que tenha recebido uma atribuicao anteriormente, verificacao de

limites de vetores, etc) (FOSDICK [1976]).

v

Essa analise pode determinar, por exemplo:




b)

c)

d)

e)

Em que pontos do procedimento poderia o valor de uma variavel
4 usada num ponto p ter sido definido, ocasionando a detec
¢ao de computagOes invariantes em malhas, de varidveis de in-

ducao miltiplas, ou de varidveis sem um valor inicial;

Se uma expressaco computada duas ou mais vezes em diferentes
pontos do programa ja nao teria seu resultado disponivel em
alguns desses pontos, possibilitando eliminar o calculo de

subexpressoes comuns;

Se a Unica definigao da varidvel A gue alcanga um comando C
onde 0 valor de A @& usado, @ A <« B, e em todo comando exe-
cutado apds aquela definicao até o comando ¢ nao ha atri-
buigdo de valor a B, o que permitiria eliminar a atribuigae
A <« B, substituindo A por B em todos os comandos em dgue

essa definicao de A era usada;

Se uma dada varidvel A nao serd mais utilizada apds um pon-
to do programa, o que torna desnecessirio transferir o seu va
lor para a memdria, se este estiver em um registrador, e per-

mite a reutilizacao desse registrador;

Se uma expressao sera calculada em diferentes comandos, porém
com o mesmo resultado, qualguer gue seja a seguéncia de execu
950 a partir de um ponto p, de forma que aqueles diversos co
mandos podem ser substitufdos por um uUnico no. pontc p, o)

gue diminui o tamanho do codigo.



O objetivo desse trabalho & estudar e comparar a eficiéncia

de alguns algoritmos para AGFD, a partir de informacoes locais.

Na sequéncia desse capitulo, serao introduzidas a representagao .

dos algoritmos, definigOes e propriedades basicas d&¢ grafos, e
as equagaes usadas na AGFD. Os trés capitulos seguintes apresen
tam métodos de solugdo para essas equagoes, assim como a ahélise
de seus custos. No capitulo V sao avaliados os custos dos algo-
ritmos em situagoes particulares, visando obter parametros co-

muns aos métodos apresentados, de forma a possibilitar um con-

fronto de seus desempenhos.

1.2. REPRESENTAGAQ E AVALIAGEO DOS ALGORITMOS

Os algoritmos constantes desse trabalho serac apresentados
por fases: inicialmente sao discutidos as idéias fundamentais,em
seguida sao esbogados em linhas gerals os passos necessarios pa-
ra implementar essas ideias, e por fim sao apresentados procedi-
mentos numa linguagem algoritmica, do tipo "pascalés™, que forne
cem os detalhes de programacao, incluindo as estruturas de dados
usadas. Alguns procedimentos auxiliares simples, como para in-

cluir ou remover elementos de uma lista, sao omitidos.

Na avaliag@o dos custos dos procedimentos & usualmente em-—
pregada a tecnica de macroanalise, que consiste em escolher uma

operagao dominante e expressar o tempo de execucgao como uma fungao




do niimerc de vezes que essa operagao & executada, em geral empre
gado apenas a ordem de grandeza (O) desse numero. Nesse traba-
lho, entretanto, utilizaremos a microandlise (COHEN [1982]), na
qual o tempo de execugac & expresso como uma fungac do  tamanhc
da entrada e de variaveis simbdlicas, gue representam o tempc
necessdrio para executar cada uma das operacoes bi@sicas envolvi-
das no procedimento, onde por opera¢Oes basicas entende-se um
conjunto de operagoes elementares gue existem na maioria dos com
putadores, tais como atribuigao, comparacao, desvio, subscrigao
ou chamada de sub-rotina. Conhecendo-se 0 custo associado a cada
operagao basica num determinado computador, pode-se avaliar c
custo do procedimento. KNUTH [1973] usa essa estratégia, ava-
liando o custo de implementagao de algoritmos em funcao de um mo

delo de computador (MIX).

No nosso caso, o tamanho da entrada sera dado por parame-
tros como numero de vértices (Nv)’ o nuomero de arestas (Na), ou
nlimero de lacos (N.) de um grafo. Uma relacdo completa dos para-
metros utilizados esta no apéndice 1. O apéndice 2 & uma apresen
tacdo detalhada de todas as operagoes basicas. Estas foram esco-
lhidas arbitrariamente, entretanto outras poderiam ser facilmen-

te adotadas e suas gquantidades computadas.

O porque da escolha a micro-anadlise reside na  avaliagao
mais completa do custo dos procedimentos, uma vez que atraves
de operac¢oes como subscricdo, selegao de campo, inclusdo ou re-

mogdo em lista, & refletido mais  claramente o  "overhead"



necessario na implementagac de cada um dos algoritmos. Além  do
que, as operacgoes ldgicas sobre vetores de bits, em geral usadas

na comparagao dos procedimentos de AGFD, ndo sdo as  operagdes

dominantes.

No cidlculo do custo de um procedimento, si3o avaliados ini-
cialmente os custos associados a cada linha ou grupo de Tinhas,
indicando, se possivel, o nlmero preciso de operacoes basicas de
cada tipo em fungao do tamanho da entrada, ou entd3o considerando
o pior caso. A seguir, todas as operagtes bisicas de um tipo exe
cutadas ao longo de um procedimehto sao agregadas, e por fim é
calculada a soma dessas quantidades para todos os procedimentos

envolvidos.

Alguns trechos dos procedimentos merecem consideragao espe-

cial no momento da avaliacgao:

1. Nas operacoes de comparagao explicita (instrugdo 4e), & con-
tada a ocorréncia de um desvio a cada teste (caso de se-entao-
-sendo), ou a ocorréncia de um desvio, apenas guandc o resul-

tado da expressao booleana & falso (caso do se-entdo).

2. O numero de operagoes no controle de salda de uma malha depen
de sempre do numero de vezes gue O Seu COorpo & executado {(NEXEC)
e do nimero de entradas na malha durante a execugdo (NENTR),

porém nao & uma fungao constante.




Se o corpo da malha & executado pelo menos uma vez a cada
entrada (instrugdo do tipo repifa), o teste de fim de itera -
cao estd localizado apds o corpo da malha, logo sdo efetuadas
NEXEC comparagoes e (NEXEC-NENTR) desvios. Se nao & possivel
garantir uma primeira execugao do corpo da malha (instrucgao
do tipo enquanito), o teste de fim de iteragao fica apls a atri
buicao inicial a variavel de controle, donde ocorrem (NEXEC +

+ NENTR) comparagoes e (NEXEC+HNENTR) desvios.

Nas malhas do tipo "paxra Zo¢do"” que visitam os nds de uma
lista, sao ainda necessarias NENTR atribuic¢oes, NEXEC avangbs
em lista (tomar o proximo nd), e (NENTR +nimero de compara-
coOes) acessos ao valor de uma variavel. Se, por outro lado, a
nalha € do tipo "para fode" e percorre uma sequéncia de intei
ros consecutivos, sac usadas ainda (NENTR + NEXEC) atribuigoes,
NEXEC operagGes aritméticas, e, dependendo do caso da seguén-—
cia comegar com uma constante e terminar com uma varidvel ou
vice-versa, serao necessarias (NEXEC+ 2 x nlimero de compara-
¢oes) ou (NENTR + NEXEC + niimero de comparagoes) acessos ao va-

lor de uma variavel, respectivamente.

En algumas malhas, a atribuigao de valor a varidvel de contro
le a cada entrada envolve operacgoes diferentes das utilizadas
nas demais atribuigdes a essa varidvel, Conta-se, entao, se-
paradamente essas operagOes. (Uma ilustragao dessa situagao é

uma visita acs elementos de uma lista cuja cabega estd num dos



componentes ; de um vetor de referéncias, quando a atribuicdo
na entrada envolve uma subscricac e as demais envolvem sele-

cao de campo).

4, Nos lagos iterativos cujo objetivo & visitar cada um dos m
vertices de um grafo, onde a ordem & decrescente ou irrglevan
te, sque—se uma variagéo de m-1 a 0 no valor da variavel
de controle, o gue diminui o nimero de acessos ac valor de m
no teste de fim de iteragao. Se a ordem for  necessariamente

crescente, esses acessos sao inevitaveis.

5. Algumas vezes € dificil avaliar com exatidac o numero de ite-
ragbes executadas a cada entrada numa malha ou o nimero de
chamadas a um procedimento num dado ponto, entretanto & fiacil
precisar o nlimero de vezes que o corpo da malha &€  executado
ou quantas vezes um procedimento & ativado em todo o decorrer
do programa. Nessas situagoes, portanto, "subimos a montanha"

e contamos esses numeros totais.

1.3. DEFINICOES E PROPRIEDADES BASICAS

Um grafe G € um par de conjuntos (VG, aG), tais que VG
& um conjunto finito ndo vazio cujos elementos sao chamados vex-

tices, e aG & um conjunto de pares ordenados (u,v), chamados

. . - 2
aresias, tais que u,v € VG (isto &, aG C VG')., Se o = (u,v) €

€ aG, dizemos gque u & phredecesscr de v, v & sucessorn de u,




e que u €& a ocaigem e v € o destino da aresta do. Se u =v ,

entao (u,v) & um Laco.

O tamanho de um grafo G & dado pela soma |VG| + |aG]. Um

grafo G é ftadivial se G tem tamanho 1 (|VG| =1 e lag] = 0).

Para representar grafos nesse trabalho, vamos designar seus
vértices por 0,1,2,...,|VG|-1 (dessa forma, a {inica informagao
necessaria para representar VG & o inteiro |VG|), e usar um
vetor com |VG| componentes, no qual o u-ésimo componente & uma
lista dos vértices v tais que {u,v) € aG. Esse vetor sera cha
mado estiutura de adjacéncia de G, e serd designado por A. Al-
ternativamente podemos utilizar a estiutura de incidencia vV de
G, um vetor com |VG| componentes,no qual o u-ésimo componente
€ uma lista dos vértices w tais que (w,u) € aG. Eventualmente
as listas em A e em V podem conter também dados assoclados as ares

tas do grafo.

Um grafo H & um subgrafo de outro G se VH € VG e
alH C aG. Dadc um conjunto C de grafos, um grafo H & maximal
em C se H nao & subgrafc de nenhum grafo em C, exceto de si
propric. Dado um grafo G e um conjunto W C VG, o subgrafo de
G gerado por W, GIWl, & o subgrafo H de G tal que VH = W
e aH = aG N W2 {ou seja, aH & o conjunto das arestas de G que

tém origem e términoc em W).

Um passeic P em G & uma sequéncia finita e nao vazia

de vértices (vo,vl,...,vn} tal que para todo i, 1 <i<n ;



(vi_l,vi) & uma aresta de G. Diremos que P & um passeio com
onigem v_ e termino v, Ouque P & um passeio de v, a v.
O inteiro n & o compiimento de P. Se n = 0, entdo P & dito
degenerado. Um passeio P = (VorVysee V) nao degenerado  pode
ser alternativamente especificado pela seqgiiéncia de arestas (al,
az,...,an}, na qual para todo i, 1 < i < n, @y = (vi_l:vi) .
Os conjuntos {vo,vl,...,vn} e {al,uz,...,an} serao designa —
dos por VP e aP respectivamente. Diz-se gue o passeio P pas
da poi v, se vi € VP, e que P passa poi uj se aj € aP .
Uma secdec de P & um passeioc que & uma subseglidncia de termos
consecutivos de P. Se as arestas de P forem duas a duas dis-
tintas, entdo P & uma trilha. Se os vértices de P forem dois
a dois distintos, entao P & um caminho. Se P tiver comprimen

to no minimo 2, com vl,vz,...,vn distintos dois a dois, e com

v, = Vs entac P & um ciicudlfo. Se um grafo G nao contém cir

. — - . - .
cuitos, entao G & dito aciclfico.

Se P & © passeio (vo,vl,...,vn) e Q & o passeio (go ’
ul,...,um) em G, com v =wu, entao o picduto PQ de P e O
& O passeio (Vb’vl""'vn’ ul,...,um).

Se num grafo G existe um caminho de um vértice u a um
vértice v, entdo dizemos que u €& figado a v, e que v & al-
cangavel ({a partir) de wu. Se além do caminho de u a v tam-
bém existir um caminho de v a u no grafo G, dizemos gque 1
& forntemente Ligado a Vv, ou, por simetria dessa relacgdo, dizemos

que u e v sdo fortemente figados. Algumas vezes as relagdes




de ligagao, de alcance e de ligagao forte poderao ser restritas a
caminhos que satisfacam determinadas condigGes. Um grafo que tem
todos os seus vértices fortemente ligados dois a dois & dito fo4

temepnfe conexo.

®* GRAFQO DE FLUXC DE CONTROLE

En problemas de AGFD & necessdrio observar todas as possi
veis sequéncias de execugdo das instrugdes que compOem um proce-
dimento. B possivel traduzir todas essas seqliéncias de maneira
finita, através de um grafo no qual os vértices representam se-
guéncias maximais de instrugdes que sao executadas sempre e so-
mente quando todas as instrugoes anteriores representadas por es
se vartice ja o foram, e as arestas representam  uma possivel
transferéncia de controle da Ultima instrugdo representada pela
origem para a primeira instrugao representada pelo vértice desti
no. A esse grafo da-se o nome de grafo de flLuxo de controle, e
as segquencias maximais de instrugoes que constituem cada vértice,
da-se o nome de blLocos ou blocos basicos. Quando conveniente,

identificaremos a nogao do vértice e do bloco correspondente.

-

Chamaremos de ponfo em um procedimento especificado numa
linguagem gualguer, uma posigao imediatamente anterior ou imedia
tamente apds uma instrugao. Chamaremos de pouto de entrada de um
um bloco ao ponto imediatamente anterior & sua primeira instrugao,

e ponte de salda ao ponto imediatamente apdés a  sua Ultima



instrugdo.

Um procedimento no qual todas as instrugdes sado, sintatica-
mente, passiveis de execugdo em alguma ativagao, pode ser parti-
cionado em um conjunto de blocos facilmente identificiveis. Um
bloco inicia-se com a primeira instrugdo executdvel numa ativa —
¢do do procedimento, com uma instrugao que & referenciada.poruma
instrugao de desvio {(condicional, incondicional, chamada e retor
no de sub-rotina, saida de malha, etc), ou ainda com uma instru-
cao gue segue imediatamente um comando de desvio condicional, e

encerra-se imediatamente ap0s cada instrucao de desvio ou  apds

uma instrugdo gue encerre a execugao do procedimento.

Um grafo de fluxo de controle serd denotado por G = (VG,
aG, no), onde n € VG & o vértice que contém a primeira instru
¢do executdvel numa ativagao do procedimento, chamado vertice ini
ciaﬁ do grafo. Pelo fato de todas as instrugles serem passiveis
de execugao, todo vértice do grafo € alcancdvel a partir de n,-
Lembrande gue os vértices serao denotados pelos inteiros de 0 a

|vé|-1, convencionaremos que n, = 0.

A partir desse ponto, utilizaremos simplesmente o termo gaa-
§0 para designar um grafo de fluxo de controle. Um grafo G &
uma estrefa se toda aresta de G tem como origem o vértice ini-
cial (0). Dado um grafo G, uma arvore geradora de G & um subgrafo

aciclico e conexo de G tal que VH = VG, |aH| = |vG]|-1, e todo

vértice de VH)Y {0} tem exatamente um predecessor.




¢ DOMINANCIA

Se G = (VG, aG, no) & um grafo, e u,v € VG, diz-se que u
domina v se todo passeio de n_a v em G passa por u. Note
se gque a relagdo de domindncia &€ de ordem parcial, com n, do-

minando todos os vértices de VG.

»

Seja (v,u) € aG. Se u #v e u domina Vv em G, entao

(v,u) & dita uma aresta de reforno.

®* GRAFOS REDUTIVEIS

Um grafo G & dito redutivef se nao existe subgrafo H de
G, tal gue VH contém vértices u,v,w, distintos entre si, com
v,w # N ¢ existem em H caminhos de nO a u, de u a v, de
de v a w,ede w a Vv, cujos vértices sao todos distintos
entre si, a menos das origens ou términos. A figura 1.1 apresen-

ta o esquema de um grafo H como descrito, onde o caminho de no a u pode ser

decenerado. Se um grafo n3o & redutivel entdo ele & dito Luredutivel.

Qutras caracterizagOes equivalentes de um grafo redutivel
G sao apresentadas em HECHT [1974], dentre elas:
a) Existe um Gnico subgrafo maximal aciclico de G

b) Todo circuito C de G tem um vértice que domina todos os

outros em VC;

c) Se G' & um subgrafo maximal aciclico de G, entao toda ares

ta em aG\ aG' & de retorno.
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Note-se que os grafos redutiveis correspondem sempre a pro-
cedimentos nos quais cada malha tem um Unico ponto de entrada a
partir do vértice inicial, e vice-versa. Os métodos de AGFD ba
seados em intervalos e em regiOes, gue Serao apresentados nesse
trabalho, s6 sao aplicaveis a grafos redutiveis. Felizmente eles
ocorrem com muita fregquéncia na pratica, incluindo os progedimen

tos chamados de estruturados (HENDERSON [1976]).

° NUMERAGCAQ EM PROFUNDIDADE

Os algoritmos de AGFD aqui apresentados baseiam-se forte-
mente na ordem de visita aos vértices do grafo, sendo importante,
também, identificar rapidamente as arestas de retorno. Essa orde
nacao dos vértices e identificacao das arestas de retorno sao fa
cilitadas pelo estabelecimento de uma bije¢cao de VG nos natu-
rais de 0 a |VG|{-1, chamada numeragdo em profundidade. Essa nu
meragcao & obtida determinando-se uma arvore geradora do grafo G,
e atribuindo aos vértices nimeros consecutivos a partir de zero,
de tal maneira gue todo vértice tenha numeracdo menor que todos
0s seus sucessores na arvore, E facil ver que, em geral, nao
existe uma Gnica numeragao em profundidade dos vértices de um
grafo, como no exemplo da figura 1.2, entretanto note-se que nes

sa numeracao, a imagem de n, & sempre zero.

A figura 1.3. apresenta um algoritmo gque obtém uma numera —

¢do em profundidade para um grafo G dado.



FIGURA 1.1

B Nureragao | Numeracao | Nureragao

| vertice 1 2 3

0 0 0 0

1 4 2 1

2 3 1 4

3 1 5 2

4 E 3 5

5 2 6 3

6 6 4 6 -

FIGURA 1.2




¢ PROPRIEDADE NP

Sejam G = (VG, aG, no) um grafo redutivel, e num uma nume-
ragao em profundidade dos vértices de G. Se (u,v) € aG, entdo
v domina u sse num (v) < npum(u). Conseguentemente, num grafo
redutivel toda aresta cuja origem tem numeracao maior que.o des-

tino, & de retorno.

Algoritmo Numera-em-Profundidade (G)

1. Para cada vertice u de VG

margque u como nao visitado
2. i ~— |vG} -1

3. Observa-5Sucessores (no)

Algoritmo Observa-—-Sucessores (u)

1. Margue u como visitado

2. Para cada sucessor v de u
se v nao foi visitado

entdo Observa-Sucessores (v)
3. Numeragao (u) <«— 1

FIGURA 1.3




1.4. DESCRIGEOQ GERAL DO PROBLEMA DE ANALISE DE FLUXO

Uma expressde & dita  disponfvel num ponto p de um pro
cedimento se, gqualquer gue seja a sequéncia de execugao conside-
rada desde o inicio do procedimento até esse ponto (podendo in-~
cluir diversas passagens pelo ponto p), a expressao foi ealcula
da antes do controle atingir o ponto p e apds o ultimo cdleculo

nao houve alteracao no valor de nenhuma das varidveis envolvidas.

Tomemos o problema de identificar as expressoes disponiveis
num ponto qualquer de um procedimento. Uma vez conhecidas as ex-
pressoes disponiveis no ponto de entrada do bloco onde © ponto
se encontra, a solugao desse problema torna-se trivial. Tratare-
mos ent3o de determinar as expressoces disponiveis no ponto de en

trada de cada bloceo do procedimento,

Dizemos gue uma expressao & gerada em um vértice v do gra
fo, se ela & calculada em algum comando de Vv e nenhuma das va-
riaveis envolvidas no cédlculo & modificada subsegquentemente en
v. Dizemos que uma expressao & pieseivada em um vértice v, se
nenhuma das varidveis envolvidas no seu calculo &€ modificada e

a expressao nac & calculada em v,

Note-se que, para um dado procedimente, podemos determinar
o conjunto finito de expressoes utilizadas, que constituira o}

universo para esse problema. Denota-~lo-emos por U.

Se representarmos por Y e XV os coniuntos das expressoes
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disponiveis na entrada e na salida do bloco v, respectivamente ,
e por kv e ¢, Os conjuntos das expressoes preservadas e gera
das no bloco v, respectivamente, teremos pela definicao de ex-

pressoes disponiveis que:

o] se v =20

n X se v € VG \ {0}
uevw

>
1l

(Y nkx ) uUcg
v v v

-

Note-se que, no caso particular desse problema, a condigao
YO = ¢ & imprescindivel para programas. Para procedimentos em
geral, no entanto, pode ser introduzida uma condigao de contorno
gue representa as expressoes globais disponiveis na entrada do
vértice inicial, imediatamente antes de qualquer execugaoc do pro
cedimento {ou seja, aquelas disponiveis em todos os pontos de
ativagao). Essa condigao de contorno pode ser expressa por uln

conjunto Yy, € a eguagao para YO nc sistema pode ser substitui

da por Y, =y 0N X . Por questoes de simplicidade, porém,
uevo

iremos adotar o sistema de equagOes apresentado originalmente.

Sistemas de equacOes desse tipo podem ter diversas solugoes,

. o~ 1 - L3 -
Jque nesse caso Correspondem a considerar nac d.J.S}_ZDI']J.VE!lS eXPressoes



que de fato o sdo. Do ponto de vista de utilizagao desses resul-
tados, entretanto, a solugao desejada € aquela que apresenta to-
das as expressCes disponiveis. Pode-se provar que existe uma Gni
ca soluqéo maximal para sistemas desse tipo, € . gque nesSSe caso

fornece a solugao procurada.

Na pratica, os conjuntos envolvidos nesse sistema saoc re-—
presentados por vetores caracteristicos (isto &, de "bits"), e
as operag6es entre eles sao efetuadas através da conjungéo (),
disjungao (v) e negagao (1) ldgicas, preservando as prioridades
usuais. Continuaremos utilizando os simbolos €, €, C, C, 2, 2,

comuns no contexto de conjuntos.

Empregando essa notacdo operacional, o sistema para expres-

soes disponiveis tera a forma:

r 0] se v =20
Y =
v A X se v € ve \{0}
uevv

X=YVAkVVC

(.

Muitos outros problemas de AGFD podem ser eguacionados em
sistemas semelhantes, diferindo possivelmente no sentido progres
s4ivo ou regiessivo da propagacao da informacdo entre os vértices
{(no mesmo sentido ou no sentido contrario ao das arestas do

grafo, respectivamente), ou quanto ao cardter confuniivo onu
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diéjuntiuo com gue elas sao agregadas. No caso de problemas dis-
juntivos, a solugao desejada € a minimal, e no caso de problemas
regressivos, a condigao de contorno seria adotada para os vérti-
ces de saida (vértices cuja filtima instrugao pode encerrar a exe
cugao do procedimento). A figura 1.4 indica as quatro possibili-
dades de combinagoes. Em todas temos X, =Y Ak ve, onde os
coeficientes k e ¢ s3o obtidos por simples inspegao dos pro-
gramas. Note-se que em cada uma delas h8 mais de um exemplo de
aplicagao, e que o problema das expressoOes disponiveis considera
do anteriormente € um caso de analise progressiva conjuntiva.

AHO [1977] apresenta diversos exemplos de problemas em AGFD.

CONJUNTIVWVO DI SJUNTIWVO
Progressivo Y = nX Y = v X
Vo oLevy Y Vo oLeyy B
Regressivo Y = A X Y = vV X
Vo o weav ¥ V. wear ¥

FIGURA 1.4.



Utilizando as leis de De Morgan € possivel transformar um pro
blema conjuntivo num problema disjuntivo (e vice-versa), cuja
solucdao estd relacionada de maneira simples & solugao do proble-
ma original, Problemas progressivos e regressivos também podem ser transfor
mados um no outro, através de uma mudanga de orientagao nas ares-
tas do grafo e da criagao de um vértice inicial. Nesse c;so, a
solucao maximal (minimal) dos dois sistemas serd idéntica, entre

tanto os algoritmos que s0 sao apliciveils a grafos redutiveis nem

sempre podem ser aplicados ao novo grafo obtido.

Devido & facilidade na transformagac de problemas entre as
classes indicadas e mesmo a semelhanga no processo de solugdo dos
sistemas nas diferentes categorias, vamo-nos ater d andlise pro-

gressiva conjuntiva (APC) desse ponto em diante.

Para encontrar a solugao maximal do sistema de equagoes, se
ria possivel usar um algoritmo linear gque constrdi, para cada ex
pressac p do universo considerado, uma sequéncia de conjuntos

Sj tais gue:

1l
0

{v Ikv[p] §9) 0} v {0} se c,lpl=0

{v |kv[p] = c [p)] = 0} se cylpl =1

L

— U (AS. \T
Sk+l sk ( S )
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onde T = {v ’cvip] = 1}. Existe, entdo, um 0 < m < |VG| tal
gue Sm = Sm+l' Se tomarmos 8§ = Sm' teremos dque

Xv[p] =90 para todo v €S

Xv[p] =1 para todo vE&S. .

A construgao da segiiéncia Sj sugere um algoritmo de busca
em grafo gue, apesar de ser linear, deveria ser repetido |U| ve
zes. Na pratica, interessam algoritmos que executam operagbes so

bre os conjuntos em paralelo.

E facil verificar, observando a forma das equagoes gue cOm-—
poem o sistema, gue a solugac maximal nao muda se substituirmos
cada par (k,c) por (k v c,c). Suporemos, entao, por conveniencia
nos dois 0ltimos métodos apresentados, que para todo para (k,c),

temos k 2 C.



CAPITULO II
0 ALGORITMO ITERATIVO DE HECHT E ULLMAN

Apresentamos na figura 2.1 um algoritmo iterativo muito sim
ples gue manipula dois vetores de vetores caracteristicos X e
Y, nos quais os u-ésimos componentes representam Xu e Yu, res
pectivamente. Inicialmente & atribuido o conjunto vazio a Yo e
o valor (cO,U,U,...U) ao vetor X, e em seguida sao operadas

aproximagdes sucessivas, aplicando as equagOes do sistema aos no

vos valores obtidos para X e Y até@ convergir para a solugéo.

Verificando que os valores obtidos para os vetores X e Y
s30 sucessivamente menores até convergirem para a igualdade no
sistema, e gque esses valores sao sempre maiores ou iguais a solu
¢ao maximal do sistema, pode-se provar que © algoritmo iterativo

converge para essa solugac maximal.

Apesar da simplicidade, esse método pode tomar tempo da or
dem de |VG|2, como seria, por exemplo, o caso do grafo da figu-
ra 2.2, se k =U e ¢ =¢ para todo u=01,..., |ve|-1 , e
o percurso escolhido fosse sempre na ordem decrescente de numera
g¢ao dos vértices. Seriam entao necessarias vG|/2 iteragbes (co-
mando 3) para obter todos os Yu = ¢ , e mais uma para verificar

a convergéncia. Como cada iteragdo toma tempo da ordem de |VG|, o

algoritmo seria da ordem de |VG]2.
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Pode-se melhorar o algoritmo substituindo-se a referéncia a
Xant por X na malha mais interna. Entretanto, o tempo conti-
- 2 . -
nuard sendo da ordem de |VG|° no pior caso. O proprio exemplo

apresentado na figura 2,2 ilustra esse fato.

Algoritmo Iterativo (G)
lu Y <__¢
Z-X +'"__(C0f U;on.,U)

3. Repita
| Xant «~— X

Para cada v de VG)\ {0} faca
Y <~ A Xant
v uevv v

X «—Y Ak v
v v v v

até gque X = Xant

4. Devolva X,¥Y

FIGURA 2.1.



FIGURA
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2.2
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am

0 algoritmo p£0posto por Hecht e Ullman (algoritmo HU) e
uma variagao do algoritmo iterativo, na qual os vértices do gra-
fo sao visitados a cada iteragao na ordem crescente de uma nume-
racao em profundidade. Um.procedimento gue implementa o algorit-
mo HU & apresentado na figura 2.3. Nele, supOe-se que O grafo
G & dado pelo nlimero [VG|-1 e pela estrutura de adjacéndia A.
SupOe-se também que sao pardmetros de entrada dois vetores com
| VG| vetores caracteristicos cada, representando o0s valores de
k e c¢ para os vértices de @G. A varidvel Yaux ¢& usada ape-
nas para diminuir o numerc de subscrigoes na malha mais interna

do procedimento.

0 procedimento Visita-Sucessores & usado para gerar a es-
trutura de incidéncia V de G e a bijegdc Vértice-com-Numeragao,
inversa de uma numeragao em profundidade dos vértices do grafo.
O procedimento Inclui, para incluir um ndé numa lista simplesmen-
te ligada, € omitido devido & sua simplicidade, porém aparece no

apendice 3.



WO -~ U e W N

|
o

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25

26
27
28

29

30
31
32
33

procedimento HU (G = (VG,A),k,c)
[ para todo v em VG {0} faca
Por-Visitar [vl := verdadeiro

v iv] :+= lista vazia
X 1v] 1= U
Por-visitar [0] := verdadeiro
v 0] := lista vazia
X [9] 2= clo0] .
Y [0] i= ¢
i .= |vG]-1
Visita-Sucessores (0)
M: repita
estivel := verdadeiro
para i := 1 até |VG{-1 faca
v := Vértice-com-Numeragao [i]

Xant := X [V]
Yaux := U

para toda aresta a em v[v] facga

[? 1= a.origen
Yaux := Yaux A X {ul]

vlv] := Yaux
X[v] := Yaux A k[v] v clv]
se Xlvl # Xant

L?ntao estivel := falso

até estavel

devolva Y
L

procedimento Visita-Sucessores {u)
[“por-visitar [u] := falso
para toda aresta a em Afjul faca
v := a.destino
Inclui (Y [v] ,u}
se por-Visitar [v]
entio Visita-Sucessores (V]

vértice-com-Numeragao [i] :=u

is=41-1

FIGURA 2.3.
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Como a ordem de visita & apenas uma particularizacao da or-
dem arbitradria utilizada no algoritmo iterativo simples, con~

cluimos que o procedimento HU estd correto.

PROPOSICAO (HECHT [1975]).

Sejam G um grafo redutivel e d o maior namero de ares-
tas de retorno em qualguer caminho em G. A ordem de visita im-
porta pelo algoritmo HU estabelece um limite superior de d+ 2

no namero maximo de vezes que a iteracdo M & executada.

PROVA

A principio X, =7U para todo u # 0. Cada X, sO | pode
ser alterado se, para alguma expressao p, cu[p] =0 e além
disso k [p] = 0 ou existe um vértice v tal gue X, lpl =0 e

u € alcangcavel de Vv por um caminho C = (v,wl,wz,...,wm,u) no

gqual ¢ [Pl =0, 1 < i < m. Se tivermos c_ [p] =k Ip] = 0, te-
5 <

I

remos Xu[p] 0 logo apds a primeira iteragﬁo. Caso contrario,

se o caminho C nao passa por arestas de retorno, a  numeragao
- o - e

dos vertices e sempre crescente, e consequentemente Xu[p] = 0

também apds uma unica iteracao.

Agora sejam (al,bl),(az,bz),...,(ad, ’bd') as arestas de re
torno de C na ordem em gue aparecem nesse caminho. Ao final

da primeira iteracgao, X, [p] = 0 para todo Wy anterior a a,s
i



inclusive, em C. Apds cada nova iteragao n, n = 2,3,...,4" ,
X, [p] = 0 para todo W, anterior a a s inclusive, em  C, de
i
forma que ao final da d'-ésima iteracgao X ipl = 0  para todo
i

w, anterior a ag, inclusive, em C. Apds a iteragao seguin-

te, Xw[p] =0 para tcdo w em C, inclusive u.

(Note-se que agora € importante a utilizagao dos valores
Xu mais recentes, de forma a propagar informagoes entre vérti-
ces ligados por um caminho sem arestas de retorno, numa fnica
iteragao. No caso do exemplo apresentado na figura 2.2,temos'que
d = 0, logo seriam necessdrias duas iteragOes apenas para execu-
tar o procedimento HU; entretanto, se ao invés da referéncia a

X, tivéssemos utilizado Xant , seriam necessarias {lvel/2) + 1
iteragoes) .

Em todos os casos, uma iteracgao a mais & necessaria para ve
rificar a convergéncia das equagoes.

Como d' < d, como uma vez igual a zero gualquer coordenada
do vetor Xu nao se altera, e como esse raciocinio se aplica a

qualquer vértice u do grafo e qualquer expressao p, podemos

concluir que o nimero mdximo de iteragoes executadas num grafo
redutivel gualquer & d+2.

A figura 2.4 mostra o esquema genérico de um caminho com
origem num vértice v e término num vértice wu, com 4' arestas

de retorno, num grafo redutivel.



FIGURA 2.4



Se o grafo nao for redutivel, o niimero de vezes que a itera
cdo € executada tem limite D < @' + 2, onde 4d' & o maior d
obtenivel eliminando arestas de G até tornd-lo redutivel. Isso
porque se G' =G \{ul,az,...,aj} tem no médximo @' arestas de
retorno num caminho qualguer, entac no maximo d4'-+ 1 iteragoes
seriam necessirias para a convergencia do algoritmo HU .aplica—
do a G'. Como © acréscimo de arestas a um grafo nunca retarda a
convergéncia (algumas vezes até acelera), também para G o0 algo

ritmo HU converge em no maximo d'+1 iteracoes.

O corpo da malha na linha 1 € executado (Nv—l) vezes e O
teste sobre a variavel de controle é efetuado antes, ~ de forma

+ pd) e (Nv—l)par_ no seu contro

+
gue teremos Nvfzuac g Toug

le. Como ja foi dito anteriormente, o corpo da malha na linha 11
€& executado (considerando o pior caso} (d+2) vezes, sendo utili
zados no controle {d+2) (Uac + uc) e (d+l)ud. Ja o corpo da ma=-
lha na linha 13 & executado (Nv_l) vezes a cada uma das (d+2) en
tradas. Como ¢ teste deve ser anterior d execugao, e ¢ valor li-
mite & dado por uma varidvel, .. esse. controle demanda {4 + 2)

NV(2uaC U LT M + ud) mais (d+2) (Nv—l) (uac + uar).

Computando todas as (d+2)(Nv—l) entradas na malha da linha

17, © seu corpo & executado {d+2)(Na— N, ) vezes. Como todo vér-

tice exceto a raiz tem pelo menos um predecessor,o teste &€ efe-
j a - N

tuado depois, e serao usadas no controle (d+2)(Na Al)(%x;yav*uch

(d+2}(Nv—l)(uaC-+pat), e {d+2)(Na— Nl —Nv+l)ud, aléem de fdﬁH(N6i)



U gque sao utilizadas na primeira atribuigdo a varidvel de con-

trole a cada entrada,

Na linha 19 sao executadas (Na- Nl )(d+2)uOL. Esse namero
poderia ser diminuido de (Nv—l) {(em detrimento de um iguél nﬁmg
ro de desvios)} a cada uma das d+2 iteragdes, se a atribuigao
da linha 16 fosse substituida por Yaux := X[VIv] .origem], entre
tanto por uma questao de clareza foi escolhida a forma utilizada
no procedimento. Na linha 22 ocorrem (d+2)(Nv—l} comparagoes de

vetores de bits (uc), que serao mais tarde contadas juntamente

com as operagoes ldgicas sobre agueles vetores,

Finalmente, o corpo do procedimento Visita-Sucessores e execu
tado Nv vezes (& facil comprovar gue cada vértice & usado como
argumento de chamada exatamente uma vez). O corpo da malha na 1i
nha 27 e executado no total Na vezes, e como o :teste .ocorre
antes da execucdc, serac necessarias N_ (2 + + + e

€ a0, V( Hac Hat He ud)

+ + + ald  adag _
Na(“ac Moy t Mg pd), além de Nv subscrigoes, uma a cada en

trada na malha, para a primeira atribuicac & varidvel de contro-
le.

A figura 2.5 indica o nlimeroc de operagdes por linha (ou gru
po de linhas) no procedimento HU, e a figura 5.6 apresenta o nu-
mero de vezes gue cada operacdao basica & executada em todo o pro
cedimento., Nesse Ultimo guadro, cada ocorréncia de K, fol subs-
tituida por (uac +ou psel) e o custo de Bnelud foi traduzi-

t
do por (Spac + zuar + 5uat + L + Mg + 2pse1)'

et Y ——————— e oL o
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CUSTO DC PROCEDIMENTO HU

1. Nv quac + Hat + He + ud)

2 (erl) Mop .
2+..+6+8, Nv (2uat gt 3u)

7 1 (UAC + g + 21 )

3 1 (uac + uat)

10+31. N, (M1 * ”rp’

1z. - (d+2) Uoo

13. (a+2) N Cu_ o+ tou, g

(d+2)(NV—l) (par Y.

14+, . +16+420+. .+22
(d+2)(NV-l) (TUAC + uat + 4UAT + UC + ZUOL + 7us + uac)
22, (NV - 1) Mg
17, (a+2) (N -1 (ug + wy o + mgy)
(@+2) (N -N ) (u o+ w o+ u )

av ac C

Figura 2.5a
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17. (d+2)(Na-N1-NV+l) Mg
18+139. (d+2)(Na—Nl) (2UAC * uat + pA'I' + uOL +.ps + useI+“ac)
23. (d+l)(Nv—l) L,
24. (d+2) (e T 1) .
(d+1) Mg
26. Nv (uat + us)
27. NV (us + 2“ac o Tt M + pd)
Na (uac + Uan;r T Uc ¥ Mc”i)
28. Na (uac + pat + psel)
29, Na (us + uInclui)
30, N S
(Na—Nv+l) lld
32433, Nv -(zuac gt 2uat + us)

Figura 2.5b



SOMA VERTICAL DE OPERAQOES NO PROCEDIMENTO HU

{3d+19) N
a

(2(3+2) Na
2 N

(2d+11} Na

{d+2) N

{(d+5} N

{a+5) N

{d+2} N

(a+4) N

(23+8) Na

+

(54+16)

+ 7(d+ 2)

+

+

(d + 4)

(4 + 14)

(44 + 9}

(d+4)

(@ + 2)

(2d + 4}

(8d+22)
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CAPITULO TIII

A ABORDAGEM POR INTERVALOS

3.1. INTRODUCAQ

Uma vez gue o método agui descrito s6 se aplica a grafos re
dutiveis, gquando utilizarmos a palavra grafo nesse capitulo, es-

taremo-nos referindo a essa classe.

Ao estudar o algoritmo HU, & facil observar que se o grafo
nac apresentasse circuitos, seria necessaria uma Unica visita a

cada um dos véertices v para determinar definitivamente os va-

lores de X e Y .
v v

Suponhamos agora gque todas as arestas de retorno de um gra-
fo tém como destino um Gnico vértice u. ApOs uma iteragao do al
goritmo HU, & possivel que alguns dos vértices v  alcangaveis
de u (inclusive u) tenham ainda valores incorretos para os seus
Xv e Yv' Isso porque Yu foi baseado nos Xés; de seus prede-
cessores, gue podem ter mudado em fungao de um Xt # U propaga-
do pelas arestas. Entretanto, uma segunda visita a cada vertice
sera suficiente para determinar os Xé:s e Yéss corretos. (No
te-se que, na realidade, o .algoritmo HU . faz uma iteracgao

adicional em cada caso, para determinar se foi atingida a condi-

cao de parada).




Em geral, se forem conhecidos os Y;ES de todos os vértices
de um grafo que sao destino de arestas de retorno, sera possi-
vel determinar os X&s e Yés; de todos os blocos de uma uni-

ca iteragao.
0 método de solugao por intervalos utiliza essas idéiasg, e
pode ser descrito para um grafo G = (VG, agG, no) por:

1. Se G @& trivial, entao Y, <« ¢.
o

2. Caso contrario, particione VG em subconjuntos maximais ten-
do cada um deles um uUnico vértice saiz, de forma gue se fos-

sem dados oS Yéss dessas ralzes, seria possivel determinar

oS X;ss e Y;s de todos os outros vértices numa unica ite.

ragao. 0s subgrafos gerados por esses conjuntos serao chama-

dos 4nfeavalos.

3. Considere um grafo derivado G' no gqual os vértices corres-
pondem a cada um dos intervalos de G, e as arestas correspon
dem a existéncia de arestas entre vértices de dois intervalos

distintos, e representam os Xéss das origens dessas arestas.

4, Use o método recursivamente para determinar os X;ss e Y% ]
dos vértices de G', obtendo assim os Y;ss dos vértices rai-

zes de intervalos no grafo G.

5. Determine os Y!s dos vertices de cada intervalo do grafo G

na ordem em gue foram admitidos nestes.

Ao mesmo tempo que ha, neste algoritmo, wuma transformagao




dos grafos, devera haver uma transformagao das fungdoes k e c
associadas, de modo a possibilitar a obtengao da solucgac do pro-

blema no grafo original. Essas transformagoes serao indicadas na

secgao 3. 3.

Passaremos agora as definigoes e propriedades do método.

3.2. INTERVALOS

DEFINICOES

Dado um vértice r de um grafo G = (VG, aG, no), chamare-
mos de subdntesrvalo de raiz r o subgrafo maximal TI(r) =GI[VI]

tal que as seguintes condig¢oes sao satisfeitas:
i) r € VI;
ii) GIVI\ {r}] nao contém circuitos ou lagos (isto &, todo cir-
cuito ou lago de I(r) passa por r);

iii) e v € VI \ {xr} entaoc v # n e VvCVI

0 subintervalo I(r) sera um {nfeivalc em G, com xraiz 1,
se I(r) for maximal no conjunto dos subintervalos de &, ou se-
ja, se nao existir em G um subintervalo I'(r') tal que VI g
g VI'.

Quando nao for relevante, omitiremos a raiz nesta notagao,

indicando apenas o grafo I que € o subintervalo.

A figura 3.1 apresenta um grafo G com seus cito intervalos,
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de raizes 0, 1, 3, 4, 9, 14, 15 e 17. Os subintervalos com rai-
zes 1, 2, 6, 9, 10, 12, 13, 15,16 e 17 sao grafos triviais. Os
subintervalos de G que nao sao grafos triviais nem intervalos,
sao I(5) = GI[{5,8,11,13}, 1(8) = GI[{8,11,13}], I(11) =G[{11,13}],

e I(7) =6G6{[7,10,12]}.

PROPRIEDADE 3.2.1,

Todos os vértices de um subintervalo sao dominados pela raiz.

PROVA: £ facil verificar que a existéncia de um vértice no inter
valo I(r) nac dominado por r, implica na existéncia de um vér-

tice v #r em VI com predecessor u dgue nao pertence a VI.D

PROPRIEDADE 3.2.2.

Se I(r) e J(r) sao dois subintervalos (com a mesma raiz),

entaoc I(r) = J(r).

PROVA: Suponhamos que I # J. Entao, pela maximalidade de ambos
teremos VI\AVI # ¢4 e VI\VVI # ¢. Consideremos o grafo I =
= G[VI U VJ]. Claramente I satisfaz as propriedades (i) e (iii)
dos subintervalos para a raiz r., Se (VI U VJ) \ {r} contém todos
os vértices de um circuito C em G, entao existe pelo menos um
vértice v em VC gue estd em VI\VJ. Seja C=(v,w,,w ,“_,wnnﬂ

2

e seja w=w, tal que i e o menor elemento de {j|l<j<n e wjele



w nao satisfaz a propriedade (iii) dos subintervalos em VJ, o
gue contradiz a hipOtese. Logo, I e r satisfazem as trés pro-

priedades dos subintervalos. Consequentemente, I e J nao s5a0

maximais, e portanto nao sao subintervalos. Temos -entao  que

I =J. 0

COROLARIO 3.2.1.

Para cada vértice r num grafo G, existe um tnico -subin-
tervalo de raiz r.
PROPRIEDADE 3.2.3.

Dados dois subintervalos I(rI) e J(rJ) quaisquer, :+ ou

VI CVJ, ou VJ C VI, ou VI N VJ = ¢.

PROVA: Sejam I(rI) # J(rJ) (isto &, r. # rJ) tais gue VINVI#¢,

e seja v € VI N VJ. Entao r domina v e «r domina v, lo-

I J
go, pela definicao da relagao domina, r; domina r ou ry do
mina T:e Sem perda de generalidade, suponhamos que ro domina
ri- E facil ver entao que r; € VI.
Suponhamos agora que VJIVVI # ¢. Como T domina v, para
todo v em VI\VI, e r_ € VI, existe um w & VI\VI com to-

J
dos os predecessores em VI. Entao, pela maximalidade de I e

pela propriedade (ii) de subintervalos, w €& um vértice de um

circuito C em G, tal que todos os outros vértices de C estao




em VI, e C nao passa por 'r;. Mas nesse caso, o sucessor z de
w em C ndo tera todos 0s seus predecessores em I, logo z nao
estara em I, e w poderia ser incluldo nesse subintervalo. Don

de se conclui que ndo existe um tal w, e portanto 'VJ C VI.

COROLARIO 3.2.2.

Dado um grafo G = (VG, aG, no), existe uma Unica partigao

de VG em conjuntos de vértices gque geram intervalos.

PROVA: Segue imediatamente do corolario 3.2.1 e da propriedade
3.2. BDD

0 fato de que os véertices dos intervalos de G definem uma
partigdo de VG, sera usado nos algoritmos que determinam  essa
partigao, evitando gue seja identificado o subintervalo cuja raiz

& um vértice que ja foi incluido em algum outro subintervalo.

ALGORITMO PARA IDENTIFICAQﬁO DE INTERVALOS

A propria caracterizacao dos subintervalos sugere um algo-
ritmo para a sua identificagao num dado grafo G. Sejam r a raiz

dada e I o subintervalo procurado. VI pode ser obtido por:
1. Atribua inicialmente {r} a VI;

2. Enquanto houver (maximalidade) vértice v tal que Vv # ¢ e

Vv € VI, acrescente v a VI,



Note-se que a condigao no passo 2 garante que todo circuito
passara necessariamente pela raiz, porque todo vértice v#r exi
ge, em particular, a presenga em VI do seu predecessor no cir-
cuito para s0 entao entrar em VI. Essa condi¢dc garante também
a possibilidade de cada vértice do subintervalo ser visitado ape
nas guando todos os seus predecessores ja o foram. Esse efeito &
semelhante ao da numeracac em profundidade, local a cada subin-

tervalo.

0 passo 2 pode ser executado observando-se cada sucessor v
dos vertices ja incluidos em VI. Isso porque pela propriedade

(iii), um vértice v que deve estar em VI tem todos e pelo me

»

nos um predecessor em VI, e depois que o ultimo deles, u, for

acrescentado ao subintervalo, a observagao dos sucessores de u

garantira a inclusao de v em VI,

Naturalmente, se r & uma raiz de intervalo no grafo @G, es
se algoritmo identifica o intervalo com raiz r. Esse processo
pode, portanto, ser utilizado para identificar os intervalos de
un grafo G, sendo necess@rio apenas determinar as ralzes de inter-
valo em G. Isso pode ser feito da seguinte maneira: como ©O vér-
tice inicial do grafo & sempre raiz de intervalo, ele serd a pri
meira raiz tomada. ApOs a identificagao de cada intervalo J, aque
les vBrtices que sao sucessores de vertices no intervalo J e
nao foram inclulidos neste, serao tomados como ralzes de outros

intervalos. Esse algoritmo baseia-se no fato de que  toda raiz



r # n, tem pelo menos um predecessor em um intervalo J # I(r),
gque eventualmente serd identificado (logo toda raiz de intervalo
sera detectada), e no fato de que se um subintervale I(v) nao
& maximal, entdao existe um subintervalo J tal que VI C VJ e

Vv C VJ, logo v Jjamais sera tomado como sucessor de qualguer

vértice em VG \VJ.

Esse algoritmo para identificacao dos intervalos de um gra-
fo pode ser implementado pelo procedimento indicado na figura 3.2.
Supoe-se que sao disponiveis as estruturas de adjacéncia (A) e
de incidéncia (V) do grafo G, Tanto a lista Raizes como ©¢ con-
junto (vetor caracteristico) R, representam os vértices que se-
rao ralzes de intervalos,e essa redundancia se deve a facilidade
nas operagoes de selecao (Retira) e de teste de pertinéncia, res
pectivamente. A.estru?ura Intervalos € um vetor de listas, no
qual cada componente I apresentara os vértices do I-&simo in-
tervalo_identificado. E esse vetor Intervalos que sera devolvido

como resultado do procedimento.

Serao omitidos os procedimentos Inclui e Retira, responsa —
veis respectivamente pela inclusao e pela retirada de um vértice

numa lista simplesmente ligada. A fungao booleana Vazio tem im-
plementacao e utilizagao Obvias.
Note-se que, apéesar de aparentemente ser linear (as duas ma

lhas mais intermnas, R& e MZ' sdao executadas no total |aG| vezes

cada uma), o procedimento da figura 3.2. executa da ordem de |VG]|
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procedimento Identifica-Intervalos (G = (VG,A,V))

Raizes := lista vazia

Inclui (Raizes, 0)
{

R := {0}
I := 0 /% I representard o numero do intervalo corrente */
repita

[Retira (Raizes, r)

Intervalos [I] := lista vazia

Incliui {intervalos [I], x)

VI : {r}

para todo u em Intervalos [I] faga

Ml:_'Eara toda aresta a em A[u]l faga

v := a.destino

se YvCVI »~ v gVl

entao {Inclui {Interwvalos [I], wv)
_ [VI 1= VI U {v}

para todo u em Intervalos [I] faga
Mz:“gizi toda aresta a em A[u] faga
v := a.destino

'se VEVI a vE&R
entio [%nclui (Raizes, V)

R := R U {v}

I:=I+1

ateé Vazio (Raizes)

devolva Intervalos

b

FIGURA 3.2.




operagoes para verificar a condigao Vv € VI, da ordem de |aG|
vezes. Isso porque as operagoes entre conjuntos sao efetuadas em
termos de operagoes ldgicas sobre vetores caracteristicos, e por

tanto dependem do tamanho de VG,

Umn outro algoritmo, adaptado de HECHT [1977], menos }medig
to porém linear, usa uma estratégia diferente para verificar a
condigao Vv T VI para um dado vértice v # n_: se durante a vi
sita aos sucessores dos vertices num certo intervale I, o vérti
ce v for alcangado |Vv| vezes, entdao v serad incluido em VI,
Um vertice v serd acrescentado ao conjunto das raizes (R), se
v for visitado pela primeira vez durante a identificacao de um
intervalo I, e ao final dessa identificagaoc v ¢ VI (o que sig-
nifica que v tem predecessores em mais de um intervalo)}. Esse

algoritmo estd indicado na figura 3.3.

Uma implementagao desse algoritmo & apresentada na figura
3.4, Nela, a lista Raizes e o vetor caracteristico R sac usa-
dos conjuntamente porque um vetor caraéteristico nao permite a
selecao (Retira) de diversos elementos em tempo linear. Por ou-
tro lado, a utilizagao independente da lista Raizes requereria. um
vetor com apontadores para elementos da lista, para propiciar a
eliminagﬁo de diversos elementos em tempo linear, além de ser uma

operagao mais demorada que a eliminagao num vetor caracteristico.

O vetor Cont controla o numero de visitas a cada vértice,en

quanto o vetor Assoc & usado para determinar a primeira visita a
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Algoritmo Encontra-Intervalos (G)

R <« {no}

b T AT N £ T

Para todo vértice r em R execute os passos 3 e 4

VI « {r} ( )

Para todo u em VI

para todo v em- Au

—
se Vv € visitado pela primeira vez

entao [ associe v com o intervalo corrente
R« R U iv}l /* temporariamente #*/

se v & visitado pela |Vv|-€sima vez

entao se v estd associado ao intervalo corrente
entao | VI « vI U {v}

R «~ R \ {v}

FIGURA 3.3.
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procedimento Encontra-Intervalos (G = (VG,4))

Ralzes := lista vazia

Inclui (Raizes, 0)

para todo u em VG  faca

It

cont f[u] ::=.0
Assoc [u] := /% valor indefinido #*/

para todo u em VG faga
‘para toda aresta a em A[u] faga

ﬁ += a.destino
Cont [v] := Cont [v] +1

reEita

[~ ] -
rRetira (Raizes, r)
se r € R

entao Intervalos [I] := lista vazia

Inclui (Intervalos [I], r)}

R := R\ {v}

L
T »=T1T+1

atd vazio (Ralzes)

devolva Intervalos

FIGURA 3.4.

=0 /% I & o niimero do intervalo corrente: */

para todo u en Intervalos [I] faga

para toda aresta a em Alu]l faga
[v := a.destino
se AssocC [v] = =
entao| Assoc [v] := 1
Inclui (Ralzes, V)
R := RU {v} /* temporariamente */
cont [v] := Cont [vl -1
se Cont [v] = 0
entao se Assoc [v] =1

entao [iInclui (Intervalos [I],V)




um vértice (se seu valor for indefinido), e para associa-lo a um
dado intervalo nessa ocasido. Os procedimentos Inclui e Retira,e
a estrutura Intervalos sac compativeis com o procedimento da fi-

(
gura 3.2.

3.3. O GRAFD DERIVADO G'

Como veremos adiante, & conveniente nesse método associar
os valores k, ¢, e X com cada aresta de um grafo, e nao com
os vértices deste. E o que faremos daqui em diante nesse capitu-
io.

No grafo inicial dado, o par (k,c) associado a ~uma ‘aresta
sera aqele a principio associado a sua origem. A figura 3.5
ilustra essa alteragao, e mostra o novo sistema de equagoes obti
do. Essa transformagao origina um sistema com um nimero de varia
veis maior ou igual ac numero de variaveis no sistema .original,
porém os dois sistemas s3o equivalentes, uﬁa vez que as solugoes
obtidas para os Y&sa do novo sistema sao claramente as mesmas
obtidas para o sistema original, e que os Xavs obtidos sa0
iguais aos X;ss do grafo original. Note-se que para um vértice
sem sucessores, ou 08 valores de X sac irrelevantes ou entao
podemos acrescentar um vertice ficticio (vazio) introduzindo ares

tas convenientes,

Se fosse dado o Yr do vértice raiz de um intervalo num

grafo G, os YG:; de todos os outros vértices desse intervalo



Y = A XW
u weVu u
huv = Yu A kuv. Ve, i=1,2,...,]|Au]
i i i
com k = k e C = C
uv u uv u

FPIGURA 3.5




poderiam ser determinados, pois todos os seus predecessores per-

tencem a0 intervalo: bastaria aplicar as equagoes do sistema a

esses vértices, na ordem em que foram incluidos. O método de ana

lise por intervalos consiste justamente em determinar os Yés das

raizes dos intervalos, e porteriormente encontrar a solugao to-
tal.,

Utilizando o sistema de equagOes para G, podemos mostrar,
por indu¢ao na ordem de entrada de um vértice u num intervalo
I{(r.) de G, que X =Y _ Ak v C , onde

1 uv Ty uv uv
V —
kuv v se u = r;
k=<
uv
[ A (k__vec Ynrk ] ve se u#r
wEVH wu wu uv uv I
Cuv se u = rg
e c =9
uv
[{ A c_ ) ak ] vec se uf#gr
weyny Wu uv uv I
Claramente teremos Eﬁv 2 Eﬁv para toda aresta (u,v) em aG.
{Note-se gque se E = A (o, A 2z v B,), onde o, & B, sao ex
. i i i i -
i€H
pressoes quaisquer e z nao depende de i, entao E = yaAaz v §,
com y= A (a, vB,) e &§= p B,.)
jeg * - ien *
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Seja I(rI) um intervalo, e (u,v) uma aresta com u € VI ,
e denotemos por P o conjunto dos caminhos de r, a v, conten
do a aresta (u,v}). Podemos dizer intuitivamente, em termos do
problema das expressoes disponiveis, gue para uma expressao q €U,
q € Euv se em todos o0s caminhos de C de P, g & gerada numa

dada aresta (s,t), e preservada por todas as arestas da segao

de C que vai de t a v, e que g € kuv se ao longo de todos
os caminhos C de P, oun g & preservada por todas as arestas

de C, ou g & gerada em C e preservada posteriormente nesse

caminho,

Como a Unica informacdo relevante na determinacgao de um Y
€ a "influéncia exercida" pelos X%uﬁs (a topologia em si " nao &
importante), para determinar os Yi_ s das raizes, pode-se defi-
nir um grafo G*', dito derivado de G, no gqual cada intervalo
I(rI) de G & reduzido a um unico vértice I, e as arestas de
G que partem de vértices no intervalo I para a raiz r; do in
tervalo J serao representadas pela aresta (I,J) de G'. (E £a-
cil verificar gue I(no)-é um intervaleo, e sera tomado como ver-
tice inicial de G'}. Note-se que o grafo derivado G' nao tem

lacos. (Todas as quantidades associadas com G' receberao apbs-
G : P

trofo , inclusive os parametros N_ e N_ usados no calculo do custo.)

Uma vez gue a nova aresta (I,J) deve substituir o efeito

das arestas por ela representadas, tomemos XiJ:= A X .
wEVr;NVI YTy
Como para duas raizes de intervalos distintos, r; e rL, temos
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N vl M X! ! ]
em geral VrJ # Vr V1, obteremos 13 # XIL para dois

L
sucessores distintos J e L do vértice I em G'. Dal a con-
veniéncia de associar os X' s as arestas, mencionada anterior —

mente. (Veja a figura 3.6).

Por outro lado, pelo sistema de equagoes  original ,

»

Y = A X = A X A A X A
T wevr. “F1  ue(vr.\v.) Y1 ve(vr_nvI) V¥
I T Y1 1
Tomemos Y! = A X! . BAssim, pela definigao de X!
I~ cys LI 1 LT
I
Y = A X e Y = y¥! A A X .
1 ue (Vr i) T ry 1 ve(vr avi) V1
Yo=Y oA A (Y A}?r var)
1 wE (VX NVI) Iy W 1
= ¥Y! A [Y_ A A (k. ve ) owv A c ]
I Ty WE (Vr NVI) WLy W wE (Vr NVI) WI o
=¥ A [Y_ A A k. v A c ]
1 1 wel VI NVI) WLy we (Vr NVI) WL
Y =Y! A[¥Y A K, v C.]
II I rI i T
com K. = A k e c. = A c .
I wE (VrIﬂVI) WLy L wE (VrInVI) Wl

A solugdo maximal desta equagao & dada por:



= Y' A
YI.‘ YI [KI v CI]
I
= i o = oA
Mas K, v CI K. pois KI 2 CI' donde YrI YI KI .
Retomando a definigao de XiJ , teremos:
X! = A X
Yoowevr vy Yy
- A (Yr A Ewr v Ewr )
wG(VrJnVI) I J J
= A [(Y'! ~ K.)» k ve.o ]
W (Yr_NVI) T Wiy = WIg
= (Y' A K_) A A (k ve  )v A ¢
T .1 we(VrovI) YRy YE3 we(vr ov) Vg
= Y. A K_ A A k v A c
o1 we(vrvi) YT wetvryvi) Vg
Colocando kiI_=K_ A A k e cl_= A c .
ol WE (Vr ;NVI) Wy J we(vr nvD "3
1 = 1A 0 1
temos XIJ YI kIJ v CIJ
1 - A '
e YI 1 -
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Dessa maneira obtivemos um sistema de egquagoes semelhante
ao original para o grafo derivado G', de forma que se G' nao for
trivial, podemos aplicar o processo recurgivamente para encon-—

trar os valores Yi para os vértices de G°'.

A figura 3.7 apresenta um esquema de vizinhanca entre dois

intervalos I e J.

-

O algoritmo Grafo-Derivado, indicado na figura 3.8, € uma
extensac do algoritmo Encontra-Intervalos que, além da partigao
dos vértices de G em subconjuntos gque geram intervalos, forne-
ce a estrutura de adjacéncia entre esses intervalos, a influén —
cia interna K. de todos os vértices de cada intervaloc I sobre

I
a suva propria raiz, e o par (k',c') associado a cada aresta de

GI »

A cada aresta (u,v} de G. visitada, os valores de Eﬁv e
de Eﬁv sao calculados e acumulados nas variaveis K, © O,sque
representar valores parciais das conjungoes Ak e A C_,

uv uv
ueEvv ucvv

respectivamente. Se v nao @ raiz de intervalo, kg © 9, sao

usadas no calculo de kX e ¢ das arestas de G com origem V.

Se v e a raiz r. do intervalo J, K, e o serao reinicia-

lizades a cada wvisita a rJ através de uma aresta (u,rJ), onde
u nac pertence ao mesmo intervalo L gque o predecessor de 'y

anteriormente considerado. Nesse instante, Ky © ¢, represen=

tam respectivamente as conjungoes A Kip. © A Cop s
WE(VrJﬂVL) ) WE(VrJﬁVL) J




A X
Wry

we(vrIﬂVI)

A e e o e AT A gr—— - - i =

g



que serao usadas no calculo de k! e de se L # J. Se

C [
LJ LJ’
L =J, o valor de Ko sera guardado na variavel KJ para ser
usado como fator no cilculo de k' para todos os sucessores de

J em G'.

Uma aresta (L,J) sera incluida em G' se o Ultimo predeces

sor de considerado pertencia a VL, e T é visitado atra-

J J
vés de uma aresta cuja origem estd num intervalo I # L. Uma
aresta (I,J) sera incluida em G' se r for wvisitado pela

J

]VrJl—ésima (G1tima) vez durante a identificacao do intervalo T,
se I for diferente do intervalo ao gqual pertencia o© primeiro
predecessor de Ty considerado. (Antes da inclusac de uma nova
aresta verifica-se sempre se ela nao sera um lago).

No primeiro caso, a identificagao do intervalo L Jja  foi

concluida, de forma gque XK. ja foi determinado., Como o predeces

L
sor anterior de T pexrtencia ao intervalo L, K. contem o
J
fator A k de kl_, e o contém ¢! (uma vez
wE(VrJﬂVL) er IJ rJ : LJ
que K, & 0J foram reinicializadas durante a identificacao
J J

de L, e todas as arestas com origem em I e destino T foram
visitadas até o final dessa identificacao). Por conseguinte, os
kiJ e CiJ estao disponiveis, e a aresta (L, J)

pode ser incluida em G'.

coeficientes

No outro caso (inclusao de uma aresta (I,J)), no entanto ,

g possivel gue nem todas as arestas com origem em I e destinc
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Algoritmo Grafo-Derivado (G)

2., Para todo r em R execute os passos 3, 4, 5.

3, VI « {r}

/* 1 & o intervalo corrente x/

4. Para todo v em VI /+ Identificag@o do intervalo I */

para todo v em Au

entac

entaoc

senio

associa v com I

se v & visitado pela primeira vez

R+ RU {v}
inicializa « e © com U
v v

calcula k e cC
uv

-—

uv

se v associado com I

acumula K e g
v v

se v & visitado pela |Vv|-8sima vez

entdo se v #£ 0

entdao | VI « VI U {v}
R « R \ {v}

L senac KI[0] := «xI{0]

se v € visitado pela primeira vez em I

entao| /# Seja N o intervalo associado com v criginalmente */

se v & visitado pela primeira v2z apds identificagio de N
entdo | atribui a v o prdximo intervale M
[inicializa K, com U
ge intervalo L do predecassor anterior de v#intervalo J & v
entdo inclui aresta (L,J} com coeficientes
* =K, A KL e c'=uv em G’

senac K. + 0o
g A+

reinicializa K, © a, com U

acumitla Kv e o,
se v & visitado pela |Vv|-&sima vez
entdo se intervale J de v #1I

entao inclui (J,k ,0. ) na lista de sucesgores
v pendentes de I

sendo K_ + K
J v

5. Para tedo J em sucessores pendentes de I
inclui aresta (I,J) com coeficientes k'==Kv A KI e c'==cv em G'

FIGURA 3.8.

i e A A o im o maeseler



r. tenham sido visitadas, de forma que o valor de Ky . hao & em

I
geral, conhecido nesse momento. Portanto, J & incluido numa lis
ta de sucessores pendentes de I, gue sera processada apds a iden
tificagso do intervalo I, quando K/ sera conheciéo, e o coefi
ciente kiJ pode ser calculado. Dessa maneira, a linearidade

do algoritmo & preservada.

O processo de passagem por uma fila de arestas pendentes po
deria ser geral a todas as arestas de G', porém isso sO diminui

ria a eficidncia do algoritmo sem simplificagao significativa.

No procedimento correspondente, apresentado na figura 3.9, su-
poe-se que a estrutura de adjacéncia A de G & um vetor de lis
tas gue suporta os vetores caracteristicos k, c, k e c, corres

pondentes a cada aresta (u,v), gue ainda serao denotados por kuv’

Cuv’ kuv' e cuv , respectivamente. Supoe-se também que os k's
e c¢'s de cada aresta sao fornecidos nessa estrutura. As varia-
veis K,k , e O serao implementadas como vetores de vetores ca-
racteristicos. O vetor Int-com-Raiz contera um valor indefinido
para os vertices de VG gue nao sao raizes de intervalos, ou a
identificagao do intervalo do qual o vértice € raiz, caso contra
rio. 0 vetor Ultimo-Assoc indica, para cada raiz r; de algum
intervalo J em G, qual o Gltimo vértice L de G' ao gual J
foi associado como sucessor, e &€ usado para controlar a inclusao

de arestas em G'. Se um vertice u de G nao & raiz de inter-

valo, entao 0ltimo-Assoc[u]l serz sempre indefinido., A estrutura
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procedimento Grafo-Derivado (G = (VG,4))

 para todo u em VG faga
Cont [u] = 0
Assoc [u) r= @
Int-com~Raiz [u] := =
Ultimo-Assocu] = =
Sucessores-Pendentes := lista wvazia
Raizes := lista vazia
Inclui-véertice {(Ralzes, ()
R[0] := verdadeiro
Assoc 0] := 0

repita
[ Retira-Vértice (Raizes, r)

se r €R

entdo | Intervalcs [I] := lista wvazia

AY [T) 1= lista wvazia
Inclul-Vértice (Intervalos ([I], r)

para todo u em Intervalos (I} faga

v := a.destino

Trata-Aresta

I :=1I+1

até Vazio (Raizes)
devolva (Intervales, K, [(M,A'))

FIGURA 3.9a.

para toda aresta a em Alfu] faga

enguanto nao Vazio (Sucessores-Pendentes) faca
Fetira-Aresta (Sucessores—Pendentes, (J, keappa, sigmal}
Inclui-Aresta (A'[I], (I, kappa A K{Il, sigma))

Int-com-Raiz [0l := 0
Ultimo-Assec [0) := 0
k[D] = U
al0] :=1U
K{0] :=1U
I =0 /% I & o intervalo corrente =/
M :=0/%¥ M & o illtimo nimero usado p/ identificar um intervalc */
para todo u em VG faca
para todo v em Aful faga
Conf fvl] := Cont[v]+1 /* conta predecessores d&e um wrtice %/ -



37
38
39
40
41
42
43
44
45
46

47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64

65
66
67
68
69
70

71

72
13

74
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procedimento Trata-Aresta

[se Assoc [v] =: =

entao [ assoc (vl = I
Inclui-Vertice (Raizes, v)

R [v] := verdadeiro
K [vi =0
| o [+] = 1]

Cont [v] := Cont [v]-1

se u=r

entzao _}iuv i kuv .
_cuv = Cav

senio ]_{_uv := {kfu] a kuv) Ve
Cov = (o{u] a kuv) V Cov

se Assoc [v] =I
M kvl = klvla }iuv
oi{vl := oiv]a Cuv
se Cont [v] = 0O
entdo se v # 0
entdo |Inclui-Vértice (Intervalos [II, V)
' R[vl := falso
L ‘sendoc K[0] := «x [0]

sende [ se Ultimo-Assoc [v] # I

entdc [ se Int-com-Raiz [v] = ©

entao [ M =M+ 1
Int~com-Raiz [v] := M
Oitimo-Assoc [v] := Assoc [Vv]
K [M] 1= U

se Oltime-Assoc [v] # Int~com-Raiz [v]

entio Inclui-Aresta (A'[(ltimo-Assoc [V,
- {Int-comrRaiz [V,

¢ [V A K[Oltimo-Assoc [V ],00vi))

sgenao XK [Int-com-Raiz [v]] := rlv]

"

Ultimo-2assoc [v] =1

kKvl] :=U

ofvl =1
Civlc= «lvl A K
glvlsi= olvl a Euv
se Cont [v] =0

entac se v # r

ent3o Inclui-Aresta(Sucessores-Pendentes, (Int-can-Raiz W,
kv, old))

“genao K[Int-com-Raiz [v]] := kvl

FIGURA 3.9b.




_62._

devolvida A' & analoga a A, e ao final da execugao do procedi
mento contera a estrutura de adjacéncia de G', incluindo os va-

lores de k' e c¢' para cada aresta.

A existéncia de dois procedimentos para incluir eleﬁentos
em filas (Inclui-Vertice e Inclui-Aresta), e de outros dois para
recuperar o proximo elemento (Retira-vVértice e Retira-Aresta) ,
justifica-se pelas diferentes estruturas das células que compoem

as listas e das informagOes manipuladas.

O procedimento Trata-Aresta foi criado apenas para facili-
tar a visao geral do procedimento Grafo-Derivado, e pode ser ex-

pandido no Unico ponto de ativagao no corpo desse ultimo.

3.4. ALGORITMO FINAL

0 algoritmo de analise por intervalos sugerido inicialmente
por Cocke e Allen {Algoritmo CA), € apresentado na figura 3.10.
B facil ver que esse algoritmo termina,pela verificacao de que o
tamanho de um grafo derivado & estritamente menor que o tamanho
do seu grafo original, a menos gque este seja o grafo trivial.

A figura 3.11 apresenta o procedimento correspondente ao al
goritmo CA. Note—-se que ele utiliza os valores « (vl e ofvl dei
xados como efeito lateral pelo procedimento Grafo-Derivado. Na-
guele ponteo, kvl e olvl representam respectivamente as con-

jungces de k. e de c

av aye Para todos os u € Vv, se v nac é

raiz de intervalo em G.

-



- /3 -

Algoritmo CA (G)

1. Se G & trivial entao Yh “ ¢
. o -

2, Caso contrario

* determine o grafo G' derivado de G

* use o algoritmo. recursivamente para determinar Yi

para os vértices I de G

® para todo I em VG'

- calcule Yr (rI e a raiz do intervalec .I !do
I )

grafo G)

- visite os vértices v # rI gue pertencem ao
intervalo I em G, na cordem em
que foram colocados em I, deter-

minando Y_ em fungao de Y
v ry

FIGURA 3.10.
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procedimento CA(G = (VG,A))

=

se |VG| -1 =0 A A[0] = lista vazia

entao devolva ¢

senao

(Intervalos, K,G' = (VG'",A')) := Grafo-Derivad (G)

Y' := CA(G")

para tode I em VG' facga

—

Retira-Vértice (Intervalos [I], r)
/* r & raiz de

il

Z = Y' [I] A K[I]
Yir] := =

para tode v em Intervalos [iI] faca

Y[vl := 2 A klv] volvl

devolva Y

FIGURA 3.11.

I

*/
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As tabelas da figura 3.12 apresentam o numero de operagdes
basicas executadas por linha. (ou grupo 'de linhas), '‘a cada ativa-

cao do procedimento CA, Grafo-Derivado e Trata-Aresta.

No procedimento CA consideramos gue VG .é dédo por uma

variavel cujo valor & |VG|-1, de forma que o teste |VG] -1 = 0
’

exige apenas um acesso aquela Yrariavel e a comparagao propriamen
te dita. As atribuicoes das linhas 3 e 4 constam apenas para de-
signar as variaveis que conterao os valores retornados pe-
los procedimentos, logo Serao contados apenas os custos
de ativacd@o e execugao destes. Considerando o caso de uma entra-
da por ativacao, a malha da linha 5 & executada Nv' vezes, € ©
teste de fim de iteragaoc & efetuado depois do corpo porgue o gra
fo derivado tem pelo menos um vértice. Por causa do tratamento
especial dado as ralizes de intervalo, no total das Nv‘ entradas
na malha da linha 9, acontecem_(Nv_- Nv‘l iteracoes, e como é
possivel que um intervalo contenha apenas a raiz,o teste de fim
de iteracao € feito antes de executar o corpo. Além das opera-
¢oes usuais de controle da malha, ocorrem ainda Nv, subscricoes,
para localizar as cabecas de lista nas atribuig¢des iniciais, e

(NV - Nv,) selegoes, uma para cada vértice nas listas.

Se o argumento de chamada ao procedimento CA for o grafo
trivial, o seu custo se resume as linhas 1 e 2, caso contrario

a linha 2 nao sera executada.

No preocedimento Grafo-Derivado; os corpeos das malhas nas




linhas 1 e 18 saoc executados Nv vezes cada, sendo o teste de
fim de iteragao efetuado apds cada execugao. Nas N entradas na
malha da linha 19, ocorrem Na iteracoes, com o teste antes de cada
iteracao, uma vez que & possivel haver vértices sem sucessores.
Ocorrem ainda uma subscrigao a cada entrada na malha, e uma sele

cdo da identificagao do vértice v na lista a cada iteragao.

E facil ver gue a malha da linha 21 & executada N, vezes,
pois todo vértice v # 0 de G & argumento da chamada de proce
dimento da linha 39 exatamente uma vez, enquanto gque a chamada
na linha 22 se encarrega de elimina-los. O teste da linha 23 re-

sultara verdadeiro Nv' vezes, porgque R[vl se torna verdadeiro

(linha 40) sempre gue o vértice v & incluido na lista Raizes,

porém & tornado falso pelo comando na linha 55 sempre que v &
incluido num intervalo cuja raiz nao € v, € isso tudo o©corre
sempre numa unica entrada na malha da linha 27. Considerando to-
das as Nv' entradas na malha da linha 27, seu corpo & executa-—
do Nv vezes, com teste de fim de iteracao apods cada execugio ,
uma vez que todo intervalo contém pelo menos.a raiz. .. Além das
operacoes de controle, sao necessarias mais uma subscricao para
cada atribuigac inicial, e uma selegao do vértice wu da lista
de vértices do intervalo a cada iteragao. No total das Nv en-
tradas, ocorrem Na iteragoes na malha da linha 28, com teste
de saida anterior a cada iteracdo, e uma subscricao a cada entra
da na malha. Finalmente, no pior caso, teremos Nv,.execugaes do

corpo da malha na linha 31. Isso porgue cada vertice J do grafo



derivado so pode ser destino de uma aresta na lista de sucesso-
res pendentes no maximo uma vez (pois a inclusao sO ocorre even-
tualrente no momento em que o Ultimo predecessor da raiz de J em
G & visitado (linha 73)). Como ocorrem Nv' entradas nessa ma-
lha e 0 teste de controle (Sucessores-Pendentes vazia) & executa-

do antes de cada iter;gao, teremos no maximo ZNV,(uaC + Jc*-ud)
para controlar esse epnguantfo. Na linha 32 foi considerado o pior
caso, de Nv' execucoes da chamada de procedimento. A instrugao
da linha 33, no entanto, foi contada conjuntamente com a da 1i-

nha 64, totalizandc o numero exato de inclusdes na estrutura A'.

No procedimento Trata-Aresta, das Na vezes em que a condi
¢do na linha 37 € testada, ela & verdadeira uma vez para cada
vertice de G, exceto a origem, de forma que os comandos associa

do ao entaoc sao executados (Nv -'1) vezes, e OCOIreHlﬂgi—Nv£le-

Claramente, ¢ resultado do teste da linha 44 "é verdadeiro
N9 vezes, e falso (Na""N9)' As instrucoes das linhas 50, 51, 52
conjuntamente com aguelas das linhas 69, 70, 71, sao executadas
no total. Na vezes. O teste da linha 52 da verdadeiro uma vez
para cada vértice do grafo G gue nac € raiz de regido, exceto
possivelmente o vértice inicial, logo a comparagdo da linha 53 @
executada no maximo (NV - Nv, + 1) vezes, com exatamente NV—NV,
resultados verdadeiros, e talvez 1 falso. O teste da linha 49 re

sulta falso para todos os predecessores de toda raiz r, que nao

estao no intervalc ao gual pertence o vértice u, origem da




primeira aresta incidente a r considerada na execugao do proce
dimento Grafo-Derivado. Em outras palavras, para cada raiz r de
intervalo em G, seja (u,r) a primeira aresta com destino r con
siderada na execugao do procedimento Grafo-Derivado, e seja N
o intervalo de G tal que u € VN. O teste da linha 49 da falso
para toda aresta (v,r) € aG tal que v & VN. O numero dessas

arestas & dado pela soma (N - Nll) + N13, gue € o numero de ve

10
zes que a comparagac da linha 57 & executada. Note-se que  essa
quantidade nao & funcdo apenas da topologia do grafo, mas fambém
da maneira como este fol representado. Ela s6 independe da repre
sentagao quando todos os predecessores de um vértice J no gra-
fo derivado contem a mesma quantidade de predecessores da raiz
Ly do intervale J em G, ou quando algum desses predecessores
domina ry.

A comparagac na linha 57 da verdadeiro para uma dada raiz
de intervalo Vv, sempre gue {u,v) & a primeira aresta considera-
da cuja origem est& num intervalo I qualguer, exceto a primei-
ra aresta com destino v considerada durante a execugdo do pro-
cedimento. Esta situacao ocorre (Na, - Nv' + Nl4 + 1) vezes, com
um errco de 1, caso exista um vértice v tal gque (v,0) € aG e v
estd no intervalo I(0). O teste da linha 58 d& resultado verda-
deiro (Nv. - 1) vezes, e o teste da linha' 63 da verdadeiro
(Nal - Nv') vezes, considerando o pior caso de arestas nao en-

trarem direto em A', mas passarem antes por Sucessores—Pendentes.

As subscrigdes na linha 64 gue nao foram computadas junto com a

S
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linha 33, serao contadas em conjunto com as subscricdes da linha
73 (3Na'“ referentes aos vetores Int-com-Raiz, k, o), ou sozi-
nhas, considerando © pior caso (Z(Na',- NV.), referentes as duas
subscri¢oes no vetor Ultimo-Assoc). As linhas 65 e 74 foram agre
gadas para se considerar o pior caso, em gue todas as ralzes de
intervalc r tém um predecessor em I(r). O teste da linﬁa 71
da verdadeiro uma vez para cada raiz de intervalo, podendo ocor-
rer um erro de 1 se V0 € VI, com I = TI(0). Considerando o pior
caso, havera Nv' chamadas ao procedimento Inclui—ﬁresta na li-

nha 73.

hstituindo-se  ©S ustoc de . Ve
Substituindo-se - 08 € Yav 7 YInclui-vértice’

YRetira-vértice’ PInciui-Aresta © HRetira-Aresta’ pelos -custos
de implementagoes tipicas, como as apresentadas no apéndice 3,po
de-se obter equacoes que expressam O namero de vezes gue cada
operacdo basica & executada e cada ativagdo do procedimento CA.
A figura 3.13 apresenta as equagbes que indicam o namero de ope-
ragdes executadas numa ativacao do procedimento CA, incluindo os
procedimentos auxiliares e as chamadas recursivas. As equagdes

obtidas tém a forma de somatdrias nas quais o indice i indica pa
rametros correspondentes aos grafos da sequéncia Go’Gl""'Gm—l'
onde G & o grafo original. Para todo 1 < i < m-1l, G é o grafo
derivado de G; ¢r © O grafo G_, derivado de G__ . & o grafo tri-

vial, com G _; # G . O custo de CA para um grafo - trivial é

AT + 3uc + Vo1 + u.).

ac b=
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CUSTO DO PROCEDIMENTO CA

1. 1 Quaci-BuC-+ud +uol-+us)
2, 1 “rp
3+4.1 (2“cpl + uGrafo—Derivado(G) * uCA(G’))
> 1 (uac N uat)
Nv' (zuac M Mar * Hat * pc)
(Nv'_l) Mg

6+..+8. Ny Bupe * 2Upp T Aug T U T “Retira—vértice)

. +
2« N (pac T Vat ps)

(quiﬂ) (p + 1
lO.Qﬂ;NvJ (3“AC oyt 2UOL + 3us)

11. 1 |\

FIGURA 3:.12a
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CUSTC DO PROCEDIMENTC GRAFO DERIVADO

at ac
Nv (par_Fuc'+uac
Nv-l Mg
2+..45. 4N ug + 1)
6+7. 2 ”at
8. 1

Minclui-vértice -

9+..+17.1 7us + 6uat + BUAT
18. N_+1 Mo + B
Ny (uar ML uac)
Nv—l Mg
19, (N _+N_) (hg + U, + ¥
Ny (”ac Foiae T us)
Na (“av * Usel)
20. Na (2us * Hat * Mar * Hac

FIGURA 3.12b




21.

22423,

24+25,

26.

29.

__72_

N, (uac + uc)

(N -1) Mg

No (uac * VRetira-vértice T ¥g
ﬂ%;NVJ Mg

NV' Z(us + “at}

Ny (us * uInclui—'Vértice’,)
N (hg + ¥ uac)

Nv (usel * Hav + Uc i uac)
Qk;NVJ My

Ny (”s touge uac)

I&?Na (uc + Uy * Uac)

Na Mav

Na (pac + Heel + uat)

FIGURA 3.12c¢c
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31. ZNV, (”ac o+ ”d) . | (PIOR CASO)
32. Ny MRetira-vértice (PIOR CASO)
33+64. Na' (2“5 * HoL * 2”AC + uInclui—Aresta)
34. N, (W, - oy uac)
36. 1 urp
37. N, (uac tu, ot us)

OEFN;J) ud

- ' + -
36+, +42. (Nv b (uac * 21Jat + 2“AT + 4“5 Inclui—Vertice)

. + + + +
43+44 Na Huac par * Hat 11c ud 2“5)

45+446. N (2upn F 200 + dug )

9 sel

4?+48'(Na_1%) (GUAC + 2UAT + 4UOL + 2ps + 6usel)

49. Na (Zuac + uc + ud + us)

I . + + + +
50..52+69.. 7L N_ (41, o+ 2q,0 + B Sig + 2u 9+ 2uy.)

{ Na—Nv+l) Mg

FIGURA 3.12d




53.

54+55.

56.

57.

584+63+66+67468.

59+..+62.

64.

64+73.

65+74,

72,

73.

(NV-NV'+1) (uac M He * ud)

(Nv.-Nv') (uat4- 2“5 { uInclui—Vértice)
1 (hyo + Hpp * 21u,)

MNygNy 1y 3) (2u e * g T )

(N, =N ~1)

10 711 13

( N , N 4+1) (4u.  + M

+N N VAN N
v!

14 Hg

+ ZUAT+2“c + 6118)

1 ac at

2(Na,—NV,+Nl4+l)— (Nv, -1) My

(N_,-1) (Buyo + My, +3u e + Hap + 4g)
(Na,—Nv,) 2”5

Na' 3u5

Ng (hpe + ¥pp + 31g)

Nv' (2pac + He + 11d)

N

UIncluiwAresta

FIGURA 3.12e
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m-1

1=0

i=0

m-1

i=l

m-1

1=
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SOMA VERTICAL DE OPERAGOES EM TODAS AS EXECUGOES DE CA

(26N + 55N + 2N - 2N + 2N + 4N J - 13N - 19N + 6m + 21
a; vy 10i lli 13i 14i a, v,
{7 + 4N - 2N9 y - 4Na - SN +m=+ 5
ai Vi i o o
(4N + 1IN} -~ 2W - 4N -m+ 4
i Vi fo) la]

- 15N + 7m + 15
v

i 1 141 a5 o]
(4Nai + 4Nv_ + N14.) - 4Na - SNv + 3m+ 5
i i o o
+ N + - N + 2 - -
(9Na. 13 v Nlo_ Nll + Ny g Nl4'} 3Na 2Nv + bm + 5
i i i i i [« o]
2m
- — + Zm
(BNa_ + QNV + NlU Nll, + N13. + Nl4 ) 2Na
i i i i i i [o}
m+ 1
(1N + N - 4N, ) - N + N -1
ay vy 9, a v
o ls]
2m
{26N + 19W - 28 _ 4+ N +N.. +MN.._+ 6N y - 13N -3N_ + 8m + 4
a v 9 lDi 111 131 141 a, Yo

i i i

(88 + 9N -N_) - 4N - 8N + B
Va a

FIGURA 3.13
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CAPITULO IV
O ALGORITMO DE GRAHAM E WEGMAN

4.1. INTRODUGCAO

Como na abordagem por intervalos, o método de Graham e Weg-
man s0 € aplicavel a grafos redutiveis, e associa as fungoes Xk

e ¢ as arestas do grafo.

A idéia basica & processar uma série de transformagbes nas
arestas do grafo, até a cobtencdo de uma estrela. A solucdo do
sistema de equagOes para uma estrela & trivial. As transformagces

sao realizadas da seguinte maneira: escolhe-se um vértice vsfno

gue tenha um fmico predecessor u diferente dele proprio, elimi
na-se um eventual lagc em v, € em seguida elimina-se cada ares-
ta (v,w) do grafo, substituindo-a por uma aresta (u,w) se esgta
ainda nao existir. (Essas transformagoes serao descritas mais ri
gorosamente na sec¢ac seguinte). Os valores k e ¢ associddoes
a cada uma das arestas (v,w) eliminadas serac "incluidos" nos va

lores da aresta (u,w) correspondente no novo grafo.

Verifica-se que, dado um grafo redutivel G, tem-se (apre-

sentaremos apenas a verificagao de b e d):

a) ou G & uma estrela ou existe em G um vértice nas condigoes

de v acimas;




b) o grafo resultante apds as transformagoes citadas também & re

dutivel;

c)} uma seqﬁéncia suficientemente grande dessas transformagBes

sempre converge para uma estrela; e

d) a solugao maximal para as variaveis Y do sistema de equa-,

¢oes para o novo grafo & a mesma do grafo original G.

Apesar de convergir para uma estrela, uma seqgiiéncia  qual-
gquer de transformacoes pode tomar tempo guadratico. Para reduzir
esse tempo, © algoritmo determina um subgrafo de G, semelhante
a um intervalo, chamado de regiao, dentro do qual & imediato iden
tificar um vértice v com a propriedade mencionada. Apds apli=
car uma transformagao a cada aresta ctom origem v dentro da re
giac, um novo vértice da regiao sera tomado, até que todos ji o
tenham sido. A repeticao desse processo transformara G num gra

fo aciclico, e ele sera facilmente reduzido a uma estrela.

4.2. TRANSFORMAGOES NO GRAFO

DEFINIGOES

Seja G = (VG, aG, no) um grafo. Diremos gue uma aresta(u,v)
satisfaz a condigdaoc PDU (predecessor distinto Unico) se (u,Vv)€
€ a6 e Vv \ {v} = {u} (isto &, (u,v) & a unica aresta inciden-

te a v gue nao & um lago).



Se (u,v) satisfaz a condigao PDU e a = (v,v) € aG, en-—
tao T1(G,a) = (VG, aG\ {al}l , ng).

se (u,v) satisfaz a condigaoc PDU com v # n_, e a={v,w)

€ aG, com Vv # w, entdo T2(G,a) = (VG, (aG lJ{(u,wj})\{a}, no).

A figura 4.1 ilustra estas transformacoes. Note-se due, no
caso de T2, as arestas (u,w) e (v,v) podem n3ao existir no grafo

original, e que nao esta excluido o caso u = w.

PROPRIEDADE 4.2.1.

Se (u,v)] € aG satisfaz a condigao PDU, a transformacao

T1(G, (v,v)) ou T2(G, (v,w)} nao cria dominancia de um vértice S0

bre gqualguer outro veértice de G.

PROVA,

A prova & simples, notando-se que a tfansformagéo Tl eli-
mina apenas lagos, e esses nao podem fazer parte de caminhos, e
que todo caminho de n_ a um vértice 2z gue n3oc passava pela
aresta (v,w) ainda permanece no grafo apos uma transformacgdo T2,
e agqueles gue passavam pela aresta (v,w) também passavam por
(u,v), de forma que a segao (u,v,w) pode ser substituida por (u,w).
Assim, se havia um caminho de n,a z que nao passava Ppor um
determinado vértice em G, existe um caminho (possivelmente o mes

mo) nessas mesmas condigaes no grafo resultante.
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PROPRIEDADE 4.2.2.
Dado um grafo G = (VG, agG, no), tem-se:

ou I) Tl ou T2 é aplicavel a uma aresta de G,
ou II}) G € uma estrela,

ou III) G e irredutivel,

Por ser relativamente extensa, a prova sera omitida.

PROPRIEDADE 4.2. 3.

As transformacoes Tl e T2 preservam a redutibilidade de

um grafo.

Claramente a transformagac Tl nao origina um grafo nao re
dutivel. A prova de que a transformagdo T2 também preserva a
redutibilidade pode ser encontrada em GRAHAM [1976] . Apesar da
transformagdo considerada na referéncia eliminar o vértice v e a
aresta (u,v) se (v,w) era a uUnica aresta com origem em v no gra
fo original, verifica-se facilmente que a manutengao de (u,v) e

de Vv nao interfere na redutibilidade do grafo resultante.

PROPRIEDADE 4.2.4.

Uma sequéncia suficientemente grande de transformagoes T1

e T2 num grafo redutivel sempre converge para uma estrela.




A prova dessa propriedade também sera omitida.

4.3, TRANSFORMACAO DAS FUNCOES k E ¢

Como foi dito a principio, os valores k e ¢ associados
a aresta eliminada a cada transfbrmaggo Tl ou T2 sao de cer-’
ta forma acumulados numa aresta que tem o mesmo destino da ares-
ta eliminada. Se uma aresta (u,v) satisfaz a condicao PDU em G,
e a transformacgao Ti{G,(v,w}} é executada, os valores de k e c
propostos para a aresta {u,w) no grafo resultante @', irao re-
presentar a agao da aresta (u,w) se esta ji existia em G, e ao
mesmo tempo representar a agao da sequéncia (u,v), (v,w), manten
do a solugao maximal para as variaveis Y do sistema para G'.
(Utilizaremos apdstrofo para designar grandezas associadas ao

grafo resultante apds uma transformagao T1 ou T2).

Consideremos a transformagao T1 como indicada na figura

4.1. Inicialmente temos, devido a condigao PDU:

Y =X A X = (k AY voeo YA (k AY ve )
v uv v uv u uv \Tavs v vV

A solucao maximal dessa equagdo & dada por:

Y = {k AY v ) alk ve }= (k AY v o ) ak .
v uv u uv vV Vv uv u uv A

Como u sera o unico predecessor de v no grafo resultante

G', a solugdo maximal sera mantida se substituirmos a  equagao

Ry e g R w TR L



original para Yv por:

onde kﬁ =k Ak e c' =rc¢ Ak

— T D ) .
(Note-se que k! 2 c'_ )

Para tratar o caso da transformagao T2, notemos em primei-
ro lugar que a solugac maximal do sistema de equagoes associado
a um grafo G nao se altera se introduzirmos arestas com k = U
e c = U. Assim podemos considerar o caso geral de T2, com a pre

senca das arestas (u,w) e (v,v) no grafo original.

Temos Yw = qu A Xvw A A XZw
ZE(vW\ {U,V})
e Y' = XI'JW A A Xéw .
z€ (V'w\ {u})
Tomemos X' =X A X .
uw uw VW
X = k AY v C e X =k AY v C .
uw uw u uw VW VW v VW

Usando a solugao maximal obtida anteriormente para Y , na

presenga do lago (v,v), teremos:

X =k A [(k Ak Ya Y v (c Ak )] vec
W VW uv vV u uv vV vw




ogoe, X' =%k' AY v
uw uw u uw
onde kY =%k Ak Ak A Kk v k A C
uw uw uv vV W uw W
e c' = ¢ A C Ak Ak v C AC
uw uw uv vv W uw vw
{(Mais uma vez, note-se gue k' >c' L)
uw = uw

E facil ver que preservando-se os pares (k,c) associados a
cada aresta diferente de (u,w) no grafo G'= T2(G,(v,w)), a solu

¢ao maximal do sistema € mantida. Em particular,

A X = A Xéw .
z€ (v {u,v}) 2V z€(V'w\ {ul})
4.4, REGIOES
DEFINICAO
Uma super-regiaoc R de um grafo G = (VG, aG, n ) & o sub-

grafo maximal gerado por um conjunto VR € VG tal que:

a) |VR| > 2,

b) R & fortemente conexo,

c) todos os vértices de R sao dominados por um vértice r € VR,
dito raiz da super-regifio (r sera adotado como vértice ini-

cial do subgrafc R).



Verificam-se facilmente as seguintes propriedades:
(1) O vertice r & Unico para uma super-regiao R, e se r &
raiz de duas super-regides R, e Ry, entdo Ry =R,. Portan-
to adotaremos a notagao R{xr}.

(2) Toda super-regido R contém pelo menos um circuito. .

(3) Se R(r) € uma super-regiao, entao todo circuito C em G ou
estd totalmente contido em R, ou se passa por v € VR tam-
bém passa por r (isto &, se VC N VR # ¢, entdo VC C VR ou

vC N VR 2 {r}).

DEFINICZO

Uma super-regizo R{r) & uma regiac se R & uma super~re-
gido minimal {(isto &, se R naco contém outra super-regiao).
A figura 4.2 apresenta um grafo com suas super-regioes,

das guais apenas aquelas com raizes 3, 9, 12 e 14 s3o regides.

Note-se que os vértices 2, 6, 16 e 12 nao estio em nenhuma su-

pexr—regiac do grafo.

PROPRIEDADE 4.4.1,

seja R(r) uma super-regiao do grafo redutivel G. R & uma
regido sse todo circuito C de R passa por r (ou seja, se

VC € VR, entao r € V().
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FIGURA 4.2



PROVA,

Se existe circuito C tal que VCC VR e r & VC, entao
seja r' € VC gue domina todos os vértices de VC_fr' existe por
que G & redutivel). Considere o subgrafo maximal fortemente co
nexo R' de vértices dominados por r'. R'(r') & uma super-re-
giao pois contém pelo menos C, e portanto |VR'| > 2. Pela tran
sitividade das relagCes de dominancia e de ligacgdo forte, VR' C
C VR. Pela anti-simetria de domina , r € VR', donde VR' 5 VR,

e R nao € uma super—-regiao minimal.

Supconha agora que R contém a super-regiao R'(r'), com
r' # r. Pela anti—simetria de domina, r ¢ VR'. Mas R! contém
um circuito, logo existe em R um circuito gque nao passa por
r. o

Com base na propriedade 4.4.1, pode-se construir um algorit
mo simples para identificar a régiao R{(r), dado o vértice r e

a estrutura de incidéncia (V) do grafo.

Como R & fortemente conexo, todo vértice ou aresta (gque nao
€ lago) de R estd num circuito. Pela propriedade 4.4.1, basta
identificar, entao, todos os circuitos gue passam por r e tém
todos os vértices dominados por r. Uma vez que num grafo redu-
tivel todo circuito C passa por uma unica aresta de retorno
fu,v) e v domina todos os vértices do circuito, & necessario
apenas usar a estrutura de incidéncia de¢ G para identificar os

vértices que gao origens das arestas de retorno com destino r,
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e para fazer "busca em profundidade inversa" a partir desses vér
tices (isto €, evoluindo no sentido oposto ao das arestas). Essa
busca em profundidade inversa (executada pelo algoritmo Busca-
-por-Arestas-Incidentes) & sempre limitada pelo vértice r.gque
donmina todos os vértices da regiao. A figura 4.3 apresenta o al-
goritmo IdentifiCa-Regiéo; 0O algoritmo assinala os vértices da
regidc que sdo destino de aresta com origem em r, a fim de evi-
tar a inclusdo de arestas miltiplas gquando da aplicagdo de uma

transformagao T2, como sera visto posteriormente.

PROPRIEDADE 4.4.2.

Seja R{r) uma regiao no grafo G, e num uma nUmMeragao em
profundidade dos vértices de G. Se v € VR {r} e numi{v) <aunlw),
para todo w € VR \ {r,v}, entaoc a aresta (r,v) existe e satis-

faz a condigao PDU.

PROVA.

Como Vv € VR\ {r}, todo predeceggor u de v em G esta
em VR (porque r domina v, logo r domina u, e existem ca-
minhos de r a u, de u a v,ede v a r, de forma dque r
e u sao fortemente ligados). Suponha que existe {(u,v) € ar, com
u # r, (u,v) nao & uma aresta de retorno, caso contraric haveria
em R um circuito gue nao passa por r. Pela propriedade NP ,
num(u) < num{v), o que contradiz a hipotese. Portanto, (r,v} exis

te e satisfaz a condigao PDU.

i e
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(esta pégina foi deixada em branco propositzalmente)
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Algoritmo Identifica-Regiao (x)

VR < {r}

aR « ¢

Para cada aresta de retorno (w,r) em aG

execute o algoritmo Busca-por-Arestas-Incidentes (w,x)

Algoritmo Busca-por-Arestas-Incidentes (u,v)

aR + aR U {(u,v)}

Se

u € VR
entdo [ VR «+ VR U {u}
para cada aresta (w,u)

aplique recursivarente o algoritmo para (w,u)

senac se u = r

entao assinale que v wedebe aresta de r.

FIGURA 4.3.
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DEFINIGCAO. Sejam G = (ﬁG, aG, no) e (r,v)] € aG que satisfaz
a condigao PDU, com v em R(r) = (VR, aR, r}. Seja G' o gra
fo obtido ap0s a aplicagao de Tl ou T2 a todas.as arestas com
origem v em aR. Diremos que G' = T12(G,v). E facil mostrar
que T12 esta bem definida, pois G' nac depende da ordem em
que foram escolhidas as arestas para a aplicagao das transforma=+

coes.

PROPRIEDADE 4.4.3.

Seja R(r) = (VR, aR, r) uma regiao do grafo G, e (r,v) €
€ aR que satisfaz a condicao PDU. Se G' = T12 (G,v), temos que
em G', Vv ={r} e A'v N VR = ¢ {conseqilentemente, (v,v)¥aG').

Alem disso,

on I) @' VRN {v}l = ({r}, {{r,n)}, r), que ndo & uma regiio,
ou II) R' = G'[VR\{v}] & uma regiaoc de G' com raiz =r.
PROVA.

Claramente a condicao PDU & sempre satisfeita pela aresta
{r,v) apds cdda transformacao Ti(G,(v,w)), e pela definicao de
Tl, T2 e T12, ndo existe aresta (v,w) com w € VR em G'. Se
VR = {x,v}, entio G'[VR\ {v}] = ({r},{(x,m)}, x). Senao,
|[VR\ {v}| > 2. As transformagOes mantém a dominancia de r sobre
todos os vértices da regido (uma vez que sO sSao. acrescentadas

eventualmente arestas partindo de r}, e nao se originam a




dominancia de r sobre gqualquer vértice do grafo (propriedade
4.2.1). Uma vez que toda aresta incluida liga vértices ja forte-
mente ligados, as transformacoes nao originam ligacac forte en-
tre guaisquer vértices de G. Todo circuito de G qﬁe nao passa
por alguma aresta com origem v em aR & mantido, enquan?o os
demais sdo "curto-circuitados” pela substituicao da secdo (r,v,w)
pela aresta (r,w). Logo, todas as ligagoes fortes sao mantidas ,
exceto aquelas que envolvem o vértice v e gualquer vértice de
VG ndo alcangavel a partir de v através de um caminho cuja
primeira aresta ndo pertence a aR. Dessa maneira, G' [VR\ {v]}] &

uma regido de G' com raiz r. 0

DEFINIGAO

Como conseqiiéncia da propriedade 4.4.3, podemos definir a
transformagao T12+(G,RJ, que & o resultado da aplicacdo de TI12
a todos os vértices de VR )\ {r}, onde R = R(r). Também se pode
demonstrar que r12% esta bem definida, pela independéncia do
grafo resultante quanto & ordem de tomada dos  vértices - v em

VR \ {r}, a menos da necessidade de (r,v) satisfazer a condigéo

PDU.

PROPRIEDADE 4.4.4.

. - o4
Sejam G = (VG, agG, no}, R(r) uma regiao de G, e G'=TI12

(G,R}. Entac G'[VR] & uma estrela com vértice inicial r e com




lago (r,r}.

PROVA,

Aplicacoes repetidas da propriedade 4.4.3. O

Com base nas propriedades 4.4.2, 4.4.3 e 4.4.4, pode-se de-
senvolver um algoritmo para reduzir uma regido R{r) a uma estre
la, associando a cada aresta (r,v) com Vv € VR, os valores k e
¢ resultantes de todos 0s caminhos de r a v em R(r); de
forma a manter a solugao maximal dos Y no sistema de equacgdes
para o novo grafo obtido igual & solugao para o grafo original.
Esse algoritmo & apresentado na figura 4.4.|Supoce-se que & co-
nhecida uma humeragﬁo em profundidade dos vértices de G, e que
a estrutura de R(r) suporta os valeores k e ¢ associados a
cada aresta em aR. A transformagdo T1(G(v,v)) estabelece um
novo par (k,c) para a imica aresta com destino v que ndoc & la-

¢o, e elimina o lago em guestao., A transformagao T2(G{v,w)) eli

mina a aresta {(v,w). Se (r,w) Jja & uma aresta do grafo, os wvalo-
res k e ¢ correspondentes a essa aresta sﬁo‘atualizados, caso
contrario a aresta (r,w) & adicionada com os valores k e ¢ cal
culados. Todos os novos valores de k e ¢ sao calculados como
fol apresentado na secao 4.3. Note-se gue nesse 'algoritmo as
transformagcbes Tl e T2, ao invés de criarem um novo grafo G’,

simplesmente modificam o grafo G dado.

Tt . g e e+ = oo



Algoritmo Reduz-Regiac (R({r)) S* Tl2+(G,R(r)) */

1. Para cada vertice v € VR {r}] em ordem crescente da

numeracao em profundidade .

—

se existe lagco (v,v)

entaoc execute T1(G(v,v}}, alterando k e C
rv rv

para cada aresta (v,w) em aR

execute T2(G, (v,w)), dando valores convenientes

a k e ¢ .
rw o

FIGURA 4.4.

PROPRIEDADE 4.4,5.

Dada uma numeracac em profundidade dos vértices de um grafo
redutivel G = (VG, agG, no), o véertice de maior numeracao em VG

que & destino de uma aresta de retorno, € raiz de uma regiao.

PROVA.

Seja r o vértice de maior numeragao em VG gue & destino
de uma aresta de retorno {(u,r). Como (u,r) & uma aresta de retor
no, existe um circuito C em G gue passa por (u,r). Cocmo r

domina u, r domina v, para todo v em VC. Seja R o subgrafo




maximal fortemente conexo de G, cujos veérticeg s3o todos domina
dos por r. |VR| > 2 pois R contém C, e R(r) € uma super-

regiao.

Suponha que existe um circuito C' em R gque nao pmﬁm.por
r. Como G & redutivel, existe um vértice v' € VC' que domina
todos os vértices em VC', e v' & destino de uma aresta de re-—
torno. Como v' € VR, r domina v', e, pela propriedade NP, V'
tem numeragao maior que r, o que contradiz a hipdtese. = Logo,

nao existe um tal circuito C', e pela propriedade 4.4.1, R &

uma regido de G.

PROPRIEDADE 4.4.6.

Seja R{r) uma regiao do grafo redutivel G, e seja G' =
= 1127 (G, R(r)). Una numeracao em profundidade num dos vértices

de G também & valida para os vértices de G'.

PROVA,

Se (u,v) & uma aresta de retorno em G', entao v domina u
en G', e pela propriedade 4.2.1, v domina u em G. Pela pro-

priedade NP, num(v) < num(u).
Se (u,v), u # v, nao & aresta de retorno em G', erntao:

CASO 1: Se v € VR\ {r}, entao pela propriedade 4.4.4, u=r. Pela
definicao de regiao, r domina v em G, e pela proprie-

dade NP, num(u} < num(v).

R T o T
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CASO 2: Se v € VG\ (VR {r}), entao (u,v) € aG. Como v hao do
mina u em G' (caso contrario (u,v) seria uma aresta
de retorno), existe um caminho C' de n, a u em G',
gque nao passa por v.

CASO 2.a. Se C' nao passa por uma aresta (r,w), com w

em VR, C' & um caminho em G.

CASO 2.b. Senao existe pelo menos um caminho ¢ de n,
a u em G, tal que C nao passa por Vv. C &
facilmente identificado usando segoes de  C!
que vao de n ar,e de w a .u, e um cami-
nho C" de r a w em GIVRl tal gue C" nao
passa por v. (C" existe porgue se todo cami-
nho de r a w em G passasse por v, entao
v pertenceria a VR, 1logo Vv =r, o que seria
uma contradicac, pois C' passa por r mas nio

passa por V).

Tanto no caso (a) como no caso (b}, v nao domina u em

G, e portanto (u,v) nao & aresta de retorno em G, donde

pum (u) < num(v), 4

PROPRIEDADE 4.4.7.

Sseja G = (VG, aG, no) um grafo redutivel, e num uma numera

cac em profundidade dos vértices de G. Seja r o vértice com




num(r) maximo gue & destino de aresta de retorno em G. Seja
G' = Tl2+(G, R(r)). Tem-se entdo que (u,v) € uma aresta de re-
torno em aG' sse (u,v) € aG\aR e (u,v) € uma aresta de re-

torno em G.

PROVA.

Pela maximalidade de R, todas as arestas de retorno com
destino r no grafo G egtac em aR, e pela propriedade 4.4.4
elas sao todas eliminadas pela transformagao T12+(G,R). B ficil
ver que se um vértice v € VG\ (VR\ {r}}) domina u € VG emn G,
entdo v domina u em G', e como arestas em aG\.aR. nao sao
eliminadas por T12+(G,R), nenhuma outra aresta de retorno de G

deixa de se-lo em G'.

Agora, se v € VR\ {r}, entaec V'v = e r domina v em
G'. Logo nao existe aresta de retorno cujo destino € um vértice
em VR )\ {r} no grafo G'. Como 712" £ afeta arestas que tém
ambos os extremos em VR, e além disso as propriedades 4.2.1 e
4.4.,4 valem, essa transformagao nao acrescenta arestas de retor

no com destinoc v € VG \ (VR {r}). O

COROLARIO 4.4.1.

- ot bt +
Uma sequencia de aplicagoes da transformagao T12 a um gra

fo redutivel sempre converge para um grafo aciclico.

e
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PROVA.

Segue imediatamente da propriedade 4.4.7 (pois diminui o ni

mero de arestas de retorno), e da propriedade 4.4.5.

PROPRIEDADE 4.4.8. .

Seja G = (VG, aG, no) um grafo aciclico que nao € uma es-
trela e seja num uma numerégéo em profundidade dos vértices de
G. Seja V8 = {v € VG \'{no}lﬁv 7 ¢}. (Pela definigéé de uma es-
trela, VS # ¢.) Se para um v € VS, num(v) < num{w), para todo
w € V8 \ {v}, entao a aresta (n_,v) existe e satisfaz a condigdo

PDU -

PROVA.

Seja um v € VS na condigao acima, e suponhamos que existe
{u,v} € aG, com u # no. Como nao existe aresta de retorno em G,
v nao domina u, e pela propriedade NP, num(u) < npum(v), o)
que contradiz a hipbtese, uma vez gque u € VS. Logo,(qonn existe

e satisfaz a condigao PDU.

PROPRIEDADE 4.4.9.

seja G = (VG, aG, no) um grafo aciclico. G pode ser redu-
zido a uma estrela com um numero finito de transformagaes Tl ou

T2.
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PROVA.

Seja f(G) = |[{(v,w) € aG|v # n_}|. Provaremos a proprieda

de por inducgac em f(G).

BASE : Se f£({G) = 0 entdc G & uma estrela.

PASSO: Se f(G) > 1 entdo, pela propriedade 4.4.8, existe um vér
tice v em VG\ {no} tal que (no, v) satisfaz a condi-
¢do PDU e {(v,w) € aG} # ¢. Com |Av| transformacbes T1
ou T2, obtém-se um grafo G’ = (VG, aG!, no), com aG' =
= (aG\ {{v,w) |w € VG}) U {(no,w)]{v,w) € aGl. & facil

ver gque G' & aciclico, e que f£(G') = £(G) - |[{(v,w) |

w € VG| < £(6). 4

Note—-se gue as propriedades 4.4.8 e 4.4.9 sao semelhantes
as propriedades 4.4.2 e 4.4.4 respectivamente, mas sao aplica-

vels a grafos aciclicos ao invés de regioces.

4.5. IMPLEMENTACAO DO ALGORITMO GW

Se o grafo G dado nao for aciclico, utilizando a proprie-
dade 4.4.5, um vértice r que & raiz de regiao em G & escolhi
do, e a regiao RI{r) & identificada. O algoritmo Reduz-Regizo efe
tua a transformacao Tl2+(G,R(r)), gerando um grafo redutivel
{(propriedade 4.2.3), com menos arestas de retorno (pfopriedade

4.4.7), mas com a mesma solugao maximal para os Y do sistema

[

S
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associado a G (segdo 4.3). Pelo corolario 4.4.1, o processo po-
de ser repetido um niimero finito de vezes, resultando num grafo
aciclico. Devido & propriedade 4.4.6 nao € necess@rio renumerar

05 vértices.

Pela propriedade 4.4.9, um grafo aciclico G pode ser.redu
zido a uma estrela com um numero finito de transformacdes T1 ou
T2. Essa sequéncia final de transformagotes & semelhante a uma
transformacao T12+, e verifica-se facilmente gue o algoritmo Re
duz-Regiao pode ser aplicado neste caso. Ao final, cada aresta
(no, v) tera associados valores d¢ k e ¢ resultantes de to-

dos os caminhos de n, a v 'no grafo original. Usando o valor

de contorno y dado, o valor de Yn sera: Yn =¥ A (kn_n A
o © o O
aY Ve o ). A solugao maximal dessa equacao € dada por: Y, o=
oo : o
= 2 =
y A (kn a VY% on }, e como kn n 2% ¥, ¥ A kn n
O O oo oo 0 o o) oo
{(Lembrando que se a aresta (no,no) nao existe, kn n = U e
oo
Chn = U).
0 0
€ \ = ALY .
Para cada v € VG {no}, Y, knov n, v cnov

A figura 4.5 apresenta o algoritmo GW,sem o valor de contoxr
no. A sequir saoc apresentados o procedimento GW, que implemen-

ta esse algoritmo, e uma série de procedimenteos auxiliares, na

figura 4.6.




- 100 -

Algoritmo GW(G)

1. Numere em profundidade os vértices de G.
2. Crie a estrutura de incidéncia, identificando os vértices

que sao destino de arestas de retorno e os que tém lagos.

3. Para cada vértice que & destino de arestas de retorno, na

ordem decrescente de numeracio

execute Identifica-Regiao (r)

execute Reduz-Regido (R{r))
4, Execute o algoritmo Reduz-Regiao (G{no))

o]

6. Para todo vértice v em VG \{nc}

YV+Y11AanVCI'lV
o . G o

FIGURA 4.5
No procedimentc GW, supde=se que a estrutura de adjacéncia
A dada suporta os valores k e ¢ assoclados a cada aresta do
grafo, valores esses que poderao ser alterados durante a sua exe
cugao. O procedimento GW utiliza ainda a estrutura de incidén-
cia de G, particionada em dois vetores de listas: Vret, gue
contém as arestas de retorno e os lagos, e Vav, que contém  as

demais arestas incidentes a cada véertice. (Os lagos sao colocados
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nas listas Vret por conveniéncia de programacdo.) Cada aresta
nessa estrutura contém informagao quanto a& localizagdo dessa mes

ma aresta na estrutura A.

A cada nova raiz r considerada, a estrutura de adjacéncia
AR da regiao R(r}) & determinada. Cada aresta em AR também con
tém a localizacao da sua correspondente na estrutura A {(copiada

da estrutura de incidéncia)l, de forma a possibilitar uma atuali-

zagéo dos valores Kk e ¢ asgociadeos a esta em tempo constante.

Quatro vetores caracteristicos sao usados para indicar, pa-
ra cada vértice v do grafo, se este & destino de arestas de
retorno (v sera raiz de regiao), se cont@m laco (serd necessa-
rio executar T1(G, {v,v)), se pertence a regido corrente (usado
na identificagdo da regiao}),e se & destino de uma aresta com ori
gem na raiz r da régiao corrente (ou com origem no vértice ini
cial). Esse ultimo vetor & usado gquande da execugao de T2(G; (v,w)),
para algum sucessor v de r em R(r). Se O componente corres-
pondente ao vértice w contiver "verdadeiro", entao  Localiza-
-Aresta-de-r [w] contera o localizador (ou "apontador") para a
aresta (r,w) na estrutura de adjacéncia A de G, onde estloc os
valores krw e c_. aserem atualizados. Um quinto vetor 1logi-
co, Por-Visitar, & utilizado durante o procedimento Numera -em-
-Profundidade, para indicar os vértices que ainda nao foram visi
tados.

Os vetores Numeragao-G e Vértice-G-com-Numeragcao conterao
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respectivamente uma numeracac em profundidade dos vértices de G,
e a fungao inversa dessa numeracao, ou seja, o vértice que foi

associado a um dado numero.

O procedimento GW consiste basicamente em identifiéar oS
vertices que sdo destino de arestas de retorno, e toma-los na or
dem inversa da numeragao em profundidade, reduzindo as regides a
eles associadas, a estrelas. A seguir & feita a redugao do gra-
fo aciclico resultante a uma estrela, e finalmente sao calcula -

dos os Y do vértice original e dos demais vértices do grafo.

Os procedimentos Inicializa—Veﬂmf§fAuxiliares, Numera-em-
-Profundidade, Constrdoi-Estrutura-de-Incidéncia-e~Identifica-Rai
zes—-e-Lagos, e Reduz-Grafo, existem apenas para dar mais clareza
ao procedimento GW, mas £0 sao chamados em um ponto, e na prati

ca poderiam ser expandidos ali.

Apresentamos uma inica versao do procedimento Numera-em-Pro
fundidade, que serz usada tanto para regi6es como para © grafo
aciclico. A diferenga entre as duas versces necessarias na prati
ca € apenas quanto a estrutura dos elementos das listas de adja-

céncia (AR ou A).

0 procedimento Constrdi-Estrutura-de-Incidéncia-e-Identifi-
ca-Ralzes-e-Lagos toma cada aresta (v,w) do grafo € deterﬁina,
através da numeracao em profundidade de v e de w, se ela & de
retorno ou naoc, colocando-a respectivamente numa lista de ares-

tas de retorno incidentes a w {Vretiw]), ou numa lista de "arestas

[
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de avango" incidentes a w (Vaviwl). (Como j& foi dito, os lacos
serao colocados nas listas Vret por conveniéncia). Essas lis-
tas serao usadas para identificar rapidamente uma regizo do gra-

fo, dada a raiz.

As arestas sao tomadas em ordem decrescente de numeracaoc em
profundidade dos seus vértices de origem, para gue as estruturas
de incidéncia sejam ordenadas crescentemente a partir da cabecga.
Dessa forma, se houver um lago em um vértice w, (w,w) sera a
primeira aresta da lista Vret[wl. Uma eventual aresta (r,w), on
de r €& a raiz da regiao R e w € VR, ou uma aresta (no, W)f

sera a primeira aresta . da lista Vav[w].

Os vértices w que sac destino de uma aresta com origem no
vértice inicial (0), sac assinalados, e a localizacao dessa ares
ta na estrutura de adjacencia A do grafo € colocada em Localiza-

-Aresta-de-r [w].

0 procedimento Regiao identifica a regiao com raiz r, como
descrito no algoritmo da figura 4.3, criando a estrutura de adja
céncia AR, ao mesmo tempo em que assinala os vértices que sao des
tino de aresta com origem na raiz, e a localizacgao dessas ares-
tas na estrutura A. Em seguida & feita uma numeragao em profundi
dade dos vertices e a redugao da regiao a uma estrela. Finalmen-
te sho restauradas as estruturas que descrevem a regido, e sao

eliminadas todas as arestas de retorno na entrada correspondente

a r na estrutura de incidéncia do grafo (Vret[r])). 2 eliminacao
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& efetuada nesse ponto por gquestoes de simplicidade e desempenho.)
A fun¢ao Torna-Lista-Unitiria € utilizada apenas para documentar
a permanéncia do lago {r,r). Na pratica, porém, a atribuicao se-

ra substituida por: Vretlr]. prdximo <« lista vazia.

O procedimento Reduz-Regiao implementa o algoritmo apresen-
tado na figura 4.4. Todas as arestas incidentes aos vértices v
da regido, com Vv # r, sdo eliminadas da estrutura Vav, exceto
aguelas com origem r. Mais uma vez se aplicam os comentarios an
teriores quanto ao ponto de eliminacao dessas arestas e quanto a

utilizacao da fungao Torna-Lista-Unitaria.

O procedimento Reduz-Grafo € semelhante ao  procedimento
Reduz-Regiao, diferenciando-se deste pela estrutura de adjacén —
cia do grafo a ser reduzido. As arestas incidentes aos vértices

do grafo nao sao eliminadas por ser desnecessirio.

O procedimento T1 recebe como pardmetros o vértice v, gue
contém o0 lago a ser eliminado, e a localizacao da aresta (r,v) na
estrutura A. A localizagao da aresta (v,v) em A é determinada uti
lizando a informacao contida na primeira aresta da lista Vret [v].
A fungao Primeiro-Elemento objetiva apenas evidenciar a referén-
cia ao primeiro elemento de uma lista, © gue representa uma sim-—
ples consulta a cabeca da lista. Os valores de k e ¢ corres-
pondentes A& aresta {(r,v) sao alterados em A, conforme descrito na
secdo 4.3. Para eliminar o lago (v,v), sO & necessario  alterar

o vetor caracteristico Existe-Lago.

et
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O procedimento T2 aplicado a aresta (v,w), quando o unico
predecessor de v €& o vértice r, ap0s usar o k e o c asso-
ciados a aresta (v,w), elimina-a da estxrutura A. 'Se a aresta
(r,w) ja existe, entao ela & localizada através do vetor Locali
za-Aresta-de-r, e 0s seus valores k e ¢ sao alterados. Caso
contrario, uma nova aresta (r,w) & incluida em A e na eStfutura
de incidéncia de G, além de serem atualizados os vetores Existe

-Lago {se w = r), Recebe-Aresta-de-r, e Localiza-Aresta-de-r.

Note-se que a variavel representada por r pode ser tanto
una raiz de regido como o vértice inicial n_ do grafo, e que
se um vertice v & sucessor de n, #no grafo original, entao
Recebe-Aresta-de-r [v] contém "verdadeiro" desde a execugac de
Constrdi-Estrutura-de-Incidéncia-e-Identifica-Raizes-e-Lagos. Is
so porém nao interfere durante as execugoes de Reduz-Regiao, uma
vez gque a Unica regiao na gqual w poderia entrar sem ser raiz

seria a regiao com raiz n_-

A figura 4.7 indica as operacoes basicas necessarias para

executar cada linha (ou grupe de linhas) do procedimentc GW e

seus auxiliares.

Uma vez gue o0s procedimentos ativados nas linhas 1, 2, 3 e
7 do procedimento GW poderiam ter sido expandidos naqueles
pontos, 0 custo associado a cada uma daquelas linhas ira wrepre-
sentar o custo de execucac de cada procedimento respectivamente,

sem considerar as chamadag e retornos. A2 malha da linha 4 &
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procedimento GW(G = (VG,&))

10.

11.

12.
13.
14.

15.

—
Inicializa-Vetores—-Auxiliares

Numeragao-G, Vértice-G-com-Numeragao := Numera-G-em-Profun-
didade (VG,A)

Constroi-Estrutura-de-Incidencia-e-Identifica-Raizes-e-Tacos
ara i:= |VG|-1 até 0 faca
se Recebe-Aresta-de-Retorno [Vertice—G-comMNumeracao [i] ]
entac Regiao(Vértice-G-com-Numeragao [i])

Reduz-Grafo

se Existe Lacgo [0]

entdao | loc := Primeiro-Elemento (Vret [0]).localiza

Elimina-Aresta (loc)

para toda aresta a em A[0] faga /* A[0]l.n&o contém (0,0) */
Y [a.destinco] := 2z Ao a.k v a.c

develva Y

FIGURA 4.6a

s T = —————
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procedimento Inicializa-Vetores-Auxiliares

1. [ para todo v em VG faca

2. F Recebe-Aresta—de-Retorno [v]l] := falso

3. Existe-Lago [v] := falso

4, Perténce—a—R—Corrente f+] := falso

5. Recebe—-Aresta—-de-r [v] := falso

6. Por-visitar [v] := verdadeiro

7. Vav [v] := lista vazia

8. Vret [v] := lista vazia

9. AR [v] := lista vazia
L. L

procedimento Numera-em-Profundidade (G = (VG,A))
1. | i := |vg| -1

2. Observa-Sucessores (0)

3. devolva (Numerac3o, VErtice-com-Numeracio)

procedimento Observa-Sucessores (u)

4. Por-Visitar [u]l := falso

5. para toda aresta a em A4ful faga

6. _§ := a.destino

7. se Por-Visitar [V]

8. entao Observa-Sucessores (v)
9. | Numeracao [ul := i

10.) Vvértice-com~Numeracao [i] := u

11, i :=1i-1

FIGURA 4.6b
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procedimento Constrdi-Estrutura-de-Incidéncia-e-Identifica-Rai-

13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

20.

zes—ewLagos

Por-Visit

~
w

58 W =

entao

senao

para toda aresta a em Alv] faga

—
para i :=
v := Ve
Por-Vis

w o=
entao
senao

para toda

{VG]~-1 até 1 facga

rtice-G~com-Numeracao [i]

itar [v] := verdadeiro

a.destino

se Numeragao-G [w] > Numeragdo-G [v]

Inclui (Vav [w], (v, localizador (a)))
[ Inclui {(Vret [w), (v, localizador (a)})
se Vv = W

entao Existe~lago [w] := verdadeiro

senao Recebe-Aresta—-de-Retorno [w] := verdadeiro

ar [0] := verdadeiro

aresta a em A[0] faca

:= a.destino

0

[Inclui (Vret [0], (0, localizador (a)))
Existe-Lago [0] := verdadeiro

:&nclui (Vav [w], (0, localizador (a)))
Recebe-Aresta-de-r [w] := verdadeiro

Localiza-~Aresta de r [w] := localizador (a)

FIGURA 4.6¢C



procedimento Regiaoc (r)

- 10& -~

1.
2.

3.
4.
5.
6

11.
12z.
13.
14.

procedimento Busca-por-Arestas-Incidentes (w,loc-v-w)

Pertence-a-R-Corrente [r] := verdadeiro

m := 0 /* m nameia os vértices da regiao #/
VR [0] = r

para toda aresta a em Vret|[r] faga /a Liﬂﬂifica R(r} =/

Busca-por—-Arestas-Incidentes (r, localizador ({(a)) i

Numeragéo—R, Vértice—chom—Numeragao 3= Numera—R—em—Profug
didade (VR,AR)

Reduz-Regiao
Vret [r] : = Teorna-lista-Unitaria (Vret I[r})

para i :=m até 0 faca

v :=VR [1]

Pertence-a-R-Corrente [v] := falsc

Recebe~Aresta-de-r [V] := falso
AR [v] := lista wvazia
| Por-Visitar [v] := verdadeiro

15.
16.
17.
18.
19.
20,
21.
22.
23.
24,
25.
260,

e

v := loc~v-w.origem é
£ = loc-v-w.localiza |
Inclui (AR[v], (w,4%))

se Pertence-a-R-Corrente [v]

entac se v =1

entao [Recebed&esta—de—r [w] := verdadeiro

Localiza~-Aresta-de-r [w] := £

—

senaoc Pertence—~a-R-Corrente [v] := verdadeiro
m :=m + 1
VR [m] = v

para toda aresta a em Vavl(v] faca

Busca-por-Arestas—-Incidentes (v, localizador (a))

FIGURA 4.6d
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procedimento Reduz-Regiao /% T12+(G,R{r)) */

a para i :=1 até |VR] -1 faca /% r tem numeragao zero */
hv : Vértice-R—com-Numeracao [i]
Vav[v] := Torna-Lista-Unitaria (Vav {vl])
loc-r-v:= Localiza-presta-de-r [V]
se Existe-Lago [V]
entao T1 (v, loc-r-v)
para toda aresta a em ARI[vl faga
{ - T2 (r,v, loc—-r-v, a.localiza)

ngcedimento Reduz-Grafo

para i :=1 até |VG|-1 faca

| v :=Vértice—G-com-Numeracao [i]
loe-0-v := Localiza~Aresta-de-r [V]
se Existe-Lago [v]

entao Tl{v, loc-0-v)

para toda aresta a em A[vl facga

- T2(0, v, loc-0-v, localizador {a)}

FIGURA 4.6e



10.
11.
12.
13.
14.

15.

procedimentc T1

c
rv

k
rv

loc—v-v

| Existe-Lago [V]

procedimento T2

entao

senao

C Ak

rv W

_
loc—r—w

c
rw

rw

A k v C
W
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(v, loc-r-v)

:= Primeiro-Elemento {(Vret [v]).localiza

e = * = e i o’
crv A kvv /* loc-r=v.c = loc-r-v.ca loc-v-v.k */

3= krv A kvv /* loc-r=v.k := loc-r-v.k A loc-v-v.k */

(r,v, loc-r-v, -loc—-v-w)

v C

vw

vw

w :=loc-v-w.destino
Elimina-aAresta (loc—-v-w)

se Recebe-Aresta—-de-r [w]

:= Localiza-Aresta-de-r [w]

1= cC A C

il
w
>
=

_]—_nClU,i “G(!ﬁ [r] r (W:C;K))

se w#Fr

entdo Inclui (Vaviwl ,{r, Primeiro-Elemento (Al[r])))

senao Inclul (Vret [w], (r,Primeiro-Elemento (&{x]}))
Existe-Lago [r] := wverdadeiro

Recebe-Aresta-de~-r [w] := verdadeiro

_Ioca]iza—Aresta -de-r [wl := Primeiro-Elementc (A[x])

FIGURA 4.6f
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executada uma vez para cada vértice do grafo, com o teste de fim
de iteragdo sendo efetuado apds cada execugac. O teste da linha
6 resulta verdadeiro para cada raiz de redgiao em G. Consideran-
do © plor caso (existénc%a de laco em no}, sera desprezado o

1

eventual desvio na comparégéo da linha 8 e sera computada a exe-
cugao dos comandos nas ‘linhas 9 e 10. Como o grafo resultante.
apbs a execugao de Reduz-Grafo & uma estrela com vértice inicial
n,r ocorrem Nv-l iteragoes na malha da linha 13, sendo o teste
de controle efetuado antes de cada execugao. E necesséria— ainda
uma subscricao no vetor A antes da atribuicdo iniéial d variavel

de controle.

Qcorrem Nv iteracoes na malha da linha 1 do procedimento
Inicializa-Vetores—Auxiliares com o teste de fim de iteracao sen-

do efetuado apds cada execucao do corpo da malha, de forma que

+ -
seu controle demanda (2Nv l)pac, vaar’ (Nv+l)pat, Nvuc e &irljgi

Na linha 2, mais uma vez fol utilizada uma. atribuicao ape-
nas para indicar as variaveis que contém o resultado do procedi-
mento ativado. 0Os custos dos procedimentos Numera-G-em—-Profundi-
dade e Observa—-Sucessores sao avaliados de maneira anidloga ao
das linhas 9, 10, 26, 27, 28, 30, 31,32 e 33 do procedimento HU,
acrescentando-se Nv(uac + Mop t us), referentes a linha 9 de

Numera—G-em-Profundidade.

No procedimento Constrdi-Estrutura-de-Incidéncia-e-Identifi

ca-Raizes—e-Lagos, a malha da linha 1 & executada para todo
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vértice que nao € o inicial, logo occorrem Nv_l iteragcoes, com
teste de controle efetuado antes de cada execugao do corpo. Nas
Nv entradas nas malhas das.linhas 4 e 13, ocorrem Na iteragaeé
sendo o teste efetuado antes de cada uma delas. A cada entrada
€ necessario uma suﬁscrigao.para localizar a cabecga da lista. O
teste da linha 6 ocorre para toda aresta do grafo cuja érigem
nao & o vértice inicial. Cada aresta &, entao incluida na fila
Yav ou na fila Vret (linhas 7, 8, 16, 18). Os lacos gue hao es
tao no vertice inicial e as arestas de retorno sao sﬁbmetidas a0
teste da linha 9, e as arestas com origem eﬁ nO s3o submetidas
ao teste da linha 15. As atribuigaes das linhas 10 e 17 sao efe-
tuadas ac todo NL vezes, e a da linha 11 N4 vezes. Para. todo

sucessor do vértice inicial gue nao & o proprio, ocorrem as atri

bui¢oes das linhas 19 e 20.

0 procedimento Reduz—-Grafo consiste de uma malha na qual
ocorrem N_-1 iteragbes sendo o teste de controle efetuado an-
tes de cada execugao. As eventuais chamadas ao procedimento T1
na linha 5 sao contadas juntamente.com-as.chamadas na linha 6 do
procedimento Reduz-Regido. No total das Nv-l entradas, a malha
da linha 6 de Reduz-Grafo & executada tantas vezes quanto seja o
numero de arestas gue nao sao lagos no grafo aciclico resultante
apds todas as redugoes de regioes, menos o nimerc de sucessores
de R nagquele grafo que naoc sao lagos. O teste de fim de itera
cdo & efetuado antes de cada execugao, e ocorre uma subscrigao a

cada entrada na malha.
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Na avaliacao do procedimento Regiaoc e do seu auxiliar Busca
-por-Arestas-Incidentes, serao considerados os custos referentes

a todas as Np ativagbes de Regido dentro de uma execugao de GW.

Para cada vértice v gque entra numa regiac, sao executadas as

instrucces nas linhas 1, 2, 3, 4 (se v for raiz de regiao) ou

»

nas linhas 22, 23, 24, 25,respectivamente. Nas N5 entradas gue

ocorrem nas malhas das linhas 4 e 25, conjuntamente, o procedi-

mento Busca-por-Arestas-Incidentes & ativado N6 vezes. Como to-

da raiz de regido tem pelo menos um predecessor em Vret, e o©s

demais vértices da regizo tém pelo mencs um predecessor em  vVav
ambas as malhas tém teste de fim de iterac3o execubado  apenas

apos o corpo da malha.

Como © procedimento Numera-R-em-Profundidade poderia ser es
tendido na linha 6 de Regiao, nao serao considerados os custos
de ativag&o e retorno desse procedimento, assim como o8 custos
da atribuicdo que foi utilizada para indicar as variaveis que
conteriam os resultados do procedimento. Parte dessa observagao
também se aplica ao procedimento Reduz-Regiao, que poderia ser
expandido na linha 7 de Regiao. A malha da linha 9 & executada
Ny vezes, com teste de fim de iteracao apenas apds a execugao do
corpo. Finalmente, o teste da linha 18 d4a falso uma vez para ca-
da vértice de cada regido que nao € a raiz da regiao, e a compa

ragao da linha 19 resulta verdadeiro para todas as arestas de

todas as regioes com origem na raiz.

0 custo de Nuera-RemProfundidade € analogo ao custo de
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Numera-G-em-Profundidade, trocando-se apenag os coeficientes 1,

N , N por N_, N ‘N

v a R 5 respectivamente,

67

Na malha mais externa de Reduz-Regiao, ocorrem (N5—-NR) ite
ragoes, e como toda regiao tem pelo TENnos dois Vértibes, o teste
de controle so & efetuado apds cada iteracaoc. Considerando con-
juntamente as comparagoes da linha 5 de Reduz-Regiao e da 1linha
4 de Reduz-Grafo, o resultado serd verdadeiro le vezes. O cor-
po da malha na linha 7 de Reduz-Regidc & executado para cada:ares
ta de cada regiao que nao & lago e que nao_tem origem na raiz(ou

seja, (N_. - N7) vezes). Uma vez que toda regiac & fortemente co-

6
nexa, toda lista AR tem pelo menos um elemento e o teste de fim
de iteracdo sd & efetuado apds cada execugao do corpo da malha.

Ocorre ainda uma subscrigac a cada entrada.

0 procedimento T2 & ativado (NG-—N7) vezes durante o pro-
cesso de redugdo de regides, e (Ng-N,) vezes durante a redugao
do grafo aciclico resultante apds aquelas transformagoes. Duran-
te as reducoes de regioes, o teste da linha 5 dara falsc exata-
mente uma vez para cada veértice de cada regiao gue nao & suces-
sor da raiz, ou seja (N5-N7) vezes, e durante a redugao do gra
fo aciclico a uma estrela, esse mesmo teste dara falso uma vez
para cada vértice do grafo gque nao & destino de uma aresta com
origem n_, 0 que & dado por (NV;—NB) (com um erro de 1 se n,
nio tiver predecessor). Dessa forma, as instrugoes associadas ao
eniae sao executadas (N6-N7)-+(N8-—N3) - (NS-N7) - (Nv-N3),ou

(N, + Ng - N - N_) vezes, enquanto que as associadas ao senao
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sao executadas (N5 - N7 + Nv - N3) vezes, assim como as chamadas

de procedimenteo nas linhas 11 e 12 conjuntamente. Como numa trans
formagao T2 temos Vv ¥ W, se a comparacao da linha 10 resulta

falso, (isto &, se w = r) entao (v,w) & uma aresta de retorno,

logo a instrugdo na linha 13 & executada N, vezes.

Pelo fato de Tl e T2 serem facilmente expandidos nos
pontos de ativagao, as chamadas e retornos desses procedimentos
serao desconsideradas, assim como para todos os procedimentos pa

ra inclusao e retirada em lista que foram omitidos no texto. Im—

plenentagdes tipicas desses procedimentos aparecém no apéndice 3.

A figura 4.8 apresenta equagtes que definem o nimero de ope
ragoes de cada tipo executadas numa ativacao do procedimento GW,

nas quals os custos de p__,

av UInclui’ H

Tnelui-g foram substi

tuidos pelos custos das implementacgCes no apéndice 3.



1. (Nv+l)
N
v
(Nv—lJ
2. 1
3. 1
4, (Nv+l)
N
v
(Nv—l)
5. N
v
Ny Mg
6. NR
7. 1
8. 1
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CUSTO DO PROCEDIMENTO GW

+
(pat uac)

(p_ + p_ + Hg t SuS + Buat)

ar ac

uNumera—Grafo

Veonstroi-Estrutura. . .

(uat + uac)

o+ +
(Map + Moo T HS

(ng + mp + 1)

uReduz—Grafo

+ +
{us U e uCJ

FIGURA 4.7a

pl rp + HRegido



9+10., 1
11+12. 1
13. 1
N
v
(Nv—l)
14. (N -1)
v
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+
(n Mg + lgoq t M

ac at

(hg * 2¥pg)

+ N
(us uat pac)

+ +
(uc Ua Yoo

av

AC S

oy

Elimina—Aresta)

+ =
(3w, .t ¥ Moe1 + 2Wor, T Mar) ¢

FIGURA 4.7b
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CUSTO DO PROCEDIMENTO NUMERA-EM-PROFUNDIDADE (+ OBSERVA - ,..)

GRAFO REGIOES
L. 1 NR (“ac * uat)
2+8. Nv NS (“(:pl + urp)
4, Nv N5 (Uat + uS)
> Nv NS (uac * uat + “S)
Na NG Hav
(N_+N_) (N +N ) (u + H, + Hy)
6. Na N6 (uéc,*' Hat + usel)
7. Na NG (pac + Mo * ps)
(Na—Nv+l) (Nﬁ—ﬁst) My
9+..+11 N N (Suac tu T 3u, 2us)

FIGURA 4.7c




CUSTO DO PROCEDIMENTO CONSTROI - ESTRUTURA - ..

l. N
v
(Nv—l)
2. (Nv—l}
3+12. N
v
4413. N
v
{Na+Nv)
N
a
54+414. N
e
6. (Na—Nz)
7+8+16+18,
N
a
9. {N4+NL}

9+15.0&fng4)

10+17. NL

h ) N4

15, N

+
19+20, NZ

20. N
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+ + +
(uat l'lc 211ac ud)

ar

(p_ + Map ¥ 0

ac)
(us + uat)

(ps + pat + uac)

(”ac + ljc t ud)

av

+ u_,)

+
(v u at

ac sel

+ +
(2u5 2uac + U, ud)

(u )

+ ;
5 UInclul

2uac

{uc + ud)
(us + uat)
(ps + pat)

ac

2(us‘+ Hat)

ac

FIGURA 4.73



1+22.

2+23.

3+24,

4+25.

5+26,
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CUSTO DO PROCEDIMENTO REGIAO (+ BUSCA - POR -

NS | (“s * pat)

NS | Hat

(NSHNR] (uac + uar

NS (us + Hat + uac)
Ng (ug  + et uacj
(N6—N5) Ha

N, (ucp2 + urp)

1

“Numera-Regido

1 uReduz—Regiéo

NR (us + “sel + ”at)
(N5+NR) Hat + Hac

NS (uac + uar + UC)
(NS—NRJ M3

FIGURA 4.,7e



10+..,+14.

15+16.

17.

13.

19.

20+21.

[NG-N

(N6—N

5

5
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(Uac + 5uat * Sus)

2 (u +

+
sel uat ac)

(1 )

+ ,
s uInclul

+ + +
Us Uac Uc Ud

+NR) (21 + )
+Nr-N7] u
IZ(US t uat) + uac]

FIGURA 4.7f



N.-N
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CUSTO DO PROCEDIMENTQ REDUZ-REGIAO

5 Ng Ny

(u__ + 3u

at

+
ar ac uC)

5 sel at
(us * uat + ac
(n, + W+ ”d}
"a
Mol
(us-fuac-fuat)
(“av + uC + uac

Mg
usel

FIGURA 4.7g
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CUSTO DO PROCEDIMENTO REDUZ-GRAFO

N
v
N -1
N -1
N -1
A4
N -1
v
N -1
v
Ng~N3
CUSTO

uac + usel +
2“AC + 3usel
ZUAC + 3“sel
Mg T Pa

+
(uat + 2uac + uc ud

4+
(par 1-ll":}»c

+
(us * uat IJac

+
(ug + uat uac)

+ +
(“s + Yo ud uac)

+ +
(ps + 2]'lac 11at H

+ +
(uav * llac He ud)

DO PROCEDIMENTO T1
1‘[at + us

+ u + p

OL AT

+ +
Hor, ™ ¥ar

FIGURA 4.7h
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CUSTO DO PROCEDIMENTO T2

1. (Ng=N_+Ng=Ny) (Buggy * 2ugy, * Hap 1 31pc
2. (Ng-N_+Ng~N,) .'t3“se1 + 2ugp ¥ Far + 3upd)
3. (Ng=N#Ng=N ) Mge1 7 Har T Pac

4. (N6—N7+N8“N3) PEilimina-Aresta

5. (NG—N7+N8—N3) (us gt oug t “ac)

6+7+8. (N6+N N _Nv) (us+uat+ 4u +4”sel+2uOL + 2“AT * u_ac)

8 5 AC

+ +
2uac uc)

9+10. (No~N_#+N -Nj) (Mg + U567 Hg

7

11+12, (NS—N7+NV—N3) (ZUS + pil)

13. N4 (HS + pat)

14+15. (NS—N7+NV—N3) (311s + zuat + LI

FIGURA 4.71




SOMA VERTICAL DE OPERACOES NO PROCEDIMENTO GW

lS;Nal + 47Nv+ 4NR+2NL

2Na + 9Nv- ZNR
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—3]N3+2N4+ 38N5+30N6

8N

4N

.10Na + 40Nv - NR+ NL+ 21\12 + 21N

SNa+13Nv—NR+NL

MR

SNa + 12Nv— 2NR+ NL

Nyt
4Na+27NV-3NR+NL

TN + 9N
a v

1

2N

N

6N

4N

7N

25N

- 30N +9N_+ N_, +

7 8

12

- Z2N_+10N_ - 8N.+10N, + 4N

3 5

3 oAt N

6

6

7 8

- &y

7

+4+ 2N, + 36N_ + 16N6 - 19N7 + 5N8 + 2N12

3 4 5

- 2N+ 4N, - 2N7+4N--+2N

3 5

6

8

+ N +'i6N5+10N6— TN + 4N

3 4

7 8

3+ N4+ 3N5+ 9N6- 7N7+3N8- N
5 - W+ 6N, - 4N7+6N8+2N
+ N+ N
3+21~14+22N,___)+ 5N6— 5N.?+2NS+2N
3 + 6N5+29N6——26N7+20N8+?N

FIGURA 4.8

12

12

12

12

12

12

sel



CaPITULO V

.COMPARACAO DOS METODOS

Devido aos diferentes pardmetros do grafo utilizados na ava
liacao do nlmero de operacdes necessario na realizagdo de <oada
um dos métodos, nao existe nenhuma comparagdo conclusiva gquanto

ao algoritmo que apresenta o melhor desempenho,

5.1. 05 GRAFOS DE FAMILIAS AUTO-REPLICANTES

Em KENNEDY [1976] , algumas familias de grafos ditos avto-
-replicantes sao utilizadas para tornar possivel a obtencdo de
um parametro unico, através do qual podem ser expressos todos os
outros parametros do grafo. Utilizamos agqui seis das sete fami-
lias de grafos apresentadas por Kennedy, gue podem ser definidas

recursivamente da seguinte maneira:

1. GRAFO CONCHA ("SEASHELL GRAPH")

de ordem 1: G, = ({0,£}, {(0,£), (£,0)}, 0)

de ordem p > 1l: Seja Gp_l = (VGp-l’ aGp—l’ 0) um grafo con-
-1, - L) !

cha de ordem p-1 GP {VGP_l {o'}, aGp_l

v {(0",0), (£,0')}, 0"), onde O0' & VGy_qr ©

f & o tnico vértice tal gue (£,0) € aGp_l.

2. GRAFQO ESPIRAL ("SPIRAIL GRAPH")

de ordem 1: G, = ({o,v,£},{(0,v),(0,%5), (v,0),(v,£)}, O)
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de ordem p > 1l: Seja GP_1 = (VGp—l' aGp—l’ 0) um grafo es-
iral d d -1. ¢_ = (VG v {or,£'} ,

pir e ordem P o p-1
aGp_l U {(0',_0), (O';,fl),! (f;Ol)’(fff')}[O'),j

onde 0°',f*' & VGp_l, e f & o inico vértice

em VGp_l

gue nac tem sucessores em Gp—l

3. GRAFO BINARICO DE HECHT E ULLMAN {"HECHT-ULLMAN BINARY GRAPH")
de ordem 1: G, = ({0,£},{(0,£), {(£,0)}, O)

de ordem p > 1: Sejam G, = (VGA, aGy s OA) e. G ==(VGB,aGB,&B)

B

dois grafos binarios de Hecht e Ullman de or

- 3 ' = . = - 1)
dem p-1, tais que VGA VGB ¢ GP ('\?‘GA

U j ‘
U VG, aG, Y aGy U {(fA’OB)' (fB,OA)}, OA) .
onde £, e £ sao os unicos vértices ori
gem de p-l arestas de retorno em GA e em
GB' respectivamente.
4, GRAFQ CADEIA-DUPLA ("DOUBLE—-CHATIN GRAPH"™)
de ordem 1: G, = ({o,£}, {(0,£), (£,0)}, 0)

1

de ordem p > 1l: Seja Gp—-lz{VGp—l’aGp-l’O) wm grafo cadeia-dupla de

ordemp-l. G_ = (Vg__. v {0}, AGP_IU{(O',O),

D p-1
] ] ]
{(0,0')1,0"), onde O' & VGp—l'
5. GRAFO LOSANGO ("DIAMOND GRAPH"™)
de ordem 1: Gl==({0,v1,v2,f},{(0;vl); (U,Vz), (Vlrf) ’

(v, £), (£,00}, 0)
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de ordem p > 1l: Sejam GA = (VGA,aG ’OA) e GB==(VGB, QGB,OB)
dois grafos losango de ordem p-1, com
N = é. = U v v
VG, VG, d Gp (VGA VG, {0, £}, aG,
U aGy U {(0,0,), (0,00), (£,8), (.8 ,
U
(£,0)}, 0), onde O0,f & VGA VGB, e fA(fB)

& o Unico predecessor de OA(OB) em GA(GB)'

6. GRAFO LEQUE ("FAN GRAPH")

de ordem 1: Gl==({0,vl,v2}, {(O,vl){_(o,sz, Tvl,O) ,

(v2,0)}, 0)

de ordem p > 1l: Sejam GA::(VGA'aGB’OA) e GB:=(VGB, aGg, OB)
dois grafos leque de ordem p-1, tais que
M = - = 7
VG, N VG, = ¢ Gp (\;GA U VG, Y {0}, aG, Y
U aGy v 1(0,0,),(0,0,),(0,,0), (0,00}, 0)

onde 0 & VGA v VGB.

A figura 5.1 apresenta uma interpretacao pictdrica dos gra-
fos dessas familias, comordem p=1 e p=3, enguanto a figura 5.2
mostra os valores dos parametros usados no calculo ‘dos custos

dos procedimentos, em funcao da ordem p.

Intuitivamente, a ordem p corresponde ao maior nivel de
encaixamento de malhas no programa, e ao numero de grafos suces-
sivamente derivados pelo método dos intervalos a partir do grafo

original até a obtencdc do grafo trivial. Sabe—se que o nivel de
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GRAFCS DE FAMILIAS AUTO-REPLICANTES DE ORDEM p = 1

GRAFQO ESPIRAL

GRAFO CONCHA

GRAFO BINARIO GRAFO CADEIA~-DUPLA

GRAFO LOSANGO GRAFO LEQUE

FIGURE 5.1a
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GRAFOS DE FAMILIAS AUTO-REPLICANTES DE ORDEM p

GRAFO BINARTO

GRAFO CONCHA

GRAFO ESPIRAL

GRAFO CADEIA-DUPLA

; .
*<::> FIGURA 5.1b




FICURA 5.1c
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VALOR DOS PARAMETROS PARA OS GRAFOS DE FAMILIA AUTO-REPLICANTE

| | CADETA-
CONCHA|~ESPIRAL | BINARTO | BOETA|  105aNcO LEQUE
N, p+l 2p+1 2.2P71 p+1 6.2P71 2 14,71,
N_ 2p ip 1.2 15 | 2p 10.2P715 [g. 2P 1y |
N, 0 0 0 0 0 0 |
N, D p P b 2.2P71 1 [2.2P71 4
d 1 P 1 P 1 P
N, 1 1 b 1 1
N, 1 2 1 1 2 2
v, {1 p 1{2: SE p=1 2p-1 1 3 SE p=1 9
2 SE p>1{ |4 SE p>1 5 SE p>1
N, p p 2.2P"1-1| p 2.2P7 11 {4.2P71,
N, | 3p-1 | dp-2 4.2P71 o[ 2p 10.2P7 ¢ |6.2P71 3
Ne | 3p-1 | 5p-3 5.2P7L 3| 2p 12.2P71_ 7 |g.2P71y
N, p P P71 p | 4.2P7la j4.P71,
Ng p 2p+l 2.2P71 1 6.2P713 [2.2P71
N, b a1 Pl 2p-1 || ¢ SEPA | ¢ Pl
62 L5 am |
No| 2e-Dlae-1 2.2P7 ol 2p-2 | 5.2P7ls | 4.0P"1l 4
N, | b1l |20p-1) oP-1_q p-1 | 3.2P71_3 | 2. oP"1l.,
le P P . zp"l P . 2~2p_l"l 2.2p-l—l
N, 1 1 2Pt 1 2Pt 2.2P71
. 0 SE p=1|[ C:8E p=1 oP~1_|J0 SEp=lf|0  SEp=l 0 SEp=l
14 | ] 5
1 SE prl]] 1 sE pol 1sEpo1l| P sE po1 | )20 L sg pr1

Figura 5.2
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encaixamento de malhas nuﬁ programa tende a ser pegueno, e KNUTH
[1971] observou gue de 50 programas escritos em FORTRAN, todos
tinham no maximo 6 grafos sucessivamente derivados, e em média
2,75, Dessa maneira, valores peguenos de p devem merecer con-

sideragao especial.

5.2. COMPARACAO DOS METODOS PARA GRAFOS DE FAMILIAS

AUTO-REPLICANTES

Os resultados obtidos na comparagao do métodb iterativo com
o método dos intervalos em KENNEDY {1976] parecem indicar que o
método dos intervalos € mais eficiente. Entretanto, na constru-
cao do grafo de fluxo de controle daguela comparacdo, cada vér-
tice representa um "bloco estendido" que equivale a uma arvore
de blocos como definidos neste texto. Acreditamos gue o argumen-—
to apresentado quanto a redugao do tamanho do problema pela uti-
lizagao de tais blocos estendidos nac & valido, uma vez gue para
diferentes sucessores Vv de um vértice u no grafo assim forma
do, Xuv & potencialmente diferente, e esses diferentes valores
precisam ser calculados, num processo similar a uma redugao do
grafo original a um grafo derivado, gue envolve, entre outras ,
operagoes com vetores de bits, que foram desconsideradas. Também
as operacoes de atribuigao sobre vetores de bits, que tomam tem-

po proporcional ao tamanho do universo do problema, nao foram

avaliadas, assim como as operacgoes gue nac manipulam diretamente

I A



- 135 -

agueles vetores. Nessa segao, essa avaliagao serad feita, conside
rando que os vértices dos grafos representam blocos, comc descri

tos no capitulo 1.

Utilizando a tabela da figura 5.2 e as equagaes ’apresenta—
das ao final dos capitulos 2, 3 e 4, que definem o nimero de ope
racgoes basicas efetuadas pelos procedimentos HU, CA e GW, res-
pectivamente, em funcao de parametros do grafo G dado, pode-se
construir tabelas com o numero de operagOes necessirias aocs trés
procedimentos para grafos de cada uma das familias auto-replican
tes, em fungao apenas da 'ordem p do grafo G. O 'exemplo: de
uma tabela desse tipo para os grafos concha pode ser visto na

figura 5.3.

Ainda com uma tabela assim, um confronto direto dos procedi
mentos & dificultado pela ocorréncia de diferentes tipos de ope-
racao. Associando~se a cada operagao basica um custo relativo
(tomado sem rigor, porém com base em um computador tipico), &
posslvel cobter uma equac¢ao inica de custo para cada procedimento
gquando aplicado a um grafo de uma dada familia. (Os custos rela-
tivos das operagOes basicas sao apresentados no apéendice 2.) Es-
sa equacao de custo compoe-se de duas parcelas, uma referente as
operagoes sobre vetores de bits, e outra referente as demais ope-
ragoes., & figura 5.4 mostra as equag¢Oes cbtidas, nas quais o va-

lor de 6 representa uma relagao entre o tamanho do universo con-

siderado e o tamanho da palavra de memdria do computador.
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CUSTO DOS ALGORITMOS PARA UM GRAFO CONCHA

ALGORITMO HU ALGORITMO CA ZALGORITMO GW
- (SE p=1}
u 65p + 7 54,5p% + 74,5p-2 . 275p - 81 - )
Mac 33p - 5 | 16p° + 12p 31p - 26 % (+8)
. 9p + 1 9,5p% + 11,5p 37p - 11 !- (+4)
My 4p + 8 31p2 +  52p-1 ° 205p - 50 | (+21)
Vo 19p = 1 12p2 +  12p-2 5p - 6 (+2)
h 17p + 5 162 +  29p+1 68p - 16 (+7)
Mo 3p !
Mepl p+1l 2p 5p —
]’cp2 _ 3ip 1 —_
W 14p + 4 13p2 +  13pe7 | s2p - 14 (+6)
' |
Ho1 - ptl i
o 12p - 3 5,5p° + 5,5p ' 16p - 14 (+4)
urp p+1 2p 8p 1 _—
v 40p + 5 35p% +  39p-5 © 1ldp - 16 (+7)
Meey | 20p - 6 24p% +  26p 129p - 71 i (+25)

=

FIGURA 5.3
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CUSTO DOS PROCEDIMENTOS PARA UM GRAFO DE FAMILIA AUTO~-REPLICANTE DE ORDEM p

HU: (1087p + 244) + (307p - 44)9
CONCHA ca: (823p% + 1377p-7) + (155,5p° + 135,5p-8)0
GW: (5177p +1344) + (271p - 224)8 (+(457+688) SE p=1 '
HU: (352p% + 1813p + 163) + (202p> + 393p — 25)8
ESPIRAL CA: (1626p2 + 1641p -~ 3%) + (271p2 + 289p - 8)9
GW: (8588p - 3966) +(532p - 428)8 (+(914+1366) SE p = 1)
p-1 p—l-
HU: (2174.2°71 - 132p - 711) + (614.2P7 - 57p - 294)6
BINARTO | ChA: (5488.2P71 _ 574p - 2721) + (1096.2P7% - 2655 - s548)0
ow: (8622.2P71 - 9lap - 3418) + (532.2P71 - 136p - 281)6
HU: (176p° + 902p + 253} + (101p> + 187p - 25) 8
CADEIA- 2 ' 9
~DUPLA CA: (813p~ + 1419p - 39) + (135,5p" + 155,5p - 8)e
GW: (3877p + 413) + {203p - 88)6.
AU: (5956.2P71 _ 2729) + 1728.2P71 - 908)6
LOSANGO | CA: (14550.2P71 _ 3269p - 7334) + (2550.2P7% = 622p — 1323)8
GW: (21430.2P71 - 13422) + (1258.2FP71 - 10578  (+(914+1360) SE p=1)
HU: [(704p + 3644).2P71 - 389p - 1657] + [ (404p+824) 2P 1 _240p- 4751 6
LEQUE ca: (10692.2P"1 _ 2098p - 5385) + (1856.2P71 _ 448p - 036)0
Gw: (13758.2P71 _ 6915) + (792.2P71 - s52)8

FIGURA 5.4
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Nas figuras 5.5 e 5.6 sao tabelados os valores das duas par

celas quando p < 6.
CONSIDERAGCOES ACERCA DE OPERACOES SOBRE VETORES DE BITS

Com base nas equagoes de custo dos procedimentos para os
grafos de familias auto-replicantes, pode-se verificar gue, para
valores grandes de p, o custo de operacgoes sobre vetores de bits
€ sempre menor para o procedimento GW que para Os demais.hPara o)
procedimento HU, esse custo € maior que para o é?ocedimento CA
em apenas uma das familias. Considerando valores de p < 6 {figu
ra 5.5), todas essas relagOes se mantém, Com €XCegao apenas para
o grafo espiral com p = 1 e para o grafo losango comp = 1 e 2,

guando © procedimento HU apresenta um custo maior gue o proce-

dimento CaA.
OPERAQ@ES INDEPENDENTES DO TAMANHO DO UNIVERSO

As operagOes gue nao manipulanm os vetores de bits sao impor
tantes porgue sac um indicativo de "overhead" necessario para
implementar cada algoritmo e espelham de certa forma a complexi-

dade das estyruturas de dadocs.

As eguacgoes obtidas para os grafos das familias auto-repli-
cantes indicam que quando p & grande, o procedimento HU apre

senta um custo menor que os demais em trés das familias, tendo

ot =
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CUSTO RELATIVO A OPERACCOES SOBRE VETORES DE BITS (8)

GRAFO CONCHA GRAFO ESPIRAL
HU ca GW p H CA GH
263 283 115 1 570 552 240
570 885 118 2 1.563 1.654 636
877 1.798 589 |3 2.972 3.298 1.168
1.184 3,022 860 4 4,779 5.454 1.700
1.481° 4.557 1,131 5 6.990 8.212 2,232
1.798 6.403 1.402 6 9.605 11.482 2,764
GRAFQ BINARIO GRAFQ CADEIA-DUPLA
HU Ca GW P HU ca .’ cW
263 283 115 1 263 283 115
820 1.114 511 2 753 845 318
1.991 3.041 1.439 3 1.445 1.678 521
4.390 7.160 2.431 - |4 2.339 2.782 724
9,245 15.663 ' 7.551 5 3.435 4,157 927
15.012 32.834 15.927 6 4.733 5.803 1.130
GRAFO LOSANGO GRAFO LEQUE
HU ca GW P HU ca GW
820 605 337 1 513 £72 240
2.548 2.533 1.459 2 2,309 1.880 1.032
6.004 7.011 3.975 3 6.949 5.144 2.616
12.916 16,589 9,007 4 18.085 12.120 5,784
26,740 36,367 19,071 5 43.829 26.520 12,120
54.388 76.545 39.199 |6 102.021 55.768 24.792

FIGURE 5.5
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um custo maior que ¢ procedimento GW em outras duas, e sendo
o de malor custo para a familia de grafos leque, que € a f{nica
familia de grafos para a qual o procedimento CA & melhor que
os demais. Ainda para valores grandes de p, o procedimento CA

tem desempenho pior que os cutros dois para trés das familias.

Ja para valores de p < 6 (figura 5.6}, o procedimento HU
apresenta um custo relativo menor gue os outros dois em todas as
familias, e o procedimento CA s0 apresenta um custo maior que
0 procedimento GW em trés das familias quando p = 5 ou p=6,

e para duas delas gquando p = 4.
5.3. CONSIDERACOES GERAIS

Em resumo, usando como referéncia os grafos de familias au-
to-replicantes, pode-se dizer que o procedimento HU apresenta
menor custo de "overhead", e que o procedimento GW & o rmais
eficiente em termos de operagoes scobre vetores de bits. Cabe

lembrar agui, entretanto, que esses resultados nao podem ser es-

tendidos diretamente para um grafo qualguer.

Como observagoes de carater geral, pode-se dizer gque na ava
liagao do método iterativo foi utilizada a pior situagao de pro-
pagacao de dados no grafo. Esse limite &, porém, atingivel. No
caso dos intervalos foi efetuada uma estimativa real. Em ambos,

o pior caso toma tempo quadratico no tamanho do grafo.
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CUSTOQ RELATIVO A OPERAGOES INDEPENDENTES DO TAMANHO DO UNIVERSO

GRAFD CONCHA GRAFO ESPIRAL
p HU I cA T GH P HU cA GH ‘\
1 1.331 2.193 4.290 1 2.328 | 3.228 5.536
h;* 2.418 6.039 9.010° 2 | 5.197 | 9747 13.210
3 3.505 | 1.sm 14,187 r;d’f_ 8.770 i 19.518 [
4 4.592 18.669 | 19.364 4 ] 13.047 | 32,541 30. 386
5 5.679 27.453 24.541 5 ’ 18.028 48.816 38.374 W
6 | 6.766 I 37.883 29,718 6 j___23.713 68.343 47.562
GRAFO BINARIQ | GRAF(Q CADE IA*DU-PLA <‘
o HU ca aW P HU ca oW
1 1.331 2.193 4.290 1 1.331 2.193 4.290
2 3.373 7.107 11.998 2 2.761 6.051 8.167
3 7.589 l 17.509 28.328 3 4,543 11.535 12.044
4 16.153 38.887 61.902 4 6.677 18.645 15.921 }
5 33.413 [ 82.217 129.964 5 9.163 27.381 19.798
3 68.065 f 169.451 | 267.002 _Ls 12.001 37.743 23.675
GFAFQ LOSANGO GRAFQ LEQUE W
P HU [ Ca GW P HU ca GW
1 3.227 f 3.947 8.922 1 2.302 3.209 6.843
2 9.183 15.228 29,438 T;h_ 7.669 11.803 20.601
3 21.095 41,0359 72.208 3 20.200 31.089 48.117
4 44.91% ] 95,990 158.018 4 48.467 71.759 103.149 |
5 92.567 209,121 329,458 5 [ 111,022 155.197 213.213 ﬂ__i
6 | 187.863 I 138.652 | 672.338 6 | 247.785 324.171 433341 |

FIGURA 5.6
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Para o nUmero de transformagoes T2 executadas na redugao
das regioes fortemente conexas do procedimento GW, gque foi des-
crito neste trabalho como (N6 - N7), existem dois limites supe-
riores apresentados em GRAHAM [1976], que em geral sao bém maio-

res que os numeros reais: O{Na log Na) e N_+ I £(uGl- I glr,G,
uevaG ERG r

onde VR(u,G) € conjunto dos vértices da regido R com raiz u

|{{v,w) € aG] v € VR(u,G) e w & VR(u,G)}|, RG

em G, f(u,G)

= {v € VG | existe uma aresta de retorno (u,v) em 2AG), e glr,G)

l{(rrv) € aG}I- -

Intuitivamente, a funcao £(u,G) conta as arestas cuja ori-
gem pertence aos vértices da regidoc com raiz u em G, mas o
destino nao esta nesse conjunto, o que corresponde a possibilida
des de saida das malhas do programa, e a funcao gl(r,G) conta os

sucessores de um veértice r gque € raiz de regiao,
s COMENTARIOS FINAIS

Certamente cada um dos métodos discutidos tem importancia
consigeravel. O algoritmo HU pela sua extrema simplicidade e
também pela generalidade, manipulando grafos irredutiveis sem es
forgos adicionais {(regueridos pelos outros métodos). O algoritmo
CA representa um primeiro avango no sentido de orientar a ana-
lise pela.forma do grafo, e dividir o problema em outros menores.

E o algoritmo GW refina a consideragao a forma, procurando
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adaptar o trajeto da analise a partir das malhas mais internas
até as mais externas, sem no entanto tomar tempo quadratico (o
algoritme GW para programas sem saidas miltiplas de malhas e

linear}.

1

Para procedimentos eécritos em uma linguagem estruturada,es
sa "consideragdo & forma” pode ser feita de maneira natural, pe-
la analise estruturada de fluxo-de dados, gue explora as estrutu
ras de controle da linguagem (KOWALTOWSKI [1984], ROSEN [19771 ,

SHARIR [1980]),



PARAMETRO

APENDICE 1
‘TABELA DE PARAMETROS DQ GRAFO

NUMERO (DE)
vertices do grafo .,
arestas do_ grafo .
lagos do grafo .

vértices destinos de arestas de retorno (ntmero de

regioes) .
maximo de arestas de retorno num caminho do grafo.

predecessores de n, -

sucessores de no .

sucessores Vv de n_, v # n, ., no grafo aciclico

resultante de todas as redugGes de regices no grafo G.
arestas de retorno.
total de vértices em todas as regioes.

total de arestas em todas as regices mencs  lagos

que nao estao nas raizes.



10

11

12

13

14
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arestas que saem de todas as railzes para vérti-

ces na sua propria regido.

arestas no grafo aciclico resultante de todas as
reducoes de regides no grafo G, que n3o sao lacos.
sucessores de raizes de intervalos,incluindo no“

arestas entre vértices de intervalos distintos.

predecessores de cada raiz r#no no "primeiro" in

tervalo predecessor de I(r),
vértices destino de arestas de retorno ou lagos.

predecessores de cada raiz r#no. no seu proprio

intervalo, incluindo lacos.

raizes de intervalo ri’-‘nO que teém predecesso —

res no seu proprio intervalo.



APENDICE 2

AS OPERACOES BASICAS E SEUS CUSTOS RELATIVOS

1

-

Lo acesso a memdria, ou seja uma transferéncia da memOria pa

ra um registrador. Custoc relativo 5.

Mo aritmética, como soma ou subtracao, sem incluir acessos

-

a memoria e deixando o resultado num"iegistrador. Custo

relativo 5.

Hoe atribuicdc, ou transferéncia de um registrador para a me-
moria. Custo relativo 4.

Hay avango em lista, gue corresponde a p := p-proximo. Seu
custo nas somas verticais € substituido h + + .

: po (uac uat usel)

Ho comparagac deo tipe =, #, >, <, > , £, sem incluir aces-
sos a memoOria. Custo relativo 2.

ucpi chamada de procedimento com 1 pardmetros, incluindo sal
vamento de contexto (registradores de indice e - de base,
acumulador e "flags") e desvio, além da passagem dos para

. i = = 0.

metros. Custo relativo ucpl a0, ucpz 9

Mg desvio na seqliéncia de execugao das instrugoes. Custo

relativo 4.

Mot operagao ldgica do tipo A ou v. Custo relativo 2.
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“rp EgtOIno de procedimento, incluindo a restauragac do con-
texto e desvio. Custo relativo 71.

Mg subscrigao, incluindo o acesso ao valor do subscrito além
da alteragao do endereco propriamente dito. Custo relati-

vo 5.

sel selecao de campo, incluindo o .acesso ao valor do desloca-
mento referente ac campo selecionado, além da alterag&ade
endereco propriamente dita. Custo relativo 5.

As operagoes sobre vetores de bits (uAC'uAT’uC'uOL) tém, em

geral, custo relativo igual ao custo das operacOes sobre varia-

veis simples, multiplicada pelo nimero de palavras de memdria

ocupadas pelo universo conéiderado, que no texto foi representa—

do por 6. Excecao & feita 3 operagao gue por ser implemen

oL’
tada através de uma instrucao diferente de LI tem custo rela-

tivo 590.



APENDICE 3

IMPLEMENTACOES TIPICAS E CUSTOS DE PROCEDIMENTQS SIMPLES

Em todos os procedimentos, supde-se que ‘foram declaradas

estruturas de dados convenientes.

Um trecho de procedimento usado por todas as rotinas de in-
clusdo em lista, denominado GERA, e responsivel pela alocagao de

espago, pode ser traduzido por:

procedimento Gera (p)

F se {topo + tam) < lim
entdo | p 1= topo

topo .:= topo + tam

sendo  ERRO

que, considerandoc a nao ocorréncia de erro, apresernta 'rum custo

de: (6“ac * 2uar * 2uat + He + pd)°
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®* PROCEDIMENTQ USADO NO CAPITULO II

procedimento Inclui(lista, v)

*Gera (p)

i

p-vertice := v S

p-proximo := lista

lista :

P

. . + . ’
Custo associado: (911ac zuar + Suat + Mo + Ug + 2y

® PROCEDIMENTOS USADOS NO carITULO IIX

procedimento Inclui-Vértice(lista, v)

Gera (p)
p-vértice := v
p-proximo := lista

lista = p

Y . + )
Custo associado: (Qpac 2par

procedimento Retira-Vértice (lista, v)

v := lista-vértice

= lista-proximo

lista

Custo associado: (21.1ac + Zuat + 2usel)

+ 5uat + “c + ud + zusel)



- 150 -~

procedimento  Inclui-Aresta (lista, v, k, 0)

Gera (p)

p-destino :=.v

p-k 1= K
peC 1= ©
p.proximo := lista
lista = p

Custo associado: (911ac + 2”AC + 2u

ar

+ 5pat + 21.1AT + pc +

+ Mg + 4“561)

procedimento Retira-Aresta (lista, (v, k, o))

v := lista-.destino
K := lista.k
g := lista-c

| lista := lista.proximo

Custo associado: (21.1ac + 2UAC + 2pat + szT + 4y )

sel
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e PROCEDIMENTOS USADOS NO CAPITULO IV

procedimento Inclui(lista, (v, loc))

Gera (p)
p-vértice := v
p.localiza := loc

p-proximo := lista

lista := p

Cust iado: (10m_ _ + 2n__ + + o+ +
usto associado: ( Voo 2uar 6uat M Udf* Busel)

procedimento Inclui-G{lista, (v, C, K})

Cera (p)

p.destino =V

p-C = C

p-k ;= K
lista-prédec t= P
p-pProximo := lista
»-predec = nil
Llista = p

i x + +
Custo associado (lOuac 21 + 2n + Suat 2u

+ o+ +
AC ar uc ud 6use

AT
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procedimento Elimina-Aresta(loc)

se loc.predec = nil

entdo | 4 [v] := loc.proximo
se loc.prdoximo # nil
entao loc.proximo.predec := nil :

p—

senao | loc-predec.prdximo := loc.prdximo

se loc.proximo # nil

entdo loc.proximo-predec := loc.predec /* PIOR CASO * /

i : + +
Custo associado (4uac + zuat + 2uc Mg 8u )

sel
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