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Resumo

Analisamos o uso de métodos Bayesianos em um problema de classificação de padrões

de interesse prático para a Receita Federal do Brasil que é caracterizado pela presença

de atributos de alta cardinalidade e pela existência de interações relevantes entre eles.

Mostramos que a presença de atributos de alta cardinalidade pode facilmente gerar tan-

tas subdivisões no conjunto de treinamento que, mesmo tendo originalmente uma grande

quantidade de dados, acabemos obtendo probabilidades pouco confiáveis, inferidas a par-

tir de poucos exemplos. Revisamos as estratégias usualmente adotadas para lidar com esse

problema dentro do universo Bayesiano, exibindo sua dependência em suposições de não

interação inaceitáveis em nosso domı́nio alvo. Mostramos empiricamente que estratégias

Bayesianas mais avançadas para tratamento de atributos de alta cardinalidade, como pré-

processamento para redução de cardinalidade e substituição de tabelas de probabilidades

condicionais (CPTs) de redes Bayesianas (BNs) por tabelas default (DFs), árvores de

decisão (DTs) e grafos de decisão (DGs) embora tragam benef́ıcios pontuais não resul-

tam em ganho de desempenho geral em nosso domı́nio alvo. Propomos um novo método

Bayesiano de classificação, chamado de hierarchical pattern Bayes (HPB), que calcula

probabilidades posteriores para as classes dado um padrão W combinando as observações

de W no conjunto de treinamento com probabilidades prévias que são obtidas recursiva-

mente a partir das observações de padrões estritamente mais genéricos que W . Com esta

estratégia, ele consegue capturar interações entre atributos de alta cardinalidade quando

há dados suficientes para tal, sem gerar probabilidades pouco confiáveis quando isso não

ocorre. Mostramos empiricamente que, em nosso domı́nio alvo, o HPB traz benef́ıcios sig-

nificativos com relação a redes Bayesianas com estruturas populares como o näıve Bayes

e o tree augmented näıve Bayes, com relação a redes Bayesianas (BNs) onde as tabelas de

probabilidades condicionais foram substitúıdas pelo noisy-OR, por DFs, por DTs e por

DGs, e com relação a BNs constrúıdas, após uma fase de redução de cardinalidade usando

o agglomerative information bottleneck. Além disso, explicamos como o HPB, pode subs-

tituir CPTs e mostramos com testes em outro problema de interesse prático que esta

substituição pode trazer ganhos significativos. Por fim, com testes em vários conjuntos

de dados públicos da UCI, mostramos que a utilidade do HPB ser bastante ampla.
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Abstract

In this work, we analyze the use of Bayesian methods in a pattern classification problem

of practical interest for Brazil’s Federal Revenue which is characterized by the presence

of high cardinality attributes and by the existence of relevant interactions among them.

We show that the presence of high cardinality attributes can easily produce so many

subdivisions in the training set that, even having originally a great amount of data, we

end up with unreliable probability estimates, inferred from small samples. We cover

the most common strategies to deal with this problem within the Bayesian universe and

show that they rely strongly on non interaction assumptions that are unacceptable in

our target domain. We show empirically that more advanced strategies to handle high

cardinality attributes like cardinality reduction by preprocessing and conditional proba-

bility tables replacement with default tables, decision trees and decision graphs, in spite

of some restricted benefits, do not improve overall performance in our target domain. We

propose a new Bayesian classification method, named hierarchical pattern Bayes (HPB),

which calculates posterior class probabilities given a pattern W combining the observa-

tions of W in the training set with prior class probabilities that are obtained recursively

from the observations of patterns that are strictly more generic than W . This way, it

can capture interactions among high cardinality attributes when there is enough data,

without producing unreliable probabilities when there is not. We show empirically that,

in our target domain, HPB achieves significant performance improvements over Bayesian

networks with popular structures like näıve Bayes and tree augmented näıve Bayes, over

Bayesian networks where traditional conditional probability tables were substituted by

noisy-OR gates, default tables, decision trees and decision graphs, and over Bayesian

networks constructed after a cardinality reduction preprocessing phase using the agglo-

merative information bottleneck method. Moreover, we explain how HPB can replace

conditional probability tables of Bayesian Networks and show, with tests in another prac-

tical problem, that such replacement can result in significant benefits. At last, with tests

over several UCI datasets we show that HPB may have a quite wide applicability.
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Caṕıtulo 1

Introdução

A Receita Federal do Brasil (RFB) não possui auditores suficientes para acompanhar

todos os processos de importação. Conseqüentemente, apenas uma amostra das merca-

dorias importadas é verificada por especialistas humanos. A administração da RFB não

pretende aumentar o contingente de auditores empenhados na tarefa de conferir processos

de importação, mas sim reduzir, ainda mais, os percentuais de conferência. É evidente a

necessidade de adoção de um sistema de gerenciamento de risco que proporcione a seleção

de operações com maior probabilidade de fraude para conferência, de modo a permitir

esta redução sem comprometer a segurança dos controles aduaneiros [50].

A legislação brasileira determina que todas as mercadorias importadas em regime nor-

mal sejam enquadradas em uma das cerca de 9700 posições de uma tabela denominada

Nomenclatura Comum do Mercosul (NCM). É muito importante que esta classificação,

chamada de classificação fiscal, esteja correta, pois ela determina as aĺıquotas dos impostos

que incidirão sobre a importação, e define a aplicação de diferentes exigências adminis-

trativas, sanitárias, militares e de segurança. Por esse motivo, embora sejam várias as

infrações que podem ser cometidas em um procedimento de importação, tomamos como

motivação para este trabalho apenas o erro de classificação fiscal.

O domı́nio da detecção desses erros de classificação envolve atributos que podem as-

sumir muitos valores distintos (alta cardinalidade). Os principais atributos já vem sendo

empregados pela RFB desde o trabalho realizado por Ferreira [32]. Eles são:

• classificação fiscal declarada (NCMD): a posição da NCM na qual o importador

declara que uma mercadoria se enquadra. Esse atributo pode assumir cerca de 9700

valores distintos.

• importador (IMP): o identificador (CPF/CNPJ) do importador. No momento, esse

atributo pode assumir cerca de 20000 valores distintos.

1
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• páıs de origem (PAIS): o páıs onde a mercadoria foi produzida. Esse atributo pode

assumir 194 valores distintos.

• unidade de entrada (URF): unidade alfandegária da RFB através da qual a merca-

doria ingressou no Brasil. Esse atributo pode assumir mais de 100 valores distintos.

Temos o objetivo de desenvolver uma ferramenta que, considerando os atributos ci-

tados, estime para cada exemplo novo a probabilidade de que ele envolva um erro de

classificação. Estas estimativas serão usadas por um sistema maior que aloca recursos

humanos para diferentes tipos de operações anti-fraude1.

Nosso principal conjunto de dados tem 682226 exemplos de classificação correta (que

chamamos de exemplos negativos) e 6460 exemplos de erros de classificação (exemplos

positivos). O conjunto de dados é desbalanceado, com apenas 0.93% de exemplos positi-

vos. Dados com esta caracteŕıstica normalmente são tratados com diferentes estratégias

de resampling [14]. Porém, em geral, resampling requer o retreinamento dos classificado-

res para diferentes atribuições de custo para falsos positivos e falsos negativos. No nosso

contexto, tais custos não são conhecidos a priori (as prioridades mudam de acordo com

outras demandas de combate a fraude) e podem variar de exemplo para exemplo (nem

todos os falsos negativos tem o mesmo custo). Isso torna o uso de resampling pouco

atraente.

Por outro lado, se pudermos produzir estimativas de probabilidade confiáveis dire-

tamente a partir do conjunto de dados original, o trabalho do alocador de recursos se

tornará bem mais fácil. A qualquer momento, após considerar todas as outras demandas

de combate a fraude, ele poderá definir uma taxa de seleção correspondente aos recursos

humanos dispońıveis para a tarefa espećıfica de detectar erros de classificação fiscal. Se

a taxa de seleção for de, por exemplo, 10%, as mercadorias a ser verificadas serão as

10% que tiverem maior probabilidade de conter um erro de classificação de acordo com

as estimativas produzidas. Alternativamente, o sistema de alocação de recursos poderá

combinar as estimativas de probabilidade produzidas com custos que variam de exemplo

para exemplo sem qualquer retreinamento.

Com o objetivo de produzir boas estimativas de probabilidade em mente, decidimos nos

concentrar nas técnicas que têm nas probabilidades a sua essência, as técnicas Bayesianas.

Especialistas da Receita Federal sabem que certas combinações de valores de atribu-

tos formam padrões que tornam a probabilidade de presença de erro significativamente

1Desde o ińıcio do trabalho de doutorado que resultou na presente tese, a RFB, através do projeto
Harpia, que envolve a Universidade de Campinas e o Instituto Tecnológico da Aeronáutica, vem intensi-
ficando o uso de sistemas de inteligência artificial. Hoje sistemas sendo desenvolvidos no projeto Harpia
utilizam processamento de informação textual, aprendizado não supervisionado, redes de relacionamento
e sistemas especialistas na detecção de vários tipos de infração, incluindo o erro de classificação fiscal.
Contudo, tratar os quatro atributos de alta cardinalidade listados acima permanece como um importante
subproblema e toda esta tese se foca neste ponto.
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maior que o que poderia ser esperado caso os atributos fossem observados separadamente.

Chamamos esses padrões de padrões cŕıticos.

O número de padrões cŕıticos é desconhecido e variável. Além disso, nenhum especi-

alista individualmente conhece um grande percentual deles. Por isso, eles precisam ser

aprendidos de forma automática.

O conhecimento da existência de padrões cŕıticos indica que a adequada captura das

interações entre atributos pode trazer ganhos de desempenho. Entretanto, sabemos que

esta tarefa não é trivial, pois, em um trabalho sobre aplicação de redes Bayesianas (descri-

tas na Seção 2.6) na seleção de declarações de importação para conferência, Ferreira [32]

não pode levá-las em consideração.

Para aproveitar os padrões cŕıticos gostaŕıamos de usar uma rede Bayesiana (BN) [63]

com a estrutura apresentada na Figura 1.1, onde todos os atributos explanatórios são pais

do atributo classe.

NCMD

ERRO

IMP PAIS URF

Figura 1.1: estrutura causal direta para erros de classificação fiscal

Em uma rede Bayesiana, considerando que xji é um posśıvel valor para o nó Xj e πjk é

uma combinação completa de valores para Πj, o conjunto de pais do nó Xj, o vetor, θjk, tal

que θjki = P (xji|πjk), é armazenado em uma tabela chamada de tabela de probabilidades

condicionais (CPT2) do nó Xj e é inferido a partir das freqüências dos valores de Xj

entre as instâncias de treinamento onde Πj = πjk. As distribuições de Xj dadas duas

combinações de valores para Πj são consideradas independentes e uma distribuição de

probabilidade prévia de Dirichlet para θjk é normalmente adotada. Aplicando-se a regra

de Bayes e integrando-se ao longo de todos os valores posśıveis para θjk encontra-se a

relação

E(θjki) = P (xji|πjk) =
Njki + αjki

Njk + αjk

, (1.1)

onde Njki é o número de observações simultâneas de xji e πjk no conjunto de treinamento,

2Nesta tese, mantivemos as siglas com origem na ĺıngua inglesa em sua forma original, como pode ser
visto na Tabela A.1
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Njk =
∑

∀i Njki é o tamanho da amostra, αjki é o valor de um dos parâmetros da dis-

tribuição de probabilidade prévia de Dirichlet e αjk =
∑

∀i αjki é o tamanho de amostra

equivalente da distribuição de probabilidade prévia.

Normalmente, a distribuição de probabilidade prévia de Dirichlet adotada é não in-

formativa, logo

P (xji|πjk) =
Njki + λ

Njk + λMj

, (1.2)

onde todos os parâmetros da distribuição de Dirichlet são iguais a uma pequena constante

de suavização, λ, e Mj é o número de valores posśıveis para o nó Xj. Nós chamamos esse

procedimento de estimativa direta (DE).

A tabela de probabilidades condicionais do nó classe de uma rede Bayesiana com

a estrutura apresentada na Figura 1.1 conteria mais de 1.8 × 1012 linhas. É claro que

para combinações raras de atributos tal estrutura em conjunto com a Equação (1.2)

tenderia a produzir probabilidades não confiáveis cujas estimativas seriam dominadas

pela distribuição de probabilidade prévia não informativa.

Redes Bayesianas com tabelas de probabilidades condicionais muito grandes quando

comparadas aos conjuntos de treinamento são um exemplo de modelo de representação

do comportamento de um conjunto de dados com excesso de parâmetros. Modelos com

parâmetros demais, tendem a ter bom desempenho quando testados sobre as próprias

instâncias de treinamento, mas desempenho insuficiente sobre instâncias novas [38]. Esse

problema é denominado super-ajuste [59].

Uma alternativa para contornar esse problema é a adoção de estruturas de rede onde o

número máximo de pais por nó seja pequeno, como o näıve Bayes [27] e o tree augmented

näıve Bayes [34]. No entanto, limitar artificialmente o número de pais por nó limita a

capacidade de representação da rede [56] tornando-a menos capaz de refletir interações

entre atributos.

Uma estratégia natural para lidar com atributos de alta cardinalidade é agrupar valo-

res considerados similares, tornando, assim, a cardinalidade mais baixa. O agrupamento

de valores pode ser feito de forma automática buscando valores que tenham influência

semelhante sobre o atributo classe de acordo com algum critério. Porém, em geral, estes

critérios tratam cada atributo de forma isolada [58, 72, 9], e não podemos esperar que

tragam benef́ıcios significativos quanto a captura de padrões cŕıticos, que dependem si-

multaneamente de vários atributos. Alternativamente, o agrupamento pode ser definido

por regras que explorem a estrutura dos atributos. Por razões que apresentaremos no

contexto das abordagens hierárquicas, também não desejamos seguir este caminho.

Quando o número de parâmetros a ser estimados para preenchimento das CPTs é

muito grande se comparado ao número de instâncias de treinamento, Pearl [63] recomenda

sua substituição por modelos que assumam não interação entre as variáveis e com isso
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empreguem menos parâmetros, como, por exemplo, o noisy-OR [39]. Foi exatamente isso

o que foi feito por Ferreira [32] na construção de uma rede Bayesiana para seleção de

declarações de importação para conferência.

O número de parâmetros requeridos pelo noisy-OR é proporcional não ao produto da

cardinalidade dos pais do nó ao qual está associado, mas à sua soma. Com isso, usando

a estrutura na Figura 1.1 e o noisy-OR, apenas cerca de 30300 parâmetros precisam ser

estimados. Um número aceitável considerando os conjuntos de dados dispońıveis.

Por outro lado, como o noisy-OR assume a ausência de interação entre as variáveis,

ele não tem a capacidade de capturar o efeito de padrões cŕıticos.

Uma alternativa é empregar modelos mais flex́ıveis em lugar de CPTs ou do noisy-

OR como tabelas default (DFs) [37], árvores de decisão (DTs) [37] e grafos de decisão

(DGs) [16]. De acordo com Friedman e Goldszmidt [37], o uso desses modelos em conjunto

com procedimentos de aprendizado adequados induz estruturas de rede mais complexas

em termos de arcos, mas que requerem menos parâmetros e assim emulam melhor a real

complexidade das interações presentes nos dados. Mais arcos significam mais pais por

nó, o que aumenta a capacidade de captura de interações. Menos parâmetros significam

menos problemas com probabilidades poucos confiáveis.

Usando CPTs, assumimos que as distribuições de probabilidade condicionais (CPDs)

de um nó dadas duas atribuições distintas de valores para seus pais, são independentes

entre-si. Se algumas destas distribuições forem, na verdade, idênticas, DTs, DFs e DGs

podem refletir esta situação e representar a CPD do nó dados os seus pais usando um

número de parâmetros que é proporcional apenas ao número de distribuições verdadeira-

mente distintas.

Usando DTs, DFs ou DGs para representar a distribuição de probabilidade condicional

de um nó dados os seus pais, assumimos que as CPDs de um nó dadas duas atribuições

distintas de valores para seus pais são ou completamente independentes ou idênticas. É

posśıvel que nenhuma das duas suposições seja verdadeira.

Gelman et al. [38] afirmam que usar modelos não hierárquicos para representar dados

hierárquicos leva a resultados pobres. Com poucos parâmetros, eles não conseguem se

ajustar aos dados de forma precisa. Com muitos parâmetros, eles se ajustam bem aos

dados existentes, mas levam a previsões inferiores para dados novos. Em outras palavras

eles sofrem de problemas de super-ajuste. Em contraste, modelos hierárquicos podem se

ajustar bem aos dados sem incorrer em super-ajuste. Eles podem refletir similaridades

entre distribuições de probabilidade sem assumir igualdade.

Os atributos de nosso problema alvo possuem algum tipo de hierarquia natural: im-

portadores podem ser agrupados por área de atividade econômica, classificações fiscais

podem ser agrupadas por caṕıtulo, páıses por continente e unidades da Receita Fede-

ral por região fiscal. Estas hierarquias poderiam ser exploradas usando técnicas como a
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apresentada em [71]. Porém, nem o conhecimento de especialistas, nem alguns primeiros

experimentos indicaram que estas hierarquias naturais tenham um potencial, quanto a

melhorias nas previsões a respeito de erros de classificação fiscal, elevado o suficiente para

justificar sua exploração imediata.

Neste trabalho, mostramos como construir uma hierarquia entre padrões formados

por valores de atributos não naturalmente hierárquicos, e aplicamos um novo modelo

Bayesiano à hierarquia constrúıda. Chamamos esse modelo de hierarchical pattern Bayes

(HPB).

O HPB calcula probabilidades posteriores para as classes dado um padrão W com-

binando as observações de W no conjunto de treinamento com probabilidades prévias

que são obtidas recursivamente a partir das observações de padrões estritamente mais

genéricos que W . Com isso, ele consegue capturar interações entre atributos de alta car-

dinalidade quando há dados suficientes para tal, sem gerar probabilidades pouco confiáveis

quando isso não ocorre.

Mostramos empiricamente que, em nosso domı́nio alvo, o HPB traz benef́ıcios signifi-

cativos com relação a redes Bayesianas com estruturas populares como o näıve Bayes e

o tree augmented näıve Bayes, com relação a redes Bayesianas (BNs) onde as tabelas de

probabilidades condicionais foram substitúıdas pelo noisy-OR, por DFs, por DTs e por

DGs, e com relação a BNs constrúıdas, após uma fase de pré-processamento para redução

de cardinalidade usando o agglomerative information bottleneck. Além disso, explicamos

como o HPB, pode substituir CPTs e mostramos com testes em outro problema de inte-

resse prático que esta substituição pode trazer ganhos significativos. Por fim, com testes

em vários conjuntos de dados da UCI, mostramos que a utilidade do HPB ser bastante

ampla.

Modelos Bayesianos hierárquicos são amplamente utilizados na comunidade de mar-

keting [3, 53] sob o nome de hierarchical Bayes. Eles também tem sido empregados em

outras áreas como a medicina [4] e a robótica [74]. Contudo, não temos conhecimento de

nenhum desses modelos seja aplicável a problemas de classificação de padrões envolvendo

interações entre atributos de alta cardinalidade. Além disso, o HPB difere de outros mo-

delos por lidar com uma hierarquia de múltiplos ńıveis recursivamente e também por lidar

com o fato de que a população de instâncias associada a cada padrão está contida em

várias e não em apenas uma superpopulação.

No Caṕıtulo 2, apresentamos a fundamentação teórica desta tese. O leitor familiari-

zado com técnicas Bayesianas pode preferir saltar diretamente para o Caṕıtulo 3, onde

apresentamos o modelo hierárquico criado neste trabalho de doutoramento. Por outro

lado, o Caṕıtulo 2 apresenta uma revisão das técnicas Bayesianas mais utilizadas na área

de inteligência artificial e pode ser útil como uma introdução mesmo para o leitor que não

esteja interessado em nenhuma técnica nova.
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No Caṕıtulo 3, mostramos o HPB, descrevendo a construção de sua hierarquia de

padrões e a forma como ele utiliza as distribuições de probabilidade posteriores de Di-

richlet relativas aos ńıveis mais genéricos da hierarquia, na geração de distribuições de

probabilidade prévias de Dirichlet informativas para seus ńıveis mais espećıficos.

No Caṕıtulo 4, apresentamos resultados experimentais e no Caṕıtulo 5, mostramos

nossas conclusões e trabalhos futuros.



Caṕıtulo 2

Fundamentação Teórica

Neste caṕıtulo, apresentamos uma revisão das técnicas Bayesianas mais utilizadas na

área de inteligência artificial. Mostramos como inferir os parâmetros de uma distribuição

multinomial a partir de amostras planas ou hierárquicas e como aplicar os mecanismos de

inferência descritos a problemas de classificação de padrões.

Indicamos as dificuldades encontradas nesta aplicação quando atributos de alta car-

dinalidade são envolvidos, as estratégias usuais para contorno destas dificuldades e as

limitações das estratégias indicadas.

Na Seção 2.1, mostramos como estimar os parâmetros de uma distribuição multino-

mial a partir de eventos, apresentando a abordagem freqüentista tradicional, denominada

máxima verossimilhança, e a abordagem Bayesiana para o mesmo problema. Na aborda-

gem Bayesiana descrevemos o uso de distribuições de probabilidade prévia de Dirichlet.

Posteriormente (Caṕıtulo 3), o leitor perceberá que a obtenção de distribuições de pro-

babilidade prévia de Dirichlet informativas é nossa estratégia central para geração de

probabilidades confiáveis.

Na Seção 2.2, mostramos modelos Bayesianos que utilizam distribuições de probabi-

lidade prévia hierárquica. Esses modelos de dois ńıveis têm a capacidade de se ajustar

bem a conjuntos de dados aos quais um modelo plano ou não conseguiria ajustar-se ou,

ao fazê-lo, produziriam probabilidades pouco confiáveis para dados novos [38].

Na Seção 2.3, descrevemos o problema de classificação de padrões e a forma com que

a explosão combinatória entre os posśıveis valores para os atributos discretos reduz a

confiabilidade das probabilidades inferidas a partir do conjunto de treinamento.

Na Seção 2.4, descrevemos um modelo Bayesiano que supõe independência entre todos

os atributos dada a classe, o näıve Bayes. Na Seção 2.5, mostramos que o näıve Bayes é

um exemplo de modelo de não interação e descrevemos o noisy-OR, um outro modelo de

não interação que foi utilizado em [32].

Na Seção 2.6, descrevemos as redes Bayesianas, um mecanismo que permite a utilização

8
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de suposições de independência na medida da conveniência do problema. Mostramos

também que, ao tratar variáveis discretas, estas redes, em geral, utilizam tabelas de

probabilidades que crescem a medida em que mais dependências são consideradas e que

o crescimento destas tabelas leva a probabilidades pouco confiáveis.

2.1 Probabilidades a partir de experimentos com re-

sultados discretos

Suponhamos que um experimento v possua M resultados posśıveis representados pelo

vetor V = V1, V2, . . . , VM , com probabilidades desconhecidas representadas pelo vetor θ =

θ1, θ2, . . . , θM respectivamente. Suponhamos ainda que em uma amostra de N execuções

independentes do experimento, os números de observações dos resultados sejam dados

pelo vetor K = K1, K2, . . . , KM . Se quisermos estimar a probabilidade de que o resultado

de um novo experimento independente seja Vi, por definição precisamos estimar o valor

de θi. Existem duas abordagens comuns para fazer esta estimativa. Ambas baseiam-se

no fato de que P (K|θ) segue uma distribuição multinomial:

P (K|θ) = Multinomial(K, θ) =
N !

M
∏

i=1

Ki!

M
∏

i=1

θKi

i .

2.1.1 Abordagem de máxima verossimilhança

A primeira abordagem, conhecida como freqüentista, ou de máxima verossimilhança [33],

consiste em escolher para o vetor θ o valor que maximiza a probabilidade de termos

observado na amostra aquilo que efetivamente observamos. Assim,

θML = arg max
θ

(P (K|θ))

θML = arg max
θ













N !
M
∏

i=1

Ki!

M
∏

i=1

θKi

i













θML = arg max
θ

(

M
∏

i=1

θKi

i

)

, (2.1)
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onde θML é o vetor θ estimado via máxima verossimilhança. O valor de θML calculado a

partir da Equação 2.1 é sabidamente dado por

θML
j =

Kj

N
=

Kj

M
∑

i=1

Ki

, ∀j.

A abordagem de máxima verossimilhança funciona bem se N for grande. Quando o

tamanho da amostra tende a infinito, as estimativas de máxima verossimilhança tendem às

probabilidades reais, ou seja, a abordagem de máxima verossimilhança é assintoticamente

correta.

Por outro lado, se N for pequeno, ela leva a resultados de qualidade muito ruim. Em

particular, se Ki = 0, θi é estimado como sendo também igual a zero, o que significa

que o resultado Vi é considerado imposśıvel. Intuitivamente, nenhum número finito de

execuções do experimento poderia nos dar certeza de que o evento Vi não pode ocorrer.

Se N fosse grande, um valor igual a zero para Ki significaria que o resultado Vi é, se não

imposśıvel, pelo menos muito improvável. Porém, sendo N pequeno, como por exemplo

N = 1, considerar que θi = 0 não faz qualquer sentido.

Uma exceção ao problema acima é quando estamos estimando não a probabilidade

de que uma nova execução do experimento resulte no valor Vi, mas sim a probabilidade

de que escolhendo ao acaso uma das execuções do experimento já realizadas encontremos

um resultado igual a Vi. Nesse caso, Ki = 0 realmente torna imposśıvel que venhamos a

encontrar o valor Vi e a abordagem de máxima verossimilhança nos dá precisamente esse

resultado.

É fácil perceber que usando máxima verossimilhança, os resultados obtidos para pre-

visões dentro do conjunto de dados original (que chamaremos de conjunto de treinamento)

são exatos. O ajuste da abordagem de máxima verossimilhança à amostra é portanto

completo. Como já vimos, através do exemplo em que Ki = 0, estimar probabilidades

de forma a refletir exatamente as observações presentes na amostra pode levar a resulta-

dos irrealistas para novas execuções do experimento. Esse ajuste excessivo é chamado de

super-ajuste.

Mitchell [59] fornece uma definição formal para super-ajuste que é amplamente adotada

na literatura [48, 25, 62, 31, 55].

Definição 2.1 Dado um espaço de hipóteses H, diz-se que a hipótese h ∈ H está come-

tendo super-ajuste ao conjunto de treinamento se existir uma hipótese h′ pertencente a

H tal que h tem erro menor que h′ sobre os exemplos de treinamento e h′ tem um erro

menor que h sobre a distribuição completa de instâncias [59].

O conjunto de treinamento referido na definição 2.1 é simplesmente a amostra de

experimentos cujos resultados são conhecidos.
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Uma definição menos formal, porém bastante popular é a que diz que super-ajuste é

o efeito do ajuste de um modelo estat́ıstico que tem um número excessivo de parâmetros.

Esta definição consta, por exemplo, na Wikipedia [76]. Contudo, esta definição estabe-

leceria, em definitivo, a causa do problema que passaria a admitir uma única solução: a

redução do número de parâmetros. Por isso, neste trabalho, adotamos a definição 2.1.

Quando um modelo probabiĺıstico sofre de super-ajuste, ele resulta em probabilidades

pouco confiáveis, no sentido de que seu desempenho, quando medido no conjunto de

treinamento, é excelente, mas quando medido sobre dados novos (a medida que de fato

interessa) é decepcionante.

2.1.2 Abordagem Bayesiana

Podemos estimar a probabilidade de que o resultado de uma nova execução de um experi-

mento seja Vi dadas as observações de N execuções independentes do mesmo experimento

de forma Bayesiana. Sabemos que P (Vi|K) = θi, mas o vetor θ é desconhecido. Assim,

devemos calcular a expectativa de θi dadas as observações do experimento sintetizadas

pelo vetor K:

P (Vi|K) = E(θi|K) =

∫

θiP (θ|K)dθ. (2.2)

Para calcular E(θi|K) precisamos de uma função que forneça a distribuição de probabili-

dade de θ dado K. Aplicando a regra de Bayes temos

P (θ|K) =
P (K|θ)P (θ)

P (K)
=

P (K|θ)P (θ)
∫

P (K|θ)P (θ)dθ

. (2.3)

Sabemos que P (K|θ) segue a distribuição multinomial, assim, para encontrar E(θ|K)

temos apenas dois problemas: o primeiro é a escolha de uma distribuição P (θ), visto que

esta é desconhecida, o segundo é a existência de solução anaĺıtica para
∫

P (K|θ)P (θ)dθ

e
∫

θiP (θ|K)dθ.

Sem que mais dados estejam dispońıveis, o melhor que pode ser feito é escolher uma

distribuição P (θ) que coincida aproximadamente com o conhecimento de especialistas a

respeito da estrutura do problema e que ao mesmo tempo combine-se com a distribuição

multinomial de forma a garantir a integrabilidade das funções de interesse. Antes de

exibirmos uma famı́lia de distribuições de probabilidade conveniente vamos introduzir

algum vocabulário.

Como P (θ|K) é a distribuição de probabilidade para θ após a observação do vetor K,

ela é chamada de distribuição de probabilidade posterior para θ, enquanto que P (θ) é

chamada de distribuição de probabilidade prévia para θ. Ao mesmo tempo, P (Vi|K) =

E(θi|K) é chamada de probabilidade preditiva posterior para Vi e P (Vi) = E(θi) é cha-

mada de probabilidade preditiva prévia para Vi.
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As Distribuições de Dirichlet

Uma distribuição de probabilidade prévia muito conveniente para o problema que estamos

abordando é uma Distribuição de Dirichlet [38, 57, 30]:

Dirichlet(θ, α) = β

M
∏

i=1

θαi−1

i ,

onde o vetor α = α1, α2, . . . , αM é o vetor de parâmetros da distribuição e β é uma

constante tal que

β

∫ M
∏

i=1

θαi−1

i dθ = 1, (2.4)

como é necessário a uma distribuição de probabilidade. Podemos encontrar o valor da

constante β resolvendo a Equação (2.4). Com isso, temos que uma distribuição de Diri-

chlet é dada por

P (θ) = Dirichlet(θ, α) =

Γ

(

M
∑

i=1

αi

)

M
∏

i=1

Γ(αi)

M
∏

i=1

θαi−1

i .

Uma distribuição de Dirichlet é conveniente em primeiro lugar porque se

P (θ) segue a distribuição Dirichlet(θ, α1, α2, . . . , αM) e P (K|θ) segue a distribuição

Multinomial(K1, K2, . . . , KM , θ) então as integrais nas Equações (2.2) e (2.3) têm solução

anaĺıtica e resultam em

E(θj|α) =
αj

M
∑

i=1

αi

, ∀j, (2.5)

e

P (θ|K) = Dirichlet(θ, α1 + K1, α2 + K2, . . . , αM + KM). (2.6)

Note que a distribuição P (θ|K) ainda é uma distribuição de Dirichlet. Esse último fato

evita que tenhamos que lidar com outra distribuição de probabilidade possivelmente mais

complicada. Esta propriedade se torna mais importante se pretendermos atualizar uma

distribuição de Dirichlet usando sucessivas observações de execuções de experimentos cujos

resultados têm probabilidades que seguem a distribuição multinomial, pois sempre nos

manteremos dentro da famı́lia das distribuições de Dirichlet.

Quando duas famı́lias de distribuições de probabilidade, f e F , são tais que se a

distribuição de probabilidade dos dados (verossimilhança dos dados) pertence à famı́lia f

e um membro de F é adotado como distribuição de probabilidade prévia, a distribuição
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de probabilidade posterior é também um membro de F , diz-se que F é conjugada de f . A

famı́lia das distribuições de Dirichlet é conjugada da famı́lia de distribuições multinomiais.

Um caso particular da distribuição multinomial é a distribuição binomial que corres-

ponde ao caso onde o experimento tem apenas dois resultados posśıveis. A distribuição de

Dirichlet tem na distribuição Beta seu caso particular conjugado a distribuição binomial.

Uma distribuição de Dirichlet é bastante flex́ıvel. Variando os parâmetros α, nós

podemos tornar a distribuição de Dirichlet consistente com quaisquer valores que acredi-

temos corresponder às probabilidades preditivas prévias de que o resultado da execução

de um experimento seja V1, V2, . . . ou VM . Se acreditamos que as probabilidades predi-

tivas prévias são P (V1), P (V2), . . . , P (VM) podemos escolher os parâmetros de tal modo

que αi = S · P (Vi) para todo i, onde S é uma constante positiva. Pela Equação (2.5), a

esperança de θ corresponderá exatamente ao vetor de probabilidades preditivas prévias

escolhidas.

Além disso, adotando uma distribuição de probabilidade prévia de Dirichlet, a partir

de (2.5) e (2.6) temos que

P (Vj|K) = E(θi|K) =
Kj + αj

M
∑

i=1

Ki +
M
∑

i=1

αi

=
Kj + αj

N + N ′ , (2.7)

onde N =
∑M

i=1
Ki e N ′ =

∑M

i=1
αi.

Os parâmetros da distribuição de Dirichlet podem ser interpretados como pseudo

freqüências em uma seqüência de eventos hipoteticamente observada antes das execuções

que levaram a obtenção do vetor de freqüências K. Esta interpretação tem um apelo

intuitivo que facilita a construção das distribuições de Dirichlet por especialistas. Den-

tro desta interpretação, o valor N ′ =
∑M

i=1
αi pode ser interpretado como o total de

pseudo execuções do experimento e por isso esse valor é chamado de tamanho de amostra

equivalente (TAE).

Se tivermos confiança em que a distribuição de probabilidade prévia está próxima da

verdadeira distribuição de probabilidade, podemos usar uma amostra equivalente grande.

Fazendo isso, obteremos probabilidades posteriores mais confiáveis, pois se N tender a

infinito os dados reais dominarão a Equação (2.7) e as estimativas tenderão as proba-

bilidades reais (como ocorre na abordagem de máxima verossimilhança), mas se N for

pequeno o conhecimento prévio prevalecerá.

A adição de exemplos a amostras pequenas leva a variações abruptas em estimativas

de máxima verossimilhança. As estimativas Bayesianas variam de forma mais suave como

ocorreria com as estimativas de máxima verossimilhança caso a amostra tivesse tamanho

igual a N + N ′, ou seja um tamanho igual a soma dos tamanhos da amostra real e da
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pseudo amostra. Por esse motivo, a adoção de distribuições de probabilidade prévia é

considerada um mecanismo de suavização.

É freqüente a situação em que nada é sabido de antemão a respeito da distribuição de

probabilidade. Nesse caso, costuma-se adotar distribuições de probabilidade prévias não

informativas. Distribuições de probabilidade prévia não informativas são aquelas que tem

pouca influencia sobre a distribuição de probabilidade posterior. No caso das distribuições

de Dirichlet, faz sentido escolher um vetor de parâmetros α onde todos os parâmetros são

iguais. Nesse caso, temos que

P (θ) = Dirichlet(θ, λ, λ, . . . , λ) = β

M
∏

i=1

θλ−1

i

e

P (Vj|K) =
Kj + λ

N + λ · M
. (2.8)

A Equação (2.8) é conhecida como lei de sucessão de Lidstone [54]. Um caso particular

importante ocorre quando λ = 1. Nesse caso,

P (θ) = Dirichlet(θ, 1, 1, . . . , 1) = β
M
∏

i=1

θ0

i = β.

Assim, P (θ) passa a ser constante e portanto temos que a distribuição uniforme é um caso

particular de distribuição de Dirichlet. A adoção de distribuições de probabilidade prévia

uniformes foi originalmente proposta por Laplace [52] e resulta na seguinte fórmula para

a probabilidade preditiva posterior:

P (Vj|K) =
Kj + 1

N + M
. (2.9)

Esta fórmula é conhecida como lei de sucessão de Laplace. Ela foi posteriormente gene-

ralizada por Lidstone, o que resultou na Equação (2.8).

Adotar uma distribuição de Dirichlet com todos os parâmetros iguais a uma constante

não é o suficiente para considerá-la não informativa. Esta condição é suficiente para

evitar desvios em direção a qualquer dos resultados, porém ela introduz uma tendência

em direção a crença de que os resultados são todos igualmente prováveis. Se o tamanho da

amostra equivalente for grande, isso impedirá que a distribuição de probabilidade posterior

se ajuste adequadamente aos dados. Por isso, distribuições de Dirichlet não informativas

sempre têm tamanhos de amostra equivalente pequenos.

O uso de distribuições de probabilidade prévia não informativas é adequado apenas

quando a amostra real ainda é relativamente grande. Se a amostra for pequena ao ponto

de tornar a distribuição de probabilidade prévia decisiva, então é melhor procurar uma

distribuição de probabilidade prévia informativa [38]. Uma forma conseguir isso é usar

um modelo Bayesiano hierárquico.
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2.2 Estimando probabilidades usando uma amostra

hierárquica

Como motivação para o uso de modelos hierárquicos, suponhamos que um certo fenômeno

já tenha sido observado em L regiões distintas R1, R2, . . . , RL e que o número de casos

observados nestas regiões sejam respectivamente N1, N2, . . . , NL. Suponhamos ainda, que

o fenômeno tenha M resultados posśıveis V1, V2, . . . , VM e que o número de observações

de cada resultado Vi em cada região Rh seja Khi e esteja dispońıvel em uma matriz K.

Respostas para duas questões são desejadas:

Questão 2.1 Se o fenômeno é observado mais uma vez na região Rh, qual a probabilidade

de que o resultado seja Vi?

Questão 2.2 Se o fenômeno é observado em uma nova região, qual a probabilidade de

que o resultado seja Vi?

A segunda pergunta pode ser vista como um caso particular da primeira. A nova

região é apenas uma região onde o número de observações anteriores do fenômeno é zero.

Podemos representar a probabilidade de que o resultado da observação do fenômeno

na região Rh seja Vi, por θhi. Assim, como ocorreu na Seção 2.1.2, tentaremos encontrar

uma distribuição P (θ|K) (onde θ é uma matriz bidimensional e não mais um vetor) e

calcular E(θhi|K) por integração.

2.2.1 Modelos planos

Uma forma simples de obter uma distribuição para P (θ|K) é aplicar o modelo descrito

na Seção 2.1.2 tratando os fenômenos em regiões distintas como fenômenos distintos

e adotando distribuições de probabilidade prévia independentes para cada região. A

Equação (2.7) nos leva imediatamente a

P (Vj|Kh) =
Khj + αhj

M
∑

i=1

Khi +
M
∑

i=1

αhi

=
Khj + αhj

Nh + N ′
h

, (2.10)

onde Kh é o vetor de freqüências para região Rh. Note que as observações do fenômeno

em uma região Ri em nada influência as probabilidades estimadas para uma região Rj,

onde j 6= i. Por simplicidade, exibimos apenas a equação que calcula as probabilidades

preditivas posteriores. A equação que exibe a distribuição de probabilidade posterior,

P (θh|Kh), pode ser deduzida a partir da Equação (2.6).
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Se para toda Rh, Nh for suficientemente grande, esta estratégia funcionará muito

bem para responder a Questão 2.1. As distribuições de probabilidade prévia terão pouca

relevância e as observações do fenômeno em uma região espećıfica sob suas condições

espećıficas dominarão as estimativas. Por outro lado, se tivermos amostras pequenas em

cada região, teremos probabilidade pouco confiáveis. Uma situação extrema ocorre na

tentativa de responder a Questão 2.2. Nesse caso, Nh = 0 e a probabilidade preditiva

posterior torna-se igual a probabilidade preditiva prévia, um valor com pouca ou nenhuma

conexão com a realidade caso tenhamos usado distribuições de probabilidade prévia não

informativas.

É posśıvel que, ainda que o número de observações do fenômeno em cada região seja

pequeno, o número total de observações seja razoavelmente grande. Podemos ignorar a

existência de regiões e aplicar Equação (2.7) à população global. Definindo que N g =
∑L

h=1
Nh e que Kg

i =
∑L

h=1
Khi temos

P (Vj|K
g) =

Kg
j + αj

M
∑

i=1

Kg
i +

M
∑

i=1

αi

=
Kg

j + αj

N g + N ′g . (2.11)

A Equação (2.11) reflete o fato de que não estamos falando de fenômenos distintos

e que as observações em uma região devem afetar as demais. Outro efeito positivo é

o fato de que novas regiões não são qualquer problema, já que a regiões são ignoradas.

Por outro lado, perdemos a capacidade de fazer distinções entre as regiões e considerar

suas condições espećıficas. Mesmo que inúmeras observações fenômeno em uma região Rh

indiquem com clareza que um resultado Vi é muito mais provável em Rh que em outras

regiões, nosso modelo não refletirá isso.

O uso da Equação (2.10), em conjunto com a adoção de distribuições de probabi-

lidade prévia independentes, trata as manifestações do fenômeno em cada região como

populações totalmente independentes. Já a Equação (2.11) coloca todas as manifestações

do fenômeno em uma única população homogênea. Na verdade, temos uma grande po-

pulação dividida em populações menores, formando uma hierarquia de populações. Assim,

o uso das Equações (2.10) e (2.11) em conjunto com distribuições de probabilidade prévia

não informativas ignoram a natureza hierárquica do problema. Elas correspondem a mo-

delagens chamadas de não hierárquicas ou planas.

2.2.2 Modelos hierárquicos emṕıricos

Gelman et al. [38] afirmam que modelar dados hierárquicos de forma não hierárquica leva

a resultados pobres. Com poucos parâmetros esses modelos não conseguem se ajustar
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adequadamente aos dados. Com muitos parâmetros eles se ajustam bem aos dados exis-

tentes, mas fazem previsões inferiores para dados novos. Claramente o que está sendo

dito é que os modelos planos tendem a sofrer problemas de super-ajuste.

Em conjunto com distribuições de probabilidade prévia não informativas, as

Equações (2.10) e (2.11) correspondem respectivamente a um modelo com muitos e a

outro com poucos parâmetros. Com a primeira, assumimos distribuições de probabili-

dades distintas (regidas por conjuntos de parâmetros distintos) em cada região. Com a

segunda assumimos uma única distribuição de probabilidades para todas as regiões.

Podemos construir um modelo que reflita a hierarquia do problema considerando que

em cada região a distribuição de probabilidade posterior é distinta, mas manter a conexão

entre elas assumindo que todas as regiões tem a mesma distribuição de probabilidade

prévia. Determinada uma distribuição de probabilidade prévia que reflita a população

global, podemos seguir usando a Equação (2.10) para calcular probabilidades preditivas

posteriores para cada região.

Uma forma de construir uma distribuição de probabilidade prévia que reflita a po-

pulação global é usar a Equação (2.11) para, partindo de uma distribuição de probabi-

lidade prévia não informativa, calcular probabilidades preditivas posteriores para a po-

pulação global e adotá-las como probabilidades preditivas prévias para as subpopulações.

Pode-se então adotar distribuições de probabilidade prévia informativas para as subpo-

pulações que sejam consistentes com tais probabilidades preditivas prévias. Como vimos

na Seção 2.1.2 é fácil construir uma distribuição de Dirichlet consistente com qualquer con-

junto de probabilidades preditivas. No presente caso, basta definir que αi = S · P (Vi|K
g)

para todo i, onde S é uma constante positiva. Isso nos leva imediatamente a

P (Vj|Kh) =
Khj + S · P (Vj|K

g)

Nh + S
. (2.12)

Note que como
∑n

i=1
P (Vi|K

g) = 1, a constante S torna-se exatamente o tamanho da

amostra equivalente. Esta estratégia é abordada em [21, 13, 35].

Observe que com a Equação (2.12), as grandes subpopulações têm o cálculo de suas

probabilidades preditivas posteriores dominado por Khj/Nh. Já nas subpopulações pe-

quenas é P (Vj|K
g) quem domina e quando Nh = 0 (novas regiões), as probabilidades

preditivas posteriores tornam-se iguais as probabilidades preditivas prévias. Com isso,

é posśıvel capturar caracteŕısticas espećıficas de uma região se houver dados suficientes

para tal, sem produzir probabilidades tão pouco confiáveis no caso em que os dados são

escassos ou mesmo ausentes.

Gelman et al. [38] apresentam outro modelo hierárquico. As proporções P̂ (Vhi) =

Khi/Nh são calculadas para todas as subpopulações, assim como a média e o desvio

padrão para estas proporções. A seguir é constrúıda uma distribuição de probabilidade
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prévia de Dirichlet (que no caso apresentado é uma distribuição Beta) coerente com a

média e o desvio padrão das proporções.

Ambos os modelos hierárquicos referidos nesta seção operam em duas etapas. Em

primeiro lugar definem distribuições de probabilidade prévia para as subpopulações que

refletem a população global e então utilizam os dados a respeito de cada uma delas para

obter distribuições de probabilidade posteriores. Esses modelos são chamado em [38] de

modelos emṕıricos e são conhecidos na literatura pelo nome de empirical bayes [12]. Eles

partem da intuição de que os resultados obtidos para o população global são bons pontos

de partida para a análise das subpopulações sem usar um modelo matemático completo

(embora em [21] encontremos justificativas matemáticas para a adoção das probabilidades

incondicionais como probabilidades prévias para as probabilidades condicionais).

2.2.3 Um modelo Bayesiano completo

Além do modelo emṕırico, em [38], é apresentado um modelo hierárquico que permite a

determinação das distribuições de probabilidade posteriores considerando todas as subpo-

pulações e a população global de uma só vez. Esse modelo é chamado em [38] de modelo

Bayesiano hierárquico completo. Ele é utilizado em vários trabalhos [4, 74, 3] e é mais

conhecido como hierarchical Bayes.

O modelo apresentado em [38] é genérico, podendo ser aplicado a variáveis cont́ınuas

ou discretas. Aqui nos concentraremos no caso em que os dados são representados por

variáveis discretas.

Com o modelo Bayesiano completo, ao invés de fixar os parâmetros α, assumimos uma

distribuição de probabilidade para eles. A distribuição de probabilidade conjunta para

todas as variáveis no modelo pode ser escrita como

P (K, θ, α) = P (K|θ) · P (θ|α) · P (α), (2.13)

onde θ corresponde a uma matriz onde θh é o vetor de probabilidades para os resultados

V1, V2, . . . , VM na região Rh, K é uma matriz onde Kh é o vetor que contém número de

observações dos resultados V1, V2, . . . , VM na região Rh e α é o vetor de parâmetros da

distribuição de probabilidade prévia de Dirichlet comum a todas as subpopulações.

Nosso objetivo é calcular P (Vi|K, h) para cada região Rh e cada resultado posśıvel Vi.

Isso equivale a calcular E(θhi|K) para todo h e todo i. Podemos fazer isso por integração

se soubermos a distribuição para P (θ, α|K). Aplicando a regra de Bayes à Equação (2.13)

temos

P (θ, α|K) ∝ P (K|θ) · P (θ|α) · P (α).

Observando que o vetor Kh depende apenas do vetor θh quando esse é conhecido e que
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cada vetor θh independe dos demais vetores θx quando α é conhecido, temos

P (θ, α|K) ∝ P (α)
L
∏

h=1

P (Kh|θh) · P (θh|α).

Assim,

E(θhi|K) ∝

∫ ∫

θhi · P (α)
L
∏

h=1

P (Kh|θh) · P (θh|α)dθdα.

Em geral, é mais fácil não resolver a integral acima diretamente. Em [38] consta uma

estratégia para determinação da expressão anaĺıtica de P (α|K) que pode depois ser usada

para calcular P (θ|α, K). A estratégia nem sempre funciona, pois ainda restam integrais

cuja solução anaĺıtica pode não ser conhecida. Nesta situação são utilizados métodos

numéricos que estão fora do escopo desta tese.

Em [38], P (α), a distribuição de probabilidade prévia para o ńıvel mais alto na hie-

rarquia, é descrita como pouco importante. Isso decorre da suposição de que a população

global é sempre grande o suficiente para dominá-la. No entanto, se tentarmos construir

uma hierarquia com múltiplos ńıveis, podemos facilmente encontrar populações que, em-

bora tenham subdivisões, sejam pequenas. Nesse caso, P (α) ganha relevância.

2.3 O problema de classificação de padrões

Antes de descrever um problema de classificação de padrões, precisamos de algumas de-

finições:

Definição 2.2 Um classificador é uma função que recebe como entrada uma instância e

devolve o rótulo da classe a qual a instância pertence.

Definição 2.3 Um problema de classificação1 [27, 59] é o problema de dado um conjunto

de treinamento, D, de pares, (yt, ct), onde yt é a t-ésima instância no conjunto de trei-

namento e ct é o rótulo indicando a classe a qual yt pertence, aprender um classificador.

As instâncias podem ser registros, documentos, imagens, etc. Porém, freqüentemente

as instâncias são representadas por vetores de valores de atributos que são chamados de

padrões. Esses vetores podem corresponder a representação original das instâncias ou

ter sido obtidos por um extrator de atributos aplicado em uma fase anterior a fase de

classificação [28].

1Em toda esta tese, nos referimos apenas a problemas de classificação supervisionada. Para ler sobre
classificação não supervisionada veja por exemplo [28].
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Em alguns problemas, os valores para todos os atributos considerados estão dispońıveis

para todas as instâncias enquanto em outros algumas instâncias podem ter valores faltan-

tes. Nesta tese, lidamos apenas com problemas onde todos os atributos estão definidos

para todas as instâncias, mas pela forma com que abordamos o problema no caṕıtulo 3

adotamos a definição para padrões utilizada em problemas onde pode haver valores fal-

tantes.

Definição 2.4 Um padrão é um conjunto de pares da forma (Atributo = V alor), onde

cada atributo pode aparecer no máximo uma vez.

Definição 2.5 Um problema de classificação de padrões é um problema de classificação

onde as instâncias são representadas por padrões.

Como a classificação perfeita é freqüentemente imposśıvel, convém reinterpretar um

classificador como sendo uma função que determina a probabilidade de pertinência de uma

nova instância a cada uma das classes posśıveis [28]. Esta reinterpretação corresponde

justamente à maneira Bayesiana de lidar com a classificação de padrões.

Determinadas as probabilidades de pertinência de uma nova instância, x, a cada classe,

a forma mais simples de fazer a classificação propriamente dita é atribuir a instância a

classe que corresponder a maior probabilidade calculada:

C = arg max
cr

P (cr|x).

No entanto, é posśıvel que errar a classificação em um determinado sentido implique em

custos maiores que em outro sentido. Por exemplo, classificar um paciente portador de

uma doença altamente contagiosa como não doente tem um custo mais alto que classificar

um paciente são como doente. Assim, é comum a existência de uma matriz de custos de

dimensões Mc × Mc, onde Mc é o número de classes no problema, informando o custo de

classificar uma instância pertencente a classe ci como pertencente a classe cj. A partir

desta matriz, a instância pode ser atribúıda à classe que minimize a expectativa de custo:

C = arg min
ci

∑

∀j 6=i

Custo(j, i) · P (cj|x),

onde Custo(j, i) é o custo incorrido ao atribuir uma instância pertencente a classe cj a

classe ci.

Em outras situações, pode ter sido pré-determinada a quantidade de instâncias

atribúıdas a uma certa classe. Por exemplo, pode-se estar escolhendo quem deve ser

visitado por um vendedor que só é capaz de visitar 10% dos potenciais clientes. Nesse

caso, as probabilidades são utilizadas para formação de um ranking entre clientes. Os



2.3. O problema de classificação de padrões 21

10% com maior probabilidade de adquirir o produto são então classificados como a visi-

tar, enquanto que os demais são classificados com a não visitar.

É fácil ver que se calcularmos P (cr|x) para todo r de forma correta, seremos capazes

de fazer as melhores classificações posśıveis em cada um dos contextos descritos acima.

Entretanto, mesmo que nossas estimativas para P (cr|x) não sejam muito próximas dos

verdadeiros valores para estas probabilidades, sob certas condições, as classificações serão

ótimas.

Condição de Otimalidade 2.1 Se atribúımos uma instância a classe de maior proba-

bilidade estimada, nossa atribuição será ótima se houver uma coincidência entre classe

correspondente a maior estimativa e a classe com maior probabilidade real de ser a classe

correta.

Isso pode ocorrer ainda que as probabilidades reais e estimadas sejam bastante distin-

tas.

Condição de Otimalidade 2.2 Se atribúımos uma instância a classe de menor custo

esperado, nossa atribuição será ótima se houver uma coincidência entre classe correspon-

dente a menor expectativa de custo estimada e a classe com menor expectativa de custo

real.

Condição de Otimalidade 2.3 Se a classificação depende essencialmente de um ran-

king ela será ótima se

P ′(cr|y) > P ′(cr|z) ⇒ P (cr|y) > P (cr|z),

onde P ′(cr|y) e P ′(cr|z) representam estimativas enquanto P (cr|y) e P (cr|z) representam

as probabilidades reais2.

Esta implicação pode ser válida ainda que as estimativas sejam bastante diferentes

dos valores reais.

É posśıvel aplicar a técnica de aprendizado de probabilidades a partir de exemplos

descrita na Seção 2.1 ao problema de classificação de padrões de forma direta. Desejamos

calcular P (cr|x) para todo r, onde cr é uma classe e x é uma instância representada por

um padrão w.

Podemos assumir que, dentro do conjunto de instâncias de treinamento representadas

por w, a variável C segue uma distribuição multinomial que independe das instâncias

2Em geral não distinguimos a representação das estimativas da representação das probabilidades re-
ais sendo ambas representadas por P (.), pois, quase sempre, o contexto deixa claro o que está sendo
representado. Nas situações onde poderia haver confusão, representamos as estimativas por P ′(.).
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representadas por padrões diferentes de w. Adotando uma distribuição de probabilidade

prévia de Dirichlet não informativa podemos aplicar diretamente a Equação (2.8):

P (cr|w) =
Nrw + λ

Nw + λM
, (2.14)

onde Nw é o número de instâncias de treinamento representadas exatamente pelo padrão

w, Nrw é o número de instâncias de treinamento representadas pelo padrão w cuja classe

correta é cr, λ é uma constante de suavização e M é o número de classes.

Se a quantidade de instâncias de treinamento representadas por w fosse suficientemente

grande, esta estratégia funcionaria bem. No entanto, o número total de padrões posśıveis,

considerando apenas os padrões onde todos os atributos estão definidos, é dado por

L
∏

j=1

||Xj||,

onde L é o número de atributos no problema e ||Xj|| é o número de valores posśıveis para

o j-ésimo atributo. Se houver, por exemplo, sete atributos no problema, cada um deles

com vinte valores posśıveis, teremos mais de 109 padrões. É imposśıvel esperar que todos

os padrões estejam bem representados na maior parte dos conjuntos de treinamento reais.

Na verdade, é mais provável que a maior parte dos padrões posśıveis não corresponda

exatamente a nenhuma instância no conjunto de treinamento. Assim, estaŕıamos lidando

com amostras muito pequenas ou mesmo vazias, o que como já vimos comprometeria a

confiabilidade das probabilidades estimadas. A situação torna-se ainda mais grave quando

os atributos tem alta cardinalidade.

Aplicar um modelo hierárquico de dois ńıveis como os apresentados na Seção 2.2

diretamente a um problema de classificação com vários atributos seria apenas ligeiramente

melhor que usar um modelo plano, e fazer isso não é comum na literatura. Por outro lado,

como veremos na Seção 2.6.1, um modelo hierárquico emṕırico apresentado na Seção 2.2

costuma ser usado na tarefa de preencher tabelas de probabilidades condicionais de redes

Bayesianas levando ao que chamamos de estimativa quase direta.

2.4 Recorrendo a suposições de independência

Para classificar uma instância x, precisamos calcular P (cr|x) para todo r. Pelo teorema

de Bayes,

P (cr|x) =
P (x|cr)P (cr)

P (x)
∝ P (x|cr)P (cr).

Quebrando a instância x em seus atributos,

P (cr|x) ∝ P (X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xl = xL|cr)P (cr),
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onde L é o número total de atributos, Xj é o j-ésimo atributo no problema e xj é o

valor assumido pelo j-ésimo atributo na instância x. Se supusermos que cada atributo é

independente dos demais dada a classe teremos que

P (cr|x) ∝ P (cr)
L
∏

j=1

P (xj|cr), (2.15)

onde por simplicidade representamos Xj = xj apenas por xj.

Esta suposição é a caracteŕıstica essencial do mais simples e mais difundido entre os

métodos de classificação Bayesianos: o näıve Bayes [27]. Usando o näıve Bayes não

precisamos mais estimar a probabilidade da classe considerando todos os atributos ao

mesmo tempo. Com isso, não precisamos nos preocupar com o grande número de padrões

posśıveis e o pequeno número de exemplos de treinamento representando cada padrão.

Precisamos apenas estimar P (xj|cr), para todo j e todo r. A partir destas estimativas, a

Equação (2.15) fornecerá P (cr|x) que é nosso objetivo .

Podemos estimar P (xj|cr) usando o mecanismo Bayesiano descrito na Seção 2.1. Ainda

que tenhamos atributos com alta cardinalidade, podendo assumir, por exemplo, 1000 va-

lores distintos, um conjunto de treinamento de tamanho razoável, contendo, por exemplo,

100000 instâncias de treinamento, é perfeitamente suficiente para a obtenção de boas

estimativas.

Entretanto, seria um erro assumir que o tamanho de um conjunto de treinamento

t́ıpico é suficiente para que possamos dispensar o uso de distribuições de probabilidade

prévia e estimar P (xj|cr) usando máxima verossimilhança. Para percebermos isso, basta

observar o que ocorreria se o valor de um dos atributos na instância sendo classificada

(digamos xj) não tiver ocorrido no conjunto de treinamento nem uma vez.

Usando máxima verossimilhança, estimaŕıamos que P (xj|cr) = 0. Isso levaria todo o

lado direito da Equação (2.15) a tornar-se igual a zero. A influência de todos os demais

atributos seria perdida e não seria posśıvel fazer a classificação, visto que P (cr|x) seria

igual a zero para todas as classes. Ao mesmo tempo, se xj ocorresse em uma única

instância de treinamento, a nova instância, x, seria sempre classificada na classe onde

xj tivesse sido observado em sua única aparição no conjunto de treinamento. Os demais

atributos perderiam qualquer influência, o que não é desejável. Em geral, valores raros

levariam a variações abruptas e indevidas nos resultados do näıve Bayes.

Para evitar esses problemas, o näıve Bayes é sempre acompanhado de algum meca-

nismo de suavização. No caso mais comum, ao invés de

P (xj|cr) =
Njr

Nr

onde Nr representa o número de instâncias de treinamento cuja classificação é cr e Njr

representa o número de instâncias treinamento cuja classificação é cr e cujo valor do
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j-ésimo atributo é igual a xj, temos

P (xj|cr) =
Njr + 1

Nr + M

onde M é o número de valores posśıveis para o atributo Xj. Esse mecanismo de suavização

é chamado de Laplace smoothing e corresponde diretamente a lei de sucessão de Laplace

(Equação (2.9)), que, por sua vez, decorre da adoção de uma distribuição de probabilidade

prévia uniforme.

Esse mecanismo de suavização é tão popular que é o único dispońıvel para o näıve

Bayes em uma ferramenta de aprendizado de máquina tão difundida quanto o Weka [77]

em sua versão 3.4.2. O Lidstone smoothing, a simples generalização apresentada na

Equação (2.8), é também comum e com a seleção experimental do tamanho da amostra

equivalente pode apresentar um desempenho superior.

O näıve Bayes em conjunto com os mecanismos de suavização tem poucos problemas

com super-ajuste, mas uma deficiência óbvia: a suposição de independência entre todos os

atributos dada a classe é falsa em praticamente todos os problemas de interesse prático.

Esta falsa suposição é a razão para o nome pejorativo do näıve Bayes.

Em uma primeira análise, podeŕıamos esperar que o desempenho prático do näıve

Bayes em problemas de classificação fosse bastante insatisfatório, mas não é o que se ve-

rifica. O näıve Bayes tem desempenho competitivo com os melhores métodos dispońıveis

em vários domı́nios de classificação de padrões e de texto [26, 66, 59, 34].

Domingos e Pazzani [26] demonstram o fato de que a Condição de Otimalidade 2.1 é

sempre verificada para as estimativas produzidas pelo näıve Bayes em alguns contextos

(aprendizado de conjunções e disjunções) onde a suposição de independência é violada.

Assim, sabemos que, quando a tarefa em questão é a de atribuir instâncias a classes mini-

mizando a quantidade absoluta de erros, o näıve Bayes pode até ser ótimo em problemas

de classificação onde sua suposição básica é falsa.

Isso não significa que suas estimativas de probabilidades sejam próximas das probabi-

lidades reais.

As estimativas produzidas pelo näıve Bayes são descritas na literatura como sendo

extremas ou excessivamente confiantes [26, 79, 6]. Isso quer dizer que quando a probabi-

lidade real está próxima de um a estimativa produzida pelo näıve Bayes está ainda mais

próxima de um e quando a probabilidade real está próxima de zero a estimativa produzida

pelo näıve Bayes está ainda mais próxima de zero.

Um classificador que produz probabilidades extremas é um caso particular de classi-

ficador mal balanceado. Um classificador bem balanceado é aquele cujas estimativas de

probabilidade tendem as probabilidades emṕıricas quando o número de previsões tende a

infinito [60].
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Esse problema pode ser atenuado através de mecanismos de balanceamento. Esses

mecanismos tentar encontrar uma função monotônica que mapeie as probabilidades não

balanceadas (normalmente a sáıda de algum método de classificação), em estimativas de

probabilidade aproximadamente balanceadas [6, 79, 78, 65].

Se a deficiência essencial de uma estimativa feita pelo näıve Bayes é a de ser extrema

é posśıvel que ele também tenha um bom desempenho quando a classificação depende

apenas de um ranking e não das estimativas em si. Esse bom desempenho é verificado

experimentalmente por Zhang e Suem [80] que também apresentam condições dentro das

quais a Condição de Otimalidade 2.3 sempre se verifica, apesar da violação da suposição

de independência.

Rish et al. [66], demonstram experimentalmente que o desempenho do näıve Bayes é,

em geral, melhor quando as dependências entre os atributos são fracas, o que é esperado

dada sua suposição essencial. No mesmo trabalho também mostram que quando as de-

pendências são muito fortes o desempenho do näıve Bayes também é muito bom, o que é

inesperado. O näıve Bayes apresenta um desempenho pior quando o grau de dependência

entre os atributos está em ńıveis intermediários.

Tudo isso não significa que não seja posśıvel obter ganhos de desempenho relaxando

a forte suposição de independência do näıve Bayes. Esse relaxamento é geralmente con-

seguido pela aplicação de redes Bayesianas, assunto da Seção 2.6.

Antes de discutirmos quais são nossas perdas ao assumir independência entre os atri-

butos, vamos descrever o conceito mais genérico de modelo de interação linear ou de não

interação.

2.5 Modelos de interação linear ou de não interação

Até o momento, associamos atributos a classes de forma estat́ıstica sem discutir a natureza

das relações causais entre eles. Para apresentar alguns outros modelos probabiĺısticos,

convém interpretar os atributos como causas da classe ou como efeitos desta. Nosso

objetivo aqui é avaliar a forma com que a presença de uma causa influencia ou deixa de

influenciar o efeito de outras causas sobre a variável alvo. Modelos causais, ou modelos

de interação são discutidos por exemplo em [64, 63, 75].

Se um conjunto de variáveis X1, X2, . . . , Xl representa um conjunto de causas e uma

variável E representa o efeito destas causas, diz-se que as causas não interagem se o efeito

de cada uma delas for separável, ou seja, se uma variação na variável Xi provocar uma

mesma variação na variável E independentemente do valor de Xj, para todo j 6= i. Esta
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condição se verifica se e somente se for posśıvel escrever

E = F (X1, X2, . . . , Xl) = B0 +
l
∑

j=1

Bj · Fj(Xj), (2.16)

onde B é um vetor de coeficientes e F é um vetor de funções que podem ser ou não

lineares. Note que na Equação (2.16) o efeito das causas é combinado de forma linear.

Assim, um modelo chamado de modelo de não interação é na verdade um modelo de

interação linear.

Podemos ver a Equação (2.15), a equação central do näıve Bayes, como um caso

particular de modelo de não interação. Basta definir que

1. E = log P (cr|x);

2. B0 = 0;

3. Bj = 1,∀j ∈ 1, . . . , L + 1 , onde L é o número de atributos;

4. Fj(xj) = log P (xj|cr), ∀j ∈ 1, . . . , L;

5. Fj(xj) = log P (cr), j = L + 1;

Assim, ao utilizar o näıve Bayes, é posśıvel interpretar os atributos e a probabilidade

prévia da classe, P (cr), como causas que combinadas linearmente determinam o logaritmo

da probabilidade posterior da classe P (cr|x). No entanto, como Fj(Xj) foi definida como

uma função de P (xj|cr),∀j e não de P (cr|xj),∀j, a interpretação mais comum na literatura

é a de que os atributos são efeitos da classe.

Um outro modelo de não interação causal importante é o noisy-OR [39, 63]. Esse

modelo é inspirado em uma porta OR da lógica booleana. Se qualquer das causas está

presente, então o efeito deverá, a prinćıpio, ocorrer. É, no entanto, considerada a possi-

bilidade de que uma dada causa seja inibida ou falhe na tarefa de produzir o efeito.

Para cada variável causa, Xj, considera-se que existe um fator de inibição Ij que pode

estar ativo com probabilidade qj e que os fatores de inibição agem de forma (incondicio-

nalmente) independente. O noisy-OR define o efeito E, como uma função das variáveis

causa e das variáveis inibidoras:

E =
∨

∀j

(Xj ∧ Ij), (2.17)

onde o valor da variável Ij é considerado falso se Ij está ativa. Esta função possui algumas

propriedades atraentes como accountability [63], exception independence [63], associati-

vity [81], reverse independence [1], explaining away [19] e cumulativity [19]. Em [20] é



2.5. Modelos de interação linear ou de não interação 27

demonstrado que as funções do tipo noisy-OR são as únicas funções determińısticas que

satisfazem a todas estas propriedades.

Como conseqüência da Equação (2.17) e do fato de que a probabilidade de que a causa

Xj não seja inibida é pj = 1 − qj:

P (E = Presente|X1, . . . , XL) = 1 −
∏

∀j|Xj=Presente

(1 − pj). (2.18)

As definições que exibem o noisy-OR como um caso particular de modelo de não

interação podem ser vistas por exemplo em [75]. Nesse mesmo trabalho é descrito outro

modelo de não interação, o modelo loǵıstico.

O noisy-OR foi definido originalmente para variáveis binárias, mas existem extensões

para variáveis multinomiais por exemplo em [69, 23]. Ferreira [32] empregou outra ex-

tensão do noisy-OR na solução de um problema de classificação de padrões, onde a variável

que representa a classe é binária (podendo assumir os valores positivo ou negativo), mas

os atributos são multinomiais.

Ao invés de uma causa, que pode estar ausente ou presente, cada atributo passa a

representar um conjunto de causas mutuamente exclusivas, cada uma delas associada a

um valor posśıvel para o atributo. Cada uma destas causas tem probabilidade de não

inibição distinta definida por

pji =
Nji,positivo

Nji

,

onde Nji é o número de instâncias de treinamento onde o atributo Xj assume seu i-ésimo

valor posśıvel e Nji,positivo é o número de instâncias de treinamento onde o atributo Xj

assume seu i-ésimo valor posśıvel e a classe correta é positivo. Temos então que

P (positivo|x) = 1 −
∏

∀j

(

1 −
Njy,positivo

Njy

)

,

onde Njy é o número de instâncias de treinamento onde o atributo Xj assume o mesmo

valor que o próprio atributo Xj assume na instância x sendo classificada e Njy,positivo é

o número de instâncias de treinamento onde o atributo Xj assume o mesmo valor que o

próprio atributo Xj assume na instância x e a classe correta é positivo.

No problema de classificação de padrões, a grande vantagem da utilização de um

modelo de não interação é que a probabilidade de que uma classe Cr seja a classe correta

para uma nova instância deixa de ser inferida a partir do conjunto de treinamento em
∏L

j=1
||Xj|| contextos diferentes, um para cada combinação de valores de atributos, onde

L é o número de atributos no problema e ||Xj|| é o número de valores posśıveis para o

j-ésimo atributo e passa a ser estimada em
∑L

j=1
||Xj|| contextos diferentes, um para cada

valor individual de um atributo.
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Não discutimos ainda o preço que pagamos ao utilizar um modelo de interação linear,

mas ele não reserva qualquer surpresa: quando há interações não lineares entre os atri-

butos, elas não são refletidas pelos classificadores constrúıdos a partir dos modelos de

interação linear. Sempre que estas interações são decisivas, os classificadores cometem

erros.

A despeito do sucesso do näıve Bayes e do noisy-OR, existem contextos onde a repre-

sentação não linear de interações entre atributos é fundamental. Um exemplo clássico é

a situação onde existem dois atributos, o primeiro representando a presença ou ausência

de um ácido forte em uma composição qúımica. O segundo representa a presença ou

ausência de uma base forte na composição e o efeito sendo avaliado é a corrosão causada

pela composição em um objeto de testes. Se a composição não contém nem ácido nem

base ela é inócua. Se contém ou ácido ou base ela mostra um forte poder de corrosão.

Um modelo de interação linear esperaria que a composição contendo as duas substâncias

juntas fosse ainda mais corrosiva, quando na realidade ela corresponde a um sal inócuo.

O exemplo acima exibe uma interação onde ocorre neutralização, mas as interações

podem produzir uma intensificação inesperada dos efeitos, produzir um efeito na direção

esperada porém com uma força reduzida ou até mesmo causar um efeito inverso ao que

se esperaria pela análise dos efeitos individuais.

2.6 Redes Bayesianas

Suponhamos que queremos representar a distribuição de probabilidade conjunta das L

variáveis X1, X2, . . . , XL, que compõem um dado problema. Pela regra da cadeia a distri-

buição de probabilidade conjunta pode ser escrita como um produto de distribuições de

probabilidade condicionais onde a distribuição de probabilidade de cada variável depende

de todas as suas antecessoras em uma ordem pré-especificada qualquer:

P (X = xt) = P (X1 = x1t, X2 = x2t, . . . , XL = xLt) =
L
∏

j=1

P (Xj = xjt|Antj = antjt),

onde X é o conjunto de todas as variáveis no problema, xt é uma instanciação para X,

Antj é o conjunto de todas as variáveis que antecedem Xj na ordem pré-especificada e

antjt é o conjunto de valores assumidos na instanciação xt pelas variáveis presentes em

Antj.

Suponhamos agora dispormos de um conjunto de declarações de independência con-

dicional I que nos permita afirmar que para todo j,

P (Xj = xjt|Antj = antjt) = P (Xj = xjt|Πj = πjt),
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onde Πj é um subconjunto de Antj. Temos que

P (x1t, x2t, . . . , xLt) =
L
∏

j=1

P (xjt|πjt), (2.19)

onde passamos a representar Xj = xjt apenas por xjt e Πj = πjt apenas por πjt.

Uma rede Bayesiana (BN) [63] é um grafo direcionado aćıclico (DAG) anotado que

representa a distribuição de probabilidade conjunta expressa pela Equação (2.19). No

grafo, cada nó corresponde a uma variável e existe uma aresta partindo do nó Xz e

chegando ao nó Xw se e somente se Xz ∈ Πw. Ao mesmo tempo, se tal aresta existe diz-se

que Xz é pai de Xw.

X1

X3

X4X5

X6

X2

Figura 2.1: um exemplo de rede Bayesiana

Uma BN tenta representar o conjunto de declarações de independência I, mas nem

sempre isso é posśıvel. A rede representa um conjunto de declarações de independência

Ibn ⊆ I.

O conjunto Ibn pode ser lido como: para todo j, a variável Xj independe de todas

as variáveis que não são suas descendentes dados os seus pais. A partir destas, outras

relações de independência podem ser deduzidas.

Além das declarações de independência, uma rede Bayesiana, também representa uma

ordem parcial entre a variáveis do problema. Um mesmo conjunto de declarações de

independência pode ser representado por diferentes redes Bayesianas, cada uma delas
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correspondendo a uma ordem distinta. Na Figura 2.2, ambas as redes Bayesianas repre-

sentam o conjunto de declarações de independência I = {}.

X1

X2

X3

X3

X2

X1

Figura 2.2: duas redes Bayesianas representando o mesmo conjunto de independências

Por outro lado, a depender da ordem escolhida pode ser ou não posśıvel representar

certas declarações de independência presentes no conjunto I.

X1

X2 X3

X3

X2

X1

Figura 2.3: duas redes Bayesianas tentando representar o mesmo conjunto de inde-

pendências

Ambas as redes Bayesianas na Figura 2.3 tentam representar o conjunto de declarações

de independência: I = {P (X3|X1, X2) = P (X3|X1)}. No primeiro caso, usando a ordem
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X1, X2, X3 o conjunto I é plenamente representado. No segundo caso, a adoção da ordem

X3, X2, X1 impediu a representação da declaração de independência. Note que não é

posśıvel remover qualquer aresta em qualquer dos grafos apresentados na Figura 2.3, sob

pena de introduzir declarações de independência que não estão presentes em I.

Mesmo que as mesmas declarações de independência possam ser representadas por

redes Bayesianas constrúıdas a partir de diferentes ordenações entre variáveis, estas re-

des Bayesianas não serão intuitivamente equivalentes. Em geral, interpreta-se que duas

variáveis conectadas por uma aresta em uma rede Bayesiana mantém uma relação de

causalidade, onde a origem da aresta é a causa e o destino é o efeito.

Até o momento mostramos a relação entre a estrutura da rede Bayesiana e a inde-

pendência entre variáveis, contudo isso não é suficiente para representar a distribuição de

probabilidade conjunta das últimas. Como já afirmamos uma rede Bayesiana é um grafo

aćıclico anotado. A cada nó Xj está associada uma função Fj que fornece a distribuição

de probabilidade condicional (CPD) para a variável Xj dada qualquer instanciação para

todas as variáveis pertencentes a Πj: Fj(Xj, Πj) = P (Xj|Πj).

Uma rede Bayesiana pré-constrúıda pode ser usada na solução do problema de classi-

ficação de padrões. Nesse caso, um dos nós da rede representa a classe enquanto que os

demais representam atributos explanatórios. Para fazer a classificação precisamos obter

a probabilidade da classe condicionada a todos os atributos. Aplicando a regra de Bayes,

P (Xc|X1, X2, . . . , XL) =
P (Xc, X1, X2, . . . , XL)

P (X1, X2, . . . , XL)
∝ P (Xc, X1, X2, . . . , XL),

assim, pela Equação (2.19),

P (Xc|X1, X2, . . . , XL) ∝
L
∏

j=0

P (Xj|Πj), (2.20)

onde consideramos que P (Xc|Πc) está representada por P (Xj|Πj) quando j = 0.

Como dispomos dos conjuntos Πj para todo j e de funções Fj que fornecem P (Xj|Πj)

para todo j a aplicação da Equação (2.20) é trivial. Naturalmente o problema é a cons-

trução da rede Bayesiana.

Supondo que todas as variáveis sejam discretas, como é sempre o caso nesta tese, as

funções Fj passam a ser tabelas. Estas tabelas são chamadas de tabelas de probabilidades

condicionais (CPTs). A CPT do nó Xj possui uma coluna para cada instanciação de valor

posśıvel para Xj e uma linha para cada instanciação completa de valores posśıvel para Πj.

As células são preenchidas de tal modo que a célula Celjki contém P (Xj = xji|Πj = πjk),

onde xji é a i-ésima instanciação posśıvel para variável Xj e πjk é a k-ésima instanciação

completa posśıvel para o conjunto Πj.
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Se temos um número pequeno de variáveis, se cada variável Xj pode assumir um

número pequeno de valores e para todo j o número de elementos em Πj é pequeno, então

a rede Bayesiana poderá ser constrúıda por um especialista humano. Caso contrário, isso

precisa ser feito de forma automática.

2.6.1 Preenchendo tabelas de probabilidades condicionais a par-

tir dos dados

Suponhamos que a estrutura, S, de uma rede Bayesiana seja dada e que disponhamos de

um conjunto de treinamento D de instâncias da forma yt = y1t, y2t, . . . , ynt, onde t é o

ı́ndice da instância, para as quais conhecemos os valores de todas as variáveis. Desejamos

obter estimativas que preencham as tabelas de probabilidades condicionais de todos os

nós.

Podemos considerar que os valores, xj1, xj2, . . . , xjm, que podem ser assumidos por

um nó, Xj, dada uma atribuição de valores, πS
jk, para os pais de Xj, ΠS

j , na estrutura

S, seguem uma distribuição multinomial que independe de qualquer outra parte de S e

independe das distribuições de Xj dada qualquer outra atribuição de valores para ΠS
j .

Em geral, as tabelas de probabilidades condicionais são estimadas adotando-se uma dis-

tribuição de probabilidade prévia não informativa de Dirichlet para os parâmetros de cada

multinomial. Aplicando a estratégia Bayesiana apresentada na Seção 2.1 temos

P (xji|πjk) =
Njki + λ

Njk + λMj

, (2.21)

onde Njki é o número de observações simultâneas de xji e πjk no conjunto de treinamento,

Njk, é o número de observações de πjk, λ é uma constante de suavização e Mj é o número

de valores posśıveis para Xj.

A Equação (2.21) é a estratégia mais comum para estimar tabelas de probabilidades

condicionais sendo descrita por exemplo em [61, 68, 8]. Chamamos esta estratégia de

estimativa direta, estendendo ligeiramente o escopo da denominação usada em [8], onde

apenas o caso em que λ = 1 é chamado desta forma.

Uma pequena alteração na Equação (2.21) apresentada em [35] utiliza as probabili-

dades preditivas marginais P (Xj = xji), como probabilidades preditivas prévias para a

probabilidades condicionais P (Xj = xji|Πj = πjk) e a partir delas constrói uma distri-

buição de probabilidade prévia de Dirichlet como foi descrito na Seção (2.2):

P (Xj = xji|Πj = πjk) =
Njki + S · P (Xj = xji)

Njk + S
, (2.22)

onde P (Xj = xji) é estimada pela equação

P (Xj = xji) =
Nji

N
,
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onde N é o número total de instâncias no conjunto de treinamento. Chamamos esse

mecanismo modificado de estimativa quase direta (ADE).

Se o número de instanciações posśıveis para Xj, para algum j, for muito grande, ao

usar a Equação (2.21) ou a Equação (2.22), teremos estimativas pouco confiáveis para

as probabilidades. De fato, se a estrutura da nossa rede for análoga a da Figura 2.4,

teremos cáıdo exatamente na mesma situação em que estávamos quando aplicamos a

estratégia para estimar probabilidades a partir de uma amostra apresentada na Seção 2.1

diretamente ao problema de classificação de padrões (Equação (2.14)).

X1

C

X2 X3 X4

Figura 2.4: rede causal direta

De uma forma geral, as estimativas de probabilidade tornam-se menos confiáveis a

medida em que pais adicionais são acrescidos [47]. Por isso, é comum limitar o número

de pais por nó.

Uma abordagem extrema é a de limitar o número de pais de um nó a um, como ocorre

na Figura 2.5, que nada mais é que uma representação do näıve Bayes como uma rede

Bayesiana.

C

X1 X2 X3 X4

Figura 2.5: näıve Bayes

É fácil ver, pelas Equações (2.19) e (2.15), que uma rede Bayesiana com a estrutura

apresentada na Figura (2.5) é de fato equivalente ao näıve Bayes e que esse é portanto um
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caso particular de Rede Bayesiana. Uma opção menos extrema é a limitação do número

de pais a dois [35, 47, 40].

Infelizmente limitar o número de pais para um nó pode nos obrigar a codificar na

rede declarações de independência que na verdade não existem. Estas declarações falsas

reduzem nossa capacidade de capturar interações não lineares relevantes entre atributos.

Ling e Zhang [56] demonstram limitações da capacidade de representação de redes Baye-

sianas quando o número máximo de nós pais é limitado. Na prática, a estrutura da rede

Bayesiana deve buscar um equiĺıbrio entre a confiabilidade das estimativas e o tratamento

de todas as dependências desejadas.

Para reduzir os problemas com as estimativas pouco confiáveis resultantes de CPTs

muito grandes podemos representar a CPD de um nó dados seus pais usando um mo-

delo que empregue menos parâmetros. Modelos de não interação (Seção 2.5) são a re-

comendação de Pearl [63]. Outras alternativas são tabelas default [37], árvores de de-

cisão [37, 10] e grafos de decisão [16, 44]. Uma breve descrição destas três últimas técnicas

e uma análise de seu efeito sobre o problema de motivação desta tese pode se encontrado

em [45].

2.6.2 Construindo uma estrutura de rede a partir dos dados

Suponhamos agora que a estrutura da rede Bayesiana também precise ser inferida a partir

do conjunto de treinamento. Podemos definir algum critério que avalie a qualidade de

uma posśıvel estrutura de rede frente ao conjunto de dados e procurar no espaço (ou

em um subespaço) das posśıveis estruturas de rede aquela que o maximiza. Precisamos

portanto:

• escolher um critério de comparação entre estruturas candidatas;

• escolher o espaço de busca (que pode ser o espaço de todas as estruturas de rede

posśıveis ou não);

• escolher um algoritmo de busca.

Critério de máxima verossimilhança

Um critério simples para comparar estruturas de rede é o critério de máxima verossimi-

lhança [33]. Esse critério determina que o modelo a ser adotado é aquele que maximiza a

verossimilhança dos exemplos de treinamento. Se o modelo em questão é uma rede Baye-

siana, então a BN a ser adotada, inclúıdos áı sua estrutura e seus parâmetros, é aquela

que que maximiza a verossimilhança dos exemplos de treinamento.
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Assim, a estrutura S a ser adotada é aquela que, com a parametrização de máxima

verossimilhança, maximiza a verossimilhança dos exemplos de treinamento. Como es-

ses exemplos são considerados independentes uns dos outros dada a rede, temos que a

verossimilhança dos dados é dada por

Lml(S|D) = P (D|S, θS) =
N
∏

t=1

P (yt|S, θS) =
N
∏

t=1

L
∏

j=1

P (yjt|πjt, S, θS),

onde S é a estrutura da rede Bayesiana, D é o conjunto de treinamento, N é o número

de instâncias nesse conjunto, θS é o conjunto de tabelas de probabilidades condicionais

estimadas a partir de D assumindo que a estrutura da rede está fixada em S. P (yt|S, θS)

é a estimativa para a probabilidade de que as variáveis do problema assumam exatamente

os valores correspondentes a t-ésima instância de treinamento, yt, obtida pelo emprego

da rede Bayesiana definida pela estrutura S e pelo conjunto de tabelas de probabilidades

condicionais, θS, e P (yjt|πjt, S, θS) é a probabilidade de que o j-ésimo atributo assuma o

valor que assumiu na instância yt dados os valores assumidos por seus pais em yt.

Em um processo de maximização, é comum que um produto seja transformado em

uma soma de logaritmos. Esta transformação dá origem a verossimilhança logaŕıtmica:

LLml(S|D) = log Lml(S|D) =
N
∑

t=1

L
∑

j=1

log P (yjt|πjt, S, θS).

O conceito de verossimilhança logaŕıtmica é também importante por sua relação com o

mı́nimo comprimento de descrição (Seção 2.6.2).

A estrutura de máxima verossimilhança Sml é dada por

Sml = arg max
S

Lml(S|D) = arg max
S

LLml(S|D).

O critério de máxima verossimilhança captura bem o ajuste do modelo aos dados de

treinamento, mas carece de qualquer preocupação com a confiabilidade das estimativas.

Redes Bayesianas com estruturas complexas, com vários pais por nó e CPTs muito gran-

des, podem atribuir uma verossimilhança muita alta aos dados de treinamento, mas ter

desempenho pobre diante de dados novos.

Mı́nimo comprimento de descrição

O critério denominado mı́nimo comprimento de descrição (MDL) [67, 49] é motivado por

uma analogia com a teoria da informação e incorpora ao critério de máxima verossimi-

lhança um custo para cada parâmetro requerido pela estrutura S.

Suponhamos que queremos armazenar o conjunto de dados de treinamento usando uma

representação compacta. Podemos fazer isso usando mais bits para codificar valores mais
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raros e menos para representar valores freqüentes. Para tal, precisamos de um modelo

que forneça a probabilidade de cada valor no conjunto de dados.

Se usarmos uma rede Bayesiana como modelo, o total de bits necessário para armaze-

nar o conjunto de dados em formato compacto será

DLdata
S = −

N
∑

t=1

L
∑

j=1

log P (yjt|πjt, S, θS),

o que corresponde exatamente a negação da verossimilhança logaŕıtmica.

Além de armazenar os dados, para que a descompressão seja posśıvel, é preciso arma-

zenar o modelo empregado na compressão. Esse modelo é compreendido pela estrutura

da rede e por seus parâmetros.

Para codificar o grafo direcionado aćıclico que corresponde a estrutura da rede Bayesi-

ana, precisamos, para cada nó, armazenar o seu número de pais e listar esses pais. Como

tanto o número de pais de um nó, quanto um ı́ndice indicando um pai são limitados su-

periormente pelo número de nós na rede o número total de bits requerido para codificar

o grafo direcionado aćıclico é

DLdag
S =

L
∑

j=1

(1 + |Πj)|) log L.

Para codificar os parâmetros presentes na CPT associada a um nó Xj, precisamos, para

cada combinação de valores posśıveis para Πj, armazenar a probabilidade de que Xj

assuma cada um de seus posśıveis valores com exceção do último que é dado por 1 −
∑||Xj ||−1

i=1
P (xji). Com isso temos que

DLparacpt
S =

L
∑

j=1

d · ||Πj||(||Πj|| − 1),

onde d é o número de bits usado para representar cada probabilidade. Em [7, 42, 36,

34, 37] adota-se d = 1/2 log N . Esse valor decorre do relação entre o MDL e o Bayesian

information criterion (BIC) [70]. Um paralelo entre esses critérios está dispońıvel em [51].

No presente trabalho também adotamos esse valor, o que nos dá

DLparacpt
S =

L
∑

j=1

1

2
||Πj||(||Xj|| − 1) log N.

A codificação completa dos dados e do modelo requer um número de bits dados por

DLtotalcpt
S = DLdata

S + DLdag
S + DLparacpt

S .



2.6. Redes Bayesianas 37

Redes Bayesianas complexas, com vários pais por nó, ajustam-se bem aos dados levando

a um valor pequeno para DLdata, porém elas precisam de CPTs grandes, cada uma delas

com muitos parâmetros. Esses parâmetros levam a um valor alto para DLparacpt.

O mı́nimo comprimento de descrição propõe a seleção da estrutura que leve ao menor

valor para DLtotalcpt:

Smdl = arg min
S

DLtotalcpt
S

Com isso, o MDL representa um ponto de equiĺıbrio entre o ajuste aos dados e a com-

plexidade do modelo empregado. Ele equivale a negação da verossimilhança logaŕıtmica

acrescida de uma componente que pune estruturas complexas.

Bayesian score

O Bayesian score (BS) [43] é um critério popular para seleção de estruturas de redes

Bayesianas. O valor do Bayesian score de uma estrutura S é definido como sendo a

probabilidade posterior P (S|D). Pela regra de Bayes temos

BSS = P (S|D) ∝ P (S)P (D|S).

Assim, precisamos empregar conhecimento do domı́nio para definir uma distribuição pro-

babilidade prévia para as estruturas candidatas. Como esse conhecimento, freqüente-

mente, não está dispońıvel, é comum a adoção de um valor constante para P (S).

P (D|S) é a verossimilhança dos dados dada a estrutura da rede Bayesiana, o que

não é o mesmo que a verossimilhança dos dados dada a própria rede Bayesiana, posto

que esta inclui a estrutura e os parâmetros armazenados nas tabelas de probabilidades

condicionais.

É correto assumir que os exemplos de treinamento são independentes entre si dada

uma rede Bayesiana, mas não podemos assumir o mesmo dada apenas a estrutura da rede,

pois os exemplos afetam nossas estimativas para os parâmetros, ainda desconhecidos, da

BN. Pela regra da cadeia uma instância yt depende de todas as instâncias yr onde r < t.

Assim,

P (D|S) =
N
∏

t=1

P (yt|S, Dt) =
N
∏

t=1

P (yt|S, θS
t ), (2.23)

onde Dt é o conjunto que contém as instâncias y1, . . . , yt−1 e θS
t é o conjunto de parâmetros

estimados a partir de Dt e de uma distribuição de probabilidade prévia para θS assumindo

que a estrutura da rede está fixa em S.

Como já dissemos na Seção 2.6.1, geralmente, a estimativa de θS
jt é feita supondo

uma distribuição de probabilidade prévia de Dirichlet. Esta suposição dá origem a um

importante caso particular de BS, o Bayesian Dirichlet score (BDS). O K2 [18] é um
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caso particular de BDS onde todos os parâmetros de todas as distribuições de Dirichlet

são fixados em um, ou seja, todas as distribuições de Dirichlet são na verdade uniformes.

Como já dissemos, redes Bayesianas distintas podem codificar as mesmas suposições de

independência. Heckerman et al. [43], demonstram que, se os valores dos parâmetros das

distribuições de Dirichlet satisfizerem a restrição,

αjki = N ′ · P (xji, πjk|Bc), (2.24)

onde N ′ é um tamanho de amostra equivalente e Bc é qualquer rede Bayesiana com

estrutura completa (nenhuma aresta faltando), então para quaisquer duas estruturas

S1,S2, que sejam equivalentes (codifiquem as mesmas suposições de independência)

P (D|S1) = P (D|S2). O caso particular de BDS onde os parâmetros α satisfazem a

Equação (2.24) é chamado de Bayesian Dirichlet likelihood equivalent score (BDES). Note

que o K2 não é um BDES. O caso particular de BDES que atribui a mesma probabili-

dade a todos os estados posśıveis para a rede é chamado de Bayesian Dirichlet likelihood

equivalent uniform score (BDEUS) [11]. O BDEUS é obtido submetendo os parâmetros

α do BDS a restrição:

αjki =
N ′

||Xj|| · ||Πj||
(2.25)

Critério de máxima verossimilhança em validação cruzada do tipo leave one

out

O critério de máxima verossimilhança em validação cruzada do tipo leave one out (LLOO),

seleciona a estrutura S que maximiza a verossimilhança do conjunto de treinamento ava-

liada em um processo de validação cruzada do tipo leave one out(LOO). Isso significa

que a verossimilhança de um exemplo de treinamento yt é calculada usando a estrutura

candidata S e um conjunto de parâmetros que é estimado a partir do conjunto D −{yt},

onde D é o conjunto de treinamento:

LLOO(S|D) =
∏

t

P (yt|S, D − {yt}) =
∏

t

∏

j

P (xjt|π
S
jt, D − {yt}).

Para estimar o conjunto de parâmetros (as probabilidades contidas pelas tabelas de

probabilidades condicionais), usa-se a técnica descrita na Seção 2.6.1, com a diferença de

que o conjunto de treinamento muda para cada instância yt a ser avaliada:

Pt(xji|πjk) =
N

D−{yt}
jki + λ

N
D−{yt}
jk + λMj

, (2.26)

onde N
D−{yt}
jki é o número de observações simultâneas de xji e πjk no conjunto D − {yt} e

N
D−{yt}
jk é o número de observações de πjk no conjunto D − {yt}.
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Não é realmente preciso executar um processo de treinamento completo para cada

instância. Podemos obter as freqüências no conjunto de treinamento original D e usar a

relações:

N
D−{yt}
jk =

{

ND
jk − 1 se πS

jk = πS
jt;

ND
jk caso contrário;

N
D−{yt}
jki =

{

ND
jki − 1 se πS

jk = πS
jt ∧ xji = xjt;

ND
jki caso contrário;

onde πS
jt é o conjunto de valores assumidos por Πj na instância yt e xjt é o valor assumido

por Xj na instância yt.

Dois outros critérios difundidos para seleção de estruturas de rede não tratados neste

trabalho são o Bayesian information criterion (BIC) [70] e o Akaike’s Information Cri-

terion (AIC) [2].

Escolha do espaço e do algoritmo de busca

Se dispuséssemos de uma quantidade ilimitada de tempo de processamento, dado um

critério de comparação entre estruturas, a seleção da melhor delas seria trivial. Simples-

mente testaŕıamos todas as estruturas posśıveis. Em uma situação real, como o número

de estruturas posśıveis é exponencial no número de variáveis, geralmente é preciso adotar

alguma medida que reduza o número de estruturas efetivamente testadas.

O näıve Bayes usa uma estrutura fixa e logo dispensa qualquer mecanismo de busca. O

tree augmented näıve Bayes (TAN) limita seu espaço de busca a um conjunto de estruturas

que correspondem a estrutura do näıve Bayes acrescida de arestas que sozinhas formariam

uma árvore cujos nós seriam os atributos explanatórios.

Dentro desse espaço de busca, Friedman et al. [34] exibem um algoritmo que identifica

a estrutura TAN que atribui máxima verossimilhança aos dados em tempo quadrático no

número de atributos no problema e linear no número de instâncias de treinamento. Esse

algoritmo é uma extensão do algoritmo apresentado por Chow e Liu [17] para aproximação

de distribuições de probabilidades discretas usando árvores de dependência.
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Figura 2.6: duas estruturas do tipo tree augmented näıve Bayes

Hamine e Helman, mostram como encontrar uma estrutura ótima do tipo forest aug-

mented näıve Bayes (FAN) [40], uma generalização do TAN e posteriormente, mostram o

mesmo com relação estruturas do tipo selected forest augmented näıve Bayes(SFAN) [41],

uma generalização do FAN.

Em espaços de busca mais amplos, selecionar estruturas ótimas não é computacional-

mente viável e em geral, métodos heuŕısticos são empregados. Partindo de uma estrutura

inicial, que pode ser vazia (sem nenhuma aresta), ou de uma estrutura simples como a do

näıve Bayes os métodos realizam transformações como acrescentar uma aresta, remover

uma aresta e reverter a direção de uma aresta, e constantemente avaliam as estruturas

frente a um critério de qualidade como os já citados. Estas avaliações permitem a escolha

da operação que produz o maior ganho imediato e conduzem naturalmente a algoritmos

gulosos como o escalada de montanha, o K23 [18] e o B [11].

O maior problema com o uso de algoritmos gulosos é a possibilidade de que o processo

de otimização fique preso em um ótimo local. Existem várias estratégias para reduzir os

problemas com mı́nimos locais como escalada de montanha repetida, busca genética [8],

busca tabu [8] e arrefecimento simulado [8].

Além de estratégias baseadas em busca e critérios de comparação (search and scoring)

como as descritas anteriormente, estruturas de rede também podem ser escolhidas através

de testes de dependência como ocorre, por exemplo, em [15, 73].

3O nome K2 designa tanto um critério de comparação entre estruturas quanto um algoritmo de busca.



2.6. Redes Bayesianas 41

As redes Bayesianas são amplamente usadas na solução de problemas de classificação

de padrões, mas como vimos CPTs grandes podem ser um problema. No próximo caṕıtulo,

apresentaremos um modelo que tanto pode ser uma alternativa a BNs quanto ser usado

dentro delas como um substituto para CPTs.



Caṕıtulo 3

Hierarchical Pattern Bayes

Neste Caṕıtulo, apresentamos o hierarchical pattern Bayes (HPB), um novo método de

classificação baseado em uma hierarquia de padrões. Descrevemos a construção desta hie-

rarquia e a forma como o HPB a utiliza para fazer estimativas de probabilidade confiáveis.

Na Seção 3.1, introduzimos as equações que definem o HPB. Na Seção 3.2, discutimos

a tendência de uma de suas equações a produzir estimativas excessivamente confiantes e

descrevemos o mecanismo de balanceamento que utilizamos na atenuação desse efeito. Na

Seção 3.3 analisamos o HPB, descrevendo de forma intuitiva o efeito esperado para cada

uma de suas caracteŕısticas. Na Seção 3.4 mostramos como o HPB pode substituir tabelas

de probabilidades condicionais em redes Bayesianas. Na Seção 3.5, exibimos estratégias

para seleção de parâmetros para o HPB e na Seção 3.6 analisamos a complexidade com-

putacional do HPB.

O HPB é um método de classificação de padrões que funciona em problemas onde

todos os atributos são categóricos. Dados um padrão w e um conjunto de treinamento,

D, de pares (yt, ct), onde yt é a t-ésima instância em D e ct é o rótulo de classe da t-ésima

instância em D, o HPB calcula P (cr|w) para toda classe cr, onde um padrão segue a

definição 2.4, abaixo repetida:

Definição 2.4 Um padrão é um conjunto de pares da forma (Atributo = V alor), onde

cada atributo pode aparecer no máximo uma vez.

Um atributo que não está presente no padrão é chamado de faltante. Antes de mostrar

os detalhes do HPB, precisamos de mais algumas definições:

Definição 3.1 Um padrão y é mais genérico que um padrão w se e somente se y ⊆ w.

Se y é mais genérico que w, dizemos que w satisfaz y. Se uma instância yt é representada

por um padrão y e y satisfaz w, também dizemos que yt satisfaz w.

42



3.1. Modelo hierárquico 43

Definição 3.2 Um padrão y é estritamente mais genérico que um padrão w se e somente

se y ⊂ w.

Definição 3.3 O ńıvel de um padrão w, level(w) é o número de atributos definidos em

w.

Definição 3.4 G(w) é o conjunto de todos os padrões estritamente mais genéricos que

w.

3.1 Modelo hierárquico

O HPB calcula a probabilidade posterior P (cr|w), usando uma estratégia que é similar a

estimativa quase direta (ADE), apresentada na Equação (2.22), porém, as probabilidades

preditivas previas são consideradas iguais a P (cr|G(w)).

Os parâmetros da distribuição de probabilidade prévia de Dirichlet são dados por

αr = S · P (cr|G(w)), onde S é um coeficiente de suavização. Conseqüentemente,

P (cr|w) =
Nwr + S · P (cr|G(w))

Nw + S
, (3.1)

onde Nw é o número de instâncias no conjunto de treinamento satisfazendo o padrão w e

Nwr é o número de instâncias no conjunto de treinamento satisfazendo o padrão w cujo

rótulo de classe é cr.

Dada a Equação (3.1), o problema torna-se calcular P (cr|G(w)). Nossa idéia básica

é escrever P (cr|G(w)) como uma função das várias probabilidades P (cr|wj), onde os

wj são padrões pertencentes a G(w) e calcular cada P (cr|wj) recursivamente, usando a

Equação (3.1). Para tornar isso posśıvel, precisamos de mais uma definição:

Definição 3.5 g(w) é o subconjunto de G(w) que contém todos os elementos de ńıvel

igual a level(w) − 1.

Por exemplo, se w é {A = a, B = b, C = c}, g(w) é

{ {B = b, C = c}, {A = a, C = c}, {A = a, B = b} }.

Consideramos que apenas g(w) influencia P (cr|G(w)) diretamente, de modo que

P (cr|G(w)) = P (cr|g(w)). A influência dos demais padrões em G(w) é capturada pelo

processo recursivo.
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{}

{A=a} {B=b} {C=c}

{A=a,B=b} {A=a,C=c} {B=b,C=c}

{A=a,B=b,C=c}

Figura 3.1: exemplo de estrutura usada pelo HPB

A Figura 3.1 mostra uma hierarquia de padrões, onde A, B e C são os atributos. Cada

padrão é representado por um nó e o conjunto de pais de w no grafo apresentado na Fi-

gura 3.1 é g(w). O HPB combina as distribuições de probabilidade preditivas posteriores,

P (cr|wj), da classe dado cada pai, wj, de um padrão w para construir a distribuição de

probabilidade preditiva prévia para a classe dado w, P (cr|g(w)).

O primeiro passo para escrever P (cr|g(w)) como uma função de todas as P (cr|wj) é

aplicar a regra de Bayes:

P (cr|g(w)) =
P (g(w)|cr)P (cr)

P (g(w))

∝ P (w1, w2, . . . , wL|cr)P (cr),

onde w1,w2,. . . ,wL são os elementos de g(w). Então, aproximamos a probabilidade con-

junta P (w1, w2, . . . , wL|cr) pelo produto das probabilidades marginais:

P ′(cr|g(w)) ∝ P (cr)
L
∏

j=1

P (wj|cr), (3.2)

mas aplicamos um mecanismo de balanceamento (explicado na Seção 3.2):

P (cr|g(w)) ∝ P ′(cr|g(w)) + B · P (cr), (3.3)

onde B é um coeficiente de balanceamento.

Dadas as Equações (3.2) e (3.3) precisamos calcular P (wj|cr). Aplicando a regra de

Bayes novamente,

P (wj|cr) =
P (cr|wj)P (wj)

P (cr)
. (3.4)
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Podemos estimar P (cr) usando a abordagem de máxima verossimilhança: P (cr) =

Nr/N , onde Nr é o número de exemplos no conjunto de treinamento cujo rótulo de classe

é cr, e N é o número total de exemplos no conjunto de treinamento.

Se variável classe for binária, podemos supor que ambas as classes posśıveis serão rela-

tivamente bem representadas e que esta estratégia funcionará bem, mas se a variável classe

não tem cardinalidade tão baixa, é melhor empregar uma distribuição de probabilidade

prévia não informativa:

P (cr) =
Nr + SNI/Mc

N + SNI
,

onde Mc é o número de classes e SNI é uma constante de suavização.

Quando substituimos P (wj|cr) pelo lado direito da Equação (3.4) na Equação (3.2)

podemos eliminar o fator P (wj), pois ele é idêntico para todas as classes:

P ′(cr|g(w)) ∝ P (cr)
L
∏

j=1

P (wj|cr)

∝ P (cr)
L
∏

j=1

P (cr|wj)P (wj)

P (cr)

∝ P (cr)
L
∏

j=1

P (cr|wj)

P (cr)
,

então não precisamos nos preocupar com ele.

Como wj é um padrão, a estimativa de P (cr|wj) pode ser feita recursivamente, usando

a Equação (3.1). A recursão acaba quando g(w) contém apenas o padrão vazio. Nesse

caso, P (cr|g(w)) = P (cr|{{}}) = P (cr).

3.2 Mecanismo de balanceamento

Apesar de suas fortes suposições de independência, o näıve Bayes (Seção 2.4) é conhecido

por ter bom desempenho em vários domı́nios quando apenas a taxa de erros de classificação

é considerada. Contudo, o NB tem uma tendência a produzir probabilidades extremas

que pode ser atenuada através de um mecanismo de balanceamento (Seção 2.4).

Usando a Equação (3.2), estamos fazendo suposições de independência mais fortes que

o NB. O näıve Bayes assume que os atributos são independentes dada a classe, o que é

pelo menos posśıvel. A Equação (3.2) assume que algumas agregações de atributos são

independentes dada a classe. Como muitas destas agregações têm atributos em comum

sabemos que estas suposições são falsas. A maior conseqüência de nossas suposições fortes

e irrealistas são estimativas ainda mais extremas que as feitas pelo NB. Isso é parcialmente
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compensado pelo mecanismo de balanceamento na Equação (3.3). Ele é mais simples que

os apresentados em [6, 79] e é não supervisionado. Isso o torna muito rápido e fácil de

aplicar a cada passo do HPB.

Apenas combinamos linearmente o resultado da Equação (3.2) e P (cr). Fazemos isso

considerando que se as estimativas são mais extremas que as probabilidades reais tanto

perto de 0 quanto perto de 1, elas têm que coincidir com as probabilidades reais em algum

ponto intermediário. Acreditamos que esse ponto seja próximo a P (cr).

Probabilidades extremas são produzidas quando a evidência a favor ou contra uma

classe é considerada duas vezes. P (cr) é um ponto onde ou não há evidência alguma,

ou a há evidência em direções conflitantes de modo que o efeito é nulo. Assim, tal

ponto não pode ser considerado extremo. Nosso mecanismo de balanceamento atenua as

probabilidades quando são extremas sem afetá-las no ponto em que acreditamos que já

esteja correta.

Com alguma manipulação algébrica a Equação (3.3) pode ser escrita como

P ′′(cr|g(w)) = (1 − A) · P ′(cr|g(w)) + A · P (cr),

onde A = B/(1 + B). No lado esquerdo da equação, colocamos P ′′(cr|g(w)) ao invés de

P (cr|g(w)), apenas para tornar expĺıcito o fato de que o resultado da Equação (3.3) é na

verdade uma segunda estimativa, embora o HPB o utilize como se fosse a probabilidade

real.

Na Figura 3.2 mostramos o efeito do balanceamento.
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P ′(cr|g(w))

P (cr|g(w))

P (cr)

P (cr)

✟✟✟✟✟✟✟✟✟✟✟✟✟✟✟

A · P (cr)

1 − A · (1 − P (cr))

P ′′(cr|g(w))

Figura 3.2: efeito do balanceamento linear sobre probabilidades extremas

No eixo horizontal a estimativa não calibrada P ′(cr|g(w)) é representada. A linha curva

representa a probabilidade real, P (cr|g(w)), como uma função de P ′(cr|g(w)). Como toda
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a informação a respeito de P ′(cr|g(w)) vem de um conjunto finito de dados, tal função

nunca atinge 1 nem 0. Quando P ′(cr|g(w)) está próxima de 0, P (cr|g(w)) não está tão

próxima. O mesmo ocorre quando P (cr|g(w)) está próxima de 1.

A linha reta de 45o representa o que seria nossa estimativa final caso não em-

pregássemos nenhum balanceamento, i.e., a prória P ′(cr|g(w)). A outra linha reta obĺıqua

é o resultado do nosso mecanismo de balanceamento, P ′′(cr|g(w)). Ainda é uma apro-

ximação linear, mas está bem mais próxima de P (cr|g(w)) que P ′(cr|g(w)).

3.3 Análise do HPB

O HPB tenta explorar o conjunto de treinamento tanto quanto posśıvel. Se existem L

atributos o HPB começa seu trabalho capturando a influência dos padrões de ńıvel L.

Nesse ńıvel, todas as interações entre atributos podem ser capturadas desde que existam

instâncias de treinamento suficientes. Contudo, nenhum conjunto de treinamento é tão

grande que possamos esperar que todos os padrões no ńıvel L estejam bem representados.

Na verdade, se existem atributos de alta cardinalidade, é mais provável que apenas uma

minoria deles esteja. Para esta minoria, o ńıvel L domina a Equação (3.1) e as probabili-

dades prévias não são muito importantes. Por outro lado, elas são cŕıticas para a grande

maioria dos casos onde os padrões de ńıvel L não estão bem representados no conjunto

de treinamento.

Então, o HPB passa ao ńıvel L − 1. Nesse ńıvel, uma fração maior de padrões está

bem representado e ainda é posśıvel capturar a maior parte das interações entre atributos.

Muitos padrões de ńıvel L − 1 ainda não estão bem representados e é preciso recorrer a

padrões de ńıvel mais baixo. Quanto menor é o ńıvel de um padrão, mais fraca é a

capacidade de capturar interações, mas menos comuns são os problemas com amostras

pequenas.

A Equação (3.1) combina a influencia de padrões de ńıveis diferentes de modo

a que os padrões mais espećıficos sempre dominem se estiverem bem representados.

A Equação (3.2) combina padrões de mesmo ńıvel fazendo fortes suposições de inde-

pendência. Tais suposições são o preço a pagar para capturar a influência de todos os

padrões em todos os ńıveis. Esse preço é atenuado pelo mecanismo de balanceamento na

Equação (3.3).

Como a população de instâncias (de treinamento ou de testes) satisfazendo um padrão

w, é uma subpopulação contida pela população de instâncias satisfazendo wj,∀wj ∈ g(w),

podemos dizer que o HPB usa resultados pré-calculados a partir populações mais amplas

para construir probabilidade prévias para as inferências relativas a populações mais estri-

tas. Esta é a estratégia geral dos modelos Bayesianos hierárquicos emṕıricos. O HPB é

portanto um modelo emṕırico e não um modelo Bayesiano completo.
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Em [38, 4, 74] modelos hierárquicos completos são apresentados, mas eles contém

apenas dois ńıveis. O HPB lida com uma hierarquia de múltiplos ńıveis recursivamente

e também com a fato de cada subpopulação está contida não em uma, mas em várias

superpopulações que se sobrepõem. Esse último fato torna mais dif́ıcil o desenvolvimento

de um modelo completo que calcule todas as distribuições de probabilidade envolvidas de

um só vez considerando toda a evidência dispońıvel.

3.4 O HPB como substituto para tabelas de proba-

bilidades condicionais

O HPB foi projetado para ser um classificador independente bem adaptado a nosso

domı́nio alvo e similares. Ele usa tempo e espaço exponenciais no número de atributos e

portanto não pode ser aplicado diretamente a domı́nios onde existam muitos atributos.

Contudo, o HPB pode ser usado no lugar de tabelas de probabilidades condicionais

de redes Bayesianas. O número de pais de qualquer nó em uma rede Bayesiana tem que

ser pequeno porque o tamanho da tabela é exponencial no número de atributos. Além

disso, tempo e espaço freqüentemente não são o fator limitante para o número de pais.

Mais pais normalmente significam probabilidades menos confiáveis [47] e não é incomum

limitar seu número a dois [35, 47, 40]. Assim, se o HPB produzir estimativas melhores,

ele, na verdade, permitirá a adição de mais pais a cada nó na rede.

Se a estrutura da rede Bayesiana for dada, o uso do HPB em lugar da tabela de

probabilidades condicionais de um nó, Xj, qualquer é trivial. Para calcular, P (xjk|πji)

basta agir como se cr = xji e w = πjk, ignorar todos os demais atributos e usar o HPB

para calcular P (cr|w).

Se a estrutura da BN precisar ser aprendida a partir dos dados, é preciso escolher um

critério de seleção de estrutura que possa funcionar bem com o HPB. Nós propomos o uso

do Critério de máxima verossimilhança logaŕıtmica em validação cruzada do tipo leave

one out.

LLLOO =
∑

t

log P (yt|S, D − {yt}) =
∑

t

∑

j

log P (xjt|π
S
jt, D − {yt}),

onde D é o conjunto de treinamento, yt é a t-ésima instância de D, S é a estrutura sendo

avaliada, xjt é o valor assumido pelo atributo Xj na instância yt, πS
jt é o conjunto de

valores assumido, em yt, pelos pais de Xj em S e P (xjt|π
S
jt, D − {yt}) é o valor calculado

pelo HPB para P (xjt|π
S
jt) usando D − {yt} como conjunto de treinamento.

O HPB usa o conjunto de treinamento apenas através das freqüências Nwr e Nw na

Equação (3.1). Para computação rápida de LLLOO, podemos medir estas freqüências
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em D e usar as relações:

N
D−{yt}
w =

{

ND
w − 1 if w ⊂ πS

jt;

ND
w caso contrário;

N
D−{yt}
wr =

{

ND
wr − 1 if w ⊂ πS

jt ∧ xjr = xjt;

ND
wr caso contrário.

3.5 Seleção dos coeficientes empregados pelo HPB

As Equações (3.1) e (3.3) requerem respectivamente as especificações dos coeficientes S

e B. Na classificação de uma única instância, estas equações são aplicadas várias vezes

no cálculo de P (cr|w) para diferentes padrões, w. Os valores ótimos de S e B podem ser

diferentes para cada padrão.

No caso dos coeficientes B, usamos uma heuŕıstica motivada pelo fato de que o ńıvel

de todos os padrões em g(w) é level(w)−1. Quanto maior é esse ńıvel, mais atributos em

comum têm as agregações de atributos, mais extremas são as estimativas de probabilidade

e mais forte tem que ser o efeito do mecanismo de balanceamento. Assim, fizemos o

coeficiente B na Equação (3.3) igual a b(level(w)−1), onde b é um constante experimental.

No caso dos coeficientes S podemos empregar um mecanismo de otimização, ou, para

treinamento mais rápido, definir S como uma constante.

Propomos o uso da área sob a curva de acerto [82] como critério de otimização. A

curva de acerto de um classificador C sobre o conjunto de dados D é a função, hC,D(r),

onde r é uma taxa de seleção (um número real no intervalo [0, 1]). O classificador é usado

para atribuir a cada exemplo, yt em D a probabilidade de que yt seja uma instância

positiva. O valor de hC,D(r) é o número de instâncias positivas dentre as r · |D| instâncias

que foram consideradas as mais prováveis de ser positivas pelo classificador.

Empregamos curvas de acerto ao invés das mais populares Receiver Operating Charac-

teristic Curves (ROC) [29], porque elas refletem o interesse de um usuário de um sistema

de detecção de fraudes diretamente. Dada uma taxa de seleção que reflete os recursos

humanos dispońıveis, deseja-se maximizar a quantidade de fraudes detectadas.

Como o conceito de instância positiva só faz sentido quando a variável classe é binária,

o processo aplica-se apenas a problemas que têm esta caracteŕıstica. Quando aplicado,

o processo começa pela famı́lia de padrões mais genérica e caminha em direção às mais

espećıficas, onde uma famı́lia de padrões é o conjunto contendo todos os padrões que

definem os mesmos atributos (possivelmente com valores distintos).

Assumindo que os coeficientes S já tenham sido fixados para todas as famı́lias de

padrões mais genéricas que a famı́lia F , apenas um coeficiente S precisa ser especificado

para permitir o uso da Equação (3.1) no cálculo de P (cr|w), onde w é qualquer padrão

pertencente a F .



3.6. Complexidade computacional 50

Esse coeficiente é selecionado de forma a maximizar a área sob a curva de acerto que

é induzida quando, usando validação cruzada do tipo leave one out calculamos P (c0|w)

para todos os padrões de treinamento, w, em F , onde c0 é a classe definida como positiva.

Calcular P (c0|w) usando validação cruzada do tipo leave one out, significa, como

explicado na Seção 3.4, simplesmente subtrair 1 de algumas freqüências usadas pela

Equação (3.1).

3.6 Complexidade computacional

A fase de treinamento da versão do HPB que emprega coeficientes S constantes, consiste

apenas em contabilizar as freqüências usadas pela Equação (3.1). É fácil ver que cada

instância, u, representada por um padrão, w, no conjunto de treinamento, D, requer o

incremento de exatamente 2L freqüências (uma para cada padrão em G(w)∪{w}). Assim,

o tempo de treinamento do HPB é

O(Ntr · 2
L),

onde Ntr é o número de instâncias de treinamento.

A fase de teste (ou de aplicação) do HPB requer que, para cada instância, u, represen-

tada por um padrão, w, a distribuição de probabilidade para classe seja computada dados

2L padrões (todos os padrões em G(w)∪ {w}. Como cada computação é proporcional ao

número de classes, o tempo de teste do HPB é

O(Nts · Mc · 2
L),

onde Nts é o número de instâncias de teste e Mc é o número de classes.

Note que, em ambos os casos, o tempo de execução do HPB é exponencial no número

de atributos, linear no número de instâncias e independente da cardinalidade dos atributos

(exceto pelo atributo classe).

Quando os coeficientes S são escolhidos pelo processo de otimização descrito na

Seção 3.5, o tempo de teste do HPB não muda, mais o treinamento requer que, para cada

famı́lia de padrões, vários coeficientes candidatos sejam testados. Existem 2L famı́lias de

padrões e cada teste requer a aplicação do HPB a todas as instâncias de treinamento.

Assim, o tempo de treinamento do HPB torna-se

O(Ntr · 2
L + Ncand · 2

L · Ntr · Mc · 2
L) = O(Ncand · Ntr · Mc · 2

2L),

onde Ncand é o número de coeficientes candidatos na escolha de um coeficiente S, o que

depende do algoritmo de busca.



3.6. Complexidade computacional 51

O HPB precisa guardar, para cada instância de treinamento, menos de 2L freqüências.

Assim, o uso de espaço do HPB é

O(Ntr · 2
L).



Caṕıtulo 4

Resultados Experimentais

Neste caṕıtulo, avaliamos o HPB em três contextos diferentes:

• detecção de erros de classificação fiscal : O problema de motivação para o HPB. Um

problema importante para a RFB, onde quatro atributos de alta cardinalidade, que

supõe-se interagir de forma relevante, são usados para prever uma variável classe

binária;

• previsão de comportamento conjunto: outro problema originado da RFB, onde dois

atributos de alta cardinalidade são usados para prever um terceiro atributo de alta

cardinalidade;

• o HPB como um substituto geral para tabelas de probabilidades condicionais : testes

sobre vários conjuntos de dados da UCI [5] comparando o HPB à CPTs e outras

representações para a distribuição de probabilidade condicional de um nó de uma

BN dados os seus pais.

Em todos os casos, os métodos de classificação foram testados pela ferramenta Weka

Experimenter [77] usando validação cruzada em cinco subconjuntos. Para usar o Weka,

fizemos as seguintes implementações dentro de sua estrutura de classes:

• classificadores: HPB, Noisy-OR seguindo [32], näıve Bayes com coeficiente de su-

avização variável, grafo de decisão seguindo [16], árvore de decisão seguindo [37],

tabela default seguindo [37];

• extrator de atributos: agglomerative information bottleneck seguindo [72];

• estimador de CPD para uso dentro de uma rede Bayesiana: adaptador genérico de

classificadores produtores de probabilidade para estimadores de CPD;

52
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• critério de seleção de estrutura de rede Bayesiana: máxima verossimilhança avaliada

em validação cruzada do tipo leave one out ;

• métricas de avaliação para classificadores: entropia cruzada média, curva de acerto.

A máquina de testes, em todos os casos, foi um Intel Core 2 Duo 6300, com 2 GB de

memória primária.

4.1 Detecção de erros de classificação fiscal

A detecção de erros de classificação fiscal é o problema de motivação para o HPB. Conside-

rando quatro atributos explanatórios: classificação fiscal declarada (NCMD), importador

(IMP), páıs de origem (PAIS) e unidade de entrada (URF), precisamos estimar, para

cada novo exemplo, a probabilidade de que ele envolva um erro de classificação, i.e., a

probabilidade de que NCMD não seja o código correto para a mercadoria sendo importada.

Nosso conjunto de dados, fornecido pela RFB, contém 682226 exemplos de classificação

correta (que chamamos de exemplos negativos) e 6460 exemplos de erro de classificação

(exemplos positivos). Nesse conjunto de dados, o primeiro atributo assumiu 7608 valores

distintos, o segundo, 18846 valores, o terceiro, 161 valores e o quarto, 80 valores.

Comparamos classificadores constrúıdos usando os seguintes métodos:

• HPB-OPT : HPB com seleção de coeficientes S pelo processo de otimização descrito na

Seção 3.5, estimativa direta, estimativa quase direta;

• HPB : HPB com coeficientes S fixos;

• NB : näıve Bayes;

• noisy-OR: BN com a estrutura apresentada na Figura 1.1 usando o noisy-OR como descrito

em [32] em lugar de uma CPT;

• TAN : versão suavizada do tree augmented näıve Bayes como descrito em [34];

• DE : estimativa direta. BN com a estrutura apresentada na Figura 1.1 e CPTs tradicionais;

• ADE : estimativa quase direta. BN com a estrutura apresentada na Figura 1.1, CPTs

tradicionais e o mecanismo de suavização descrito em [34];

• DG : grafo de decisão constrúıdo seguindo [16]. Porém, desviando do que foi feito em [16]

usamos o DG como método de classificação independente, ao invés de dentro de BNs,

substituindo CPTs.
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• BN-HC-DT : BN com árvores de decisão em lugar de CPTs, usando escalada de montanha

como algoritmo de busca e MDL como critério de comparação para escolha da estrutura

da rede como descrito em [37];

• PRIOR: classificador trivial que atribui a probabilidade prévia a todas as instâncias.

Não fomos capazes de construir BNs com DGs em lugar de CPTs seguindo [16] porque

o processo é demasiadamente longo, tomando todo um dia sem complementar um único

subconjunto, com apenas a primeira parametrização a ser testada. Descobrimos que a

construção de um DG torna-se muito lenta quando o nó da rede em questão tem alta

cardinalidade e seus pais também têm alta cardinalidade. Pais de alta cardinalidade

implicam em muitas operações de divisão/junção para comparar a cada passo do algoritmo

e um filho de alta cardinalidade significa que cada comparação requer muitos cálculos.

Em muitas de nossas experiências anteriores com BNs com DGs aplicadas sobre con-

juntos de dados menores [45, 46] nas estruturas globais escolhidas pelo algoritmo de busca

descrito em [16], todos os quatro atributos explanatórios eram pais do atributo classe. Isso

significa que se tivéssemos usado um grafo de decisão como classificador independente,

teŕıamos exatamente os mesmos resultados. Assim, conclúımos que valeria a pena tes-

tar um grafo de decisão independente no conjunto de dados ampliado que usamos agora.

Como nossa variável classe é binária, o tempo de execução torna-se aceitável.

Tentamos diferentes parametrizações para cada método e ficamos com o conjunto

de parâmetros que propiciou os melhores resultados, onde os melhores resultados são

entendidos com sendo a maior área sob a curva de acerto, medida até a taxa de seleção

de 20%. Ignoramos a área para taxas de seleção acima de 20%, porque todas as taxas de

interesse prático estão abaixo desse limiar.

Além de usar a curva de acerto, comparamos as distribuições de probabilidade esti-

madas pelos modelos com a distribuição observada no conjunto de testes usando duas

medidas: raiz quadrada do erro quadrático médio (RMSE) e entropia cruzada média

(MCE):

RMSE =

√

√

√

√

√

N
∑

t=1

M
∑

r=1

(P ′(crt) − P (crt))
2

MN
, MCE =

N
∑

i=1

M
∑

t=1

−P (crt) log2 P ′(crt)

MN
,

onde N é o número de instâncias no conjunto de testes, M é o número de classes, P ′(crt)

é a probabilidade estimada de que a t-ésima instância pertença a classe cr e P (crt) é a

probabilidade real de que a t-ésima instância pertença a classe cr. P (crt) é sempre 0 ou

1.

Vários dos métodos testados requerem a especificação de parâmetros e muitos desses

são constantes reais. Usamos uma estratégia comum para escolher tais parâmetros:
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1. com base na experiência, escolher um intervalo de busca, SI = [beg, end], dentro do

qual acreditamos que a constante ideal esteja;

2. construir a enumeração SE contendo todas as potências de 10, todas as metades de

potências de 10 e todos os quartos de potências de 10 em SI;

3. tentar todas as constantes em SE. Se o método precisar de mais de um parâmetro,

tentar todas as combinações exaustivamente;

4. se a constante ótima, C, estiver no meio de SE, ficamos com C;

5. se a constante ótima, C, for um dos valores extremos de SE expandimos SE adici-

onando mais um valor e tentamos novamente. O valor a ser adicionado é o número

real mais próximo de C que não pertença a SI e que seja uma potência de 10, uma

metade de potência de 10 ou um quarto de potência de 10.

Nos restringindo a potências de 10, a metades de potências de 10 e quartos de potências

de 10 evitamos ajuste fino e testamos diferentes ordens de grandeza para cada constante.

Os coeficientes de suavização empregados pelo HPB-OPT são todos automaticamente

selecionados. Tal seleção envolve uma validação cruzada do tipo leave one out que ocorre

totalmente dentro do conjunto de treinamento corrente (a validação cruzada de 5 subcon-

juntos varia o conjunto de treinamento corrente). Os coeficientes B foram escolhidos pela

heuŕıstica descrita na Seção 3.5 e pela constante b. A escolha de b foi feita começando

com SI = [0.5, 2.5].

O HPB requer a especificação da constante S, que é usada diretamente e da constante

b que define os coeficientes B através da heuŕıstica na Seção 3.5. A escolha de b foi feita

começando com SI = [0.5, 2.5]. Para escolher S, definimos, s = S/NumClasses = S/2,

e escolhemos s começando com SI = [1.0, 10.0]. A razão para a introdução da constante

s é manter o padrão da ferramenta Weka no que tange a constantes de suavização.

Em ambas as versões do HPB o valor de SNI foi definido como 0. Não há razão para

acreditar que este seja o valor ideal, mas como o conjunto de dados é grande e temos

apenas duas classes podemos concluir que sua relevância será muito pequena e evitar o

esforço de otimizá-lo em conjunto com os demais parâmetros.

Grafos de decisão têm quatro parâmetros, a constante de suavização e três valores

booleanos definindo o estado de ativação de cada uma das posśıveis operações, que são

divisões completas, divisões binárias e junções. A constante de suavização foi escolhida

começando com SI = [0.01, 1.0]. Sempre mantivemos as divisões completas ativadas e

tentamos exaustivamente todas as variações resultantes do processo de habilitar e desa-

bilitar divisões binárias e junções, para cada constante de suavização.
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O noisy-OR e o PRIOR não tem parâmetros. A otimização de todos os demais métodos

envolve apenas a constante de suavização, que, em todos os casos, foi escolhida começando

de SI = [0.01, 2.5].

Abaixo reportamos os valores ótimos para os parâmetros de cada método:

• HPB-OPT : b = 1.0;

• HPB : s = 5.0 e b = 1.0;

• NB : s = 0.1;

• TAN : s = 0.25;

• ADE : s = 0.01;

• DE : s = 2.5;

• DG CBM : s = 0.05, divisões completas, divisões binárias e junções habilitadas;

• BN-HC-DT : s = 0.01;

• BN-HC-DF : s = 0.025;
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Figura 4.1: detecção de erros de classificação - curvas de acerto (para evitar poluição

apresentamos apenas um subconjunto dos métodos testados)

1% 2% 5% 10% 20%

HPB 18.89±0.77 26.77±0.57 41.20±1.10 55.72±1.82 72.81±1.69

HPB-OPT 17.41±1.55 25.08±1.10 39.76±0.61 54.70±1.44 71.45±1.74

TAN 12.06±0.59 19.26±0.70 34.52±1.32 48.70±1.82 63.52±1.06

ADE 13.32±1.37 15.06±1.46 20.70±1.65 30.61±1.18 49.39±1.06

DE 8.32±0.69 10.42±0.73 16.49±0.73 26.58±0.56 45.54±0.58

DG 15.47±1.29 20.76±0.61 31.12±1.61 43.36±2.19 62.03±1.41

BN-HC-DT 4.68±0.23 8.20±0.62 18.54±0.51 30.14±1.13 48.78±1.32

BN-HC-DF 4.44±0.39 8.22±0.49 18.45±0.44 30.06±0.30 47.45±0.98

NB 12.06±0.35 19.07±0.87 33.76±0.68 48.37±1.70 66.24±1.56

Noisy-Or 12.86±0.46 20.36±1.13 33.45±0.73 47.36±1.69 63.26±1.52

PRIOR 1.00±0.00 2.00±0.00 5.00±0.00 10.00±0.00 20.00±0.00

Tabela 4.1: detecção de erros de classificação - recuperação a diferentes taxas de seleção
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AUC AUC20 RMSE MCE TR TS

HPB 83.17±0.73 53.34±1.37 9.86±0.03 3.47±0.04 9.84±0.55 7.79±1.03

HPB-OPT 84.47±0.70 52.21±1.21 !10.06±0.05 !3.67±0.05 !517.66±4.76 !11.43±1.50

TAN !78.10±0.72 !45.78±1.17 !11.55±0.05 !4.84±0.07 !43.67±0.12 1.34±0.01

ADE !74.96±0.19 !31.43±1.25 !10.05±0.06 !4.59±0.04 4.04±0.12 0.34±0.09

DE !72.33±0.57 !27.37±0.40 !34.62±0.02 !28.25±0.03 4.35±0.11 0.28±0.00

DG !76.12±0.90 !42.89±1.55 !10.07±0.06 !5.19±0.30 !577.78±29.29 4.47±0.48

BN-HC-DT !70.47±0.76 !29.95±0.85 9.60±0.00 !3.64±0.01 !125.01±1.21 !2446.17±113.19

BN-HC-DF !69.79±0.76 !29.63±0.43 9.60±0.00 !3.65±0.01 !2433.02±20.20 !265.02±3.41

NB !81.73±0.79 !46.33±1.08 !11.20±0.06 !4.19±0.06 4.79±0.06 0.28±0.00

Noisy-Or !79.13±0.64 !45.07±1.09 !10.16±0.05 !inf±0.00 4.73±0.07 0.28±0.00

PRIOR !50.48±0.01 !10.48±0.01 9.63±0.00 !3.83±0.00 4.87±0.46 0.28±0.00

Tabela 4.2: detecção de erros de classificação - outras medidas

Na Figura 4.1, escolhemos representar a Recuperacao = NV erdadeirosPositivos/NPositivos,

no eixo vertical, ao invés do número absoluto de acertos, porque isso não altera a forma

da curva e torna a interpretação mais fácil. Representamos a taxa de seleção em escala

logaŕıtmica para enfatizar o ińıcio das curvas. Na Tabela 4.1 representamos a recuperação

para diferentes taxas de seleção.

Na Tabela 4.2 mostramos a área sob a curva de acerto (AUC), a área sob a curva de

acerto até a taxa de seleção de 20% (AUC20), a raiz quadrada do erro quadrático médio

(RMSE), a entropia cruzada média (MCE), o tempo de treinamento (TR) e o tempo de

teste (TS) de cada método. A presença do śımbolo ! antes de um resultado significa

que, de acordo com um teste T com significância de 5%, ele é significativamente pior

que seu equivalente na primeira linha da tabela1. Como o HPB está na primeira linha,

podemos ver que ele é significativamente melhor que todos os outros classificadores no

que diz respeito à AUC, à AUC20 e à MCE. No que diz respeito à RMSE, o HPB não foi

melhor que o BN-HC-DT, o BN-HC-DF e o PRIOR.

O método PRIOR é muito conservador, atribuindo a probabilidade prévia a todas

as instâncias. Nesse conjunto de dados, tal estratégia resulta em bons MCE e RMSE.

Por outro lado, o PRIOR não possui absolutamente nenhum poder de discriminação,

considerando que todas as instâncias têm a mesma probabilidade de ser positivas. Na

Figura 4.1 e na Tabela 4.1 podemos ver que isso resulta em seleção aleatória apenas

verificando que a recuperação é sempre aproximadamente igual a a taxa de seleção.

O BN-HC-DT e o BN-HC-DF produziram curvas similares, o que pode ser visto na

Tabela 4.1. Na Figura 4.1, a curva de acerto do BN-HC-DT foi desenhada e exceto pelo

método PRIOR foi claramente a pior. A razão para isso é que a construção de DTs e

DFs apresentada em [37] se mostrou muito conservadora, tendendo a preferir estruturas

simples: DFs com poucas linhas e DTs como poucas divisões. Observando os resultados

do método PRIOR não é surpreendente que esta estratégia conservadora resulte em uma

1Existem mecanismos mais sofisticados para comparação do desempenho de classificadores [22, 24].
Porém, como nosso conjunto de dados de estudo é bem grande, possuindo mais de 600000 instâncias,
podemos usar o simples e popular teste T.
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boa MCE, em uma boa RMSE e em uma curva de acerto insatisfatória em comparação

com outros métodos.

A uma taxa de seleção de 1%, o ADE tem desempenho melhor que o NB, que o noisy-

OR e que o TAN, mas para taxas de seleção mais altas ele é pior por uma margem bastante

significativa. A razão para isso é que padrões cŕıticos envolvendo todos os atributos são

decisivos bem no ińıcio das curvas. O ADE trata todos os atributos em conjunto e se

beneficia dos padrões cŕıticos, mas logo o ADE se vê forçado a escolher entre padrões

de teste para os quais não há padrões de treino exatamente iguais. Nesse ponto, o ADE

começa a fazer escolhas aleatórias.

Usando grafos de decisão, os padrões mais cŕıticos foram separados dos demais, o que

resultou em uma melhoria significativa no ińıcio da curva de acerto em comparação com

métodos como o NB, o noisy-OR e o TAN que não são capazes de capturar a influência

de vários atributos de uma vez. Contudo, os demais padrões foram agrupados em poucas

folhas. Dentro de uma folha, todos os padrões são considerados como tendo a mesma

probabilidade de ser positivos. Isso resultou na queda do poder de discriminação para

taxas superiores a 5%.

O HPB (em ambas as versões) se beneficia de padrões cŕıticos envolvendo muitos

ou mesmo todos os atributos, mas também considera a influência de padrões menos es-

pećıficos. Como conseqüência, ele tem bom desempenho para qualquer taxa de seleção.

A versão do HPB que usa um valor fixo para os coeficientes S é pior que o NB para taxas

de seleção acima de 45%, mas, nesse ponto, a Recuperação já é de 87% para ambos os

métodos e a diferença entre eles nunca é significativa. Exceto por sua versão simplificada,

o HPB-OPT é melhor que qualquer outro método para todas as taxas de seleção, mas o

processo de otimização o torna cinquenta vezes mais lento que o HPB com S fixo.

Como a cardinalidade dos atributos é um problema neste domı́nio, decidimos também

testar todos os métodos de classificação sobre um conjunto de dados transformado onde a

cardinalidade de todos os atributos é reduzida pelo Agglomerative Information Bottleneck

Method (AIBN) [72]. Para evitar que o AIBN use informação proveniente dos conjuntos

de testes, nós implementamos um meta classificador no Weka que aplica o AIBN imedia-

tamente antes de treinar o classificador real e após cada conjunto de treinamento ter sido

separado de seu conjunto de testes associado no processo de validação cruzada de cinco

subconjuntos.

O AIBN reduz a cardinalidade de um atributo sucessivamente executando a junção de

dois valores que resulte na menor perda de informação mútua. O processo pode continuar

até que reste apenas um valor, mas pode ser parado em qualquer ponto conveniente. Esco-

lhemos limitar a perda de informação mútua a 1e−4, um valor bastante pequeno. Apesar

disso, a redução de cardinalidade foi acentuada. A Tabela 4.3 mostra as cardinalidades

antes e depois da aplicação do AIBN.
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Atributo Cardinalidade Original Cardinalidade Final

NCMD 7608 101

IMP 18846 84

PAIS 161 50

URF 80 28

Tabela 4.3: redução de cardinalidade usando AIBN

Por causa da cardinalidade mais baixa dos atributos resultantes, foi posśıvel testar

BNs com DGs em lugar de CPTs ao invés de DGs independentes.
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Figura 4.2: detecção de erros de classificação com redução de cardinalidade - curvas de

acerto (para evitar poluição apresentamos apenas um subconjunto dos métodos testados)
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1% 2% 5% 10% 20%

HPB 14.28±0.40 20.72±0.47 35.05±0.92 51.14±2.00 67.70±2.04

HPB-OPT 10.86±0.51 17.74±0.73 34.00±1.06 50.08±2.09 67.76±2.12

TAN 10.11±0.67 17.66±0.90 32.15±1.54 46.78±1.70 63.78±0.76

ADE 13.10±0.53 16.36±1.20 20.42±1.34 33.82±1.44 55.72±1.06

DE 8.28±0.59 11.17±0.64 19.40±0.64 32.82±0.47 56.66±0.63

BN-DG 8.14±0.46 17.40±0.66 32.12±1.38 45.44±1.12 60.66±1.48

BN-HC-DT 6.10±0.53 15.18±0.19 27.12±1.66 38.68±2.26 57.21±1.99

BN-HC-DF 6.22±0.45 14.94±0.15 26.33±0.56 37.92±1.53 55.05±1.21

NB 10.22±0.55 17.09±0.83 31.50±0.84 46.28±1.73 64.14±1.85

Noisy-Or 4.84±0.26 14.80±0.52 29.79±0.87 44.70±1.72 62.78±1.97

PRIOR 1.00±0.00 2.00±0.00 5.00±0.00 10.00±0.00 20.00±0.00

Tabela 4.4: detecção de erros de classificação com redução de cardinalidade - recuperação

a diferentes taxas de seleção

AUC AUC20 RMSE MCE TR TS

HPB 81.51±0.72 48.07±1.43 10.37±0.03 3.85±0.04 8.30±0.07 5.74±0.03

HPB-OPT 82.16±0.85 47.28±1.44 9.56±0.01 3.50±0.01 !148.66±2.73 !6.32±0.02

TAN !80.27±0.61 !44.21±1.15 !11.03±0.05 !4.19±0.05 !18.40±0.53 1.40±0.02

ADE !75.90±0.52 !35.05±1.20 9.53±0.01 3.54±0.02 2.96±0.02 0.69±0.01

DE !75.85±0.48 !34.45±0.47 !19.67±0.07 !9.14±0.06 !17.90±0.14 0.70±0.03

BN-DG !78.98±0.84 !42.59±1.18 !10.64±0.07 !3.93±0.08 !33.35±1.11 !7.84±0.09

BN-HC-DT !77.56±0.87 !37.72±1.73 !10.65±0.06 !3.93±0.01 !154.79±9.83 !21.37±0.80

BN-HC-DF !77.09±0.68 !36.75±0.99 !10.58±0.03 3.89±0.04 !234.64±56.99 !7.80±0.11

NB 81.11±0.84 !44.24±1.53 !11.42±0.06 !4.29±0.06 !16.78±0.11 0.45±0.01

Noisy-Or !80.11±0.84 !42.15±1.48 !11.22±0.05 !inf±0.00 !16.65±0.11 0.44±0.02

PRIOR !50.48±0.01 !10.48±0.01 9.63±0.00 3.83±0.00 !17.42±1.75 0.44±0.01

Tabela 4.5: detecção de erros de classificação com redução de cardinalidade - outras

medidas

O HPB e o HPB-OPT ainda são os melhores métodos, mas perderam muito de sua

habilidade de explorar padrões cŕıticos, e, a uma taxa de seleção de 1%, eles nem sequer

se aproximam de seu resultado no conjunto de dados original. A razão para isso é que o

AIBN une valores de atributo olhando cada atributo em separado e portanto ignorando

quaisquer interações entre eles. Nesse caso, interações relevantes foram perdidas.

Redes Bayesianas com grafos de decisão em lugar de tabelas de probabilidades condici-

onais também perderam muito da capacidade de explorar padrões cŕıticos, o que também

fica ńıtido através seu desempenho à taxa de seleção de 1%.

4.2 Previsão de comportamento conjunto

Na Seção 4.1 testamos o HPB em um problema onde existem apenas quatro atributos

explanatórios todos afetando diretamente o atributo classe. Na maior parte dos problemas

de classificação existem muito mais atributos e o HPB não pode ser aplicado diretamente.

Podemos, no entanto, modelar o problema usando uma rede Bayesiana e procurar por
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um ou mais nós onde o HPB possa substituir uma CPT tradicional com vantagem. Nesta

seção damos um exemplo de tal nó.

Em alguns problemas de interesse da RFB que atualmente estão sendo modelados

como redes Bayesianas existem nós cuja idéia central é responder a seguinte questão:

o que dois ou mais atores tendem a fazer quando agem em conjunto? Em geral, esses

nós determinam uma distribuição de probabilidade prévia para o que os atores fazem.

Enquanto isso, outros nós avaliam a verossimilhança de quaisquer variáveis observáveis

dada uma hipótese a respeito do que eles de fato fizeram.

Outros Nós

Efeitos

Ator no papel 1 

Ação

Ator no papel 2 ... Ator no papel N 

Figura 4.3: rede Bayesiana de atores

Como o número de atores posśıveis pode ser muito grande, mas o número de papeis é

normalmente pequeno, parece razoável substituir a CPT do nó Ação na Figura 4.3 pelo

HPB. Contudo, na Seção 4.1, o HPB foi usado para prever uma classe binária. O número

de ações posśıveis pode ser alto, logo temos um desafio diferente para o HPB.

Nesta seção, apresentamos o desempenho do HPB em um problema de classificação

independente que foi constrúıdo para se assemelhar ao problema de calcular a distribuição

de probabilidade prévia do nó Ação na Figura 4.3. Usamos dois atributos de alta cardi-

nalidade: o importador (IMP) e o exportador (EXP)2 para prever um terceiro atributo

de alta cardinalidade, a Classificação Fiscal Declarada (NCMD). Note que não estamos

prevendo se há ou não um erro de classificação, mas a própria NCMD.

O atributo IMP pode assumir 18846 valores distintos, o atributo exportador pode

assumir 43880 valores distintos e o atributo classe, NCMD, pode assumir 7608 valores

distintos.

Os métodos testados foram:

• HPB : HPB com coeficientes S fixos;

2O atributo EXP não estava dispońıvel quando fizemos os testes da Seção 4.1, por isso não o utilizamos
lá.
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• NB : näıve Bayes;

• ADE : estimativa quase direta. BN com a estrutura apresentada na Figura 1.1 e o meca-

nismo de suavização descrito em [34];

• DE : estimativa direta. BN com a estrutura apresentada na figura 1.1 e CPTs tradicionais;

• DE Imp: estimativa direta, ignorando o atributo EXP.

• DE Exp: estimativa direta, ignorando o atributo IMP.

O HPB-OPT não foi testado porque seu processo de otimização requer uma variável

classe binária. Não testamos DGs, DFs e DTs porque a combinação de pais de alta

cardinalidade com um nó filho também de alta cardinalidade os tornou muito lentos.

Os parâmetros de cada método foram escolhidos como na Seção 4.1, mas a MCE foi

usada como critério de seleção. Abaixo apresentamos os intervalos de busca iniciais e as

constantes ótimas (s = S/NumClasses = S/7608):

• HPB : o SI para a constante s foi [1e− 4, 1e− 03] e o valor ótimo para s foi igual a 1e− 3.

O SI para a constante b foi [0.5, 2.5] e o valor ótimo para b foi igual a 1.0. Ao coeficiente

SNI sempre atribúımos um valor igual a S;

• NB : SI = [1e − 3, 2.5], s = 0.05;

• ADE : SI = [1e − 3, 2.5], s = 1e − 3;

• DE : SI = [1e − 3, 2.5], s = 1e − 3;

• DE Imp: SI = [1e − 3, 2.5], s = 1e − 3;

• DE Exp: SI = [1e − 3, 2.5], s = 2.5e − 3;

A Tabela 4.6 mostra que o HPB é o melhor método no que diz respeito a RMSE, MCE

e a número de classificações corretas (NC). Testes de hipótese mostram que a diferença é

significativa com a exceção de que o HPB não foi significativamente melhor que o NB no

que diz respeito ao número de classificações corretas.

RMSE MCE NC TR TS

HPB 10.83±0.00 8.31±0.00 26882.40±89.76 35.48±0.17 1800.73±2.99

DE !10.88±0.00 !9.37±0.01 !25796.20±63.73 1.87±0.05 39.82±0.03

ADE !10.88±0.00 !8.78±0.01 !26039.20±58.11 2.13±0.01 46.17±0.06

DE Exp !10.89±0.00 !9.07±0.01 !25257.60±64.14 2.95±0.15 77.03±7.94

DE Imp !11.04±0.00 !8.95±0.01 !22077.60±90.97 3.24±0.20 73.50±0.51

NB !11.18±0.00 !9.23±0.01 26803.00±118.12 4.01±0.19 357.24±1.18

Tabela 4.6: previsão de comportamento conjunto
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4.3 O HPB como um substituto geral para tabelas

de probabilidades condicionais

Nesta seção testamos o HPB sobre conjuntos de dados da UCI. Nosso objetivo é obser-

var seu desempenho em domı́nios cujas caracteŕısticas divergem das que o inspiraram.

Porque seu uso de recursos é exponencial no número de atributos, não podemos aplicar

o HPB a conjuntos dados da UCI diretamente. Portanto, avaliamos o desempenho de

redes Bayesianas, onde as CPTs usuais foram substitúıdas por instâncias do HPB. Para

comparação, também avaliamos o desempenho de redes Bayesianas onde a distribuição de

probabilidade condicional de um nó dados os seus pais (CPD) foi representada por outros

modelos. Abaixo listamos todas as representações testadas para as CPDs:

• HPB : HPB como descrito na Seção 3.4;

• DE : estimativa direta, i.e., CPTs tradicionais;

• ADE : estimativa quase direta. Também CPTs, porém usando o mecanismo de suavização

apresentado em [34];

• DG : grafos de decisão como apresentados em [16];

• DT : árvores de decisão como apresentadas em [34];

• DF : tabelas default com apresentadas em [34].

Em todos os casos aprendemos estrutura global da BN usando o algoritmo de escalada

de montanha implementado na Weka 3.4.2 e o NB como ponto de partida. Para garantir

que não teŕıamos tempos de execução excessivamente longos, limitamos o máximo número

de pais a 10 e porque o HPB não lida com atributos cont́ınuos nós os removemos. Também

removemos todas as instâncias com valores de atributos faltantes.

Dependendo da representação escolhida para as CPDs, empregamos diferentes critérios

de seleção na busca da estrutura da rede Bayesiana. Abaixo listamos nossas escolhas:

• HPB: verossimilhança logaŕıtmica avaliada usando validação cruzada do tipo leave one

out ;

• DE: MDL;

• ADE: MDL;

• DGs: Bayesian Dirichlet score como apresentado em [16];

• DTs: MDL como apresentado em [37];
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• DFs: MDL como apresentado em [37].

Os conjuntos de dados testados foram: anneal, audiology, autos, breast-cancer, horse-colic,

credit-rating, german-credit, cleveland-14-heart-disease, hungarian-14-heart-disease, hepa-

titis, hypothyroid, kr-vs-kp, labor, lymphography, mushroom, primary-tumor, sick, soybean,

vote e zoo.

Antes de construir a rede Bayesiana escolhemos um tamanho de amostra equivalente

para as distribuições de probabilidade prévia (o que significa um S fixo) e o usamos

para todas as instâncias do HPB dentro da rede. Felizmente, os valores ótimos para os

tamanhos de amostra equivalente tendem a ser similares.

Escolhemos S começando com SI = [1.0, 25.0] e, forçamos SNI a ser sempre igual a

S. A constante b foi escolhida começando com SI = [0.5, 2.5].

Escolhemos a constante s (s = S/NumClasses) para grafos de decisão começando

com SI = [0.01, 2.5]. Sempre mantivemos divisões completas ativadas e variamos exaus-

tivamente o estado de ativação de divisões binárias e junções. Escolhemos as constantes

s para outros métodos começando com SI = [0.01, 2.5].

Contrariamente ao que fizemos nas Seções 4.1 e 4.2 não expandimos os intervalos de

busca iniciais caso o valor ótimo de uma constante seja encontrado em um de seus pontos

extremos.

Comparamos os resultados usando três critérios diferentes: número de classificações

corretas (NC), entropia cruzada média (MCE) e raiz quadrada do erro quadrático médio

(RMSE). Na Tabela 4.7, mostramos o números de conjuntos de dados sobre os quais cada

método apresentou o melhor desempenho. Como selecionar a melhor parametrização

usando um determinado critério e comparar os métodos usando apenas o mesmo critério

poderia fornecer pouca informação ao leitor, nós selecionamos as parametrizações usando

todos os três critérios e comparamos os métodos também usando todos os três critérios

em combinações exaustivas. Em alguns casos houve empate quanto ao número de classi-

ficações corretas. Neste situação, a MCE foi usada para definir o vencedor.

Crit.Sel. Crit.Comp. HPB DG DF DT ADE DE

NC NC 9 6 2 1 1 1

NC MCE 9 5 2 1 2 1

NC RMSE 7 6 4 1 1 1

MCE NC 9 5 2 0 3 1

MCE MCE 10 5 2 1 0 2

MCE RMSE 8 6 4 0 1 1

RMSE NC 7 7 4 0 1 1

RMSE MCE 9 5 2 1 1 2

RMSE RMSE 8 6 4 0 1 1

Tabela 4.7: número de resultados vencedores em conjuntos da UCI
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HPB BDG DF DT ADE DE

3.18 3.79 1.49 1.56 1.0 1.0

Tabela 4.8: proporções entre o número de arcos em estruturas de rede

Na Tabela 4.8 mostramos as proporções médias entre o número de arcos nas estruturas

aprendidas usando cada representação para as CPDs e as estruturas aprendidas usando a

Estimativa Direta (CPTs tradicionais). Como previsto por Friedman e Goldszmidt [37], o

uso de estruturas como DFs, DTs e DGs leva a estruturas de rede com um número maior

de arcos. O uso do HPB também tem esse efeito.

A vasta maioria das variáveis nos conjuntos testados tem baixa cardinalidade (a car-

dinalidade mais alta entre todas as variáveis em todos os conjuntos foi a da variável classe

do conjunto audiology com 24 valores posśıveis) e muitas delas são binárias. Apesar disso,

os resultados do HPB são os melhores na Tabela 4.7, mostrando que boas distribuições

de probabilidade prévia, podem, em muitos casos melhorar a qualidade das estimativas.

Com mostrado na Seção 4.1, o HPB é muito mais rápido que DGs, DTs e DFs na

tarefa de tratar um pequeno conjunto de atributos de alta cardinalidade. Contudo, nos

conjuntos da UCI, muitos conjuntos de nós pais de baixa cardinalidade tornam o HPB

comparativamente lento. Em todos os casos, o HPB foi o método mais lento e em alguns

consumiu mais de 10 vezes o tempo consumido pelo segundo método mais lento.

Além disso, a vantagem do HPB nos três critérios raramente foi estatisticamente sig-

nificante. Portanto, não podemos recomendar o HPB como um substituto geral para

CPTs.

Podemos, no entanto, afirmar que BNs onde o HPB representa a CPD tem uma proba-

bilidade relativamente alta de produzir resultados melhores que BNs empregando outras

representações. A única explicação que encontramos para isso é que o HPB representa

algumas CPDs melhor que as alternativas e que estas representações superiores resultam

em previsões de classe melhores.

Isso sugere que não deve ser dif́ıcil encontrar problemas onde, se uma BN for empre-

gada, haja um ou mais nós onde seja vantajoso o uso do HPB.
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Conclusão

No domı́nio da pré-seleção de mercadorias em processo de importação para verificação

humana, as interações entre atributos têm forte influência sobre a probabilidade de que

uma dada instância seja positiva. Devido a alta cardinalidade dos atributos nesse domı́nio,

explorar tais interações é um desafio. Tratamos o problema usando o HPB, um novo

método de classificação de padrões, baseado em modelo Bayesiano emṕırico hierárquico

de múltiplos ńıveis.

Apresentamos o HPB em duas versões. A primeira envolve um processo de otimização

para escolha dos melhores coeficientes de suavização para cada famı́lia de padrões, en-

quanto a segunda e mais simples emprega um coeficiente de suavização fixo.

Avaliamos o HPB usando curvas de acerto, RMSE e MCE. Mesmo a versão mais

simples do HPB se mostrou capaz de capturar a influência das interações entre atributos

de alta cardinalidade e obteve ganhos de desempenho com relação a:

• redes Bayesianas com estruturas tradicionais como o näıve Bayes e o tree augmented

näıve Bayes ;

• redes Bayesianas onde tabelas de probabilidades condicionais tradicionais foram

substitúıdas pelo noisy-OR, por tabelas default, por árvores de decisão e por grafos

de decisão;

• redes Bayesianas constrúıdas após uma fase de pré-processamento para redução de

cardinalidade usando o agglomerative information bottleneck.

O tempo de execução do HPB é exponencial no número de atributos, mas independe

de sua cardinalidade. Assim, em domı́nios onde os atributos são poucos, mas possuem alta

cardinalidade, ele é muito mais rápido que BNs onde tabelas default, árvores de decisão

ou grafos de decisão são empregados para representar a distribuição de probabilidade

condicional de um nó dados os seus pais.
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Mostramos que além de funcionar como um classificador independente, o HPB pode

representar a distribuição de probabilidade condicional de um nó dados os seus pais e,

portanto, substituir todas ou algumas tabelas de probabilidades condicionais em uma rede

Bayesiana. Esse uso alternativo elimina a limitação no número de atributos que decorre

da complexidade computacional do HPB.

Testamos o HPB em outro problema de classificação: a previsão do comportamento

de dois atores quando eles agem juntos. Como um subproblema, esta predição é relevante

em vários domı́nios de detecção de fraude e, se o problema geral for modelado como uma

BN, geralmente aparece na forma da tarefa de representar a CPD de um determinado nó

dados os seus pais. Os resultados, novamente, favoreceram o HPB.

Também exibimos resultados experimentais em conjuntos de dados da UCI, onde clas-

sificadores constrúıdos usando redes Bayesianas com diferentes representações para as

CPDs são comparados. A despeito de que esses conjuntos de dados não possuem atri-

butos de alta cardinalidade o HPB apresentou mais resultados vencedores que qualquer

outra representação em três critérios de comparação. Os tempos de execução compara-

tivamente altos e o fato de que a maior parte das diferenças nos critérios de comparação

não foi significativa, não nos permite propor o HPB como um substituto geral para CPTs.

No entanto, ainda podemos concluir que nós de BNs cujas CPDs dados os seus pais são

melhor representados pelo HPB que por outros métodos não são raros. Esse fato indica

que o HPB pode ter uma aplicação bastante ampla.

Modelos Bayesianos hierárquicos têm sido amplamente empregados na comunidade

de marketing com o nome de hierarchical Bayes [3, 53]. Esses modelos também têm sido

usados em domı́nios médicos [4] e em robótica [74]. Contudo, desconhecemos que qualquer

desses modelos possa ser empregado no tratamento de atributos de alta cardinalidade com

interações relevantes em um problema de classificação de padrões. Além disso, o HPB

difere de outros modelos por lidar com uma hierarquia de múltiplos ńıveis recursivamente

e também por lidar com o fato de que a população de instâncias associada a cada padrão

está contida em várias e não em apenas uma superpopulação.

Como trabalho futuro deixamos o desenvolvimento de mecanismos melhores para a

escolha de coeficientes para o HPB. Tanto processos de otimização quanto estratégias

heuŕısticas devem ser considerados, os primeiros para obtenção de previsões de melhor

qualidade e os últimos para previsões rápidas e aceitáveis.

A hierarquia de padrões empregada pelo HPB é fixa, simétrica (todos os atributos são

tratados da mesma forma), e completa (todos os subconjuntos de cada padrão de interesse

são considerados no cálculo da probabilidade da classe dado o padrão). É posśıvel que

exista uma hierarquia incompleta e possivelmente assimétrica que produza resultados

melhores. Desenvolver um algoritmo que procure por tal estrutura é também deixado

como trabalho futuro.
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Por fim, também deixamos para o futuro a exploração de uma hierarquia expandida

que inclua a hierarquia criada pelo HPB e as hierarquias naturais dos atributos, como

por exemplo o agrupamento de páıses por continente, e de importadores por atividade

econômica.
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Francisco, CA, USA, 1991. Morgan Kaufmann Publishers Inc., ISBN 1-55860-203-8.

[12] Carlin, Bradley. P. e Thomas A. Louis: Bayes and Empirical Bayes Methods for Data

Analysis. Chapman & Hall/CRC, 2. edição, 2000.

[13] Cestnik, B.: Estimating probabilities: a crucial task in machine learning. In Procee-

dings of the European Conference on Artificial Intelligence, páginas 147–149, 1990.
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Apêndice A

Tabela de siglas

Sigla Seção Significado Comentário

ADE 2.6.1 estimativa quase direta É uma versão suavizada da DE. A sigla vem do inglês: almost direct estimation.

AIBN 4.1 agglomerative information bot-

tleneck

É um método de agrupamento de valores para redução da cardinalidade de atri-

butos.

AIC 2.6.2 Akaike’s Information Criterion É um critério para seleção de estruturas de BNs ou outros tipos de modelo.

B 2.6.2 B É um algoritmo de busca para estruturas de BNs .

BDES 2.6.2 Bayesian Dirichlet likelihood

equivalent score

É um caso particular de BDS.

BDEUS 2.6.2 Bayesian Dirichlet likelihood

equivalent uniform score

É um caso particular de BDES.

BDS 2.6.2 Bayesian Dirichlet score É um caso particular de BS.

BIC 2.6.2 Bayesian information criterion É um critério para seleção de estruturas de BNs ou outros tipos de modelo.

BN 2.6 rede Bayesiana É uma representação para a distribuição de probabilidade conjunta de um grupo

de variáveis e pode ser usada como método de classificação

BS 2.6.2 Bayesian score É um critério para seleção de estruturas de BNs ou outros tipos de modelo.

CPD 2.6 distribuição de probabilidade

condicional

A sigla vem do inglês: conditional probability distribution.

CPT 2.6.1 tabela de probabilidades condi-

cionais

A sigla vem do inglês: conditional probability table.

DE 2.6.1 estimativa direta É um método popular para estimar probabilidades a partir de proporções. A

sigla vem do inglês: direct estimation.

DF 2.6.1 tabela default É uma alternativa a CPT como forma de representação de uma CPD. A sigla

vem do inglês: default table.

DG 2.6.1 grafo de decisão É uma alternativa a CPT como forma de representação de uma CPD ou um

método de classificação independente. A sigla vem do inglês: decision graph.

DT 2.6.1 árvore de decisão É uma alternativa a CPT como forma de representação de uma CPD ou um

método de classificação independente. A sigla vem do inglês: decision tree.

FAN 2.6.2 forest augmented näıve Bayes É uma generalização do TAN.

HPB 3 hierarchical pattern Bayes É novo método de classificação independente ou uma alternativa a CPT como

forma de representação de uma CPD.

IMP 1 Importador

K2 2.6.2 K2 É um caso particular de BDS e também um algoritmo de busca para estruturas

de BNs .

LLLOO 3.4 verossimilhança logaŕıtmica

medida em LOO

É um critério para seleção de estruturas de BNs ou outros tipos de modelo e é

equivalente ao LLOO. A sigla vem do inglês: log likelihood evaluated under leave

one out cross-validation

LLOO 2.6.2 verossimilhança medida em

LOO

É um critério para seleção de estruturas de BNs ou outros tipos de modelo. A

sigla vem do inglês: likelihood evaluated under leave one out cross-validation.

LOO 2.6.2 validação cruzada do tipo leave

one out

É um método para estimar os valores de vários indicadores para dados novos a

partir de medições sobre exemplos conhecidos.

MCE 4.1 entropia cruzada média É uma medida de divergência para estimativas de probabilidade. A sigla vem

do inglês: mean cross entropy.
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MDL 2.6.2 mı́nimo comprimento de des-

crição

É um critério para seleção de estruturas de BNs ou outros tipos de modelo. A

sigla vem do inglês: minimum description length.

NB 2.4 näıve Bayes É um método de classificação que é um caso particular de BN

NCM 1 nomenclatura comum do mer-

cosul

É uma Tabela de quase 10000 posições na qual todas as mercadorias importadas

têm que ser enquadradas.

NCMD 1 classificação fiscal declarada na

NCM

PAIS 1 páıs É o páıs origem da mercadoria.

RFB 1 Receita Federal do Brasil

RMSE 4.1 raiz quadrada do erro

quadrático médio

É uma medida de divergência para estimativas de probabilidade. A sigla vem

do inglês: root mean squared error.

SFAN 2.6.2 selected forest augmented näıve

Bayes

É uma generalização do FAN.

TAN 2.6.2 tree augmented näıve Bayes É um método de classificação que é um caso particular de BN.

URF 1 unidade da RFB É a unidade da RFB pela qual a mercadoria ingressou na Brasil

Tabela A.1: siglas utilizadas nesta tese


