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Resumo

Analisamos o uso de métodos Bayesianos em um problema de classificacdo de padroes
de interesse pratico para a Receita Federal do Brasil que é caracterizado pela presenca
de atributos de alta cardinalidade e pela existéncia de interacoes relevantes entre eles.
Mostramos que a presenca de atributos de alta cardinalidade pode facilmente gerar tan-
tas subdivisoes no conjunto de treinamento que, mesmo tendo originalmente uma grande
quantidade de dados, acabemos obtendo probabilidades pouco confidveis, inferidas a par-
tir de poucos exemplos. Revisamos as estratégias usualmente adotadas para lidar com esse
problema dentro do universo Bayesiano, exibindo sua dependéncia em suposi¢oes de nao
interagao inaceitaveis em nosso dominio alvo. Mostramos empiricamente que estratégias
Bayesianas mais avancadas para tratamento de atributos de alta cardinalidade, como pré-
processamento para reducao de cardinalidade e substituicao de tabelas de probabilidades
condicionais (CPTs) de redes Bayesianas (BNs) por tabelas default (DFs), arvores de
decisao (DTs) e grafos de decisao (DGs) embora tragam beneficios pontuais nao resul-
tam em ganho de desempenho geral em nosso dominio alvo. Propomos um novo método
Bayesiano de classificagdo, chamado de hierarchical pattern Bayes (HPB), que calcula
probabilidades posteriores para as classes dado um padrao W combinando as observacoes
de W no conjunto de treinamento com probabilidades prévias que sao obtidas recursiva-
mente a partir das observagoes de padroes estritamente mais genéricos que W. Com esta
estratégia, ele consegue capturar interacoes entre atributos de alta cardinalidade quando
ha dados suficientes para tal, sem gerar probabilidades pouco confidveis quando isso nao
ocorre. Mostramos empiricamente que, em nosso dominio alvo, o HPB traz beneficios sig-
nificativos com relacao a redes Bayesianas com estruturas populares como o naive Bayes
e o tree augmented naive Bayes, com relagao a redes Bayesianas (BNs) onde as tabelas de
probabilidades condicionais foram substituidas pelo noisy-OR, por DFs, por DTs e por
DG@Gs, e com relacao a BNs construidas, apés uma fase de redugao de cardinalidade usando
o agglomerative information bottleneck. Além disso, explicamos como o HPB, pode subs-
tituir CPTs e mostramos com testes em outro problema de interesse pratico que esta
substituicao pode trazer ganhos significativos. Por fim, com testes em vérios conjuntos
de dados publicos da UCI, mostramos que a utilidade do HPB ser bastante ampla.



Abstract

In this work, we analyze the use of Bayesian methods in a pattern classification problem
of practical interest for Brazil’s Federal Revenue which is characterized by the presence
of high cardinality attributes and by the existence of relevant interactions among them.
We show that the presence of high cardinality attributes can easily produce so many
subdivisions in the training set that, even having originally a great amount of data, we
end up with unreliable probability estimates, inferred from small samples. We cover
the most common strategies to deal with this problem within the Bayesian universe and
show that they rely strongly on non interaction assumptions that are unacceptable in
our target domain. We show empirically that more advanced strategies to handle high
cardinality attributes like cardinality reduction by preprocessing and conditional proba-
bility tables replacement with default tables, decision trees and decision graphs, in spite
of some restricted benefits, do not improve overall performance in our target domain. We
propose a new Bayesian classification method, named hierarchical pattern Bayes (HPB),
which calculates posterior class probabilities given a pattern W combining the observa-
tions of W in the training set with prior class probabilities that are obtained recursively
from the observations of patterns that are strictly more generic than W. This way, it
can capture interactions among high cardinality attributes when there is enough data,
without producing unreliable probabilities when there is not. We show empirically that,
in our target domain, HPB achieves significant performance improvements over Bayesian
networks with popular structures like naive Bayes and tree augmented naive Bayes, over
Bayesian networks where traditional conditional probability tables were substituted by
noisy-OR gates, default tables, decision trees and decision graphs, and over Bayesian
networks constructed after a cardinality reduction preprocessing phase using the agglo-
merative information bottleneck method. Moreover, we explain how HPB can replace
conditional probability tables of Bayesian Networks and show, with tests in another prac-
tical problem, that such replacement can result in significant benefits. At last, with tests
over several UCI datasets we show that HPB may have a quite wide applicability.
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Capitulo 1

Introducao

A Receita Federal do Brasil (RFB) nao possui auditores suficientes para acompanhar
todos os processos de importacao. Conseqlientemente, apenas uma amostra das merca-
dorias importadas é verificada por especialistas humanos. A administracao da RFB nao
pretende aumentar o contingente de auditores empenhados na tarefa de conferir processos
de importagao, mas sim reduzir, ainda mais, os percentuais de conferéncia. E evidente a
necessidade de adocao de um sistema de gerenciamento de risco que proporcione a sele¢ao
de operagoes com maior probabilidade de fraude para conferéncia, de modo a permitir
esta redugao sem comprometer a seguranca dos controles aduaneiros [50].

A legislagao brasileira determina que todas as mercadorias importadas em regime nor-
mal sejam enquadradas em uma das cerca de 9700 posicoes de uma tabela denominada
Nomenclatura Comum do Mercosul (NCM). E muito importante que esta classificacao,
chamada de classificacdo fiscal, esteja correta, pois ela determina as aliquotas dos impostos
que incidirao sobre a importagao, e define a aplicacao de diferentes exigéncias adminis-
trativas, sanitarias, militares e de seguranca. Por esse motivo, embora sejam varias as
infracoes que podem ser cometidas em um procedimento de importagao, tomamos como
motivacao para este trabalho apenas o erro de classificagao fiscal.

O dominio da detecgao desses erros de classificacao envolve atributos que podem as-
sumir muitos valores distintos (alta cardinalidade). Os principais atributos ja vem sendo
empregados pela RFB desde o trabalho realizado por Ferreira [32]. Eles sao:

e classificacdo fiscal declarada (NCMD): a posicdo da NCM na qual o importador
declara que uma mercadoria se enquadra. Esse atributo pode assumir cerca de 9700
valores distintos.

e importador (IMP): o identificador (CPF/CNPJ) do importador. No momento, esse
atributo pode assumir cerca de 20000 valores distintos.



e pais de origem (PAIS): o pais onde a mercadoria foi produzida. Esse atributo pode
assumir 194 valores distintos.

e unidade de entrada (URF): unidade alfandegaria da RFB através da qual a merca-
doria ingressou no Brasil. Esse atributo pode assumir mais de 100 valores distintos.

Temos o objetivo de desenvolver uma ferramenta que, considerando os atributos ci-
tados, estime para cada exemplo novo a probabilidade de que ele envolva um erro de
classificacao. Estas estimativas serao usadas por um sistema maior que aloca recursos
humanos para diferentes tipos de operacoes anti-fraude!.

Nosso principal conjunto de dados tem 682226 exemplos de classificagao correta (que
chamamos de exemplos negativos) e 6460 exemplos de erros de classificagao (exemplos
positivos). O conjunto de dados é desbalanceado, com apenas 0.93% de exemplos positi-
vos. Dados com esta caracteristica normalmente sao tratados com diferentes estratégias
de resampling [14]. Porém, em geral, resampling requer o retreinamento dos classificado-
res para diferentes atribuicoes de custo para falsos positivos e falsos negativos. No nosso
contexto, tais custos nao sao conhecidos a priori (as prioridades mudam de acordo com
outras demandas de combate a fraude) e podem variar de exemplo para exemplo (nem
todos os falsos negativos tem o mesmo custo). Isso torna o uso de resampling pouco
atraente.

Por outro lado, se pudermos produzir estimativas de probabilidade confiaveis dire-
tamente a partir do conjunto de dados original, o trabalho do alocador de recursos se
tornard bem mais facil. A qualquer momento, apds considerar todas as outras demandas
de combate a fraude, ele podera definir uma taxa de selegao correspondente aos recursos
humanos disponiveis para a tarefa especifica de detectar erros de classificacao fiscal. Se
a taxa de selecao for de, por exemplo, 10%, as mercadorias a ser verificadas serdo as
10% que tiverem maior probabilidade de conter um erro de classificacao de acordo com
as estimativas produzidas. Alternativamente, o sistema de alocacdao de recursos podera
combinar as estimativas de probabilidade produzidas com custos que variam de exemplo
para exemplo sem qualquer retreinamento.

Com o objetivo de produzir boas estimativas de probabilidade em mente, decidimos nos
concentrar nas técnicas que tém nas probabilidades a sua esséncia, as técnicas Bayesianas.

Especialistas da Receita Federal sabem que certas combinagoes de valores de atribu-
tos formam padroes que tornam a probabilidade de presenca de erro significativamente

!Desde o inicio do trabalho de doutorado que resultou na presente tese, a RFB, através do projeto
Harpia, que envolve a Universidade de Campinas e o Instituto Tecnoldgico da Aerondutica, vem intensi-
ficando o uso de sistemas de inteligéncia artificial. Hoje sistemas sendo desenvolvidos no projeto Harpia
utilizam processamento de informagao textual, aprendizado nao supervisionado, redes de relacionamento
e sistemas especialistas na deteccao de varios tipos de infracao, incluindo o erro de classificacao fiscal.
Contudo, tratar os quatro atributos de alta cardinalidade listados acima permanece como um importante
subproblema e toda esta tese se foca neste ponto.



maior que o que poderia ser esperado caso os atributos fossem observados separadamente.
Chamamos esses padroes de padroes criticos.

O numero de padroes criticos é desconhecido e varidavel. Além disso, nenhum especi-
alista individualmente conhece um grande percentual deles. Por isso, eles precisam ser
aprendidos de forma automatica.

O conhecimento da existéncia de padroes criticos indica que a adequada captura das
interagoes entre atributos pode trazer ganhos de desempenho. Entretanto, sabemos que
esta tarefa nao é trivial, pois, em um trabalho sobre aplicacao de redes Bayesianas (descri-
tas na Secao 2.6) na selecao de declaragoes de importagao para conferéncia, Ferreira [32]
nao pode leva-las em consideracao.

Para aproveitar os padroes criticos gostariamos de usar uma rede Bayesiana (BN) [63]
com a estrutura apresentada na Figura 1.1, onde todos os atributos explanatérios sao pais
do atributo classe.

Figura 1.1: estrutura causal direta para erros de classificacao fiscal

Em uma rede Bayesiana, considerando que z;; ¢ um possivel valor para o né X; e m;;, é
uma combinagao completa de valores para I1;, o conjunto de pais do né X, o vetor, 6, tal
que 0 = P(xj;|m;1), é armazenado em uma tabela chamada de tabela de probabilidades
condicionais (CPT?) do n6 X; e é inferido a partir das freqiiéncias dos valores de X;
entre as instancias de treinamento onde II; = 7. As distribuigoes de X; dadas duas
combinagoes de valores para II; sao consideradas independentes e uma distribuigao de
probabilidade prévia de Dirichlet para 6;;, é normalmente adotada. Aplicando-se a regra
de Bayes e integrando-se ao longo de todos os valores possiveis para 6}, encontra-se a
relagao
Nigi + vk (1.1)
Nj + o’

onde Nji; é o nimero de observacoes simultaneas de z;; e 7j; no conjunto de treinamento,

E(Ojri) = P(xji|mn) =

2Nesta tese, mantivemos as siglas com origem na lingua inglesa em sua forma original, como pode ser
visto na Tabela A.1



Nji = > v; Njri € o tamanho da amostra, aji; ¢ o valor de um dos parametros da dis-
tribuicao de probabilidade prévia de Dirichlet e oy, = >\, ajr; € 0 tamanho de amostra
equivalente da distribuicao de probabilidade prévia.
Normalmente, a distribuicao de probabilidade prévia de Dirichlet adotada é nao in-
formativa, logo
Njki + A
N + AM; ’

onde todos os parametros da distribuicao de Dirichlet sao iguais a uma pequena constante

P(xzji|my) = (1.2)

de suavizacao, A, e M; é o nimero de valores possiveis para o né X;. Nés chamamos esse
procedimento de estimativa direta (DE).

A tabela de probabilidades condicionais do né classe de uma rede Bayesiana com
a estrutura apresentada na Figura 1.1 conteria mais de 1.8 x 10'2? linhas. E claro que
para combinagoes raras de atributos tal estrutura em conjunto com a Equagao (1.2)
tenderia a produzir probabilidades nao confidveis cujas estimativas seriam dominadas
pela distribuicao de probabilidade prévia nao informativa.

Redes Bayesianas com tabelas de probabilidades condicionais muito grandes quando
comparadas aos conjuntos de treinamento sao um exemplo de modelo de representacao
do comportamento de um conjunto de dados com excesso de parametros. Modelos com
parametros demais, tendem a ter bom desempenho quando testados sobre as proprias
instancias de treinamento, mas desempenho insuficiente sobre instancias novas [38]. Esse
problema é denominado super-ajuste [59].

Uma alternativa para contornar esse problema ¢é a adogao de estruturas de rede onde o
nimero maximo de pais por no seja pequeno, como o naive Bayes [27] e o tree augmented
naive Bayes [34]. No entanto, limitar artificialmente o nimero de pais por né limita a
capacidade de representacao da rede [56] tornando-a menos capaz de refletir interagoes
entre atributos.

Uma estratégia natural para lidar com atributos de alta cardinalidade é agrupar valo-
res considerados similares, tornando, assim, a cardinalidade mais baixa. O agrupamento
de valores pode ser feito de forma automatica buscando valores que tenham influéncia
semelhante sobre o atributo classe de acordo com algum critério. Porém, em geral, estes
critérios tratam cada atributo de forma isolada [58, 72, 9], e nao podemos esperar que
tragam beneficios significativos quanto a captura de padroes criticos, que dependem si-
multaneamente de varios atributos. Alternativamente, o agrupamento pode ser definido
por regras que explorem a estrutura dos atributos. Por razoes que apresentaremos no
contexto das abordagens hierarquicas, também nao desejamos seguir este caminho.

Quando o ntumero de parametros a ser estimados para preenchimento das CPTs é
muito grande se comparado ao nimero de instancias de treinamento, Pearl [63] recomenda
sua substituicao por modelos que assumam nao interagao entre as variaveis e com isso



empreguem menos parametros, como, por exemplo, o noisy-OR [39]. Foi exatamente isso
o que foi feito por Ferreira [32] na constru¢do de uma rede Bayesiana para sele¢ido de
declaracoes de importacao para conferéncia.

O numero de parametros requeridos pelo noisy-OR é proporcional nao ao produto da
cardinalidade dos pais do né ao qual esta associado, mas a sua soma. Com isso, usando
a estrutura na Figura 1.1 e o noisy-OR, apenas cerca de 30300 parametros precisam ser
estimados. Um numero aceitavel considerando os conjuntos de dados disponiveis.

Por outro lado, como o noisy-OR assume a auséncia de interacao entre as variaveis,
ele nao tem a capacidade de capturar o efeito de padroes criticos.

Uma alternativa é empregar modelos mais flexiveis em lugar de CPTs ou do noisy-
OR como tabelas default (DFs) [37], arvores de decisao (DTs) [37] e grafos de decisao
(DGs) [16]. De acordo com Friedman e Goldszmidt [37], o uso desses modelos em conjunto
com procedimentos de aprendizado adequados induz estruturas de rede mais complexas
em termos de arcos, mas que requerem menos parametros e assim emulam melhor a real
complexidade das interacoes presentes nos dados. Mais arcos significam mais pais por
no, o que aumenta a capacidade de captura de interacoes. Menos parametros significam
menos problemas com probabilidades poucos confiaveis.

Usando CPTs, assumimos que as distribui¢oes de probabilidade condicionais (CPDs)
de um n6 dadas duas atribuicoes distintas de valores para seus pais, sao independentes
entre-si. Se algumas destas distribuicoes forem, na verdade, idénticas, DTs, DFs e DGs
podem refletir esta situacao e representar a CPD do né dados os seus pais usando um
nimero de parametros que é proporcional apenas ao nimero de distribuicoes verdadeira-
mente distintas.

Usando DTs, DFs ou DGs para representar a distribuicao de probabilidade condicional
de um né6 dados os seus pais, assumimos que as CPDs de um né dadas duas atribuigoes
distintas de valores para seus pais sao ou completamente independentes ou idénticas. E
possivel que nenhuma das duas suposicoes seja verdadeira.

Gelman et al. [38] afirmam que usar modelos nao hierarquicos para representar dados
hierarquicos leva a resultados pobres. Com poucos parametros, eles nao conseguem se
ajustar aos dados de forma precisa. Com muitos parametros, eles se ajustam bem aos
dados existentes, mas levam a previsoes inferiores para dados novos. Em outras palavras
eles sofrem de problemas de super-ajuste. Em contraste, modelos hierarquicos podem se
ajustar bem aos dados sem incorrer em super-ajuste. Eles podem refletir similaridades
entre distribuigoes de probabilidade sem assumir igualdade.

Os atributos de nosso problema alvo possuem algum tipo de hierarquia natural: im-
portadores podem ser agrupados por area de atividade econdmica, classificacoes fiscais
podem ser agrupadas por capitulo, paises por continente e unidades da Receita Fede-
ral por regiao fiscal. Estas hierarquias poderiam ser exploradas usando técnicas como a



apresentada em [71]. Porém, nem o conhecimento de especialistas, nem alguns primeiros
experimentos indicaram que estas hierarquias naturais tenham um potencial, quanto a
melhorias nas previsoes a respeito de erros de classificacao fiscal, elevado o suficiente para
justificar sua exploracao imediata.

Neste trabalho, mostramos como construir uma hierarquia entre padroes formados
por valores de atributos nao naturalmente hierarquicos, e aplicamos um novo modelo
Bayesiano a hierarquia construida. Chamamos esse modelo de hierarchical pattern Bayes
(HPB).

O HPB calcula probabilidades posteriores para as classes dado um padrao W com-
binando as observacoes de W no conjunto de treinamento com probabilidades prévias
que sao obtidas recursivamente a partir das observacoes de padroes estritamente mais
genéricos que W. Com isso, ele consegue capturar interagoes entre atributos de alta car-
dinalidade quando ha dados suficientes para tal, sem gerar probabilidades pouco confiaveis
quando isso nao ocorre.

Mostramos empiricamente que, em nosso dominio alvo, o HPB traz beneficios signifi-
cativos com relacao a redes Bayesianas com estruturas populares como o naive Bayes e
o tree augmented naive Bayes, com relagao a redes Bayesianas (BNs) onde as tabelas de
probabilidades condicionais foram substituidas pelo noisy-OR, por DFs, por DTs e por
DGs, e com relacao a BNs construidas, apés uma fase de pré-processamento para reducao
de cardinalidade usando o agglomerative information bottleneck. Além disso, explicamos
como o HPB, pode substituir CPTs e mostramos com testes em outro problema de inte-
resse pratico que esta substituicao pode trazer ganhos significativos. Por fim, com testes
em varios conjuntos de dados da UCI, mostramos que a utilidade do HPB ser bastante
ampla.

Modelos Bayesianos hierdrquicos sao amplamente utilizados na comunidade de mar-
keting [3, 53] sob o nome de hierarchical Bayes. Eles também tem sido empregados em
outras dreas como a medicina [4] e a robética [74]. Contudo, nao temos conhecimento de
nenhum desses modelos seja aplicavel a problemas de classificacao de padroes envolvendo
interacoes entre atributos de alta cardinalidade. Além disso, o HPB difere de outros mo-
delos por lidar com uma hierarquia de multiplos niveis recursivamente e também por lidar
com o fato de que a populacao de instancias associada a cada padrao estd contida em
varias e nao em apenas uma superpopulagao.

No Capitulo 2, apresentamos a fundamentagao tedrica desta tese. O leitor familiari-
zado com técnicas Bayesianas pode preferir saltar diretamente para o Capitulo 3, onde
apresentamos o modelo hierarquico criado neste trabalho de doutoramento. Por outro
lado, o Capitulo 2 apresenta uma revisao das técnicas Bayesianas mais utilizadas na area
de inteligéncia artificial e pode ser 1til como uma introducao mesmo para o leitor que nao
esteja interessado em nenhuma técnica nova.



No Capitulo 3, mostramos o HPB, descrevendo a construcao de sua hierarquia de
padroes e a forma como ele utiliza as distribuicoes de probabilidade posteriores de Di-
richlet relativas aos niveis mais genéricos da hierarquia, na geragao de distribuicoes de
probabilidade prévias de Dirichlet informativas para seus niveis mais especificos.

No Capitulo 4, apresentamos resultados experimentais e no Capitulo 5, mostramos
nossas conclusoes e trabalhos futuros.



Capitulo 2

Fundamentacao Tedrica

Neste capitulo, apresentamos uma revisao das técnicas Bayesianas mais utilizadas na
area de inteligéncia artificial. Mostramos como inferir os parametros de uma distribuicao
multinomial a partir de amostras planas ou hierarquicas e como aplicar os mecanismos de
inferéncia descritos a problemas de classificacao de padroes.

Indicamos as dificuldades encontradas nesta aplicacao quando atributos de alta car-
dinalidade sao envolvidos, as estratégias usuais para contorno destas dificuldades e as
limitacoes das estratégias indicadas.

Na Secao 2.1, mostramos como estimar os parametros de uma distribuicao multino-
mial a partir de eventos, apresentando a abordagem freqiientista tradicional, denominada
maxima verossimilhanga, e a abordagem Bayesiana para o mesmo problema. Na aborda-
gem Bayesiana descrevemos o uso de distribuigoes de probabilidade prévia de Dirichlet.
Posteriormente (Capitulo 3), o leitor perceberd que a obtengao de distribuigoes de pro-
babilidade prévia de Dirichlet informativas é nossa estratégia central para geragao de
probabilidades confidveis.

Na Secao 2.2, mostramos modelos Bayesianos que utilizam distribuicoes de probabi-
lidade prévia hierarquica. Esses modelos de dois niveis tém a capacidade de se ajustar
bem a conjuntos de dados aos quais um modelo plano ou nao conseguiria ajustar-se ou,
ao fazé-lo, produziriam probabilidades pouco confidveis para dados novos [38].

Na Secao 2.3, descrevemos o problema de classificacdo de padroes e a forma com que
a explosao combinatoria entre os possiveis valores para os atributos discretos reduz a
confiabilidade das probabilidades inferidas a partir do conjunto de treinamento.

Na Secao 2.4, descrevemos um modelo Bayesiano que supoe independéncia entre todos
os atributos dada a classe, o naive Bayes. Na Se¢ao 2.5, mostramos que o naive Bayes é
um exemplo de modelo de nao interacao e descrevemos o noisy-OR, um outro modelo de
nao interacao que foi utilizado em [32].

Na Secao 2.6, descrevemos as redes Bayesianas, um mecanismo que permite a utilizacao
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de suposicoes de independéncia na medida da conveniéncia do problema. Mostramos
também que, ao tratar variaveis discretas, estas redes, em geral, utilizam tabelas de
probabilidades que crescem a medida em que mais dependéncias sao consideradas e que
o crescimento destas tabelas leva a probabilidades pouco confiaveis.

2.1 Probabilidades a partir de experimentos com re-
sultados discretos

Suponhamos que um experimento v possua M resultados possiveis representados pelo
vetor V =V, Vs, ..., Vi, com probabilidades desconhecidas representadas pelo vetor 6 =
01,05, ...,0, respectivamente. Suponhamos ainda que em uma amostra de N execucoes
independentes do experimento, os niimeros de observacgoes dos resultados sejam dados
pelo vetor K = Ky, K», ..., K. Se quisermos estimar a probabilidade de que o resultado
de um novo experimento independente seja V;, por definicao precisamos estimar o valor
de 0;. Existem duas abordagens comuns para fazer esta estimativa. Ambas baseiam-se
no fato de que P(Kf) segue uma distribuigao multinomial:

Nl M
P(K|0) = Multinomial(K,0) = ——— H@ZKZ

[
=1

2.1.1 Abordagem de maxima verossimilhanca

A primeira abordagem, conhecida como freqiientista, ou de méxima verossimilhanca [33],
consiste em escolher para o vetor 6 o valor que maximiza a probabilidade de termos
observado na amostra aquilo que efetivamente observamos. Assim,

oME = arg max (P(K16))

M

[
i=1

M
oML — arg max H@ZKZ), (2.1)
i=1

oML — argmax ik ﬁ@-Ki
0 (2
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onde OML & o vetor f estimado via maxima verossimilhanca. O valor de #* calculado a
partir da Equacao 2.1 é sabidamente dado por

A abordagem de méxima verossimilhanca funciona bem se N for grande. Quando o
tamanho da amostra tende a infinito, as estimativas de maxima verossimilhanca tendem as
probabilidades reais, ou seja, a abordagem de méaxima verossimilhanca é assintoticamente
correta.

Por outro lado, se N for pequeno, ela leva a resultados de qualidade muito ruim. Em
particular, se K; = 0, 6; é estimado como sendo também igual a zero, o que significa
que o resultado V; é considerado impossivel. Intuitivamente, nenhum ntmero finito de
execucgoes do experimento poderia nos dar certeza de que o evento V; nao pode ocorrer.
Se N fosse grande, um valor igual a zero para K; significaria que o resultado V; é, se nao
impossivel, pelo menos muito improvavel. Porém, sendo N pequeno, como por exemplo
N =1, considerar que #; = 0 nao faz qualquer sentido.

Uma excecao ao problema acima ¢ quando estamos estimando nao a probabilidade
de que uma nova execucao do experimento resulte no valor V;, mas sim a probabilidade
de que escolhendo ao acaso uma das execugoes do experimento ja realizadas encontremos
um resultado igual a V;. Nesse caso, K; = 0 realmente torna impossivel que venhamos a
encontrar o valor V; e a abordagem de maxima verossimilhanca nos dé precisamente esse
resultado.

E f4cil perceber que usando maxima verossimilhanca, os resultados obtidos para pre-
visoes dentro do conjunto de dados original (que chamaremos de conjunto de treinamento)
sao exatos. O ajuste da abordagem de maxima verossimilhanca a amostra é portanto
completo. Como ja vimos, através do exemplo em que K; = 0, estimar probabilidades
de forma a refletir exatamente as observacoes presentes na amostra pode levar a resulta-
dos irrealistas para novas execucoes do experimento. Esse ajuste excessivo é chamado de
super-ajuste.

Mitchell [59] fornece uma defini¢ao formal para super-ajuste que é amplamente adotada
na literatura [48, 25, 62, 31, 55].

Definicao 2.1 Dado um espacgo de hipoteses H, diz-se que a hipdtese h € H estd come-
tendo super-ajuste ao conjunto de treinamento se existir uma hipdtese h' pertencente a
H tal que h tem erro menor que h' sobre os exemplos de treinamento e h' tem um erro
menor que h sobre a distribui¢ao completa de instancias [59].

O conjunto de treinamento referido na definicao 2.1 é simplesmente a amostra de
experimentos cujos resultados sao conhecidos.
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Uma definicao menos formal, porém bastante popular é a que diz que super-ajuste é
o efeito do ajuste de um modelo estatistico que tem um nimero excessivo de parametros.
Esta defini¢ao consta, por exemplo, na Wikipedia [76]. Contudo, esta definigdo estabe-
leceria, em definitivo, a causa do problema que passaria a admitir uma tunica solugao: a
reducao do nimero de parametros. Por isso, neste trabalho, adotamos a definicao 2.1.

Quando um modelo probabilistico sofre de super-ajuste, ele resulta em probabilidades
pouco confidveis, no sentido de que seu desempenho, quando medido no conjunto de
treinamento, é excelente, mas quando medido sobre dados novos (a medida que de fato
interessa) é decepcionante.

2.1.2 Abordagem Bayesiana

Podemos estimar a probabilidade de que o resultado de uma nova execugao de um experi-
mento seja V; dadas as observacoes de N execucoes independentes do mesmo experimento
de forma Bayesiana. Sabemos que P(V;|K) = 6;, mas o vetor 6 é desconhecido. Assim,
devemos calcular a expectativa de 0; dadas as observagoes do experimento sintetizadas
pelo vetor K:

P(Vi|K) = BE(:|K) = / 0,P(0|)do. (2.2)

Para calcular E(6;|K) precisamos de uma func¢ao que fornega a distribuigdo de probabili-
dade de # dado K. Aplicando a regra de Bayes temos

P(K|0)P(0) _ P(K|0)P(0)
P(K) / P(K|0)P(0)d0

Sabemos que P(K0) segue a distribuigdo multinomial, assim, para encontrar E(6|K)

P(O|K) =

(2.3)

temos apenas dois problemas: o primeiro é a escolha de uma distribuigao P(0), visto que
esta ¢ desconhecida, o segundo ¢ a existéncia de solugao analitica para [ P(K|0)P(6)d6
e [6,P(6|K)db.

Sem que mais dados estejam disponiveis, o melhor que pode ser feito é escolher uma
distribuigao P(f) que coincida aproximadamente com o conhecimento de especialistas a
respeito da estrutura do problema e que ao mesmo tempo combine-se com a distribuicao
multinomial de forma a garantir a integrabilidade das funcgoes de interesse. Antes de
exibirmos uma familia de distribuicoes de probabilidade conveniente vamos introduzir
algum vocabulério.

Como P(#|K) é a distribuicao de probabilidade para 6 apés a observagao do vetor K,
ela é chamada de distribuigdo de probabilidade posterior para 6, enquanto que P(6) é
chamada de distribui¢do de probabilidade prévia para 6. Ao mesmo tempo, P(V;|K) =
E(6;]K) é chamada de probabilidade preditiva posterior para V; e P(V;) = E(6;) é cha-
mada de probabilidade preditiva prévia para V;.
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As Distribuicoes de Dirichlet

Uma distribuicao de probabilidade prévia muito conveniente para o problema que estamos
abordando ¢ uma Distribuigao de Dirichlet [38, 57, 30]:

M
Dirichlet(0,a) = 8 H 91%_17
i=1

onde o vetor & = ay,Qs,...,ay € o vetor de parametros da distribuicao e 3 é uma
constante tal que

M
ﬁ/H@f‘i‘ldQ =1, (2.4)
=1

como € necessario a uma distribuicao de probabilidade. Podemos encontrar o valor da
constante [ resolvendo a Equagao (2.4). Com isso, temos que uma distribuigdo de Diri-

M
i=1 a;—1
s He .
i=1
Uma distribuicao de Dirichlet é conveniente em primeiro lugar porque se
P(0) segue a distribuigdo Dirichlet(0, aq,as, ..., ay) e P(K|0) segue a distribuigao

chlet é dada por

P(0) = Dirichlet(0, a) =

Multinomial(Ky, Ka, ..., Ky, 0) entdo as integrais nas Equagoes (2.2) e (2.3) tém solucao
analitica e resultam em 0
E(9]|Ol) = Mj ) Vja (25)

o
i=1

P(Q|K) = DiTiChl@t(Q,Oél + Kl,(l/g + KQ, o, Qg + KM) (26)

Note que a distribuigdo P(f|K) ainda é uma distribuigdo de Dirichlet. Esse tltimo fato
evita que tenhamos que lidar com outra distribuicao de probabilidade possivelmente mais
complicada. Esta propriedade se torna mais importante se pretendermos atualizar uma
distribuicao de Dirichlet usando sucessivas observagoes de execugoes de experimentos cujos
resultados tém probabilidades que seguem a distribuicao multinomial, pois sempre nos
manteremos dentro da familia das distribui¢oes de Dirichlet.

Quando duas familias de distribuicoes de probabilidade, f e F, sao tais que se a
distribuigao de probabilidade dos dados (verossimilhanga dos dados) pertence a familia f
e um membro de F' é adotado como distribuicao de probabilidade prévia, a distribuicao
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de probabilidade posterior é também um membro de F, diz-se que F é conjugada de f. A
familia das distribuigoes de Dirichlet é conjugada da familia de distribui¢oes multinomiais.

Um caso particular da distribuicao multinomial é a distribuicao binomial que corres-
ponde ao caso onde o experimento tem apenas dois resultados possiveis. A distribuicao de
Dirichlet tem na distribuicao Beta seu caso particular conjugado a distribuicao binomial.

Uma distribuicao de Dirichlet é bastante flexivel. Variando os parametros «, nés
podemos tornar a distribuicao de Dirichlet consistente com quaisquer valores que acredi-
temos corresponder as probabilidades preditivas prévias de que o resultado da execugao
de um experimento seja Vi, V5, ...ou V). Se acreditamos que as probabilidades predi-
tivas prévias sao P(Vi), P(Va),..., P(Vas) podemos escolher os pardmetros de tal modo
que o; = S - P(V;) para todo i, onde S é uma constante positiva. Pela Equagao (2.5), a
esperanca de 6 correspondera exatamente ao vetor de probabilidades preditivas prévias
escolhidas.

Além disso, adotando uma distribuicao de probabilidade prévia de Dirichlet, a partir
de (2.5) e (2.6) temos que

Z Kz + Z a;
=1 =1

onde N=Y K;e N =" a,.

Os parametros da distribuicao de Dirichlet podem ser interpretados como pseudo
freqiiéncias em uma seqiiéncia de eventos hipoteticamente observada antes das execugoes
que levaram a obtencao do vetor de freqiiencias K. Esta interpretagao tem um apelo
intuitivo que facilita a construcao das distribuigoes de Dirichlet por especialistas. Den-
tro desta interpretagao, o valor N’ = 211\11 «; pode ser interpretado como o total de
pseudo execucoes do experimento e por isso esse valor é chamado de tamanho de amostra
equivalente (TAE).

Se tivermos confianca em que a distribuicao de probabilidade prévia esta préxima da
verdadeira distribuicao de probabilidade, podemos usar uma amostra equivalente grande.
Fazendo isso, obteremos probabilidades posteriores mais confiaveis, pois se N tender a
infinito os dados reais dominardo a Equacao (2.7) e as estimativas tenderao as proba-
bilidades reais (como ocorre na abordagem de méxima verossimilhanca), mas se N for
pequeno o conhecimento prévio prevalecera.

A adicao de exemplos a amostras pequenas leva a variacoes abruptas em estimativas
de maxima verossimilhanca. As estimativas Bayesianas variam de forma mais suave como
ocorreria com as estimativas de maxima verossimilhanca caso a amostra tivesse tamanho
igual a N + N’ ou seja um tamanho igual a soma dos tamanhos da amostra real e da
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pseudo amostra. Por esse motivo, a adocao de distribuicoes de probabilidade prévia é
considerada um mecanismo de suavizagao.

E freqiiente a situacao em que nada é sabido de antemao a respeito da distribuicao de
probabilidade. Nesse caso, costuma-se adotar distribuicoes de probabilidade prévias nao
informativas. Distribuicoes de probabilidade prévia nao informativas sao aquelas que tem
pouca influencia sobre a distribuicao de probabilidade posterior. No caso das distribui¢oes
de Dirichlet, faz sentido escolher um vetor de parametros o onde todos os parametros sao
iguais. Nesse caso, temos que

M
P(0) = Dirichlet(0,\, \,...,\) = [ H 0!
i=1

K;+ A
P(V;|K) = m (2.8)

A Equagao (2.8) é conhecida como lei de sucessao de Lidstone [54]. Um caso particular
importante ocorre quando A = 1. Nesse caso,

M
P(0) = Dirichlet(9,1,1,...,1) = ][ 67 = 8.
=1

Assim, P(6) passa a ser constante e portanto temos que a distribui¢ao uniforme é um caso
particular de distribuicao de Dirichlet. A adocao de distribuicoes de probabilidade prévia
uniformes foi originalmente proposta por Laplace [52] e resulta na seguinte férmula para
a probabilidade preditiva posterior:

Kj+1
PVIK) = 557 (2.9)

Esta formula é conhecida como lei de sucessao de Laplace. Ela foi posteriormente gene-

ralizada por Lidstone, o que resultou na Equacao (2.8).

Adotar uma distribuicao de Dirichlet com todos os parametros iguais a uma constante
nao é o suficiente para considerd-la nao informativa. Esta condicao é suficiente para
evitar desvios em direcao a qualquer dos resultados, porém ela introduz uma tendéncia
em direcao a crenga de que os resultados sao todos igualmente provaveis. Se o tamanho da
amostra equivalente for grande, isso impedira que a distribuicao de probabilidade posterior
se ajuste adequadamente aos dados. Por isso, distribui¢oes de Dirichlet nao informativas
sempre tém tamanhos de amostra equivalente pequenos.

O uso de distribuicoes de probabilidade prévia nao informativas é adequado apenas
quando a amostra real ainda é relativamente grande. Se a amostra for pequena ao ponto
de tornar a distribuicao de probabilidade prévia decisiva, entao é melhor procurar uma
distribui¢ao de probabilidade prévia informativa [38]. Uma forma conseguir isso é usar
um modelo Bayesiano hierarquico.
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2.2 Estimando probabilidades usando uma amostra
hierarquica

Como motivacao para o uso de modelos hierarquicos, suponhamos que um certo fenomeno
ja tenha sido observado em L regioes distintas Ry, Rs, ..., R e que o nimero de casos
observados nestas regioes sejam respectivamente Ny, No, ..., N;. Suponhamos ainda, que
o fenomeno tenha M resultados possiveis Vi, Vs, ..., Vi e que o nimero de observagoes
de cada resultado V; em cada regiao R;, seja Kj; e esteja disponivel em uma matriz K.
Respostas para duas questoes sao desejadas:

Questao 2.1 Se o fenomeno € observado mais uma vez na regiao Ry, qual a probabilidade
de que o resultado seja V;?

Questao 2.2 Se o fenomeno € observado em uma nova regiago, qual a probabilidade de
que o resultado seja V;?

A segunda pergunta pode ser vista como um caso particular da primeira. A nova
regiao é apenas uma regiao onde o nimero de observagoes anteriores do fenomeno é zero.

Podemos representar a probabilidade de que o resultado da observacao do fenomeno
na regiao Ry seja V;, por #p;. Assim, como ocorreu na Secao 2.1.2, tentaremos encontrar
uma distribuigdo P(0|K) (onde 6 é uma matriz bidimensional e ndo mais um vetor) e
calcular E(60;|K) por integracao.

2.2.1 Modelos planos

Uma forma simples de obter uma distribuigao para P(0|K) é aplicar o modelo descrito
na Secao 2.1.2 tratando os fenomenos em regides distintas como fenomenos distintos
e adotando distribuicoes de probabilidade prévia independentes para cada regiao. A
Equacao (2.7) nos leva imediatamente a

Kyj + ang _ K+ oy

P(V;‘Kh) = Nh—l-N, ’
h

— (2.10)

M
E K + Qipi
i=1 i=1

onde K} é o vetor de freqiiéncias para regiao R;. Note que as observacoes do fenomeno
em uma regiao I; em nada influéncia as probabilidades estimadas para uma regiao R;,
onde j # i. Por simplicidade, exibimos apenas a equacao que calcula as probabilidades
preditivas posteriores. A equacao que exibe a distribuicao de probabilidade posterior,
P(0,|K}), pode ser deduzida a partir da Equagao (2.6).
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Se para toda Rj, N, for suficientemente grande, esta estratégia funcionara muito
bem para responder a Questao 2.1. As distribuicoes de probabilidade prévia terao pouca
relevancia e as observagoes do fenomeno em uma regiao especifica sob suas condi¢oes
especificas dominarao as estimativas. Por outro lado, se tivermos amostras pequenas em
cada regiao, teremos probabilidade pouco confiaveis. Uma situacao extrema ocorre na
tentativa de responder a Questao 2.2. Nesse caso, N, = 0 e a probabilidade preditiva
posterior torna-se igual a probabilidade preditiva prévia, um valor com pouca ou nenhuma
conexao com a realidade caso tenhamos usado distribui¢oes de probabilidade prévia nao
informativas.

E possivel que, ainda que o nimero de observagoes do fendomeno em cada regiao seja
pequeno, o numero total de observacoes seja razoavelmente grande. Podemos ignorar a
existéncia de regioes e aplicar Equagao (2.7) a populagao global. Definindo que N9 =
25:1 N, e que K] = 25:1 K},; temos

(2.11)

A Equacgao (2.11) reflete o fato de que néo estamos falando de fenomenos distintos
e que as observacoes em uma regiao devem afetar as demais. Outro efeito positivo é
o fato de que novas regioes nao sao qualquer problema, ja que a regioes sao ignoradas.
Por outro lado, perdemos a capacidade de fazer distingoes entre as regioes e considerar
suas condigoes especificas. Mesmo que iniimeras observagoes fendomeno em uma regiao Ry,
indiquem com clareza que um resultado V; é muito mais provavel em R, que em outras
regioes, nosso modelo nao refletird isso.

O uso da Equacgao (2.10), em conjunto com a adogao de distribuigdes de probabi-
lidade prévia independentes, trata as manifestagoes do fendomeno em cada regiao como
populagoes totalmente independentes. Ja a Equacao (2.11) coloca todas as manifestagoes
do fendomeno em uma tnica populacao homogénea. Na verdade, temos uma grande po-
pulacgao dividida em populacoes menores, formando uma hierarquia de populacoes. Assim,
o uso das Equagoes (2.10) e (2.11) em conjunto com distribuigoes de probabilidade prévia
nao informativas ignoram a natureza hierarquica do problema. Elas correspondem a mo-
delagens chamadas de nao hierarquicas ou planas.

2.2.2 Modelos hierarquicos empiricos

Gelman et al. [38] afirmam que modelar dados hierdrquicos de forma nao hierarquica leva
a resultados pobres. Com poucos parametros esses modelos nao conseguem se ajustar
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adequadamente aos dados. Com muitos parametros eles se ajustam bem aos dados exis-
tentes, mas fazem previsoes inferiores para dados novos. Claramente o que esta sendo
dito é que os modelos planos tendem a sofrer problemas de super-ajuste.

Em conjunto com distribuicoes de probabilidade prévia nao informativas, as
Equagoes (2.10) e (2.11) correspondem respectivamente a um modelo com muitos e a
outro com poucos parametros. Com a primeira, assumimos distribuicoes de probabili-
dades distintas (regidas por conjuntos de parametros distintos) em cada regidao. Com a
segunda assumimos uma unica distribuicao de probabilidades para todas as regioes.

Podemos construir um modelo que reflita a hierarquia do problema considerando que
em cada regiao a distribuicao de probabilidade posterior é distinta, mas manter a conexao
entre elas assumindo que todas as regioes tem a mesma distribuicao de probabilidade
prévia. Determinada uma distribuicao de probabilidade prévia que reflita a populacao
global, podemos seguir usando a Equagao (2.10) para calcular probabilidades preditivas
posteriores para cada regiao.

Uma forma de construir uma distribuicao de probabilidade prévia que reflita a po-
pulagao global é usar a Equagao (2.11) para, partindo de uma distribui¢do de probabi-
lidade prévia nao informativa, calcular probabilidades preditivas posteriores para a po-
pulagao global e adota-las como probabilidades preditivas prévias para as subpopulagoes.
Pode-se entao adotar distribuigoes de probabilidade prévia informativas para as subpo-
pulagoes que sejam consistentes com tais probabilidades preditivas prévias. Como vimos
na Secao 2.1.2 é facil construir uma distribuicao de Dirichlet consistente com qualquer con-
junto de probabilidades preditivas. No presente caso, basta definir que oy; = S - P(V;|KY)
para todo 7, onde S é uma constante positiva. Isso nos leva imediatamente a

_ Ky +5- P(V;|KY)

P(V;| ) = e (2.12)

Note que como Y ", P(V;|KY) = 1, a constante S torna-se exatamente o tamanho da
amostra equivalente. Esta estratégia é abordada em [21, 13, 35].

Observe que com a Equagao (2.12), as grandes subpopulagdes tém o calculo de suas
probabilidades preditivas posteriores dominado por Kj;/Nj. Jé nas subpopulagoes pe-
quenas é P(V;|K9) quem domina e quando N, = 0 (novas regides), as probabilidades
preditivas posteriores tornam-se iguais as probabilidades preditivas prévias. Com isso,
¢ possivel capturar caracteristicas especificas de uma regiao se houver dados suficientes
para tal, sem produzir probabilidades tao pouco confidveis no caso em que os dados sao
escassos ol mesmo ausentes.

Gelman et al. [38] apresentam outro modelo hierdrquico. As proporgoes IS(VM) =
Kpi/Ny, sao calculadas para todas as subpopulagdes, assim como a média e o desvio
padrao para estas proporc¢oes. A seguir é construida uma distribuicao de probabilidade
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prévia de Dirichlet (que no caso apresentado é uma distribuicao Beta) coerente com a
média e o desvio padrao das proporcoes.

Ambos os modelos hierarquicos referidos nesta secao operam em duas etapas. Em
primeiro lugar definem distribuicoes de probabilidade prévia para as subpopulagoes que
refletem a populacao global e entao utilizam os dados a respeito de cada uma delas para
obter distribui¢oes de probabilidade posteriores. Esses modelos sao chamado em [38] de
modelos empiricos e sdo conhecidos na literatura pelo nome de empirical bayes [12]. Eles
partem da intuicao de que os resultados obtidos para o populacao global sao bons pontos
de partida para a analise das subpopulagoes sem usar um modelo matematico completo
(embora em [21] encontremos justificativas matemadticas para a ado¢ao das probabilidades
incondicionais como probabilidades prévias para as probabilidades condicionais).

2.2.3 Um modelo Bayesiano completo

Além do modelo empirico, em [38], é apresentado um modelo hierdrquico que permite a
determinacao das distribuigoes de probabilidade posteriores considerando todas as subpo-
pulagoes e a populagao global de uma s6 vez. Esse modelo é chamado em [38] de modelo
Bayesiano hierarquico completo. Ele é utilizado em vérios trabalhos [4, 74, 3] e é mais
conhecido como hierarchical Bayes.

O modelo apresentado em [38] é genérico, podendo ser aplicado a varidveis continuas
ou discretas. Aqui nos concentraremos no caso em que os dados sao representados por
variaveis discretas.

Com o modelo Bayesiano completo, ao invés de fixar os parametros «, assumimos uma
distribuicao de probabilidade para eles. A distribuicao de probabilidade conjunta para
todas as variaveis no modelo pode ser escrita como

P(K,0,a) = P(K|0) - P(0]a) - P(a), (2.13)

onde # corresponde a uma matriz onde 6, é o vetor de probabilidades para os resultados
Vi, Vo, ..., Vs na regiao Ry, K é uma matriz onde K} é o vetor que contém nimero de
observagoes dos resultados Vi, Vs, ..., Vs na regiao Ry e a é o vetor de parametros da
distribuicao de probabilidade prévia de Dirichlet comum a todas as subpopulagoes.

Nosso objetivo é calcular P(V;| K, h) para cada regiao Ry, e cada resultado possivel V;.
Isso equivale a calcular E(6;|K) para todo h e todo i. Podemos fazer isso por integragao
se soubermos a distribuigao para P(6, «|K). Aplicando a regra de Bayes a Equacao (2.13)
temos

P(0,a|K) < P(K|0) - P(0|a) - P(«).

Observando que o vetor K depende apenas do vetor #;, quando esse é conhecido e que
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cada vetor 0, independe dos demais vetores #, quando « é conhecido, temos

P(0,0|K) o P(a) [ [ P(E4|61) - P(61cx).
h=1

Assim,

L
E(0] ) o / / i P(a) [] P - P(Bulo)d0da

h=1
Em geral, é mais facil ndo resolver a integral acima diretamente. Em [38] consta uma
estratégia para determinagao da expressao analitica de P(«|K) que pode depois ser usada
para calcular P(0|a, K). A estratégia nem sempre funciona, pois ainda restam integrais
cuja solugao analitica pode nao ser conhecida. Nesta situagao sao utilizados métodos
numeéricos que estao fora do escopo desta tese.

Em [38], P(«), a distribuigdo de probabilidade prévia para o nivel mais alto na hie-
rarquia, ¢ descrita como pouco importante. Isso decorre da suposicao de que a populacao
global é sempre grande o suficiente para domina-la. No entanto, se tentarmos construir
uma hierarquia com miultiplos niveis, podemos facilmente encontrar populacoes que, em-
bora tenham subdivisoes, sejam pequenas. Nesse caso, P(«) ganha relevancia.

2.3 O problema de classificacao de padroes

Antes de descrever um problema de classificacao de padroes, precisamos de algumas de-
finigoes:

Definicao 2.2 Um classificador é uma fun¢ao que recebe como entrada uma instancia e
devolve o rotulo da classe a qual a instancia pertence.

Definigao 2.3 Um problema de classificacao' [27, 59] € o problema de dado um conjunto
de treinamento, D, de pares, (y,c), onde y; € a t-ésima instincia no conjunto de trei-
namento e ¢; € o rotulo indicando a classe a qual y; pertence, aprender um classificador.

As instancias podem ser registros, documentos, imagens, etc. Porém, freqlientemente
as instancias sao representadas por vetores de valores de atributos que sao chamados de
padroes. Esses vetores podem corresponder a representacao original das instancias ou
ter sido obtidos por um extrator de atributos aplicado em uma fase anterior a fase de
classificagao [28].

LEm toda esta tese, nos referimos apenas a problemas de classificacio supervisionada. Para ler sobre
classificacao ndao supervisionada veja por exemplo [28].
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Em alguns problemas, os valores para todos os atributos considerados estao disponiveis
para todas as instancias enquanto em outros algumas instancias podem ter valores faltan-
tes. Nesta tese, lidamos apenas com problemas onde todos os atributos estao definidos
para todas as instancias, mas pela forma com que abordamos o problema no capitulo 3
adotamos a definicao para padroes utilizada em problemas onde pode haver valores fal-
tantes.

Defini¢ao 2.4 Um padrdo é um conjunto de pares da forma (Atributo = Valor), onde
cada atributo pode aparecer no mdximo uma vez.

Definicao 2.5 Um problema de classificagdo de padroes € um problema de classificacdo
onde as instancias sao representadas por padroes.

Como a classificacao perfeita é freqiientemente impossivel, convém reinterpretar um
classificador como sendo uma funcao que determina a probabilidade de pertinéncia de uma
nova instancia a cada uma das classes possiveis [28]. Esta reinterpretacao corresponde
justamente a maneira Bayesiana de lidar com a classificacao de padroes.

Determinadas as probabilidades de pertinéncia de uma nova instancia, x, a cada classe,
a forma mais simples de fazer a classificacao propriamente dita é atribuir a instancia a
classe que corresponder a maior probabilidade calculada:

C = argmax P(c,|x).

No entanto, é possivel que errar a classificacao em um determinado sentido implique em
custos maiores que em outro sentido. Por exemplo, classificar um paciente portador de
uma doenga altamente contagiosa como nao doente tem um custo mais alto que classificar
um paciente sao como doente. Assim, é comum a existéncia de uma matriz de custos de
dimensoes M, x M., onde M, é o nimero de classes no problema, informando o custo de
classificar uma instancia pertencente a classe ¢; como pertencente a classe ¢;. A partir
desta matriz, a instancia pode ser atribuida a classe que minimize a expectativa de custo:

C = arg min Z Custo(j,1) - P(Cj|$),
LVt

onde Custo(j,i) é o custo incorrido ao atribuir uma instancia pertencente a classe ¢; a
classe c;.

Em outras situagoes, pode ter sido pré-determinada a quantidade de instancias
atribuidas a uma certa classe. Por exemplo, pode-se estar escolhendo quem deve ser
visitado por um vendedor que s6 é capaz de visitar 10% dos potenciais clientes. Nesse
caso, as probabilidades sao utilizadas para formacao de um ranking entre clientes. Os
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10% com maior probabilidade de adquirir o produto sdo entao classificados como a visi-
tar, enquanto que os demais sao classificados com a nao visitar.

E facil ver que se calcularmos P(c,|z) para todo r de forma correta, seremos capazes
de fazer as melhores classificacoes possiveis em cada um dos contextos descritos acima.
Entretanto, mesmo que nossas estimativas para P(c,|r) ndo sejam muito proximas dos
verdadeiros valores para estas probabilidades, sob certas condigoes, as classificagoes serao
Otimas.

Condicao de Otimalidade 2.1 Se atribuimos uma instancia a classe de maior proba-
bilidade estimada, nossa atribuicao serd otima se houver uma coincidéncia entre classe
correspondente a maior estimativa e a classe com maior probabilidade real de ser a classe
correta.

Isso pode ocorrer ainda que as probabilidades reais e estimadas sejam bastante distin-
tas.

Condigao de Otimalidade 2.2 Se atribuimos uma instancia a classe de menor custo
esperado, nossa atribuicao serd otima se houver uma coincidéncia entre classe correspon-
dente a menor expectativa de custo estimada e a classe com menor expectativa de custo
real.

Condicao de Otimalidade 2.3 Se a classificacao depende essencialmente de um ran-
king ela serd otima se

P'(e|ly) > P'(c,|2) = Plerly) > Ple|z),

onde P'(c.ly) e P'(c,|z) representam estimativas enquanto P(c,|y) e P(c.|z) representam

as probabilidades reais®.

Esta implicagao pode ser valida ainda que as estimativas sejam bastante diferentes
dos valores reais.

E possivel aplicar a técnica de aprendizado de probabilidades a partir de exemplos
descrita na Secao 2.1 ao problema de classificacao de padroes de forma direta. Desejamos
calcular P(c,.|z) para todo r, onde ¢, é uma classe e x é uma instancia representada por
um padrao w.

Podemos assumir que, dentro do conjunto de instancias de treinamento representadas
por w, a variavel C' segue uma distribuicdo multinomial que independe das instancias

2Em geral ndo distinguimos a representacdo das estimativas da representacdo das probabilidades re-
ais sendo ambas representadas por P(.), pois, quase sempre, o contexto deiza claro o que estd sendo
representado. Nas situagoes onde poderia haver confusio, representamos as estimativas por P'(.).
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representadas por padroes diferentes de w. Adotando uma distribuigao de probabilidade
prévia de Dirichlet nao informativa podemos aplicar diretamente a Equagao (2.8):

Npw + A
P(cr|w) = N (2.14)

onde N, é o nimero de instancias de treinamento representadas exatamente pelo padrao
w, N, € o nimero de instancias de treinamento representadas pelo padrao w cuja classe
correta é c,., A é uma constante de suavizacao e M é o nimero de classes.

Se a quantidade de instancias de treinamento representadas por w fosse suficientemente
grande, esta estratégia funcionaria bem. No entanto, o niimero total de padroes possiveis,
considerando apenas os padroes onde todos os atributos estao definidos, é dado por

L
1111
j=1

onde L ¢ o nimero de atributos no problema e || X}|| é o nimero de valores possiveis para
0 j-ésimo atributo. Se houver, por exemplo, sete atributos no problema, cada um deles
com vinte valores possiveis, teremos mais de 10° padroes. E impossivel esperar que todos
os padroes estejam bem representados na maior parte dos conjuntos de treinamento reais.
Na verdade, é mais provavel que a maior parte dos padroes possiveis nao corresponda
exatamente a nenhuma instancia no conjunto de treinamento. Assim, estariamos lidando
com amostras muito pequenas ou mesmo vazias, o0 que como ja vimos comprometeria a
confiabilidade das probabilidades estimadas. A situagao torna-se ainda mais grave quando
os atributos tem alta cardinalidade.

Aplicar um modelo hierarquico de dois niveis como os apresentados na Secao 2.2
diretamente a um problema de classificacao com varios atributos seria apenas ligeiramente
melhor que usar um modelo plano, e fazer isso nao é comum na literatura. Por outro lado,
como veremos na Sec¢ao 2.6.1, um modelo hierarquico empirico apresentado na Secao 2.2
costuma ser usado na tarefa de preencher tabelas de probabilidades condicionais de redes
Bayesianas levando ao que chamamos de estimativa quase direta.

2.4 Recorrendo a suposicoes de independéncia

Para classificar uma instancia z, precisamos calcular P(c,|x) para todo r. Pelo teorema

de Bayes,

P(zle,)P(c)
P(x)

Quebrando a instancia x em seus atributos,

P(c.|z) = x P(z|e.)P(c,).

P<CT|‘T) X P<X1 = beQ = T2, .. 7Xl = 'TL’CT)P(CT)7
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onde L ¢ o numero total de atributos, X; ¢ o j-ésimo atributo no problema e z; ¢ o
valor assumido pelo j-ésimo atributo na instancia x. Se supusermos que cada atributo é
independente dos demais dada a classe teremos que

L
P(c,|z) o Ple,) [ ] Plajler), (2.15)
j=1
onde por simplicidade representamos X; = x; apenas por ;.

Esta suposicao é a caracteristica essencial do mais simples e mais difundido entre os
métodos de classificacao Bayesianos: o naive Bayes [27]. Usando o naive Bayes nao
precisamos mais estimar a probabilidade da classe considerando todos os atributos ao
mesmo tempo. Com isso, nao precisamos nos preocupar com o grande ntimero de padroes
possiveis e o pequeno numero de exemplos de treinamento representando cada padrao.
Precisamos apenas estimar P(z;|c,), para todo j e todo r. A partir destas estimativas, a
Equacao (2.15) fornecerd P(c,|x) que é nosso objetivo .

Podemos estimar P(z;|c,) usando o mecanismo Bayesiano descrito na Secao 2.1. Ainda
que tenhamos atributos com alta cardinalidade, podendo assumir, por exemplo, 1000 va-
lores distintos, um conjunto de treinamento de tamanho razoavel, contendo, por exemplo,
100000 instancias de treinamento, é perfeitamente suficiente para a obtencao de boas
estimativas.

Entretanto, seria um erro assumir que o tamanho de um conjunto de treinamento
tipico € suficiente para que possamos dispensar o uso de distribuicoes de probabilidade
prévia e estimar P(z;|c,) usando maxima verossimilhanca. Para percebermos isso, basta
observar o que ocorreria se o valor de um dos atributos na instancia sendo classificada
(digamos ;) nao tiver ocorrido no conjunto de treinamento nem uma vez.

Usando méxima verossimilhanca, estimariamos que P(z;|c,) = 0. Isso levaria todo o
lado direito da Equagao (2.15) a tornar-se igual a zero. A influéncia de todos os demais
atributos seria perdida e nao seria possivel fazer a classificagao, visto que P(c,|x) seria
igual a zero para todas as classes. Ao mesmo tempo, se x; ocorresse em uma unica
instancia de treinamento, a nova instancia, x, seria sempre classificada na classe onde
x; tivesse sido observado em sua tnica aparicao no conjunto de treinamento. Os demais
atributos perderiam qualquer influéncia, o que nao é desejavel. Em geral, valores raros
levariam a variacoes abruptas e indevidas nos resultados do naive Bayes.

Para evitar esses problemas, o naive Bayes é sempre acompanhado de algum meca-
nismo de suavizacao. No caso mais comum, ao invés de

N
Plzjle,) =

onde N, representa o numero de instancias de treinamento cuja classificacao ¢ ¢, e Nj,

representa o numero de instancias treinamento cuja classificacao é ¢, e cujo valor do
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j-ésimo atributo ¢ igual a z;, temos

Plajle) = 553

onde M ¢ o ntiimero de valores possiveis para o atributo X;. Esse mecanismo de suavizacao
é chamado de Laplace smoothing e corresponde diretamente a lei de sucessao de Laplace
(Equagao (2.9)), que, por sua vez, decorre da adogao de uma distribuigao de probabilidade
prévia uniforme.

Esse mecanismo de suavizacao é tao popular que é o unico disponivel para o naive
Bayes em uma ferramenta de aprendizado de méquina tao difundida quanto o Weka [77]
em sua versao 3.4.2. O Lidstone smoothing, a simples generalizacao apresentada na
Equacao (2.8), é também comum e com a sele¢ao experimental do tamanho da amostra
equivalente pode apresentar um desempenho superior.

O naive Bayes em conjunto com os mecanismos de suavizacao tem poucos problemas
com super-ajuste, mas uma deficiéncia 6bvia: a suposicao de independéncia entre todos os
atributos dada a classe é falsa em praticamente todos os problemas de interesse pratico.
Esta falsa suposicao é a razao para o nome pejorativo do naive Bayes.

Em uma primeira analise, poderiamos esperar que o desempenho pratico do naive
Bayes em problemas de classificagao fosse bastante insatisfatério, mas nao é o que se ve-
rifica. O naive Bayes tem desempenho competitivo com os melhores métodos disponiveis
em vérios dominios de classificagdo de padroes e de texto [26, 66, 59, 34].

Domingos e Pazzani [26] demonstram o fato de que a Condigao de Otimalidade 2.1 é
sempre verificada para as estimativas produzidas pelo naive Bayes em alguns contextos
(aprendizado de conjungoes e disjungoes) onde a suposicao de independéncia é violada.
Assim, sabemos que, quando a tarefa em questao é a de atribuir instancias a classes mini-
mizando a quantidade absoluta de erros, o naive Bayes pode até ser 6timo em problemas
de classificacao onde sua suposicao basica é falsa.

Isso nao significa que suas estimativas de probabilidades sejam proximas das probabi-
lidades reais.

As estimativas produzidas pelo naive Bayes sao descritas na literatura como sendo
extremas ou excessivamente confiantes [26, 79, 6]. Isso quer dizer que quando a probabi-
lidade real estd proxima de um a estimativa produzida pelo naive Bayes estd ainda mais
préoxima de um e quando a probabilidade real esta préoxima de zero a estimativa produzida
pelo naive Bayes esta ainda mais proxima de zero.

Um classificador que produz probabilidades extremas é um caso particular de classi-
ficador mal balanceado. Um classificador bem balanceado é aquele cujas estimativas de
probabilidade tendem as probabilidades empiricas quando o niimero de previsoes tende a
infinito [60].
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Esse problema pode ser atenuado através de mecanismos de balanceamento. Esses
mecanismos tentar encontrar uma funcao monotonica que mapeie as probabilidades nao
balanceadas (normalmente a saida de algum método de classificagao), em estimativas de
probabilidade aproximadamente balanceadas [6, 79, 78, 65].

Se a deficiéncia essencial de uma estimativa feita pelo naive Bayes é a de ser extrema
é possivel que ele também tenha um bom desempenho quando a classificacao depende
apenas de um ranking e nao das estimativas em si. Esse bom desempenho é verificado
experimentalmente por Zhang e Suem [80] que também apresentam condi¢oes dentro das
quais a Condicao de Otimalidade 2.3 sempre se verifica, apesar da violagao da suposicao
de independéncia.

Rish et al. [66], demonstram experimentalmente que o desempenho do naive Bayes é,
em geral, melhor quando as dependéncias entre os atributos sao fracas, o que é esperado
dada sua suposicao essencial. No mesmo trabalho também mostram que quando as de-
pendéncias sao muito fortes o desempenho do naive Bayes também é muito bom, o que é
inesperado. O naive Bayes apresenta um desempenho pior quando o grau de dependéncia
entre os atributos estd em niveis intermediarios.

Tudo isso nao significa que nao seja possivel obter ganhos de desempenho relaxando
a forte suposicao de independéncia do naive Bayes. Esse relaxamento é geralmente con-
seguido pela aplicacao de redes Bayesianas, assunto da Secao 2.6.

Antes de discutirmos quais sao nossas perdas ao assumir independéncia entre os atri-
butos, vamos descrever o conceito mais genérico de modelo de interacao linear ou de nao
interacao.

2.5 Modelos de interacao linear ou de nao interacao

Até o momento, associamos atributos a classes de forma estatistica sem discutir a natureza
das relagoes causais entre eles. Para apresentar alguns outros modelos probabilisticos,
convém interpretar os atributos como causas da classe ou como efeitos desta. Nosso
objetivo aqui ¢é avaliar a forma com que a presenca de uma causa influencia ou deixa de
influenciar o efeito de outras causas sobre a variavel alvo. Modelos causais, ou modelos
de interacao sao discutidos por exemplo em [64, 63, 75].

Se um conjunto de variaveis X, X, ..., X; representa um conjunto de causas e uma
variavel F representa o efeito destas causas, diz-se que as causas nao interagem se o efeito
de cada uma delas for separavel, ou seja, se uma variacao na variavel X; provocar uma
mesma variagao na variavel F independentemente do valor de X, para todo j # i. Esta
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condicao se verifica se e somente se for possivel escrever

l
E=F(X),Xs,....X))=By+ Y B Fi(X;), (2.16)

=1

onde B é um vetor de coeficientes e F' é um vetor de fungoes que podem ser ou nao
lineares. Note que na Equagao (2.16) o efeito das causas é combinado de forma linear.
Assim, um modelo chamado de modelo de nao interacao é na verdade um modelo de
interacao linear.

Podemos ver a Equagao (2.15), a equacdo central do naive Bayes, como um caso
particular de modelo de nao interacao. Basta definir que

1. E =log P(c,|x);

2. By =0;

3. Bj=1Vj€l,...,L+1 ,onde L ¢ ontmero de atributos;
4. Fj(z;) =log P(xjlc,), Vjel,...,L;

5. Fj(z;) =log P(c,), j=0L+1;

Assim, ao utilizar o naive Bayes, é possivel interpretar os atributos e a probabilidade
prévia da classe, P(c,), como causas que combinadas linearmente determinam o logaritmo
da probabilidade posterior da classe P(c,|z). No entanto, como F;(X;) foi definida como
uma fungao de P(z,|c,),Vj e nao de P(c,|z;), Vj, a interpretagao mais comum na literatura
é a de que os atributos sao efeitos da classe.

Um outro modelo de nao interacdo causal importante é o noisy-OR [39, 63]. Esse
modelo é inspirado em uma porta OR da légica booleana. Se qualquer das causas esta
presente, entao o efeito deverd, a principio, ocorrer. E, no entanto, considerada a possi-
bilidade de que uma dada causa seja inibida ou falhe na tarefa de produzir o efeito.

Para cada varidvel causa, X, considera-se que existe um fator de inibicao I; que pode
estar ativo com probabilidade g; e que os fatores de inibicdo agem de forma (incondicio-
nalmente) independente. O noisy-OR define o efeito E, como uma fungao das varidveis
causa e das variaveis inibidoras:

E=\/(X;NI)), (2.17)

onde o valor da varidvel I; é considerado falso se I; esta ativa. Esta fungao possui algumas
propriedades atraentes como accountability [63], exception independence [63], associati-
vity [81], reverse independence [1], explaining away [19] e cumulativity [19]. Em [20] é
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demonstrado que as fungoes do tipo noisy-OR sao as unicas fungoes deterministicas que
satisfazem a todas estas propriedades.

Como conseqiiéncia da Equagao (2.17) e do fato de que a probabilidade de que a causa
X, nao seja inibida é p; =1 — g;:

P(E = Presente|Xy,..., X)) =1— H (1—p;). (2.18)

Vj| X j=Presente

As definigoes que exibem o moisy-OR como um caso particular de modelo de nao
interagdo podem ser vistas por exemplo em [75]. Nesse mesmo trabalho é descrito outro
modelo de nao interagao, o modelo logistico.

O noisy-OR foi definido originalmente para varidveis bindrias, mas existem extensoes
para varidveis multinomiais por exemplo em [69, 23]|. Ferreira [32] empregou outra ex-
tensao do noisy-OR na solucao de um problema de classificacao de padroes, onde a varidavel
que representa a classe é bindria (podendo assumir os valores positivo ou negativo), mas
os atributos sao multinomiais.

Ao invés de uma causa, que pode estar ausente ou presente, cada atributo passa a
representar um conjunto de causas mutuamente exclusivas, cada uma delas associada a
um valor possivel para o atributo. Cada uma destas causas tem probabilidade de nao
inibicao distinta definida por

o Nji,positivo
Dji = Nj' )
onde N;; é o nimero de instancias de treinamento onde o atributo X; assume seu i-ésimo
valor possivel € Nj; positivo € 0 nimero de instancias de treinamento onde o atributo X
assume seu i-ésimo valor possivel e a classe correta é positivo. Temos entao que

N; 0sitivo
P(positivo|lz) =1 — H (1 _ Jyjff—t> 7
i J

onde N;, ¢ o nimero de instancias de treinamento onde o atributo X; assume o mesmo
valor que o préprio atributo X; assume na instancia x sendo classificada e Ny positivo €
o nimero de instancias de treinamento onde o atributo X; assume o mesmo valor que o
préprio atributo X; assume na instancia x e a classe correta é positivo.

No problema de classificagao de padroes, a grande vantagem da utilizacao de um
modelo de nao interacao é que a probabilidade de que uma classe C, seja a classe correta
para uma nova instancia deixa de ser inferida a partir do conjunto de treinamento em
Hle |X;|| contextos diferentes, um para cada combinagdo de valores de atributos, onde

L ¢é o nimero de atributos no problema e [|.X;|| é o nimero de valores possiveis para o
L
Jj=1

j-ésimo atributo e passa a ser estimada em ) . | ||.X;|| contextos diferentes, um para cada

valor individual de um atributo.
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Nao discutimos ainda o preco que pagamos ao utilizar um modelo de interacao linear,
mas ele nao reserva qualquer surpresa: quando hé interagoes nao lineares entre os atri-
butos, elas nao sao refletidas pelos classificadores construidos a partir dos modelos de
interacao linear. Sempre que estas interagoes sao decisivas, os classificadores cometem
erros.

A despeito do sucesso do naive Bayes e do noisy-OR, existem contextos onde a repre-
sentacao nao linear de interagoes entre atributos é fundamental. Um exemplo clédssico é
a situacao onde existem dois atributos, o primeiro representando a presenca ou auséncia
de um &cido forte em uma composicao quimica. O segundo representa a presenca ou
auséncia de uma base forte na composicao e o efeito sendo avaliado é a corrosao causada
pela composicao em um objeto de testes. Se a composi¢ao nao contém nem acido nem
base ela é in6cua. Se contém ou acido ou base ela mostra um forte poder de corrosao.
Um modelo de interacao linear esperaria que a composi¢ao contendo as duas substancias
juntas fosse ainda mais corrosiva, quando na realidade ela corresponde a um sal inécuo.

O exemplo acima exibe uma interagao onde ocorre neutralizagao, mas as interagoes
podem produzir uma intensificacao inesperada dos efeitos, produzir um efeito na direcao
esperada porém com uma forca reduzida ou até mesmo causar um efeito inverso ao que
se esperaria pela andlise dos efeitos individuais.

2.6 Redes Bayesianas

Suponhamos que queremos representar a distribuicao de probabilidade conjunta das L
variaveis X1, Xo, ..., X, que compoem um dado problema. Pela regra da cadeia a distri-
buicao de probabilidade conjunta pode ser escrita como um produto de distribuicoes de
probabilidade condicionais onde a distribuicao de probabilidade de cada varidavel depende
de todas as suas antecessoras em uma ordem pré-especificada qualquer:

L
P(X = QTt) = P(Xl = $1t>X2 = T2ty - . - ,XL = ZL‘Lt) = HP(XJ = mjt|Antj = antjt),

j=1

onde X ¢é o conjunto de todas as variaveis no problema, z; ¢ uma instanciagao para X,
Ant; é o conjunto de todas as varidveis que antecedem X, na ordem pré-especificada e
ant;; é o conjunto de valores assumidos na instanciacao x; pelas varidveis presentes em

Suponhamos agora dispormos de um conjunto de declaragdes de independéncia con-
dicional I que nos permita afirmar que para todo j,

P(X] = l’jt|ATLtj = cmtjt) = P(X] = xjt|Hj = 7Tjt)7
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onde II; é um subconjunto de Ant;. Temos que

L
P($1t> Loty - - - 71'Lt> = H P(ffjt|7Tjt), (2-19)

j=1

onde passamos a representar X; = x;; apenas por zj; e II; = m;; apenas por 7.

Uma rede Bayesiana (BN) [63] é um grafo direcionado aciclico (DAG) anotado que
representa a distribui¢cdo de probabilidade conjunta expressa pela Equacao (2.19). No
grafo, cada né corresponde a uma variavel e existe uma aresta partindo do né X, e
chegando ao né X, se e somente se X, € Il,,. Ao mesmo tempo, se tal aresta existe diz-se

que X, é pai de X,,.

Figura 2.1: um exemplo de rede Bayesiana

Uma BN tenta representar o conjunto de declaracoes de independéncia /, mas nem
sempre isso é possivel. A rede representa um conjunto de declaragoes de independéncia
Ibn - I

O conjunto I, pode ser lido como: para todo j, a varidvel X, independe de todas
as variaveis que nao sao suas descendentes dados os seus pais. A partir destas, outras
relacoes de independéncia podem ser deduzidas.

Além das declaracoes de independéncia, uma rede Bayesiana, também representa uma
ordem parcial entre a variaveis do problema. Um mesmo conjunto de declaracoes de
independéncia pode ser representado por diferentes redes Bayesianas, cada uma delas
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correspondendo a uma ordem distinta. Na Figura 2.2, ambas as redes Bayesianas repre-
sentam o conjunto de declaragoes de independéncia I = {}.

Figura 2.2: duas redes Bayesianas representando o mesmo conjunto de independéncias

Por outro lado, a depender da ordem escolhida pode ser ou nao possivel representar

certas declaragoes de independéncia presentes no conjunto I.

Figura 2.3: duas redes Bayesianas tentando representar o mesmo conjunto de inde-
pendéncias

Ambas as redes Bayesianas na Figura 2.3 tentam representar o conjunto de declaragoes
de independéncia: I = {P(X3|X1, X3) = P(X3|X1)}. No primeiro caso, usando a ordem
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X1, X5, X3 0 conjunto I é plenamente representado. No segundo caso, a ado¢ao da ordem
X3, X5, X impediu a representacao da declaracao de independéncia. Note que nao é
possivel remover qualquer aresta em qualquer dos grafos apresentados na Figura 2.3, sob
pena de introduzir declaracoes de independéncia que nao estao presentes em 1I.

Mesmo que as mesmas declaracoes de independéncia possam ser representadas por
redes Bayesianas construidas a partir de diferentes ordenagoes entre varidveis, estas re-
des Bayesianas nao serao intuitivamente equivalentes. Em geral, interpreta-se que duas
variaveis conectadas por uma aresta em uma rede Bayesiana mantém uma relagao de
causalidade, onde a origem da aresta é a causa e o destino é o efeito.

Até o momento mostramos a relacao entre a estrutura da rede Bayesiana e a inde-
pendéncia entre variaveis, contudo isso nao é suficiente para representar a distribuicao de
probabilidade conjunta das 1ltimas. Como ja afirmamos uma rede Bayesiana é um grafo
aciclico anotado. A cada né X; estd associada uma funcao F; que fornece a distribuicao
de probabilidade condicional (CPD) para a variavel X; dada qualquer instanciagdo para
todas as varidveis pertencentes a Il;: F;(X;, I1;) = P(X;|1L;).

Uma rede Bayesiana pré-construida pode ser usada na solucao do problema de classi-
ficacao de padroes. Nesse caso, um dos nds da rede representa a classe enquanto que os
demais representam atributos explanatérios. Para fazer a classificagdo precisamos obter
a probabilidade da classe condicionada a todos os atributos. Aplicando a regra de Bayes,

P(X., Xy, Xo,...,X1)
P(Xy, Xs,..., X))

P(XC‘Xl,XQ,...,XL): OCP(XC,Xl,XQ,...,XL>,

assim, pela Equacao (2.19),

L
P(X X1, Xs, ..., Xp) o [[ P(X;10), (2.20)

Jj=0

onde consideramos que P(X,|II.) estd representada por P(X;|I1;) quando j = 0.

Como dispomos dos conjuntos II; para todo j e de funcoes F; que fornecem P(Xj;|IL;)
para todo j a aplicacao da Equacao (2.20) é trivial. Naturalmente o problema é a cons-
trucao da rede Bayesiana.

Supondo que todas as variaveis sejam discretas, como é sempre o caso nesta tese, as
fungoes F; passam a ser tabelas. Estas tabelas sao chamadas de tabelas de probabilidades
condicionais (CPTs). A CPT do né X; possui uma coluna para cada instanciacao de valor
possivel para X; e uma linha para cada instanciagao completa de valores possivel para II;.
As células sao preenchidas de tal modo que a célula Celj; contém P(X; = xj|1l; = ),
onde z;; ¢ a i-ésima instanciagao possivel para varidvel X; e 7j; ¢ a k-ésima instanciacao
completa possivel para o conjunto II;.
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Se temos um numero pequeno de varidveis, se cada varidavel X; pode assumir um
ntimero pequeno de valores e para todo j o nimero de elementos em II; é pequeno, entao
a rede Bayesiana podera ser construida por um especialista humano. Caso contrario, isso
precisa ser feito de forma automaética.

2.6.1 Preenchendo tabelas de probabilidades condicionais a par-
tir dos dados

Suponhamos que a estrutura, S, de uma rede Bayesiana seja dada e que disponhamos de
um conjunto de treinamento D de instancias da forma y; = Y1, Yor, - - -, Ynt, Onde t € 0
indice da instancia, para as quais conhecemos os valores de todas as variaveis. Desejamos
obter estimativas que preencham as tabelas de probabilidades condicionais de todos os
nos.

Podemos considerar que os valores, xji,Zj2,...,%m, que podem ser assumidos por
um né, X;, dada uma atribuicao de valores, 75, para os pais de X, s

j jo
S, seguem uma distribuicao multinomial que independe de qualquer outra parte de S e

na estrutura

independe das distribuigoes de X; dada qualquer outra atribuicao de valores para Hf :

Em geral, as tabelas de probabilidades condicionais sao estimadas adotando-se uma dis-

tribuicao de probabilidade prévia nao informativa de Dirichlet para os parametros de cada

multinomial. Aplicando a estratégia Bayesiana apresentada na Secao 2.1 temos
Njki + A

onde Nji; é o nimero de observacoes simultaneas de z;; e 7j; no conjunto de treinamento,

P(xji|min) = (2.21)

Nji, é¢ o nimero de observagoes de 7, A é uma constante de suavizacao e M; ¢ o nimero
de valores possiveis para Xj.

A Equagao (2.21) é a estratégia mais comum para estimar tabelas de probabilidades
condicionais sendo descrita por exemplo em [61, 68, 8]. Chamamos esta estratégia de
estimativa direta, estendendo ligeiramente o escopo da denominagao usada em [8], onde
apenas o caso em que A = 1 é chamado desta forma.

Uma pequena alteracao na Equagao (2.21) apresentada em [35] utiliza as probabili-
dades preditivas marginais P(X; = z;;), como probabilidades preditivas prévias para a
probabilidades condicionais P(X; = z;|II; = m;;) e a partir delas constréi uma distri-
buigao de probabilidade prévia de Dirichlet como foi descrito na Segao (2.2):
Njwi + 5 - P(X; = ;)

P(XJ = ZEjZ‘|Hj = ij) = Nk T S 9
J

(2.22)

onde P(X; = xj;) é estimada pela equagao

P(Xj = @j) =
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onde N é o numero total de instancias no conjunto de treinamento. Chamamos esse
mecanismo modificado de estimativa quase direta (ADE).

Se o numero de instanciagoes possiveis para Xj, para algum j, for muito grande, ao
usar a Equacao (2.21) ou a Equacao (2.22), teremos estimativas pouco confidveis para
as probabilidades. De fato, se a estrutura da nossa rede for andloga a da Figura 2.4,
teremos caido exatamente na mesma situacao em que estdvamos quando aplicamos a
estratégia para estimar probabilidades a partir de uma amostra apresentada na Segao 2.1
diretamente ao problema de classificagdo de padroes (Equagao (2.14))

Figura 2.4: rede causal direta

De uma forma geral, as estimativas de probabilidade tornam-se menos confiaveis a
medida em que pais adicionais sdo acrescidos [47]. Por isso, é comum limitar o nimero
de pais por no.

Uma abordagem extrema ¢ a de limitar o nimero de pais de um né a um, como ocorre
na Figura 2.5, que nada mais é que uma representacao do naive Bayes como uma rede

Figura 2.5: naive Bayes

Bayesiana.

E facil ver, pelas Equagoes (2.19) e (2.15), que uma rede Bayesiana com a estrutura
apresentada na Figura (2.5) é de fato equivalente ao naive Bayes e que esse é portanto um
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caso particular de Rede Bayesiana. Uma op¢ao menos extrema € a limitagao do niimero
de pais a dois [35, 47, 40].

Infelizmente limitar o nimero de pais para um né pode nos obrigar a codificar na
rede declaracoes de independéncia que na verdade nao existem. Estas declaracoes falsas
reduzem nossa capacidade de capturar interacoes nao lineares relevantes entre atributos.
Ling e Zhang [56] demonstram limita¢oes da capacidade de representagao de redes Baye-
sianas quando o nimero maximo de nés pais é limitado. Na pratica, a estrutura da rede
Bayesiana deve buscar um equilibrio entre a confiabilidade das estimativas e o tratamento
de todas as dependéncias desejadas.

Para reduzir os problemas com as estimativas pouco confidveis resultantes de CPTs
muito grandes podemos representar a CPD de um né dados seus pais usando um mo-
delo que empregue menos parametros. Modelos de néao interagao (Se¢ao 2.5) sdo a re-
comendacao de Pearl [63]. Outras alternativas sao tabelas default [37], drvores de de-
cisao [37, 10] e grafos de decisao [16, 44]. Uma breve descrigao destas trés dltimas técnicas
e uma analise de seu efeito sobre o problema de motivagao desta tese pode se encontrado
em [45].

2.6.2 Construindo uma estrutura de rede a partir dos dados

Suponhamos agora que a estrutura da rede Bayesiana também precise ser inferida a partir
do conjunto de treinamento. Podemos definir algum critério que avalie a qualidade de
uma possivel estrutura de rede frente ao conjunto de dados e procurar no espago (ou
em um subespago) das possiveis estruturas de rede aquela que o maximiza. Precisamos
portanto:

e escolher um critério de comparacao entre estruturas candidatas;

e escolher o espaco de busca (que pode ser o espago de todas as estruturas de rede
possiveis ou nao);

e cscolher um algoritmo de busca.

Critério de maxima verossimilhanca

Um critério simples para comparar estruturas de rede é o critério de méxima verossimi-
lhanga [33]. Esse critério determina que o modelo a ser adotado é aquele que maximiza a
verossimilhanga dos exemplos de treinamento. Se o modelo em questao é uma rede Baye-
siana, entao a BN a ser adotada, incluidos ai sua estrutura e seus parametros, é aquela
que que maximiza a verossimilhanca dos exemplos de treinamento.
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Assim, a estrutura S a ser adotada é aquela que, com a parametrizacdo de maxima
verossimilhanga, maximiza a verossimilhanga dos exemplos de treinamento. Como es-
ses exemplos sao considerados independentes uns dos outros dada a rede, temos que a
verossimilhanca dos dados é dada por

N N L

L™(S|D) = P(DI[S,0%) = [[ P(wlS.0%) = [ [[ P(wsilmsn. S.60%),

t=1 t=1 j=1

onde S ¢é a estrutura da rede Bayesiana, D ¢é o conjunto de treinamento, N é o ntimero
de instancias nesse conjunto, #° é o conjunto de tabelas de probabilidades condicionais
estimadas a partir de D assumindo que a estrutura da rede estd fixada em S. P(y|S, 0°)
é a estimativa para a probabilidade de que as variaveis do problema assumam exatamente
os valores correspondentes a t-ésima instancia de treinamento, ¥;, obtida pelo emprego
da rede Bayesiana definida pela estrutura S e pelo conjunto de tabelas de probabilidades
condicionais, 8%, e P(y;|m;:, S,0%) é a probabilidade de que o j-ésimo atributo assuma o
valor que assumiu na instancia y; dados os valores assumidos por seus pais em ;.

Em um processo de maximizacao, é comum que um produto seja transformado em
uma soma de logaritmos. Esta transformacao da origem a verossimilhanca logaritmica:

L
LL™(S|D) = log L™ (S|D) = ZZlogP yitlTji, S, 6%).

t=1 j=1

O conceito de verossimilhanga logaritmica é também importante por sua relagdo com o
minimo comprimento de descri¢ao (Sec¢ao 2.6.2).
A estrutura de maxima verossimilhanca S™ ¢é dada por

S™ = arg max L™(S|D) = arg max LL™(S|D).

O critério de maxima verossimilhanca captura bem o ajuste do modelo aos dados de
treinamento, mas carece de qualquer preocupacao com a confiabilidade das estimativas.
Redes Bayesianas com estruturas complexas, com varios pais por né e CPTs muito gran-
des, podem atribuir uma verossimilhanca muita alta aos dados de treinamento, mas ter
desempenho pobre diante de dados novos.

Minimo comprimento de descrigao

O critério denominado minimo comprimento de descrigao (MDL) [67, 49] é motivado por
uma analogia com a teoria da informacao e incorpora ao critério de maxima verossimi-
lhanca um custo para cada parametro requerido pela estrutura S.

Suponhamos que queremos armazenar o conjunto de dados de treinamento usando uma
representacao compacta. Podemos fazer isso usando mais bits para codificar valores mais
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raros e menos para representar valores freqiientes. Para tal, precisamos de um modelo
que forneca a probabilidade de cada valor no conjunto de dados.

Se usarmos uma rede Bayesiana como modelo, o total de bits necessario para armaze-
nar o conjunto de dados em formato compacto sera

N L
DLgata — Z Z 10g P(yjt|ﬂ—jt7 S; es)a

t=1 j=1

o que corresponde exatamente a negacao da verossimilhanga logaritmica.

Além de armazenar os dados, para que a descompressao seja possivel, é preciso arma-
zenar o modelo empregado na compressao. Esse modelo é compreendido pela estrutura
da rede e por seus parametros.

Para codificar o grafo direcionado aciclico que corresponde a estrutura da rede Bayesi-
ana, precisamos, para cada nd, armazenar o seu numero de pais e listar esses pais. Como
tanto o nimero de pais de um nod, quanto um indice indicando um pai sao limitados su-
periormente pelo nimero de nés na rede o numero total de bits requerido para codificar
o grafo direcionado aciclico é

L
DL = (1 + 1)) log L.

J=1

Para codificar os parametros presentes na CPT associada a um né X, precisamos, para
cada combinacao de valores possiveis para II;, armazenar a probabilidade de que X;
assuma cada um de seus possiveis valores com excecao do tultimo que é dado por 1 —
ZLE{"* P(zj;). Com isso temos que

L
DL =y " d - |[IL|(||1L]] - 1),
j=1

onde d é o numero de bits usado para representar cada probabilidade. Em [7, 42, 36,
34, 37] adota-se d = 1/2log N. Esse valor decorre do relagao entre o MDL e o Bayesian
information criterion (BIC) [70]. Um paralelo entre esses critérios esta disponivel em [51].
No presente trabalho também adotamos esse valor, o que nos da

L
arac, 1
DL = Z§I|Hj||(|lle| —1)log N.

j=1
A codificacao completa dos dados e do modelo requer um nimero de bits dados por

totalcpt data da, aracpt
DL = DLG"™ + DL + DL
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Redes Bayesianas complexas, com varios pais por né, ajustam-se bem aos dados levando

Lt porém elas precisam de CPTs grandes, cada uma delas

a um valor pequeno para D
com muitos parametros. Esses parametros levam a um valor alto para D LPe" Pt

O minimo comprimento de descri¢ao propoe a selecao da estrutura que leve ao menor
valor para D L!otalert,

mdl __ : totalcpt
S = arg min DL

Com isso, o MDL representa um ponto de equilibrio entre o ajuste aos dados e a com-
plexidade do modelo empregado. Ele equivale a negagao da verossimilhanga logaritmica
acrescida de uma componente que pune estruturas complexas.

Bayestan score

O Bayesian score (BS) [43] é um critério popular para selecao de estruturas de redes
Bayesianas. O valor do Bayesian score de uma estrutura S é definido como sendo a
probabilidade posterior P(S|D). Pela regra de Bayes temos

BSs = P(S|D) x P(S)P(D|S).

Assim, precisamos empregar conhecimento do dominio para definir uma distribuicao pro-
babilidade prévia para as estruturas candidatas. Como esse conhecimento, freqiiente-
mente, ndo estd disponivel, é comum a ado¢ao de um valor constante para P(S).

P(D|S) é a verossimilhanca dos dados dada a estrutura da rede Bayesiana, o que
nao é o mesmo que a verossimilhanca dos dados dada a prépria rede Bayesiana, posto
que esta inclui a estrutura e os parametros armazenados nas tabelas de probabilidades
condicionais.

E correto assumir que os exemplos de treinamento sao independentes entre si dada
uma rede Bayesiana, mas nao podemos assumir o mesmo dada apenas a estrutura da rede,
pois os exemplos afetam nossas estimativas para os parametros, ainda desconhecidos, da
BN. Pela regra da cadeia uma instancia y; depende de todas as instancias y, onde r < t.

Assim,
N N
P(D|S) = [[ P(w|S, Do) = [ P(wlS. 65), (2.23)
t=1 t=1
onde D; é o conjunto que contém as instancias yy, ...,y e 07 é o conjunto de parametros

estimados a partir de D, e de uma distribuicao de probabilidade prévia para #° assumindo
que a estrutura da rede esta fixa em S.

Como ja dissemos na Secao 2.6.1, geralmente, a estimativa de Qj% ¢é feita supondo
uma distribuicao de probabilidade prévia de Dirichlet. Esta suposi¢ao da origem a um
importante caso particular de BS, o Bayesian Dirichlet score (BDS). O K2 [18] é um
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caso particular de BDS onde todos os parametros de todas as distribuigoes de Dirichlet
sao fixados em um, ou seja, todas as distribuicoes de Dirichlet sao na verdade uniformes.
Como ja dissemos, redes Bayesianas distintas podem codificar as mesmas suposicoes de
independéncia. Heckerman et al. [43], demonstram que, se os valores dos parametros das
distribuicoes de Dirichlet satisfizerem a restrigao,

Qi = N/ : P(xjia ij|Bc)> (224)

onde N’ é um tamanho de amostra equivalente e B. é qualquer rede Bayesiana com
estrutura completa (nenhuma aresta faltando), entdo para quaisquer duas estruturas
51,52, que sejam equivalentes (codifiquem as mesmas suposigoes de independéncia)
P(D|S;) = P(D|S2). O caso particular de BDS onde os parametros « satisfazem a
Equagao (2.24) é chamado de Bayesian Dirichlet likelihood equivalent score (BDES). Note
que o K2 nao é um BDES. O caso particular de BDES que atribui a mesma probabili-
dade a todos os estados possiveis para a rede é chamado de Bayesian Dirichlet likelihood
equivalent uniform score (BDEUS) [11]. O BDEUS é obtido submetendo os parametros
a do BDS a restricao:
N/

s 2.25
T (2:25)

Qjki =

Critério de maxima verossimilhanca em validacao cruzada do tipo leave one
out

O critério de maxima verossimilhanca em validacao cruzada do tipo leave one out (LLOO),
seleciona a estrutura S que maximiza a verossimilhanca do conjunto de treinamento ava-
liada em um processo de validacdo cruzada do tipo leave one out(LOO). Isso significa
que a verossimilhanca de um exemplo de treinamento y; é calculada usando a estrutura
candidata S e um conjunto de parametros que é estimado a partir do conjunto D — {y,},
onde D é o conjunto de treinamento:

LLOO(S|D) = [[ PwlS, D — {m}) = HH P(zji|m5, D — {u}).

Para estimar o conjunto de paradmetros (as probabilidades contidas pelas tabelas de
probabilidades condicionais), usa-se a técnica descrita na Se¢ao 2.6.1, com a diferenca de
que o conjunto de treinamento muda para cada instancia y; a ser avaliada:

NjDk;{yt} + )\

NLT AN,

Py(xjilmr) = (2.26)

D— . . - . .

onde N W} ¢ o niimero de observagoes simultaneas de z;; e m;;, no conjunto D — {y:} e
D— . . - .

Ny, W} ¢ 6 ntimero de observagoes de mj; no conjunto D — {y;}.
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Nao ¢ realmente preciso executar um processo de treinamento completo para cada
instancia. Podemos obter as freqiiéncias no conjunto de treinamento original D e usar a

relagoes:
D 5 _ .S.
NPl Njp —1 sem, =my;
3 N} caso contrario;
D s _ S .
NDAv} Njgi — 1 se my = 75 N ji = Xji;
gk N jDM caso contrario;

onde Wﬁ ¢ o conjunto de valores assumidos por II; na instancia y; e xj é o valor assumido
por X; na instancia ;.

Dois outros critérios difundidos para selecao de estruturas de rede nao tratados neste
trabalho sdo o Bayesian information criterion (BIC) [70] e o Akaike’s Information Cri-

terion (AIC) [2].

Escolha do espago e do algoritmo de busca

Se dispuséssemos de uma quantidade ilimitada de tempo de processamento, dado um
critério de comparacgao entre estruturas, a selecao da melhor delas seria trivial. Simples-
mente testariamos todas as estruturas possiveis. Em uma situacao real, como o ntimero
de estruturas possiveis é exponencial no nimero de varidveis, geralmente é preciso adotar
alguma medida que reduza o niimero de estruturas efetivamente testadas.

O naive Bayes usa uma estrutura fixa e logo dispensa qualquer mecanismo de busca. O
tree augmented naive Bayes (TAN) limita seu espago de busca a um conjunto de estruturas
que correspondem a estrutura do naive Bayes acrescida de arestas que sozinhas formariam
uma arvore cujos nos seriam os atributos explanatorios.

Dentro desse espaco de busca, Friedman et al. [34] exibem um algoritmo que identifica
a estrutura TAN que atribui maxima verossimilhanga aos dados em tempo quadrético no
nimero de atributos no problema e linear no nimero de instancias de treinamento. Esse
algoritmo é uma extensao do algoritmo apresentado por Chow e Liu [17] para aproximagao
de distribuigoes de probabilidades discretas usando arvores de dependéncia.
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Figura 2.6: duas estruturas do tipo tree augmented naive Bayes

Hamine e Helman, mostram como encontrar uma estrutura étima do tipo forest aug-
mented naive Bayes (FAN) [40], uma generalizacdo do TAN e posteriormente, mostram o
mesmo com relagao estruturas do tipo selected forest augmented naive Bayes(SFAN) [41],
uma generalizagao do FAN.

Em espagos de busca mais amplos, selecionar estruturas 6timas nao é computacional-
mente viavel e em geral, métodos heuristicos sao empregados. Partindo de uma estrutura
inicial, que pode ser vazia (sem nenhuma aresta), ou de uma estrutura simples como a do
naive Bayes os métodos realizam transformacgoes como acrescentar uma aresta, remover
uma aresta e reverter a direcao de uma aresta, e constantemente avaliam as estruturas
frente a um critério de qualidade como os ja citados. Estas avaliagoes permitem a escolha
da operacao que produz o maior ganho imediato e conduzem naturalmente a algoritmos
gulosos como o escalada de montanha, o K2° [18] e o B [11].

O maior problema com o uso de algoritmos gulosos é a possibilidade de que o processo
de otimizacao fique preso em um 6timo local. Existem varias estratégias para reduzir os
problemas com minimos locais como escalada de montanha repetida, busca genética [8],
busca tabu [8] e arrefecimento simulado [8].

Além de estratégias baseadas em busca e critérios de comparagao (search and scoring)
como as descritas anteriormente, estruturas de rede também podem ser escolhidas através
de testes de dependéncia como ocorre, por exemplo, em [15, 73].

30 nome K2 designa tanto um critério de comparacdo entre estruturas quanto um algoritmo de busca.
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As redes Bayesianas sdo amplamente usadas na solucao de problemas de classificagao
de padroes, mas como vimos CPT's grandes podem ser um problema. No préximo capitulo,
apresentaremos um modelo que tanto pode ser uma alternativa a BNs quanto ser usado
dentro delas como um substituto para CPTs.



Capitulo 3

Hierarchical Pattern Bayes

Neste Capitulo, apresentamos o hierarchical pattern Bayes (HPB), um novo método de
classificacao baseado em uma hierarquia de padroes. Descrevemos a construcao desta hie-
rarquia e a forma como o HPB a utiliza para fazer estimativas de probabilidade confidveis.

Na Secao 3.1, introduzimos as equacoes que definem o HPB. Na Secao 3.2, discutimos
a tendeéncia de uma de suas equagoes a produzir estimativas excessivamente confiantes e
descrevemos o mecanismo de balanceamento que utilizamos na atenuacao desse efeito. Na
Secao 3.3 analisamos o HPB, descrevendo de forma intuitiva o efeito esperado para cada
uma de suas caracteristicas. Na Secao 3.4 mostramos como o HPB pode substituir tabelas
de probabilidades condicionais em redes Bayesianas. Na Secao 3.5, exibimos estratégias
para selecao de parametros para o HPB e na Secao 3.6 analisamos a complexidade com-
putacional do HPB.

O HPB é um método de classificacao de padroes que funciona em problemas onde
todos os atributos sao categoricos. Dados um padrao w e um conjunto de treinamento,
D, de pares (y;, ¢;), onde y; é a t-ésima instancia em D e ¢; é o rétulo de classe da t-ésima
instancia em D, o HPB calcula P(c.|w) para toda classe ¢, onde um padrao segue a
definicao 2.4, abaixo repetida:

Defini¢ao 2.4 Um padrao é um conjunto de pares da forma (Atributo = Valor), onde
cada atributo pode aparecer no mdxrimo uma vez.

Um atributo que nao estd presente no padrao é chamado de faltante. Antes de mostrar
os detalhes do HPB, precisamos de mais algumas definigoes:

Definicao 3.1 Um padrao y € mais genérico que um padrao w se e somente se y C w.

Se y é mais genérico que w, dizemos que w satisfaz y. Se uma instancia y; é representada
por um padrao y e y satisfaz w, também dizemos que y; satisfaz w.

42
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Definicao 3.2 Um padrao y € estritamente mais genérico que um padrao w se e somente
sey Cw.

Definigao 3.3 O nivel de um padrao w, level(w) € o nimero de atributos definidos em
w.

Defini¢ao 3.4 G(w) € o conjunto de todos os padroes estritamente mais genéricos que
w.

3.1 Modelo hierarquico

O HPB calcula a probabilidade posterior P(c.|w), usando uma estratégia que é similar a
estimativa quase direta (ADE), apresentada na Equagao (2.22), porém, as probabilidades
preditivas previas sao consideradas iguais a P(c,|G(w)).

Os parametros da distribuicao de probabilidade prévia de Dirichlet sao dados por
a, =S P(¢,|G(w)), onde S é um coeficiente de suavizagao. Conseqiientemente,

Ny + S - P(c,|G(w))
N, + S ’

P(c lw) = (3.1)
onde N, é o nimero de instancias no conjunto de treinamento satisfazendo o padrao w e
Ny € 0 nimero de instancias no conjunto de treinamento satisfazendo o padrao w cujo
rétulo de classe ¢ ¢, .

Dada a Equagao (3.1), o problema torna-se calcular P(c,|G(w)). Nossa idéia bésica
é escrever P(c,|G(w)) como uma funcao das varias probabilidades P(c,|w;), onde os
w; sao padroes pertencentes a G(w) e calcular cada P(c,|w;) recursivamente, usando a
Equagao (3.1). Para tornar isso possivel, precisamos de mais uma definigao:

Definicao 3.5 g(w) € o subconjunto de G(w) que contém todos os elementos de nivel
igual a level(w) — 1.

Por exemplo, se w é {A =a,B=10,C =c}, g(w) é
{{B=bC=c},{A=0a,C=c},{A=0a,B=0}}.

Consideramos que apenas ¢(w) influencia P(c.|G(w)) diretamente, de modo que
P(c,|G(w)) = P(crlg(w)). A influéncia dos demais padroes em G(w) é capturada pelo
Processo recursivo.
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{A=a,B=b,C=c}

Figura 3.1: exemplo de estrutura usada pelo HPB

A Figura 3.1 mostra uma hierarquia de padroes, onde A, B e C' sao os atributos. Cada
padrao é representado por um no e o conjunto de pais de w no grafo apresentado na Fi-
gura 3.1 é g(w). O HPB combina as distribui¢oes de probabilidade preditivas posteriores,
P(c,|wj), da classe dado cada pai, w;, de um padrao w para construir a distribuicao de
probabilidade preditiva prévia para a classe dado w, P(c,|g(w)).

O primeiro passo para escrever P(c,|g(w)) como uma fungao de todas as P(c,|w,) é
aplicar a regra de Bayes:

Plg(w)ler) P(cr)

x  P(wy,ws,...,w|e.)P(c,),
onde wy,ws,. .., wyr, sdo os elementos de g(w). Entdo, aproximamos a probabilidade con-
junta P(wy, ws, ..., wg|c,.) pelo produto das probabilidades marginais:
L
P'(c,lg(w)) o< Ple,) [T Plwyler), (3.2)
j=1

mas aplicamos um mecanismo de balanceamento (explicado na Segao 3.2):
P(erlg(w)) o< P'(crlg(w)) + B - P(c,), (3-3)

onde B é um coeficiente de balanceamento.
Dadas as Equagoes (3.2) e (3.3) precisamos calcular P(wj|c,). Aplicando a regra de

Bayes novamente,
P(cr|w;) P(w;)

P(er) (34)

P(uwyle;) =
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Podemos estimar P(c,) usando a abordagem de mdaxima verossimilhanga: P(c,) =
N, /N, onde N, é o niimero de exemplos no conjunto de treinamento cujo rétulo de classe
¢é ¢, ¢ N é o numero total de exemplos no conjunto de treinamento.

Se variavel classe for bindria, podemos supor que ambas as classes possiveis serao rela-
tivamente bem representadas e que esta estratégia funcionara bem, mas se a variavel classe
nao tem cardinalidade tao baixa, é melhor empregar uma distribuicao de probabilidade
prévia nao informativa:

Ple,) = Nt 57 /M.
N+ SN
onde M, é o ntimero de classes e S/ é uma constante de suavizacao.

Quando substituimos P(wj|c,) pelo lado direito da Equacao (3.4) na Equacao (3.2)

podemos eliminar o fator P(w;), pois ele é idéntico para todas as classes:

P'(c,|g(w)) o< Pe,) [T P(wjler)

J=1

entao nao precisamos nos preocupar com ele.
Como w; é um padrao, a estimativa de P(c,|w;) pode ser feita recursivamente, usando
a Equagao (3.1). A recursao acaba quando g(w) contém apenas o padrao vazio. Nesse

caso, P(c;[g(w)) = P(e,[{{}}) = P(cr)-

3.2 Mecanismo de balanceamento

Apesar de suas fortes suposigoes de independéncia, o naive Bayes (Segao 2.4) é conhecido
por ter bom desempenho em vérios dominios quando apenas a taxa de erros de classificacao
¢ considerada. Contudo, o NB tem uma tendéncia a produzir probabilidades extremas
que pode ser atenuada através de um mecanismo de balanceamento (Secao 2.4).

Usando a Equagao (3.2), estamos fazendo suposigoes de independéncia mais fortes que
o NB. O naive Bayes assume que os atributos sao independentes dada a classe, o que é
pelo menos possivel. A Equagao (3.2) assume que algumas agregagoes de atributos sao
independentes dada a classe. Como muitas destas agregagoes tém atributos em comum
sabemos que estas suposigoes sao falsas. A maior conseqiiéncia de nossas suposicoes fortes
e irrealistas sao estimativas ainda mais extremas que as feitas pelo NB. Isso é parcialmente
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compensado pelo mecanismo de balanceamento na Equagao (3.3). Ele é mais simples que
os apresentados em [6, 79] e é nao supervisionado. Isso o torna muito répido e facil de
aplicar a cada passo do HPB.

Apenas combinamos linearmente o resultado da Equacao (3.2) e P(c,). Fazemos isso
considerando que se as estimativas sao mais extremas que as probabilidades reais tanto
perto de 0 quanto perto de 1, elas tém que coincidir com as probabilidades reais em algum
ponto intermedidrio. Acreditamos que esse ponto seja préximo a P(c;,).

Probabilidades extremas sao produzidas quando a evidéncia a favor ou contra uma
classe é considerada duas vezes. P(c,) é um ponto onde ou nao hé evidéncia alguma,
ou a ha evidéncia em direcoes conflitantes de modo que o efeito é nulo. Assim, tal
ponto nao pode ser considerado extremo. Nosso mecanismo de balanceamento atenua as
probabilidades quando sao extremas sem afetd-las no ponto em que acreditamos que ja
esteja correta.

Com alguma manipulagao algébrica a Equacao (3.3) pode ser escrita como

P'(e,|g(w)) = (1= A) - P'(c,]g(w)) + A P(c,),

onde A = B/(1 + B). No lado esquerdo da equacao, colocamos P”(c,|g(w)) ao invés de
P(c.|g(w)), apenas para tornar explicito o fato de que o resultado da Equacao (3.3) é na
verdade uma segunda estimativa, embora o HPB o utilize como se fosse a probabilidade
real.

Na Figura 3.2 mostramos o efeito do balanceamento.

1

1= A4 (1 = Per))
P(cr)
P(er|g(w)
P (crlg(w))
A - P(cr)
P’ (erlg(w))
0

P! (er|g(w))

Figura 3.2: efeito do balanceamento linear sobre probabilidades extremas

No eixo horizontal a estimativa nao calibrada P’(c,|g(w)) é representada. A linha curva
representa a probabilidade real, P(c,|g(w)), como uma funcao de P'(¢,|g(w)). Como toda
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a informacao a respeito de P'(¢,|g(w)) vem de um conjunto finito de dados, tal fungao
nunca atinge 1 nem 0. Quando P'(c,|g(w)) estd préxima de 0, P(c.|g(w)) nao esta tao
préxima. O mesmo ocorre quando P(c,.|g(w)) estd préxima de 1.

A linha reta de 45° representa o que seria nossa estimativa final caso nao em-
pregassemos nenhum balanceamento, i.e., a préria P'(¢,|g(w)). A outra linha reta obliqua
¢ o resultado do nosso mecanismo de balanceamento, P”(¢,|g(w)). Ainda é uma apro-
ximagao linear, mas estd bem mais proxima de P(c.|g(w)) que P'(c.|g(w)).

3.3 Analise do HPB

O HPB tenta explorar o conjunto de treinamento tanto quanto possivel. Se existem L
atributos o HPB comeca seu trabalho capturando a influéncia dos padroes de nivel L.
Nesse nivel, todas as interagoes entre atributos podem ser capturadas desde que existam
instancias de treinamento suficientes. Contudo, nenhum conjunto de treinamento é tao
grande que possamos esperar que todos os padroes no nivel L estejam bem representados.
Na verdade, se existem atributos de alta cardinalidade, é mais provavel que apenas uma
minoria deles esteja. Para esta minoria, o nivel L domina a Equacao (3.1) e as probabili-
dades prévias nao sao muito importantes. Por outro lado, elas sao criticas para a grande
maioria dos casos onde os padroes de nivel L nao estao bem representados no conjunto
de treinamento.

Entao, o HPB passa ao nivel L — 1. Nesse nivel, uma fracao maior de padroes esta
bem representado e ainda é possivel capturar a maior parte das interacoes entre atributos.
Muitos padroes de nivel L — 1 ainda nao estao bem representados e é preciso recorrer a
padroes de nivel mais baixo. Quanto menor é o nivel de um padrao, mais fraca é a
capacidade de capturar interagoes, mas menos comuns sao os problemas com amostras
pequenas.

A Equacdo (3.1) combina a influencia de padroes de niveis diferentes de modo
a que os padroes mais especificos sempre dominem se estiverem bem representados.
A Equagao (3.2) combina padrées de mesmo nivel fazendo fortes suposigoes de inde-
pendéncia. Tais suposigoes sao o preco a pagar para capturar a influéncia de todos os
padroes em todos os niveis. Esse preco é atenuado pelo mecanismo de balanceamento na
Equacao (3.3).

Como a populagao de instancias (de treinamento ou de testes) satisfazendo um padrao
w, é uma subpopulacdo contida pela populacao de instancias satisfazendo w;, Vw,; € g(w),
podemos dizer que o HPB usa resultados pré-calculados a partir populagoes mais amplas
para construir probabilidade prévias para as inferéncias relativas a populagoes mais estri-
tas. Esta é a estratégia geral dos modelos Bayesianos hierarquicos empiricos. O HPB ¢é
portanto um modelo empirico e nao um modelo Bayesiano completo.
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Em [38, 4, 74] modelos hierdrquicos completos sdo apresentados, mas eles contém
apenas dois niveis. O HPB lida com uma hierarquia de multiplos niveis recursivamente
e também com a fato de cada subpopulacao estda contida nao em uma, mas em varias
superpopulagoes que se sobrepoem. Esse tltimo fato torna mais dificil o desenvolvimento
de um modelo completo que calcule todas as distribuicoes de probabilidade envolvidas de
um sé vez considerando toda a evidéncia disponivel.

3.4 O HPB como substituto para tabelas de proba-
bilidades condicionais

O HPB foi projetado para ser um classificador independente bem adaptado a nosso
dominio alvo e similares. Ele usa tempo e espaco exponenciais no nimero de atributos e
portanto nao pode ser aplicado diretamente a dominios onde existam muitos atributos.

Contudo, o HPB pode ser usado no lugar de tabelas de probabilidades condicionais
de redes Bayesianas. O nimero de pais de qualquer né em uma rede Bayesiana tem que
ser pequeno porque o tamanho da tabela é exponencial no niimero de atributos. Além
disso, tempo e espaco freqiientemente nao sao o fator limitante para o nimero de pais.
Mais pais normalmente significam probabilidades menos confidveis [47] e néo é incomum
limitar seu nimero a dois [35, 47, 40]. Assim, se o HPB produzir estimativas melhores,
ele, na verdade, permitira a adicao de mais pais a cada n6 na rede.

Se a estrutura da rede Bayesiana for dada, o uso do HPB em lugar da tabela de
probabilidades condicionais de um né, X, qualquer é trivial. Para calcular, P(z;x|7;;)
basta agir como se ¢, = x;; e w = mj, ignorar todos os demais atributos e usar o HPB
para calcular P(c,|w).

Se a estrutura da BN precisar ser aprendida a partir dos dados, é preciso escolher um
critério de selecao de estrutura que possa funcionar bem com o HPB. Nés propomos o uso
do Critério de méxima verossimilhanca logaritmica em validacao cruzada do tipo leave
one out.

LLLOO = Zlog P(y|S, D —A{y:}) = Z Zlog P(.Ijt‘ﬂi, D —{wy}),
t t g

onde D é o conjunto de treinamento, y; é a t-ésima instancia de D, S é a estrutura sendo
avaliada, xj ¢ o valor assumido pelo atributo X, na instancia y, 7Tft é o conjunto de
valores assumido, em ¥, pelos pais de X; em S e P(xjt\ﬂft, D —{y;}) é o valor calculado
pelo HPB para P(z|7},) usando D — {y;} como conjunto de treinamento.

O HPB usa o conjunto de treinamento apenas através das freqiiencias N, e N, na
Equagao (3.1). Para computagao réapida de LLLOO, podemos medir estas freqiiéncias
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em D e usar as relagoes:

D . S.
ND-w} N, -1 itwcC s
w - s .
Nu{) caso contrario;
D . S o
ND,{yt} . Nwr -1 ifwcC 7rjt N Tjr = Tjt;
wr - Y
Nfr caso contrario.

3.5 Selecao dos coeficientes empregados pelo HPB

As Equagoes (3.1) e (3.3) requerem respectivamente as especificagoes dos coeficientes S
e B. Na classificacao de uma tunica instancia, estas equagoes sao aplicadas vérias vezes
no célculo de P(c,|w) para diferentes padroes, w. Os valores 6timos de S e B podem ser
diferentes para cada padrao.

No caso dos coeficientes B, usamos uma heuristica motivada pelo fato de que o nivel
de todos os padrdes em g(w) é level(w) — 1. Quanto maior é esse nivel, mais atributos em
comum tém as agregacoes de atributos, mais extremas sao as estimativas de probabilidade
e mais forte tem que ser o efeito do mecanismo de balanceamento. Assim, fizemos o
coeficiente B na Equagao (3.3) igual a b(level(w)—1), onde b é um constante experimental.

No caso dos coeficientes S podemos empregar um mecanismo de otimizagao, ou, para
treinamento mais rapido, definir S como uma constante.

Propomos o uso da érea sob a curva de acerto [82] como critério de otimizagao. A
curva de acerto de um classificador C' sobre o conjunto de dados D ¢é a funcao, he p(r),
onde r é uma taxa de sele¢do (um niimero real no intervalo [0, 1]). O classificador é usado
para atribuir a cada exemplo, y; em D a probabilidade de que y; seja uma instancia
positiva. O valor de he p(r) é o nimero de instancias positivas dentre as r-|D| instancias
que foram consideradas as mais provaveis de ser positivas pelo classificador.

Empregamos curvas de acerto ao invés das mais populares Receiver Operating Charac-
teristic Curves (ROC) [29], porque elas refletem o interesse de um usudrio de um sistema
de detecgao de fraudes diretamente. Dada uma taxa de selegao que reflete os recursos
humanos disponiveis, deseja-se maximizar a quantidade de fraudes detectadas.

Como o conceito de instancia positiva s6 faz sentido quando a varidvel classe é bindria,
o processo aplica-se apenas a problemas que tém esta caracteristica. Quando aplicado,
o processo comeca pela familia de padroes mais genérica e caminha em direcao as mais
especificas, onde uma familia de padroes é o conjunto contendo todos os padroes que
definem os mesmos atributos (possivelmente com valores distintos).

Assumindo que os coeficientes S ja tenham sido fixados para todas as familias de
padroes mais genéricas que a familia F', apenas um coeficiente S precisa ser especificado
para permitir o uso da Equagao (3.1) no calculo de P(c,|w), onde w é qualquer padrao
pertencente a F'.
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Esse coeficiente é selecionado de forma a maximizar a area sob a curva de acerto que
é induzida quando, usando validacdo cruzada do tipo leave one out calculamos P(co|w)
para todos os padroes de treinamento, w, em F', onde ¢y € a classe definida como positiva.

Calcular P(co|w) usando validacao cruzada do tipo leave one out, significa, como
explicado na Secao 3.4, simplesmente subtrair 1 de algumas freqiiéncias usadas pela
Equagao (3.1).

3.6 Complexidade computacional

A fase de treinamento da versao do HPB que emprega coeficientes S constantes, consiste
apenas em contabilizar as freqiiéncias usadas pela Equagao (3.1). E facil ver que cada
instancia, u, representada por um padrao, w, no conjunto de treinamento, D, requer o
incremento de exatamente 2% freqiiéncias (uma para cada padrao em G(w)U{w}). Assim,
o tempo de treinamento do HPB é

O(Ntr : 2L)7

onde N, é o numero de instancias de treinamento.

A fase de teste (ou de aplica¢ao) do HPB requer que, para cada instancia, u, represen-
tada por um padrao, w, a distribuicao de probabilidade para classe seja computada dados
2L padroes (todos os padroes em G(w) U {w}. Como cada computagao é proporcional ao
nimero de classes, o tempo de teste do HPB é

O(Nys - M, - 25),

onde N, é o numero de instancias de teste e M. é o numero de classes.

Note que, em ambos os casos, o tempo de execucao do HPB é exponencial no niimero
de atributos, linear no nimero de instancias e independente da cardinalidade dos atributos
(exceto pelo atributo classe).

Quando os coeficientes S sao escolhidos pelo processo de otimizagao descrito na
Secao 3.5, o tempo de teste do HPB nao muda, mais o treinamento requer que, para cada
familia de padroes, véarios coeficientes candidatos sejam testados. Existem 27 familias de
padroes e cada teste requer a aplicacao do HPB a todas as instancias de treinamento.
Assim, o tempo de treinamento do HPB torna-se

O<Ntr : 2L + Nccmd : 2L ' Nt'r ' Mc : QL) - O(Nccmd : Ntr : Mc : 22L)7

onde N.unq € 0 nimero de coeficientes candidatos na escolha de um coeficiente S, o que
depende do algoritmo de busca.
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O HPB precisa guardar, para cada instancia de treinamento, menos de 2% freqiiéncias.
Assim, o uso de espaco do HPB é
O(N,, - 25).



Capitulo 4

Resultados Experimentais

Neste capitulo, avaliamos o HPB em trés contextos diferentes:

e deteccao de erros de classificacao fiscal: O problema de motivacao para o HPB. Um
problema importante para a RFB, onde quatro atributos de alta cardinalidade, que
supoe-se interagir de forma relevante, sao usados para prever uma variavel classe
bindria;

e previsao de comportamento conjunto: outro problema originado da RFB, onde dois
atributos de alta cardinalidade sao usados para prever um terceiro atributo de alta
cardinalidade;

e 0 HPB como um substituto geral para tabelas de probabilidades condicionais: testes
sobre vérios conjuntos de dados da UCI [5] comparando o HPB a CPTs e outras
representacoes para a distribuicao de probabilidade condicional de um né de uma
BN dados os seus pais.

Em todos os casos, os métodos de classificacao foram testados pela ferramenta Weka
Experimenter [77] usando validac@o cruzada em cinco subconjuntos. Para usar o Weka,
fizemos as seguintes implementacoes dentro de sua estrutura de classes:

e classificadores: HPB, Noisy-OR seguindo [32], naive Bayes com coeficiente de su-
avizagao varidvel, grafo de decisdo seguindo [16], drvore de decisdo seguindo [37],
tabela default seguindo [37];

e extrator de atributos: agglomerative information bottleneck seguindo [72];

e estimador de CPD para uso dentro de uma rede Bayesiana: adaptador genérico de
classificadores produtores de probabilidade para estimadores de CPD;

52
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e critério de selecao de estrutura de rede Bayesiana: maxima verossimilhanca avaliada
em validagao cruzada do tipo leave one out;

e métricas de avaliacao para classificadores: entropia cruzada média, curva de acerto.

A maquina de testes, em todos os casos, foi um Intel Core 2 Duo 6300, com 2 GB de
memoria primaria.

4.1 Deteccao de erros de classificagao fiscal

A deteccao de erros de classificacao fiscal é o problema de motivagao para o HPB. Conside-
rando quatro atributos explanatoérios: classificacao fiscal declarada (NCMD), importador
(IMP), pais de origem (PAIS) e unidade de entrada (URF), precisamos estimar, para
cada novo exemplo, a probabilidade de que ele envolva um erro de classificacao, i.e., a
probabilidade de que NCMD nao seja o cédigo correto para a mercadoria sendo importada.
Nosso conjunto de dados, fornecido pela RFB, contém 682226 exemplos de classificagao
correta (que chamamos de exemplos negativos) e 6460 exemplos de erro de classificagao
(exemplos positivos). Nesse conjunto de dados, o primeiro atributo assumiu 7608 valores
distintos, o segundo, 18846 valores, o terceiro, 161 valores e o quarto, 80 valores.
Comparamos classificadores construidos usando os seguintes métodos:

e HPB-OPT: HPB com selegao de coeficientes S pelo processo de otimizacao descrito na
Secao 3.5, estimativa direta, estimativa quase direta,;

e HPB: HPB com coeficientes S fixos;
e NB: naive Bayes;

e noisy-OR: BN com a estrutura apresentada na Figura 1.1 usando o noisy-OR como descrito
em [32] em lugar de uma CPT;

e TAN: versao suavizada do tree augmented naive Bayes como descrito em [34];
e DF: estimativa direta. BN com a estrutura apresentada na Figura 1.1 e CPTs tradicionais;

e ADE: estimativa quase direta. BN com a estrutura apresentada na Figura 1.1, CPTs
tradicionais e o mecanismo de suavizacao descrito em [34];

e DG@G: grafo de decisao construido seguindo [16]. Porém, desviando do que foi feito em [16]
usamos o DG como método de classificacao independente, ao invés de dentro de BN,
substituindo CPTs.
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e BN-HC-DT: BN com arvores de decisao em lugar de CPTs, usando escalada de montanha
como algoritmo de busca e MDL como critério de comparacao para escolha da estrutura
da rede como descrito em [37];

e PRIOR: classificador trivial que atribui a probabilidade prévia a todas as instancias.

Nao fomos capazes de construir BNs com DGs em lugar de CPTs seguindo [16] porque
o processo € demasiadamente longo, tomando todo um dia sem complementar um inico
subconjunto, com apenas a primeira parametrizagao a ser testada. Descobrimos que a
construcao de um DG torna-se muito lenta quando o né da rede em questao tem alta
cardinalidade e seus pais também tém alta cardinalidade. Pais de alta cardinalidade
implicam em muitas operagoes de divisao/jungao para comparar a cada passo do algoritmo
e um filho de alta cardinalidade significa que cada comparagao requer muitos calculos.

Em muitas de nossas experiéncias anteriores com BNs com DGs aplicadas sobre con-
juntos de dados menores [45, 46] nas estruturas globais escolhidas pelo algoritmo de busca
descrito em [16], todos os quatro atributos explanatérios eram pais do atributo classe. Isso
significa que se tivéssemos usado um grafo de decisao como classificador independente,
terifamos exatamente os mesmos resultados. Assim, concluimos que valeria a pena tes-
tar um grafo de decisao independente no conjunto de dados ampliado que usamos agora.
Como nossa variavel classe é binaria, o tempo de execucao torna-se aceitavel.

Tentamos diferentes parametrizacoes para cada método e ficamos com o conjunto
de parametros que propiciou os melhores resultados, onde os melhores resultados sao
entendidos com sendo a maior area sob a curva de acerto, medida até a taxa de selecao
de 20%. Ignoramos a drea para taxas de selecao acima de 20%, porque todas as taxas de
interesse pratico estao abaixo desse limiar.

Além de usar a curva de acerto, comparamos as distribuicoes de probabilidade esti-
madas pelos modelos com a distribuicao observada no conjunto de testes usando duas
medidas: raiz quadrada do erro quadrético médio (RMSE) e entropia cruzada média
(MCE):

N M N M
Z (P'(crt) — P(Crt)>2 Z —P(crt) logy P'(crt)

RMSE = t=1 r=1 TN , MCE = i=1 t=1

onde N é o numero de instancias no conjunto de testes, M é o nimero de classes, P’(c.)
é a probabilidade estimada de que a t-ésima instancia pertenca a classe ¢, e P(cy) é a

MN ’

probabilidade real de que a t-ésima instancia pertenga a classe ¢,. P(c.) é sempre 0 ou
1.

Varios dos métodos testados requerem a especificacao de parametros e muitos desses
sao constantes reais. Usamos uma estratégia comum para escolher tais parametros:
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1. com base na experiéncia, escolher um intervalo de busca, ST = [beg, end|, dentro do
qual acreditamos que a constante ideal esteja;

2. construir a enumeracao SE contendo todas as poténcias de 10, todas as metades de
poténcias de 10 e todos os quartos de poténcias de 10 em ST;

3. tentar todas as constantes em SE. Se o método precisar de mais de um parametro,
tentar todas as combinacoes exaustivamente;

4. se a constante 6tima, C', estiver no meio de SE, ficamos com C;

5. se a constante 6tima, C', for um dos valores extremos de SE expandimos SE adici-
onando mais um valor e tentamos novamente. O valor a ser adicionado é o niimero
real mais proximo de C' que nao pertenca a ST e que seja uma poténcia de 10, uma
metade de poténcia de 10 ou um quarto de potéencia de 10.

Nos restringindo a poténcias de 10, a metades de poténcias de 10 e quartos de poténcias
de 10 evitamos ajuste fino e testamos diferentes ordens de grandeza para cada constante.

Os coeficientes de suavizagao empregados pelo HPB-OPT sao todos automaticamente
selecionados. Tal selecao envolve uma validagao cruzada do tipo leave one out que ocorre
totalmente dentro do conjunto de treinamento corrente (a validagao cruzada de 5 subcon-
juntos varia o conjunto de treinamento corrente). Os coeficientes B foram escolhidos pela
heuristica descrita na Secao 3.5 e pela constante b. A escolha de b foi feita comecando
com SI = [0.5,2.5].

O HPB requer a especificacao da constante S, que é usada diretamente e da constante
b que define os coeficientes B através da heuristica na Se¢ao 3.5. A escolha de b foi feita
comegando com ST = [0.5,2.5]. Para escolher S, definimos, s = S/NumClasses = S/2,
e escolhemos s comegando com ST = [1.0,10.0]. A razao para a introdugdo da constante
s é manter o padrao da ferramenta Weka no que tange a constantes de suavizacao.

Em ambas as versoes do HPB o valor de S™ foi definido como 0. Nao hé razao para
acreditar que este seja o valor ideal, mas como o conjunto de dados é grande e temos
apenas duas classes podemos concluir que sua relevancia sera muito pequena e evitar o
esforco de otimiza-lo em conjunto com os demais parametros.

Grafos de decisao tém quatro parametros, a constante de suavizagao e trés valores
booleanos definindo o estado de ativagao de cada uma das possiveis operagoes, que sao
divisoes completas, divisoes bindrias e juncoes. A constante de suavizacao foi escolhida
comegando com ST = [0.01,1.0]. Sempre mantivemos as divisdes completas ativadas e
tentamos exaustivamente todas as variacoes resultantes do processo de habilitar e desa-
bilitar divisoes bindrias e jungoes, para cada constante de suavizacao.
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O noisy-OR e o PRIOR nao tem parametros. A otimizacao de todos os demais métodos

envolve apenas a constante de suavizacao, que, em todos os casos, foi escolhida comecando
de ST =1[0.01,2.5].
Abaixo reportamos os valores 6timos para os parametros de cada método:

HPB-OPT: b= 1.0;

HPB: s=5.0eb=1.0;

NB: s =0.1;

TAN: s = 0.25;

ADE: s =0.01;

DE: s = 2.5;

DG CBM: s = 0.05, divisdes completas, divisdes binarias e juncoes habilitadas;
BN-HC-DT: s = 0.01;

BN-HC-DF': s = 0.025;
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Figura 4.1: detecgao de erros de classificagdo - curvas de acerto (para evitar poluicao

apresentamos apenas um subconjunto dos métodos testados)

1% 2% 5% 10% 20%
HPB 18.894+0.77 26.77+0.57 41.20+£1.10 55.72+1.82 72.81+£1.69
HPB-OPT 17.414+1.55 25.084+1.10 39.76+0.61 54.70+£1.44 71.45+1.74
TAN 12.064+0.59 19.26+0.70 34.52+1.32 48.70+1.82 63.52+1.06
ADE 13.324+1.37 15.06+1.46 20.70+£1.65 30.61+£1.18 49.39+1.06
DE 8.3240.69 10.42+0.73 16.49+0.73 26.58+0.56 45.54+0.58
DG 15.474+1.29 20.76+0.61 31.12+1.61 43.36+£2.19 62.03+£1.41
BN-HC-DT 4.684+0.23 8.204+0.62 18.5440.51 30.144+1.13 48.78+1.32
BN-HC-DF 4.4440.39 8.2240.49 18.454+0.44 30.06+0.30 47.45+0.98
NB 12.064+0.35 19.07+0.87 33.76+0.68 48.37+1.70 66.24+1.56
Noisy-Or 12.864+0.46 20.36+1.13 33.45+0.73 47.36+£1.69 63.26+1.52
PRIOR 1.00£0.00 2.00£0.00 5.00+0.00 10.004+0.00 20.0040.00

Tabela 4.1: deteccao de erros de classificacao - recuperacao a diferentes taxas de selecao
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AUC AUC20 RMSE MCE TR TS
HPB 83.17+0.73 53.34+1.37 9.86+0.03 3.47+£0.04 9.84+0.55 7.79£1.03
HPB-OPT 84.47+0.70 52.21+1.21 !10.06+£0.05 !3.67+0.05 1517.66+£4.76 111.434+1.50
TAN 178.10+0.72 !45.78+1.17 !11.554+0.05 14.84+0.07 143.671+0.12 1.344+0.01
ADE 174.96+0.19 1!31.43+1.25 !10.05+£0.06 !4.59+0.04 4.044+0.12 0.3440.09
DE 172.33+0.57 !27.37+0.40 !34.62+0.02 !28.25+0.03 4.35+0.11 0.2840.00
DG 176.124+0.90 !42.89+1.55 !10.074+0.06 !5.1940.30 !577.78+29.29 4.4740.48
BN-HC-DT 170.47+0.76 !29.95+0.85 9.60+0.00 !3.6440.01 1125.01+£1.21 12446.174+113.19
BN-HC-DF 169.79+0.76 !29.63+0.43 9.60+0.00 !3.6540.01 !2433.02+20.20 1265.02+3.41
NB 181.73+0.79 !46.33+£1.08 !11.204+0.06 !4.1940.06 4.794+0.06 0.284+0.00
Noisy-Or 179.13+0.64 !45.07+1.09 !10.16+0.05 lin f+0.00 4.73+0.07 0.2840.00
PRIOR 150.48+0.01 !10.48+0.01 9.63+0.00 !3.8340.00 4.871+0.46 0.284+0.00

Tabela 4.2: deteccao de erros de classificacao - outras medidas

Na Figura 4.1, escolhemos representar a Recuperacao = Ny erdadeirosPositivos/ N Positivos
no eixo vertical, ao invés do numero absoluto de acertos, porque isso nao altera a forma
da curva e torna a interpretacao mais facil. Representamos a taxa de selecao em escala
logaritmica para enfatizar o inicio das curvas. Na Tabela 4.1 representamos a recuperacao
para diferentes taxas de selecao.

Na Tabela 4.2 mostramos a area sob a curva de acerto (AUC), a area sob a curva de
acerto até a taxa de selegao de 20% (AUC20), a raiz quadrada do erro quadratico médio
(RMSE), a entropia cruzada média (MCE), o tempo de treinamento (TR) e o tempo de
teste (TS) de cada método. A presenga do simbolo / antes de um resultado significa
que, de acordo com um teste T' com significancia de 5%, ele é significativamente pior
que seu equivalente na primeira linha da tabela!. Como o HPB estd na primeira linha,
podemos ver que ele é significativamente melhor que todos os outros classificadores no
que diz respeito a AUC, a AUC20 e a MCE. No que diz respeito & RMSE, o HPB nao foi
melhor que o BN-HC-DT, o BN-HC-DF e o PRIOR.

O método PRIOR é muito conservador, atribuindo a probabilidade prévia a todas
as instancias. Nesse conjunto de dados, tal estratégia resulta em bons MCE e RMSE.
Por outro lado, o PRIOR nao possui absolutamente nenhum poder de discriminacao,
considerando que todas as instancias tém a mesma probabilidade de ser positivas. Na
Figura 4.1 e na Tabela 4.1 podemos ver que isso resulta em selecao aleatoria apenas
verificando que a recuperacao é sempre aproximadamente igual a a taxa de selegao.

O BN-HC-DT e o BN-HC-DF produziram curvas similares, o que pode ser visto na
Tabela 4.1. Na Figura 4.1, a curva de acerto do BN-HC-DT foi desenhada e exceto pelo
método PRIOR foi claramente a pior. A razao para isso é que a construcao de DTs e
DFs apresentada em [37] se mostrou muito conservadora, tendendo a preferir estruturas
simples: DFs com poucas linhas e DTs como poucas divisoes. Observando os resultados
do método PRIOR nao é surpreendente que esta estratégia conservadora resulte em uma

IExistem mecanismos mais sofisticados para comparagao do desempenho de classificadores [22, 24].
Porém, como nosso conjunto de dados de estudo é bem grande, possuindo mais de 600000 instancias,
podemos usar o simples e popular teste T.
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boa MCE, em uma boa RMSE e em uma curva de acerto insatisfatoria em comparagao
com outros métodos.

A uma taxa de selecao de 1%, o ADE tem desempenho melhor que o NB, que o noisy-
OR e que o TAN, mas para taxas de selecao mais altas ele é pior por uma margem bastante
significativa. A razao para isso é que padroes criticos envolvendo todos os atributos sao
decisivos bem no inicio das curvas. O ADE trata todos os atributos em conjunto e se
beneficia dos padroes criticos, mas logo o ADE se vé forcado a escolher entre padroes
de teste para os quais nao ha padroes de treino exatamente iguais. Nesse ponto, o ADE
comeca a fazer escolhas aleatorias.

Usando grafos de decisao, os padroes mais criticos foram separados dos demais, o que
resultou em uma melhoria significativa no inicio da curva de acerto em comparacao com
métodos como o NB, o noisy-OR e o TAN que nao sao capazes de capturar a influéncia
de varios atributos de uma vez. Contudo, os demais padroes foram agrupados em poucas
folhas. Dentro de uma folha, todos os padroes sao considerados como tendo a mesma
probabilidade de ser positivos. Isso resultou na queda do poder de discriminagao para
taxas superiores a 5%.

O HPB (em ambas as versoes) se beneficia de padroes criticos envolvendo muitos
ou mesmo todos os atributos, mas também considera a influéncia de padroes menos es-
pecificos. Como conseqiiéncia, ele tem bom desempenho para qualquer taxa de selegao.
A versao do HPB que usa um valor fixo para os coeficientes S é pior que o NB para taxas
de selecao acima de 45%, mas, nesse ponto, a Recuperacao ja é de 87% para ambos os
métodos e a diferenca entre eles nunca é significativa. Exceto por sua versao simplificada,
o HPB-OPT ¢ melhor que qualquer outro método para todas as taxas de selecao, mas o
processo de otimizacao o torna cinquenta vezes mais lento que o HPB com S fixo.

Como a cardinalidade dos atributos é um problema neste dominio, decidimos também
testar todos os métodos de classificagao sobre um conjunto de dados transformado onde a
cardinalidade de todos os atributos é reduzida pelo Agglomerative Information Bottleneck
Method (AIBN) [72]. Para evitar que o AIBN use informagcao proveniente dos conjuntos
de testes, nés implementamos um meta classificador no Weka que aplica o AIBN imedia-
tamente antes de treinar o classificador real e apds cada conjunto de treinamento ter sido
separado de seu conjunto de testes associado no processo de validacao cruzada de cinco
subconjuntos.

O AIBN reduz a cardinalidade de um atributo sucessivamente executando a jungao de
dois valores que resulte na menor perda de informagao mutua. O processo pode continuar
até que reste apenas um valor, mas pode ser parado em qualquer ponto conveniente. Esco-
lhemos limitar a perda de informacao mitua a le —4, um valor bastante pequeno. Apesar
disso, a reducao de cardinalidade foi acentuada. A Tabela 4.3 mostra as cardinalidades
antes e depois da aplicacao do AIBN.
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Atributo Cardinalidade Original Cardinalidade Final
NCMD 7608 101
IMP 18846 84
PAIS 161 50
URF 80 28

Tabela 4.3: reducao de cardinalidade usando AIBN
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Por causa da cardinalidade mais baixa dos atributos resultantes, foi possivel testar
BNs com DGs em lugar de CPTs ao invés de DGs independentes.
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Figura 4.2: deteccao de erros de classificacao com redugao de cardinalidade - curvas de
acerto (para evitar poluigao apresentamos apenas um subconjunto dos métodos testados)
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1% 2% 5% 10% 20%
HPB 14.2840.40 20.7240.47 35.05+0.92 51.1442.00 67.7042.04
HPB-OPT 10.86+0.51 17.7440.73 34.00£1.06 50.084+2.09 67.76+2.12
TAN 10.1140.67 17.664+0.90 32.15+1.54 46.78+1.70 63.78+0.76
ADE 13.104+0.53 16.36+1.20 20.42+1.34 33.824+1.44 55.724+1.06
DE 8.28+0.59 11.1740.64 19.404+0.64 32.82+0.47 56.6640.63
BN-DG 8.1440.46 17.40+0.66 32.124+1.38 45.444+1.12 60.66+1.48
BN-HC-DT 6.10+0.53 15.18+0.19 27.12+1.66 38.68+2.26 57.21+1.99
BN-HC-DF 6.22+0.45 14.9440.15 26.334+0.56 37.92+1.53 55.0541.21
NB 10.2240.55 17.0940.83 31.50+0.84 46.284+1.73 64.14+1.85
Noisy-Or 4.84+0.26 14.804+0.52 29.794+0.87 44.70+1.72 62.78+1.97
PRIOR 1.00+0.00 2.0040.00 5.00+£0.00 10.0040.00 20.00-+0.00

Tabela 4.4: detecgao de erros de classificacao com reducao de cardinalidade - recuperacao
a diferentes taxas de selecao

AUC AUC20 RMSE MCE TR TS
HPB 81.51+0.72 48.07+1.43 10.37£0.03 3.85+0.04 8.30+0.07 5.7440.03
HPB-OPT 82.164+0.85 47.28+1.44 9.56+£0.01 3.504+0.01 !148.66+2.73 !6.324+0.02
TAN 180.274+0.61 !44.21+1.15 !11.03+£0.05 !4.1940.05 118.40+0.53 1.40£0.02
ADE 175.904+0.52 !35.05+1.20 9.53+0.01 3.54+0.02 2.96+0.02 0.6940.01
DE 175.85+0.48 134.45+0.47 !19.67+£0.07 !9.1440.06 117.90+0.14 0.704+0.03
BN-DG 178.984+0.84 142.594+1.18 !10.64+0.07 !3.9340.08 133.35+1.11  17.84+0.09
BN-HC-DT 177.56+0.87 !37.724+1.73 !10.65+0.06 !3.93+0.01 !154.7949.83 !21.374+0.80
BN-HC-DF 177.0940.68 !36.75+0.99 !10.58+0.03 3.89+0.04 !234.64+56.99 !17.804+0.11
NB 81.11+0.84 !44.24+1.53 !11.4240.06 !4.294+0.06 116.78+0.11 0.4540.01
Noisy-Or 180.114+0.84 !42.15+1.48 !11.224£0.05 !inf+0.00 116.65+0.11 0.4440.02
PRIOR 150.484+0.01 !10.48+0.01 9.63+0.00 3.83%+0.00 117.42+1.75 0.4440.01

Tabela 4.5: deteccao de erros de classificacao com redugao de cardinalidade - outras
medidas

O HPB e o HPB-OPT ainda sao os melhores métodos, mas perderam muito de sua
habilidade de explorar padroes criticos, e, a uma taxa de selecao de 1%, eles nem sequer
se aproximam de seu resultado no conjunto de dados original. A razao para isso é que o
AIBN une valores de atributo olhando cada atributo em separado e portanto ignorando
quaisquer interacoes entre eles. Nesse caso, interacoes relevantes foram perdidas.

Redes Bayesianas com grafos de decisao em lugar de tabelas de probabilidades condici-
onais também perderam muito da capacidade de explorar padroes criticos, o que também
fica nitido através seu desempenho a taxa de selecao de 1%.

4.2 Previsao de comportamento conjunto

Na Secao 4.1 testamos o HPB em um problema onde existem apenas quatro atributos
explanatérios todos afetando diretamente o atributo classe. Na maior parte dos problemas
de classificacao existem muito mais atributos e o HPB nao pode ser aplicado diretamente.
Podemos, no entanto, modelar o problema usando uma rede Bayesiana e procurar por
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um ou mais nés onde o HPB possa substituir uma CPT tradicional com vantagem. Nesta
secao damos um exemplo de tal né.

Em alguns problemas de interesse da RFB que atualmente estao sendo modelados
como redes Bayesianas existem nods cuja idéia central é responder a seguinte questao:
o que dois ou mais atores tendem a fazer quando agem em conjunto? Em geral, esses
nos determinam uma distribuicao de probabilidade prévia para o que os atores fazem.
Enquanto isso, outros nés avaliam a verossimilhanca de quaisquer varidaveis observaveis
dada uma hipdtese a respeito do que eles de fato fizeram.

Ator no papel 1 Ator no papel 2 ... Ator no papel N

Outros Nos

N

Efeitos

Figura 4.3: rede Bayesiana de atores

Como o nuimero de atores possiveis pode ser muito grande, mas o nimero de papeis ¢é
normalmente pequeno, parece razoavel substituir a CPT do né Ac¢do na Figura 4.3 pelo
HPB. Contudo, na Secao 4.1, o HPB foi usado para prever uma classe binaria. O ntimero
de acOes possiveis pode ser alto, logo temos um desafio diferente para o HPB.

Nesta segao, apresentamos o desempenho do HPB em um problema de classificacao
independente que foi construido para se assemelhar ao problema de calcular a distribuicao
de probabilidade prévia do né Acdo na Figura 4.3. Usamos dois atributos de alta cardi-
nalidade: o importador (IMP) e o exportador (EXP)? para prever um terceiro atributo
de alta cardinalidade, a Classifica¢ao Fiscal Declarada (NCMD). Note que nao estamos
prevendo se hé ou nao um erro de classificacao, mas a propria NCMD.

O atributo IMP pode assumir 18846 valores distintos, o atributo exportador pode
assumir 43880 valores distintos e o atributo classe, NCMD, pode assumir 7608 valores
distintos.

Os métodos testados foram:

e HPB: HPB com coeficientes S fixos;

20 atributo EXP nao estava disponivel quando fizemos os testes da Secdo 4.1, por isso nio o utilizamos
14.
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NB: naive Bayes;
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ADE: estimativa quase direta. BN com a estrutura apresentada na Figura 1.1 e o meca-

nismo de suavizagao descrito em [34];

DE': estimativa direta. BN com a estrutura apresentada na figura 1.1 e CPTs tradicionais;

DFE Imp: estimativa direta, ignorando o atributo EXP.

DE Ezp: estimativa direta, ignorando o atributo IMP.

O HPB-OPT nao foi testado porque seu processo de otimizagao requer uma varidavel

classe binaria.

Nao testamos DGs, DFs e DTs porque a combinacao de pais de alta
cardinalidade com um né filho também de alta cardinalidade os tornou muito lentos.

Os parametros de cada método foram escolhidos como na Segao 4.1, mas a MCE foi

usada como critério de selecao. Abaixo apresentamos os intervalos de busca iniciais e as
constantes 6timas (s = S/NumClasses = S/7608):

HPB: o SI para a constante s foi [le — 4, 1e — 03] e o valor 6timo para s foi igual a le — 3.

O SI para a constante b foi [0.5,2.5] e o valor 6timo para b foi igual a 1.0. Ao coeficiente

SNI

NB: SI = [le — 3,2.5], s = 0.05;

ADE: SI = [le — 3,25, s = le — 3;

DE: ST =[le—3,2.5], s =1le —3;

DE Imp: SI = [le —3,2.5], s = le — 3;

sempre atribuimos um valor igual a S

DE Ezp: SI = [le —3,2.5], s = 2.5e — 3;

A Tabela 4.6 mostra que o HPB é o melhor método no que diz respeito a RMSE, MCE
e a nimero de classifica¢oes corretas (NC). Testes de hipdtese mostram que a diferenga é

significativa com a excegao de que o HPB nao foi significativamente melhor que o NB no

que diz respeito ao numero de classificacoes corretas.

RMSE MCE NC TR TS
HPB 10.8340.00 8.31+0.00 26882.40+89.76 35.48+0.17 1800.73+2.99
DE 110.88+0.00 19.374£0.01 125796.20+63.73 1.87+0.05 39.8240.03
ADE 110.88+0.00 18.78+0.01 126039.20£58.11 2.134+0.01 46.17+0.06
DE Exp 110.8940.00 19.07+0.01 125257.60+£64.14 2.95+0.15 77.03+7.94
DE Imp 111.04+0.00 18.95+0.01 122077.60+90.97 3.2440.20 73.50+0.51
NB 111.184+0.00 19.23+0.01 26803.004+-118.12 4.014+0.19 357.244+1.18

Tabela 4.6: previsao de comportamento conjunto
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4.3 O HPB como um substituto geral para tabelas
de probabilidades condicionais

Nesta secao testamos o HPB sobre conjuntos de dados da UCI. Nosso objetivo é obser-
var seu desempenho em dominios cujas caracteristicas divergem das que o inspiraram.
Porque seu uso de recursos é exponencial no nimero de atributos, nao podemos aplicar
o HPB a conjuntos dados da UCI diretamente. Portanto, avaliamos o desempenho de
redes Bayesianas, onde as CPTs usuais foram substituidas por instancias do HPB. Para
comparacao, também avaliamos o desempenho de redes Bayesianas onde a distribuicao de
probabilidade condicional de um né dados os seus pais (CPD) foi representada por outros
modelos. Abaixo listamos todas as representacoes testadas para as CPDs:

e HPB: HPB como descrito na Secao 3.4;
e DFE: estimativa direta, i.e., CPTs tradicionais;

e ADE: estimativa quase direta. Também CPTs, porém usando o mecanismo de suavizacao
apresentado em [34];

e DG@G: grafos de decisdo como apresentados em [16];
e DT: arvores de decisao como apresentadas em [34];
e DF': tabelas default com apresentadas em [34].

Em todos os casos aprendemos estrutura global da BN usando o algoritmo de escalada
de montanha implementado na Weka 3.4.2 e o NB como ponto de partida. Para garantir
que nao teriamos tempos de execucao excessivamente longos, limitamos o maximo niimero
de pais a 10 e porque o HPB nao lida com atributos continuos nés os removemos. Também
removemos todas as instancias com valores de atributos faltantes.

Dependendo da representagao escolhida para as CPDs, empregamos diferentes critérios
de selecao na busca da estrutura da rede Bayesiana. Abaixo listamos nossas escolhas:

e HPB: verossimilhanca logaritmica avaliada usando validagao cruzada do tipo leave one
out;

e DE: MDL;
e ADE: MDL;
e DGs: Bayesian Dirichlet score como apresentado em [16];

e DTs: MDL como apresentado em [37];
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e DFs: MDL como apresentado em [37].

Os conjuntos de dados testados foram: anneal, audiology, autos, breast-cancer, horse-colic,
credit-rating, german-credit, cleveland-1/4-heart-disease, hungarian-14-heart-disease, hepa-
titis, hypothyroid, kr-vs-kp, labor, lymphography, mushroom, primary-tumor, sick, soybean,
vote e z0o.

Antes de construir a rede Bayesiana escolhemos um tamanho de amostra equivalente
para as distribui¢oes de probabilidade prévia (o que significa um S fixo) e o usamos
para todas as instancias do HPB dentro da rede. Felizmente, os valores étimos para os
tamanhos de amostra equivalente tendem a ser similares.

Escolhemos S comegando com ST = [1.0,25.0] e, forgamos SN a ser sempre igual a
S. A constante b foi escolhida comegando com ST = [0.5,2.5].

Escolhemos a constante s (s = S/NumClasses) para grafos de decisdo comegando
com SI = [0.01,2.5]. Sempre mantivemos divisdes completas ativadas e variamos exaus-
tivamente o estado de ativacao de divisoes binarias e juncoes. Escolhemos as constantes
s para outros métodos comegando com SI = [0.01,2.5].

Contrariamente ao que fizemos nas Secoes 4.1 e 4.2 nao expandimos os intervalos de
busca iniciais caso o valor 6timo de uma constante seja encontrado em um de seus pontos
extremos.

Comparamos os resultados usando trés critérios diferentes: nimero de classificagoes
corretas (NC), entropia cruzada média (MCE) e raiz quadrada do erro quadrético médio
(RMSE). Na Tabela 4.7, mostramos o nimeros de conjuntos de dados sobre os quais cada
método apresentou o melhor desempenho. Como selecionar a melhor parametrizacao
usando um determinado critério e comparar os métodos usando apenas o mesmo critério
poderia fornecer pouca informacao ao leitor, nds selecionamos as parametrizagoes usando
todos os trés critérios e comparamos os métodos também usando todos os trés critérios
em combinagoes exaustivas. Em alguns casos houve empate quanto ao ntimero de classi-
ficacoes corretas. Neste situacao, a MCE foi usada para definir o vencedor.

Crit.Sel.  Crit.Comp. HPB DG DF DT ADE DE
NC NC 9 6 2 1 1 1
NC MCE 9 5 2 1 2 1
NC RMSE 7 6 4 1 1 1
MCE NC 9 5 2 0 3 1
MCE MCE 10 5 2 1 0 2
MCE RMSE 8 6 4 0 1 1
RMSE NC 7 7 4 0 1 1
RMSE MCE 9 5 2 1 1 2
RMSE RMSE 8 6 4 0 1 1

Tabela 4.7: ntimero de resultados vencedores em conjuntos da UCI
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HPB BDG DF DT ADE DE
3.18 3.79 1.49 1.56 1.0 1.0

Tabela 4.8: proporcoes entre o nimero de arcos em estruturas de rede

Na Tabela 4.8 mostramos as proporcoes médias entre o niimero de arcos nas estruturas
aprendidas usando cada representacao para as CPDs e as estruturas aprendidas usando a
Estimativa Direta (CPTs tradicionais). Como previsto por Friedman e Goldszmidt [37], o
uso de estruturas como DFs, DTs e DGs leva a estruturas de rede com um ntimero maior
de arcos. O uso do HPB também tem esse efeito.

A vasta maioria das varidveis nos conjuntos testados tem baixa cardinalidade (a car-
dinalidade mais alta entre todas as variaveis em todos os conjuntos foi a da variavel classe
do conjunto audiology com 24 valores possiveis) e muitas delas sd@o bindrias. Apesar disso,
os resultados do HPB sao os melhores na Tabela 4.7, mostrando que boas distribuicoes
de probabilidade prévia, podem, em muitos casos melhorar a qualidade das estimativas.

Com mostrado na Se¢ao 4.1, o HPB é muito mais rapido que DGs, DTs e DFs na
tarefa de tratar um pequeno conjunto de atributos de alta cardinalidade. Contudo, nos
conjuntos da UCI, muitos conjuntos de nés pais de baixa cardinalidade tornam o HPB
comparativamente lento. Em todos os casos, o HPB foi o método mais lento e em alguns
consumiu mais de 10 vezes o tempo consumido pelo segundo método mais lento.

Além disso, a vantagem do HPB nos trés critérios raramente foi estatisticamente sig-
nificante. Portanto, nao podemos recomendar o HPB como um substituto geral para
CPTs.

Podemos, no entanto, afirmar que BNs onde o HPB representa a CPD tem uma proba-
bilidade relativamente alta de produzir resultados melhores que BNs empregando outras
representacoes. A tnica explicagdo que encontramos para isso é que o HPB representa
algumas CPDs melhor que as alternativas e que estas representacoes superiores resultam
em previsoes de classe melhores.

Isso sugere que nao deve ser dificil encontrar problemas onde, se uma BN for empre-
gada, haja um ou mais nés onde seja vantajoso o uso do HPB.



Capitulo 5

Conclusao

No dominio da pré-selecao de mercadorias em processo de importacao para verificacao
humana, as interacoes entre atributos tém forte influéncia sobre a probabilidade de que
uma dada instancia seja positiva. Devido a alta cardinalidade dos atributos nesse dominio,
explorar tais interacoes é um desafio. Tratamos o problema usando o HPB, um novo
método de classificagao de padroes, baseado em modelo Bayesiano empirico hierarquico
de multiplos niveis.

Apresentamos o HPB em duas versées. A primeira envolve um processo de otimizacao
para escolha dos melhores coeficientes de suavizacao para cada familia de padroes, en-
quanto a segunda e mais simples emprega um coeficiente de suavizacao fixo.

Avaliamos o HPB usando curvas de acerto, RMSE e MCE. Mesmo a versao mais
simples do HPB se mostrou capaz de capturar a influéncia das interagoes entre atributos
de alta cardinalidade e obteve ganhos de desempenho com relacao a:

e redes Bayesianas com estruturas tradicionais como o naive Bayes e o tree augmented
naive Bayes;

e redes Bayesianas onde tabelas de probabilidades condicionais tradicionais foram
substituidas pelo noisy-OR, por tabelas default, por arvores de decisao e por grafos
de decisao;

e redes Bayesianas construidas apds uma fase de pré-processamento para reducao de
cardinalidade usando o agglomerative information bottleneck.

O tempo de execugao do HPB ¢ exponencial no niimero de atributos, mas independe
de sua cardinalidade. Assim, em dominios onde os atributos sdo poucos, mas possuem alta
cardinalidade, ele é muito mais rapido que BNs onde tabelas default, arvores de decisao
ou grafos de decisao sao empregados para representar a distribuicao de probabilidade
condicional de um né dados os seus pais.
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Mostramos que além de funcionar como um classificador independente, o HPB pode
representar a distribuicao de probabilidade condicional de um né dados os seus pais e,
portanto, substituir todas ou algumas tabelas de probabilidades condicionais em uma rede
Bayesiana. Esse uso alternativo elimina a limitagao no niimero de atributos que decorre
da complexidade computacional do HPB.

Testamos o HPB em outro problema de classificacao: a previsao do comportamento
de dois atores quando eles agem juntos. Como um subproblema, esta predigao é relevante
em varios dominios de deteccao de fraude e, se o problema geral for modelado como uma
BN, geralmente aparece na forma da tarefa de representar a CPD de um determinado né
dados os seus pais. Os resultados, novamente, favoreceram o HPB.

Também exibimos resultados experimentais em conjuntos de dados da UCI, onde clas-
sificadores construidos usando redes Bayesianas com diferentes representacoes para as
CPDs sao comparados. A despeito de que esses conjuntos de dados nao possuem atri-
butos de alta cardinalidade o HPB apresentou mais resultados vencedores que qualquer
outra representacao em trés critérios de comparacao. Os tempos de execugao compara-
tivamente altos e o fato de que a maior parte das diferencas nos critérios de comparagao
nao foi significativa, nao nos permite propor o HPB como um substituto geral para CPTs.
No entanto, ainda podemos concluir que nés de BNs cujas CPDs dados os seus pais sao
melhor representados pelo HPB que por outros métodos nao sao raros. Esse fato indica
que o HPB pode ter uma aplicacao bastante ampla.

Modelos Bayesianos hierarquicos tém sido amplamente empregados na comunidade
de marketing com o nome de hierarchical Bayes [3, 53]. Esses modelos também tém sido
usados em dominios médicos [4] e em robdtica [74]. Contudo, desconhecemos que qualquer
desses modelos possa ser empregado no tratamento de atributos de alta cardinalidade com
interacoes relevantes em um problema de classificacao de padroes. Além disso, o HPB
difere de outros modelos por lidar com uma hierarquia de multiplos niveis recursivamente
e também por lidar com o fato de que a populacao de instancias associada a cada padrao
estd contida em varias e nao em apenas uma superpopulacgao.

Como trabalho futuro deixamos o desenvolvimento de mecanismos melhores para a
escolha de coeficientes para o HPB. Tanto processos de otimizacao quanto estratégias
heuristicas devem ser considerados, os primeiros para obtencao de previsoes de melhor
qualidade e os ultimos para previsoes rapidas e aceitaveis.

A hierarquia de padrdes empregada pelo HPB ¢ fixa, simétrica (todos os atributos sao
tratados da mesma forma), e completa (todos os subconjuntos de cada padrao de interesse
sao considerados no cédlculo da probabilidade da classe dado o padrao). E possivel que
exista uma hierarquia incompleta e possivelmente assimétrica que produza resultados
melhores. Desenvolver um algoritmo que procure por tal estrutura é também deixado
como trabalho futuro.
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Por fim, também deixamos para o futuro a exploragao de uma hierarquia expandida
que inclua a hierarquia criada pelo HPB e as hierarquias naturais dos atributos, como
por exemplo o agrupamento de paises por continente, e de importadores por atividade
economica.
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Apeéendice A

Tabela de siglas

Sigla Segao Significado Comentario
ADE 2.6.1 estimativa quase direta E uma versdo suavizada da DE. A sigla vem do inglés: almost direct estimation.
AIBN 4.1 agglomerative information bot- E um método de agrupamento de valores para reducao da cardinalidade de atri-
tleneck butos.
AIC 2.6.2 Akaike’s Information Criterion E um critério para selegdo de estruturas de BNs ou outros tipos de modelo.
B 2.6.2 B E um algoritmo de busca para estruturas de BNs .
BDES 2.6.2 Bayesian  Dirichlet likelihood E um caso particular de BDS.
equivalent score
BDEUS 2.6.2 Bayesian  Dirichlet likelihood E um caso particular de BDES.
equivalent uniform score
BDS 2.6.2 Bayesian Dirichlet score E um caso particular de BS.
BIC 2.6.2 Bayesian information criterion E um critério para selegao de estruturas de BNs ou outros tipos de modelo.
BN 2.6 rede Bayesiana E uma representagao para a distribuigao de probabilidade conjunta de um grupo
de varidveis e pode ser usada como método de classificagdo
BS 2.6.2 Bayesian score E um critério para selegao de estruturas de BNs ou outros tipos de modelo.
CPD 2.6 distribuicao de probabilidade A sigla vem do inglés: conditional probability distribution.
condicional
CPT 2.6.1 tabela de probabilidades condi- A sigla vem do inglés: conditional probability table.
cionais
DE 2.6.1 estimativa direta E um método popular para estimar probabilidades a partir de proporgdes. A
sigla vem do inglés: direct estimation.
DF 2.6.1 tabela default E uma alternativa a CPT como forma de representagdo de uma CPD. A sigla
vem do inglés: default table.
DG 2.6.1 grafo de decisao E uma alternativa a CPT como forma de representacdo de uma CPD ou um
método de classificagdo independente. A sigla vem do inglés: decision graph.
DT 2.6.1 arvore de decisao E uma alternativa a CPT como forma de representagdo de uma CPD ou um
método de classificagdo independente. A sigla vem do inglés: decision tree.
FAN 2.6.2 forest augmented naive Bayes E uma generalizagao do TAN.
HPB 3 hierarchical pattern Bayes E novo método de classificagdo independente ou uma alternativa a CPT como
forma de representagao de uma CPD.
IMP 1 Importador
K2 2.6.2 K2 E um caso particular de BDS e também um algoritmo de busca para estruturas
de BNs .
LLLOO 3.4 verossimilhancga logaritmica E um critério para selegdo de estruturas de BNs ou outros tipos de modelo e é
medida em LOO equivalente ao LLOO. A sigla vem do inglés: log likelihood evaluated under leave
one out cross-validation
LLOO 2.6.2 verossimilhanga medida em E um critério para selecao de estruturas de BNs ou outros tipos de modelo. A
LOO sigla vem do inglés: likelihood evaluated under leave one out cross-validation.
LOO 2.6.2 validagao cruzada do tipo leave E um método para estimar os valores de varios indicadores para dados novos a
one out partir de medigbes sobre exemplos conhecidos.
MCE 4.1 entropia cruzada média E uma medida de divergéncia para estimativas de probabilidade. A sigla vem

do inglés: mean cross entropy.
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MDL 2.6.2 minimo comprimento de des- E um critério para selegao de estruturas de BNs ou outros tipos de modelo. A
cricao sigla vem do inglés: minimum description length.

NB 2.4 naive Bayes E um método de classificacdo que é um caso particular de BN

NCM 1 nomenclatura comum do mer- E uma Tabela de quase 10000 posi¢oes na qual todas as mercadorias importadas
cosul tém que ser enquadradas.

NCMD 1 classificagao fiscal declarada na
NCM

PAIS 1 pais E o pais origem da mercadoria.

RFB 1 Receita Federal do Brasil

RMSE 4.1 raiz quadrada do erro E uma medida de divergéncia para estimativas de probabilidade. A sigla vem
quadréatico médio do inglés: root mean squared error.

SFAN 2.6.2 selected forest augmented naive E uma generalizagdo do FAN.
Bayes

TAN 2.6.2 tree augmented naive Bayes E um método de classificagdo que é um caso particular de BN.

URF 1 unidade da RFB E a unidade da RFB pela qual a mercadoria ingressou na Brasil

Tabela A.1: siglas utilizadas nesta tese



