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1. INTRODUGAC

As fungoes assintotico-sigmoides desempenham importante pa-
pel em estudos de crescimento, sejam eles de natureza biologica, econami
ca ou demografica, onde os modelos lineares geralmente nao sac apropria-

dos.

0 ajustamento das fungoes assintotico-sigmoides aos  dados
de crescimento se fundamenta na hipotese de que o aspecto grafico carac-
teristico do processo & em forma de S e de que existe tendencia a estabi

lizagao.

Estas condigoes podem ser satisfeitas por diferentes fun-
gses matematicas. Apenas para certos casos de dados de crescimento, e-
xiste uma informagao definida a respeito da relagac entre as variaveis,
caracterizande a forma da fungao, ou existe uma equacao diferencial gque

a fungEo deve, obrigatoriamente, satisfazer.

Tais restrigoes praticamente nao aparecem em biologia ou,

nas palavras de BERKSON (1951), "em muitos, talvez na maioria dos casos
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biologicos, & realmente gratuito falar numa teoria dos fenomenos observa
dos em qualquer sentido literal e serio. Os fatores envolvidos sao tan-
tos e 0 conjunto e tao variado e complexo que o modelo usado e melhor
considerado como uma curva meramente empirica, empregada para a apresen-
tagio estatistica sucinta dos dados, com grande utilidade descritiva,mas

sem qualquer significado teorico especifico".

Portanto, no campo biologico, o tipo de funcao assintotico-
sigmoide que melhor descreve os dados de crescimento deve ser pesquisa-

do.

Entretanto, o ajustamento destas funcoes e relativamente di
ficil. Esta afirmativa @ comprovada pela quantidade de métodos propos-
tos para o ajustamento das fungoes assintotico-sigmoides, que procuram
diminuir a quantidade de calculo mesmo em detrimento do rigor estatisti-~
co, ¢ pela quantidade de trabalhos que apresentam dados  experimentais,
mas que mostram o simples tragado da "curva de crescimento’, por entre

os pontos colocados em um grafico.

Esta dificuldade do ajustamento das fungoes asgintotico-sig
moides constitui séria restricao a especificagao do modele da fungao,
quando se pretende usar os proprios dados experimentais como ponto de

partida.

E claro que, com a atual facilidade no uso de computadores,

& quantidade de calculo exigida pelos processos iterativos de ajustamen-

to das fungoes assintotico-sigmoides nao deve constituir maior problema.
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Entretanto, e importante salientar que existem, no ajusta-
mento das fungoes assintotico-sigmoides, diversos aspectos de ordem teo-

rica que ainda nao estac definitivamente resolvidos.

Neste trabalho propoe-se estudar tres fungcoes assintotico-

- -y . -~ bl ] -~ -
sigmoides, ou seja, a fungao logistica, a funcac de Gompertz e a fungao
log-inversa generalizada. Serao considerados tanto 0s casos em que a
ordenada da assintota superior deve ser estimada como casos em que essa
ordenada e conhecida, e a variavel dependente pode ser vista como uma

proporgao da assintota, que assume, entao, valor igual a um.

Depois, pretende-se ajustar essas funcoes a dados experimen
tais de crescimento, obtidos no campo biologico, procurando sempre dis~

cutir a validade dos modelos em cada caso.
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2. A FUNCAO LOGISTICA

2.1. A Fungao ngfstica_gara dados de crescimento

2.1.1. Caracteristicas

A fungao logistica, definida por

a

z =
1+e (btct) L

onde a8, bec sao parﬁmetros, a>0ec¢>0, fol indicada para o estudo
descritivo do crescimento de populagces humanas por VERHULST (1845), que

3 L4 .
a denominou de ''curva logilstica".

Muitos anos mais tarde, PEARL e REED (1920}, sem conhece~
rem a contribuigao de VERHULST (1845), obtiveram empiricamente a wmesma

curva, que utilizaram para descrever o crescimento da populagso dos EEUlU,

de 1790 a 1910, com base em dados de censo.

A partir dal, a curva logistica tem sido bastante estuda-
da quanto as suas caracteristicas matematicas e quanto ao metodo de es—

timar seus parametros. Ela tambem tem sido largamente empregada para a
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representagac de dados empiricos de crescimento de animais e vegetais,
de crescimento de populagaes humanas e de adogao de novos bens economi=

cos.

A fungao (1) & monotonicamente crescente e fica entre as
duas assintotas Z = Q0 e Z = a. O parametro a, que e a distancia entre
as duas assintotas, e denominado "nivel de saturagao". O parametro ¢ es-

ta relacionado com a taxa de crescimento de Z, desde que

d@fa) o . Z - L
—ac . ¢ 3 a a) (2)

Finalmente, b e um parametro de posiqao, isto e, mudando o valor de b
enquanto 0§ outros parametros se mantem.fixos, a fungﬁo apenas se movi-

menta horizontalmente.

A funggo (1) tem ponto de inflexao para 2 abscissa t=-b/ec,
onde 2 vale a/2. A curva logistica @ radialmente simetrica em torno do

seu ponto de inflexao.

0 uso da fungao logistica para o estudo descritive de

crescimento pode ser baseado na equagao diferencial:

dz . _
5 =kz (D) (3)

onde k = ¢/a & constante.

A equagao (3) mostra que a taxa de crescimento da fungEo

logistica e proporcional ac valor alcangado pela funqao e 2 diferenga en

y .
tre esse valor e o ''nivel de saturagao’.
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Portanto, reconhece-se na 10g{stica, de acordo com a deno
minagao apresentada por LANGE (1967), um "fator de momento" igual a 2

e um "fator de contengao" igual a (a-Z).

De (3) segue-se que:

z2 " 5p =k (a-2) (4)

isto e, a taxa de crescimento relativo de Z decresce linearmente com o

aumento de Z.

A fungao logistica € imediatamente recomendavel para a
descricao de certos tipos de fenomenos, devido as suas caracteristicas
matematicas peculiares. Entretanto, sao essas mesmas caracteristicas que
podem tornar o modelo logistico inadequado para descrever outros tipos

de fenomenos.

Assim, a equagao diferencial (3) mostra que a2 fungaoc lo-
gistica corresponde ao processo de autocatalise. De acorde com JOHNSON
e KOTZ (1970), numa reagao quimica em que o catalizador M transforma o
composto G em dois compostos J e K e o proprio J atua como um cataliza-
dor para a mesma reagao, se M e G sao as concentragoes originais de M
e G, respectivamente, e y e o valor comum das concentragoes de J e K no
tempo t, entdoc a lei de agao das massas e:

d -
B ey, G oy v G ®

-~ * . - .
onde ¢y e €y sac constantes cataliticas para a agao de M e J respectiva-

mente.



0 lado direito da equaggo (5) pode ser rearranjado come

segue:
Cl cl Cl
€y (y + Er'Mb ) (Go * Mo) A c. Mo) &)
2 2 2
€1
Fazendo c2 =Lk, v + - Mo =7 e
2
¢y _
G0 + = Mo = a, tem~se o segundo membro da equagao (3).
2
Por esta razao, a funcao logistica e tambem conhecida co-
mo "curva de autocatalise". BERKSON (1951) apresentou, entre outros e-—

xemplos, o ajustamento da funcao logistica para dados experimentais de
hidrolise de acetato de etila para formar alcool etilico e acido aceti-
co, pela agao catalitica do acido acetico. Neste caso, como bem lembra
o autor, a informagao dada pela equagac diferencial (3) & totalmente va-
lida. Isto porque a taxa de aumento do acido, que e igual a taxa de di-
minuigao do acetato do qual o acido @ formado, e proporcional ac produto

das massas do acetato de etila e do acido acetico.

Foi tambem a equacao (3),num problema totalmente diverso,
que chamou a atencao de ROOS e VON SZELISKI (1939), que ajustaram a fun-—
¢ao logistica para o crescimento da demanda de automoveis nos EE.UU.. Os
autores argumentaram que, num determinado per{odo de tempo, ¢ aumento na
populagao de automoveis e dado pelo numero potencial de compradores, mul
tiplicado pela probabilidade de que um individuo, selecionado ao acaso
nesse grupo, venha a adquirir um automovel., Os autores julgaram 1licito

supor que tal probabilidade & proporcional ao numero de automoveis ja
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comprados, uma vez que este numero esta diretamente relacionado com o co
nhecimento sobre o produto, por parte de possiveis compradores e com o
desenvolvimento do sistema de distribuigao e de atividades complementa-

res. Entao, para determinado intervalo de tempo, tem-se:
AC = AACHM-O N

onde C € a populagac de automoveis, M e o numero maximo de proprietarios
de automoveis e Al e M dependem de fatores economicos. Se as condiqaes

forem mantidas constantes, tem-se aqui um modelo logistico.

Num estudo sobre o aumento do numero de proprietarios de
televisao no Reino Unido, BAIN (1962) ajustou um modelo logistico, usan-
do argumentos semelhantes aos de ROOS e VON SZELISKI (1939). Entretanto,
o proprio autor considerou que os resultados obtidos nao foram satisfa-

torios.

Mais tarde, discutindo o aumento da demanda de novos bens
de consumo, BAIN (1963) considerou que o modelo logistico e inadequado

para descrever o crescimento da demanda.

De acordo com o autor, a demanda de todo novo bem de con-
sumo depende de um processo de aprendizagem, que Se passa em tres esta-
gios: primeiro, o consumidor deve se aperceber do novo bem, depois deve
se familiarizar com ele e, em terceiro lugar, deve inclui-lo em seu con-
sumo. Ora, a explicagao da equagao diferencial (3) se concentra nos con
sumidores que se encontram no segundo estagio do processo de aprendiza-

gem.
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BAIN (1963) considerou tambem que a fungao logistica e
simplista na explicagao do processo de crescimento da demanda porque, de
acordo com o modelo, o numero de pessoas adquirindo o novo bem e propor-
cional ao numero de pessoas que ja tem o bem de consumo, multiplicade pe
lo numero de pessoas que podem vir a ter esse bem. Entretanto, as pes—
scas vivem em grupos sociais, onde tais proporgaes podem ser bastante

distintas.

Uma terceira caracteristica do modelo logistico, que BAIN
(1963) considera inadequada em relagso ao processo de crescimento da de-
manda, e a de pressupor que a influencia que qualquer proprietario possa
exercer sobre um comprador em potencial & a mesma durante todo o proces-

so e igual entre todos os individuos.

Por outro lado, 05 novos bens de consumo 520 mais rapida-
mente adquiridos pelas camadas da populagao de mais alta renda o que,
evidentemente, torna assimetrica a curva de crescimento. Baseado nesta
argumentagao, BAIN {1963) considerou que ¢ ajustamento de um modelo si-
metrico a0 crescimento de demanda de novos bens de consumo e injustifi-
cavel e recomendou, nestes casos, a pesquisa de curvas com assimetria po
gitiva. Para o caso do crescimento do numero de televisces na Inglater-
ra, BAIN (1963) utilizou um modelo baseado na curva lognormal acumulada.
0 autor considerou que o modelo e intuitivamente plausivel e da explica-

gao razoavel aos dados.

. - L "
Em muitos casos, entretanto, © uso da funcao loglstica se

baseia mais no aspecto grafico da fungao do que na equagao diferencial.
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Assim, as curvas de crescimento de animais e vegatais tem
uma forma caracteristica em §, que esta de acordo com o aspecto sigmdide
do grafico da fungao logistica. Ainda, a fungao logistica atende ac fa-
to, ja expresso por HAMMOND (1960), de que a taxa de crescimento em peso
de todos os animais & pequena nos estagios iniciais, aumenta ate um ma~

ximo e depois decresce & medida que a maturidade me aproxima.

¥ y - »
Os processos de crescimento, desde o inlcic ate a maturi-

dade,nao podem ser descritos por polindmios, pois os valores se aproxi-

mam de uma assintota. TOOTILL (1963) considerou que, nesses casos, os

modelos contendo apenas uma nao linearidade mostram-se geralmente satis~
fatorios, DAY (1966) salientou que familias de curvas com tres parame-
tros frequentemente descrevem dados de crescimento de maneira adequada.

Para a escolha da familia de curvas, partiu da equagdo diferencial de

segunda ordem:

2
2
£(t) d—f—gﬁﬂ - {(a + 1) (%ﬂ) + bE(t) 9—2—@- =0 (8)
dt t t

onde a € uma constante para o grupo de individuos e b pode variar entre
individuos. Segundo o autor, a eqpaqio acima surge naturalmente no. pro
cesso de crescimento f£(t), onde um processo de envelhecimento g(t) ten-
de a inibir o crescimento. Se G e o valor do qual g(t) se aproxima as-
gintoticamente, entao as equagaes diferenciais de crescimento devem ger

da forma:

dt

a+] bl
diCe) o [£(t) G - g(t)

1 (9)

iﬁéﬂ = b, [G - g(t)]



as quais se reduzem 3 equagao (8), eliminando-se g(t), com b = by by.
A solugao da equacao (8), quando a ¥ O e b # 0, a:
_ - 1/a
£(t) =X [1 + ae (bt*c’] (10)

que & uma potencia da fungao logistica. A fungao (10) foi designada por

NELDER (1961) como logistica generalizada.

Entretanto, HOFFMANN e THAME (1970}, quando ajustaram a

funcao logistica a dados de crescimento em altura de Pinus caribaea var.

caribaea e MISCHAN (1972), quando ajustou a funcao logistica a dados de
crescimento ponderal de gade bovino, nao obtiveram bons resultados. Os
autores de ambos os trabalhos notaram que as estimativas que obtiveram
para a assintota superior eram muito inferiores aos valores mais altos

alcangados pelas observagaes da variavel dependente.

0 metodo de ajustamento de STEVENS (1951), usado pelos au
tores dos dois trabalhos, pode ser parcialmente responsabilizado pelos

resultados,

Entretantc, deve-se lembrar que na fungao logistica, a or
denada do ponto de inflexao e a/2, ou seja, e a metade do valor da dis-
tancia entre suas duas assintotas. Isto caracteriza o crescimento logis
tico como aquele que tem taxa de crescimento crescente ate o ponto em
que a variavel dependente atinge a metade do valor tedrico maximo que po
de alcangar a taxa de crescimento decrescente apos esse ponto. Esta ca-
racteristica da fungao logistica ja foi assinalada por BAIN (1963) como

altamente restritiva, o que levou OLIVER (1964) a comentar <que tal
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restrigao so pode ser evitada com o usc de outras fungoes, de proprieda-

des diversas e eventualmente mais complicadas.

Por outro ladeo, o fato da funcao logistica ser radialmen~
te simetrica em torno do ponto de inflexao, caracteriza o crescimento lo
gistico como aquele que tem taxas de crescimento simetrico em torno des~
se ponto. Ora, esta restrigao tambem pode tornar a fungao logistica ina

dequada para a descrigao de certos processos de crescimento.

Assim, por exXemplo, sabe-se do estudo de crescimento pon-
deral de gado bovino, que o peso atingido pelo animal no ponto de infle-
x¥a0 e menor que a metade do peso alcangado na idade adulta, o que impli-
ca em afirmar que as taxas de crescimento nao sao simetricas em torno do
ponto de inflexao. E de se esperar, poftanto, que a fungao logistica,
ajustada a pesagens mensais de uma cabega de gado bovino, deve subesti-
mar o valor da assintota e superestimar o ponto de inflexdo. Isto real-

mente ocorreu nos dados analisados por MISCHAN (1972).

No estudo descritivo de populacoes humanas, a funggo lo—

- . * ] * -
gistica encontra a sua mais antiga apllcagao.

Alem disso, alguns autores observaram que as  populagoes
de organismos vivos, em condigoes especificas, crescem de acordo com a
lei logistica. LANGE (1967) cita o exemplo de que uma populaggo de mos—
cas, colocada num ambiente fechado, aumenta de acordo com a lei logis-

tica.

OLIVER (1964) verificou que a fungao logistica se ajusta

bastante bem aos dados de crescimento de populacoes de leveduras.
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Entretanto, nao se pode estender esta ideia ao crescimen-
to de populagoes humanas, que depende de complicadas condigoes socio-eco

nomicas que variam no curso do desenvolvimento historico.

0 ajustamento da fungao logistica aos dados de crescimen-
to de populagaes humanas tem apenas valor descritivo, no periodo em ana-
lise. As previsoes de populagoes baseadas nesses ajustamentos sao fa-
lhas, como ¢ comprova o trabalho de DAVIS (1941). Este autor ajustou a
fungao logistica aos dados de populagao dos EE.UU., no periodo de 1780-
1940, e estabeleceu previsoes para a populagao no periedo de 1940-2100.
Segundo LANGE (1967), os desvios consideraveis entre a populagao efetiva
dos EE.UU. e a previsao estabelecida por DAVIS (194l), sao justificados
por diversos fatores, entre os quais ressalta as restricoes a imigragao,
a crise economica de 19291936 e o pleno emprego depois da 2a. Guerra

Mundial.

A argumentagao relativa as restrigoes do use da fungao lo
glstica com dados de populagaes humanas tambem se estende ao uso da fun-
¢ao para os indices economicos. £ claro que, nestes casos, nac existe
uma teoria economica que leve ao ajustamento da funcao logistica, mas os
resultados desse ajustamento podem ter, segundo QLIVER (1964), um valor

descritivo. Este 2 o caso do trabalho de LEAL (1972), que ajustou a fun

950 logistica aos dados de Indice de custo de vida em Curitiba.

Um caso particular da fungao logistica encontra aplicagao
num problema diverso dos discutidos aqui, por nao se tratar de curva de
crescimento. £ o caso discutido por COLQUHOUN (1971), da fungao de Mi-

chaelis e Menten, usada em bioquimica para descrever a velocidade de
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reagao enzimatica como fungao da concentragao do substrato.

Entao, na funggo logistica definida em (1), indicando a
variavel dependente por v e fazendo a =V, b =- log Ke t = log x, on-

de x & a concentragao do substrato, obtem-se:

(11)

Para ¢ = 1, tem-se a fungao de Michaelis e Menten, onde

V & o valor assintotico da velocidade e K e a constante de dissociacao.

A fungao (11), quando c = 1, também pode ser wvista como
um caso particular de hiperbole. Neste caso, o ajustamento & mais faeil

e deve ser feito na forma indicada por BLISS e JAMES (1966).

2.1.2. Estimativas dos parametros
E possivel que a dificuldade de estimacao dos parametros
da fungao logistica, definida por

a
1+e-(b+Ct)

Z= (1)

pelo metodo classico dos minimos quadrados, temha reduzido o seu empre-

go.

Entretanto, nac se pode esquecer que foram propostos di-
versos outros metodos para a otengao das estimativas dos parametros da
fungao (1).

Entretanto, os métodos que tem apenas o merito de simpli-

ficar os calculos, como o dos "totais parciais”, ou o proposto por DAVIS
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(1941), ou o proposto por ERKELENS (1968), perdem em rigor estatistico.
0s metodos que usam uma transformada da variavel dependente, como os pro
postos por STEVENS (1951), PATTERSON (1956) e NELDER (1961) pressupoem
que os erros de Z sao heterocedasticos e portanto, so devem ser aplica-
dos nesses casos. Os métodos graficos, como o meétodo da estimagao dos pa
rametros da fungao logistica por nomograma, proposto por RASOR(1949),tam

bém perdem em rigor estatistico.

Parece licito supor que diferentes metodos de ajustamen—
to, aplicados aos mesmos dados experimentais, devem levar a diferengas
sensiveis, tanto nas estimativas dos parametros como nos quadrados mé-
dios residuais. Este fato & comprovado pelos trabalhos de OLIVER (1964)
e de LEAL (1972), que comparam diversos metodos para o ajustamento da

funcao logistica.

Um dos metodos mais conhecidos para o ajustamento da fun-
gao logistica & o metodo dos "totais parciais”, que consta em diversos
livros textos, principalmente nos mais antigos, como o de  CROXTON e
COWDEN (1955). Tal metodo consiste em dividir as observagoes em tres
grupos e calcular os subtotais de cada grupo. Se o numero de dados nao
for divisivel por 3, abandonam-se 1 ou 2 dados. Obtem-se, assim, tres
equagoes em a, bec, que sao resolvidas algebricamente. As estimati-
vas dos parametros obtidas por este metodo saoc consistentes, mas nac sao

eficientes, conforme demonstrou STEVENS (1951).

-

Qutro metodo para o ajustamento da fungao logistica e o
desenvolvido por DAVIS (1941), que estimou os parametros da fungao basea

do num procedimento anteriormente proposto por Hotelling.De {1},segue-se
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que:
1 dz _ (c)

z dt "¢ \z) 1 (2)

Aproximando %% por %% , pode-se ajustdr uma regressao 1i

near simples de 2%% contra Z. Obtem-se, assim, as estimativas dos pa-

rametros a e ¢. De (1) segue-se tambem que

—

e"b = B;Z eCt (3)

A estimativa de b & dada pelo valor negative do logarftmo
da media aritmetica dos valores obtidos de (3), para cada par de valores
t, Z. Se alguns valores de Z excederem 2 estimativa da assintota, o que
comumente acontece, o autor recomenda que eles sejam excluidos, para o

calculo de b.

f elaro que, se o numero de pares de valores observados e
grande, a estimagao de E_dependerﬁ de bastante calculo. TINTNER (1052)
sugeriu que se determinasse b apenas com os valores medios de t e Z, is-
to e, a fungao passaria cbrigatoriamente pelo ponto (?, 7Z). A sugestao
de TINTNER (1952) tem apenas o merito de simplificar os calculos, uma
vez que, obviamente, os resultados so serao viaveis se as observagoes se

distribuirem igualmente em torno do ponto de inflexao.

Tambem ERKELENS (1968) desenvolveu um metodo para o ajus-
tamento da fungao logistica, usando a propriedade de que o logaritmo das
diferencas dos inversos de valores consecutivos de Z sao fungao  linear

de t. Se Eig1 = 1+ti, de (1) pode-se obter:



17.

1 -b 1-e €
log | & - = - ct, + log (e 4
Zi Zi+1 1 a ( )
que € uma regressaoc linear simples de log El -3 L contra t;. A par
i “in -

tir de (4), obtem—-se as estimativas de c e de e-b/a. A estimativa de a,
e consequentemente, a estimativa de b, pode ser obtida atraves de uma

transformagao da propria funcao logistica, pois de (1) vem:
1 .1 . e 7ct
a z € (%)

Usando-se as medias aritmeticas de 1/Z e de e °% em (1),

facilmente se obtém a estimativa de a.

Note-se que o metodo de ajustamento da fungao logistica,
proposto por ERKELENS (1968), exige que os intervalos entre valores con-
secutivos de t seiam iguais, de forma que cada intervalo possa ser visto

como uma unidade de t.

As estimativas dos parametros da funggo logistica, quando
Se pressupoe que oS erros $ao homocedasticos, podem ser obtidas pelo me-
todo dos minimos quadrados gque tem a vantagem de nao exigir pressuposi-
¢ao a respeito da forma especifica da distribuigao dos erros. Entao, da
da a fungEo (1), com erro aditivo de media zero e variancia 02, obtem-

se, imediatamente, o sistema de equagoes normais:
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E ——]-'--——---- z - _..._.......é....._-..... =0
L+ (BFCE) L+e~ (BFEL)
- (b+ct) -
ag £ = (Z - H-'-—-E-—:—*- =0 |
[14¢= (B+ct)]2 1+e- (B+EL) (6)

ar te-(B+Et) (z - _......__g......._...._) = ()
[10e™ Bree)]2 14g™ (B¥EE)

onde z sao as observacoes e a, b e ¢ sao as estimativas de a, b e ¢, res

pectivamente.

A solugao do sistema de equagoes normais (6) deve ser ob-

tida por processo iterativo,

Partindo de estimativas preliminares a_, § e Eo de a, b,

o’ "o

e ¢, respectivamente, define-se Aa, Ab e Ac como correqaes, obtidas em
determinada etapa, para as estimativas dos mesmos parametros obtidas na
etapa anterior. Aplicando a serie de Taylor a cada uma das equagoes nor

mais e desprezande os termos onde Aa, Ab e Ac aparecem com expoente su-—

perior a um, obtem-se:

Aa oz - 2) b W
F +Q 8o | = |3 8 (z-7) o (b * cot) ¢§ (7)
Ac a LHz-%2) e Bo *+ Tt) &2
L | | %o o o
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1 - -
onde ¢ = = s, Z_ = a s © 8
O 14e- (B, t) 0 ™% % @)

F e  sao matrizes simetricas cujos elementos sao dados por:

5+
127 % "% ¢ Bo*ot) o

Fig = Eo X e-(E°+c°t) t ¢g
_ = Y (9)
Eg T e 2(50+cot)

F - Ez T e—2(50+c0t) . 4

" -2(b +Cc_t
F .. = a2 Le ( 0 ‘o ) t2 ¢&

33 0 o

-(bo*cot) ¢2
o

1

- I (z*zo) e

-(So+Eot) . ¢2

o o - ' 10
- (B, +2_t) ¢§ [22-(b0+c0t) ¢*1] ( (10)

e

=-a, E (z—ZO) e

0, = -3 7 (2 o Porot) ¢ g2 [ze-(80+60t) ¢~1]

s

E importante notar que com excegao do elemento nule, to-
dos os elementos da matriz Q, definida em (10), sao somas ponderadas de

desvios. Portanto, deve-se esperar dque oS valores desses elementos
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sejam pequenos em comparagaoc com os valores dos elementos da matriz F de
finida em (9), desde que a variancia residual nao seja muito grande. En-

tao, desprezando a matriz Q, o sistema (7) fica como segue:

Aa L (z - 20) ¢,
F Ab -~ ar - % "(50+Eot) ¢2
=3, L (z o) e o (11)
Ac 50 T (z ~ 20) e_(BO+Eot) t ¢§

I ]

0O sistema de equagaes (11) pode ser obtido expandindo a
estimativa da fungao pela serie de Taylor, desprezando os termos de grau

superior a um. Na realidade, minimiza-se a fungao:

2

- - -~ - 1 - -
z f(ao, So’ co) fa (ao, Bo’ co) Aa

£ (@, Byt ) b - £l (ag B, c) Ac

onde f(ao, 50, Eo) e o valor da fungao para as estimativas a, Eo ec e
1 - - 1 -~ E - f ' - - — .

fa (ao, Bo’ co), fb (ao, o’ co) e £, (ao, Eo, co) sao, respectivamente,

os valores das derivadas parciais da fungao em relagao a a, b e ¢ no pon

to (ao, SO, CO).

Note—se que o processo para a solugac do sistema de equa-
gSes normais, dadas em (B), leva ao sistema (7). Uma aproximagao razoa-
vel de (7) e dada pelo sistema definido em (11), que tem a vantagem de
ser mais simples. Repetidos um numero suficiente de vezes, tanto o sis~

tema (7) como o sistema (11) devem levar 2 mesma soluggo, que 1independe
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das estimativas preliminares. Entretanto a velocidade de convergencia
para a solucao final, obtida pelo sistema (7), pode ser substancialmente
maior que a velocidade obtida pelo sistema (11), tornando o primeiro pre

-
ferivel a este.

As estimativas preliminares a, Eo e Eo, necessarias para
se iniciar o processo iterativo, podem ser obtidas por qualquer um dos
metodos simplificados anteriormente descritos. Neste trabalho sera usa-

do o metodo proposto por DAVIS (1941).

SCHULTZ (1930) foi o primeiro autor que usou o metodo dos
minimos quadrados para a obtengao das estimativas dos parametros da fun-
cao logistica com erro aditivo. Entretanto, provavelmente devido a quan
tidade de calculo que o método exige, SCHULTZ (1930) trabalhou com ape~
nas uma iteragao, Neste caso, o resultado final deve ser bastante im-

preciso e totalmente dependente das estimativas preliminares.

OLIVER (1964) ajustou a fungao logistica pelo metodo dos
minimos quadrados, expandindo a fung2o pela série de Taylor e usando nu-
mero suficiente de iteragoes. Concluiu que nac existe substituto para
este metodo, uma vez que todos os metodos que simplificam os calculos le
vam a estimativas ineficientes dos parametros. Entretanto, ressaltou o
autor, o metodo dos minimos quadrados exige o uso de computador, uma vez

- . -~ -y ]
que o numerc de iteragoes necessarias pode ser relativamente grande.

Em trabalho posterior, OLIVER (1966) obteve as estimati-
vas dos parametros da fungao logistica atraves do meétodo da maxima veros

similhanga e estudou as variancias dessas estimativas atraves da matriz
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de informagac. O autor observou que as estimativas obtidas por este me-
todo, que sao assintoticamente eficientes, sao identicas as obtidas pelo

meétodo dos minimos quadrados.

Os resultados obtidos pela aplicacao direta do metodo dos

minimos quadrados nao serao satisfatorios se for valida a pressuposicao

de que o0s erros sac heterocedasticos.

Nestes casos, o ajustamento da fungao logistica deve ser
feito ou pelo metodo proposto por STEVENS (1951), desde que seja possi-
vel admitir que o inverso da variavel dependente tem varizncia constan~
te, ou pelo metodo proposto por NELDER (1961), desde que seja possivel

admitir que o logaritmo da variavel dependente tem variancia constante.
STEVENS (1951) ajustou a fungao de Spillman definida por:
Y=a+8 o (13)

onde @, 8 e p sao parametros.

Aplicando o metodo dos minimos quadrados, o autor obteve

o sistema de equagoes normais:

I y-9D =0
T(y-Y)rta=o (14)

I v-Y) Bt R =

onde y sao as observagoes, Y sao as estimativas dadas pela fungao e A, B

e R sao as estimativas de &, B e @ respectivamente,
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Como o sistema de equagaes normais (14) nao e linear, sua
solugao ¢ obtida por processo iterativo. Sejam AA, AB e AR as corre-
gaes das estimativas de o, B e p e sejam AL Bo e R as estimativas pre

liminares desses parametros.

Aplicando a série de Taylor a cada uma das equagoes nor-
mais e desprezando os termos onde AA, AB e AR aparecem com expoente supe

rior a um, obhtem—se:

_ ; . ;
An Iy-Y)
{ F+Q AB | = | T (y- ?o) Rot (15)
|
- t-1
AR BOL (y-Y) tR

onde Yo e o valor da fungﬁo para as estimativas AO, BO e R,

o
. 7
n X Rt B It Rt—-l
o} [ [a
F=|zgrt £ T B I ¢ pitTl (16)
O [u}
B sert Y B oreritt gl P
(o] o o o o ‘
(=]
- . "
- _ 3 £-1
Q 0 0 Z(y=Y )t R} (17)
_ -"‘ t-1 _ T _.‘ - t=2
0 Z(y Yo)tRD By (=Y )t (t-1)R

sendo n o numero de pares de observagoes.
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Note~se que 0s elementos da matriz Q, definida em (17),
ou sao nulos ou s20 somas ponderadas de éesvios. Desde que a variancia
residual nao seja muito grande, os valores dos elementos desta matriz sao
pequenos em comparagio com os valores dos elementos da matriz F, defini-
da em (16). Entao, desprezando a matriz (17), o sistema de equagoes de-

finido em (15) fica como segue:

A Iy - Y
FolaB | = |L(-T)RE
AR B L (y-v)ctR "
L L 2 7 ] o] ]

Lembrando que AA, AB e AR sao correcgoes, dadas pela di
ferenga entre a estimativa dos parametros obtidas em duas etapas conse-

cutivas, da relagao anterior se obtem:

1 1T 1T - *
A AO Ty b2 Yo
_ - t i .
F B F Bo Ly Ro T Yo RO
AR 0 B 5 yertl B £¥ ¢ rt71
J o] o] o © 0 ]

Partindo de ﬁo = A+ BORE, pode-se verificar que:

&)
!'Ao- ||'z Y, ]
F B, | = | I iEORE
0 B0 z ?o t Rgnl
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Considerando esta igualdade, o sistema anterior pode ser

escrito como segue:

A 1 Ty
t
F B ‘ Ly R0
t-1
AR J B, LytRj]
ou

( n L Rg It Rg_l ( A 1 (5 y
. R L r2t £ ¢ R2t1 B | s Lygt (18)

t-1 2¢-1 2 n2t-2 t-1
thRo Lt Ry It R | BOARJ -2th0

A expressao (18), obtida por STEVENS (1951), permite de-

terminar as estimativas de a e de 8 e uma corregao para Ro’ desde que seg
ja dada a estimativa preliminar de p.

Inicia=-se assim um processo iterativo de calculo que deve
chegar as estimativas finais A, B e R dos parametros o, B e p, que STE-
VENS (1951) mostrou serem eficientes e consistentes. E importante notar
que usando a relagao (15), e possivel obter convergencia mais rapida pa~
ra a solugio final, do que usando a relagao (18). Entretanto, a relaqso
(18) e mais simples e exige a estimativa preliminar de um unico parame-
tro.

0 metodo de ajustamento que STEVENS (1951) desenvolveu se
aplica as diversas fungoes que, por anamorfose, se transformam na fungao
(13). Assim, invertendo os membros da fungao (1), obtém-se:

e—(b+ct)

1 L
—_— = t ——— (lg)
Z a a
1 1 e b -c -
Em {19) fazendo E.= Y; 5 = 0 - =f; e = p, obtem—se

a funcao (13).
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. -~ - .
Note-se que quando se ajusta a funcao loglstica na forma
da fungao (19), minimiza-se a soma dos quadrados dos desvios dos inver-
sos dos valores observados em relagao aos valores estimados por essa fun

cao. Portanto, o modelo estatistico da fungao logistica em analise &:

7 = 2 (20)
l+e (b+cr‘)+a £

onde £ sao variaveis aleatorias independentes, de media zero e variancia

constante.

NELDER (1961) estudou a familia de curvas definida pela
equagao diferencial
1/6
Z
2 [ 1 - (= (1)

dt a

L

onde c, a € O 540 parametros. Fazendo 8 > 0, o autor obtave a solugso

da equacaoc diferencial (21):

—(b+ct) /B }9

7 = a/ L 1+ e (22)

onde b & a constante de integragao. NELDER (1961) denmominou a fungao
(22) de logistica generalizada. Em (22), fazendo 6 = 1, obtem-se a fun-

cao logistica definida em (1).
Aplicando logaritmo a funggo (22), o autor obteve:

Y =0- 6 log [ pee (D¥et)/0 ] (23)

onde Y = leg 2 e a = log a
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0 ajustamento da fungao (23) atraves do metodo dos mini-

mos quadrados resultou em um sistema de equagaes normais que nao tem so~

lugao explicita,

Para a solugac desse sistema quando ® = 1, NELDER (1961)
propos que fossem obtidas, a partir de uma estimativa preliminar de a,
estimativas preliminares para b e para ¢, fazendo uma regressac linear

simples de log (2/a~Z)) contra t, pois de (1) pode~se obter:

log %) “b+at | (24)

Depois, por corregses sucessivas, sfo obtidas as estima-
tivas finais. Para a obtenqao da estimativa preliminar ao,NELDER(1961)

sugere um processo semigrafico que nem sempre e necessario.

Note-se que quando se ajusta a fungao logistica pelo me-
todo proposto por NELDER (1961), o modelo estatistico da fungao em ana-
lige e:

a
z @ —————— g (25)
1+e (b+ct)

sendo que log € sao variaveis aleatorias com média zero e variancia cons

tante.

Portanto, minimiza-se a soma dos quadrados dos logaritmos
dos valores observados em relacao aos valores estimados pela fungao (22),

com 6 igual a 1,

NELDER (1961), comparando o metodo de ajustamento da fun-

cao logistica que desenvolveu com o método desenvolvido por  STEVENS
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(1951), mostrou que ambos implicam em admitir que as variancias das ob-

servagoes sao fungoes dos valores assumidos por essas observagoes, devi-

do as anamorfoses utilizadas.

Assim, feita a anamorfose y = 1/z, exigida pelo processo
de STEVENS (1951), admite-se que o inverso da variavel dependente tem va
riancia constante 02. Uma aproximagao da variancia de z pode ser obtida

a partir da equacao diferencial
1
dy == da (26)

donde

v(z) = 2% o2 (27)

Portanto, quando se ajusta a funcac logistica pelo mato-
do de STEVENS (1951), admite-se que a variancia das observagaes da varié
vel dependente cresce com a quarta potencia dessa variavel, o que signi-
fica que, na estimagao dos parametros, sera dado maior peso as ohbserva-
gaes de menor valor (ou seja, proximas do eixo das abeissas), uma vez
que as observagoes proximas da assintota tem variancia relativamente al-

ta.

Quando os dados observados nac atendem a pressuposigac de
heterocedasticia de acorde com (27), o metodo de ajustamento proposto
por STEVENS(1951) nao pode levar a uma boa estimativa da assintota. HOF-
FMANN e THAME (1970), MISCHAN (1972) e LEAL (1972) observaram que obti-
veram estimativas das assintotas muito inferiores aos valores mais altos

alcancados pela variavel dependente.
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Da mesma forma, feita a anamorfose y = log z, exigida pe-
lo metodo de NELDER (1961), admite-se que a variancia do logaritmo da va
riavel dependente e constante, pressuposigao comum quando se trata de da

dos economicos.

Obtem-se uma aproximagao da variancia de z partindo da e-

quagao diferencial

dy = dz (28)

i =

donde

V(z) (29)

n
3]

Se a pressuposigao de heterocedasticia nao for valida pa-
ra os dados em analise, o metodo proposto por NELDER (1961) pode levar a

r . -+
uma subestimativa da assintota.

2.1.3. Variancias das estimativas dos parametros

As estimativas dos parametros da fungao logistica, obti-
das pelo metodo dos minimos quadrados, sao identicas as estimativas ob-
tidas pelo metodo de maxima verossimilhanca, quer se use o metodo de a-
justamento proposto por STEVENS (1951) (STEVENS (1951)), ou o metodo pro
posto por NELDER (1961) (NELDER (1961)), ou o metodo que pressupoe um

erro aditivo no modelo (OLIVER (1966)).

Ora, as variancias das estimativas dos parametros obtidas
pelo metodo de maxima verossimilhanca, sae dadas assintoticamente pelo

limite inferior da desigualdade de Cramer~Rao, ou seja, sao dadas pelo
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inverso da matriz de informagao.

- - [ ] -~ _1 . -—
Verifica-se que a matriz de informagao M ~, relativa as

*2

variancias de s “ e de a, b e ¢, e dada por:

n t
_ o]
-1 1 20'2
M= (1)
o ¢ F

onde & e um vetor de zeros.

Para a obtengao das variancias das estimativas dos para-
metros pelo metodo desenvolvido por STEVENS (1951), usa-se a matriz F

definida em (16) na segao 2.1.2.

No matodo proposto por NELDER (1961), a matriz F e dada

por {NELDER {1961)):

" n zd Tot |
F=1 356 I ¢2 5 62t (2)
%ot T 6%t 5 622
= {(b+ct)
e _ 1
onde ¢ = 1+e-(b+Ct) - l+e(b+Ct)

Para a obtengao das variancias das estimativas dos para-
metros pelo metodo que pressupoe um erro aditive no modelo usa-se a ma-

triz F definida em (9) na secao 2.1.2.
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¥ ] 2 - kg -
A estimativa de O, necessaria para a obtengao das estima

tivas das variancias das estimativas dos parametros, & obtida por:

s? = SR/ (n-3) (3)

onde SQR e a soma de quadradoes de residuo de regressao e n & 0 numero de

pares de observagoes.

Note-se que pode ser obtida a estimativa de maxima veros-

similhanga de 02, dada por:

s*% = SQR/n (4)

Entretanto, optou-se pela estimativa dada em (3), por si-
milaridade com os modelos lineares, onde se obtem a estimativa de 02, di
vidindo-se a soma dos quadrados de residuo de regressao pelos respecti-

vos graus de liberdade. Este divisor assegura, no casc dos modelos 1li-

neares, a4 propriedade de nac tendenciosidade.

Cumpre notar que STEVENS (1951), e DRAPER e SMITH (1866)

2

indicam que a estimativa de ¢“ seja obtida por (3), tambem wno caso dos

modelos de regressao assintotica.

Finalmente deve-se observar que para maior exatidao, a
soma de quadrados de residuo de regressao, usada para a obtenggo de 52,
deve ser calculada da maneira sugerida por STEVENS (1951), isto o, fazen
do a soma dos quadrados das diferencas entre cada valor e a  respectiva

estimativa, que nao e o procedimento de czlculo comumente utilizado no

caso de modelos lineares.
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2.2. A Fungao Logistica para dados de resposta quantica

2.2.1, Caracteristicas
"

Um problema mais simples, mas relacionado com o ajustamen

to da fungao logistica, e o estudo da fungao

=1
- (o+
Pe |14 (O¥BX) )
que pode ser vista como proveniente da funcao logistica definida por
—_—
7z =
1+e-(u+8x) (2)

quando o nivel de saturagac Yy e conhecido. Portanto, P expressa a pro-

porg§0 do maximo valor poss{vel de z.

A fungao (1) encontra importante campo de aplicacac em da
dos de resposta quﬁntica*, largamente estudados por BERKSON (1944, 1951,

1953, 1955).

Na conceituagao de REIERSOL (1961), tem—se dados de res-
posta quantica quando se considera uma sequencia de experimentos bino-
jesimo

mials independentes, divididos em s grupocs, e se relaciona ao

gTupo, um numero nj de ensaios e uma variavel nac aleatoria xj.

& - ) . » r 4 . -
0 "Dicionario Brasileiro de Estatlstica" de Miltom da Silva Rodrigues,
registra reagao quantica, em vez de resposta quantica,
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Nos exemplos classicos de resposta quantica, X; se refere
a dose de uma droga ou ac estimulo dado & um animal experimental e se
observa se houve ou nao morte desse anmimal, Entretanto, existem proble
mas totalmente diversos que se enquadram nesta conceituagao. £ o caso
do exemplo citado por AITCHISON e BENNET (1970), onde o estimulo e a

renda pessoal e a resposta & a compra ou nao de um automovel.

Segundo BERKSON (1944), o primeiro autor que estudou da-
dos de resposta quantica foi BLISS (1935)., Partindo do pressuposto de
que dose letal mede susceptibilidade e de que susceptibilidade tem dis~
tribuicaoc normal de media p e variancia 02, BLISS (1935) argumentou que
a proporgao de individuos mortos, quando expostos a dose X3s deve ser da

da pela integral, ate Y, da distribuigac normal de probabilidades.

Entdo, define-se probite como segue:

Y
p(xj) - -J. f£(y) dy (3)

onde p(xj) € a proporgao de individuos mortos na dose xj, f(y) e a fun~
gao normal reduzida, e o probite e dado por Y + 5, onde 5 & um valor ar-

L] - * - n .
bitrario usado apenas para evitar o sinal negativo,

Esta definigcao consta em diversos livros textos, mas me-

Tece especial destaque o livro de FINNEY (1952).

De (3) segue-se tambem a definigso de normite (BERKSON

(1944)):
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- ~ _xow)
Normite de P =Y = =75 a o + fix (4)

como =~ pu/g e B = 1l/0,

Mais recentemente, foram estudados os metodos de estima-
¢ao dos normites por BERKSON (1957), CRAMER (1964), LITTLE (1968) e

SOWDEN (1972).

BERKSON (1951} argumentou, com muita propriedade, dque o
probite mede susceptibilidade ou tolerancia mas que, em resposta quanti-
ca, nao se observa nem se mede susceptihilidade ou tolerancia. Tem-se,
apenas, a proporgao pj de individuos mortos quando se administra a dose
x:. Entao, quando se calcula o desvio padrao para tolerancia, calcula-

]
se uma medida de variabilidade para algo que nao foi observado,

Baseado nesta argumentagao, BERKSON (1944) propos que se

ajustasse aos dados de resposta quantica a fungao:

Y=log(TE—P—)=0‘.+Bx (5)
obtida da fungao {1).

A variavel transformada Y = log Gfgﬁ) foi denominada 1lo-

gite, por analogia com a palavra probite.

Diversos autores verificaram que os resultados das anali-
ses de probites e logites, feitas sobre os mesmos dados experimentais,
sao bastante semelhantes. FINNEY {1952) observou que tais resultados

sao particularmente concordantes com relagac as doses letais medianas.



35.

A semelhanga de resultados se deve as formas similares das distribuicoes

normal e 1ogfstica, conforme consta em JOHNSON e KOTZ (1970).

Entretanto, a fungao (5) & bastante mais simples gue a in

tegral da curva normal.

Alem de ser usada para a descrigao de dados de resposta
quantica, a funggo (1) tambem pode ser usada para descrever a difusao de
determinada caracteristica na populagﬁo. Neste caso, conforme  observa
OLIVER (1964), a implicagao ¢ a de que, quando a variavel independente,
que aqui é o tempo, tende para infinito, todos os individuos da popula-

~ ~ * .
¢ao apresentarao a caracterlstica em estudo,

Entretanto, deve—se ter presente a ideia de que quando se
ajusta a fungao (1) aos dados de proporgoes que Crescem com o aumento da
dose de uma droga, ou aos dados de prnporgaes que crescem ac longe do
tempo, admite-se implicitamente as caracteristicas do crescimento logis-
tico. Tais caracteristicas, podem nac ser validas para todos os tipos

de fenoOmenos.

2.2.2. Estimativas dos Parametros

0 ajustamento da fungao logistica aos dados de resposta
quantica pode ser feito pelo metodo da maxima verossimilhanga ou pelo

metodo dos minimos quadrados.
A fungao e:

(1)



36.

Aplicando o metodo da maxima verossimilhanca, BERKSON

(1944) obteve o sistema de equagaes:

k -
'z ni (\‘3 - Pi) = O
i=]1
(2)
)
k
L l"tl 'Kl (pl"'Pi)’-‘O
1=1 )

onde n, e o numero de ensaios relatives a cada dose x,, p, e a fre~
1

quencia relativa e P; e a estimativa de Pi'

A solugcao do sistema de equagoes (2) & obtida por proces-

50 iterativo.

Para a obtengao das estimativas de o e de B, pelo metodo
dos minimos quadrados, BERKSON (1944) mostrou que deve ser minimizada a
soma dos quadrados dos desvios ponderados pelo inverso da variancia de

P;> que e dada por PiQi/ni.

Obtem-se, assim, um sistema de equagoes que nao tem solu-

gao, porque os pesos sao valores desconhecidos.

-

Entao, usando como fator de ponderacac as estimativas Pi

e Q., obtem—se o sistema de equagoes normais:
1

}:.'. n, (Pi“Pi) (pi"Zpi P;+P.)
: S —

P

= 0

> (3)

P 44
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E claro que se pode chegar a solugao do sistema (3) atra

vés da serie de Taylor, por aproximagoes sucessivas.

Considerando este procedimento muito trabalhoso, BERKSON
(1944) propos uma simplificagao, Em vez de trabalhar diretamente com
as frequEncias relativas, o autor obteve, partindo do logite e usando
algumas aproximagoes, uma soma de quadrados de desvios ponderados, que
corresponde a uma regressao linear de Vo definido como y; " log pi/qi
contra ;. 0s fatores de ponderaggo dos quadradeos dos dasvios 880
n; p; q;+ BERKSON (1955),depominou a expressac que da a soma dos quadra

dos dos desvios ponderados de "x° de logite', que indicou como segue:

s \2
P; 9; (v, — ¥;) (4)

x% (logite) = T n, ;

1

A partir de (4) obtem-se o sistema de equagoes:

=}

Dogpyay tBIogeqyx mIngpay;

] ) )
Ln,pjoaf x; +BIng py q; Xj =805 py G5 X5 ¥y

21

Baseado na facilidade dz solugao do sistema de  equagoes
(5), BERKSON (1944, 1951, 1953, 1955) recomendou enfaticamente este me-

todo.

SILVERSTONE (1957) verificou que as estimativas obtidas
pela aproximagao do metodo dos minimos quadrados sao consistentes, no
sentido de comvergencia em probabilidade, mas argumentou que tais estima
tivas nao sao suficientes. Isto porque se um dos valores p 6 D ou 1, o

sistema de equacoes (5) fica indeterminado. F claro que se pode usar a
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"regra do 2n", proposta por BERKSON (1955), que consiste em substituir
p=l por p=1 - 1/2 nj e p=0 por pj=1/2 nj. REIERSOL (1961) afirmou que es
ta modificaggo nao muda as propriedades assintoticas dos estimadores. En
tretanto, SILVERSTONE (1957) argumentou que, usando esta modificagiu, os
estimadores obtidos nao tem a propriedade de suficiencia, no sentido de
que nem toda informagao necessaria para a estimagao dos parametros est3

contida na amostra.

Lembrando que as dificuldades computacionais para a solu-
gEo do sistema de equagaes (2) praticamente desapareceram, desde que se
disponha de um computador, SILVERSTONE (1957}, recomendou que as estima=-
tivas de @ e de B fossem obtidas atraves do método de maxima verossimi-

lhanca, que & o unico indicado por JOHNSOM e KOTZ (1970).

HODGES (1958) desenvolveu uma tecnica, chamada metodo de
trangferéncia, que da boas estimativas preliminares para se iniciar o
processo iterativo de solugao das equacoes obtidas pelo metodo de maxima
verossimilhanca. A tecnica &, em ultima analise, um processo semigrafi-
to, cujo uso e pouco defensavel com a atual disponibilidade de computa-

dores.

E claro que se obtem boas estimativas preliminares para
o processo iterativo de solugao do sistema de equagoes obtido pelo meto—

do da maxima verossimilhanga pela solugao do sistema de egquacoes (5).
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3. A FUNGAO DE GOMPERTZ

3.1, A Funcao de Gompertz para dados de crescimento

3.1.1. Caracteristicas

A funcao de Gompertz, definida por
.t
7 - ea be (1)

onde a, b e ¢ sao parametros, b > 0 e 0 < ¢ < 1, foi pela primeira vez
indicada para o estudo descritivo de crescimento por PRESCOTT (1922),num

estudo sobre as leis de crescimento em previsao de demanda.

Nao obstante a data da primeira recomendacao, o numero de

autores que ajustaram a fungao de Gompertz a dados experimentais & peque
- ’ - . ey - - -

no ¢ as referencias a esta fungao, comparativamente a fungao logisctica,

5§30 poucas.

A fungao (1) & monotonicamente crescente e fica entre as

duas assintotas Z = 0 e 2 = e?. Como no caso da fungao logistica, o pa

a

- - s - . T .
rametro %, que e a distancia entre as duas assintotas, pode ser denomi-—

- -
nado''nivel de saturagac’.
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A fungao (1) tem ponto de inflexao para a abcissa

t = {(-log b)/log ¢, onde a ordenada vale Z = e 1,

0 estudo descritivo de crescimento atraves da funcao de

Gompertz pode ser baseado na equagac diferencial:

%& =k z (a-log Z) (2)
t

onde k = -log ¢ e uma constante.

A equagao (2) mostra que a taxa de crescimento da funcao
de Gompertz & proporcional ao valor alcancado pela fungao e 2 diferenga

entre o logar{tmo desse valor e o logaritmo da assintota.

Portanto, na fungEo de Gompertz tambem se reconhece um

"fator de momento" igual a Z e um "fator de contengao', igual a(a-log Z).
De (2) segue—se que:
Z " -~ wk (a~log Z) (3)

isto e, a taxa de crescimento relativo de Z decresce linearmente com o

logaritmo de Z.

Estudando as leis de crescimento de demanda, PRESCOTT
(1922) argumentou que o crescimento de uma industria pode ser dividido
em quatro estagios: periodo de experimentagao, periodo de crescimento
com taxas crescentes, perfodo de crescimento com taxas decrescentes e
perIodo de estabilizagao. Para este autor, a previsgo do futuro de uma

industria pode ser feito atraves da funcao de Gompertz, porque as
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caracteristicas desta fungao atendem as pressuposicoes do crescimento in

dustrial, mostrando inclusive a tendencia a estabilizagao.

GIRAO (1964) ajustou a fungao de Gompertz, por dois meto-
dos alternativos, a produggo de leite de ovinos em Portugal, no periodo
1947-1962. O0s metodos simplificados de ajustamento usados pelo  autor,
levaram apenas 33 estimativas dos parametros. Portanto, niao se pode ava
liar, com base nos resultados que constam no trabalho, o grau de ajusta-

mento da fungEo aos dados apresentados,

LEAL (1972) utilizou dados de Indice de custo de vida em
Curitiba, no perfodo compreendido entre janeiro de 1965 e dezembro de
1971, para comparar diversos metodos de ajustamento da funcao logistica.
0 autor ajustou a funggo de Gompertz pelo metodo de STEVENS (1951) a0s
mesmos dados, e verificou que eram mais plausfveis 08 resultados obtidos

pelo ajustamento desta fungao.

Os dados de crescimento de animais e vegetais, de acordo
com DAY (1966), sao adequadamente descritos por familias de curvas com
3 parametros. Para a escolha da familia de curvas, o autor partiu da

equagao diferencial de 2a. ordem:

2 2
fe) SEE - en) (ST L ey L) L g @)
dt dt dt

discutida na segao 2.1.1.. DAY (1966) mostrou que fazendo a = 0 em (4),
obtem-se como solugao a fungao de Gompertz.
A fungao de Gompertz foi ajustada pelo metodo dos totais

parciais por AMER e WILLIAMS (1957), aos dados de crescimento em area de
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folhas de Pelargonium zonale, submetidos a diferentes condigoes de umi

dade, Os autores puderam estabelecer conclusoes com base nas estimati-

vas dos parametros, mas nao verificaram o grau de ajustamento da funqao.

NELDER (1962) afirmou que a fungao logistica generalizada
proposta por NELDER (1961) deu, para dados de crescimento em peso de ce~
noura, bons ajustamentos em varios casos, mas em alguns as estimativas

de 1/0 ou eram zerc ou eram pequenas e negativas,

Desde que ¢ valor de © nao pode ser negativo, NELDER
(1962) julgou conveniente propor uma "reparametrizagao" da fungao, que
tornasse possivel a obtengao de valores positivos e negativos para 0, é
gerasse a fungao de Gompertz como um caso limite. A fungao "reparametri

zada" e:

zZ = a (5)
[14¢ o= (b+ct)] 1/4

Em (5), fazendo ¢ = 1 obtém=se a funcao logistica, fazen-
do ¢ = -1, obtem—se a fungcao de Mitscherlich e fazendo ¢ tender para ze-

ro, obtem-se a fungao de Gompertz.

HOFFMANN e THAME (1970) ajustaram a funcao de Gompertz e

a fungao logistica a dados de crescimento de Pinus caribaea var, cari-

baea e verificaram que os resultados obtidos com o ajustamento da funcao
de Gompertz eram melhores que os resultados obtidos com o ajustamento da

fungdo logistica.
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Estudando dados de crescimento ponderal de gade bovino,
MISCHAN (1972) ajustou a funqao de Gompertz e a fungEo logistica. 4 au-
tora verificou que os resultados obtidos com o ajustamento da fungao de
Gompertz eram melhores que os resultados obtidos com o ajustamento da

fungao logistica.

A fungao de Gompertz foi ajustada a dados de crescimento
de quatro especies de Eucaliptus, em dois espagamentos, por HOFFMANN e
BERGER (1973). Os autores verificaram que a fungao de Gompertz se ajus-
tou bem aos dados, pois se obteve, nos oito casos analisados, coeficien-
tes de determinagao elevados. O valor de F para regressao e sempre
alto e o valor de F para falta de ajustamento, obtido de analises de
variancia em parcelas subdivididas, & significante ao nivel de 5%, em
apenas tres casos. Eantretanto os autores julgaram de interesse lem=

brar que, alem da fungao de Gompertz, outras fungoes podem ser ajus-

tadas aos mesmos dados, levando, eventualmente, a melhores resultados.

Note—se que a conclusao de que os resultados obtidos com
o ajustamento da fungao de Gompertz sac melhores que os resultados obti-

dos com o ajustamento da fungao logistica, deve ser vista com cuidado.

Isto porque os autores mencionados, que chegaram a esta
mesma conclusao, embora usando dados essencialmente diferentes, utiliza-
ram o mesmo metodo de STEVENS (1951), tanto para o ajustamento da funqao

logistica como para o ajustamento da funqso de Gompertz,
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Ora, o metodo de STEVENS (1951) exige anamorfose dos da-
dos, Entretanto, a transformagac de variaveis exigida para o ajustamen-
to da fungao de Gompertz e a aplicagao de logaritmos & variavel dependen
te, enquanto que a transformagao de variaveis exigida para o ajustamento

da fungao loglstica & a inversao da variavel dependente.

A aplicagdo de logaritmos pressupde erro multiplicativo,
justificavel nos modelos para crescimento animal ou vegetal, enquanto
que a inversao da variavel coloca, no modelo, o errc em posicao difieil

de explicagao, como foi discutido na segao 2.1.2..

Por outro lado, na fungao loglstica, a ordenada do ponto
de inflexao ¢ a metade do valor da assintota, o que caracteriza o cresci
mento logistico como aquele que tem taxas simétricas em tornmo desse pon-
to, Ora, pode~se argumentar que esta restrigao, embora nao seja incom=
pativel com o processo de crescimento animal ou vegetal, pode estar em

desacorde com o mesmo.

E interessante lembrar que PEARL e REED (1920) afirmaram
textualmente que a fungao logistica, devido as suas caracteristicas res-
tritivas, representa apenas uma primeira aproximagio para 8 verdadeira
lei de crescimento. Estes autores recomendaram que fosse feita uma mo-

dificacao na fungao, de modo a desaparecerem as restrigoes.

Na funcao de Gompertz, a otrdenada do ponto de inflexdo &

a . -
e“/e. Este valor, embora relacionade com o valor da ass{ntota, e menor

do que a ordenada do ponto de inflexao da fungao logistica, o que atende

melhor &s caracteristicas do processo de crescimento animal ou vegetal.
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Portanto, e de se supor que os resultados obtidos por
HOFFMANN e THAME (1970) e MISCHAN (1972), nao sao casos particulares nem
sao consequencias apenas do metodo de ajustamento. & poss{yel que a fun
¢ao de Gompertz seja realmente melhor do que a funcao logistica para a

descrigao de crescimento animal ou vegetal, em certos casos.

3,1.2. Estimativas dos parametros

As estimativas dos parametros da funcao de Gompertz, de-

finida por

t
~h
Z = 2 °€ (L)

devem ser obtidas, fundamentalmente, por metodos iterativos.,

Entretanto, 2 quantidade de calculo que estes metodos exi
gem tornam quase imprescindivel o uso de computador. Existem metodos pa
ra a obtencao das estimativas dos parametros da fungao de Gompertz  que

tem a vantagem de simplificar e diminuir a quantidade de calculo.

0 metodo mais antigo, conhecido como dos "totais par—
ciais", consta em livros textos como o de CROXTON e COWDEN (1955). Este
metodo consiste em dividir as observagoes em tres grupos e calecular os
subtotais de cada grupo. Se o numero de dados nao for divisivel por 3,
abandonam-se 1 ou 2 dados. Obtém-se, assim, trés equagoes em a, b e ¢,
que sao resolvidas algebricamente. As estimativas dos parametros, obti
das por este metodo, sao consistentes, mas nao $30 eficientes, conforme

demonstrou STEVENS (1951).
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DAY (1963) apresentou dois metodos alternativos para a

obtengao das estimativas dos parametros da funcao de Gompertz.,

O primeiro metodo apresentado por DAY (1963) consiste em

aplicar logaritmo a fungao (1), para obter:

Y =a - bet )

onde ¥ = log Z.
De (2), aplicando logaritmo, obtem-se:
log (a~Y) = logb + tlog c (3)

que @ uma regressao linear simples de uma funcao de 7 contra t. Desde
que se tepha uma estimativa de a, obtida por processo grafico conforme

recomenda o autor, obtem~se facilmente as estimativas de b e de c.

- .

E claro que as estimativas dos parametros, obtidas por es
te metodo, nap apresentam as propriedades estatisticas desejaveis. Isto
porque a estimativa da assintota, da qual dependem as estimativas dos ou
tros dois parametros, e obtida por simples observagao de pontos coloca-

dos em um grafico.

Outro metodo para a obtengao das estimativas dos parame-
tros da fungao de Gompertz, também apresentado por DAY (1963), quando
t; =am i(i = 0, 1,..., n-1), consiste em aplicar logaritmo a fungao (1),

para obter:

™ = (aY,) /b ()

onde Yi = log Z;-
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Substituindo o valor ¢™ obtido em (4) na fungao {(2),

quando a variavel independente assume o valor t; = mi+m, obtem-sge:

Yo

ie1 a(l-c™) + " Yi (5)

onde Yi+1 a log Zi+1

Entdo, fazendo uma Tegressao linear simples de log Zi+1
contra log 255 obtem-se as estimativas de a e de ¢. A estimativa de b
@ obtida aplicando logaritmo a funcao (1). Desde que a e c¢ ja foram

1/

estimados, obtem—se:i—
Zlog (a- _

b = antilog oglaTyy) m(n-1)loge (6)
n 2

PATTERSON (1956) sugeriu um método simplificado para o a-

justamento da funqgo de Spillman, apresentada na forma:
c
Y=a-8 &)

nos casos em que existem &4, 5, 6 ou 7 pares de observagaes e os valores

de t sao igualmente espagados.

Note—se que, por anamorfose, a funggo de Gompertz se
transforma na fungao (7), pois aplicando logaritmo a fungao (1), obtem-
se:

log 2 = a - bet (8)

1/ Note-se que na expressac apresentada por DAY (1963) falta a indicagao
de logaritmo em L log(a-y;) e o autor indica i=j, j+1,...,j+n"1,
n
Ora a expressao (6) so e valida se i=0,1,2,...,n-1.
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| De acordo com PATTERSON (1956), a estimativa de p pode
ger obtida pela razao entre dois contrastes de y. Tais contrastes sao
escolhidos de maneira que as eficiencias das estimativas propostas sejam
as mais altas possiveis. Evidentemente, os contrastes sao diferentes
quando diferem o numero de observagoes. Obtida a estimativa de p, obtem

se as estimativas de ae de B, atraves de uma regressac linear simples.

As estimatiyas de a, 8 e p, obtidas por este metodo nao
sao eficientes, conforme discutiu o autor. Entretanto, elas podem sger
usadas como estimativas preliminares para iniciar os processos iteraci-

vos de ajustamento da fungao de Gompertz:

Outros dois metodos simplificados para a obtengao das es-

timativas dos parametros da fungac de Gompertz podem ser propostos.

0 primeiro consiste em estabelecer uma regressao linear
simples dos logaritmos das diferengas dos logaritmos de cada duas obser-

vagoes consecutivas de Z contra t,

Desde que as observagoes da varizvel independente sejam
equiespagadas, isto e, desde que t; = mi, aplicando logaritmo em (1) e
estabelecendo a diferenca entre os logaritmos de duas observagoes conse-

cutivas, obtem-se:
Yip =Y = be™ (1~c™) (9)
onde Y; ) = log 2., e ¥; = log Z;

Aplicando logaritmo a fungao (9), obtem-se:
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log (Yi+1 - Yi) = mi log ¢ + log {b(lncm)] {10}

A regressao linear simples de log (y.

101 yi) contra i,

obtida em (10) da as estimativas de b ¢ de ¢. De acordo com ¢2), a eg-

timativa de a pode ser obtida como segue:

L o LY+ b zc™ (11)
n

0 segundo metodo consiste em aplicar logaritmo a funcao

(1) e diferenciar, para obter:

..1_ dz o b
T alog e+ Y logc (12)
onde Y = log Z.
A : dz &z - s - *
proximando it por ik pode—se ajustar uma regressac 1i

near simples de AZ/ZAt contra Y. Obtem-se, entao, as estimativae dos pa

rametros a e c. De (2) segue-se que:

a-Y
e (13)
¢

A estimativa de b pode ser obtida pela media aritmética

dos valores obtidos em (13), para cada par de observaqaes ti’ zi.

STEVENS (1951) desenvolveu um método iterativo de ajusta-
mento para a fungao de Spillman e mostrou que o método se aplica as fun-
goes que, por anamorfose, se transformam naquela fungzo. Inclui~se nes-
te caso a funcao logistica, cujo ajustamento e discutido na segao 2.1.2.,

e a funcao de Gompertz.
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A estimativa preliminar de p, necessaria para iniciar o
processo iterativo de calculo pelo metode proposto por STEVENS (1951),p0
de ser obtida por qualquer um dos metodos de ajustamento anteriormente

descritos., Neste trabalho e usado o metodo proposto por PATTERSON(1956).

E importante notar que quando se ajusta a funcdo de Gom-
pertz pelo metodo proposto por STEVENS (1951), o modelo estatistico da

fungao em analise e:
a-bet
z = gdbe” ¢ (14)

sendo log € variaveis aleatorias independentes de media zerc e variancia

constante.

Portanto, minimiza—~se a soma dos quadrados dos desvios
dos logaritmos dos valores observados em relagac aos valores estimados

pela fungao de Spillman.

Feita a anamorfose Y = log Z, exigida pelo metodo de STE-
VENS (1951) para o ajustamento da fungao de Gompertz, admite-se que a

ey . - -
variancia do logaritmo da variavel dependente e constante.

Esta pressuposigao, que e comumente feita quando se trata
dados economicos, e a mesma feita para o ajustamento da fungao logistica
pelo método proposto por NELDER (1961). Entao, no estudo descritivo de
dados de crescimento, quando se pode admitir que o logaritmo da variavel
dependente tem variancia constante e o modelo da fungao nao e estabeleci
do, devem ser ajustadas ambas as funcoes, isto e, a funcao logistica pe-

lo metodo proposto por NELDER (1961l) e a fungao de Gompertz pelo metodo
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proposte por STEVENS (1951).

Quando se admite que os erros sao aditivos e homocedasti-
cos, deve-gse aplicar diretamente o metodo dos minimos quadrados. E im-
portante ressaltar que o metodo dos minimos quadrados tem a vantagem de
nao exigir pressuposi¢ao a respeito da forma especifica da distribuicao

dos erros.

Entao, dado o modelo:

Lt
7 = ? be +e (1s)

2

onde ¢ sao variaveis aleatorias com media zero e variancia g, obtem=-ge

imediatamente o sistema de equagoes normais:

z(z-E) Z=0
£(z-2) <t 2 =0 (16)

Br(z-%) tet"l1 2 = ¢

onde 3, b e ¢ sao as estimativas de a, b e ¢ respectivamente, z 3o os

valores observados e Z sao as estimativas da funcao.

Para resolver um sistema de equagoes que nao tem solugao

explicita, como e o caso do sistema (16), utiliza-se processo iterativo.

Sejam Aa, Ab e Ac as corregSes obtidas em determinada eta

pa para as estimativas da etapa anterior, isto e, sejam
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ba =3 - 2

Ab =% -5 ! (17)

Ac = ¢ -¢
.

50 e Eo sao estimativas preliminares.

Expandindo cada uma das equagoes normais pela serie de
Taylor e desprezando os termos onde Aa, Ab e Ac tem expoente superior a

um, obtem—se:

Aa [ TE) 2
[ F + Q } Ab = |- I(z2) ¢l 2, (18)
- 5y oat=l s
Ac | BOZ (2 Z) teg Z
onde
z 2 - x et gl -6 T e b 22
Q (o) Q
Fa | -gaf32 g a2t 32 § 1 eaitel 32 (19)
0 0 o 0 e o




e Q & uma matriz simetrica cujos elementos sao dados por:

= 3 (2-20) Eo
= ~t
= ¥ (z Zo) <, 20

-

50 L (z-ﬁo) t ¢

_ _5 y =2t
L (z Zo) co

t-1 A

[»)

z

o

o

- -5 ~-t=1 _r =t
I (z ZO) b e, 20 (1 Eoco

-5 at=2 3 -1-6 ot
L (z Zo) £ ¢ Zo {t-1 ﬁotco )
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(20)

£ importante notar que todos os elementos da matriz Q de-

finida em (20), sao somas ponderadas de desvios, o que torna os valores
de seus elementos praticamente despreziveis em relacao aos valores dos
elementos da matriz F, definida em (19}.
Entao, obtem—se uma aproximacao do sistema de equagoes
(18}, como segue:
r . r RN
da L (z ZO) Z,
- -t
= | - I(z
F Ab (z Zo) <, Z0 (21)
Ac b I (z-Z )t Et_l 7
o o o o

0 sistema (21) permite obter corregaes para estimativas su
cessivas de a, b e ¢, desde que se disponha das estimativas preliminares

ao, BO e CO.
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Tais estimativas, necessarias para se iniciar o processo
iterativo, podem ser obtidas por quaisquer dos metodos simplificados,
discutidos aqui. Neste trabalho e utilizado o metodo definido por (12)

e (13).

Observe~se gque o procedimento classico para a soluggn do
sistema de equagoes normais (16) leva ao sistema de equagoes (18), que
deve convergir para a solugao final mais rapidamente que o sistema de

equagcoes (21), desde que este e apenas uma aproximagao daquele,

A recomendagao de que as estimativas dos parametros da
funcao de Gompertz, quando se considera um erro aditive no modelo, sejam
obtidas pelo sistema de equacgoes (21),se baseia tanto no fato de que o
sistema e mais simples, como tambem no fato de que a perda em velocidade

de convergencia pode nao ser suficientemente importante.

Entretanto, CORNFIELD e MANTEL (1950), em situacao analo-
ga na apalise de probites, observaram que o aumento na velocidade de
convergencia para a solugao final era consideravel, quando usaram as

equagoes exatas.

Este ultimo método para obtengao das estimativas dos pa-
rametros da funcao de Gompertz pressupoe que a variavel dependente tem
variancia constante, Esta pressuposigao tambem & feita para o ajustamen
to da fungﬁo logistica pelo metodo proposto por SCHULTZ (1930), mas usa-

do com numero suficiente de iteragSes apenas por OLIVER (1964).
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3.1,3. Variancias das estimativas dos parametros

Obtem~se as variancias das estimativas dos parametros da
fungao de Gompertz, ajustada pelo método propesto por STEVENS (1951), co

mo foi discutido na segao 2.1.3.

.Quando se admite o modelo:

I
z = o? be + e 1)

onde £ sao variaveis alearorias independentes com distribuigao normal de
media zero e variancia oZ, a obtengao das variancias das estimativas dos
parametros da funcao de Gompertz, dadas pelo sistema de equagoes (21) da
secao 3.1.2,, podem ser obtidas, a semelhanga dos outros matodos, atra
ves da matriz de informacao, desde que se verifique que as estimativas

de maxima verossimilhanca coincidem com as estimativas de quadrados mi-

nimos.

Entao, diferenciando o logaritmo da funcao de verossimi-

lhanga L obtida para n pares de observagaes, vem!:

3 log R e 5 (z-7)°
90

_a_..]-'g-g_]:'. = ..-:L b 7 (Z"Z)..
Jd a o2

( (2)

[

3 log L _ _.t

1
T
3 b )

BIOEL = ¥

3 ¢

|
L
r tc
|

onde Z sao valores da fungao.
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’ *2 - - * ] - . y
Sejam s , a, b e ¢ as estimativas de maxima verossimi-

lhanga de 62, a, be e, Evidentemente:

*2
8 L]

I (2'2)2 (3)

=4 5

As estimativas 3, b e ¢, obtidas das tres ultimas equa-

%2

¢oes de (2), independentemente de s, coincidem com as estimativas de

quadrados minimos obtidas em (16), na segao 3.1.2.

De acordo com as propriedades do método de maxima verossi
milhanga, 5*2, a, § e ¢ tem, para um numero suficientemente grande de
pares de observagoes, distribuicao aproximadamente normal de media
(02, a, b, ¢) e matriz de variancias e covariancias dada pela inversa da

matriz de informagao.

Esta matriz de informagcao e obtida de (2) atraves de no-

N . ~ . . ~ . -
va diferenciagao, troca de sinal e aplicagao de esperanga, isto e:

[ n/202 0 0 0
-1 2
0 z 22 - Ectz2 -thct 12
4
11 (4)
o2 0 - petz? 7o2t,2 pLrelt=1,2
0 b Trethz? b omee?tTiz? p2p2 (D2

A wmatriz (4) nao pode ser invertida na forme algebrica,

mas mostra as seguintes propriedades:
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2
] » - : * * . - -
i} A covariancia entre s” e cada uma das estimativas dos parametros e

Zero.

.. - - . *2 - -
ii) A variancia de s e dada por 204/n, independentemente dos valores
dos outros tres parametros e dos valores assumidos pela variavel in

dependente.

iii) As variancias e as covariancias das estimativas dos parametros a,

2

b e ¢ sao dadas por 1l g , onde F & a matriz definida em (19) na

segao 3.1.2..

3.2. A Funcao de Gompertz para dados de resposta guantica

3.2.1, Caracteristicas
A fungao de Gompertz, definida por
X
z = &V (1)

coma>0e0<B<1, desde que o nivel de saturagao e¥Y seja conheci-

do, pode gerar a fungao
P=e s (2)
onde P expressa a proporgao do valer maximo de Z.

No estudo de dados de resposta quantica, o ajustamento da
funcao (2) constitui uma alternativa para a analise de probites e de lo-

gites,
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Entao, como nestas analises, a variavel independente  x,

i

e a quantidade da dose ou do estimulo e a variavel dependente & a fre-
quencia relativa, dada por ps = mi/“i’ sendo n; o numero de  individuos

1

submetidos a dose X; emy o numero de individuos afetados.

Para ser ajustada aos dados de resposta quEntica, a fun~
950 (2) deve ser linearizada. Pela aplicacao de logaritmo duas vezes

consecutivas em (2), obtém-se:}j
log (~log P} = log a + x log B = a + bx (3)

Conforme observaram JOHNSON e KOTZ (1970), a semelhanga
dos resultados das analises de probites e logites, feitas sobre os mes-
mos dados experimentais, e devida a semelhanca das formas das distribui-

- - 13
¢oes normal e logistica.

A distribuigao de Gompertz, entretanto, difere destas dis

tribuigoes, principalmente por ser positivamente assimetrica,

Portanto, e de se esperar que o resultado do ajustamento
da fungﬁo (2) aos dados de resposta quantica, sejam diferentes dos re-

sultados obtidos das analises de probites e de logites.

Evidentemente, a validade do ajustamento da fung;o (2) de
ve ser discutida, principalmente em termos de resultados obtidos com da-

dos experimentais.

1/ A variavel transformada Y = log (~log P) poderia ser denominada Gom—
pite, por analogia com a palavra logite.
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Note-se que, em resposta quantica, tem-se a variavel p,

definida no intervalo [0,1]. F interessante assinalar que tanto o logi-

te como a transformada definida em (3) sao definidos no intervalo(- &, ®),

3.2.2. Estimativas dos parametros

As estimativas dos parametros da fungao definida por:

~aB” o)

P =e

podem ser obtidas pelo metedo dos minimos quadrados ou da maxima verossi

milhanga.

el -« - -
De acordo com o metoedo dos minimes quadrados, deve-se mi-
nimizar a funcao

n 2

i

f =1 Tq

i

o

onde n, e o numero de ensaios relativos a X:» Pooe 2 frequencia relativa,
i

?i & a estimativa de P, e Q; = 1 - P,.

0s quadrados dos desvios sao ponderados por ni/PiQi, por~
que p; tem variancia igual a PiQi/ni' Entretanto, como Pi e Qi sao0 va-

lores desconhecidos, serac utilizados, como fatores de ponderagao, as es

-

timativas Pi e Qi' Portanto, minimiza-se a fungao:

ni - 3
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De (3), obtem-se o sistema de equagoes normais, onde os

indices foram omitidos por simplificacao:

P2 B* (p-P) (p-2p B+B) = 0
Bg2

? (4)
£ B 85l (p-B) (-2p B4B) = 0
$52

0 sistema (4) nao tem soluggo expiicita, devendo ser re-
solvido por processo iterativo.
Sejam ao e 30 as estimativas preliminares de a e de B e

-

sejam Aa = g - ao e AR = R - B, as correcoes que devem ser estimadas.

Entao, desenvolvendo cada uma das equagoes do sistema (4),

de acordo com a serie de Taylor obtem-se, desprezando os termos em que

Ax e AB aparecem com expoente superior a um, o sistema de equagoes:

Ao ] [—zéxa

F - 2 (5)
_ ax—=1

ABJ L ZxBO 8

onde
§ === (p-B ) (p-2p B +P )
e 0 o o’
0o
-‘- “x -—
com ?0 =g aoﬁo e Qo = 1—?0; F e uma matriz cujos elementos sao dados

por:
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~2x

F._a«f
1 B, ¢
o S2x%~1 ax—1
F12 = O Lx Bo ¢ + Ix Bo §
-2x%-1 ? {7)
Foy =l x By ¢
- 2 T2x-2 _ ~x=-2
F22 v 0 Ix Bo ¢ + I (x"1) BD $ |
com
- — 1-3F + 43 2, (148 - 2p-2p B 3 P°
$ XL (1-3 o o’ P ( o~ P72 P o (8)
o0

Se as corre¢oes An e AB obtidas em (5) nao forem despre-
ziveis, reiniciam-se os calculos, utilizando os valores corrigidos ao+ﬁa

e §O+£B , em lugar das estimativas preliminares.

Evidentemente, o processo deve ser repetido ate que as

~ . '3 -+ .
corregoes sejam consideradas despreziveis.

Para a obtengao das estimativas preliminares de g e de B,
necessarias para se iniciar o processo iterativo de calculo, pode-se par

tir da transformada:
Y = log (~log P) (9)

De (9) obtem-se, por diferenciagao:

dP = P log P dY (10)
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Aproximando dP e dY por AP = p*? e AY= y-¥, respectiva=

mente, pode-se escrever:
p-P = P log P (y-1) (11)

Portanto, o metodo dos minimos quadrados implica, aproxi-

madamente, em minimizar:

f=Ink (log )7 (y-1)2 ' (12)
3

ou, ainda aproximadamente, em minimizar:

£z (log 0?2 (y-0)? (13)
onde

y = log (- log p) (14)
e

LS
I

log (~ log P) = log @ + x log B = a+bx (15)

Portanto, de acordo com (13) e (15), as estimativas preli
minares de a e de b e, consequentemente, as estimativas preliminares de
d e de R, podem ser obtidas fazendo uma regressac linear simples ponde-

rada de y countra x, usando como fatores de ponderacao [np/(l-p)l(log pi)z.

Note—se que as estimativas assim obtidas podem ser toma-

das como finais, evidentemente com prejuize da exatidao.

Entretanto, a facilidade da obtencao destas estimativas,

em gituacao analoga no estudo de logites, fez com que BERKSON (1944,1951,

1953, 1955) recomendasse, enfaticamente, o metodo.
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Para estimar os parametros da fungao (1) atraves do meto~
do da maxima verossimilhanga, deve-se admitir que a variavel aieatoria
que representa o numero de individuos afetados (m;}, do total de indivi-
duos submetidos a dose xi(ni), tem distribuiggo binomial cuja fungio de

probabilidade e:

o m.  n;om
P(m,) = (i) P,  q, (18}
t m, 1 i
i
De acordo com o metodo da maxima verossimilhanga, deve-se
maximizar a fungao, onde o indice & omitido por simplificagao:

log L =1 log (;) +Imlog P + % (n-m) log Q Qa7

Obtem-se, entdo, o sistema de equagoes:

1% @-P)RF =0
= @

" - (18)
}:—g- @) x B =0

0 sistema (18), que nac tem solucao explicita, e resolvi-
do por processo iterativo, baseado na linearizagao das equacoes, utili-

] v ] . -y
zando apenas os dois primeiros termos do desenvolvimento pela serie de

Taylor.
Obtem-ge, assim, o sistema de equagaes lineares:
~ n - -x 1
Aa - %= {p-P ) B
Q o] 0
8]
AB 13 (P x BY
Q o o
L O

onde H & uma matriz cujos elementos sao:
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nPo alX
Hll = I EE_ 80 (1-p)
[+
nio - ~%x-1 =
B, =8I x B )+ t-txBl (0P
Q % (20)
n; lny.
[0} 2x-1 . _
By =37 X g, a-m
QO
H -azf?~£ 282572 (1py + L 1 («»1)(—5)5"’2
22 o 62 X 0 P 3_ * X P (o]
o o L)

E claro que as estimativas preliminares Eo e 8 , necessa-
o
rias para se iniciar o processo iterativo de solugao do sistema (19), po

dem ser obtidas da forma ja proposta, sugerida pelas relagoes (13)e(15).

Note—gse que os estimadores de maxima verossimilhanga sao
diferentes dos estimadores de minimos quadrados. No caso da funcao lo-
gistica, 08 autores que se preocuparam com as propriedades dos estimado-
res recomendaram que fosse usado o metodo da maxima verossimilhanca para

a estimagao dos parametros.

Neste caso, nao foram estudadas as propriedades dos esti-~
madores, mas o metodo da maxima verossimilhanga conduz a estimadores con

sistentes e agsintoticamente eficientes.

Seria interessante, usando simulaq;o, comparar o compor-
tamento dos estimadores de minimos quadrados e de maxima verossimilhan-
¢a, no caso da fungao de Gompertz, como foi feito por BERKSON (1955) e

por SILVERSTONE (1957), no caso da 1ogIstica.
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4. A FUNGAO LOG-INVERSA GENERALIZADA

4.1, A Funcao log-inversa generalizada para dados de crescimento
4,1.1. Caracteristicas

A fungao log-inversa, definida por

1
t
Z = BR (1)
onde B ¢ R sao parametros, 0 < R < 1, foi acrescida de um parametro e

indicada para o estudo descritivo de crescimento por ARRUDA, VIEIRA e

HOFFMANN (1973).

Esta funcao, aqui denominada de log-inversa generaliza-

da e definida por:

1
t
Z = A + BR (2)

onde A, Be R $30 parﬁmetros, B>0e 0<R <1,
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A fungao (2) & monotonicamente crescente e tem como as

sintota a reta Z = A + B. Tem ponto de inflexao para a abcissa
t = ~ log R/2, com ordenada igual a A + —% .
e

Note-se que lim 2z w A, Entao, se Z & o valor da varia-
>0 .
vel dependente em certo instante t, 2-A e o crescimento observado ate

aquele instante.

0 estudo descritivo de crescimento atraves da fungao log-

inversa generalizada pode ser baseado na equagao diferenmcial:

az iy 1
i (3)

t

onde k » - log R & uma constante,

A equagao (3) mostra que a taxa de crescimento da fungao
log-inversa generalizada e diretamente proporcional ao acréscimo (Z~A)

e inversamente proporcional ao quadrado da abcissa naquele instante.

Portanto, reconhece—se na fung¢ao log—inversa generaliza-
da, um "fator de momento' igual a (Z-A) e um "fator de contencao" igual

a 1/t2.

De (3) segue-se que

(Z-—A)'l dZ o 1
dt .2

isto e, & taxa de crescimento de Z, relativa ao crescimento j& observa-
do, e inversamente proporcional ae quadrado de t.

E interessante notar, tambem que
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im 32 =0 5
o & ®

isto €, a curva apresenta declividade inicial nula. Esta caracteristi-
ca pode corresponder a um fenomeno real, se a fungao for usada para des
crever crescimento animal ou vegetal. Isto porque o crescimento ponde-
ral de animais fica praticamente paralizado logo apos o nascimento e o
crescimento das plantas fica praticamente paralizado logo apos o trans-

rlante.

ARRUDA, VIEIRA e HOFFMANN (1973) ajustaram a funcao log-
inversa generalizada e a funcao de Gompertz a dados de crescimento de

Pinus caribaea var. caribaea, a dados de crescimento de Pinus caribaea

var. hondurensis e a dados de crescimento de uma res. Comparando oS
resultados do ajustamento das duas fungoes, os autores verificaram que
0 ajustamento da fungao log~inversa generalizada revelou-se melhor gnue
o ajustamento da funcao de Gompertz, em um dos tres casos estudados.
Portanto, no estudo descritive de crescimento, a fungio log~inversa ge-
neralizada deve ser pesquisada, ao lado da fungao logistica e da fungao

de Gompertz, estas mais conhecidas.

4,1.2. Estimativas dos parametros

As estimativas dos parametros da fun¢ac log~inversa ge-

neralizada, definida por
1
t
Z = A + BR (1)
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podem ser obtidas pelo metodo proposto por STEVENS (1951) para o ajusta

mento da fuano de Spillman, desde que se faga a inversao da variavel

independente.

A estimativa preliminar de R, necessaria para se iniciar
o processo iterativo de calculo e facilmente obtide se for possivel es-
tabelecer com precisao razoavel a abcissa do ponto de inflexao, atraves
de processo grifico ou devido ac conhecimento do fenomeno. Isto porque
a relagao entre o parametro R e a abcissa do ponto de inflexao e dada

por

t =(- log R)/2 (2)

Tambem se pode obter uma estimativa preliminar de R, des
de que se conhegam os valores aproximados das ordenadas da curva ° para

valores da abcissa t iguais a zere, m e nm. Entao, facilmente se obtem:

nm
- n-1
R = (EE___E ) (3)
Z -Z
nm g

Note-se que quando se ajusta a fungao log-inversa genera
lizada pelo metodo proposto por STEVENS (1951), o modelo estatistico da
funcao em analise e:

1
t
zi = A+ BR + ¢ (4)

onde ¢ sao variaveis aleatorias independentes de média zero e varian-
cia constante, isto e, admite-se a existencia de um erro aditivo e admi

te-se que 2 variavel dependente tem variancia constante,
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Portanto, no estudo descritive de crescimento, quando o
~ ~ . . ‘. . - - ..
modelo da fungao nao e determinado a priori e e razoavel admitir que a

variavel dependente tem varidncia constante, deve~se ajustar a fungao

logIstica pelc metodo proposto por SCHULTZ (1930), a fungao de Gompertz

pelo método dos minimos quadrados e a fungao log~inversa generalizada
pelo metodo proposto por STEVENS (1951), para o ajustamento da fungao

de Spillman. Os resultados obtidos com esses ajustamentos sao imedia-

tamente comparaveis,

4.1.3. Variancias das estimativas dos parametros

As variancias das estimativas dos parametros da funcao

log-inversa generalizada, ajustada pelo metodo proposto por STEVENS

(1951), sao obtidas da maneira discutida na segao 2.1.3,

4.2. A Fungao log—inversa generalizada para dados de resposta quanti-

ca

4,2.1. Caracteristicas

A funcao log-inversa generalizada, definida por

1

Z = A + Bp® )

desde que o nivel de satﬁragao A + B seja conhecido, pode gerar a fun-—

1
Q=8 (1_9*> (2)

B ~ -
onde B = B © P a1 ~ Q expressa a proporgac do valor maximo de Z.

¢ao
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No estudo de dados de resposta quantica, o ajustamento
da funcac (2) poderia constituir uma alternativa para a analise de pro

bites, ou para o ajustamento das fungoes logistica e de Gompertz.

Entretanto, o ajustamento das fungoes assintotico-sigmoi
des aos dados de resposta quantica se baseia na facilidade de, conheci-
do o nivel de saturagdo, estabelecer uma regressac linear ponderada, de
uma fungao da variavel dependente, que & uma proporgao, contra o valor

da dose ou do estimulo.

Ora, nao e possivel colocar a funcao (2) sob forma 1i-
near, razao pela qual a fungao log-inversa generalizada nao e ajustada,

neste trabalho, aos dados de resposta quantica.
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5. EXEMPLOS DE APLICAGAO

5.1, 0 Problema da Especificacao

As funcoes assintotico-sigmoides tem grande aplicagao no

estudo descritivo de dados biologicos de crescimento.

Entretanto, na maioria dos casos, a biologia nao dis-

pSe de teorias que levem a escolha da forma matemﬁ:ica da fungao.

Uma pressuposicao a respeito da variancia da variavel de
pendente, para um dado tempo, que pode ser feita ou com base em conhe-
cimentos anteriores, ou com base em testes classicos para homocedasti-

cia, facilita a escolha entre possiveis especificagoes.

Assim, quando Se pode pressupor que o logaritmo da var’é
vel dependente tem variancia constante, devem ser comparados os resul-
tados dos ajustamentos da fungao logistica pelo metodo proposto por
NELDER (1961) e da fun¢ao de Gompertz pelo metodo proposto por STEVENS
(1951). Quando se pode pressupor que a variavel dependente tem varian

cia constante, devem ser comparados 0s resultades dos ajustamentos da
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fungao logistica pelo metodo usado por OLIVER (1964), da fungao de Gom-
pertz como se propae aqui e da fungﬁo log-inversa generalizada, pelo mé

todo proposto por STEVENS (1951).

Nestes casos, a especificagao do modelo pode ser feita
- - [ + . » T
atraves da comparacao das variancias residuais, criterio que embora ex-

tensivamente usado, nao e perfeito {THEIL (1971)).

Entretanto, muitas vezes nao existem fundamentos sufi~

cientes mesmo para uma pressuposicao a respeito da variancia dos dados.

A sugestao e obter o ajustamento das tres fungoes pelos
diferentes métodos e especificar o modelo atraves do procedimento empi-

rico, sugerido por THEIL (1971).

Assim, nos casos em que se ajusta uma fungao wusando as
praprias observagaes, alem das somas dos quadrados dos desvios dos valo
res observados em relacao aos valores estimados pela fungao, calcula-se
a soma dos quadrados dos desvios dos logar{tmos des valores observados
em relagaoc ao logaritmo dos valores estimados pela fungao. Nos casos
em que se ajusta a funcao usando os logaritmos das observacoes, alem
das somas dos quadrados dos desvios dos logaritmos dos valores observa-
dos em relagao aoé valores estimados pela fungao, calcula-se a soma dos
quadrados dos desvios dos valores observados em relagao ao antiloga-

ritmo dos valores estimados pela fungao.

Na comparagao dos resultados de fungoes ajustadas com as

proprias observagoes e fungoes ajustadas com o logaritmo  dessas
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observagoes utiliza~se os valores das duas somas de quadrados de des-

vios, escolhendo-se a fungao que levou as menores somas.

E importante frisar aqui que se a teoria biologica defi-
ne a forma matematica da fungao, ndo importam os valores das somas dos
quadrados dos desvios, pois o modelo especificado pela teoria deve ser

o unico utilizado.

5.2. Estude descritivo do crescimento ponderal de animais

0 estudo de dados biologicos de crescimento tem diversas

aplicagoes de suma importancia.

Assim, a avaliagao dos inibidores e dos estimuladores
que atuam sobre o crescimento pode ser feita através da comparacao de

curvas que descrevem o fenomeno.

0 usc de processos graficos & o procedimento mais comum
nestes casos, seguido da alternativa de comparagac de medias, obtidas
sob condigoes diferentes, para o mesmo tempo, atraves de testes de sig-

nificancia.

Entretanto, a solugao mais completa e a comparagao de
fungses, uma ajustada aos dados coletados sob a agao do inibidor ou do
estimulador, e a outra estabelecida para dados coletados em condigoes

normais.

Por outro lade, o estudo de dados de crescimento de ani-

mais e de vegetais pode apresentar, em certos casos, a par do interesse
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puramente biologico, uma importancia economica.

Assim, as fungaes de crescimento, ajustadas aos dados
de peso de animais de corte, podem ser utilizadas para a determinacao
da idade economica de abate, como mostraram MISCHAN (1972) e  CROCOMO

(1973).

As fungoes de crescimento, ajustadas aos dados de volume
de madeira de povoamentos florestais, podem ser utilizadas para a deter
minagac da idade economica de corte, de acordo com HOFFMANN e THAME

(1970) e HOFFMANN e BERGER (1973).

Com a finalidade de ilustrar aspectos metodologicos do
ajustamento das fungoes assintotico-sigmoides, foram utilizados dados
de crescimento ponderal de ratos e dados de crescimento ponderal de va-

cas holandesas.

0Os dados relativos ao crescimento ponderal de ratos fo-
ram obtidos pelo Dr. Decio Teixeira, com a finalidade de verificar a in
fluencia da sialoadenectomia, realizada em idades diferentes, no cres-
cimento ponderal de ratos (TEIXEIRA, WEGREIROS DE PAIVA & ALMEIDA COSTA
(1970)). No experimento em questao foram obtidos os pesos individuais
diarios, em gramas, de 73 ratos normais desde o primeiro ate o 609 dia

de vida, que conduziram aos pesos medios que constam na Tabela I.
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Tabela I. Pesos medios, em g, de 73 ratos normais, desde o primeiro
ate o 609 dia de vida, obtidos pelo Dr. Dacio Teixeira. (Os
valores estao separados por ponto e vIrgula e ordenadeos em
linha, de acordo com o dia em que foram obtidos, isto &, o
primeiro valor corresponde ao peso medio do primeire dia, e

assim por diante).

5,56; 6,17; 7,01; 8,37; 8,98; 9,27; 10,465 11,50; 14,36; 15,15;
14,74; 16,03; 16,99; 18,79; 19,84; 20,90; 22,34; 23,94; 27,03; 28,25;
31,003 32,91; 35,49; 37,25; 38,123 40,97; 42,37; 44,80; 46,34; 48,12
44,64; 46,26; 48,465 50,455 53,56; 56,11; 58,10; 60,54; 63,93; 65,48;
67,16; 69,60; 70,413 73,795 76,25; 79,08; 81,75; 81,85; 85,89; 88,47;

88,56; 92,77; 94,07; 95,33; 97,28; 99,00; 100,88; 102,06; 103,00; 105,17.

Com estas medias foram feitos os ajustamentos da  funcao
loglistica pelo metodo de NELDER (1961), da funcao logistica pelo metodo
recomendado por OLIVER (1964}, da fungao de Gompertz pelo metodo de STE~
VENS (1951), da fungﬁo de Gompertz pelo metodo que pressupoe um erro adi
tivo no modelo e da fungao log-inversa generalizada pelo metodo de STE-

VENS (1951).

Na Tabela II constam as estimativas dos parametros{(a,f,c),
das abcissas dos pontos de inflexao, das ordenadas das assintotas e das
somas de quadrados de resIduo, tanto em termos da variavel dependente o-

riginal como em termos do logaritmo da variavel dependente.
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A simples observagao da Tabela II mostra que as menores

somas de quadrados de residuo referemse a funcao de Gompertz.

Entretante, quande se comparam as somas de quadrados de
desvios relativas a fungao de Gompertz, ajustada pelo metodo de STEVENS
(1951) e pelo metodo que pressupoe um erro aditivo, verifica-se que o
procedimento proposto por THEIL (1971) nao pode levar a uma especifica-
¢80 completa do modelo. Isto porque a soma de quadrados de desvios em
termos da variavel original, obtida pelo ajustamento da fungao pelo me-
todo que pressupoe um erro aditivo, & necessariamente menor que a soma
de quadrados de desvios em termos da variavel original, obtida pelo a-
justamento da fung2o pelo metodo de STEVENS (1951). Por sua vez, em
termos do logaritmo da variavel dependente, a soma de quadrados de des-
vios relativa ao metodo de STEVENS (1951) & necessariamente menor que
a soma de quadrados de desvios relativa ao me todo que pressupse um erro

aditivo.

Portanto, o procedimento sugerido por THEIL (1971) mos-
tra que a fungac de Gompertz & a que melhor se ajusta aos dados apresen
tados de crescimento ponderal de ratos; entretanto, nac se pode deci-
dir, com base nesse procedimento, entre o modelo estatistico com erro

aditivo e o modelo estatistico com erro multiplicativo.
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Tabela II. Estimativas dos parametros (a,5,2), das abcissas dos pontos
de inflexao, das ordenadas das assintotas e das somas de
quadrados de residuo, tanto em termos da variavel dependen-

te original como em termos do logaritmo da variivel depen-

dente,
Estimativas Abcissa do Ordenada Soma de quadrados
Modelos dos parame—~ ponto de da
tros inflexao assintota (original) (logaritmo)
logistica a = 4,662 32,5 105,88 698,40 0,2818
(NELDER) 5 = 2,801
E = 0:08627
logistica a = 129,926 39,4 129,93 235,36 0,8246
(OLIVER) § = 14,979
¢ = 0,068667
Gompertz a = 5,1098 37,2 165,64 181,18 0,1039
(STEVENS) b = 3,4697
E = 0)96?09
Gompertz a = 5,2558 42,2 191,68 143,77 0,1711
(aditivo) b = 3,4865
c = 0,97083
Log-inver a = 12,014 29,0 250,96 548,44 2,0183
sa genera E = 238,951
lizada c = 0,1446

Tendo em vista o conhecimento dos pesquisadores sobre o
assunto, o ponto de inflexao, que deve coincidir com a puberdade, e o
peso do animal adulto sac melhor estimados, pela funcao de Gompertz com

erro aditivo, como mostram os resultados da Tabela II.

Portanto, este modelo parece descrever melhor o cresci-

mento ponderal de ratos normais.
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Deve ser lembrado, entretanto, due a especificagao do mode-
lo deveria ser feita com base no estudo das variancias dos pesos e das
variancias dos logaritmos dos pesos, entre animais dentro de idades, o

que nao pode ser feito porque nao se dispunha dos pesos individuais.

Outro procedimento que poderia ser utilizado para a especi-
ficacao do modelo, & o que consta em DRAPER e SMITH (1966), e se refere
a0 exame dos sinais dos desvios. Verificou-se que no ajustamento da
fungao de Gompertz com erro aditivo, existem 13 grupos de sinais, con-
tra 10 grupos existentes para o ajustamento da funcao de Gompertz pelo
metodo de STEVENS (1951). Este resultado reforca a conclusao estabele-
cida acima, uma vez que, se os erros fossem aleatorios, existiriam ao

redor de 30 grupos de sinais.

Os dados de crescimento ponderal de vacas holandesas foram
obtidos pelo Posto Zootecnico "Luiz de Queiroz" de Piracicaba. Tais da
dos constam na Tabela III do apendice e referem-se a pesagens mensais

dos animais, em quilogramas, desde o nascimento ate o 569 mes de idade.

Antes de se proceder ao ajustamento das fungoes assintdoti=
co~sigmoides a estes dados, fez-se uma analise preliminar da variancia
dos pesos e da variancia dos logaritmos dos pesos, entre animais dentro

de idades, obtendo os resultados que constam na Tabela IV,

Observe-se que a variancia tendeu a estabilizacae apos a
- — -+ - - -
aplicagao de logaritmo a variavel dependente, 0 que e mostrado pelo tes
te de Bartlet para homogeneidade de variancias, que resultou em

x2 = 176,23, com 56 graus de liberdade, quando se usa a variavel
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Estimativas de medias relativas a idades e de variancia en-
tre animais dentro de idades para pesos e logaritmos de pe-
gsos de 10 vacas holandesas do Posto Zootecnico "Luiz de
Queiroz", SP.

Idade Peso Logaritmo do peso
{meses) Madia Variancia Media Variancia
0 39.1 37.21 3.65 0.02317
I 52.8 59.51 3.95 0.02302
2 70.7 130.45 4,24 0.02997
3 93,5 171.38 4,52 0.02303
4 118.0 155.11 4.76 0.01144
5 134.7 281.12 4,89 0.01772
6 153.5 384.27 5.02 0.01993
7 172.5 392.50 5.14 0.01669
8 176.9 615.2%1 5.16 0.02476
9 191.8 666,84 5.24 0.01916
10 204.3 536.45 5.31 ¢.01319
11 219.4 £626.93 5.38 0.01295
12 223.6 462.71 5. 40 0.00976
13 235.3 397.34 5.45 0.00770
14 230.7 585.34 5.43 0.01116
15 229.2 699,28 5.42 0.01356
16 232.3 26459,12 5.41 0.07452
17 247.0 1163.77 5.50 0.01904
18 261.6 1244 48 5.55 0.01851
19 276.4 1374.26 5.61 0.02029
20 288.4 1425.37 53.65 0.01955
21 302.7 1908.01 5.70 0.02431
22 315.4 1678.04 5.74 0.01909
23 325.9 2300.32 5.77 0.02346
24 342.8 2838.62 5.82 0.02594
25 355.9 2330,76 5.86 0.01945
26 366.9 2737.43 5.89 0.02177
27 375.7 2006.23 5.92 0.01558
28 3B1.5 1848.94 5.93 0.01440
29 384.4 1373.82 5.94 0.01003
30 389.9 1586.76 5.96 0.01182
n 502.9 1149.21 5.99 0.00730
32 420.3 1337.78 6.03 0.00736
33 415.8 1793.51 6.02 0.01075
34 426.3 1802.45 6.05 0.01048
35 427 .5 2006.50 6.05 0.01182
36 439.6 2587.37 6.07 0.01497
37 436.7 3696.23 6.07 0.02115
38 445.7 3713.34 6,00 0.01927
39 449.5 4469.16 6.09 0.02329
40 £42.8 4238.62 6.08 0.02101
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Tabela IV. Continuagao

Tdade Pesc Logaritmo do peso
(meses) Media Variancia Media Variancia
41 451.5 4139.38 6£.10 0.01932
42 453.2 3781.73 6.10 0.01768
43 436.0 3151.11 6.07 0.01533
b4 438.6 1688.93 6.07 0.00856
45 446.6 1257.37 6.09 0.00630
A 453.6 1480.93 6.11 0.00743
47 450.9 2425.43 6.10 0.01314
48 475.0 2996.66 6.15 0.01266
49 483.8 2421.95 6.17 0.00939
50 487.3 1690.01 6.18 0.00644
51 485,0 1974, 44 6.18 0.00822
52 495.4 2121.82 6.20 0.00926
53 487.6 2012.26 6.18 0.00896
54 481.5 1873.16 6.17 0.00836
55 491.9 1441.87 6.19 0.00633
56 491.4 1735.82 6.19 0.00733
dependente na forma original e em xz = 61,60, com o0 mesmo numero de

graus de liberdade quando se usa o logaritmo da variavel dependente.

0 primeiro valor de xz e significante ao nivel de 5% o

que nao acontece com o segundo.

Portanto, foram ajustadas a fungao logistica pelo meto-
do de NELDER (1961) e a fungZo de Gompertz pelo metodo de STEVENS(1951),

obtendo-se as estimativas dos parametros que constam na Tabela V.
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Tabela V. Estimativas dos parametros relativas ao ajustamento das fun-

gaes logistica e de Gompertz, aos dados da Tabela IIT.

Fungao logistica Fungao de Gompertz
a = 6,11018 a = 6,15289
B = 1,83436 6 = 2,21665
c = 0,13798 c = 0,91668

Com base nos resultados da Tabela V, foram estimados os va
lores das duas fungoes para cada t:, que foram utilizados para cons~

truir o Grafico I.

Tambem foram obtidas as somas dos quadrados de residuo de
Tegressan, que valem 16,8536 no caso da fungEo logistica e 13,0466 no
caso da funcao de Gompertz, £ importante lembrar que estas somas de
quadrados tem validade para comparagao, mas conduzem a gsubestimativas
da variancia do erro uma vez que as observagoes nao sao independentes.
Entao, usando o criterio de variancia minima, pode~se afirmar que a fun
cao de Gompertz ajustou~se ligeiramente melhor aos dados do que a fun-

¢ao logistica.

0 ponto de inflexao, estimado pela funggo logistica, tem
abcissa igual a 13,3 e a estimativa da ordenada da assintota, em termos

da variavel original, e igual a 450.
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No caso da fungao de Compertz, a estimativa da abeissa do

ponto de inflexao e igual a 9,2 e a estimativa da ordenada da assinto-

ta, em termos da variavel original, & igual a 470.

Note-se que parﬁmetros importantes, como Epoca en que ocor
re a inflexao da curva e peso do animal adulto, sao melhor estimados,

do ponto de vista zootecnico, pela funcao de Gompertz.

Entretanto, tanto no caso da funcao logistica como no caso

da fungao de Gompertz, existem observagoes, e medias de observagoes pa-

ra a mesma idade, com valores mais altos que a ordenada da assintota.

Apesar dos problemas levantados aqui, parece que a curva
de crescimento que melhor descreve dados de crescimento ponderal de ga-
do bovino e a fungzo de Gompertz, ajustada pelo metodo de STEVENS(1951).
Alias, esta fungao foi utilizada, para este tipo de dados, por MISCHAN

(1972) e por CROCOMD (1973).

5.3, Estudo descritivo do numero de dentes permanentes irrompidos, em

eriancas brancas, da cidade de Piracicaba, SP

0 conhecimento do numero de dentes permanentes irrompidos,
nas criangas em idade da dentigao mista, tem varias aplicagoes praticas

em odontologia.

0 estudo desta caracteristica tambem tem grande importancia
em odontologia legal, porque o nimero de dentes permanentes irrompides
pode ser usado como variavel independente para a estimagao da idade de

uma crianca.
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Com esta finalidade, ARBENS (1961) estabeleceu a regressao
linear simples de uma transformada da proporgac de dentes permanentes
irrompidos, em fungao da idade em meses, para escolares brancos, de 7 a

13 anos, residentes na cidade de Sao Pauloc, SP.

Baseado na pressuposigzo de que a transformada da variavel
dependente, definida como y = arcsen Y P , onde p e a proporgac de den
tes permanentes irrompidos, tem distribuicao aproximadamente normal e
varidncia estavel, o autor obteve a analise de variancia de regressao.0
valor de F calculado para desvio de linearidade com 82 graus de liberda
de foi igual a 1,27, que coincide com o F critico ao nivel de 57 de sig
nificancia. Baseado neste resultado, o autor nao rejeitou a hipotese

de linearidade, o que & discutivel,

0 numero de dentes permanentes irrompidos pode ser visto

como dado de resposta quantica.

Isto porque os individuos estao divididos em s grupes eta-
rios; relaciona-se ao jEsimo grupo uma variavel nao aleatoria xj, que e
a idade em meses, e um numero nj = 32 rj de ensaios, onde 32 e o numero
maximo de dentes permanentes em individuos normais e rj & o numero de
individuos no grupo. Ora, observa-se uma variavel binomial, que & den-
te permanente irrompido ou nao irrompido, sendo 32 rj o numero de en-
saios binomiais para aquele grupo.

Como dados de resposta quantica, 0 numero de dentes perma-

nentes irrompidos podem ser estudados atraves da funcao logistica e da

fungao de Gompertz.
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0 fenomeno pode ser visto como aproximadamente assintoti-

co, ou seja, definida a proporgao de dentes permanentes irrompidos como

a razao entre o numerc de dentes permanentes irrompidos, para cada grupo

etario e 32 T d medida que a idade adulta se aproxima, a proporgao ten

de para 1.

- - . » - -
0 fenomeno tambem pode ser visto como sigmoide, ou gseja,
e possivel pressupor que a taxa de crescimento da proporgao do numero de

] . - . »
dentes permanentes irrompidos e pequena no infeio do processo, aumenta

depois ate um maximo e decresge no final de processo.

Para o estudo descritivo do numero de dentes permanentes

irrompidos, em fungao da idade, foram utilizados os dados que constam na

Tabela VI do apendice.

Tais dados referem—se a criancas brancas, com idades en-

tre 60 e 155 meses completos, que frequentavam creches, parques infan-

tis, jardins de infancia, grupos escolares e ginasios de Piracicaba, em

1973. O0Os dedos foram levantados pela C.D. Ana Helena Marcondes,que usou

os criterios adotados pela disciplina de Odontologia Preventiva e Saude

Publica da FOP, UNICAMP.

Os dados relativos a cada sexo foram analisados separada-
mente, uma vez que Sexo e grupc etario sao fatores que afetam o numero

de dentes permanentes irrompidos (MOREIRA, VIEIRA e TUMANG (1973))}.



86.

Os resultados dos ajustamentos das fungoes logisticas e de
Gompertz aos dados coletados, transformados em resposta quantica, cong
tam na Tabela VII. Ambas as fungoes foram ajustadas pelo método dos mi
nimos quadrades, tanto atraves de uma regressao linear simples pondera-
da, que & um metodo aproximado, como por processo iterativo, e pelo me-

-, ) *
todo da maxima verossimilhanga.

Tambam foram obtidos os valores das fungoes para cada Xs s
que poderiam ser utilizados para estimar o numero de dentes permanentes
irrompidos em cada idade. Com estes valores, para as fungSes ajustadas
pelo método da maxima verossimilhanga, foram construides o grafico II,

relativo ao sexo feminino e o grafico III, relativo ao sexo masculino.

Verifica~se, pela simples comparagao das somas de quadra-
dos de residuo que constam na Tabela VII, que a fungao de Gompertz da
maior explicagao da variacao do numero de dentes permanentes irrompidos

em fungao da idade que a fungao logistica.

Evidentemente, esta observagao e confirmada pelo exame
dos graficos, que mostram a curva de Gompertz mais proxima das observa-

gaes do que a curva 1og{stica.

Os resultados que constam na Tabela VII tambem mostram, co
mo era de se esperar, que a abcissa do ponto de inflexas, estimada pela
fungao de Gompertz, 2 sempre menor que a abcissa do ponto de  inflexao

estimada pela fungao logistica.
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Tambem se verifica, pela simples observacio dos resultados
que constam na Tabela VII, que em todos 0s casos, o metodo dos minimos
quadrados, por processo iterativo, leva a pequenas corregaes das estima
tivas preliminares, dadas pelo metodo que transforma as fungoes em re-
gressoes lineares. Portanto, este procedimento se presta inclusive pa-

ra a obtengao das estimativas definitivas, dependendo da aproximagao ad

mitida.

Os resultados que constam na Tabela VII também mostram que
o metodo da maxima verossimilhanga conduz a estimativas ligeiramente
maiores que o metodo dos minimos quadrados por processo iterativo, 0

que foi notado por BERKSON (1955) e SILVERSTONE (1957), quando trabalha

- L -
ram com a fungao logistica.

Ainda, uma ultima observagio de interesse para a odontolo-
gia, que pode ser feita com base nos resultados que constam na Tabela
VII, e a de que, nas meninas, © numero estimado de dentes permanentes

irrompidos & maior do que nos meninos, quando se considera mesma idade.

As estimativas dos parametros, relativas ao sexo feminino,
sao maiores que as estimativas dos parametros relativos ao sexo masculi
no e a inflexao da curva ocorre, para as meninas, cerca de 6 meses an-
tes que para os meninos. Estes resultados nao foram comparados atraves
de testes de significancia, porque nao foram obtidas as estimativas das

variancias das estimativas dos parametros.
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Estimativas dos parametros (@ e E), das abcissas do ponto
de inflexao (xI) e das somas dos quadrados do residuo, re-
lativas ao ajustamento das fungoes logisticas e Gompertz,
atraves do metodo dos minimos quadrados, tanto por aproxi-
magac como por processo iterative e do método da maxima ve
rossimi lhanga, para numero de dentes permanentes irrompi-

dos em criangas brancas de Piracicaba, SP.

. Sexo Feminino Sexo Masculino
Metodos
Logistica Gompertz Logistica Gompertz
MO 8 = 4,57 4 = 2,83 4 = 4,82 ad = 2,79
(aproxi- B = 0,0410 B = 0,0292 B = 0,0415 B = 0,0276
SQR=276, 44 SQR=209,53 SQR=2135,04 SQR=224 , 54
& = 4,78 a = 2,87 & = 4,89 o= 2,74
1MQ B = 0,0427 B = 0,0297 B = 0,0421 g8 = 0,0273
(itera~ = 111,76 x = 109,19 x = 116,15 xp= 113,90
tivo) SQR=271,33 SQR=208, 64 SQR=234 , 54 SQR=221, 38
o = 5,03 a = 3,00 a= 5,09 a = 2,84
- 8 = 0,0449 g = 0,0308 B = 0,0437 8 = 0,0282
x= 112,04 % = 109,26 x;= 116,29 x = 113,82
SQR=277,86 SQR=213,47 SQR=238, 54 SOR=225,13

MMQ - Metodo dos minimos quadrados

MMV - Matodo da maxima verossimilhanga
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6. RESUMO E CONCLUSOES

Neste trabalho sao estudadas, comparativamente, tres fun-
goes assintotico-sigmoides, ou seja, a fungao logistica, a fungao  de

Gompertz e a fungao log-inversa generalizada.

Sao discutidos tanto os casos de dados de crescimento, em
que a ordenada da assintota superior deve ser estimada, como o0s casos
de dados de resposta quantica, em que a ordenada da assintota superior
2 conhecida e a variavel dependente se transforma numa proporgaoc dessa

assIntota.

Do ponto de vista metodologico, dois novos métodos sao de—
senvolvidos: o ajustamento da funcao de Gompertz a dados de crescimento
considerando um erro aditivo e homocedastico e o ajustamento da mesma

funcao a dados de resposta quantica.

Para exemplificagao da metodologia estudada, sac apresen-

tados os ajustamentos das fungoes assintotico-sigmoides e dados de
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crescimento ponderal de animais e a dados de resposta quantica de nume-

ro de dentes permanentes irrompidos.

Com base neste estudo, parece licito estabelecer as se-

guintes conclusoes:

1) Os metodos mais rigorosos para o ajustamento das fun-
gaes assintotico-sigmoides dependem de processos iterativos, que exigem
grande quantidade de calcule. E claro que nao se deve recorrer aos me-
todos que simplificam os calculos, porque tais metodos nao tem rigor
estatistico. Portanto, no ajustamento de fungoes assintotico-sigmdides

- » - ] [} +*
a dados experimentais e quase imprescindivel ¢ uso de computador,

2) 0 ajustamento das fungoes assintotico-sigmoides aos da-
dos experimentais de crescimento tem grande validade descritiva. Entre
tanto, nem sempre a teoria especifica a forma matematica da fungao, ra-
zao porque devem ser ajustadas, para posterior comparagac dos resulta-
dos, a fungao logistica, a fungao de Gompertz e a fungao log-imversa ge
neralizada. Quando e razoavel pressupor que a variavel dependente tem
variancia constante, devem ser impostos modelos onde o erro aleatorio e
aditivo, ou seja, devem ser ajustadas a funcao logistica pelo metodo re
comendado por OLIVER (1964), a fungao de Gompertz na forma proposta nes
te trabalho e a funcao log-inversa generalizada pelo metodo de STEVENS
{1951). Quando e razoavel pressupor que o logaritmo da variavel depen-
dente tem variancia constante, devem ser impostos modelos onde o erro
aleatario aparece como fator, ou seja, devem ser ajustadas a fuano

logistica pelo metodo proposto por NELDER (1961) e a funggo de Gompertz
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pelo metodo proposte por STEVENS (1951). Nestes casos, & escolha da me
lhor especificagac pode ser feita atraves do critério de variancia re-
sidual minima. Entretanto, quando nao se tem informacac a respeito da
homocedasticia, todos os metodos de ajustamento das tres fungoes podem
ser pesquisados e a especificagao do melhor modelo so pode ser feito
por procedimento empirico. Note-se que nao & recomendado ¢ ajustamento
da fungEo 1og{stica pelo metodo proposto por STEVENS (1951), porque a
pressuposicao exigida, de que o inverso da variavel dependente tenha va

riancia constante, nao parece justificavel,

3) Os dados empiricos de resposta quantica saoc  comumente
descritos atraves das analises de probites ou de logites. O0s resulta-
dos obtidos por estes dois métodos de analise sao, na opinido de diver-
s0s autores, bastante concordantes. Neste trabalho, verificou-se que a
fungao de Gomperﬁz tambem pode ser utilizada na descricac de dados de
resposta quantica, Quando a aséintota superior e conhecida, a fungﬁo
de Gompertz pode ser ajustada na forma de uma regressac linear simples
ponderada, com uma transformada da proporgao como variavel dependente.
Esta forma de ajustamento e relativamente simples e deve ser considera-
da como uma alternativa para a analise de logites, na forma recomendada
por BERKSON (1945). Por outro lado, deve-se assinalar que o resultado
do gjustamento da fungEo de Gompertz a dados de resposta quantica deve
ser mais exato quando se obtem estimativas de minimos quadrados ou de

maxima verossimilhanca, que exigem processo iterativo de caleculo.

4) No estudo descritivo de dados experimentais de cresci-

mento de ratos, foram ajustadas as tres fungoes assintotico-sigmoides,



9%.

admitindo-se tanto modelos com erro multiplicativo como modelos com
erro aditivo. A comparacao dos resultados foi feita pelc procedimento
empirico sugerido por THEIL (1971). Pode-se concluir que a fungao de
Gompertz se ajustou melhor aos dados. Para o ajustamento das fungoes
assintotico-sigmoides aos dados de crescimento ponderal de gado bovino
procedeu-se a uma analise preliminar das variancias dos pesos e das va-
riancias dos logaritmos dos pesos entre animais, dentro de idades. Como
se verificou que os logaritmos dos pesos tendem a homocedasticia, ajus-
tou-se a fungao loglstica pelo metodo de NELDER (1961) e a funcao de
Gompertz pelo metodo de STEVENS (1951). O ajustamento da fungao de Gom
pertz revelou-se melhor que o ajustamento da fungao logistica, confir-
mando resultados de outros trabﬁlhos. Portanto, & poss{vel que, N0 es—
tudo descritivo de dados biologicos de crescimento, a fungao de Gom—
pertz de resultados melhores que a funq;o logistica, embora esta seja

mais conhecida.

5) O ajustamento da fungao logistica e da funcao de Gom-
pertz aos dados de dentes permanentes irrompidos mostraram que, em am=~
bos os casos, a regressac linear simples ponderada da resultado bastan-
te proximo do resultado obtido pelo metodo dos minimos quadrades. Por
outro lado, verificou-se que ¢ ajustamento da fungao de Gompertz foi
melhor que o ajustamento da fungao logistica, mostrando que, no estudo
descritivo de dados de resposta quantica, a alternativa proposta aqui

deve ser verificada.
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Tabela III.

do Posto Zootecnico

(Os animais estao numerados de 1 a 10;

anos

101.

Pesagens mensais, em kg, referentes a 10 vacas Holandesas

1/

"Luiz de Queiroz'", Piracicaha, SP— .

a numeraczo

seguem o0 nome do animal e a data do nascimento).

4e,
242,
435,
470,
550,

63,
241,
420,

4?0,

85,

254,
405,

480,

39,
212,
380,
400,
460,

51,
198,
370,
400,

62,
110,
367,
410,

34,
258,
400,
400,
530,

52,
250,
388,
388,

75,
260,
385,
396,

32,
238,
385,
502,
518,

42,
236,
390,
512,
500,

58,
238,
392,
514,
464,

35,
234,
400,
545,
505.

54,
267,
394,
502,

68,
284,
424,
510,

1/

114,
280,
420,
440,

32,
210,
380,
460,

100,
240,
390,
440,

92,
253,
395,
470,

88,
298,
417,
510,

135,

300,
480,
480,

97,
229,
412,
460,

117,
263,
428,
440,

112,
257,
409,
450,

108,
308,
414,
504,

FONTE: MISCHAN (1972).

ne

140,

315,
432,

520,

n?

a8,
257,
340,
470,

124,
288,
380,
440,

ne

131,
278,
427,
469,

ne

130,
322,
460,
474,

2 3 - HYGIA

1 ~ HEBE ~ 27-3-21.

159,

33?,
440,

590,

174,
360,
420,
600,

172,

588,

200, 225,

372, 400, 430,
480, 484, 460,

570, 530,

2 - HUNGRIA - 31-3-21.

107, 122,
280, 300,
354, 348,
510, 440,

118,
320,
380,
480,

145, 177,
305, 340,
368, 364,
500, 480,

164,
340,
400,
470,

142, 166,
340, 370,
400, 380,
420, 400,

- 2-4-21,

175,
365,
400,
440,

220,
393,
380,
470,

4 — XANTIPA - 11-6-60.

190,
310,
453,
472,

170,
294,
423,
488,

200,
324,
471,
492,

AVENIDA -

146,
316,
457,
484,

163, 170,
326, 340,
450, 470,
515, 504,

212, 220,
341, 353,
476, 478,
488, 499,

4-0-62

180, 190,
315, 340,
478, 492,
532, 566,

243,
428,
460,

540,

180,
376,
380,
420,

230,
410,
370,
500,

240,
367,
497,
486,

216,
339,
506,
550,

229,
450,
460,
540,

249,
445,
470,
540,

192,
395,
380,
420.

201,
392,
388,
420,

237,
410,
388,
510,

253,
400,
400,
520,

238,
371,
493,
478,

236,
38z,
500,
500,

240,
365,
516,
446,

250,
390,
528,
500,



Tabela III.

Continuagao

102,

35, 54,
200, 200,
290, 310,
380, 390,
530,

50, 60,
249, 251,
419, 428,
542, 544,
518,

4h, 62,
200, 212,
342, 347,
415, 390,
438,

42, 50,
266, 224,
350, 368,
418, 400,
430.

34, 40,
208, 196,
407, 424,
448, 406,
488,

78,
200,
300,
400,

82,
270,
418,
454,

78,
238,
370,
416,

72,
220,
380,
3943

49,
230,
441,
476,

100,
200,
340,
400,

98,
280,
420,
473,

98,
230,
372,
408,

98,
224,
402,
403,

63,
230,
461,
463,

132,
210,
370,
410,

126,
294,
406,
487,

116,
236,
376,
402,

130,
230,
414,
400,

107,
252,
480,
465,

n?

145,
200,
380,
420,

n?

153,
294,
416,
502,

n?

138,
262,
407,
413,

156,
250,
410,
348,

130,
266,
480,
450,

6 - ESTATUA ~ 2-4-43.

158, 180, 190, 190, 190,
210, 210, 230, 240, 250,
410, 410, 340, 340, 360,
420, 470, 460, 450, 470,

7 = ZACGA - 23-1-61.

170, 190, 205, 240, 242,
300, 302, 325, 346, 356,
460, 481, 480, 503, 538,
482, 502, 501, 500, 522,

8 - AMIGA ~ 22-8-62,

154, 176, 186, 179, 180,
264, 272, 284, 270, 280,
415, 418, 430, 440, 454,
406, 425, 440, 464, 480,

? 9 - BENZINA - 21-10-63.

177, 186, 1%2, 200, 208,
254, 272, 290, 300, 316,
410, 446, 450, 476, 496,
424, 468, 475, 490, 510,

? 10 = CARTA - 11-9-64,

149, 171, 172, 200, 202,
294, 304, 300, 316, 322,
478, 462, 478, 349, 404,
442, 450, 456, 498, 528,

200,
280,
350,
480,

264,
376,
542,
506,

200,
288,
448,
494,

217,
330,
514,
410,

204,
350,
423,
476,

160,
280,
370,
490,

254,
393,
553,
518,

222,
302,
374,
499,

230,
320,
456,
420,

204,
167,
424,
454,

220,
290,
380,
520,

253,
400,
564,
515,

2306,
324,
403,
452,

250,
340,
430,
452,

205,
386,
440,
500,
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Numero de dentes permanentes irrompidos em criancas brancas,

da cidade de Piracicaba, SP, coletados pela C.D. Ana Helena

Marcondes. (0 primeiro numero, seguido de dois pontos, refe-

re-se a idade em meses completos; o ultimo numero, precedido

de dois pontos, dz o total de criancas daquela idade).

Sexo Feminino

Sexo Masculino

60:
61:
62:
63:
64

65:
66:
67:
68:
69:
70:
71:
72:
73
T4t
75:
76

77

78:
79:
80:
81:
82:
83:

84:
85:
86:
87:
88:
89:
90:
91:

- W w oW w
= OO0 RO
— L I R )

-
oo M

L
el % o = u

- W W N W - -
-
w -

WD OV ON Do WOOROOODO

LE I I = LT e I ]

o

23
0, G,
0, 0,
1’ O!

: 10

MO O
- oW
OO O

0
6

ka3 w

6 : 3
4, 3 :
12, 8’ 10, 29 2’

g, 8 :
10, 0, 11, 10, 2, 8, 7 ¢ ?
10, 7, 10, 5 :
10, 8, 10,

2

7, 10, 12,
: 9

9, 9, 12 :
11, 10, 10, 11, 6, 5

2

8, 10 : 2

: 2

12, 10, 7 :
4, 8, 10, 10, 8 : 5
8, 12, 8, 15, 10, 11, 12,

I8

N
E o o

8, 6, 4 :

7, 8, 10,

60: ¢ 1

61: 0, 5, G, 0, 0, 0 : 6
62: 0, 0, 0, 0, 0, 2, 0 ; 7
63: 6, 0, 0, DO, 1 s+ 5

64: Q, 6, 4, 0, 1 ¢ §

65: 0, 0, 0, 2, 2 : 5

66: 3, 0, 1, 1, 0, 2, 5, 0 : 8
67: 2, 0, 0 : 3

68: 2 : 1

69: 3, 8, 1, 0, 0 : 5

70: 4, 4, 1, 0 : &

71: 4, 6, 10, 10 4

72: 6, 3, 2, 0, 9, 0 : 6
73: 4, 5, 6, 4, 6, 5 6
Té: 10 : 1

774+ 10, 6, 1 3

78: 6, 5, 6, 6 : &

79: 0, 6, 5, 6, 7, 6 : B
80: 8, 6, 9, 6, 9 ¢+ 5
82: 4 1 1

83: 10 : 1

84: 4, 10 : 2

85: 10, 10 : 2

86:

87
g88:
g89:
90;
91:

92:
93:
Q4
95:

10, 9, 8, 3, 5 : 5
11, &, 10, 10, 6 :
10, 9, &6 : 3

6, 8, 6, 12, 8, 12, 7 : 7

10, 11, 8, 8, 11 : 5

9, 10, 10, 13, 7, 6, 10, 10,
g, 13 : 10

4, 12, 8, 10, 6, 10, 14, 4 : 8
9:1

10, 6 : 2

10, 10, 11, 12, 9 : 5

5
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Tabela VI. Continuagao

Sexo Feminino Sexo Masculino
g92: 10, 14, 11, 11, 13, 13, 96: 3, 12, 10, 9, 10, 13 : 6
10, 10 : 8 97: 13, 8, 11, 7, 12, 13, &6 : 7
93: 10, 10, 10, 11, 12 : 5 98:; 11, 10 : 2
95; 12, 13 : 2 99: 12, 16, 19 : 3
96: 13 : 1 100: 12, 12, 14, 9, 11, 9, 12,
87: 14, 8, 7, 12 : 4 7, 10 + 9
98: 10 : 1 101: 17, 11, 14, 16, 13 : 5
99: 11, 14, 13, 13 : 4 102 10, 10, 10, 13, 12 : 5
100: 12, 13, 12 : 3 103: 10, 12, 8, 10, 12 : 5
101: 11, 14, 12, 12, 30, 11, 104: 8, 11, 15, 10, 13, 16 : &
15, 14, 17, 13 : 10 105: 12, 13, 8, 19, 10 : 58
102: 10, 12, 15, 11, 12, 12 : & 106: 12 : 1
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Tabela VI. Continuagao
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Sexo Feminino

Sexe Masculino
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133:
134:
135:
136:
137:
138:
139:
140:
141:
142:

143:
144:

145:
146:
147:
148:
149:
150:
151:
152:
153:
154:
155:

28,

24,
28,
27,
26,
27,
27,
27,
23,
26,

27, 26,
18, 20,
26, 22,
22, 28
01

27, 21
28, 28,
22, 23,
23, 26,
HE |

26, 28,
P 7

21 : 2
28, 18,
24 + 8
23, 28,
27 + 2
28, 28,
28, 26
28, 26,
28, 27,
26, 28
28, 28,
28, 25,
26 1 2
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3
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28, 28, 28
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28, 25 :+ 5
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27, 28 : 2
26 1 1
28 : 1
28, 28 : 2
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