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Resumo

Estudos tém mostrado que a humanidade enfrentara severa falta de &gua
nas proximas décadas. Muitos esforcos tém sido direcionados para o desen-
volvimento de novas ferramentas computacionais a fim de se garantir uma
melhor utilizacao dos recursos hidricos. Diversos estudos estao sendo re-
alizados utilizando ferramentas de CFD (Computational Fluid Dynamics)
para obten¢do de novas formas de gerenciamento destes recursos. Neste
contexto, é de suma importancia o desenvolvimento de novas técnicas para
predizer o impacto ambiental causado por emissoes industriais em rios de
modo que estratégias possam ser planejadas para diminuir os efeitos desta
poluicdo. Este trabalho apresenta um modelo Fluidodindmico Computa-
cional tridimensional para simular a dispersao de substancias soltveis em
rios. O método dos volumes finitos foi utilizado para aproximar as equagoes
de conservacdo de momento, de massa e de espécie quimica. O sistema de co-
ordenadas cartesianas foi escolhido para representar o sistema. Foi utilizado
um modelo algébrico de turbuléncia de ordem zero. O modelo de Streeter-
Phelps foi usado para predizer a concentracao de substancias organicas e
de oxigénio dissolvido ao longo do rio. O modelo pode também predizer o
impacto causado pela ocorréncia de multiplos pontos de emissao no trecho
estudado. O modelo matemético foi desenvolvido em linguagem Fortran. Os
resultados mostram que a metodologia proposta é uma boa ferramenta para
a avaliacao do impacto ambiental causado pela emissao de efluentes em rios.
O software é bastante rapido, especialmente quando comparado com outros
pacotes de CFD disponiveis comercialmente. Foram feitas comparagdes en-
tre os resultados numéricos e dados experimentais coletados no rio Atibaia.
Os resultados numéricos apresentaram uma boa concordancia com os dados
coletados experimentalmente.

Palavras-chave: 1.Engenharia ambiental. 2.Residuos industriais - Aspec-
tos ambientais. 3.Agua - poluicdo. 4.Dispersio. 5.Modelos matematicos.
6.Método dos volumes finitos.
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Abstract

A future lack of water in the next decades has been observed by many studies.
Much effort has been devoted to find strategies which will help to manage
properly water resources. Theoretical studies have been used recently since
the scope of computational fluid dynamics (CFD) has increased, allowing its
use in the issue of water quality. In this scenario, it is important to develop
new techniques to predict the environmental impact of emissions in rivers
so that strategies can be devised to decrease the effects of pollution. This
work presents a three-dimensional Computational Fluid Dynamics (CFD)
in house model to simulate the dispersion of soluble substances in a river.
The finite volume method is used to approximate the momentum, mass and
species conservation equations. A Cartesian coordinate system has been cho-
sen to represent the river. Turbulence is taken into account by a zero-order
equation model. The Streeter-Phelps model has been used to predict the
concentration of organic substances and dissolved oxygen along the river.
The model can also predict the impact of multiple effluents discharges. Re-
sults show that the proposed methodology is a good tool for the evaluation of
the environmental impact caused for pollutants emissions in rivers. The soft-
ware has been developed from the model and use the Fortran language. It is
very fast, especially when compared to available commercial CFD packages.
Experimental comparisons for soluble substances dispersion have been made
for the Atibaia River. The results show good agreement with experimental
data.

Keywords: 1.Environmental engineering. 2.Industrial residues - Environ-
mental aspects. 3.Water - pollution. 4.Dispersion. 5.Mathematical models.
6.Finite volume methods. 7.Computational fluid dynamics. 8.CFD.
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Capitulo 1

Introducao

Os recursos naturais sao a base para o desenvolvimento da sociedade.
Durante muito tempo, esta afirmacdo nao foi vista com a importancia que
realmente representa. A crencga de que esses recursos seriam inesgotaveis cus-
tou & humanidade a destruicao de florestas, exterminio de animais e plantas,
além da poluicao das 4guas e do ar.

O crescimento de centros urbanos e industriais, que por muitas dé-
cadas se realizou de forma desordenada e sem um correto planejamento,
mostra hoje suas conseqiiéncias. Os efeitos da atividade humana na poluigao
de aguas, solo e ar sao atualmente temas de discussao e estudo em diver-
sos centros de pesquisa. Todo esse conhecimento adquirido na area gerou
maior conscientizacdo sobre os riscos que a civilizacdo humana corre caso os
recursos naturais existentes nao sejam adequadamente preservados.

No Brasil, os recursos naturais tém importancia decisiva no plano
economico. O pais é dotado de uma vasta e densa rede hidrogréfica, sendo
que muitos de seus rios destacam-se pela extensao, largura e profundidade.
Dentre os grandes rios em territério nacional, destacam-se o Amazonas, o
Paraguai, o Sdo Francisco e o Parana. A situag@o da poluic¢ao hidrica tem-se
agravado no pais, devido ao aumento das cargas poluidoras urbanas e indus-
triais, uso inadequado do solo e de insumos agricolas, erosao, desmatamento
e mineracao. Estes fatores levam a danos dos recursos hidricos, dentre os
quais se destacam o aumento do transporte de sedimentos e a contaminacao
organica e quimica das aguas.



Durante o III Forum Mundial das Aguas, realizado em marco de
2003 em Kyoto, no Japao, foi divulgado um estudo com previsdes aterrado-
ras, feitas pela Organizacdo das Nagoes Unidas (ONU). Segundo o estudo,
entre 2 bilhoes e 8 bilhoes de pessoas poderdo sofrer com a falta de dgua
potavel ou com saneamento bésico inadequado até a metade do século XXI.

No Brasil, o problema da qualidade das aguas superficiais, antes
normalmente exclusivo das grandes capitais estd se disseminando pelo inte-
rior, dado o crescimento econdémico que algumas regides vém apresentando.
Um exemplo deste problema é a regidao de Campinas, no interior do estado
de Sao Paulo, que vem apresentando um desenvolvimento crescente nas ulti-
mas décadas com a implantacao de industrias de varios setores da economia.
Este desenvolvimento causou um crescimento desordenado da regiao, que ji
apresenta sinais de debilidade no sistema publico de abastecimento de 4gua.

Esta situacao critica faz com que cuidados adicionais sejam toma-
dos na implantacao de novas industrias, especialmente quando for necessario
o descarte de seus efluentes em rios. Na implantacdo de novos empreendi-
mentos, para se obter a licenca de instalacao, embora em muitos casos seja
elaborado um Estudo de Impacto Ambiental (EIA), e seu respectivo Re-
latério de Impacto ao Meio Ambiente (RIMA), a abordagem a respeito da
previsao de impacto ambiental causado pela emissao de efluentes em rios
tem sido pouco substanciada em metodologias cientificas reconhecidamente
aplicaveis para cada caso.

O atual consenso sobre a preservacao da qualidade da agua de rios
e lagos foi o fator motivante para a realizacao deste trabalho. Compreender
o fluxo, a dispersao e a decomposicao dos compostos presentes nos efluentes
lancados em canais naturais é de extrema importancia para a solucao de
varios problemas presentes no despejo de efluentes industriais nos rios. Entre
estes problemas destacam-se a escolha do melhor ponto de emissao de um
efluente industrial, a determinagao da distancia necessaria para a dispersao
deste efluente e a distancia para que ocorra a degradacao das substancias
biodegradéaveis presentes neste lancamento. Entretanto, o mais importante é
desenvolver ferramentas numéricas preditivas do impacto causado por novas
emissoes de efluentes em um rio e por outras situacées que ponham em risco
o equilibrio ambiental.

Levando em consideracao os problemas e as necessidades apresen-
tadas, este trabalho dard continuidade a um estudo de base realizado no
Laboratorio de Fluidodinamica Computacional (L-CFD), descrito na Dis-
sertagdo de Mestrado do aluno Kelerson Modenesi e sob orientacao do Prof.



Dr. José Roberto Nunhez. Nesse trabalho, foi desenvolvido um modelo flu-
idodindmico tridimensional de previsao da dispersao de um dado efluente
inerte sendo lancado em um rio. Embora considerando escoamento lami-
nar e limitado ao estudo de trechos retilineos, o trabalho apresentou bons
resultados quando comparados com dados experimentais coletados no Rio
Atibaia num projeto em conjunto com a REPLAN /Petrobras.

Nesta pesquisa de Doutorado, procurando representar um maior
nimero de casos, o escoamento é considerado turbulento, caracteristica da
grande maioria dos rios. Para um melhor entendimento do comportamento
do efluente no meio aquéatico, as reacoes de decomposicao das substancias
ndo inertes presentes no efluente também podem ser levadas em consideragao.
Além disso, é possivel obter o perfil de concentragao do oxigénio dissolvido
ao longo de todo o trecho em estudo. O modelo também permite o estudo
da dispersao de efluentes em trechos de rio onde exista mais de um ponto de
langamento.

Ainda em relacdo ao potencial do presente trabalho, convém citar
a Resolucao N° 357 de 17 de marco de 2005 do Conselho Nacional de Meio
Ambiente que dispoe sobre a classificagdo dos corpos de agua e diretrizes
ambientais para o seu enquadramento, bem como estabelece as condi¢bes
e padroes de lancamento de efluentes. Nesta resolucao, pode-se ler no ar-
tigo 33: "A extensao e as concentragoes de substincias na zona de mistura
deverao ser objeto de estudo, nos termos determinados pelo érgao ambien-
tal competente, as expensas do empreendedor responsdvel pelo langamento”.
Sendo assim, de acordo com esta resolucao publicada recentemente, todo em-
preendor que venha a langar efluentes em um corpo de dgua terd que realizar
estudos semelhantes aos desenvolvidos neste trabalho.

E importante salientar que nao existe na literatura académica um
trabalho como este, embora seja grande o interesse por parte de empresas
e 6rgaos ambientais no desenvolvimento de instrumentos de previsao de im-
pacto ambiental como o que seréd obtido.



Capitulo 2

Objetivos

O presente trabalho tem como principais objetivos:

O desenvolvimento de um modelo fluidodinamico tridimensional para
um trecho de rio capaz de predizer a dispersao de compostos industriais
sendo lancados neste rio. Este modelo devera considerar escoamento
turbulento, reagoes de decomposicao dos componentes envolvidos e a
possibilidade de mais de um ponto de despejo.

A obtengao do perfil de concentracao de oxigénio dissolvido na dgua
ao longo do trecho em estudo.

A implementagao de uma metodologia de solugao das equagoes do mo-
delo com o uso do Método dos Volumes Finitos.

O desenvolvimento de um programa em Linguagem Fortran capaz de
resolver o modelo matematico proposto.

A comparacao dos resultados obtidos pelo modelo proposto com resul-
tados experimentais e numéricos.

A determinagdo de uma metodologia para determinagao do coeficiente
de dispersao para um determinado trecho de rio.

O desenvolvimento de uma interface grafica em Visual Basic de facil
utilizacao por qualquer usuario interessado em compreender os feno-
menos envolvidos na dispersao de efluentes em rios.



Capitulo 3

Revisao Bibliografica

A humanidade, durante milénios, considerou a agua como um re-
curso inesgotavel e de qualidade adequada para seu consumo e o desen-
volvimento de suas atividades. Em um mundo essencialmente rural, o meio
ambiente tinha capacidade de assimilacao superior a poluicao produzida pelo
homem.

A partir da Revolugao Industrial, houve alteracoes substanciais na
ocupacao dos espacos em face da implantacdo de industrias e da urban-
izacdo das cidades. Ante o crescimento econdémico e populacional apos a
Segunda Guerra Mundial, varios paises comegaram a identificar problemas
decorrentes dessa industrializacao e urbanizacdo na qualidade da agua de
seus rios. Os efluentes industriais e domésticos passaram a gerar problemas
de qualidade que implicavam aumento nos custos de tratamento, reducao da
disponibilidade de agua e conflitos entre usuérios, ou até entre paises. As-
sociada ao processo de desenvolvimento, a impermeabilizacao e a ocupacao
desordenada do solo, a expansao da agricultura e a destinacdo inadequada
de residuos sélidos vieram contribuir para a deterioracao da qualidade da
agua dos rios e a ocorréncia de enchentes.

Essa situacdo é preocupante, principalmente pelo fato de a popu-
lagdo mundial haver ultrapassado o marco de 6 bilhoes de habitantes em
1999 e de suas atividades antropicas ja terem atingido uma escala de utiliza-
¢ao dos recursos naturais disponiveis que obriga todos a pensar no futuro
sob nova perspectiva.



Shiklomanov (36, 1997) estima que a quantidade total de 4gua na
Terra, de 1.386 milhdes km?, tem permanecido praticamente constante du-
rante os ultimos 500 milhoes de anos e que, desse total, como apresentado
na Tabela 3.1, apenas 0,27 %, ou seja, 93.100 km?, corresponde ao volume
de dgua doce da Terra, correspondente aos rios e lagos, formas de armazena-
mento mais acessiveis ao uso humano, e aos ecossistemas. A exploracao do
potencial hidrico subterraneo, em aqiiiferos profundos, apesar de apresetar
uma reserva hidrica cem vezes superior a dos rios e lagos, constitui uma
atividade de risco que exige tecnologia avancada de investigagao hidrogeold-
gica e perfuracao de pocgos, de altissimo custo, para a captacdo de dguas
subterraneas em lencdis a mais de 1.000 m de profundidade.

Shiklomanov (36, 1997) estima que, atualmente, a demanda anual
de agua no mundo seja de 3.940 km?, representando menos de 10 % do
volume total disponivel. Sendo assim, em nivel global, ndo haveria escassez
hidrica, porém, a méa distribuicao espacial e temporal da agua, somada a
distribuicao demogréafica irregular na Terra, faz com que algumas regides
sofram permanentemente com a falta de dgua.

A escassez de dgua potavel se deve a uma série de fatores: econdmi-
cos, geograficos, demograficos, entre outros. Além destes fatores, observa-se
também um ntmero alarmante de rios cujas dguas tornaram-se impréprias
para o uso devido ao despejo de efluentes industriais e domésticos.

Quase a totalidade da dgua utilizada para servir ao abastecimento
publico e industrial é proveniente dos rios. Com relagdo a estes recursos hi-
dricos, a possibilidade de escassez de 4gua tem se mostrado cada vez maior
e conseqiiéncias ja podem ser percebidas por parte da populagdo do planeta.
Algumas regides convivem diariamente com a suspensao parcial do abasteci-
mento de dgua potavel. Cerca de um quarto da populacao mundial nao tem
acesso a agua adequada ao consumo humano. Pesquisas realizadas em 1985
pela Organizacao Mundial da Saude revelaram que 97 % dos habitantes de
paises industrializados tinham acesso & agua tratada; ja nos paises em de-
senvolvimento este indice caia para 35 %.

O Brasil tem uma situacao privilegiada em termos de agua, com
13,7 % da 4gua doce disponivel no planeta e dois ter¢os do maior aqiiifero
subterraneo do mundo, o Aqiiifero Guarani. Isto significa uma disponibili-
dade de agua 80 % maior que a do Canadé e a da China, e duas vezes maior
que a dos Estados Unidos.

A 4gua doce é entretanto extremamente mal distribuida no Brasil,
pois 80 % das aguas brasileiras estdo na Amazonia, enquanto Sao Paulo,



3.1 Fluxo em rios e canais

que tem 20 % da populag¢ao do pais, conta apenas com 1,6 % dos recursos
hidricos. Sendo assim, existe uma baixa disponibilidade de 4gua em algumas
regides do estado de Sao Paulo.

3.1 Fluxo em rios e canais

Um canal aberto é, por definicao, um conduto que possui uma su-
perficie livre |French (15, 1986)|. Tais canais podem ter sido originados por
processos naturais, como rios, riachos e estuarios; ou por processos artificiais,
como canais para navegacao, canais para irrigacao e valas de drenagem.

O fluxo de 4gua em rios ou canais é, sob varios aspectos, semelhante
ao fluxo em tubos. A principal diferenca entre estes dois tipos de fluxo é que
em canais abertos existe uma superficie livre; enquanto no fluxo em tubos
isto nao ocorre, ji que o fluido deve preenché-lo completamente.

Apesar da semelhanca entre os dois tipos de fluxo, problemas en-
volvendo canais abertos tém, normalmente, uma solucao mais dificil que
aqueles que envolvem tubos. As condicoes de fluxo em canais abertos e rios
sdo complicadas pelo fato de que a posicao da superficie livre pode mudar
com o tempo e com 0 espaco.

A classificacao dos escoamentos existentes em canais abertos € feita
com base em diferentes critérios. Chow (6, 1959) classificou os fluxos em
canais de acordo com as variagoes ocorridas na profundidade do fluxo em
relacdo ao tempo e ao espago.

De acordo com a variacao do fluxo em relagdo ao tempo, tem-se:

Fluxo permanente: Ocorre quando a profundidade do fluxo nédo
varia ou é considerada constante ao longo do tempo.

Fluxo nao-permanente: A profundidade do fluxo varia com o
tempo.

De acordo com a variagao do fluxo em relagdo ao espago, tem-se:

Fluxo uniforme: Ocorre quando a profundidade do fluxo é consi-
derada constante em qualquer secao transversal do canal estudado.

Fluxo variado: Ocorre quando a profundidade do fluxo varia ao
longo do comprimento do canal. O fluxo variado pode ainda ser dividido em
rapidamente variado ou gradualmente variado.
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Tabela 3.1: Distribui¢do da dgua mundial.

Reservatorio Volume (102 Km?®) | % do Volume Total
Oceanos 1.338.000,0 95,5379
Subsolo 23.400,0 1,6883

Agua doce 10.530,0 0,7597
Agua salgada 12.870,0 0,9286
Umidade do Solo 16,5 0,0012
Areas congeladas 24.064,0 1,7362
Antartica 21.600,0 1,5585
Groelandia 2339,5 0,1688
Artico 83,5 0,0060
Montanhas 40,6 0,0029
Solos congelados 300,0 0,0216
Lagos 176,4 0,0127
Agua doce 91,0 0,0066
Agua salgada 85,4 0,0062
Pantanos 11,5 0,0008
Rios 2,1 0,0002
Biomassa 1,1 0,0001
Vapor d’agua na atmosfera 12,9 0,0009
Total de agua salgada 1.350.955,4 97,4726
Total de dgua doce 35.029,1 2,5274
Total de agua no planeta 1.385.984,5 100,0

Fonte: Shiklomanov (36, 1997)
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3.1 Fluxo em rios e canais

Profundidade constante

Fluxo uniforme

FRV. fFov. FRY. pgv. FRY. rov. TRV

F.R.V. - Fluxo rapidamente variado
F.G.V. - Fixo gradualmente variado

Figura 3.1: Tipos de fluxo em canais abertos. Fonte: Chow (6, 1959)

Os diversos tipos de escoamento definidos por Chow (6, 1959) sao
ilustrados na Figura 3.1.

Assim como o escoamento em tubos, dependendo da magnitude en-
tre as forcas inerciais e as forcas viscosas, o fluxo em canais pode ser classifi-
cado como laminar, de transi¢do ou turbulento. O parametro adimensional
que relaciona estes dois tipos de for¢a ¢ o numero de Reynolds (Re), cuja
definicao é apresentada na Equagao 3.1.

_ULe
- 14

Re

(3.1)

Sendo:

e U = velocidade caracteristica do escoamento (velocidade média).

e Lo = comprimento caracteristico do canal (raio hidraulico).

11



3.2 Dispersao de efluentes

e v — viscosidade cineméatica.

O raio hidraulico de um canal é determinado pela razao entre a area
da secdo transversal ao escoamento, Ar, e o perimetro molhado, P,,, como
sao mostrados na Equagao 3.2.

Le=2L (3.2)

O fluxo laminar é aquele em que as forgas viscosas sao predominantes
sobre as fontes inerciais. No fluxo turbulento, as forcas inerciais predominam.
A faixa de transicao é aquela onde o escoamento nao pode ser classificado
nem como laminar nem como turbulento. French (15, 1986) apresentou a
seguinte classificacdo em relacdo ao ntmero de Reynolds para fluxos em
canais abertos:

Re<500 Laminar
500< Re< 12,500  Transicao
Re>12.500 Turbulento

Apesar destas faixas de nimeros de Reynolds existirem na literatura,
acredita-se que os escoamentos em rios sao de variedade e complexidade tais
que se torna dificil classificar um escoamento especifico a partir de defini¢oes
generalizadas. Chow (6, 1959) diz que a maioria dos escoamentos em canais
abertos se da de forma turbulenta. O fato da superficie de um rio parecer
plana e suave para um observador nao significa que o escoamento em questao
seja laminar. Provavelmente isso indica apenas que a velocidade na superficie
é menor que a requerida para a formagao de ondas.

3.2 Dispersao de efluentes

A dispersao é definida como o fenémeno de transporte de efluentes
causado pela ocorréncia conjunta de difusdo molecular e/ou turbulenta e da
conveccao. O transporte difusivo ocorre quando as moléculas do efluente se
dispersam entre as camadas do fluido devido ao gradiente de concentragao
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3.2 Dispersao de efluentes

existente entre as diferentes regioes do escoamento. J& a dispersao convec-
tiva ocorre devido as componentes de velocidade existentes. A convecgao
ocorre, por exemplo, em regimes turbulentos devido a existéncia de veloci-
dades paralelas. Embora estes fendmenos estejam sempre presentes durante
a dispersao dos efluentes, existem situacoes em que apenas um predomina.

Os parametros que levam em consideracao a difusao do efluente sao
chamados coeficientes de dispersao [Cox (9, 2003)]. Fischer (12, 1967) apre-
sentou uma metodologia para predicdo da taxa de dispersdo longitudinal
em correntes naturais. Foram apresentados diversos valores de coeficientes
de dispersao determinados em laboratério para diferentes condicdes de es-
coamento. Nordin & Sabol (29, 1974) verificaram que os escoamentos que
ocorrem no meio ambiente nao apresentam coeficientes de dispersao con-
stantes.

Neste trabalho, o coeficiente de dispersao é considerado um paré-
metro de ajuste do modelo, sendo seu valor determinado a partir de dados
de concentracao e vazao do rio de interesse.

O fendémeno de dispersao de efluentes industriais em rios é mostrado
esquematicamente na Figura 3.2. De acordo com esta figura, o efluente
é lancado com uma dada vazao constante (. na lateral do rio que escoa
com uma vazdo também constante Q,. A medida que percorre o leito do
rio, a pluma formada de efluente vai se expandindo ao longo da zona de
mistura, de comprimento Lp, até atingir uma zona de mistura completa,
onde n&ao ha mais dispersao significativa. A partir deste ponto, apenas as
reagoes de decomposicao da substancia em estudo, caso seja um componente
degenerativo, devem ser levadas em consideragao.

Nokes & Huges (28, 1994) propuseram um método para modelar
problemas tridimensionais turbulentos de dispersao em canais abertos de
secdo transversal arbitraria regular. Uma técnica semi-analitica foi aplicada
para investigar a descarga permanente de um efluente nao degenerativo em
um canal com o perfil de velocidade e difusividade conhecidos. O modelo
assumiu a nao existéncia de fluxo secundario, representando uma limitacao
do modelo matematico. Shiono & Knight (37, 1991) e Tominaga & Nezu (41,
1991) mostraram que mesmo canais de geometria simples apresentam fluxos
secundarios. Naot & Rodi (27, 1982), utilizando um modelo de turbuléncia
k-e, mostraram que fluxos secundarios também aparecem nas proximidades
das paredes de canais de se¢ao transversal retangular.

A principal dificuldade na modelagem da dispersao de efluentes em
rios é a obtencao de dados experimentais confidveis devido & complexidade
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3.2 Dispersao de efluentes
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Figura 3.2: Esquema de dispersao de efluentes.

do fluxo em canais abertos e as dificuldades na amostragem. Contudo, a ca-
libracao de um modelo matematico é feita através da obtencao destes dados
experimentais. Ciffroy et al (7, 2000) realizaram experimentos ao longo do rio
Seine para determinar parametros sedimentologicos e quimicos necessérios
para calibrar um modelo numérico previamente desenvolvido. Uma vez obti-
dos os parametros, o modelo foi utilizado para simular o transporte de cobre
pelo rio.

Muitos estudos vém sendo realizados com o intuito de compreender
as interagoes entre a geometria do canal, descarga de efluentes, estrutura do
fluido e transporte de material sedimentado. A investigacao em campo destas
interagoes é realizada pontualmente em sua maioria. Esse procedimento é
demorado, caro e, de certa maneira, ineficiente, uma vez que o sistema em si
pode sofrer mudancas. J4 um modelo numérico, se comprovada sua habili-
dade de predicao, pode ser ajustado a uma nova situacao sem a necessidade
de um novo estudo detalhado. Uma questao que surge na escolha de um
modelo é o nimero de dimensoes a ser considerada. Embora, podendo re-
presentar melhor o processo em estudo, os modelos tridimensionais devem ser
tratados com cautela, uma vez que estes requerem um consideravel aumento
de esfor¢o computacional.

Lane et al (20, 1999) aplicaram a dindmica dos fluidos computa-
cional para modelar o fluxo em rios e canais. Neste estudo, eles compararam
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3.2 Dispersao de efluentes

as abordagens bidimensional e tridimensional. Os resultados obtidos para
ambos 0s modelos foram comparados com dados experimentais. Além disso,
o artigo descreve as principais caracteristicas da modelagem tridimensional
adotadas no estudo, a metodologia para validar as predigoes obtidas e calcula
o desempenho do modelo 3D e sua comparagao com os resultados obtidos
em uma modelagem 2D sob mesmas condi¢es de contorno. As equacoes uti-
lizadas foram a de conservacao de massa e a de momento de Navier-Stokes
para um fluido incompressivel. Os termos de gradiente de pressao horizontal,
a influéncia do vento sobre a superficie e o termo associado ao efeito Coriolis
nao foram considerados. Foram observadas limitacoes na modelagem tridi-
mensional no que se refere a capacidade de predicao do modelo. Isto se deve
a grande quantidade de informacoes referentes a topografia do rio ou canal
necessérios neste tipo de modelagem. Por outro lado, apenas o modelo 3D
foi capaz de predizer fluxos secundérios. A grande vantagem do modelo 3D
foi observada quando testada sua capacidade de predicao em escala de apli-
cacao. Os resultados obtidos para as tensdes de cisalhamento mostraram-se
mais confidveis com o modelo 3D.

Venutelli (43, 1998) apresentou um método de terceira ordem de
Taylor-Galerkin para simular fluxos bidimensionais transientes de superficie
livre. Com isso, foi possivel descrever a propagacao de onda em um fluido in-
compressivel perto da superficie na presenca de possiveis descontinuidades.
Como aplicacgdo do modelo, foi simulada a propagacao de uma onda sub-
mersa conseqiiente da particao de uma represa vertical localizada em um rio
considerado de base horizontal e sem efeitos de friccao. Nao foi realizada ne-
nhuma comparagdao com dados experimentais. De um modo geral, o método
utilizado mostrou-se interessante, uma vez que reduziu consideravelmente os
custos computacionais por ter trabalhado apenas com termos lineares em
seu modelo.

Lien et al (22, 1999) desenvolveram um modelo de profundidade mé-
dia bidimensional para simular as caracteristicas do fluxo em canais curvos.
O modelo utilizado leva em consideragao a existéncia de fluxo secundério
através do céalculo de tensoes de dispersao. O sistema de coordenadas uti-
lizado foi o ortogonal curvilineo. Para demonstrar a capacidade do modelo,
os resultados obtidos foram comparados com alguns dados experimentais.
As tensoes de cisalhamento na superficie da agua causadas pelo vento foram
consideradas nulas. O fluxo secundario existente era causado pelo desequi-
librio local entre as forcas centrifugas e de pressao transversais geradas pela
elevagao da superficie da dgua. O campo de velocidade assumido foi de dis-
tribuicao logaritmica. Nas fronteiras sélidas, a lei da parede foi aplicada
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3.2 Dispersao de efluentes

fora da subcamada laminar e da camada de transicao. Os resultados obtidos
considerando o fluxo secundéario e em condicao de nao-deslizamento apresen-
taram boa concordancia com os dados experimentais no caso de canais com
curvatura média.

Vasiliev et al (42, 1997) estudaram o fluxo bidimensional e as-
simétrico em um canal plano que apresentava uma depressao em sua base.
Para isso foi utilizado um modelo de turbuléncia de uma tnica equacao. O
sistema de coordenadas utilizado foi o ortogonal curvilineo. A condig¢ao de
contorno de nao deslizamento foi utilizada para as paredes. As distribuicoes
de velocidade e viscosidade foram consideradas iguais aquelas presentes em
um problema de placas planas paralelas. Os resultados mostraram razoéavel
concordancia com dados experimentais

Jya & Wang (18, 1999) apresentaram um modelo bidimensional de
profundidade média, CCHE2D*, para simular o fluxo turbulento transiente
em um canal aberto e o transporte de sedimentos. Os autores adotaram um
método de elementos finitos denominado EEMT, que tem a habilidade de
lidar com geometrias complexas, como o método dos elementos finitos; e a
eficiéncia de formulacao do modelo presente no método das diferencas finitas.
As tensoes de cisalhamento na superficie foram consideradas nulas, uma vez
que o efeito do vento pode ser desconsiderado. O estudo considerou fronteiras
fixas onde as condic¢Oes de deslizamento e nao-deslizamento foram aplicadas.
A lei logaritmica de distribui¢ao de velocidade foi utilizada nas proximidades
da parede. O estudo considerou ainda o problema com fronteiras modveis.
Os resultados obtidos para um canal de 180° de curvatura mostraram boa
concordancia com dados experimentais, apesar do modelo nao ser capaz de
prever fluxo secundério. Isso indica que para canais de curvatura pouco
acentuada o modelo mostra-se eficiente para simular o campo de fluxo.

Ye & McCorquodale (48, 1998) utilizaram um modelo matemético
tridimensional para simular os fenémenos de transferéncia de momento e
massa em um canal curvo. O modelo de turbuléncia utilizado foi o k-¢, com
algumas modificacdes necessarias para descrever de forma mais adequada os
efeitos de fluxos secundérios que aparecem em canais superficiais curvilineos.
O modelo foi utilizado para simular duas situacoes tipicas para canais curvos.
Em uma primeira simulagdo, um canal de 270° de curvatura foi simulado.
Posteriormente um canal de curvas opostas de 90° foi estudado. Todos os re-
sultados foram comparados com dados experimentais. Na entrada do canal,

*Modelo mateméatico de transporte de sedimentos para simulagdo de rios e lagos.
"Do inglés Efficient Element Method.
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3.3 Poluentes biodegradaveis

distribuicoes uniformes para todas as variaveis dependentes foram prescritas.
Na saida, os gradientes normais de todas as variaveis dependentes foram con-
siderados nulos. Os efeitos de parede foram determinados por meio de uma
funcao de parede refinada que se mostrou mais adequada que a convencional
lei logaritmica. Para esta funcao, a velocidade normal & parede foi consi-
derada nula. O gradiente normal de concentracao era nulo nas fronteiras
solidas. Na superficie livre os gradientes normais das varidveis dependentes
também eram nulos. Os resultados obtidos pelo modelo mostraram boa con-
cordancia com os dados experimentais em ambas as simulagoes. Na segunda
simulagao, nas proximidades do ponto de descarga, algumas discrepancias
foram observadas. Em uma comparacao com o modelo k-¢ padrdao, o mo-
delo proposto mostrou-se mais eficiente para descrever efeitos de correntes
secundarias comuns em canais curvos.

Schreck & Schéfer (35, 2000) utilizaram o método dos volumes finitos
para estudar numericamente o comportamento de um fluido escoando através
de um canal de segao transversal retangular que apresentava uma expansao
repentina nesta secao. O estudo numérico realizado é baseado na resolugao
das equacoes de Navier-Stokes. Todas as simulacoes foram realizadas para
uma razao de expansao de 1:3. Condig¢oes de contorno de simetria foram
utilizadas para as paredes. A malha mais refinada que foi utilizada possuia
184*96*64 volumes de controle. Os resultados mostraram o aparecimento de
zonas de circulacdo apods a expansao. Contudo nenhuma comparagdao com
dados experimentais foi realizada.

3.3 Poluentes biodegradaveis

Muitos pesquisadores desenvolveram modelos matemaéticos para des-
crever, predizer e controlar o nivel de substancias orginicas em rios e canais.
O conhecimento da quantidade de matéria organica e do déficit de oxigénio
dissolvido em um rio permite estimar a carga maxima de matéria organica
que este rio pode receber |Leu et al (21, 1998)]. Modelos de qualidade de
adgua sao amplamente utilizados por agéncias ambientais e companhias de
recursos hidricos em todo o mundo |Cox (9, 2003)].

A demanda bioquimica de oxigénio (DBO) e o oxigénio dissolvido
(OD) s@o os dois parametros normalmente mais utilizados como indicadores
do nivel de polui¢ao de um canal |Padgett & Rao (30, 1979)]. Os modelos
mateméticos que descrevem a variacao destes dois componentes sao baseados
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3.3 Poluentes biodegradaveis

em equagoes de balanco de massa da matéria biodegradavel e do oxigénio
dissolvido |Rinaldi et al (32, 1979)].

Quando a matéria organica biodegradavel é despejada no meio aqua-
tico, os microrganismos decompositores fazem a sua decomposi¢do por meio
de mecanismos bioquimicos. Para realizarem esta digestao, os microrgan-
ismos aerdbios utilizam o oxigénio dissolvido na dgua e passam a competir
com os demais organismos. Como eles tém substrato a sua disposi¢ao (neste
caso, a matéria organica a ser decomposta) e necessitam de uma pequena
concentracao de oxigénio para se desenvolverem, ganham a competi¢ao. Com
isso, os peixes morrem e a populagdo de microrganismos cresce rapidamente.
E dessa forma que a matéria organica biodegradavel causa poluicio.

Peixes e outras espécies animais precisam de uma certa quantidade
de oxigénio para sobreviver, sendo necessaria uma concentracao minima de
2 mg/L para a existéncia de formas de vida aerdbia superior. Algumas

espécies sdo mais exigentes com relagdo & presenca de oxigénio dissolvido,
necessitando no minimo de uma concentracao de 4 mg/L.

A concentragao de oxigénio dissolvido na dgua é funcao de diversas
variaveis:

e Caracteristicas do despejo, tais como a natureza do material biode-
gradével envolvido, a facilidade com que ele é biodegradado pelos mi-
crorganismos decompositores, a quantidade de oxigénio necessario para
a biodegradagdo, a quantidade de poluente e a vazao despejada.

e (Caracteristicas do rio, que estdo associadas a facilidade com que as
cargas poluidoras sao misturadas ao meio aquatico. Entre as varidveis
mais importantes estao a velocidade do fluido, a geometria do escoa-
mento e a intensidade da difusao turbulenta.

e Produgdo de oxigénio, que pode ser originado pela atividade fotossin-
tética dos microrganismos autdtrofos ou pela reaeracao, a qual consiste
na passagem do oxigénio atmosférico para o meio aquético.

Um rio poluido por langamentos de matéria organica biodegradavel
sofre um processo natural de recuperacao denominado autodepuracao. A au-
todepuragao realiza-se por meio de processos fisicos (diluigao, sedimentagao),
quimicos (oxidagao) e biologicos. A decomposi¢ao da matéria orgénica cor-
responde, portanto, a um processo biolégico integrante do fenémeno da au-
todepuracao.
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3.3 Poluentes biodegradaveis
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Figura 3.3: Representagao do processo de autodepuragdo em um rio. Fonte: Braga

et al (3, 2002)

A matéria orgénica biodegradével é consumida pelos microrganismos
decompositores aerobios, que transformam os compostos organicos de cadeias
mais complexas em compostos mais simples. Durante a decomposicao, hé
um decréscimo na concentracdo de oxigénio dissolvido na 4gua devido a
respiragao destes microrganismos. O processo de autodepuracao se completa
com a reposicao, pela reaeracao, deste oxigénio consumido.

Na Figura 3.3 é mostrada uma representacao de um processo de
autodepuragao, com as seguintes regides caracteristicas:

Regiao anterior ao lancamento da matéria orginica: em geral
¢ uma regiao de 4guas limpas, com elevada concentracao de oxigénio dis-
solvido e vida aqudtica superior, isso se ja nao existir polui¢ao anterior;

Zona de degradacao: localiza-se a jusante do ponto de langamento
do poluente biodegradavel, sendo caracterizada por uma diminuicao inicial
na concentracao de oxigénio dissolvido, sedimentagdo de parte do material
solido e aspecto indesejavel. Nessa regidao ainda existem peixes que afluem
ao local em busca de alimentos, quantidade elevada de bactérias e fungos,
mas poucas algas;
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3.3 Poluentes biodegradaveis

Zona de decomposicao ativa: ¢ a zona em torno da qual a con-
centragao de oxigénio dissolvido atinge o valor minimo, podendo inclusive
tornar-se igual a zero em alguns casos. Nessa regiao a quantidade de bactérias
diminui, havendo também uma reducao ou mesmo eliminacao da quantidade
de organismos aerébios;

Zona de recuperacgao: nesta zona ocorre um aumento na con-
centracao de oxigénio dissolvido, pois os mecanismos de reaeracao acabam
predominando sobre os mecanismos de desoxigenagdo. A concentracdo de
oxigénio pode voltar a atingir a concentracao de saturacao. O aspecto da
adgua melhora continuamente, havendo uma reducao na quantidade de bac-
térias e um aumento na quantidade de peixes e outros organismos aerdbios.
Existe uma tendéncia para a proliferacao de algas devido a disponibilidade
de nutrientes, resultantes da decomposicao da matéria organica;

Zona de aguas limpas: é a zona na qual a dgua volta a apresentar
condigoes satisfatorias em relacao & concentragao de oxigénio dissolvido. De-
vido a essas condicgoes, a quantidade de peixes e outros seres vivos aerdbios
voltam a niveis normais.

Em 1925, Streeter & Phelps publicaram uma modelagem da con-
centracao de oxigénio dissolvido no rio Ohio. Este modelo mostrou que a
concentracao de oxigénio dissolvido diminuia a partir do ponto da emis-
sao do efluente devido & degradagdo da matéria organica solivel presente.
Foi proposta uma equacdo matemética para descrever o fenomeno, que se
tornou amplamente conhecida como a equagao de Streeter-Phelps [Schnoor
(34, 1996)].

O modelo de Streeter-Phelps é o mais utilizado na predi¢ao da quali-
dade de 4gua de um canal natural, e muitos dos demais modelos de qualidade
de dgua existentes atualmente foram concebidos a partir de sua modificagao
[Leu et al(21, 1998), Cox (9, 2003)|. O modelo de Streeter-Phelps inclui duas
equacoes: a primeira descreve a distribuicao espacial da demanda bioquimica
de oxigénio, e a segunda descreve o perfil de concentracao do oxigénio dis-
solvido. Estas duas equacoes estao acopladas, ja que a decomposicao da
matéria organica resulta em uma diminuigao do oxigénio dissolvido |Chapra
& Runkel (5, 1999)].

Uma aplicagdo do modelo de Streeter-Phelps para modelagem da
concentracao de oxigénio dissolvido é mostrada na Figura 3.4. Esta figura
representa um canal originalmente nao poluido e com concentracao de oxi-
génio dissolvido proxima & concentracao da saturagdo. Um efluente com uma
alta demanda bioquimica de oxigénio é entao adicionado. Os microrganis-
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Figura 3.4: Perfil de concentragdo de DBO e OD em um canal.

mos decompositores, com substrato a disposi¢ao, comecam a se desenvolver
e a consumir o oxigénio presente na agua. Devido a diminuicdo do nivel
de oxigénio, ocorre um processo de reaeragao com a finalidade de compensar
este déficit. Inicialmente, a reaeracao é prejudicada pela oxidagao da matéria
organica. Entretanto, com a diminuicao da quantidade de matéria organica
presente no escoamento, a concentragdo de oxigénio dissolvido volta a subir
até novamente atingir um nivel préximo ao da concentragao de saturacgao

[Cox (9, 2003)].

Kamal et al (19, 1999) investigaram a qualidade da &gua do rio
Buriganga, um dos mais poluidos de Bangladesh, e simularam os niveis de
oxigénio dissolvido utilizando um modelo de qualidade da agua. A fim de
atingir os objetivos do trabalho, foi desenvolvido um programa de aquisi¢ao
de dados, tanto in situ como em testes laboratoriais. Foi utilizado um mo-
delo matemético unidimensional desenvolvido pelo Danish Hydraulic Insti-
tute (DHI) da Dinamarca. Diferentes cenarios foram testados para predizer
as mais diversas condicoes do rio. Apesar das simplificacoes do modelo, os
resultados da simulacao replicaram os baixos niveis de oxigénio dissolvido no
rio determinados experimentalmente.

Campolo et al (4, 2002) avaliaram a qualidade das aguas do rio
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3.4 Efeitos da turbuléncia no escoamento

Arno utilizando um modelo matemético calibrado com dados experimentais.
O modelo foi desenvolvido a partir das equagoes de transferéncia de massa,
energia e quantidade de movimento. O regime foi considerado transiente e
o sistema unidimensional. O rio Arno foi dividido em 198 células de 500
m. Os parametros avaliados pelo modelo foram DBO e oxigénio dissolvido.
Os resultados mostraram a necessidade de elevagdo dos niveis de oxigénio
dissolvido em algumas regioes do rio Arno para que estes nao desgam abaixo
de determinados indices de seguranca. Também mostraram que o controle da
poluicao neste rio pode ser feito de maneira eficaz através do gerenciamento
da vazao dos reservatorios de dgua, uma vez que a capacidade de degradagao
da matéria organica varia de acordo com a vazao do rio.

3.4 Efeitos da turbuléncia no escoamento

A maior parte dos escoamentos encontrados na natureza, inclusive
em rios e canais abertos, é turbulento. Conseqiientemente, ¢ de grande
importancia considerar seus efeitos para se obter um melhor entendimento do
fenémeno estudado. Um dos principais efeitos da turbuléncia é um aumento
consideravel do poder de difusdo do escoamento, desta forma o transporte
de um poluente em um dado ambiente pode ser extremamente acelerado.

O modo mais simples de se definir o problema é considerar que os
fendmenos de transferéncia de quantidade de movimento laminar e turbu-
lento se processem de modo anélogo. Esta abordagem, proposta pioneira-
mente por Boussinesq em 1877, sugeria que a tensao turbulenta deveria estar
relacionada ao gradiente local de velocidade do escoamento médio através de
uma viscosidade associada as caracteristicas do escoamento e da geometria
envolvida no problema sob consideracao.

A hipotese de Boussinesq é comumente utilizada para a represen-
tagao de escoamentos turbulentos. Esta hipdtese é empregada para a reso-
lugao de diversas equagoes diferenciais parciais empregadas na modelagem
de problemas ambientais e tem a vantagem que sua determinagdo depende
de apenas duas varidveis (tensdo de atrito e viscosidade turbulenta), sendo
portanto relativamente simples de ser modelada [Hardy et al (17, 1999)].

A definicao proposta por Boussinesq é mostrada na Equacao 3.3.

au
Tr = U ——" 3.3
T = W1 dy (3.3)
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3.4 Efeitos da turbuléncia no escoamento
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Figura 3.5: Comparacdo dos perfis de velocidade laminar (I) e turbulento (II).

Fonte: White (45, 1992)

Desta maneira, a viscosidade turbulenta, pur , deveria conter em
sua definicao parametros que bem caracterizassem a turbuléncia através da
representacao do fluido, do escoamento médio e da geometria utilizada. O
efeito pratico desta definicao é o aumento da difusdo no escoamento.

A idéia basica da utilizagao da viscosidade turbulenta na modelagem
de escoamentos turbulentos é a inclusao desta viscosidade na equacao de con-
servagao de quantidade de movimento que descreve o fenémeno [White (45,
1992)]. De maneira analoga, a difusividade turbulenta pode ser introduzida
na equagao de transferéncia de massa.

Na Figura 3.5 sdo mostrados, para uma mesma vazao, os perfis
de velocidade em uma canalizacao para as condigoes correspondentes ao
escoamento turbulento e ao escoamento laminar. Fica evidente a variagao
mais brusca do perfil de velocidade junto a parede no caso do escoamento
turbulento.

Os maiores efeitos do fenémeno da turbuléncia ocorrem proximos as
paredes, onde os gradientes de velocidade sao muito elevados. Yamamoto et
al (47, 2001) simularam um escoamento turbulento com transporte de um
escalar em um canal aberto. Neste trabalho, os efeitos da superficie livre no
escoamento nao tiveram influéncia considerada importante, demonstrando
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3.5 Introducao aos métodos numéricos

que a superficie livre ndo contribui para a geragdo de turbuléncia.

Escoamentos que ocorrem com maior velocidade livre sao mais tur-
bulentos e tendem a apresentar uma interface ar-agua com maior area super-
ficial. Como a taxa de troca de gases nessa interface é proporcional & area da
superficie, a turbuléncia aumenta a intensidade com que essas trocas ocor-
rem. Conseqlientemente, o oxigénio atmosférico penetra mais rapidamente
no meio aquético e os gases resultantes da decomposicao anaerébia podem
deixar o meio aquatico com a mesma rapidez.

3.5 Introducao aos métodos numéricos

Para se fazer um estudo de um fenémeno fisico com a utilizagao
de métodos numeéricos, deve-se inicialmente modelar a fisica do problema.
Um modelo é elaborado a partir da aplicacdo de principios fisicos, descritos
por leis de conservacao adequadas ao fendémeno, como conservacao de massa,
energia e momento.

Em geral, problemas envolvendo o movimento de fluidos nao pos-
suem solucdes analiticas conhecidas. Métodos experimentais e, mais recen-
temente, computacionais sdo, entdo, utilizados para verificar a validade do
modelo teérico.

Para tratar o modelo computacionalmente, é necessario expressar
de forma adequada as equagoes e a regiao (dominio) em que elas sao validas.
O primeiro passo nesta direcdo é a chamada discretizagdo. A discretizacao
consiste em dividir o dominio de calculo em um determinado ntamero de
subdominios. Somente nesses subdominios é que as solucoes das equagdes
serao obtidas. Ao conjunto dos pontos discretos da-se o nome de malha.
Em seguida, os termos que aparecem nas equagoes sao escritos em funcao
dos valores das incognitas em pontos discretos adjacentes. O resultado é um
conjunto de equacoes algébricas. Nessa etapa, introduzem-se as condigoes
de contorno do problema, normalmente modificando-se apropriadamente as
equagoes para pontos perto das fronteiras. As condi¢des de contorno, junto
com as condicbes iniciais, as propriedades fisicas do fluido e os paradmetros
do escoamento, especificam o problema a ser tratado.

Finalmente, as equacoes algébricas sao resolvidas, fornecendo a so-
lucao do problema. Esta solucao deve ser analisada para verificar se os re-
sultados estao corretos. Ao se comparar os resultados numéricos com dados
experimentais, pode-se ajustar o modelo matematico até que o mesmo reflita
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Modela’g?m « Problema fisico
matematica
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Figura 3.6: Etapas para a obtencdo da solu¢do numeérica de um problema de

mecénica dos fluidos. Fonte: Fortuna (14, 2000)

esses dados experimentais. Na Figura 3.6 sdo resumidas as etapas necessérias
para a obtencao da solucao numeérica de um problema de mecéanica dos flui-
dos.

Um fator importante a ser considerado é que o modelo matematico
deve ser tal que possa ser resolvido com tempos de computacao nao-
proibitivos e que os resultados obtidos representem adequadamente o feno-
meno fisico em questao.

A 4rea da computacao cientifica que estuda métodos computacio-
nais para simulacao de fené6menos que envolvem fluidos em movimento é
denominada dindmica de fluidos computacional.

Estao sendo desenvolvidos atualmente diversos cédigos computacio-
nais capazes de simular o comportamento de sistemas ambientais. Ja foi
relatado o desenvolvimento de programas computacionais com capacidade
de aplicagao em rios com extensao entre 1 e 60 km, mantendo uma elevada
resolucao espacial e temporal [Hardy et al (17, 1999)].

Existem no mercado mundial diversos pacotes computacionais que
simulam os mais variados tipos de escoamento. Entre eles, pode-se citar
Fluent, Polyflow e CFX. Muitos destes programas apresentam solugoes com-
pletas (ambientes de simulagao), que incluem desde sistemas de definicao da
geometria e de geracdo de malhas até diferentes modelos de turbuléncia e
de visualizacao cientifica. Porém, devido a sua complexidade, esses sistemas
possuem elevados custos de aquisi¢ao (alguns na faixa de dezenas de milhares
de dolares) e de manutencao, na forma da renovacao periddica da licenga de
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3.5 Introducao aos métodos numéricos

uso [Fortuna (14, 2000)].

3.5.1 Meétodo dos Volumes Finitos

A tarefa de um método numeérico é resolver uma ou mais equagoes
diferenciais, substituindo as derivadas existentes por expressdes algébricas
que envolvam a funcdo incognita (Maliska, 2004).

O método de volumes finitos é por vezes confundido com o método
das diferencas finitas pelo fato de que, em varios casos, as equacoes dis-
cretizadas obtidas por ambos os métodos sdo iguais. Entretanto, os dois
métodos tém bases de formulacdo bastante diferentes. Enquanto o método
de diferencas finitas tem uma deducao puramente matematica, a partir das
aproximacoes de derivadas usando séries de Taylor, a formulacao do método
de volumes finitos tem base fisica.

Segundo Maliska (24, 2004), todo método que, para obter as
equacoes aproximadas, satisfaz a conservacao da propriedade em nivel de vo-
lumes elementares é um método de volumes finitos. Existem duas maneiras
de se obter as equacOes aproximadas no método dos volumes finitos. A
primeira é a realizacao de balancos da propriedade em questao nos volumes
elementares, ou volumes finitos, e a segunda é integrar sobre o volume ele-
mentar, no espaco e no tempo, as equacoes na forma conservativa. Forma
conservativa é aquela em que na equacao diferencial os fluxos estao dentro do
sinal da derivada e, na primeira integracao, aparecem os fluxos nas fronteiras
do volume elementar, equivalente, portanto, ao balanco.

E facil reconhecer que os processos sdo equivalentes, pois basta lem-
brar que, para deduzir as equacoes diferenciais que representam os fenémenos
fisicos, é necessério primeiro realizar um balan¢o em volume finito, fazendo-
se, em seguida, o processo de limites para obter a equacao diferencial. Para
ilustrar a conexao entre as equacoes aproximadas usadas no método dos vo-
lumes finitos e as equagoes diferenciais na forma conservativa, considerou-se
o volume elementar bidimensional mostrado na Figura 3.7. O interesse, nesse
momento, é deduzir a equagao diferencial que representa a conservacao da
massa em regime permanente. O balango de massa no volume elementar
mostrado na figura é dado por:

Tie — Ty + 1 — g = 0 (3.4)
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Figura 3.7: Volume elementar para os balancos de conservagao.

que é exatamente a conservacao de massa para regime permanente. Em
termos das velocidades, para o volume elementar no sistema de coordenadas
cartesianas, tem-se:

pulyle — pulyly + prAzx|, — pvAzx|s =0 (3.5)

em que as letras mintsculas e, w,n e s na Figura 3.7 representam, respectiva-
mente, os pontos cardeais leste, oeste, norte e sul e sdo a nomenclatura usada
para identificar as faces do volume de controle na discretizagdo numérica. Di-
vidindo a equacdo 3.5 pelo produto AxAy, encontra-se:

pule — Pu‘w + P”’n - PU’s

A 5, " (3.6)

que, apos a aplicacao do limite, resulta na forma diferencial conservativa da
equacao de conservac¢ao da massa.

S0+ 5 () =0 (3.7

A obtencao de uma aproximacao numérica da equacao da conser-
vacao da massa infinitesimal através da sua integracdo no volume elementar
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3.5 Introducao aos métodos numéricos

é a prética corrente do método dos volumes finitos. Realizando a integracao
da Equacao 3.7 sobre o volume mostrado na Figura 3.7, obtém-se

/we /" [i(pu) + %(pv)] dxdy =0 (3.8)

/ [pule + pulw|dy + / [pvln + pv|s]dz =0 (3.9)

Considerando que o fluxo de massa avaliado no meio da face do
volume de controle representa a média da variagao na face, pode-se escrever

pulyle — pulyly + pvAzxl, — prAz|s =0 (3.10)

que é exatamente a Equacgao 3.5, obtida através do balanco. Essa equacao
pode ser também escrita como:

Tie — Ty + 1 — g = 0 (3.11)

Essa equacgao, ou a Equagdo 3.4, é a equagao aproximada valida
para o volume P. Portanto, realizar a integracdo da forma conservativa
da equacao diferencial ou fazer o balanco sao procedimentos equivalentes.
Realizando a integracao para todos os volumes elementares obtém-se um
sistema de equagoes algébricas, cuja solugao é a solucao numérica procurada
para o problema.

3.5.2 Problemas elipticos e parabélicos

Do ponto de vista numeérico, é importante reconhecer as caracteris-
ticas das equagdes para que se possa tirar vantagens computacionais, como
tempo computacional e armazenamento de variaveis. E é precisamente inter-
pretando as vantagens computacionais que é mais util definir os problemas de
mecanica dos fluidos em problemas que permitem a sua solucao pelo processo
de marcha em uma determinada coordenada (temporal ou espacial) e aqueles
que nao permitem esse procedimento.
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Pode-se dizer que os problemas parabdlicos permitem o procedi-
mento de marcha, enquanto os elipticos nao permitem. Problemas de mar-
cha sao aqueles que nao necessitam de condigoes de contorno a jusante, isto
é, dependem apenas de informacoes a montante. Os termos convectivos das
equacoes de Navier-Stokes sao termos parabolicos, sendo facil entender que,
se nao existir outro meio de transporte da propriedade presente na equacao,
nao sera possivel que informacoes a jusante sejam transmitidas a montante,
uma vez que as informagoes da conveccao viajam apenas no sentido da ve-
locidade e levadas por ela.

Computacionalmente, existe uma grande vantagem na solugdo de
problemas em marcha, pois o armazenamento necessario é apenas corres-
pondente a duas estagdes: a de calculo e a montante, ao passo que, se o
tratamento for eliptico, necessita-se do armazenamento global. Ainda mais
importante é o fato que a solucao completa é um conjunto de solucoes inde-
pendentes, extremamente mais rapida do que a solucao envolvendo todos os
pontos da malha.

Os problemas elipticos sao aqueles nos quais as informagoes fisicas se
transmitem em todas as direcoes coordenadas. Efeitos difusivos e de pressao
sao efeitos elipticos os quais, se presentes no fenémeno, requerem o estabele-
cimento de condicées de contorno em ambos os sentidos da coordenada em
consideragao. Ou seja, esses efeitos viajam também no sentido contrario ao
da velocidade, conferindo caracteristicas elipticas ao escoamento.

E facil entender fisicamente que, em um dado meio, quando acon-
tecer uma elevacao de temperatura em algum ponto, o calor se transmitira
em todas as direcoes, de acordo com o valor da condutibilidade térmica.
A difusdao de calor, bem como de massa e quantidade de movimento, sdo
fendémenos elipticos e, portanto, requerem condicoes de contorno em toda a
fronteira do dominio.

Na Figura 3.8, o dominio de influéncia de um ponto P sobre o es-
coamento nos casos eliptico e parabélico é mostrado. Considerando a co-
ordenada x mostrada, uma perturbacdo em P ird influenciar o dominio a
montante e a jusante de P, no caso eliptico; e apenas a jusante de P, no caso
parabolico.
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Eliptico

Parabélico
i e >

Figura 3.8: Comparacéo entre os casos eliptico e parabolico. Fonte: Fortuna (14,

2000)
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Capitulo 4

Modelagem Matematica do

Problema

4.1 Descricao do problema

Neste trabalho, o problema esta sendo modelado através da resolu-
¢ao das equacoes de continuidade, conservacao de movimento e de transferén-
cia de massa de um dado componente presente no efluente. Como o objetivo
esté focado na descrigdo global do fendmeno da dispersao deste efluente em
um determinado trecho do escoamento, o rio pode ser considerado um canal
rigido, onde as variagoes do leito podem ser desconsideradas.

A superficie da agua, que seria a unica superficie livre presente,
também é considerada rigida e plana, pois a modelagem do problema é rea-
lizada para uma dada vazao constante. Esta consideracao impossibilita a
mobilidade da fronteira, que caracteriza a superficie livre.

E importante salientar que o foco deste trabalho consiste na constru-
¢ao de cenérios de impactos ambientais causados por emissoes de efluentes
em rios. Busca-se assim um modelo capaz de descrever o comportamento
de um determinado efluente sendo despejado continuamente em um rio em
um dado momento, caracterizando dessa maneira um estudo de caso com
condicoes permanentes. Desta forma, nao ha o interesse de que o modelo
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4.1 Descricao do problema

esteja apto a simular o comportamento do sistema rio+efluente sob condigao
de variabilidade de vazdes, concentracoes iniciais e dimensoes do leito do rio
ao longo do tempo.

Para a formulagdo do modelo, foram assumidas ainda as seguintes
hipoteses:

¢ Escoamento permanente — Conforme foi comentado, o interesse do
trabalho é estudar o comportamento da dispersdo de efluentes industri-
ais em um determinado trecho de rio. O despejo de efluentes industri-
ais se d4, em sua maioria, de forma continua sem grandes variagoes ao
longo de um determinado periodo de tempo. Nestes casos, nao existem
grandes variagdes com o tempo das propriedades em estudo, de forma
que o regime como um todo pode ser considerado permanente. Na
verdade, em um estudo de impacto ambiental, é fundamental o estudo
do cenério de vazao minima do rio que ocorre de 10 em 10 anos. Se
o estudo indica viabilidade ambiental neste cenario, com certeza nao
ocorrerao maiores problemas para vazoes maiores.

¢ Escoamento predominantemente unidirecional — O escoamento
em um trecho de rio que nao apresenta regides de grande curvatura
é predominantemente unidirecional. Esta hipotese permite a solucao
paraboélica do problema na direcao do escoamento.

e Sistema diluido — Os componentes presentes em efluentes industriais
despejados em rios apresentam baixas concentracoes caracterizando
sistemas diluidos, permitindo que se resolvam as equacoes de Navier-
Stokes apenas para a fase liquida, ou seja, de forma que a concentracao
do efluente nao influencie o escoamento do rio.

e Propriedades fisicas constantes — Todas as propriedades dos flui-
dos sdo consideradas constantes.

e Escoamento incompressivel

Caso esteja se modelando a dispersao de uma substancia inerte, o
termo de reagdo quimica da equacao de transferéncia de massa serd igual a
zero. Caso a substéncia a ser modelada seja nao-inerte, o termo de reagao
quimica sera substituido pelo modelo proposto por Streeter-Phelps, que nada
mais é do que uma equacao cinética de primeira ordem.

Dada a grande irregularidade da topografia do leito dos rios, torna-
se extremamente dificil representé-los com exatidao. Para que isso fosse
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4.2 Coordenadas Curvilineas

possivel, geometrias bastante complexas e nao uniformes seriam necessarias.
Neste trabalho, optou-se pela representacao do sistema de estudo utilizando
o sistema de coordenadas cartesianas. Este sistema de coordenadas, embora
simples, foi capaz de predizer satisfatoriamente diversos casos reais analisa-
dos.

4.2 Coordenadas Curvilineas

A resolugdo das equagbes de movimento, em conjunto com as
equagoes de continuidade e de energia representa um grande desafio no es-
tudo de problemas envolvendo fluxos. As caracteristicas geométricas envolvi-
das no problema definem o sistema de coordenadas a ser utilizado em cada
situacao.

Para os sistemas de coordenas cartesianas e cilindricas, essas
equagoes sao amplamente conhecidas. Contudo, quando a geometria do pro-

blema exige um sistema atipico de coordenadas ortogonais, a determinagao
das equagoes do modelo impde um esforco extra.

Uma maneira de solucionar este problema é a obtencao das equacoes
no que é chamado sistema ortogonal generalizado de coordenadas curvilineas.
Com as equacoOes descritas neste sistema de coordenadas, torna-se possivel
obté-las em qualquer outro sistema de coordenadas, bastando conhecer a
relacao entre este novo sistema e o cartesiano.

Porém, antes da obtencao das equacoes do modelo no sistema orto-
gonal generalizado de coordenadas curvilineas, algumas defini¢des tornam-se
necessarias.

Sejam (x,y, z) as coordenadas de um ponto qualquer, expressas em
funcao de (uy,ug,us3), de modo que:

r = x(ui,u2,u3),y = y(ur, uz, u3), z = z(u1, uz, u3) (4.1)

A solucao do sistema 4.1, quando possivel, gera:

Uy = ul(xa Y, Z), U2 = UQ(xa y,Z),'LL3 = Ug(.fC,y, Z) (42)
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4.2 Coordenadas Curvilineas

O conjunto de Equagoes 4.1 ou 4.2 define uma transformagao de
coordenadas.

Seja 7 o vetor posicdo de um dado ponto, tal que:

F=a2i+yj+ 2k (4.3)

e t,7, k sejam os vetores unitarios na direcao dos eixos z, y € 2.

A partir das equacoes de transformacao de coordenadas, € possivel
escrever o vetor posicao 7 em funcido das novas coordenadas uy, ug e us.
As derivadas parciais do vetor 7 em relacdo as coordenadas ui, us e ug
sao tangenciais as linhas coordenadas u;, us e us correspondentes, e sao
chamadas vetores base ou fatores de proporcionalidade, sendo:

O 6o

h = = —_— =
! (5u1’ 2 5’[1/27 3 (5U3

(4.4)

A partir destes vetores base, definem-se €1, €3 e €3, que correspon-
dem aos vetores unitarios na direcao de ui, uo e us respectivamente, sendo:

1 6r 1 or 1 or

— = ———, 63 = ——— 4.5
hi duq 12 ho dus 3 h3 duz ( )

=

Em termos destes vetores unitarios, o vetor velocidade é dado por:

U = v1€] + U289 + v3€3 (46)

O operador gradiente é dado por:

)& 0@ 60 &

Em que o termo entre parénteses pode ser preenchido por um escalar,
um vetor ou um tensor.

De forma equivamente, o operador divergente é dado por:
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: 6() €1, 00 e  0() €
d = X .- .= .=
ZU() 5u1 h1+5UQ h2+5U3 h3

(4.8)

As Equagdes 4.1 a 4.8 permitem escrever as equagdes de movimento,
de continuidade e de transferéncia de massa em qualquer sistema ortogonal
de coordenadas curvilineas. Para a obtencao destas equagoes em um sistema
ortogonal generalizado de coordenadas curvilineas, as mesmas sao escritas
em funcao das coordenadas ui, us € ug e dos fatores de proporcionalidade
h1, ho e hg, caracteristicos de cada sistema.

4.3 Equacoes do modelo em um sistema generali-
zado de coordenadas

Modenesi (25, 2001) propos um modelo em sistema ortogonal ge-
neralizado de coordenadas capaz de descrever o fendémeno do escoamento
em um canal aberto. Este modelo é apresentado nas segoes 4.3.1, 4.3.2 e
4.3.3. A partir deste modelo e das relacles entre este sistema e o sistema
de coordenadas de interesse, pode-se obter o modelo matemético escrito nas
coordenadas desejadas.

4.3.1 Equagao da continuidade

A equacdo da continuidade ou de conservacdo de massa, na sua
forma vetorial é dada pela expressdo a seguir:

5
6—’; + div(pt) = 0 (4.9)

No presente estudo, o escoamento ¢ considerado incompressivel,
dessa forma p é constante. Entao a equacao da continuidade se torna:

div(7) =0 (4.10)
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A Equagao 4.10, escrita em um sistema ortogonal generalizado de
coordenadas curvilineas, é obtida das Equacoes 4.1 a 4.8 ap6s algum desen-
volvimento.

1 1) ) §
Suy 2l 5., ——(hih 4.11
h1h2h3[5u1( 2 3vl)+5uQ( 1 32}2)+5u3( 1havs)] (4.11)

4.3.2 Equagao de movimento

A equagao de movimento, derivada da Segunda Lei de Newton, em
sua forma vetorial, é expressa da seguinte maneira:

p% = pg — grad(p) + div(T) (4.12)

Esta expressao é valida para todos os tipos de fluidos e pode ser
aplicada a qualquer sistema de coordenadas. Na Equacao 4.12, T é o ten-
sor tensao que representa o campo de forcas formado pela resisténcia dos
elementos de fluido & taxa de deformagao [Warsi (44, 1992)]. No presente
problema, o fluido é Newtoniano, de maneira que o tensor tensao é dado por:

7 = Ndiv?)I + 2uD (4.13)

Além disso, como o fluido é incompressivel, o tensor 7 passa a:

7 =2uD (4.14)

Para a determinacdao da Equacao 4.12 em um sistema ortogonal
generalizado de coordenadas curvilineas, cada termo deve ser determinado
separadamente, com excecao do termo pg que é obtido diretamente.

: = Dy
Determinacao de 7

O termo da derivada substantiva é expresso da seguinte maneira:

Dv 67 -
i~ 5t + (U- grad)v (4.15)
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A Equagao 4.15, escrita em um sistema ortogonal generalizado de
coordenadas curvilineas, é obtida das Equacoes 4.1 a 4.8.

Direcao uy

Dv B ov1 vy ovy

vt widv | wvpovy  vsluL
Dt N ot h1 5U1 h2 5UQ h3 5U3

viog Sy 8 Sha | wies Sl v Ohs (4.16)
h1h2 (SUQ hlhg 5u1 hlhg 5U3 hlhg 6u1 '
Direcao us
Dv (51)2

Dy _ dvy | w1 dvy | vy 0vy | 300z
Dt B ot hl (5'&1 hg (5U2 hg 5U3

vivg Ohg vt 0h1 | waus Ohy v3 ohg (4.17)
hiha duy  hihg dus  hohs dus  hahs dus '
Direcao us

Dv (5?)3 V1 57)3 () (5'03 V3 51}3

Dt 6t " hidur  hgbus ' hydus
vig Shy o} O wpvs Shy 43 Oha (418
h1h3 (5U1 hlhg (5U3 h2h3 (511,2 hghg 5U3 ’

Determinacao de grad(p)

O termo de gradiente de pressao é obtido da Equacgao 4.7

Direcao uy
grad(p) = hllcicpl (4.19)
Direcao usg
grad(p) = hlgédupg (4.20)
Direcao us
grad(p) = hlg;@i (4.21)
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Determinacao de div(7T)

Direcao uy
1 b(hohzmi1) | d(hihaTi2) | 0(hihoTi3)
div(7) = hihohs ouq + Ouo + dus )
721 % 731 % _ 22 % _ 733 % (4.22)
hlhg (5U2 hlhg (5’LL3 hlhg 5U1 hlhg 5u1 '
Direcao us
. - 1 (5(h2h37‘21) 5(h1h3’7’22) 5(h1h27’23)
div(7) = hihohs ouq + ouo + dus )
Ti2 0hy | T2 Ohy T 6hi 733 dhg (4.23)
hlhg (511,1 hghg (511,3 hlhg (5UQ hghg (5UQ '
Direcao us
L 1 6(hohsta1) = (hihsmsa)  0(hihaTs3)
d =
M)(T) h1h2h3 5’&1 + 5’LL2 + (SU3 ]
T13 (Shg 723 5h3 T11 5h1 7292 5h2
— — — — = — 4.24
h1h3 (5U1 + h2h3 5U3 h1h3 5’LL3 h2h3 5’&3 ( )

Com todos os termos definidos, torna-se possivel escrever a equagao
de movimento para um fluido Newtoniano e incompressivel em um sistema
ortogonal generalizado de coordenadas curvilineas.

Direcao uy

pdvn v dun v vy s duy  wrva O 03 Ok
ot hidu; hgdus hsdus  hihg dus  hihe duy
V1U3 % _ U% 5h3 . 7i57p 1 5(h2h37‘11) i

h1h3 5U3 h1h3 57’&1 N h1 5U1 + h1h2h3 5’LL1
(5(h1h37’12) (5(h1h27’13) T21 5h1 T31 5h1
+ 5UQ + (5U3 ] + hlhg (5UQ + h1h3 (5U3
T22 5h2 733 5h3

" hihy du;  hihs duy

(4.25)
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4.3 Equagoes do modelo em um sistema generalizado de coordenadas

Direcao us
(G mbv  wdvy  v3 by | vty Ry vp OM
p ot hl (5’114 hg 5UQ h3 5U3 hlhg 5U1 h1h2 5UQ
VU3 % _ ?)32) % . _i57p 1 5(h2h37‘21) +
h2h3 571,3 hghg (511,2 - hQ (5UQ h1h2h3 (5U1
+5(h1h37'22) 5(h1h27'23)] Ti2 0hg | T32 dhy
5UQ 6’LL3 hlhg 6’LL1 h2h3 5U3
T11 5h1 733 (Shd
— — - — (4.2
hihs dus  hohs dus (4.26)
Direcao us
Sv mov v du s o vy Ohy w3 dha
p ot hl 5’LL1 hQ 5’LL2 h3 (S’LLg hlhg 5’&2 h1h2 5U1
V10U3 % _ 1)32’ % o _i(sip 1 (5(h2h37‘31) +
h1h3 5’LL3 hlhg (5’LL1 N h3 5U3 h1h2h3 (5u1
+5(h1h3732) 5(h1h2733)] T3 Ohg | T3 Shy
dus dus hihs du1  hohs dus
T11 Ohy Tog Ohs
— —1_ —2  (4.21
h1h3 (5U3 h2h3 (5U3 ( )

Os componentes do tensor 7, presentes nas Equacoes 4.25, 4.26 e
4.27, sao obtidos da Equacao 4.14:

= 2“(;22 * hfzzgzl hfzsgzi, (4.28)
2 =2 <§2§ZZ e 223 iy Zﬁi (4.29)
T2 =T M(hlzgzz hllgzj a hz);bzgzi B hll)ilzgzj (4:31)
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4.3 Equagoes do modelo em um sistema generalizado de coordenadas

Lov  1ovs v Ol w3 Ohy
h3 511,3 h1 5U1 ]’Llhg (5U3 h1h3 (511,1

T13 = 731 = ) (4.32)

Lovy  1oug vy Ohy w3 Ohy
hg (SU3 h2 5U2 h2h3 (S’U,3 hghg (5’U,2

To3 = T32 = (4.33)
4.3.3 Equacao de transferéncia de massa de uma substancia

A

Em notacao vetorial, a equacao de transferéncia de massa de uma
substancia A em um determinado meio é dada por:

DCy

= Ko 2 4.34
Dt cV Ca+ Ry (4.34)

Sendo:

e R4 é o termo de reagdo quimica.
e K¢ € a difusividade da substancia A no meio em questao.

e (4 & a concentracao da substancia A no meio.

Como foi mostrado na Equacao 4.15, o termo da derivada substan-
tiva pode ser escrito da seguinte forma:

DCy  6Ca . .
Dt = st + (V- grad)Cy (4.35)

Considerando as Equacoes 4.6 e 4.7, a derivada substantiva da
funcao escalar é dada por:

DCsy 6Cy v16Cy wv36Cy  w3dCy
_ v Y2 3 4.
Dt ot + h1 (511,1 + h2 (5UQ + h3 (5U3 ( 36)
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4.4 Aplicacao do modelo ao problema de Geometria Cartesiana

Segundo Spiegel (40, 1972), a expressao para o Laplaciano de uma
funcao escalar, ®, é dada por:

s L8 Tohg 0O 5 by 3B 5 Bk 62
v - h1h2h3 (5U1 h1 5U1 511,2 hQ (5’LL2 (511,3 h3 511,3

)] (4.37)

maneir uagao 4. T escri m um sistema or-
Desta maneira, a Equagao 4.34 pode ser escrita e sistema o
togonal generalizado de coordenadas curvilineas:

5CA+250A 250,4 U735CA_
ot hi dui  hg dus  hs Sus
Ko 0 hahsdCa. 6 hh3dCa. 8 hihy8C4
= hiais sar hy su) T 5w hy Suy) T 5us Ry dug ) T EALS)

4.4 Aplicacao do modelo ao problema de Geome-
tria Cartesiana

Para o caso da Geometria Cartesiana, as equagoes do modelo sao
expressas em coordenadas cartesianas.

Segundo Spiegel (40, 1972), para se transformar um sistema ortogo-
nal generalizado de coordenadas curvilineas em um sistema de coordenadas
cartesianas, deve-se utilizar a seguinte relacgao:

hy=hy=hy =1 (4.39)

Assim, fazendo u1 = x, us = y e ug = z, e substituindo 4.39 em 4.11,
4.25 a 4.27 e 4.38, pode-se escrever as equacgoes do modelo em coordenadas
cartesianas.

Equacao da continuidade

5& 4 5& 4 0,
ox oy 0z

=0 (4.40)

Equacao de movimento
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4.4 Aplicacao do modelo ao problema de Geometria Cartesiana

Direcao z:

S O e+ S +oge (441)

0 . vy Ouy 0 dvy 6 . vy v,
— (=2 4 )] + —[20(=)] + — (= 4.42
gl + EO S + LG+ TN gy (442)

+

Direcao z:

0, o 6& 5& 0, op
ot o N

1) ovy  Ov, ) dvy  dv, 0

p(

Equacao de transferéncia de massa de uma substiancia A

0Cy
5t + Vg

dCy
ox ty oy
52C 52C 52
4, 0°Ca Ca
dx? dy? 522

0C 4 . 0C 4 _
0z

= K¢ ]+ Ry (4.44)

As Equagoes 4.40 a 4.44 podem ser simplificadas de acordo com as
hipo6teses assumidas para o modelo. Umas das hipdteses consideradas é de
que o fluxo é unidirecional. Esta consideracao pode ser feita para este caso,
pois o comprimento da calha, L, é muitas vezes maior do que a profundidade
e a largura da mesma. Nestas condigoes, as componentes da velocidade v, e
vy 840 muito pequenas, a ponto de serem desprezadas. Assim:

Uy =0y =0 (4.45)
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4.4 Aplicacao do modelo ao problema de Geometria Cartesiana

Outra hipétese assumida é de que o escoamento é plenamente de-
senvolvido. Desta maneira:

0v,
0z

=0 (4.46)

De acordo com estas condicoes, e sabendo que o escoamento é per-
manente, obtém-se as seguintes equagoes de movimento:

Direcao z:
op
— = 4.47
Diregao y:
op
—— =0 4.48
Direcao z:

_‘Lp_i_i( MZ)_i_i( v,
52 " oz Hox oy Méy

)+ pg.=0 (4.49)

Para o tratamento dos termos da pressao nas Equagoes 4.47, 4.48 e
4.49, a geometria utilizada para o estudo do fendémeno, mostrada na Figura
4.1, deve ser considerada.

Da Figura 4.1, tem-se:

sinw =

(4.50)

=~

A forga motriz do escoamento é a gravidade. A ac¢do da gravidade
pode ser decomposta vetorialmente, como mostrado na Figura 4.2.

im vetor gravitacion ui componen mente n i-
Assim, o veto avitacional possui componentes somente nas d
recoes ¥y e z, sendo que estas sao dadas por:
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4.4 Aplicacao do modelo ao problema de Geometria Cartesiana

Figura 4.1: Figura representativa da calha de se¢do transversal retangular.

gsenw

g cos wA_

Figura 4.2: Decomposicao vetorial da forga gravitacional.
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4.4 Aplicacao do modelo ao problema de Geometria Cartesiana

gy = gCcosw (4.51)

g> = gsinw (4.52)

Dest