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Resumo

Um dos maiores problemas encontrados no estudo dos processos de separagdio por estagios
¢ a grande dimensdo dos modelos do processo. Deste modo, a simulagdo desses processos
geralmente envolve um grande nimero de equagdes algébrico-diferenciais ndo-lineares cuja
solugdo requer um elevado esfor¢o computacional. Técnicas para reduzir a dimensdo destes
modelos facilitariam muito a aplicagdo da otimizagio on-line e do controle avangado de tais
processos. Estas técnicas sdo chamadas de métodos de redugio e os modelos por elas gerados
recebem o nome de modelos reduzidos.

Neste trabalho a aplicagio do método da colocagdo ortogonal ¢ estendida a solugdo de
equacdes as diferencas, a partir do desenvolvimento de uma metodologia que unifica o uso da
colocagdo ortogonal tanto para a solucfio de equagGes diferenciais quanto para a de equagdes
as diferengas.

O objetivo basico do trabalho € o desenvolvimento de modelos reduzidos para processos de
separagdo por estagios. Para tal, as equagdes de balango de massa e energia do modelo prato-
a-prato original sdo reescritas na forma de equagGes as diferencas finitas e em seguida essas
diferencas sdo aproximadas por técnicas de colocagdo ortogonal discreta.

Os resultados obtidos na simulagdo de alguns casos exemplos apresentaram uma
concordéncia muito boa com os do modelo prato-a-prato, tanto no estado estacionario quanto
no transiente, além de uma redugfo consideravel na ordem do sistema e no tempo de

processamento.
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Abstract

One major problem in the study of stage-based separation process is the large
dimension of the process models. Hence, the simulation of these processes normally requires
the solution of a large number of algebraic and differential equations, associated with
prohibitive computacional effort. For on-line optimization and advanced control, models with
smaller dimenstons would be desirable.

In this work the technique of orthogonal collocation is extended to the solution of
difference equations, based on the development of an unified approach for the solution of
differential and difference equations.

The main objective of this work is the development of reduced-order models for staged
separation process. The mass and energy balance equations for the original tray-by-tray model
are rewritten in the form of finite difference equations, and those are then solved by discrete
orthogonal collocation.

The results obtained from the new approach compare very well with the original tray-
by-tray model results, both for steady-state and dynamics conditions. The decrease in

computational effort is considerable in the magnitude of the problem formulation as well as in

the time required for the solution.
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CAPITULO 1

INTRODUCAQ
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1. Introducao

1.1 Motivagao

Em face a sua grande importincia na inddstria quimica a destilacdo € sem divida o processo
de separacido por estagios mais estudado, como revela a extensa bibliografia sobre modelagem
e simulacdo de colunas de destilagio. Um grande nimero de algoritmos tem sido desenvolvido
que, aliado a grande evolugio na capacidade de memodria e no tempo de processamento dos
computadores, tem permitido o estudo de colunas maiores e mais complexas. Apesar disto,
ainda existern alguns casos em que ha a necessidade do desenvolvimento de modelos de ordem

reduzida, tais como:

— QOtimizacdo on-fine:

A otimizacio de processos em tempo real, cujo objetivo ¢ a determinacdo das condigbes
Otimas de operago de uma planta ou unidade de processo em tempo real, requer o uso de
modelos estaticos que representem o seu comportamento com exatiddo. Os modelos mais
comumente usados na simula¢do de colunas de destilacdo sdo os prato-a-prato. No entanto,
estes apresentam uma grande dimens3o, o que torna o esforgo computacional para a
otimizag8o em estado estacionario bastante elevado, principalmente quando a coluna possui

muitos pratos ou mais de uma unidade esta envolvida.

— Controle Preditivo com Modelo:

Nesta estratégia de controle, o controlador utiliza 0 conhecimento da dindmica do processo
{um modelo explicito) para encontrar a trajetoria da variavel controlada sobre um horizonte de
controle que otimiza a fungio objetivo num horizonte de predigdo. O algoritmo de controle
usa a otimizagdo e a solugdo do sistema de equagdes algébrico-diferenciais do modelo
dindmico para determinar a trajetoria Otima da varidvel controlada a cada mstante de
amostragem. Os modelos prato-a-prato de colunas de destilacio geram um problema de
programagdo ndo-linear contendo um grande nimero de varidveis e restrigdes cuja solugdo
requer um grande esfor¢co computacional para cada instante de amostragem. Isto pode criar um
grande atraso entre a amostragem ¢ a implementacio das agbes de controle €, em casos

extremos, o tempo de caiculo pode ser maior que ¢ de amostragem.
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— Controle Otimo no Tempo:

O controle 6timo no tempo ¢ empregado quando deseja-se conduzir o estado de um sistema
dindmico de um ponto inicial para algum ponto final, no menor tempo possivel. Isto envolve
um problema de otimizagio onde as restri¢des incorporam o modelo dindmico do processo. A
exemplo do controle preditivo o algoritmo de controle requer a otimiza¢io e a solugdo do
sistema de equagdes algébrico-diferenciais do modelo para determinar as agdes de controle.
No caso particular de colunas de destilacfio, que necessitam de um grande numero de equacGes

para descrever a sua dindmica, um grande esfor¢o computacional € requerido para a obteng#o

da solugdo Otima.

1.2 Divisdo do Trabalho

Uma vez apresentada a motivagiio para este trabalho, parte-se para a explicagio da divisdo
do mesmo. Inicialmente no capitulo 2 sera feita uma revisio da literatura sobre modelos
reduzidos de colunas de destilagdo por estigios. Em seguida, com base numa analise critica
sobre os modelos reduzidos existentes, serdo apresentados os objetivos gerais do presente
trabalho.

No capitulo 3 sera abordada a aplicacio dos polindmios ortogonais de uma variavel discreta
ao calculo das diferengas finitas, visando a solugio de equagdes as diferencgas.

Em seguida, no capitulo 4 serd descrita a metodologia de redugfio de ordem aphcada a
colunas de destilagdo. Para testar a eficiéncia dos método serio simulados alguns casos
exemplo e os resultados comparados com os obtidos pelo modelo prato-a-prato.

Finalmente no capitulo 5 serfo apresentadas as concluses e sugestdes para trabalhos

futuros.
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REVISAO BIBLIOGRAFICA
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2. Revisdao Bibliografica

Um problema que frequentemente surge no estudo de sistemas de separagdo por estagios,
em especial colunas de destilagdo, € a grande dimensdo dos modelos do processo. Um modelo
prato-a-prato tipico apresenta N(2NC+1) equacdes algébrico-diferenciais nfio-lineares, onde
NC é o numero de componentes e N o namero de estagios da coluna, os quais devido ainda a
eventuais problemas de rigidez, podem apresentar grandes dificuldades na sua solugdo. Para
tentar contornar este problema varios pesquisadores t€m proposto estratégias que reduzam o
numero de equagdes sem perda de precisiio em relagio ao modelo original. A estas técnicas
da-se 0 nome de metodos de redugio de ordem e os modelos por elas obtidos sdo

denominados modelos reduzidos.

Uma primeira categoria de modelos reduzidos, como os de Wahl e Harriot (1970) e
Georgakis e Stoever (1982) utiliza modelos linearizados. Porém estes s3o de aplicagio
bastante restrita, pela propria natureza da linearizagdo. QOutra categoria é formada pelos
chamados modelos compartimentais de Espafia e Landau (1978) e Benallou ef al. (1986), que
baseiam-se no conceito de prato sensitivo. A grande desvantagem deste meétodo, segundo
Seferlis ¢ Hrymak (1994a), é que o prato sensitivo ndo ¢ definido explicitamente e sua

localizagdo tem um papel importante no tempo requerido para a simulagio.

Wong e Luus (1980) desenvolveram um método de redugiio de ordem, baseado na idéia que
os perfis de composicdc possam ser representados como varidveis continuas ao longo da
coluna. Neste trabalho os autores propuseram que as equagOes as diferencas do modelo
original fossemn transformadas em equagdes diferenciais parciais e estas em seguida resolvidas
pelo método da colocagiio ortogonal, com os os pontos de colocagdo localizados nas raizes do
polindmio ortogonal de Jacobi. Foi observada uma redugio consideravel no namero de
equagdes, no entanto o balango de massa no estado estacionario ndo era preservado. Esta
metodologia é razodvel para colunas de recheio, porém demonstra-se inadequada para colunas

de pratos, pois ndo preserva a natureza discreta das equagdes as diferencas do modelo original.
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Cho e Joseph (1983ab, 1984) desenvolveram uma metodologia também baseada na
continuidade dos perfis de composi¢io e vazio. Duas abordagens foram desenvolvidas no

trabalho. A primeira consistia em considerar as composi¢des molares x e y das equagles

diferenciais as diferencas:

dx.
ML=V (3, -3,)- L%, =x,.) 21a)

y,=Kx; , (2.1b)
como variaveis continuas da variavel espacial z, e em seguida, utilizando a notagdo da Figura

2.1a, escrever estas equagdes na forma de diferengas associadas a esta variavel:

C&Z
M dt =V(y,0 ~ V) L{x,—x,_,) , (2.2a)

y,=Kx, . (2.2b)
Tal como proposto por Osborne (1971), as equagdes as diferengas (2.2) podem ser
consideradas como resultantes da discretizac@o espacial de um sistema de equagdes
diferenciais, como ilustra o esquema da Figura 2.1b. Deste modo as equagdes (2.2) foram

transformadas num sistema de equagdes diferenciais parciais:

mME ¥ E (2.32)
ot Oz oz
y= Kx+%,ﬂz ) (2.3b)

e estas equacles diferenciais foram entdo resolvidas pelo método da colocagdo ortogonal

global classica (Villadsen e Michelsen (1978)).

e 2 ne2
M;fm EAJ.kykjwl Z;Ajkxk) j=23,..n+2 (2.4a)
na+2
v, =Kx, +(Z A, yJ j=12..n+1 . (2.4b)
E=}

Esta abordagem apesar de ser bem mais elaborada que a de Wong e Luus, pois o balancgo de
massa no estado estacionaric é preservado, também peca por ndc manter a estrutura discreta

do modelo original.
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v, L. Vit LA
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Figura 2.1 - Hustracgio de parte de uma secgdo de coluna

Na segunda abordagem, a reducdo do modelo era obtida através de uma transigio direta
para a representacio polinomial dos perfis de composi¢do e vazio na coluna, evitando assim a
aproximagdo por equagdes diferenciais parciais. As funcOes polinomiais eram expressas em

termos de polindmios de Lagrange:

ned
x(z)=2 1 ()%, (2.5)
k=1
com esta aproximacio as equagdes do modelo reduzido tomavam a forma:
(ix i n+2
M—L= ;[1,5 (z, - d2)~1y(z, )| Ix, - Vy,) (2.62)
2
y, =20z, + A)x, (2.6b)
k=1

Esta segunda abordagem apresentou resuitados melhores que a primeira. No entanto, a
estrutura discreta das equagdes as diferencgas do modelo original sé ¢ mantida parcialmente,
pois foi utilizado um procedimento de aproximagfio polinomial caracteristico de fungles
continuas, com pontos de colocago situados nos zeros do polindmio ortogonal continuo de
Jacobi.

QOutra grande falha no procedimento proposto por Cho e Joseph € tentar aproximar os perfis
de composicio ¢ temperatura por um Gnico polindmio ao longo de toda a coluna. O grande
inconveniente nisto € que nas regides onde ocorrem descontinuidades (pratos de alimentagéo,
refervedor, condensador e pratos com retiradas laterais) o polindmio ndo consegue aproximar

bem os perfis de composicio e vazdo. Para solucionar este problema foi tentada uma
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redefinigio de variaveis entre as alimentagdes e saidas laterais, o que como pode ser visto nos
trabalhos de Ravagnani (1988) e Xavier (1992), ndo foi suficiente para resolver a questio.
Stewart ef al. (1985), a exemplo de Cho e Joseph, também aproximaram os perfis de
composi¢do por polindmios interpoladores de Lagrange, porém ao contrario destes,
propuseram que os pontos de colocagdo fossem localizados nas raizes do polindémio ortogonal
de Hahn. A justificativa para tal ¢ que, segundo eles, a natureza discreta desta familia de
polindmios € mais adequada a caracteristica discreta das equacgBes as diferengas do modelo
original, além de que estes possuem a importante propriedade de que quando o numero de
pontos internos de colocagio € igual ac numero de pratos, as raizes do polinémio coincidem
com a localizagdo exata dos estagios e a estrutura do modelo prato-a-prato € recomposta.

Com isso as equagdes do modelo reduzido tomaram a forma:

d _ iy — ~ - ~ ~
M=% s, )=V (s, + LU (s, + Lo~ Les, (s, )| =[P (s,.005(s,.1)

—L(s, ~ Lt)i(s, - 1.1)] (2.72)

(%(s, - Lt)=%(s,.t)| = Es .t N&s, — 10~ x"(B(s,.0).5(s,.0)]  (2Tb)

Uma grande vantagem do trabalho de Stewart er al (1985) sobre os demais € que eles
dividiram a coluna em modulos, em cada um dos quais € aplicado um polindmio interpolador
diferente, e 0 condensador e o refervedor foram tratados como estagios de equilibrio discretos.
Esta formulag@o, que ¢ similar a colocagio ortogonal em elementos finitos, mostrou-se bem
mais eficiente que a redefinigio de varidveis proposta por Cho e Joseph (1984) para tratar as
descontinuidades nos perfis de composicio, vazio e temperatura causadas pelo refervedor,
condensador e pratos com retiradas laterais.

Uma das falhas da metodologia é nfo considerar o prato de alimentacdo como um estégio
discreto. Eles propdem que as partes liquida e vapor da corrente de alimentacio sejam
adicionadas as correntes de liquido e vapor que conectam as duas secgfes (esgotamento e
retificagdo) da coluna, o que segundo Seferlis e Hrymak (1994a) s6 € correto no caso de
colunas adiabaticas com vazdes molares constantes. Outra falha, que € apontada pelos proprios
autores do trabalho, ¢ a dificuldade do método em descrever o comportamento de colunas que
envolvam regides onde ha pouca vartacio nos perfis de composigio.

Apesar de apresentar uma escolha mais adequada dos pontos de colocagio que Cho e

Joseph (1983a,b, 1984} e manter a natureza discreta das equagdes as diferengas do modelo
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original, o modelo de Stewart et al (1985) apresenta ainda uma nomenclatura bastante
confusa que ndo permite a visualizacdo imediata da aphcagio do método da colocagdo

ortogonal.

Baseados nestes dois trabalhos basicos de Cho e Joseph (1983a,b, 1984) e Stewart et al.
(1985) varios pesquisadores centralizaram seus estudos em aspectos mais especificos da
colocagio ortogonal. Srivastava e Joseph (1985,1987a,b) prosseguindo os estudos de Cho ¢
Joseph (1983a,b, 1984), criaram um indice chamado de parimetro de reducdo de ordem
(ORP), que combinado com a solugdo prato-a-prato no estado estaciondrio fornece uma boa
estimativa do numero e da localizagdo dos pontos de colocagdo a serem usados no modelo
reduzido. Foi observado que que colunas com altos valores de ORP apresentam regides onde
praticamente nio ha varia¢do no perfil de composi¢do, combinadas com outras onde a variagio
¢ muito drastica, requerendo portanto um grande nimero de pontos de colocagio e, em alguns
casos, inviabilizando a redugio de ordem. Para solucionar este problema os autores
desenvolveram uma metodologia onde os componentes que ndo apresentam este tipo de
comportamento sejam aproximados por um unico polindmio em toda coluna, e os que o
apresentam sejam aproximados por um polindmio de pequeno grau na regifo onde o perfil
varia abruptamente e por uma constante onde a variagdo seja minima. Drozdowicz e Martinez
(1988) fizeram uso do fator de absorcdo, definido por L / KV, para determinac@o das regides
com perfil ingreme, e com o mesmo esquema de colocacgdo global e local desenvolveram um
simulador dindmico para colunas de destilagdo. A vantagem do método desenvolvido por eles
em relacdo ao de Srivastava e Joseph (1985, 1987a,b) € que a localizagio das zonas de perfil
acentuado ¢ feita durante o curso da solugdo dindmica, ndo requerendo assim a necessidade do
conhecimento prévio do perfil estacionanio obtido através da solug3io prato-a-prato. Porém
ambos o0s meétodos mostraram-se bastante complexos, pois requerem a utilizagdo de

polindmios com graus diferentes para cada componente.

Pinto e Biscaia (1988) propuseram algumas modificagdes a metodologia de Stewart ef al.
{1985}, como por exemplo o usc de outros polindmios que ndo os de Jacobi ¢ Hahn ¢ a
utilizagdo dos pontos extremos (condensador e refervedor) e do prato de alimentagiic como
pontos de colocagio e interpolagiio. Quatro estratégias foram estudadas: colocagio seccional
com e sem extrapolagiio, spline e global, sendo que so a colocagdo seccional sem extrapolagdo

apresentou bons resultados. Apesar de conseguirem bons resultados com um nimero menor de
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equagdes, o método proposto apresentou convergéncia mais lenta que o de Stewart ef al.
(1985). Além disso, os autores ndo apresentaram qualquer informacdo sobre a natureza dos

polindmios aproximadores usados.

Seferlis ¢ Hrymak (1994a,b) desenvolveram um modelo reduzido para a otimizagio em
estado estaciondrio de colunas de destilagdo. Para tal utilizaram o mesmo esquema proposto
por Stewart ef al. (1985) de dividir a coluna em dois modulos, onde em cada um era aplicada a
colocacio em elementos finitos, € também consideraram o refervedor e o condensador como
estagios de equilibrio discretos. Porém, ao contrario destes, também consideraram o prato de
alimentagio como um estagio discreto. Esta nova formulag8o mostrou-se muito eficiente para
aproximar o comportamento de colunas que apresentam perfil acentuado numa regido e plano
em outras, com a vantagem de ser conceitualmente mais simples que os métodos propostos
anteriormente para resolver este tipo de problema. Foi também apresentado num destes
trabalhos um método de colocacio adaptativa para determina¢io do tamanho e do nimero de

pontos otimos para cada elemento.

Pode-se concluir, a partir desta revisio dos trabalhos existentes sobre a modelagem
reduzida de colunas de destilagdo, que os modelos que fazem uso do método da colocagio
ortogonal sd0 os mais eficientes, pois, além de manterem a natureza tipicamente nfo-linear do
problema, nd3o precisam de pardmetros de sintonizac3o, sdo validos tanto para o regime
dindmico quanto para o estacionario, s30 os que apresentam a maior redu¢fo no nimero de
equacdes ¢ sdo de facil implementacio computacional. Quanto a aspectos mais especificos,

observou-se que a melhor localizacdo dos pontos de colocagiio € obtida nos zeros do
| polindmio de Hahn e que a melhor formulagio é a que divide a coluna em elementos finitos,

sendo o refervedor, o condensador ¢ o prato de alimentagio tratados como estagios de

equilibrio discretos.
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2.1 Objetivos Gerais do Trabalho

O objetivo principal deste trabalho ¢ a construgdo de modelos de ordem reduzida para
sistemas de separagdio por estagios, em especial colunas de destilagio. Dentro deste objetivo
genérico, destacam-se como objetivos intermediarios:

sDesenvolvimento de uma metodologia que unifique a aplica¢io do método da

colocagdo ortogonal tanto para equacgdes diferenciais quanto para equagdes as
diferencas.

eSistematizar 0 método em funcdo dos tipos basicos de problemas.

sAvaliar a influéncia da discretizagio sobre a resposta dindmica do processo, e em

especial sobre o atraso de tempo devido a hidrodindmica dos pratos.



CAPITULO 3

POLINOMIOS ORTOGONAIS DISCRETOS E CALCULO DAS
DIFERENGAS FINITAS
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3. Polindmios Ortogonais Discretos e Calculo das Diferencas Finitas

3.1 Introducéo

Os polinémios ortogonais constituem uma classe de fungdes de grande interesse na analise

matematica (Szegd, 1975) e, mais particularmente, na simulagio de processos (Villadsen e
Michelsen, 1978).

A teoria e aplicacdes dos chamados polindmios ortogonais classicos (Jacobi, Hermite,

Legendre) estdo expostas nas referéncias citadas acima.

Neste trabalho ¢ estudada a aplicagio dos chamados polindmios ortogonais de variavel discreta

ao calculo das diferengas finitas, visando a solugdo de equagGes as diferengas, encontradas por
exemplo nos modelos matematicos de processos de separagdo por estagios.

Como a teoria destas familias de polinémios ortogonais nfo esta ainda sistematizada, ndo
havendo sequer uma notagdo unificada, na primeira parte do trabatho serd feita uma
apresentagdo condensada desta teoria, visando sobretudo as aplicagGes em engenharia. Sempre

que possivel, a notagio seguida é a apresentada por Nikiforov er af.(1991),

3.1.1 Polinémios Ortogonais

Para uma fung@io afx), monotdnica nio-decrescente no intervalo [a,b], define-se o produto

escalar de duas fungdes reais continuas fix) e g(x), x € [ab], pela seguinte integral de

Stieltjes-Lebesgue (Apostol, 1974)

(7.8)=) reoscrdars), 3.1)
e a ortogonalidade de f/x) e g(x) em relagdo & distribuigdo darx) pela condig3o:

(f.g)= i f(x)g(x)da(x)=0 (3.2)

o

Se a fun¢io afx) for absclutamente continua, o produto escalar (3.1) reduz-se a:
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(f.g)= T f(xjg(x)w(x)dx (3.3)
onde w(x) = da / dx é uma fungdo nfo negativa, mensuravel no sentido de Lebesgue, para a

qual se tem j.w( x )dx > 0; wix) é chamada de fungfo peso.

As funcdes f{xj, g(xJ, para as quais o produto escalar (3.1) existe, podem ser consideradas
como “vetores” de um espago vetorial, cujo produto interno é definido por (3.1), sendo a

norma associada a este produto interno, para a funcdo f{x), dada por:

172

r=(7.7) - (3.4)

Seja dafx) uma distribui¢io no intervalo [a,b]. Os polinémios p,(x) definidos pelas condi¢des:

(a) pa(x) € um polindmio precisamente de grau n, para o qual o coeficiente de x” é
positivo,

(b) O sistema { p.(x) } ¢ ortonormal, isto &, tem-se:
b
[P, ()da(x)=68,d, . nm=0,1,.n _, (3.5)

onde
5 {I,nrm
" \ontm

formam uma familia de polindmios ortogonais em relacdo & distribuiciio darx). Contudo, os
polindmios ortogonais classicos - Jacobi, Legendre, Laguerre e Hermite - satisfazem a uma
condicdo de ortogonalidade ( p,, p } = 0 ( m # n ) em relagio a uma distribuicio do tipo
w(x)dx. Em ambos os casos, as familias de polindmios ortogonais obtidas apresentam um

conjunto de propriedades gerais, das quais se destacam aqui trés:

(a) Relacdo de Recorréncia - Todas as familias de polindmios ortogonais em relagdo a uma

distribuicio da(x) ou w(x)dx satisfazem a uma relagdo de recorréncia do tipo:

xpn(x)xan pn+l(x)+ﬁn pn(x)"}*yn pnml(x)7 (36)
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onde &, , B, € ¥, sdo constantes. Se representarmos o polinémio p.(x) pela soma

. ~1
pﬂ(x) - an,n x" + an,n -1 x" -i_"‘qi-an,{) s (37)
as constantes o, £, e ¥, sdo dadas por:
an = aﬂ,?’!
an +ia+1
an,nAl an+ In
an, n an +1la+l
2
;V an ~1,n-1 d,,
n 2 2
an,n dn -1
onde d, é a norma dada por
2
d,=(p,.p.) . (3.9)

(b) Zeros dos Polindmios - Todos os zeros ( raizes ) x; de p.fx) sdo reais e simples, e situados

no intervalo [a,b].

{c)Equacio Diferencial - Todos os polindmios ortogonais classicos sdo solugdes de equagdes

diferenciais hipergeométricas,
o{x)p"(x)+ e(x)p'(x)+ 1 p=0, (3.10)

onde ofx) e 7(x) sdo polindmios de, no maximo, 2° e 1° graus respectivamente, ¢ A é uma

constante.

3.1.2 Polinémies Ortogonais de uma Varidvel Discreta

Seja dafx) uma distribui¢do no intervalo [a,b]. Supondo-se que afx} é uma funcdo degrau em

[a,bl, isto ¢, uma fungfo constante por partes, apresentando um numero finito de saltos

(degraus) em [a,b], e se for N o namero de tais degraus, entdo a sequéncia

{Lx, %, ..., X"}
¢ ainda linearmente independente em relagdo a dayx), isto €, a partir da sequéncia {x" } ¢

possivel, neste caso, formar uma familia finita de polinémios ortogonais

{ Do(%), pi%), .., praf®) }



Capitulo 3 - Polinémios Ortogonais Discretos e Cdleulo das Diferencas Finitas i6

Considerando-se entdo uma familia de polinémios ortogonais { p.(x) } definida pela condigdo

de ortogonalidade

[p.)p,()da(x)= 5,4}, (3.11)

se afx) for uma fungfo degrau, com degraus de amplitude p;, nos pontos { x; }

(i=0,1, ..., N-1), ter-se-4
N7
de(x)=2_ pS(x-x,),
i=0
e (3.11) toma a forma:

N1
an(xi)pm(xi )to: ﬁnm(‘in2 : (312)
i=f

Os polinémios { p.(x) } que satisfazem a uma relagdo de ortogonalidade do tipo (3.12) sio

chamados de polinémios ortogonais de uma variavel discreta (ou também de polinémios

ortogonais discretos).

Nota-se que estes polindmios p,(x) sdo na realidade fungdes continuas da variavel continua x; a

designacdo “discreta” esta associada as relagdes do tipo (3.12) e a outras propriedades destas

familias de polindmios.

Dentre os polindmios oriogonais de uma variave! discreta, os mais conhecidos s3o os
polindmios de Hahn, Meixner, Kravchuck ¢ Charlier (Nikiforov ef af,1991), para os

quais, na relac@o (3.12), se tem

Xiv] = X+ I . (3}3)

Pode-se mostrar que estes polindmios, entre outras propriedades, satisfazem equages as
diferencas obtidas por discretizagio das equagdes diferenciais geradoras dos polindémios
ortogonais classicos (Nikiforov ef al.,1991). Estas equagdes as diferencas tém propriedades
fundamentais semelhantes as das equagdes diferenciais originais, o que possibilita a construggo

de uma teoria dos polindmios ortogonais de uma variavel discreta por analogia com a teoria

dos polindmios ortogonais classicos .
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3.2 Os Polindmios de Hahn

Embora algumas das propriedades a seguir apresentadas sejam validas para os polindémios
ortogonais de uma variavel discreta em geral, serd dada particular atenclio aos chamados
polindémios de Hahn. Como foi visto, uma familia de polindmios ortogonais pode ser definida
de de diversas manetras. A seguir serfo introduzidas algumas relagdes basicas referentes aos

polinémios de Hahn.

3.2.1 Condicio de Ortogonalidade

A notagdo empregada para representar as diferentes familias de polindbmios ortogonais de
variavel discreta varia muito de autor para autor. Neste trabalho sera utilizada, como foi dito, a
notagdo usada por Nikiforov et al. (1991). Segundo estes, os polindmios de Hahn sdo

representados por

WP (e N) (3.14)

onde n e N sdo inteiros positivos, sendo # a ordem ( grau ) do polindmio, com n < (N - ).

Os parametros a e f sdo nimeros reais, e que satisfazem a condicdo:

a,f >-1 . (3.15)

De acordo com Nikiforov et al, os polindmios de Hahn satisfazemn a condi¢io de

ortogonalidade:
N-T
LK e NJBE P (2, N ) p, = 8,,d7 (3.16)
=0

onde a funcdo peso o, é definida por:

o= px) . i=01 .., N-I

xi"?“fﬂxi+15
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sendo
F(N+a-x(x+p+1
R X W (x+B+1) 617
Iix+DI(N ~x)
onde I{x) ¢ a fungdo gama, definida para x > 0 pela integral:
I'(x)= ];ewrtxﬂ’dt (3.18)
0

A condi¢do de ortogonalidade (3.16), juntamente com a funcdio peso (3.17) definem os
polinémios A'“#/(x, N ), a menos de uma constante multiplicativa.
De acordo com a notagio adotada, os polindmios A(*#’(x,N) estdio normalizados de tal

modo que se tem:

pl

(hoh)= SJhED 0 N plx )= : (3.19)

Iﬁﬁ
onde a norma quadrada d’ ¢ dada por:

e lo+n+ DU(B+n+ Do+ P+n+ 1),
" (a+B+2n+nl(N—n—-1)!

(3.20)

Note-se que, como foi visto, sdo igualmente possiveis outras normalizages de A ** '(x,N).

3.2.2 Expansio em Série de Poténcias

Em algumas situagdes é interessante conhecer o desenvolvimento de 4'*#/ em poténcias de x”

B =% a  x* . (3.21)
k=0
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Como visto em Mendes (1995), essa expansdo € dada por:

W N ) = (N )+ f),,{f +
& n(N-m—DIT(a+f+n+m+ DI(B+1) (&, ]
+m§m!(nmm).f(N~_1)!F(a+ﬂ Tnr I(B +m+z)kz‘5’""f } (3-22)

J=i

onde S’ sdo os numeros de Stirling do 1° tipo ( Jordan, 1965 ):

S0=0 ;, S'=1 ,8.,=8"-m§

Embora complexa, a relagdo (3.22) permite calcular os valores dos coeficientes a,x de

hia’ﬁ} (x, N ). Em particular tem-se:

i I Tfa+p+2n+1)
=—(a+p+n+i) =— 3.23.
G nz’(a n+i), n! Fia+f+n+1) > 2)

_ fa+Ban+d), [ n-1 1
., = (n-1)i L(B+1)(N—1)+ 5 (amBJrZNw—.?)J R
(3.23.b)
e
whly BT e 2 (=)' (N=-DIT(n+f+1)
W (x=0,N)=a,, = o (N-n)(f+l), =—3 (Nn-DIT(f D) °
(3.23.¢)

3.2.3 Zeros ( Raizes ) dos polinémios de Hahn

Na grande maioria das aplicagdes o conhecimento dos zeros dos polindmios #(*#/(x,N) ¢

fundamental. E necessario pois desenvolver um método explicito € preciso para o calculo

destes zeros.

Considere-se a familia de polindmios A#(“#’(x, N ) com a expansio em série de poténcia

ReP(x,N)=2a x* . (3.24)
k=G



Capitulo 3 - Polinémios Ortogongis Discretos e Cdlculo das Diferencas Finitas

20

Estes polindmios, assim como os outros polindmios ortogonais, satisfazem a relacio de
recorréncia (3.6). A partir dos polindmios A(*?/(x,N) sera construida uma familia de
polindmios { pa(x/) } definida por:
B (x N)
pa(x)= B — , (3.25)

X

ou seja, p.(x) dados por (3.25) sdo polindmios de Hahn normalizados pela condi¢do de se ter o

coeficiente da poténcia x” igual 4 unidade ,
o |
pAx)y=x"+c X"+ _+c,,

ou

p.(x)=>c¢,, x* ,come,, = 1. (3.26)
k=0

E facil de ver de (3.24) € (3.25) que se tem:

c., = . k=01..n . (3.27)

Por outro lado, os polindmios p,x) definidos por (3.25) satisfario a condigio de

ortogonalidade:

N-1 } N-1 dz

an(xi )pm(‘xi }p(xi) =3 Zhn{a’ﬁ} (xa' =N)h;§:a,ﬁ}(xi9N)p(xz‘) = 5»1" az?g

x; =0 na X=0 na
(3.28)

Deste modo, atendendo a (3.20) e a (3.23.a), a norma quadrada 4’ para os polindmios p,(x)

SEera:

W = d; nll(a+n+ DI (B+n+ DI (a+B+N+n+ D (a+f +n+l)
"waf,n_ (N-n—-I)IINfa+p +2n+2} 0 (a+f +2n+1)

(3.29)
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Entdo, para os polindmios p.(x) definidos por (3.25), a relagio de recorréncia (3.6) toma a

forma:
xP(x)=a, P,  (x)+ B P (x)+y, P _(x) , (3.30)
con:
s
a, = 1,1 =1
cn+i,n+1
ﬂn :Cn,rkl _cn+l,n (331)
hZ
V=73
hy,
e portanto :

_ A(BAI(N=1) (e D)(B+INN-1) nin—1){a~f+2N-2) n(n+l)ia~f+2N-2)
= a+f+2n a+Bf+n+2 Ha+ f +2n) " Ha+p+2n+2)
ou

_ (a+BYB+INN-1I) +n(a—ﬁ+2Nw2)( Aa+f +n+l1) )
ﬁ”“‘(a+,3 +2n){a~+f +2n+2) 2 \(@+fB +2n)f(a+p+2n+2)
ou

I
B, = (a+ B rinia+t B %2n+2)[(a +BUB+INN-D+nla+ +n+])(a——ﬂ+2Nw—2)]
(3.32)
e

_h m{a+n)(Binjffat B+ N+nja+ f+n)(N-n) 3.33)
y"—hfmfm (e+pB+2n+l)(a+ B +m)(a+pf +2n-1) 3.
Deste modo, de (3.30) obtem-se

Box)=(x=B )0 (x)-y, b (%) . (3.34)

com f, e ¥, dados por (3.32) e (3.33) respectivamente.

Usando a relagdo (3.34), juntamente com (3.32) e (3.33) € possivel calcular faciimente o valor
de p.{x) para qualquer valor de x, assim como o valor da derivada p/ (x) e os zeros de p.fx),
usando o método apresentado por Villadsen e Michelsen(1978). Os algoritmos para o calculo

das raizes de p.(x/) s3o apresentados no Apéndice.
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Nota 1- Para completar a questio dos zeros dos polindmios de Hahn ¢ interessante apresentar

algumas propriedades gerais referentes a esses zeros.

1) Para a> -1/ e f>-] e n S N-1 os zeros dos polindmios de Hahn h=F) (x,N) sdo
todos reais e simples e estdo localizados no intervalo aberto (0, N-1} , sendo que para
x; €{0,N-1) existe no maximo um zero no intervalo fechado [x;x.,].

2) Para n=N , ou seja para o polindmio de Hahn #{""*'(x, N}, os zeros sio os inteiros

{0, 1, 2, ..., N-I} ;

3) Paran>N os polinémios de Hahn 4 (x, N) tém, além de outros , os zeros

{0,1,2,...N-1};

Nota 2- A fungdo peso prx) definida por (3.17) é simétrica em relagdo as trocas a«>f e

xe» N-1-x | isto €, tem-se:

pla,f.x,N)= p(B,a,N~1-x,N) . (3.35)
De (3.35) pode-se deduzir a relagio de simetria para os polindmios de Hahn:
B (e, NY= (1) AP (N ~1-x,N) . (3.36)

A relaciio (3.36) mostra que, se x; ¢ um zero do polinémio hf,“’ﬂ)(x,N ) , entdo (N-I-x)} ¢

um zero do polinémio 2% (x, N).

Nota 3- Os polindmios de Hahn com a==0 | isto §é, os polinémios #'>” (x,N) , sdo por

varios autores chamados de Polindmios de Chebyshev Discretos e representados por
(,(x)=0""(x,N) . (3.37)

A relagio (3.36) com a=f#=( mostra que, para estes poiindmios, as raizes estdo dispostas

simétricamente no intervalo (0.N-/j , isto € , para cada raiz x; existe uma raiz N-I-x; ..

Além disso, estes polindmios gozam de outra propriedade muito interessante:

ple)= 1 | (3.38)




Capitle 3 - Polindmios Ortogonais Discretos e Cdleulo das Diferencas Finitas 23

3.3 Expanséo de uma Fung¢do numa Série de Polindmios e Interpolagao

3.3.1 Expansiio numa Série de Polindmios

Considera-se uma familia infinita de polinémios™ { pofx), pi(x), ... , pa(x), ...}, onde p,fx} € um
polinémio de grau ».

Sob certas condigbes, uma funcio f{x) pode ser expandida numa série dos polindmios pa(x):
£ = Z op . (3.39)

Contudo, se a série (3.39) for interrompida no termo em p.(x),
Fx)= }:c p(x) (3.40)

¢ determinando-se as constantes ¢; de tal modo que a relagdo (3.40) seja satisfeita para n+1
valores de x, {x= xy, X1, ..., X4}, entdo para qualquer outro valor de x o termo da direita de

(3.40) forneceré apenas uma aproximacio de f{x) (Jordan ,1965). Nestas condi¢des ter-se-a:
f(xi)zzcjpi(xi) 2 (;x G! 1:--'5”) . (3'41)
=0

Para qualquer outro valor de x=xi o residuo da aproximaciio (3.39), que sera representado

por R,.;(x}, sera dado por ( Jordan,1965) -

{n+1})
Ry ()= (x = X )t — %) (x = x,) L&) . G4)
(n+ 1)
onde £ ¢ um valor situado no intervalo que contém os pontos ( x, Xs, X/, ... , X, ), isto €, £ sera
N . fE)
uma fungdo de x (mas uma vez escolhido ¢ valor de x em (3.41), (—"'“U’“ sera umsa
n ;

constante!)
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Deste modo, a expansio:

»

f{x)=c¢, p‘,(x)ﬂkc1 pt(x)+...+cnpn(x) + (x_xo)(x(;:ll))vi--(x“xn)f(n+1)(§)

(3.43)
é exata para qualquer valor de x, sendo £ uma fungfio de x !
A relagio (3.42) ¢ interessante, pois mostra que o residuo R,.;(x) depende apenas dos valores

(X, Xo X, .-, X» ) € da derivada f"""(x) de f{x), e nio depende dos polindmios p,(x) usados na

expansio.

O desenvolvimento feito mostra ainda que, se ffx) for uma fungio polinomial de grau

exatamente », entdo a expansdo (46) sera exata, ou seja, R,.;(x) serd nulo para qualquer x.

3.3.2 Expansio em Séries de Polinomios Ortogonais Discretos

Considerando-se novamente uma funcio f(x), e seja { pa.(x) } uma familia de polindmios

ortogonais discretos definida pela condig¢@io de ortogonalidade
N}
2 0(x, )P(x, )P (x,)=6,d7 (3.44)
x5=0

Supde-se, inicialmente, que ffx) € um polinbmio de grau n <A,

Entdo , como foi visto acima, a expansio

f@=Yepn (3.45)

com o célculo adequado dos coeficientes ¢, , serd exata para todos os valores de x.

Multiplicando ambos os membros de (3.45) por p.(x)pm(x), e somando para todos oOs
x: (x,= 0, 1... ,N-1)tem-se:

3 p() )P (5) = T [Z e.p, (), pa(x, >j

X =4 x=8 \ =0
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ou
PIICAVIEILRESED 3 W= CAV NIV RED BN EEL)

Devido, contudo, a condi¢io de ortogonalidade (3.44), obtém-se para (3.46):

S o) f ()P, (x,)

_ 5=0

i d?

i

(3.47)

Na situa¢fo mais geral f{x) sera uma func¢do ndo polinomial, e a série (3.45) devera conter um

numero infinito de termos. Contudo, a expanséo

FO~Yep () (3.48)

sera exata para os valores de x;, = 0, 7, ..., N-1. Com efeito, como foi visto a proposito dos
polindmios de Hahn, para os polindmios ortogonais discretos que satisfazem a condigdo
{3.44), os polindémios de grau m > N tém todos, além de outras, as raizes x; =40, {, ..., N-
1,de tal modo que para estes valores de x os termos de ordem superior a N-/ na expansdo em

série (3.48) serdo nulos, ou seja, para estes valores de x o residuo da expansdo (3.48) serd

nuio.

Os valores dos coeficientes ¢; da expansdo (3.45) dados por (3.47) sdo 6timos pelo critério

dos minimos quadrados, ou seja, estes valores dos ¢; satisfazem a condigfo:

S, = ip(x,-){f(x,-)wicjpj (x, )} = Min ) (3.49)

Com efeito, as condi¢es de minimo sfo:

n‘S N-1 ”
e 2Zp<xf>{f(x,.>-Zc}mx}.}}pk ()=0 (3.50)

j=1
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ou, devido a condi¢do de ortogonaiidade (3.44):

N1

> ) )P, (5) =6, 3 )P ()

ou

S p(x)f ()P, (x,)
¢, =+ = , (3.51)

i

que € uma expressdo idéntica a {3.47).

Estas consideragdes permitem chegar a uma conclusio muito importante (Jordan,1965):

Para obter a melhor aproximagéo possivel de uma fungo f{x), definida para os (N+1) valores

de x {xo.%;,%2,...Xn1}, por_um polindmio de grau # de acordo com o principio dos minimos

quadrados,
N [ 2
S, = Z{f(xi )— chpj(x;)} = Min
iz J=0

basta expandir essa fungdo numa série dos polindmios ortogonais  discretos

{p;(x)= h§.°’°) (x,N)} e terminar a série no termo p,(x).

3.3.3 O Polinémio Interpolador de Lagrange

Colocando-se novamente ¢ problema:

E dada uma funcgio f(x) definida para os pontos equidistantes x;, = {0, 1, 2, ... , N-1 } e
deseja-se aproximar essa fung@o por um polindmio de grau n < N. Contudo, em vez de se usar
uma expansdo em polindmios ortogonais satisfazendo a (3.44) e determinar os coeficientes ¢;
por (3.47), o que daria a melhor aproximacdo possivel segundo o principio dos minimos

quadrados, deseja-se definir os ¢, (j = 0, ..., n ) escolhendo (n+ /) pontos de colocagdo

u; (i =0, ..., n), detal modo que se tenha:

f(uj)micj.pj(u,} (i=01 ..,n} (3.52)
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Entdo, de acordo com (3.42), o residuo da expansido R,.;(x) sera:

f"eg)

ey , (3.53)

Rn-u (x/) - (JC— ua)(x~— u )"’(x - un)
onde & ¢é fungdo de x.

Como o residuo da aproximagiio é apenas funcio dos w; e de /*'(&), tentar-se-a otimizar a

sele¢do dos pontos de colocgdo de acordo com o principio dos minimos quadrados, isto €, de

acordo com a condi¢do:

N-1 2
8, =2 PR, (x)} = Min . (3.54)
=0
onde, de acordo com (3.42) se tem:

Ry (%, )=, (% )(x, —uy j(x, —u; ). (X, —u, ),
ou seja, R,.;(x) € um polinémio de grau n+/ , que pode ser escrito na forma:

Roy(2) = @ (O™ 4,0 X"+ 4B} (3.55)

Substituindo-se (3.55) em (3.54) obtém-se as condi¢es de minimo:

ﬁS; - n+i—k
=20 PR, (x)a, (k) =0 (3.56)
5ﬁn+l,k X =Q

Fazendo-se

Goi(X)y = (x—uy). {x—u,)= x" + B+ +ﬁn+i,n+1 3

EO—
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tem-se para (3.56):
C?Sr; - Z nel-k
=2 p(x)as, (x)q,,(x)x!"F =0 (k=1..,n) (3.57)
aﬁrﬁl,k =0

O sistema de equagbes (3.57) ndo pode se resolvido diretamente pois, em principio, se tem

(%) 2 Qe r(x), (% k ).Contudo, seja dy,: um namero tal que

e = mac{al, (x,)}) . (3.58)
Nestas condi¢Oes tem-se :
N1
ol 2
1= 2 PO NGui (X)) 28]
X =0

ou seja, o minimo de ST ndo coincide necessariamente com o minimo de §7. Tomando contudo
o ponto de minimo de S como uma aproximagio da solugcdo do problema (3.33), as

condicdes (3.56) serdo substituidas por:

éS: 2 c n-k
= zamax Zp(xz )qn+i (xi)xi = O >
aﬁnﬁ,k x=0

0 que mostra que ¢,.;(x} é um polindmio da familia dos polindmios ortogonais discretos
definidos por (3.44).

(3.59)

Concluindo, pode-se afirmar que:

Uma aproximagdo subltima de uma fungdo f{x) por um polindémio de grau », no sentido do
critério dos minimos quadrados (3.54), consiste em construir este polindmio a partir dos pares
de valores fu, ffu) ], j = 0, ... ,n , onde os u; sdo os zeros do polindmio ortogonal de grau n+1

pertencente & familia de polindmios ortogonais definidos por (3.44), ou:

- Dada uma fun¢3o f{x),definida nos pontos equidistantes x; = { 6, /, ..., N-/ }, um polinbmio
de grau » que aproxima subotimamente f{x) pode ser construido usando os pares de valores
(u, flu) ).j =0, 1, .., n , w € (0, N-1), onde os %, sdo as raizes do polindbmio ortogonal de

grau #+1 da familia definida pela condi¢fio de ortogonalidade (3.44).
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O critério dos minimos quadrados (3.54) ,na realidade, atribui um peso pfx; diferente a cada

um dos valores do residuo R, (x,,). Na pratica, a menos que haja uma razdo especial em
contraric, o polinémio aproximador 7,(x) € escolhido de modo a minimizar a fungio

=
—

S, = 3 [Run(x)] (3.60)

il
(=3

Obviamente, o critério (3.60) equivale a escolher a familia de polindmios ortogonais discretos
que satisfaz a condigdo de ortogonalidade (3.44) com pfx;)=1, i=0,1,....N-1, ou seja, a familia
de polindmios de Hahn hﬁ.‘}“’}(x, N ) Nestas condigdes, o polindmioc aproximador m,(x)
desejado devera ser construido usando os pares de valores {u,f(1)}, j=0,1....n , onde os
séio os zeros do polindmio de Hahn A% (x, V) .

291

Entre os varios métodos disponiveis para construir 0 polindmio 7z.(x) de grau # assim definido,
o mais frequentemente usado € o do chamado Polindmio Interpolador de Lagrange:
-Uma vez definidos os pontos de colocagio v, (j = 0, 1, ..., n ), o polindmio de grau » que

interpola os pontos [ w,, f{uy) | é dado por:
L (x)= 21 (x)f (u;) , (3.61)
j=0

onde o0s 4(x) sdo, por sua vez, polindmios de grau » definidos por:

Pml (JC)

[(x)= s 3.62a
)= T ) (3.62:2)
com:
Do () = (% ~u)(x ~ 1) (x —11,) | (3.62.b)
A partir de (3.62.a-b) ¢ facil de ver que se tem:
f(u)=1, (3.63)

Hu)=0 , k#j
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3.4 Diferencas Finitas

Nas aplicagdes € possivel normalmente distinguir dois tipos de fungdes. Em primeiro lugar as
funcSes f{x) para as quais a variavel x pode tomar um valor qualquer num dado intervalo, isto

¢, a variavel ¢ continua. Estas fungdes pertencem ao dominio do Calculo Infinitesimal Em

segundo lugar, as fungdes para as quais a variavel independente x apenas pode tomar
determinados valores x,, Xy, ..., X, , isto €, a variavel é descontinua. Para estas fungdes aplica-

se o Calculo das Diferengas Finitas, o qual contudo pode ser aplicado a ambas as categorias de

funcdes.

3.4.1 Definiciio das diferencas

A teoria do Célculo das Diferencas Finitas foi desenvolvida para o caso de fungdes {f{x}}
definidas para valores discretos de x, {xp,x;,%2,...,%s,...}, quando estes valores sdo equidistantes,
isto €, quando se tem

x'“ _xi = h

?

> (3.64)
onde # é independente de ;.
Neste caso, a teoria pode ser aplicada também a fun¢des de varidvel continua, e a 1 diferenca
de fix} , representada por Affx), ¢ definida por:

Af(x)= flx+h) - f(x) : (3.65)
onde A € constante independente do valor de x.
Varios autores chamam 4ffx), definida por (3.65), de “primeira diferenca para a frente” ( first
Jorward difference ) { Kreyszig, 1993 ).
As formulas do Célculo das Diferencas Finitas sio extremamente simplificadas quando o

incremento & = I. E sempre possivel reduzir a situagdo (70) ao caso k = /, pela mudanca de

vanavel
x=a+hé |
de tal modo que
flx)=F($)
e
AF(E) = F(E+1)-F(& . (3.66)

Uma vez definida a diferenca de ordem um, e supondo um valor de acréscimo 4 = 7, pode-se

definir diferengas de ordem superior
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-Segunda diferenca de f1x), A’f(x), definida por

Kfx)=AAfO]=Afx+D-Af(x) (3.67.2)

ou

N fx)= Fx+2)=2f(c+1)+ f(x) _ (3.67b)

-Enésima diferenca de fix), A'ffx), definida por:

A f(x)= A[A”“ i (x)] : (3.68)

Embora muitos autores ndo considerem explicitamente (Jordan, 1965), é frequente usar as

chamadas “backward differences” ( Kreyszig, 1993 ).

-Primeira “backward differencede ffx), Vi{x),

Vi(x)=f(x)~ f(x—1) . (3.69.2)

-Enésima “backward difference” de f{x), V'f(x)

V' fix)= VIV fx)] , (3.69.b)

3.4.2 Algumas propriedadesde Ae V

-Propriedade Comutativa em relacio a Constantes

Alef ()] =cA f(x)

, 3.70
Vlef ()] = eVf(x) (3.70)

onde ¢ & uma constante.

-Propriedade Distributiva:

AL/, )+ (0] = A f,(x)+ A £,(x) - (.71
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-Propriedade Comutativa dos Operadores:

AV=VA . (3.72)
-Operadores Aplicados a Produtos:
AALEO]= AL F). 1,00+ A £,G0). /() + A f,(¥).A £, (x). (3.73.2)
V[ /6. £, (0] = £,(0). V1, () + £,(0).Vf, (x) - VA, () V], (%) (3.73.b)

3.4.3 Aproximagio das Diferencas de uma Fungio utilizando o Polindmio Interpolador

de Lagrange

Considerando-se uma fungdio yfx) e um polindémio interpolador de Lagrange que aproxima a

func¢do com base nos n+/ pontos de colocagio u, (i=0,1,...n} :

y(x)zzglli (x)y(u,) , (3.74)

onde, de acordo com (3.62 a-b) se tem:

prﬁ_}(x)
L(x) = ' , 3.75.
i (x"ai)p;+1(uz‘) ( a)
e
Poa(¥)=(x—u Yx~u).. {x—u,) . (3.75.b)

Entio, de acordo com (3.70) e (3.71) tem-se:

Ay(x)sﬁalmf (x)y(n,) | (3.76)
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Por outro lado, de (3.75.a) obtem-se:

(=, )1 () = Lo X0

33

(3.77)
p;ﬂ (uz)
Usando a diferenca do produto, Eq. (3.73.3), e atendendo a que se tem
A(x~xl.) m(x+1~x,.)—(x-xl) =1,
obtem-se de (3.77):
Ap -+ 1 (x)
Lix)+(x—u +1)Al(x)=—""">
/ Pl
ou:
pn”(X“ki)—an(X)
I(x)+(x—-u +1)A(x)=
T )
ou
. 1)~ l
Ali(ox):Jpn,,{(x"F ) pn+!(x)_ z(x) (378)
(x_u;‘ +1)p:z+1(u1‘) (x"ui +1)
Nas aplicagdes

colocagdo.
1° caso: Alifuy

Como se tem P, (u) = 0, e como

n

P, (x+1) [le+1-u)

k=0

(x —u +1) (x+1-u,) - H{x«%lwuk)

k=03

Ifuy = 1

>

tem-se de (3.78):

esta-se interessado em calcular os valores das diferengas nos pontos de

, (3.79.3)

(3.79.b)

H(ui—ukwi-l)
Afz(u,) - k=0,
Pra(t)

(3.80)
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2° caso; Alfu.)
Como se tem

f{u)=0, j=i
e A Poeitltt) =0,
obtem-se de (3.78):

e, ~u,+1)
Alz(u ‘m’) =+
! P :r-é-f( ui )
Como para k& = j se tem, y~u;+ [ = [, obtem-se finalmente:
n ( u, —u, +1 )
Al (u,,, ) =" (3.81)

p;nhf(ui)

As relacdes (3.78), (3.80) e (3.81) valem para o célculo da 1° diferenca “forward”.

Para a primeira diferenca “backward”, (Vl{x)) tem-se, partindo de (3.75) e por um método

analogo:
(x—u — j)Vli(x)—%l"(x)mjfzj_::—-;:;))
ou:
(x=, = )Vi(x)+ [ (x) = £2 (xj}:j:)(x =
ou:

pn+1(x)—pn+l(x—1) - lz(x)

Vi = : 3.82
) (xmuiwj)p"gﬂ(u‘_) x—u -1 ( )
Para os pontos de colocagio tem-se:
3° caso: Vii(u)
Como p,-,(u) = 0elfu) = i, tem-se de (3.82):
[1rn-u-1)
Vifu )= +1 (3.83)

p;+1(ui)
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4° caso: Vii(u;)
Como p,.i(u) = 0 e () = 0 tem-se de {3.82):
[Tew,—u -0
Vi(u,,)=—" A
! p:u«i (u;‘ )
e como uu~I = -1{ k=j) tem-se finalmente:
H ( u,—u,—1)
Vi(u,, )= -0 (.84)

p:rJri(ui)
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4. Aplicacdo dos Polindmios Ortogonais Discretos a Modelagem e
Simulagao de Processos de Separagao por Estagios

4.1 Introdugao

Neste capitulo sera demonstrada a aplicagdo da colocagdo ortogonal discreta ao
desenvolvimento de modelos reduzidos para sistemas de separagdo por estagios.
Primeiramente sera apresentada a metodologia de reducfo de ordem. Em seguida, através da
simulagio de alguns casos exemplo, sera testada a eficiéncia do método, onde os perfis de
composi¢io e temperatura no estado estacionario e as respostas dindmicas do modelo reduzido

serdo comparados com aqueles obtidos pelos modelos prato-a-prato.

4.2 Desenvolvimento da Metodologia de Redug¢ao de Ordem

O procedimento de reducdo de ordem sera desenvolvido tomando como base uma
coluna de destilagio multicomponente com uma unica alimenta¢io e sem retiradas laterais,

conforme ilustrado na Figura 4.1.

Condensador

b Refiuxo

Atimentagac

[
Foog,

Produto de Fundo

L

X,

o

B

Figura 4.1 - Coluna de Destilagic Multicomponente
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Serdo adotadas as seguintes hipoteses simplificadoras:
(a) Mistura perfeita em cada prato;
{(b) Holdup do vapor desprezivel;

(c) Equilibrio termodindmico entre o liquido e o vapor que saem de cada

prato;

(d) Pressdo constante ao longo da coluna;

{e) O condensador e o refervedor serfo tratados como estagios ideais.

Com isso, excluindo-se o prato de alimentag3o, o refervedor e o condensador, tem-se

para um prato j da coluna (ilustrado pela Figura 4.2) as seguintes equagdes de balango de

massa € energia:

L V.
j+1 !
Vv
€ jae ij
L HV.
Hj+1 1
Prato §
L
j Vit
£y Vi1
H-. v
J B

Figura 4.2 - Prato j da coluna de destilago

e EquacOes de Balanco de Massa por componente

(
M,

i

2.
J

i=1.. NC
j=2....N-1, (j #Ng

(4.1)

38
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e Equacdes de Balango de Energia

_“LMJ : Jm Hi, -H, +H  ~H, (4.2)

i=1..NC
j=2...N-1, (j =Ny

Por se tratarem de estagios com descontinuidades nas vazdes de liquido e/ou vapor, o
prato de alimentacgdo, o refervedor e o condensador sdo modelados separadamente:

e Prato de Alimentacdo:

d L.,
ELMN,, I Jx gi,NF-.*I - gs,N,, TViwp-i " Vin, + 1 (4.3)
N
i=1..NC
d( Hﬁ, L L v v
ELMNF 7 Jm Hy , -H, +H, ,-H, +FH, (4.4)
Nz
eRefervedor:
d b,
E(MI E) =£,,-v, b {4.5)
i=1..NC
al  HY)
E;LM, ?f =H -H -H (4.6)
oCondensador:
d{ 4
EEKMV 5} =Vy Ly 4 (4.7}
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;};LMN SJ:HNMIMHNWHN (4.8)

Além das relagBes de balango de massa e energia tem-se ainda para cada prato j as
seguintes equagdes de equilibrio termodindmico e de hidraulica do prato:

sRelacio de Equilibrio Termodinamico

K ¢ 4 (4.9)
V.. = AT AV .
- F i o Lj
i= 1. . NC
j=1...N
¢ Equacdo Hidraulica do Prato
M, =yl (4.10)
j=14..N
Onde:
N
L=2.4,. 4.11)
i=]
NC
V=2, (4.12)
i=1
L JVC L
H =20, 1 (4.13)
f=i
v NC -
H =2 h (4.19)
Y

O indice / denota o componente ¢ o indice j 0 namero do prato.

O modelo reduzido sera desenvolvido baseado nas mesmas consideragdes feitas para o
modelo prato-a-prato. A metodologia de redugdo de ordem consiste em separar a coluna em
duas secgOes (ou elementos), esgotamento e retificagdo, cada qual definida como o conjunto
de pratos entre o prato de alimentagio e um dos pontos extremos da coluna (refervedor e

condensador), conforme ilustrado na Figura 4.3.
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, Produio de Tepo
Cendensador E

Seccdo
de
Retificagéo

Corrente de Alimentagao

,—)l —_I Prato de Alimentagao
L.MT...W___

Seccéo
de
Esgotamento

Praduto de Fundo

Refervedor

Figura 4.3 - Representagio da coluna na forma de elementos interconectados

Para cada prato dessa seccdo as equacgdes de balango de massa e energia, de equilibrio
termodindmico e de hidraulica do prato s&o as definidas por{4.1},{4.2),{4.3).e (4.4). O
desenvolvimento do modelo reduzido sera ilustrado tomando como base a sec¢io de
retificagdo. Ser introduzida uma variavel espacial s, continua no intervalo se [0, M*-1], &

que assume valores inteiros em cada prato s; = {0,/,...Af-1} , onde M é o niimero de pratos

da secgdo, como ilustrado na Figura 4.4,

41
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Prato j + 1 < Localizagdo s, =g +1=j+1
v(s) s, +1)
H'(s) Hs,+ 1)
Prato | L Localizagdo s, =
vis, - 1} £(s)
H'(s, - 1) H(s)
Prato | - 1 Y Localizagéo s, = - 1=j- 1

Figura 4.4 - llustragio de parte da secc¢do de retificagdo da coluna

Com isso as equacdes (4.1), (4.2), (4.3) e (4.4) podem ser reescritas para cada prato s;

da seguinte maneira:

d f(s=7
E;(M(SZJ)M):Qi(SZj+])—f'.(.s':j)~+»vi(Smj—])—vi(S:j)
(4.15)
d( . HL(-?:].)\ L L ) v v .
E;LM(S”J)L(S—WJSH (s=j+1)-H (s=j)+H (s=j-1)-H (s=j)
(4.16)
el
w(s=1)= K(s= i)t (s= ) (417)
M(s= j)=y(L(s=j) @.18)

Utilizando as defini¢des de primeiras diferencas forward e backward tem-se que:

Al (s=j)=L (s=j+1)~b(s=]) (4.19)
VW(s=j)=v(s=j)-v(s=j-1) (4.20)
AH (s=j)=H"(s=j+1)-H" (s=j) 4.21)

VH (s=j)=H (s=j)-H (s=j-1) , (4.22)

42
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e as equacdes (4.15) e (4.16) podem ser escritas na seguinte forma de diferencas finitas:

d £ (s=j

;;[M(s - j)lg((j—:ﬂ = Al (5= )= Vv (5= ) (4.23)
fi(M _m\_w"* — VHV — 2
diL (s=j) L(S:J.))— (s=j)-VH (5=]) (4.24)

As vazdes molares dos componentes, bem como as entalpias de liquido e vapor na
sec¢io serdo aproximadas por fungdes polinomiais da variavel independente associada com a
posi¢do, s. Como foi visto no Capitulo 3, um polindmio de grau # que aproxima
subotimamente estas fun¢des pode ser construido através do Polindmio Interpolador de
Lagrange usando 0s pares de valores
(sk. £05u), (e, vi(sp), (e, H' (), (s H (s)), k= 0, 1,..., n, s € { 0, M*-1), onde os 5 sdo as
raizes do polindmio de Hahn A/%" (x, M*® }.

Sera utilizado na construgdo do polinémio interpolador um esquema de colocagio
ortogonal mista, pois além dos » pontos de colocagdo internos s; ..., 5, , 0s pontos sp = 0 €
$,41 = M-1, correspondentes aos pratos extremos da seccio, serio também utilizados como
pontos de colocagdo. A Figura 4.5 ilustra a localizagdo dos pontos de colocagio na secgio de

retificagdo. Assim as funcBes aproximacio tomam a forma:

n+i

L(s)= 2L () (5,) (4.25)

v(s)= ;;;k (s)v(s,) (4.26)

H'(s)= glk(s)HL(sk ) (4.27)

H (s)= glk(s IH' (s,) (4.28)
;_x 1,...NC

onde 4i(s) sdo os membros do Polindmio Interpolador de Lagrange.
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Condensador  [———»

V{Snﬂ) E(spn)
v
H'(s...) H'(s,.,)
MR- e 5.
M -2
M®-3
& Sn
M4
. Sn~1
3
e 5,
2
1
0 - S,

V(s.) Uis,)
H'(s.)) H'(s,)
Hrato

e de
Al n

Figura 4.5 - Localizag3o dos pontos de colocacdio na secgdo de retificagio

Como foi visto no Capitulo 3, para uma funcdo y(x) aproximada pelo Polindmio

Interpolador de Lagrange:
y(x)m 20 (%)y(x,), (4.29)
&=0
e a aproximagdo das diferencas dessa mesma funcio € dada por:

My(e)~ L AL (x)y(x,) | (430)
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Com isso as diferengas representadas pelas equagdes (4.19), (4.20), (4.21) e (4.22)

podem ser aproximadas por:

-

:Mj(s)x;zllk(s)fi(sk) (431
Vv,(s)= gwk (s)v,(s,) (4.32)
AH (s)= gAlk(s)HL(sk ) (4.33)
VH = iwk (s)H'(s,) (4.34)

Substituindo-se as equagdes (4.25), (4.26), (4.27) e (4.28), juntamente com as (4.31),
(4.32), (4.33) e (4.34) em (4.15), (4.16) e (4.17) e (4.18), obtem-se, para um ponto interno de

colocagio s; da secgdo de retificag@o, as seguintes equagOes:

( n+l ns]
dzLM( 5)00s J DAL (5, )t (5)= L VL5, vi(s,) (435)
( L \ ned -1
d
ar M0 L(( |7 AR (5) - LV H () (436)
I(s;)
b5, = Kils, (5, )55 (437)
M(s,)=w(L(s,)) (4.38)
W NC
j=1..,n
onde :
L(s )= iﬁi(sf ) (4.39)

V(s,)= fvj (s,) (4.40)



Capitulo 4 - Aplicaedo dos Polindmios Ortogonais Discretos a Modeglagem e Simulagde de Processos de Separagdoe por Estdgios 46

Nota - Nas equagdes (4.35) a (4.40), 5, representa o ponto j de colocacio
(j=0, 1, ..., n+I)endo a posigdo do prato .

As equagdes {4.35) e (4.36) ndo sdo validas nos pontos extremos da secgdo, 5o € Suss ,
pois como pode ser visto na Figura 4.5, os pontos s.; € .. ndo 530 pontos de interpolacdo da
secgdo e portanto as diferengas forward e backward nio podem ser calculadas para estes
pontos. Em vez disso, os pontos.; e s,.» serdo considerados como estagios reais e as equagdes

para estes serdo as seguinies:

d ( ) n+l

df(M( 0) L( )) ;Alk(sﬁ)ef(sk)*vf,f_vi(sn) (4-41)
i(M —HL(S”)\—EEAI H'(s )+ H —H" 4.42
dtL (s,) I(s,) J—k:G (S )H (s )+ Hy—H (s,) (4.42)

e
d (Sm»l)
dt[M( ) )j ~l,(5,,)— sz( S V() (4.43)
d( H (m—])\ n+i

dIL ( n+1) L( ,,.;,1) ) Hc MH (Sm-l)_éVlk(snﬂ’)H (Sk) (444)

Para evitar as descontinuidades nos perfis de composigdo, o refervedor, o condensador e
o prato de alimentacgfio serfio tratados como estégios de equilibrio discretos, cada qual
apresentando seus proprios balangos de massa e energia. As Figuras (4.6), (4.7) e (4.8}

ilustram as formulacdes destes estagios.
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s%, Seccao
.
de
Esgotamento
° <
vi,r 'gi(SEO)
H', H (s%)
b,
Refervedor »

H

Figura 4.6-Formulag8o do refervedor no modelo reduzido

Refervedor:

b.
— Mgﬁze,-(sf)—b.—v,,
dl  HY)
ELMB—;‘ =H'(s, )-H, —H

(4.45)

(4.46)
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. 8% Seccao
L J
de
Retificacio
8%,
-
v, £{s5)
i R
HY H(s%)
’ b4
f Prato
» de
H. Alimentagéo
VQ(SEM—?) ELF
HV(SEnH) HLF

. e

SE

Secgado
de
® Esgotamento
SE
Figura 4.7-Formulacdo do prato de alimenta¢io no modelo reduzide
Prato de Alimentagio:
d 2,
';;; MFWE;: E(s )*'V(SH) Lo =Vir + 1 (4.47)
dl B

dtLM mJ H(ss )+ H (s, )-HL - H. + H, (4.48)

L
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d,
Condensador >
HY,
VE(SRHM) »gi &
HY(s",..) H',
&
Sn+1 .
Seccdo
de
o Retificagéo
S,

Figura 4.8-Formulag&o do condensador no modelo reduzido

Condensador;

d d, 2

Mo |=Vil50) -t 4, (4.49)
dal  HE)
G\ Mo |2 H b (4.50)

Os indices R e £ s3o usados para indicar as secgbes de retificagdo e esgotamento da

coluna, respectivamente.

As equagdes do modelo reduzido para a secgdio de esgotamento da coluna poderdo ser

obtidas utilizando um procedimento analogo ac que foi usado para a de retificagéo.
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4.3 Aplicacao dos Modelos Reduzidos a Simulagdo de Colunas de Destilagao

Para testar o desempenho dos modelos reduzidos desenvolvidos acima, alguns casos
exemplo foram estudados, utilizando tanto a modelagem reduzida quanto a prato-a-prato, € os
perfis no estado estacionario, bem como o comportamento dinimico do sistema, foram
comparados através de simulagio computacional utilizando a linguagem FORTRAN. Os dois
primeiros casos referem-se a simulagdo em regime estaciondrio e dindmico, respectivamente,
de colunas binarias e sem balango de energia. No terceiro caso é estudada uma coluna mais

complexa, com balango de energia e um elevado nimero de pratos.

4.3.1 Caso 1 - Simulacado de Colunas Binarias Ideais em Regime Estacionario

A proposta do estudo deste caso simples é primeiramente verificar a capacidade do
modelo reduzido de descrever com precisfo os perfis de composi¢do da coluna.

Sera considerado um sistema binario com volatilidade relativa constante ao longo da
coluna e pratos tedricos (100% de eficiéncia), isto €, o vapor saindo esta em equilibrio com o
liquido que esta no prato. Isto significa que uma relagio de equilibrio liquido-vapor simples
pode ser usada:

ax;

Y= Tita-1)x,”

onde « ¢ a volatilidade relativa (4.51)

Outra consideragio importante € que os calores molares de vaporizagdo dos dois
componentes si0 praticamente os mesmos, ou seja, quando um mol de vapor condensa, um
mol de liquido vaporiza. As perdas de calor na coluna e as variagGes de temperatura de um
prato para outro sdo consideradas despreziveis. Estas consideragdes, conhecidas na literatura
como equimolal overflow, implicam que as vazdes de liquido e vapor ao longo de cada seccio
(esgotamento e retificacdo) da coluna sejam constantes e que ndo hi necessidade de uma
equacdo de balango de energia para cada prato.

Serdo utilizadas neste estudo trés colunas propostas por Skogestad e Morari (1988), ¢
cujas condicoes de operacdo sdo detalhadas na Tabela 4.1. A coluna A tem como caracteristica
principal ser de média pureza no topo e no fundo, a coluna C é de baixa pureza no topo e de
alta pureza no fundo. Ja a coluna G ¢ de altissima pureza tanto no topo quante no fundo. Os

pratos estdo numerados de maneira que o refervedor é o prato 1 e o condensador o prato N.
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Tabela 4.1 - Especificacdes e condi¢bes operacionais das colunas A, Ce G

Alimentacdo

>

k4

Coluna A C G
Numero de Componentes 2 2 2
Nuamero de Pratos 41 41 81
Prato de Alimentagio 21 ' 21 40
Vazdo de 1,0 1,0 1,0
Alimentagdo(Kmol/min)
Composi¢do Molar da 0,5 0,5 0,5

2

Condicdo da Alimentacdo

Liquido Saturado

Liquido Saturado

Liquido Saturado

Volatilidade Relativa 1,5 1,5 1,5
Composi¢do Molar do Destilado 0,99 0,90 0,9999
Composi¢cdo Molar do Fundo 0,01 0,002 0,0001
Vazio de Destilado (Kmol/min) 0,500 0,555 0,500
Vazio de Refluxo (Kmol/min) 2,706 2,737 2,635
Condensador Total Total Total
Refervedor Equilibrio Equilibrio Equilibrio

51

Nas simulagdes o nimero de pontos internos de colocagio » em cada secgo foi variado

de dois a cinco, sendo utilizada a subrotina COSPBF da biblioteca NAG para a resolugdio do

sistema de 2(n + 2) + 3 equagbes algébricas ndo-lineares, através do Método Hibrido de

Powell (1970}. A recomposicio do perfil prato-a-prato sera obtida atraveés de Interpolagio de

Lagrange. Um diagrama de blocos simplificado do Programa ¢ apresentado na Figura (4.9).

Tanto para a coluna A quanto para a C foi utilizado apenas um elemento por secgio da

coluna (NE = 1). As Figuras (4.10.a,b,c) e as Tabelas (4.2) e (4.3) comparam os perfis de

composigiio no estado estacionario do modelo reduzido com ¢ prato-a-prato para a coluna A

A concordancia entre os dois modelos é muito boa com n = 3, e com » = 5 as duas curvas que

representam os perfis praticamente se confundem, sendo o somatorio do erro quadréatico entre

os dois perfis muito pequeno.
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INiCIO

r

LEITURA DAS CONDICOES OPERACIONAIS
: DA COLUNA

y

ESTIMATIVA INICIAL DC PERFIL
DE COMPOSIGAC

DETERMINACAQO DOS PONTOS DE COLOCACAO

DETERMINACAO DAS PRIMEIRAS DIFERENCAS
FORWARD e BACKWARD DO POLINOMIAL /, (s, )

RESOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES
ALGEBRICAS NAO-LINEARES PELO
METODO HiBRIDO DE POWELL

A

INTERPOLACAQ LAGRANGEANA
PARA RECOMPOSICAO DO PERFIL
PRATO-A-PRATO

y

IMPRESSAO DOS RESULTADOS

b 4

FimM

Figura 4.9 - Diagrama de blocos simplificado do programa de simulagdo em regime

estacionario



Captulo 4 - Aplicacda dos Polindmios Ortogonais Discretos d Modelagem e Simulacdo de Processos de Separacdo por Estdgios

FRAGAO MOLAR DE LIQUIDO

1.00

c.80

G.60

0.40

0.20

Coluna A A
Estado Estacionario A

y
7
o .:44/
% ,-;7//
5 /
| /
// i modelo prato-a-pratn
// i~ — — modeio reduzido {n = 3)
5 10 15 20 25 30 3 40
PRATO

Figura 4.10.a - Comparacio entre os perfis estacionarios obtidos pelos modelos

FRAGAO MOLAR DE LIQUIDO

prato-a-prato e reduzido (# = 3) para a coluna A

1.00

0.80

0.60

0.40

Q.20

Coluna A
Estado Estaciondrio

- e
,‘/‘/ //

J— o

———  modelo prato-a-prato
B ) 'y . — — — modelo reduzido {n=4}
S
_ s
g
5 10 2 25 3 3k 40

PRATO

Figura 4.10.b - Comparagéo entre os perfis estacionarios obtidos pelos modelos

prato-a-prato e reduzido {( = 4) para a coluna A
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1.00 o
_ 7
Coluna A /
Estado Estacionaric Vs
080 —
: /
o] )
< ) %
3 . 4
a - /
. 7/
w 0.60 - /_,-'
e g
< 4
~ S
O /
i 040 — /
}zt}. _,-'/
A /
- //
020 V4 |~ modelo pratoa-prato
. /s [o= =~ modelo reduzide (n=5)
oo0 —— - T T T T
B 10 15 20 25 30 35 40
PRATO

Figura 4.10.c - Comparaciio entre os perfis estacionarios obtidos pelos modelos

prato-a-prato e reduzido (# = 5) para a coluna A

Tabela 4.2-Comparagio entre os tempos de CPU para a coluna A

Tempo de CPU (segundos)*

niimero de pontos internos de | modelo prato-a-prato |  modelo reduzido

colocagdo (n )

3 0,44 0,05
4 0,44 0,05
5 0,44 0,1

*PC 486 DX4 100MHz
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Tabela 4.3 - Comparacdo entre os erros e percentagem de redugdo

de ordem para a coluna A

numero de pontos internos de | somatorio do erro quadratico reducio de ordem (% )
colocagio (n) enire os dois modelos
3 15x10° 68
4 40x 107 63
5 1,2x 10" 58

A concordéncia entre os perfis também ¢ excelente para a coluna C, como pode ser visto
nas Figuras (4.11.a,b,¢) e na Tabela (4.3), sendo notavel a capacidade do modelo reduzido em

representar o pinch existente na alimentacio.

1.20
- Coluna C
Estado Estacionario
/t
o 080 — / :
] / :
>
o S
- -
ul #
£ /
% .40 — /—',d//
Q
= s
o] - 7
L -
(&) -
<
o ——
- 0.00 -~ s
‘ e TTO0EI0 prato-a-prato
- - -~ modelo reduzido {n=3}
-0.40 T T ;
] 190 15 20 25 30 35 40
PRATO

Figura 4.11.a - Comparacfo entre os perfis estacionarios obtidos pelos modelos

prato-a-prato e reduzido (» = 3) para a coluna C
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FRAGAQ MOLAR DE LIQUIDO

Figura 4.11b - Comparac¢do entre os perfis estacionarios obtidos pelos modelos

FRAGAO MOLAR DE LIQUIDO

Figura 4.11.c - Comparac8o entre os perfis estacionarios obtidos pelos modelos

1.00

0.80

0.60

0.40

0.20
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Estado Estacionario

/
~ ////
—
‘ /
L ,/ s (r¥3et0 prato-a-prate
7 .~ — — modelo reduzido (n=4)
5 10 5 70 25 30 35 40
PRATO

prato-a-prato e reduzido (n# = 4) para a coluna C

1.00

$.80

.60

G.40

C.20

c.o0

Coluna C
Estado Estacionério

i /
: /
-_— ) /
//
i "/' :
_ /
: —e roitielo prato-a-prato
/’/ — = = modelo reduzido (n=5)
= . Ve
" /)/
5 10 185 2.0 a5 SO 35 40
PRATQ

prato-a-prato e reduzido (» = 5) para a coluna C
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Tabela 4.4 - Comparacdo entre os tempos de CPU para a coluna C
Tempo de CPU (segundos)*

nimero de pontos internos de | modelo prato-a-prato | modelo reduzido

colocagdo (n)

3 0,49 0.05
3 0,49 0.05
5 0,49 0.05

*pPC 486 DX4 100MHz

Tabela 4.5-Comparacio entre os erros e percentagem de reducio de ordem para

a coluna C
numero de pontos internos de | somatorio do erro quadratico reducdo de ordem ( % )}
colocacio (1) entre os dois modelos _
3 1,8 x 107 68
4 45x% 10" 63
5 1,1x10* 58

Ao contrano das colunas A e C, para a coluna G o modelo reduzido nfo apresentou boa
convergéncia quando foi utilizado como estimativa inicial um perfil linear de composigio. A
razio para isto € que o perfil de composi¢io desta coluna apresenta regides onde a variago de
composigdo € bem pequena e outras onde a variacdo € bastante acentuada; com isso a
discrepancia entre o perfil linear da estimativa inicial e o perfil real da coluna é muito grande.
Para tentar contornar este problema, uma nova estimativa inicial, baseada na solugdo do
modelo prato-a-prato, foi feita. Com esta nova estimativa o modelo convergiu sem problemas,
mas como pede ser visto nas Figuras (4.12a,b,c) os resultados ndo foram satisfatérios, com
varias oscilagdes no perfii € composi¢Ses menores que zero ¢ maiores que um, principalmente
nas regides proximas aos extremos da coluna. A causa deste comportamento oscilatorio € que

como o perfil de composi¢do em cada secgfo apresenta uma regigo plana seguida de uma
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regido ingreme, é impossivel descrever este tipo de perfil com um tnico polindmio por secgéo.
Para tentar solucionar isto cada seccdo da coluna foi dividida em dois elementos finitos, como
ilustrado na Figura (4.13). Cada elemento foi dimensionade com um nimero de pratos igual a
metade do numero de pratos de sua secgio, o primeiro elemento da sec¢do de esgotamento
engloba os pratos de nimero 2a 20 e o segundé os de namero 21 a 39. O primeiro elemento
da seccdo de retificacio engloba os pratos de niimero 41 a 60 e o segundo os de numero 61 a

80.

1.20
_ Coluna G };_i_:;w
Estado Estaciondrio /
S
O 0.80 —
[
:3 :.,
g
i -
w /7
a e
% 0.40 — yd
o) Vs
= J
2 1 J/
(&3
g - |
e 0.00 e - ~ s [TOCQEG prato-a-prato
‘ T ! — — ~  modelo reduzida (=3}
0.40 _ .
10 20 30 40 50 50 70 80
PRATO

Figura 4.12.a - Comparacido entre os perfis estacionarios da coluna G obtidos pelos

modelos prato-a-prato e reduzido (NE=1e#n=3)
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FRACAO MOLAR DE LiQUIDO

Figura 4.12.b -

FRAGAO MOLAR DE LIQUIDO

Figura 4.12.c -

1.20
- e TR o]
: Coluna G /
| Estado Estacionario s
0.80 —
s
i /;;
0.40 —
'_,/// —  rxdeio completo
600 ——mm e = — — —  modeio reduzido (n=4)
-0.40 : 7
10 20 30 40 50 &0 74 80
PRATC

Comparagdo entre os perfis estacionarios da coluna G obtidos pelos

modelos prato-a-prato e reduzido (NE = 1 e n = 4)

1.00 — e
Vs
o Coluna G /
. Estado Estacionaric
0.80 —
060 —
0.40 —
i ——— modelo prato-a-prato
= - medeio reduzido (r=D)
Q.20 —
0.00 e ‘/

10 20 30 50 &0 70 80

40
PRATO
Comparacdo entre os perfis estacionarios da coluna G obtidos pelos

modelos prato-a-prato e reduzido (NE=1en=15)
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Praduto de Topo

Condensador [ }———’

T J. Secgdo
de
Retificagdo
Correnta de Alimentagio T l

—~>{ I Prato de Alimentacio

Seccdo
T i de
Esgotamento

L]

. 4 Praduts de Fundo
Refervedor I l—__’

Figura 4.13-Formulaggo da coluna com dois elementos por secgio (NE = 2)

As Figuras (4.14.a,b.c) e a Tabelas (4.6) e (4.7) comparam o perfil do modelo reduzido
com dois elementos por secgdo com o perfil obtido pelo modelo prato-a-prato. A concordincia
entre os modelos com n = 5 € excelente, mesmo utilizando como estimativa inicial um perfil
linear de composi¢io, com uma redugdo no numero de equagdes na ordem de mais de 60% e

com um tempo de CPU quase seis vezes menor.
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FRAGCAQC MOLAR DE LIQUIDO

Figura 4.14.a -

FRAGAC MOLAR DE LiQUIDO

Figura 4.14.b -
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Comparacdo entre os perfis estacionarios da coluna G obtidos pelos

modelos prato-a-prato e reduzido ( NE=2en=3)
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Comparagio entre os perfis estacionérios da coluna G obtidos pelos

modelos prato-a-prato e reduzido ( NE =2 e n = 4)
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Figura 4.14.c - Comparag¢do entre os perfis estacionarios da coluna G obtidos pelos

modelos prato-a-prato e reduzido (NE=2en=15)

Tabela 4.6-Comprag¢do entre os tempos de CPU para a coluna G

numero de pontos internos de

colocagdo (n)

Tempo de CPU (segundos)*

modelo prato-a-prato

modelo reduzido

3 1,59 0,55
4 1,59 0,82
5 1.59 0,27

*PC 486 DX4 100MHz

Tabela 4.7-Comparagio entre os erros e percentagem de redugéo de ordem

para a coluna G

62

numero de pontos internos de

colocagdo ( n )

somatoério do erro quadratico

entre os dois modelos

redugido de ordem { % )

3 8,1x10° 72
4 1,6 x 10* 67
5 3,4x% 107 62
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4.3.2 Caso 2 - Simulagao de Colunas Binarias Ideais em Regime Transiente

A proposta do estudo deste caso € primeiramente verificar a capacidade do modelo
reduzido em descrever as respostas dinimicas do sistema quando submetido a perturbagdes. E
analisado também a habilidade do modelo em descrever os atrasos de tempo decorrentes da
hidraulica dos pratos.

Serdo feitas as mesmas consideragdes simplificadoras do Caso 1. No entanto, as vazdes
de liguido ndo serdo as mesmas, pois elas sio fungfo da hidraulica do prato. Sera utilizada a
seguinte expressdo para relacionar o actimulo de liquido no prato (M) com a vazfo de liquido

que deixa o prato (L))

- (4.52)

onde:
L;: Vazio de Liquido no prato j num instante 7
Lg;: Vazio de Liquido no prato j no estado estacionario
M; : Acimulo Molar de Liquido no prato j num instante ¢
My, : Acumulo Molar de Liquido no prato j no estado estacionario
7: Constante hidraulica do prato
Sera assumido que todos os pratos sdo idénticos, com isso a constante hidraulica do
prato pode ser calculada pela seguinte relagio (Skogestad e Morari, 1988):

M, M,

=ML (4.53)

onde :

{
o
X

il
M::
<

(4.54)

~

.
|
—

Sera desprezado o actmulo de vapor , assim como o atraso de tempo na linha de vapor
gue vai do topo da coluna para o tambor de refluxo e da linha de refluxo que retorna ao hltimo
prato da coluna. Também nfo serfc consideradas as dindmicas do condensador e do
refervedor, pois a resposta dindmica destes ¢ bem mais rapida que a da coluna em si, sendo
considerado o controle perfeito do nivel.

Serdo utilizadas neste estudo as mesmas trés colunas abordadas no Caso 1, cujas

condigbes operacionais sdo detalhadas na Tabela (4.1). O acimulo de liquide em cada prato no
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estado estacionario serd considerado My = 0,5 Kmol e o do refervedor ¢ do condensador
My = Mp = 0,5 Kmol, para as trés jcoiunas.

Na simulago dindmica, o niimerc de elementos NE por secgdo € o nimero de pontos
internos » por elemento para cada coluna foram determinados a partir da solugdo estacionaria,
ou seja, foram escolhidos os valores de NE e n que melhor aproximaram o perfil de
concentra¢@o no estado estacionario. A Tabela (4.5) apresenta o valor destes pardmetros para

cada coluna.

Tabela 4.8-Numero de elementos por secgio e de pontos de colocagio

por elemento para cada coluna

Coluna NE n
A 1 5
C 1 5
G 2 5

No procedimento de calculo, a cada instante 7 s3o conhecidos todos 0s acimulos de
liquido M; e todas a vazdes molares de liquido 4. Com isso o programa segue as seguintes
etapas:

1)As vazdes molares de vapor v em cada ponto de colocagio j sdo calculadas pela
relagdo de equilibrio (4.51)

2)As vazdes de liguido sdo calculadas pela equagdo (4.52)

3)As equagdes diferenciais sdo integradas no tempo e o passo 1 € repetido até o tempo

final de integragio ¢

Como o sistema de equacgdes diferenciais que compde o modelo dindmico da coluna
apresenta um caracteristica rigida, foi utilizado o algoritmo de integragfio numérica implicita
LSODES. O diagrama de blocos simplificado do programa esta representado na Figura 4.15.

Para testar a capacidade do modelo reduzido de representar o comportamento dindmico
do sistemna, foi aplicada primeiramente uma perturbag¢do do tipo degrau na vazio de refluxo de
cada uma das colunas estudadas ¢ as respostas dindmicas em malha aberta foram comparadas
com as do modelo pratc-a-prato. As Figuras (4.16.a,b), (4.17.a,b) e (4.18.a,b) comparam as

respostas da concentragéo de liquido no fundo e no topo de cada coluna a um acréscimo de
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0,1 Kmol/min na vazdo de refluxo. A Tabela (4.6) compara os tempos de CPU requeridos para

cada modelo.

INICIO

h 4

LEITURA DAS CONDICOES OPERACIONAIS
DA COLUNA

I

LEITURA DO PERFIL ESTACIONARIO

y

DETERMINACAQ DOS PONTOS DE COLOCACAD

DETERMINAGAO DAS PRIMEIRAS DIFERENGAS
FORWARD e BACKWARD DO POLINOMIAL |, (s, }

|
¥

INTEGRAGAQ DO SISTEMA DE EQUACOES
DIFERENCIAIS PELO ALGORITMO
LSODES

NAD

SIM

INTERPOLACAO LAGRANGEANA
PARA RECOMPOSIGAO DO PERFIL
PRATO-A-PRATO

Y

IMPRESSAD DOS RESULTADOS

h i

FiM

Figura 4.15-Diagrama de blocos simplificado do programa de simulacio dindmica
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Figura 4.18.a - Resposta dindmica da composicio do produto de fundo da coluna G

a uma perturbagdo de 0,1 Kmol/min na vazio de refluxo
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Tabela 4.9-Comparag¢io entre os tempos de CPU

Tempo de CPU (segundos)*
Coluna modelo prato-a-prato | modelo reduzido
A 1,3 0,5
C 1,é 0,6
G 4.4 1,2
*SUN SPARCstation 20
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Com a finalidade de analisar a capacidade do modelo reduzido em reproduzir o atrasos

de tempo devido a hidrodindmica dos pratos, foi estudada também a parte inicial da resposta

em malha aberta. As Figuras (4.19.a,b,c) comparam as respostas da concentragio de liquido no

fundo de cada coluna a um acréscimo de 0,1 Kmol/min na vazdo de refluxo. Percebe-se que o

modelo reduzido consegue descrever com precisdo os atrasos de tempo, sendo que as

diferencas entre entre os dois perfis é exatamente o erro entre os dois modelos na simulacio

estacionaria, cujo valor em termos de ordem de grandeza € desprezivel.

FRAGAO MOLAR DE LIQUIDO

Figura 4.19.a - Resposta dindmica inicial da composigiio do produto de fundo da

0.0180

00180

0.0140

coluna A a uma perturbacio de 0,1 Kmol/min na vazio de refluxo
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— — — modeio reduzido
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TEMPO (min)

8.00
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Figura 4.19.c-Resposta dindmica inicial da composigdo do produto de fundo da

coluna G a uma perturbagio de 0,1 Kmol/min na vazdo de refluxo
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Por fim, foram comparadas as respostas dindmicas dos dois modelos quando submetidos
a uma perturbagdo do tipo degrau na vazdo de vapor que sai do refervedor. As Figuras
(4.20.a,b), (4.21.2,b) e (4.22.a,b) comparam as respostas da concentragéo de liquido no fundo
e no topo de cada coluna a um acréscimo de 0,1 Kmol/min na vazio de vapor. A Tabela (4.10)
compara os tempos de CPU consumidos para cada modelo. Novamente foi observada uma

grande concordincia entre os modelos, tanto na resposta dindmica quanto no novo estado

estacionario.
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Figura 4.20.a - Resposta dindmica da composi¢io do produto de fundo da coluna A

a uma perturbacéo de 0,1 Kmol/min na vazdo de vapor
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Figura 4.22.b - Resposta dindmica da composigio do destilado da coluna G

a uma perturbacio de 0,1 Kmol/min na vazdo de vapor

Tabela 4.10-Comparac@o entre os tempos de CPU

Tempo de CPU (segundos)*
Coluna modelo prato-a-prato | modelo reduzido
A 1.1 0,4
C 0.8 0.4
G 3.0 0,9

*SUN SPARCstation 20
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4.3.3 Caso 3 - Simulagcido de uma coluna depropenizadora em regime

estacionario

No caso 1 foi testada a eficiéncia do modelo reduzido em descrever com precisio os
perfis de composi¢io de colunas de destilagdo binaria, com volatilidade relativa e vazbes
molares constantes. Neste caso o estudo sera estendido a uma coluna mais real, onde o balango
de energia nfio pode ser desprezado e que apresenta uma relagéio de equilibrio-liquido vapor
mais complexa, e sera analisada a capacidade do modelo em representar os perfis de
composi¢do e temperatura da coluna.

A coluna utilizada no estudo serd um separador de propeno-propanc descrito por
Seferlis e Hrymak (1994). Este tipo de coluna caracteriza-se pelo elevado nimero de estagios,
devido a baixa volatilidade relativa entre os dois componentes, e por elevadas razdes de

refluxo. As especificagdes e condi¢des operacionais sdo apresentadas na Tabela (4.11).

Tabela 4.11-Especificacdes do separador de propeno-propano

Numero de pratos 175
Prato de alimentagio 61
Composic¢io da alimentagdo propeno: 00,8973
propano: 0,1027
Vazdo de alimentagio (Mmol/d) 1,0734
Temperatura da alimentacgdo (°C) 46,11
Pressdo de operacdo (kPa) 1860,60
Razdo de refluxo 19,7
Vazdo de destilade (Mmol/d) 0,965
Tipo de refervedor equiilibrio
Tipo de condensador equilibrio

Por tratar-se de uma mistura de hidrocarbonetos foi escolhido 0 modelo termodinamico
Peng-Robinson para representar o equilibrio liguido-vapor, sendo utilizado o pacote de

propriedades termodindmicas desenvolvido por Zemp (1995).
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A exemplo do casol foram utilizados perfis lineares de composigéo, vazio e temperatura
como estimativas iniciais € o sistemé de equacdes ndo-lineares fo1 resolvido pelo método
Hibrido de Powell (1960), com uma tolerdncia igual a raiz quadrada da precisfc da maquina.
Como modelo prato-a-prato foi utilizado o cddigo desenvolvido por Fredeslund et af (1977),
que utiliza 0 metodo de Naphtali e Sandholm (197 1), com a substituigdo do modelo
termodindmico de UNIQUAC para Peng-Robinson.

Na simulagdo com o modeio reduzido foi utilizado apenas um elemento por secgio € o
nimero de pontos internos de colocacdo em cada elemento foi variado de trés a oito. A methor
concordancia entre os dois modelos foi obtida quando foram utilizados seis pontos internos na
seccdo de esgotamento. As Figuras (4.23.a,b,c) comparam os perfis obtidos com o modelo
prato-a-prato e os obtidos pelo modelo reduzido com seis pontos mternos na secgdo de
esgotamento e seis, sete e oito, respectivamente, para a secgio de retificacdo. A concordincia
entre 0s dois modelos é muito boa quando sfo utilizados seis pontos na secgio de esgotamento
e oito na de retificacdo, como pode ser observado na Figuras 4 23c e 424 . A Tabela 4.12

compara o nimero de equagdes dos dois modelos e o tempo de CPU requerido por cada um.

1.00 - —
\ f model prato-aprate | -7 !
Y ; i I
- S, o modale reduzido -
o caHs
»‘/‘ ‘/
0.80 — ’
]
Q _
=
o
3
o 060 —
[w] -
% ) \(:} . v
g /,_/ ).I\\
o 0.40 —
. :
0 i
= _
x -
iL N
0.20 —
- ™~ c3Ha
/".. ™~
e e
0.00 = ‘ i
40 80 120 160

PRATO
Figura 4.23.a - Comparagio entre os perfis obtidos pelos solucgo prato-a-prato € ©
modelo reduzido com »=6 na secco de esgotamento e 7 = 6 na de

retificagio
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Figura 4.24 - Comparac@o entre os perfis de temperatura obtidos pela solugio prato-a-prato e

o modelo reduzido com #2=6 na secg¢o de esgotamento e # = 8 na de retificaciio

Tabela 4.12-Comparag¢do entre os tempos de CPU e o numero de equagdes requeridos

pelo modelo prato-a-prato e pelo modelo reduzido (e =6 enr = 8) na

simulag@o estacionaria do separador de C;

modelagem numero de equacdes do Tempo de CPU (segundos)*
modelo
prato-a-prato 875 1337
reduzida 105 874

*PC 486 DX2 66 Mhz
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5. Conclusdes e Sugestoes

5.1 Conclusdes

O objetivo basico do presente trabalho foi a construgio de modelos reduzidos para
sistemas de separagdo por estagios. Para tal foi desenvolvida, a partir da teoria dos pelindmios
ortogonais discretos, uma metodologia de redugio de ordem que unificou em torno de um
tratamento matematico semelhante a aplicagio do método da colocagio tanto para a solugio
de equacdes diferenciais quanto para equagdes as diferengas.

Os modelos reduzidos para colunas de destilagio obtidos a partir da aplicagdo desta
metodologia, além de preservarem a natureza discreta das equagtes dos modelos prato-a-
prato, apresentam um equacionamento mais simples e mais compacto que os demais moedelos
de ordem reduzida encontrados na literatura.

Os resultados das simulagdes demonstram uma concorddncia muito boa, tanto em regime
estacionario quanto dinamico, entre a modelagem reduzida e a prato-a-prato, sendo notavel a
capacidade dos modelos reduzidos em representar os atrasos de tempo devido 4 hidrodindmica
dos pratos.

A reducgio no nimero de equacdes foi bastante consideravel, principalmente nas colunas
com grande numero de estagios, como por exemplo a coluna G e o separador de C3, onde
foram obtidas reducdes na ordem do sistema de 62% e 88%, respectivamente.

Quanto a questic do tempo computacional, os modelos reduzidos obtiveram uma
reducdo de at€¢ 90% no estado estacionario e 72% no regime dindmico em relagio ac modelo
prato-a-prato, o que viabiliza a sua aplicagio em problemas que envolvam otimizagio e
controle de processos.

A divisdo de cada secgdo da coluna em elementos finitos mostrou-se bastante adequada
para representar o comportamento de colunas onde os perfis de concentracio apresentam
regiGes onde a variagio de composicio ¢ bem pequena e outras regides onde a variagio €
bastante acentuada, como € o caso da coluna G.

Uma das dificulades encontradas na utiliza¢do, nfioc s6 dos modelos reduzidos
desenvolvidos neste trabalho, mas em geral de todos os modelos reduzidos que sdo baseados
no método da colocagdo ortogonal, € a auséneia de uma regra geral para determinagdo do

nimero de pontos de colocagdo ideal para a obtengfio da melhor aproximagdo dos perfis da
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coluna, sendo que na maioria das vezes este namero de pontos ¢ obtido por métodos de
tentativa e erro.

N#o ha vantagem na utilizagdo dos modelos reduzidos para colunas com menos de 20
pratos, pois como a propria estrutura do modelo de ordem reduzida requer que sejam
utilizados (» + 2) pontos de colocagio por elemento mais as equagdes do refervedor, do prato
de alimentagio e do condensador, a redugdo no nimero de equagdes e no tempo

computacional para estas colunas é minima, sendo preferivel a utiliza¢io dos modelos

prato-a-prato.

5.2 Sugestdes para Trabalhos Futuros

e Estender o estudo feito neste trabalho para colunas de destilagdo multicomponente.

e Desenvolver uma metodologia que determine o menor numero de elementos finitos e de
pontos de colocagiio no modelo reduzido que resulte numa melhor aproximacio do modelo
prato-a-prato.

e Aplicagio dos modelos reduzidos desenvolvidos neste trabalho a problemas de otimizagéo

on-line, controle preditivo com modelo e controle 6timo no tempo.
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Apéndice

Calculo dos Zeros dos Polindmios de Hahn

Para construir o algoritmo para o calculo dos zeros dos polinémios de Hahn p,.(x) definidos

por (3.26), isto €, dos polindmios B s )(x,N) normalizados de tal modo que o coeficiente

do termo em x” ¢ igual a 1, parte-se da relagio de recorréncia (3.34), que aqui é colocada na

forma:

b= (x"‘gj )pj—f— hjpj~2 > (A1)

com;

&

] {(a +B)(B+ DN -1+ }

:(a+,8+2j)(a+ﬁ+2j—2) +(j-Yfa+p+jfa~B+2N-2)

(A.2)

N _U-a+i-DB+j-Na+B+N+j-a+p+j- YN~ j+1)
(a+p+2j-Na+p+2j-2) (@+p+2j-3)

(A.3)
De (A 1) obtém-se para as derivadas:
pi={x-g)p,, +p, ., ~h D, . (A4)
De acordo com a condigdio de normalizac8o tem-se:
P =1 . Pe=0 . (A.5)

sendo que, para iniciar a iterac3io, se tem:

p.,=p., = qualguer valor .
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Por outro lado, de (A 2) ¢ (A.3) tem-se;

N- -
gzm%%); (Para a:ﬁjg;:%’{) > (A.6)
b0 - n WD+ 1B+ Na+ B+ N+1) (A7)
1 C (@+p+2) (a+p+3) ' '

Seguindo o algoritmo proposto por Villadsen e Michelsen (1978), para calcular as raizes de

p,(x) =const x *")(x, N),

procede-se do seguinte modo:

- Comecgando-se com x=0 e usando-se o método de Newton

P+ i P (x(f))
X9 gl - (x;)) ) (A.8)

obtém-se a raiz x; mais proxima de 0

- Para calcular a segunda raiz x;, parte-se do polinémio quociente

g (¥) :gz_%l (A.9)

ow

Ing, (x)=hp,(x)-in(x-x)
ou.
d d d
_]”qn«;(x)xginpn(x)_g;in(x"x:) >

dx

oul
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q;—:(x) - p,:(x) 1
0.(x)  p.(x) (x-x,) - (A.10)

Entdo tem-se:

Gy ) q"‘l(x‘(;))

x2 2 —W——z. >
‘Z:-;(xg)
ou, atendendo-se a (A.10):
MY/ 4y (f)]
_ , pAx;" ) plx
xgw} _ xé') 3 I (2 ) (2) _ (A.11)

P o A P R

A iteragdo (A.11) € iniciada com um valor
Pac) 4
S = X, + € ,eom =107,

- Da mesma maneira, uma vez calculadas as raizes xj, x5, ..., X (k<n1j, para calcular a raiz x;.;

fem-se

pa(xi) pifxd0) (A12)

S[ret )]

=1

(e} __

E+l xglf - _
f-[p,,(xs;z;)l,fp,:(xyzf)]{

Como se vé, o calculo das raizes de p,(x) pressupde calculos sucessivos de p.(x) e de p, (x)

para diferentes valores de x, usando as relages de recorréncia (A.1) e (A.4).




