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Resumo

Processos que envolvem escoamentos de fluidos no interior de dutos estao presentes em
muitas aplicagoes industriais. Na industria petroquimica um desses processos que vem
se tornando cada vez mais importante é o craqueamento catalitico de fragoes pesadas
do petroleo, ja que as converte em fracoes leves e mais nobres. Por causa da crescente
demanda mundial por gasolina e GLP e a sua alta rentabilidade para uma refinaria de
petréleo, unidades de craqueamento catalitico em leito fluidizado (FCC) estao presentes
em todo o mundo. Testes experimentais costumam ser usados no estudo dos fenomenos
envolvidos nesse processo. Porém esse tipo de andlise possui alto custo, que pode ser
reduzido com o uso de simulagdes computacionais em seu estudo inicial. Assim, o obje-
tivo deste trabalho foi desenvolver um modelo tridimensional e eliptico, em linguagem
Fortran, capaz de fornecer dados para a analise preliminar de escoamentos no interior
de reatores de FC'C. Na modelagem desses problemas sao usadas equacoes diferenciais
parciais, e essas nao possuem solugao analitica conhecida, sendo necessario o emprego
de métodos numéricos para esse fim. Neste trabalho foi usado o Método dos Volumes
Finitos, que tem a funcao de substituir as equacoes diferenciais parciais por equagoes
algébricas aplicadas a pequenos volumes de controle finitos pertencentes ao dominio.
Uma das maiores dificuldades encontradas no tratamento numérico de escoamentos in-
compressiveis é a determinacao de um campo de pressao que satisfaga a Equacao da
Continuidade. Esse problema foi resolvido fazendo-se uso da abordagem acoplada de
solugao. Para andlise do modelo foram obtidos perfis numéricos de velocidade e pressao
para fluidos escoando em regimes laminar e turbulento, que foram validados usando-se
os dados obtidos com a solucao analitica das equagoes, por correlagdes (semi-) empiricas
ou por dados experimentais, conforme cada um dos casos. Notou-se que o modelo re-
presenta muito bem casos laminares, e que nos casos turbulentos foi necessario um
maior refino da malha proximo a parede do tubo. Também foram feitas simulagoes
para que se pudessem observar as caracteristicas tridimensionais, elipticas e transientes
da modelagem do escoamento. De maneira geral o modelo se mostrou bastante rapido,

convergindo em poucas iteragoes.

Palavras-Chave: Fluidodinamica computacional; dutos cilindricos; modelo tridimen-

sional e eliptico; método dos Volumes Finitos; solucao acoplada; turbuléncia.



Abstract

Processes involving fluid flow in tubes are present in many industrial applications.
In petrochemical industry one of these processes that are becoming more and more
important is the fluid catalytic cracking of heavy petroleum fractions. This fact is due
to the process capacity to convert heavy fractions in light and valuable ones. Because
of the increasingly worldwide demand for gasoline and LPG and its high yield for a
petroleum refinery, fluid catalytic cracking (FCC) units are present in the whole world.
Experimental tests are used in the study of the phenomena involved in this process.
However this kind of analysis has high cost which can be reduced by using computational
simulations in its initial study. Thus, the aim of this work was the development of a
three-dimensional and elliptical model in Fortran language in order to provide data
for fluid flow preliminary analysis in FCC reactors. Partial differential equations were
used in the modeling of these problems. These equations do not have known analytical
solution, being necessary therefore the use of numerical methods. In this work the
Finite Volume Method were applied with this purpose. This method has as a role to
substitute the partial differential equations of the model for algebric equations applied
to small finite control volumes of the domain. One of the biggest difficulties found in
the numerical treatment of incompressible fluid flows is the determination of a pressure
field that satisfies the Continuity Equation. This problem was solved using the coupled
solution approach. For model analysis, numerical velocity and pressure profiles for
laminar and turbulent flows were obtained, that had been validated using the data
obtained through the analytical solution of the equations, by empirical correlations or
by experimental data, according to each one of the cases. The model represented well
laminar cases, and in the turbulent ones the mesh had to be more refined near the tube
wall. Other simulations were performed in analyzing the three-dimensional, elliptical
and transient model characteristics. In general, the model was very fast, converging in

a few interations.

Keywords: Computational fluid dynamic; cylindrical ducts; three-dimensional and

elliptical model; Finite Volume Method; coupled solution; turbulence.
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Capitulo 1
Apresentacao

O escoamento de fluidos é um fendmeno de extrema importancia para os en-
genheiros, ja que esta presente na maior parte das aplicagoes industriais, onde o escoa-
mento no interior em tubos circulares é, sem divida, o mais comum deles. O estudo
desses fenomenos pode ser feito experimentalmente, porém o alto custo que costuma
estar envolvido nessa pratica em determinados casos, tem impulsionado o uso de si-

mulacoes computacionais em sua andlise preliminar.

O intuito deste trabalho foi desenvolver uma ferramenta préatica e completa,
em linguagem Fortran, para o estudo de processos envolvendo escoamentos de fluidos
no interior de tubos cilindricos. Sua principal motivagao, no entanto, foi o estudo do
processo de craqueamento catalitico em leito fluidizado (FCC) em refinarias de petréleo,
ja que, por converter residuos da destilacao em produtos com maior valor agregado, é
um processo comercialmente e ambientalmente muito importante. Existem atualmente
pacotes comerciais capazes de realizar simulagoes desse tipo de escoamento. Porém o
desenvolvimento de um simulador proprio traz vantagens como a maior rapidez nas
simulagoes, por resolver um problema especifico, e a facil implementacao de novos

modelos nao presentes nos softwares comerciais.

O modelo matematico que descreve o escoamento, neste trabalho, é tridimen-
sional, eliptico e transiente. Para isso foram consideradas todas as componentes do
vetor velocidade e os termos difusivos e temporais presentes nas equacoes de Navier-
Stokes. Também nao foram impostos planos de simetria no dominio do problema.
Outra caracteristica é a flexibilidade na definicao da condicao de entrada para a ve-
locidade, permitindo a realizacao de simulagoes de escoamentos com diferentes perfis

de velocidade de entrada. Dessa forma, o modelo desenvolvido permite uma anélise



bastante completa do problema, possibilitando variagoes no sistema de alimentacao do
reator, bem como um estudo mais detalhado do escoamento em sua regiao de entrada,

de processos de recirculagao e formagao de vortices.

As equacoes do modelo foram aproximadas numericamente usando-se o Método
dos Volumes Finitos, e o sistema de equacoes foi entao resolvido para todas as variaveis
simultaneamente, usando-se abordagem acoplada de solugao. Foram usadas malhas
de discretizacao estruturadas uniformes ou nao. As fungoes de interpolagao upwind e
diferencas centrais foram empregadas para que as variaveis estivessem arranjadas de
maneira co-localizada, e essas foram interpoladas temporalmente usando-se formulagao
totalmente implicita. Para escoamentos turbulentos foi adotado o conceito de viscosi-
dade turbulenta, que foi calculada a partir da teoria de comprimento de mistura de
Prandtl.

Nos capitulos seguintes o presente trabalho sera detalhado de acordo com a
seguinte estrutura: no Capitulo 2 é apresentada a revisao da teoria necessaria a sua
compreensao; em seguida, no Capitulo 3, sao mostradas as equacoes diferenciais e
algébricas usadas na modelagem do escoamento; o Capitulo 4 traz detalhes do trata-
mento numérico das equagoes diferenciais e o desenvolvimento do cédigo em questao;
por fim, sao mostradas as simulagoes realizadas para fluidos em diferentes regimes de

escoamento, bem como, a andlise dos resultados e conclusées (Capitulos 5 e 6).



Capitulo 2
Revisao Bibliografica

A seguir sera feita uma revisao de assuntos e conceitos pertinentes a com-
preensao deste trabalho. A Secado 2.1 é dedicada a descricao do processo de craque-
amento catalitico em leito fluidizado (FCC) em risers, bem como a geometria desse
tipo de reator e suas condigoes de operacao. Apesar de haver, neste capitulo, um
topico (Segao 2.2) referente ao processo de fluidodinamica computacional (CFD), hé
um capitulo (Capitulo 4) destinado exclusivamente ao detalhamento da solu¢do do
problema, incluindo a descricao dos métodos numéricos usados, ja que esta parte é
fundamental no desenvolvimento deste trabalho. Na Secao 2.3 é feita uma analise qua-
litativa de escoamentos em regimes laminar e turbulento. Sao apresentadas também
correlagoes analiticas e (semi-) empiricas que sao usadas para a validagao de parte dos
resultados obtidos com o uso do modelo numérico. Com o intuito de ajudar na escolha
no tratamento numérico do problema uma classificacdo matemaética de escoamentos é
mostrada na Secao 2.4. Por fim, na Segao 2.5, é apresentada a teoria sobre modelagem

de processos turbulentos.

2.1 O processo FCC

O craqueamento catalitico em leito fluidizado (FCC) é uma das etapas do
refino do petréleo que surgiu da necessidade de se agregar maior valor comercial a seus
subprodutos. E um processo bastante lucrativo, ja que converte o residuo obtido na
destilacao em produtos de maior valor agregado, como a gasolina e o GLP. Segundo

Chen (2006), cerca de 45% da producao mundial de gasolina é proveniente de unidades
de FCC.
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Figura 2.1: Configuragao simplificada da regido de entrada de um reator riser (ROSA,
2002).

O residuo usado como carga nesse processo ¢ conhecido como gaséleo e até
alguns anos era composto por uma mistura de o6leos leves e pesados obtidos no fra-
cionamento a vacuo. No entanto, de acordo com Abadie (1997), a tendéncia mundial
nos ultimos anos é processar cargas as mais pesadas possiveis. Dessa forma, sao usados

atualmente gasodleos provenientes do processo de destilacao atmosférica.

A reacao de craqueamento ocorre em um reator cilindrico vertical, conhecido
como riser, que costuma ter diametro que pode variar entre 0,2 —2,0 m (ROSA, 2002)
e altura de até 40 m. Ele possui duas entradas distintas: uma para alimentacao do
gasoleo, e outra para a entrada do catalisador. Na Figura 2.1 estd esquematizada uma
configuracao simplificada desta regiao, ja que esse processo é feito por meio de bicos
injetores de carga. O catalisador usado na reacao de craqueamento é recuperado em

um regenerador que fica acoplado ao riser.

Goticulas de gaséleo, na fase liquida, entram no reator carregadas por vapor
d’dgua - 0,5 a 3% em massa da alimentacao (HAN et al, 2000) - a cerca de 300°C
(ROSA, 2002). O catalisador (proveniente do regenerador), que estd a uma temperatura
superior a temperatura de ebulicao do gasdleo, é alimentado por outra entrada. Ao se
misturarem, as duas correntes trocam calor e o gaséleo é vaporizado, e s6 entao comeca

a ser craqueado.

A temperatura necessaria para a vaporizacao e craqueamento de gaséleos prove-
nientes da destila¢ao a vacuo raramente ultrapassa 550°C (ABADIE, 1997). J4 as cargas
mais pesadas necessitam de temperaturas na faixa de 680-710°C (HAN et al, 2000).



O sistema de alimentagao do riser é, segundo Chen (2006), de longe, o mais
critico componente a ser considerado no projeto de reatores de uma unidade FCC,
j& que a mistura entre as fases influencia muito no rendimento da reagao. Como as
reacoes de craqueamento ocorrem apenas apos a vaporizacao do gaséleo alimentado, ele
deve ser misturado ao catalisador quente, de forma que este forneca calor e o vaporize

rapidamente, da maneira mais eficiente possivel.

Embora a maioria das unidades modernas de FCC possuam um sistema de
alimentacao ajustado numa determinada angulacao fixa, algumas delas véem utilizando

esses sistemas com angulagao varidvel, como pode ser visto na Figura 2.2.

Figura 2.2: Sistema de alimentagao com angulacao ajustavel (CHEN, 2006).

Theologos e Markatos (1993) usaram um modelo matemadtico tridimensional
e bifasico para simular o processo de FCC em risers. Na entrada do reator estavam
distribuidos ao longo de sua circunferéncia 8 bicos injetores de carga inclinados a 60°.
Posteriormente esse trabalho foi continuado por Theologos et al (1997) com o estudo
de entradas com 3 e 12 bicos injetores. Eles quiseram mostrar que a maneira como a
alimentacao é realizada influencia o desempenho do processo ao longo de todo o reator.
Segundo os autores, devido a turbuléncia intensa e nao homogeneidade do escoamento
na regiao da entrada, balancos unidimensionais nao podem ser aplicados nessa area.
Eles afirmam que e o uso de planos de simetria axial e radial impossibilita o estudo
de escoamentos com essas caracteristicas, ja que anulam as componentes da velocidade

normais a essas areas.

Ja Neri e Gidaspow (2000) simularam o escoamento no interior de um riser
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usando uma modelagem transiente e bidimensional. O modelo foi usado na predigao
de escoamentos bifasicos, dando énfase a geometria das regioes de entrada e saida e
as caracteristicas transientes das particulas. Eles também notaram que a imposicao de
simetria axial resulta numa distribuicao errada das particulas, e que a correta repre-
sentacao da geometria na regiao de entrada é crucial na descricao da regiao inferior do

riSer.

2.2 Fluidodinamica Computacional

A modelagem matematica de problemas que envolvem escoamentos de fluidos
resulta muitas vezes em equagoes diferenciais parciais nao lineares, que nao tém solugao
analitica desconhecida. Na solu¢ao numérica de um problema desse tipo, cada equagao
que modela o fendmeno é convertida num conjunto de equacoes algébricas que sera
tanto maior quanto mais préoximo se deseja que o resultado esteja do processo real. Na

solugao desse sistema de equagoes se torna necessario o auxilio computacional.

A fluidodinamica computacional (CFD - Computacional Fluid Dynamics) é
uma das areas da mecanica dos fluidos que usa métodos numéricos e algoritmos na
solucao e andlise de problemas que envolvem escoamentos de fluidos. Estes estao pre-
sentes na maior parte dos processos industriais, e apesar de sua analise poder ser feita
com o uso de testes experimentais, estudos que se baseiam somente nesse tipo de pro-
cedimento possuem um alto custo. Esse fator faz com que, cada vez mais, sejam usadas

simulagoes computacionais na andlise inicial desses processos.

Com o uso de técnicas de CFD parametros relevantes de um problema podem
ser avaliados numericamente e alterados facilmente até que o resultado da simulagao
atenda as exigencias do projeto. Em geral, o procedimento computacional na flu-
idodinamica tem o intuito de fazer as investigacoes experimentais mais eficientes, a

custos e tempos menores do que apenas utilizando técnicas empiricas.

Mercado et al (2001) desenvolveram em seu trabalho um modelo numérico
usando técnicas de CFD. Seu trabalho envolveu a simulacao de escoamentos turbulentos
com troca térmica em tubos. As equacoes de fluxo que modelam esse fenomeno foram
integradas numericamente usando um Método de Diferencas Finitas de quarta ordem na
diregao radial. Uma caracteristica interessante dessa formulacao é que para escoamentos
em regime laminar o método é nao-iterativo, o que torna a simulagao muito mais rapida

que a efetuada por pacotes convencionais de CFD.



Ja Souza et al (2005) criaram um cédigo numérico que tem como objetivo
encontrar as condigoes de operacao que minimizem a formacao de coque durante o
processo de craqueamento de fragoes pesadas do petroleo. Na integracao das equacgoes
de conservacao que modelam o sistema eles usaram o Método dos Volumes Finitos.
Apesar de ter apresentado 6timos resultados quanto a hidrodinamica do processo, esse
modelo, assim como o desenvolvido por Mercado et al (2001), tem o uso limitado a
escoamentos simples, ja que nesses trabalhos a componente radial da velocidade foi
considerada desprezivel em relagao a componente axial, e foi adotada simetria axial ao

longo do cilindro.

2.3 Consideracoes Hidrodinamicas

Impulsionado pela importancia técnica de escoamentos em dutos, o estudo
detalhado da natureza do desenvolvimento do escoamento em sua regiao de entrada
tem se tornado fundamental (SPARROW, 1964 citado por MUNIZ, 1995).

No escoamento de um fluido que entra em um tubo circular com velocidade uni-
forme, as particulas que estao em contato com a superficie tém sua velocidade reduzida
a zero. Essas particulas tendem a retardar o movimento das particulas da camada de
fluido adjacente como resultado do atrito entre elas, e assim sucessivamente. Para que
a vazao de massa através da secao transversal seja mantida constante, a velocidade do
fluido na se¢do média do tubo é aumentada. Como resultado um gradiente de veloci-
dade se desenvolve ao longo do tubo. O escoamento fluido passa, entao, a possuir duas
regioes distintas: a camada limite, onde as tensoes de cisalhamento sao elevadas provo-
cando altos gradientes de velocidade, e uma regiao externa a camada limite, também
conhecida como regiao de escoamento nao-viscoso, onde tensoes de cisalhamento sao
despreziveis, nao havendo variagao de velocidade. O encolhimento da regiao de escoa-
mento inviscido termina com a mistura da camada limite na linha do centro. Entao
os efeitos viscosos se estendem por toda a secao transversal e o escoamento é dito ple-
namente desenvolvido. A distancia da entrada até onde essa condicao é alcancada é
chamada de comprimento de entrada hidrodinamico (L.). A partir dai o perfil de ve-
locidade nao mais varia em relacao ao comprimento do tubo (z), a tensdo na parede
passa a ser constante e a queda de pressao decresce linearmente com x. Esses detalhes

podem ser vistos na Figura 2.3.

Muniz (1995) estudou o desenvolvimento da camada limite na regido de en-

trada de tubos de secao transversal circular para escoamentos em regime laminar. O
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Figura 2.3: Desenvolvimento do perfil de velocidade e variagao da pressao na regiao de

entrada de um escoamento em um duto (WHITE, 2003).

tratamento numérico do problema foi feito usando o Método dos Volumes Finitos. Ele
obteve valores de L, para uma faixa de 5 < Re < 10® e os comparou com algumas
correlagoes encontradas na literatura. O autor observou que a correlagao proposta por
Langhaar (1942), citado por Muniz (1995), apesar de nao apresentar bons resultados
para Reynolds muito baixos, pode servir como uma estimativa inicial para o calculo do

comprimento de entrada. Nessa correlacao L. ¢ dado por:

L.
(5)lm — 0,0575 - Rep (2.1)

Em escoamentos turbulentos, as camadas limites crescem rapidamente e L, é
relativamente menor do que no caso laminar. Para tubos de parede lisa, de acordo com

White (2003), seu valor é de aproximadamente:

L.
<—> ~ 4,40 - RS (2.2)
D turb

Ja Cengel e Cimbala (2007) sugerem o uso de outra correla¢do para o célculo

do comprimento de entrada para esse tipo de escoamento:

Le
(—) = 1,359 - Re}* (2.3)
D turb



O gradiente de pressao AP = P, — P,, associado ao escoamento interno simples
(sem influéncia da gravidade e considerando apenas a componente axial da velocidade)
de um fluido na regiao plenamente desenvolvida, a partir de uma posicao axial x

para uma posicao final x5 pode ser estimado usando-se a equacao de Darcy- Weisbach

(INCROPERA e DEWITT, 2003):

P
2-D

AP=f- (zg — 1) (2.4)
em que p é a massa especifica do fluido, D é o diametro do cilindro e f é uma tensao de
cisalhamento adimensional na parede (POTTER e WIGGERT, 2004) conhecida como
fator de atrito de Darcy.

Para escoamentos laminares (Re < 2000), o fator de atrito de Darcy é dado

por:

64

I = Re

(2.5)

Em escoamentos turbulentos, além de estar relacionado ao niimero de Reynolds,
o fator de atrito é funcao da rugosidade da parede do tubo. Esses dados foram obtidos
experimentalmente e podem ser encontrados graficamente no denominado Diagrama
de Moody. Para escoamentos com Re > 4000 os dados foram ajustados por Haaland

(1983), citado por Johnson (1998), que chegou a seguinte correlagao para esses casos:

1,117 ) —2
6,9 € ’
7ot <3’7.D> } (2.6)

em que € ¢ a rugosidade da parede do tubo. Para tubos lisos € = 0.

= {—0, 782 -In

Segundo Potter e Wiggert (2004) existe uma zona critica (2000 < Re < 4000)
que acopla o escoamento turbulento ao laminar. Essa regiao pode apresentar um escoa-
mento oscilante que existe alternativamente entre turbulento e laminar. Dessa forma

nao ha uma correlacao confiavel para o fator de atrito para essa faixa de Reynolds.

Em escoamentos laminares o movimento do fluido é altamente ordenado, di-
ferentemente de escoamentos turbulentos, onde o movimento é bastante irregular e
caracterizado por flutuacoes de velocidade que resultam em perfis de velocidade mais

planos do que no escoamento laminar (Figura 2.4).

O perfil de velocidade de um fluido incompressivel escoando em regime lami-

nar, com velocidade predominantemente axial, na regiao plenamente desenvolvida no
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curva
Parabdlica

Figura 2.4: Comparacao dos perfis de velocidade para escoamentos laminar (a) e tur-
bulento (b) (WHITE, 2003)

interior de um cilindro horizontal em regime permanente (desprezando a influéncia da
gravidade) pode ser determinado pela solugdo analitica da equagdo que modela esse
fenomeno. Nesse caso a componente axial da velocidade depende apenas da posigao

radial (r), como pode ser visto na Equacgao 2.7.

”ZU(:) —9. [1 - <;ﬂ (2.7)

em que U, é a velocidade média do fluido sobre a secao tranversal do tubo.

Para escoamentos turbulentos, operando nas mesmas condicoes descritas ante-
riormente, a distribuicao de velocidades pode ser determinada utilizando-se uma cor-
relagdo empirica denominada lei de poténcia (POTTER e WIGGERT, 2004):

1

(s Y\n
=(Z 2.8
Uz,max (R) ( )

em que,

n+1)2n+1)__
Vzmaz = ( ;7(12 Uy (29)

n=-— (2.10)

em que f é o fator de atrito de Darcy.
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2.4 Classificacao Matematica de Escoamentos

Problemas envolvendo escoamentos podem ser divididos em trés classes: elipticos,
parabdlicos e hiperbdlicos. Essa classificagao é feita com base no tipo de equagao
que rege o fenomeno em questao e, de acordo com Maliska (2004), apesar de ser um
conceito puramente matematico, do ponto de vista numérico é muito importante, ja
que, conhecendo-se as caracteristicas das equagoes é possivel obter vantagens computa-

cionais, como menor tempo de processamento e armazenamento de varidveis.

Problemas parabdlicos e hiperbdlicos podem ser resolvidos por um processo de
marcha no tempo e/ou espago. Nesses tipos de solu¢ao apenas condigoes de contorno a
montante sao necessarias. A diferenca entre eles é que o processo de marcha parabdlica
se d4 ao longo de uma coordenada (espacial ou temporal), enquanto que a hiperbdlica
se desenvolve em funcao das caracteristicas do problema. Os termos convectivos das
equacoes de Nawier-Stokes sao parabdlicos uma vez que as variaveis envolvidas sao

transmitidas apenas no sentido da velocidade em uma dada direcao.

Quando as informacgoes fisicas do problema sao transmitidas em todas as diregoes
coordenadas o problema ¢é dito eliptico. Na solucao desse tipo de problema duas
condicoes de contorno sao necessarias em cada sentido de uma dada coordenada. Ter-

mos difusivos e de pressao conferem caracteristicas elipticas a um escoamento.

E possivel um mesmo escoamento possuir mais de uma dessas caracteristicas
simultaneamente. As equagoes de conservacao de quantidade de movimento transientes,
considerando-se os efeitos viscosos em todas as direcoes coordenadas, por exemplo, sao

parabdlicas no tempo e elipticas no espaco.

2.5 Turbuléncia

A maior parte dos escoamentos presentes em aplicacoes praticas se encontra
sob condicoes turbulentas. A turbuléncia é um processo complexo, principalmente por
ser tridimensional e instavel, que tem grande influéncia nas caracteristicas do fluxo. Ela
ocorre quando as forgas inerciais que atuam sobre o fluido se tornam significativas se
comparadas as forcas viscosas. Processos sob condigoes de fluxo turbulentas sao indus-
trialmente muito usados, ja que, devido as flutuagoes aleatérias das propriedades do

escoamento, aumentam significativamente a transferéncia de massa, momento e calor.

Alguns pesquisadores afirmam que é possivel descrever escoamentos turbulentos
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usando apenas as equacoes de Navier-Stokes, sem adicionar nenhuma outra informacao.
Essa abordagem é conhecida por DNS ( “Direct Numerical Simulation”). Nesse tipo de
simulagao, para que se possam estudar todas as estruturas da turbuléncia, o dominio
do problema deve ser dividido em volumes ainda menores que o tamanho dos menores
vortices. Assim, a magnitude dos recursos computacionais envolvidos nessas simulacoes

¢ muito elevada, limitando sua aplicacao ao estudo de escoamentos mais simples.

Similar & DNS, a Simulagao de Grandes Escalas ( “Large Eddy Simulation” -
LES) é uma das abordagens aplicadas na solu¢ao numérica de escoamentos turbulentos.
Essa técnica consiste na solugao direta das equacgoes nas regioes onde se encontram os
maiores vortices e na aplicacao de modelo algébrico simples para a predi¢ao dos menores

vortices, o que diminui os recursos computacionais necessarios para a simulacao.

Apesar de fornecer detalhes da estrutura de escoamentos turbulentos, as si-
mulagoes por DNS e LES requerem um refino muito grande da malha numérica e o uso
de passos de tempos muito pequenos, o que as torna inviaveis ou desnecessarias em

determinados casos.

Outra alternativa na solugao de problemas turbulentos é a aproximacao das
flutuagoes turbulentas por um valor médio, o que d& origem a equacgoes aproximadas
conhecidas por “Reynolds Averaged Navier-Stokes (RANS) Equations”. O uso das
equacoes RANS reduz muito o esforco computacional se comparado as simulagoes DN.S
e LES. Apesar de fazer uso de modelos empiricos ou semi-empiricos para descrever o
comportamento e os efeitos da tensao de Reynolds, essa abordagem fornece informagoes
de como a turbuléncia afeta o escoamento médio, o que permite a identificacao de
mecanismos do transporte turbulento. Por isso é geralmente adotada na solucao de

problemas de engenharia.

Em um escoamento turbulento as trés componentes do vetor velocidade sao
diferentes de zero. Na abordagem de média de Reynolds elas podem ser representadas
como a soma de um valor médio no tempo e de uma flutuacao devido a turbuléncia
(Figura 2.5):

v, =T, + v; vy = Uy + v; Vo = Dy + v/a (2.11)

Esse também é o caso de outras propriedades do escoamento, como a pressao
(P =P+ P') e atemperatura (T =T +T"). O valor médio de uma propriedade ¢ em
determinado local é determinado pela média ao longo de um intervalo de tempo que

seja suficientemente grande para que a média de tempo se equipare a uma constante
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(CENGEL e CIMBALA, 2007):

1 to+T

azf ¢ di (2.12)

Assim, a flutuacao turbulenta dessa propriedade é, em média, igual a zero

M AN
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Figura 2.5: Representacao de uma componente da velocidade num escoamento turbu-

lento usando o conceito de média de Reynolds.

No escoamento turbulento de um fluido, num tubo horizontal, na direcao axial,
que tem v, e T, iguais a zero, as flutuagoes destas componentes da velocidade fazem com
que particulas do fluido passem de uma camada de fluido para outra camada adjacente,
que se move a uma velocidade mais alta, causando um efeito retardador sobre ela. A
componente da forca resultante do movimento de uma particula do fluido que passa

por uma &area dA com velocidade v/ para a camada vizinha a ela (Figura 2.6) ¢ dada
por (POTTER e WIGGERT, 2004):

dF = —p-v,-dA - v, (2.13)

r o, . ~ . . . . N
em que v, € a variagao negativa da componente axial da velocidade devido a troca de

quantidade de movimento e (p - v, - dA) é o fluxo de massa através da 4rea.

Assim, a forca de cisalhamento por unidade de area, devido ao movimento dos

turbilhoes das particulas de fluido, é dada por:

F b
ZA =p-v, -0, (2.14)
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Figura 2.6: Particula de fluido se movendo na direcao ascendente como resultado da
flutuacao de velocidade nessa dire¢ao (CENGEL e CIMBALA, 2007).

/ / ’ J o K . . <, / “g
em que (v, -v,) é, na média, uma quantidade negativa, ji que um v, positivo gera um

/ .
v, negativo.

A média temporal dessa grandeza pode ser interpretada como sendo uma tensao
de cisalhamento turbulenta, que é na verdade uma troca de quantidade de movimento,
mas como tem o mesmo efeito de uma tensao, pode ser assim chamada (POTTER e
WIGGERT, 2004). Assim:

Tourb = —p * VLU, (2.15)

em que —v,v, ¢ conhecida como tensdo de Reynolds.

Pode-se observar, nesse caso, que tanto v,v), como v,v, teriam seu valor igual
.« . ~ / ~ . , .
a zero, ja que a oscilacao v, nao moveria particulas para uma camada de fluido com

velocidade mais alta ou mais baixa.

Estudos mostram que a tensao de cisalhamento em escoamentos turbulentos,
devido as flutuagoes de suas propriedades, é muito maior que em escoamentos laminares.
Uma maneira de definir a tensao de cisalhamento total que age nesse tipo de escoamento

é através da soma de uma componente laminar e outra turbulenta:
T = Tiam + Trurd (2.16)

em que a componente laminar (viscosa), que contribui para o atrito entre as camadas

na diregdo do escoamento, é dada por T4, = —u dv/dr, e a componente turbulenta,

14



que representa o atrito entre as particulas do fluido, estd relacionada as componentes de
flutuacao da velocidade, como é mostrado na Equacao 2.15. Os valores relativos dessas

componentes em fun¢ao da distancia relativa da parede podem ser vistos na Figura 2.7.

1 - Tenséo Viscosa 17 Tenséo de Reynolds
08 08 A
06 - 06 -
2 2
" 04 R
02 02 -
0 0
0 02 04 0E o8 0 02 04 0k g 1
i [3] Y [3]

Figura 2.7: Tensao de cisalhamento viscosa (laminar) e tensao de Reynolds (turbulenta)
(Pope, 2000).

Para modelar a tensao de Reynolds em termos dos gradientes de velocidade
média diversas formulagoes semi-empiricas, conhecidas também como Modelos de Tur-
buléncia, foram desenvolvidas ao longo do tempo. A primeira tentativa de modelar
fenomenos turbulentos foi proposta por Boussinesq, em 1877. Ele sugeriu que a tensao

de cisalhamento turbulenta fosse modelada de forma andloga a tensao laminar, ou seja:

dv,
dy

Tourb = —p - VUL = fug - (2.17)

em que j; ¢ conhecida como viscosidade turbulenta. Diferentemente da viscosidade

laminar, a viscosidade turbulenta é uma propriedade do escoamento e nao do fluido.

Dessa maneira, retomando a Equacao 2.16, a tensao total sobre o fluido pode

ser representada por:

ov
T = (0 + p) - oy (2.18)

Foi possivel, a partir dai, o estudo do escoamento turbulento como sendo la-
minar, porém modificando a viscosidade molecular a partir do conceito de viscosidade

turbulenta.

Como ja observado, no escoamento turbulento de um fluido, no interior de

um cilindro, em que sua dire¢ao principal é a axial (v, = 0; 7, = 0), por causa das
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flutuagoes turbulentas, particulas de fluido passam de uma camada para outra. O
movimento do fluido na dire¢ao axial juntamente com esse movimento de mudanca de
camada na direcao radial, faz com que vértices sejam formados. Baseado no tamanho
médio desses vértices foi que, no inicio do século 19, Prandtl desenvolveu o conceito
de comprimento de mustura [,,, e chegou na seguinte expressao para a estimativa da
viscosidade turbulenta:

ov

—p.- 2 .= 2.19

O comprimento de mistura [,, nao é uma constante. Ele pode ser funcao das
caracteristicas do escoamento e da distancia que a porcao de fluido se encontra da

parede.

Como pode ser visto na Figura 2.7, perto da parede a tensao de Reynolds é zero
e, conseqiientemente, a tensao total nesse local é igual apenas a contribuicao viscosa
(laminar). Dessa forma, nessa regiao, a viscosidade molecular e a componente viscosa
da tensao sao grandezas importantes. Para analisar o escoamento proximo a parede
foram definidos parametros como a velocidade de atrito v, e a distancia adimensional

da parede y* em escalas viscosas:

- 1/2
v, = (p) (2.20)

+:p~y-v7

. (2.21)

(Y
em que 7, € a tensao de cisalhamento na parede, que pode ser definida em termos do

fator de atrito de Darcy:

_fp
8

T (2.22)

Diferentes regioes, ou camadas, na regiao proxima a parede, podem ser definidas
com base na magnitude de y*. Por exemplo, na regiao viscosa de parede (y* < 50)
a viscosidade molecular tem efeito significativo sobre a tensao de cisalhamento. Esse
efeito pode ser desprezado na regiao externa, em que y+ > 50. J4 na subcamada viscosa
(y™ < 5), a tensdo de Reynolds pode ser negligenciada, ji que é muito pequena quando
comparada a tensao viscosa (Figura 2.8). E importante observar que com o aumento
do nimero de Reynolds ha o encolhimento da regiao viscosa, ja que as forcas inerciais

sao cada vez maiores.
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Regiéo viscosa
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Figura 2.8: Regioes do escoamento em termos de y*.
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Capitulo 3
Modelagem Matematica

A modelagem matematica do problema foi feita usando-se as Equagoes de
Navier-Stokes. A solugao dessas equagoes fornece as varidveis necessarias para o es-
tudo de escoamentos de fluidos. Como auxiliares no estudo de escoamentos turbulen-
tos foram adotados modelos algébricos de turbuléncia de acordo com a influéncia das

tensoes viscosa e de Reynolds em determinadas regioes do escoamento.

3.1 Hipdteses do Modelo

As hipéteses consideradas na modelagem do fenomeno em questao foram:

e Fluido incompressivel. Segundo Potter e Wiggert (2004), escoamentos de gases a
baixas velocidades podem ser considerados incompressiveis quando o Numero de
Mach, que é definido pela divisao da velocidade do fluido pela velocidade do som

nesse meio, for menor do que 0, 3;

e Fluido Newtoniano, ou seja, a tensao de cisalhamento é diretamente proporcional

a taxa de deformacao do fluido;
e Escoamento monofasico;

e Sistema isotérmico;

A parede do cilindro é lisa (rugosidade igual a zero);

O escoamento é transiente.
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3.2 Equacoes de Navier-Stokes

Conhecidas como Equacoes de Nawier-Stokes, a equacao de conservacao de
massa e as trés equagoes de conservacao de quantidade de movimento compoe o sistema
de equagoes fundamentais no calculo das quatro incognitas (as trés componentes do
vetor velocidade e a pressao) que descrevem o escoamento de fluidos. Elas sao equagoes
diferenciais parciais derivadas dos principios de conservagao de massa e quantidade de

movimento.

A equacao de conservacao de massa, também conhecida como equacao da Con-

tinuidade, escrita para um sistema genérico de coordenadas espaciais é dada por:

ap -
E—I—V-(pv)—O (3.1)

Para fluido incompressivel (p = constante) e sistema de coordenadas cilindricas,

a Equagao 3.1 pode ser reescrita como:

~ Ov, 190(rv,)  10v,
D=ty o T rda = (3.2)

em que v,, v, € v, sao as componentes do vetor velocidade nas direcoes axial, radial e

angular, respectivamente.

As equagoes de conservacao de quantidade de movimento, em cada uma das ¢

coordenadas do espacgo, podem ser representadas por:

v o
p[%%—v-(vi v)]:—VP—V-T+,0f,- (3.3)

em que os termos do lado esquerdo da igualdade representam a variacao da velocidade
com o tempo dentro do volume de controle, e a troca de momento devido a convecgao;
e os termos do lado direito da igualdade representam o gradiente de pressao, o atrito
viscoso e as demais forgas externas que agem sobre o fluido, como o campo graitacional,

por exemplo.

Escrevendo a Equagao 3.3 em coordenadas cilindricas em cada uma das direcoes

espaciais, considerando cilindro vertical, tem-se:

Direcao axial - z:

ov, N 1 a(r - v - v,) N 1 O(vg - V) N o(v, -v.)|
P ot r or r Oa 0z N

1 O(r-7.) 1 07, 0o, -~ 0P
_L‘mﬂ'aa*az T8, (34)
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Direcao radial - r:

). [8vr+1'8(r-vr-vr)+71"8(va-w)+8(vz~vr) va-va]

ot r or O 0z r

1 O(r-on) 1 OTar Ooa  OTu oP

‘L«‘arﬂ‘aa‘ : az]‘ar (3:5)
Direcao angular - a:

Qa1 O(r-vp-va) 1 O(arva)  O(v:ova)  vrova] _
P Vo T or r Oa 0z r N

1 3(7,2 . Tra) 1 agaa aTza 1 0P
_[7“2' or +;. 8a+8z]_r'8a (3.6)

-
em que P é a pressao, g é a aceleragao da gravidade, u é a viscosidade do fluido, e,
0i; € T;; sao as tensoes normais e de cisalhamento, respectivamente, que agem sobre o

fluido. Estas sao dadas, para fluido newtoniano e em coordenadas cilindricas, por:

o= 2 O (3.7)
Tou = —2- - E %tj 7;] (3.8)
g =—2 4 %f (3.9)
oo = Tor = —ji- |1 a(g‘”/r) + i : gﬂ (3.10)
e = Toa = —J1 :a;: i : ?{’;] (3.11)
Tor = Tpo = —Ju- [6;;5 %ﬂ (3.12)

3.3 Modelo de Turbuléncia

Como mostrado na Secao 2.5 do Capitulo 2, a viscosidade turbulenta foi cal-

culada a partir da teoria de comprimento de mistura de Prandtl, que assume que,

ov

5 (3.13)

Mt:p'l’?n'
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O comprimento de mistura [, foi calculado de acordo com as regioes definidas
pela influéncia das tensoes viscosa e de Reynolds em determinadas regides do escoa-
mento. Como pode ser visto na Figura 2.8 essas regioes sao delimitadas em relagao a
distancia adimensional da parede y*. Foram usados, entao, os seguintes modelos de

turbuléncia:

e Na regiao externa (y™ > 50) foi usada a expressao proposta por Nikuradse (Rodi,
1984):

y\? y\*
ln=R1|0,14—0,08(1—<) —0,06(1— = 3.14
l ( R> < R>] (3.14)

e Na regiao viscosa intermediaria (5 < y* < 50), foi usado o modelo proposto por
van Driest (Rodi, 1984):

S - o1

em que k e AT sao constantes e tem seu valor igual a, respectivamente, 0,41 e 26.

e Na subcamada viscosa (0 < y* < 5) ou no ponto mais préximo da parede, em
que o gradiente de velocidade é muito elevado, foi usada uma estimativa feita por
Prandtl e Karman (WHITE, 1991):

I = 1 (3.16)
A viscosidade efetiva foi, entao, calculada por:

flef = HF fhe (3.17)

3.4 Condicoes de Contorno

A especificacao das condicGes de contorno de um problema é necessaria para

que este possa ser resolvido. Existem dois tipos de condicao de contorno:

1. Dirichlet: em que o valor da variavel dependente é conhecido na fronteira;

2. Neumann: em que o gradiente dessa variavel, normal a superficie, é conhecido.
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Em problemas elipticos que envolvem escoamentos internos e incompressiveis

podem ser especificadas as seguintes condicoes fisicas de contorno:

e Na Entrada: o campo de velocidade é conhecido e o gradiente de pressao ¢ zero;

U|z:0 = Ventrada (318)
oP

- =0 3.19
0z | __, ( )

e Na Saida: o campo de pressao é conhecido e o gradiente de velocidade é igual a

7Z€ro;
P’z:L = P.uida (3.20)
ov
— =0 3.21
0z 1 ( )

e Na parede (sem deslizamento): a velocidade do fluido é igual & velocidade
da parede, ou seja, o fluido esta parado. Como nao ha fluxo através da parede, o

gradiente de pressao é nulo;

o, _p=0 (3.22)
orr (3.23)
or R
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Capitulo 4
Desenvolvimento Numérico

Como mostrado no capitulo anterior, na modelagem matematica do problema
em questao foram usadas as Equacoes de Navier-Stokes, que por serem equacoes di-
ferenciais parciais nao lineares tém solucao analitica apenas para escoamentos simples
operando em condicoes ideais. Assim, para tratar de problemas que envolvem escoa-
mentos reais é necessario o emprego de métodos numéricos. O método numérico tem o
papel de substituir a equacao diferencial por um conjunto de equagoes algébricas que
sao aplicadas a um numero discreto de locais no espago e no tempo. A solucao dessas
equagoes esta embutido um erro que é tanto menor quanto mais discretizado estiver o

dominio do problema.

Todo o desenvolvimento numérico realizado neste trabalho, incluindo a des-
cricao do método utilizado, sua aplicacao, caracteristicas, e a esquematizacao do algo-

ritmo de solucao, é apresentado nos topicos a seguir.

4.1 Método Numérico

O ponto de partida na aplicacao de qualquer método numérico é a determinacao
do modelo matematico que rege o fenomeno em questao, ou seja, das equagoes em sua
forma diferencial e das condigoes de contorno do sistema. Deve-se entao escolher um
método que aproxime as equagoes diferenciais parciais por um sistema de equagoes
algébricas aplicadas a um conjunto discreto de locais no espaco e no tempo. Exis-
tem diversos métodos com essa finalidade, mas os mais usados sao Diferencas Finitas,
Volumes Finitos e Elementos Finitos. Cada um desses, aplicados na resolu¢ao de um

mesmo problema, acarretard no mesmo resultado desde que a malha de aplicagao das
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equacoes algébricas seja bastante refinada.

Neste trabalho foi usado o Método dos Volumes Finitos na discretizacao das
equagoes diferenciais. Nessa abordagem o dominio do problema é subdividido em uma
série de volumes de controle finitos sobre os quais devem ser aplicadas as equagoes
aproximadas de forma que estas satisfacam a conservacao da propriedade em questao
em cada um desses volumes. Essas equacoes podem ser obtidas, no Método dos Volumes
Finitos, de duas maneiras distintas. Uma delas é a realizacao do balanco em questao
sobre cada volume. A outra é integrar, no espaco e no tempo, a equacao em sua forma
diferencial sobre o volume elementar. Apesar dos dois procedimentos serem equiva-
lentes, o mais indicado deles é o segundo, ja que a dedugao de equacoes diferenciais que

representam determinados fenomenos pode nao ser simples.

4.2 Malha de Discretizacao

A localizacao discreta no dominio sobre as quais as variaveis serao calculadas
¢ definida por uma malha de discretizagao, que é essencialmente uma representagao

numérica da geometria do dominio como um nimero finito de subdominios.

Foram usadas, neste trabalho, malhas estruturadas. Esse tipo de malha permite
que os volumes em uma dada direcao sejam numerados consecutivamente. Assim, a

posigao de qualquer ponto da malha pode ser identificada por indices (i, j, k).

Para escoamentos turbulentos com altos valores de Reynolds, foram usadas
malhas nao uniformes na direcao radial que expandem a partir da parede num fator
fixo (Figura 4.1). Nesses casos seria computacionalmente dispendioso usar uma malha
uniforme, ja que esta deveria ser fina o bastante para capturar com precisao as carac-

teristicas do fluxo proximo as paredes.

Em problemas tridimensionais cada volume discreto faz fronteira com outros
seis volumes. Assim, na malha aplicada a um cilindro, um dado volume elementar P
tem como vizinhos seus volumes a leste (E), a oeste (W), a norte (N), a sul (5), a
jusante (F) e a montante (B), como pode ser visto nas Figuras 4.2 e 4.3. As letras

mintsculas e, w, n, s, f, b representam as faces do volume P.
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Figura 4.1: Malha nao uniforme na direcao radial.

Figura 4.2: Esquematizacao da malha de discretizagao - plano ra.
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Figura 4.3: Esquematizacao da malha de discretizacao - plano zr.
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4.3 Aproximacao por Integral

Para um problema em trés dimensoes, o fluxo total que atravessa cada volume
elementar deve ser igual a soma do fluxo que atravessa cada uma das seis faces do vo-
lume. Esse procedimento é equivalente ao processo de integracao da equacao diferencial
sobre esse volume. Num escoamento em regime transiente ou quando se deseja usar um

método de marcha pseudo-temporal, a equacao deve também ser integrada no tempo.

Pode-se perceber que trés classes de termos, em sua forma diferencial, se
repetem nas equagoes de Navier-Stokes (Secao 3.2). A seguir serd apresentada a in-
tegracao desses termos, para a variavel genérica ¢, de forma a obter sua localizacao

discreta no tempo e no espaco.

*Termo transiente:

Ao integrar a fungao f(t) = 0¢/0t no tempo a variavel ¢ é localizada tem-
poralmente. Como essa funcao nao é dependente de qualquer posicao espacial, ao ser
integrada no espaco, ¢ é avaliada no centro (P) do volume de controle, como pode ser

visto a seguir.

/tt+At/ng-dV-dt=/v(¢—¢0)'dvz (¢|P_¢0‘P>.AT-AZ-AO_/-T|P (4.1)

em que o indice 0 indica que ¢ estd sendo avaliada no tempo imediatamente anterior
ao atual. As varidveis no tempo atual sao representadas sem qualquer indice. O termo

(Ar.Az.Aa. r|p) representa o célculo aproximado do volume dV'.

*Termo convectivo:

Um exemplo de um termo convectivo que é funcao da posicao axial z foi re-
presentado pela fungao f(z) = 9(¢.v,)/0z. Essa funcao foi integrada de uma posigao
s (face sul do volume) até n (face norte do volume), e em seguida integrada no tempo.
Por essa funcao nao ser dependente do tempo, a variavel ¢ pode estar localizada em
qualquer intervalo de tempo entre t e t + At. Essa escolha serd feita na préoxima segao
deste capitulo, e aqui a variavel fica avaliada num tempo relativo € que pode variar
desde 0 (tempo anterior) até 1 (tempo atual). Essas informagcoes estdo mostradas na

igualdade a seguir:
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/tt+At/V (%sz) AV - di — [/HAt/ 925 v,) dz-dt] ArAa, 7”|p _

{/jw [(¢-v2)l,, = (& vs)l] dt} ArAa. |, =

[(gzﬁ v)l? = (- vz)” At Ar.Aa.r|p (4.2)

O termo (Ar.Aa. r|p) representa a drea normal ao fluxo convectivo.

*Termo difusivo:

O mesmo procedimento realizado na integracao do termo convectivo é usado

na integragao dos termos difusivos, aqui exemplificados pela fungao f(z) = % (7] : %):

AL o a¢ t+At o 9 a¢
/t /‘/6z<n'6z>d‘/dt:l/t / 0z< 82) dz - dt] ArAa.r|p =
Al (9 99
/t " 0z n Dz
0o 8¢
- Dz n Dz .

] dt} ArAa.r|p =

AtAr.Aa. | p (4.3)

4.4 Funcoes de Interpolacao

A integracao das equacoes de conservagao no volume de controle gerou termos

com indices que representam a localizacao espacial e temporal das variaveis.

Para facilitar o controle dos indices das variaveis na implementacao computa-
cional foi usado, neste trabalho, o arranjo espacial co-localizado das variaveis, ou seja,
tanto as grandezas vetoriais quanto as escalares devem estar localizadas no centro dos
volumes de controle. Segundo Maliska (2004) o uso desse tipo de arranjo pode acarretar
em problemas de estabilidade que podem surgir devido ao acoplamento entre a pressao
e a velocidade. Como neste trabalho as equagoes do modelo foram resolvidas simul-
taneamente (como serd apresentado na Secao 4.5), esse problema é descartado. Deve-se
lembrar também que a integragao dos termos convectivos e difusivos gerou variaveis

avaliadas num tempo relativo 6, que deve ser aqui determinado.
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Assim, para que as variaveis estejam convenientemente localizadas no tempo e

no espaco faz-se necessario o uso de funcgoes de interpolacao.

Na interpolagao dos termos convectivos optou-se pelo uso do esquema “upwind” .
Por trabalhar em funcao da direcao do fluxo convectivo esse esquema de interpolagao
garante a positividade dos coeficientes das equacoes algébricas resultantes da aplicagao
procedimento de aproximagao numérica. Essa escolha foi feita ja que, de acordo com
a maioria dos autores, coeficientes negativos podem conferir a solugao do problema
dificuldades tais como divergéncia e oscilagoes numéricas. Segundo Ferziger e Perié
(1999), coeficientes positivos sdo importantes porque um aumento no valor da varidvel
em um ponto da malha deve levar a um aumento (e ndo a diminui¢do) no valor da
variavel nos volumes vizinhos, desde que as outras condi¢oes permanecam constantes.
Existem outros esquemas de interpolacao que conferem essa mesma caracteristica aos
coeficientes, porém, de acordo com Marchi (1993), o “upwind” além de dar a solugao
boa estabilidade, é o esquema de mais simples implementacao. A aplicacao da fungao

“upwind” pode ser vista a seguir:

(¢-0)], = [v],, 0] ¢lp = [=v],, 0] - Dl (4.4)

em que, “[v|, ,0]” representa “o maior valor entre v| e 0”. Entao, se v|, > 0 a

igualdade dada pela Equacao 4.4 se resume a:

(@), = vl, - ¢lp (4.5)
Caso contrério, se v|, < 0:

(@-v)l, = v, - dly (4.6)

Ou seja, se a velocidade na face n for positiva, a varidvel ¢ é avaliada no centro do
proprio volume de controle, e, se for negativa, ¢ estard localizada no centro do volume

a norte do volume em que se esta trabalhando.

Ja aos termos difusivos e as varidveis que se encontram nas faces dos volumes
de controle, foi aplicada a funcao de interpolagao “diferencas centrais”. Exemplos do
uso dessa funcao estao apresentados genericamente para a variavel ¢, pelas Equacoes
4.7 e 4.8:

@ ¢| N ¢ ’P

0z|, - Az (4.7)
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o), = P e (45)

Como ja observado, ao integrar uma dada fungdo no tempo deve-se decidir em
que posicao temporal ela sera avaliada. Uma maneira conveniente de representar uma

variavel ¢ num tempo relativo 0 é dada pela funcao de interpolacao:

=09+ (1-0)-¢ (4.9)

em que 0 < 6 < 1.

Neste trabalho foi usado # = 1. Para esse valor de 8, ¢? = ¢, ou seja, ¢ pode ser
interpretada como se estivesse sendo tomada sempre no tempo atual. Essa formulagao
é conhecida como totalmente implicita, e implica que o calculo da variavel ¢ no centro
do volume P é feito com base no seu valor em P no tempo anterior e em seu valor
nos volumes vizinhos no tempo atual, como esté esquematizado na Figura 4.4 para um

problema unidimensional.

W
t+ At g

A

Y

m e

W P

Figura 4.4: Conexoes espacial e temporal da varidavel ¢ na formulagao totalmente

implicita.

4.5 Tratamento Pressao-Velocidade

Uma das maiores dificuldades em se resolver numericamente as equagoes de
Navier-Stokes esta ligada a determinagao de um campo de pressao que satisfaca a
Equacao da Continuidade para escoamentos incompressiveis. Essa dificuldade decorre
do fato de que diferentemente das equagoes de momento, que possuem a fungao de de-
terminar suas respectivas componentes da velocidade, a equacao da continuidade nao

possui uma variavel dominante. Assim, resta a ela o papel de determinar o campo de
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pressao do sistema. Por nao possuir termos de pressao, essa funcao se torna impossivel
se nenhum método for usado na modificacao desse sistema de equacoes. Existem basi-
camente duas abordagens para resolver esse problema: o método acoplado e o segregado

de solucao das equacoes.

No método segregado nao ha uma equacao explicita para a pressao. As equagoes
de momento sao resolvidas para um campo de pressao estimado. A pressao é entao
corrigida, e as velocidades recalculadas. Esse processo iterativo é feito até que o campo

de pressao satisfaca a Equacao da Continuidade.

Ja o método acoplado trabalha com a criagao de uma equagao para a pressao
a partir da Equacao da Continuidade. A idéia basica nessa abordagem é fazer com que
a pressao apareca também nessa equagao, mas mantendo a presenca das velocidades.
Dessa forma as trés equacgoes de conservacao de momento e a equagao de conservagao de
massa passam a possuir termos de pressao e velocidade e sao resolvidas simultaneamente

para determinacao de todas as incégnitas.

Hanby et al (1996) desenvolveram um trabalho em que compararam esses dois
métodos. Eles observaram que método de solugao acoplado convergiu em muito menos
iteragoes que o método segregado (em geral em pelo menos uma ordem de magnitude).
Porém o desempenho desse método foi pior quando o nimero de Reynolds foi aumen-

tado.

A principal vantagem do uso do método segregado é que, quando comparado
com o método acoplado, ele possui menor custo de armazenamento computacional e
menor tempo de processamento (DENG e TANG, 2002). Porém, esse tipo de solucao
é conhecido por dificultar a convergéncia em escoamentos com grande presenca de
vértices, onde o acoplamento entre as equacoes de momento radial e angular é forte

(HANBY et al, 1996).

No atual trabalho foi empregada a solugao acoplada da pressao e da veloci-
dade. A mudanca da equacao da Continuidade foi feita partindo-se da discretizagao
das equagoes de Navier-Stokes. Para cada uma das equagoes de conservacao de mo-
mento a respectiva componente da velocidade avaliada na face até a qual a equagao
foi integrada (limite superior da integragao) ¢ isolada. Essas equagoes sdo entao subs-
tituidas na equacao de conservacao de massa. Esse procedimento estd ilustrado, a

seguir, para um problema unidimensional:

A equacao de conservagao de quantidade de movimento arranjada em fungao
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da velocidade na fronteira e do volume P é funcao das seguintes variaveis:
Ue = Ue(up,ug, Pp, Pg) (4.10)

E a equacao de conservacao de massa, para esse caso, pode ser conveniente-

mente arranjada da seguinte maneira:

“WW’” ~0 (4.11)

Me — My = P [ae.ue — Uy < 5

Substituindo u, da Equagao 4.10 na Equagao 4.11 chega-se a uma equagao que

depende das variaveis:

f= flup,up, uw, Pp, Pp) (4.12)

em que f representa a equacao da Continuidade modificada, que antes era funcao apenas

da velocidade e agora também é funcao da pressao.

A vantagem em se usar a solucao acoplada e direta do sistema de equacoes
algébricas é que uma tnica matriz envolvendo todos os coeficientes é criada e todas as
incégnitas sao resolvidas simultaneamente. Assim, o problema do acoplamento entre

as variaveis desaparece.

4.6 Aplicacao das Condicoes de Contorno

Como foi visto até aqui, apds dividir o dominio do problema em volumes ele-
mentares, integrar as equagoes que modelam o fenémeno sobre cada um desses volumes
e aplicar as funcoes de interpolacao, chega-se a um conjunto de equagoes algébricas.
Porém estas equacoes sao validas apenas para os volumes internos do dominio. Para os
volumes de fronteira o procedimento de obtencao das equagoes algébricas é similar ao
realizado para os volumes internos, com a diferenca de que nesses volumes devem ser

aplicadas as condigoes de contorno, como é mostrado a seguir.

1. Para valor fixo e conhecido da variavel na fronteira (¢|,,,,):

e Na integracao dos termos convectivos, em que o valor da variavel deve ser
avaliado na fronteira do volume, foi substituido ali o valor de ¢| Front> SEIL

aplicagao das fungoes de interpolacao.
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e Nos termos em que, apds a integracao, chegou-se ao gradiente da varidvel na
fronteira do volume de controle, a fungao de interpolagao Diferencas Finitas

foi aplicada a meio volume. Ou seja,

o ¢|f'ront - ¢|P

V Ol gy = (4.13)

em que d é a distancia da fronteira até o centro do volume.
2. Para valor fixo e conhecido do gradiente da varidvel na fronteira (V| fmnt):

e Quando, apds a integracao, o valor da variavel deve ser avaliado na fronteira,

esta foi interpolada da seguinte maneira:

gb|f7“ont = ¢|P +d-V ¢|f7"ont (414)

em que d é a distancia da fronteira até o centro do volume.

e No caso em que o valor do gradiente da variavel é avaliado na fronteira, seu

valor foi simplesmente substituido ali.

A modelagem do problema foi efetuada tridimensionalmente de modo a garantir
que simulagoes de escoamentos mais complexos, com perfis de velocidade de entrada
variaveis, pudessem ser feitas. Dessa forma, nao foi adotado nenhum plano de simetria e
o valor da varidvel no volume a oeste dos volumes centrais foi tomado como sendo igual

ao seu valor no volume diametralmente oposto, como esta esquematizado na Figura 4.5.

Figura 4.5: Esquematizagao do volume a oeste (W) de um volume central (P).

4.7 O Sistema de Equacoes Algébricas

Apoés integrar as equagoes que regem o fenomeno e aplicar as fungoes de in-
terpolacao convenientes para cada caso, chega-se a um sistema de equacgoes algébricas.

Cada uma dessas equagcoes relaciona o valor da variavel no centro do volume com seu
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valor no centro dos volumes vizinhos e com as outras variaveis presentes no sistema, e

tém o seguinte aspecto:

Agp - ¢p = Agn - On + Ags - Os + Apr - Op + Agw - dw +
Asp - Op + Asp - 0B+ DY Agji @i+ By (4.15)
joi
em que ¢ é a varidavel principal, A sao os termos que multiplicam as variaveis, o indice
J indica as demais varidveis ¢ presentes, i sao os volumes em que estas ultimas sao
calculadas e B inclui os demais termos da equacao, entre eles estao os valores das

variaveis avaliadas no tempo anterior ao atual e as demais forcas que atuam sobre o
fluido.

Os coeficientes das equagoes resultantes do tratamento numérico das equagoes

diferenciais, representadas pela Equagao 4.15, sao apresentados nas Tabelas A.1, A.2,

A.3 e A4 do Apéndice A.

Como cada equacao diferencial dé origem a n equagoes algébricas (em que n é
o numero de volumes elementares em que o dominio é dividido), o nimero de equagoes

algébricas sera tanto maior quanto mais refinada for a malha.

As equagoes que modelam um problema tridimensional de um fluido monoféasico
escoando no interior de um cilindro sao as tres equacoes de conservacao de quantidade
de movimento e a equacao da Continuidade. Dessa forma, se o dominio for dividido em
n volumes, o nimero de equagoes algébricas resultantes sera igual a 4n. Nesse caso, as
variaveis a serem calculadas sao as trés componentes da velocidade e a pressao. Como
essas sao estimadas para cada volume elementar, tem-se 4n variaveis, e o sistema esta,

portanto, bem estabelecido.

Em cada uma das 4n equacoes do sistema estao presentes, como variaveis ativas,
todas as componentes do vetor velocidade e a pressao. E como ja visto na segao 4.5, na
solucao acoplada entre pressao e velocidade hé a criacao de uma tinica matriz envolvendo
todos os coeficientes, e o sistema é resolvido para todas as variaveis simultaneamente.

Nesse caso o sistema linear pode ser representado por:

AV=Vz AVzUr AVziVa AUZ,P v, sz
A’UT Uz AUT JUr Avr Vo AvT,P Uy Bvr
AVasVz AVastr  AVaVa AVa P ’ Vo - Bva (4 16)
ARvZ AP’UT AP’UD‘ AP,P P BP

em que A®? representa uma matriz composta dos coeficientes que multiplicam a varidvel
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¢ da equacao que tem ¢ como sua variavel principal.

Para um problema em que o dominio foi dividido em 100 volumes elementares,
a matriz dos coeficientes tem a forma apresentada na Figura 4.6, que é meramente
ilustrativa. A cor preta representa os elementos nao nulos, enquanto a cor branca os

nulos.

a0

100

150

200

250

300

350

400

0 a0 100 150 200 250 300 350 400

Figura 4.6: Estrutura da Matriz dos Coeficientes

Como se pode observar, a matriz dos coeficientes tem alto indice de esparsidade,

que é definido por:

numero de elementos nao nulos

C=|1- (4.17)

numero de elementos total
Para o problema que possui a matriz dos coeficientes representada pela Figura
4.6, ¢ = 0,95. Isso significa que 95% dos elementos da matriz dos coeficientes sao iguais

a Zero.

Assim o indice de esparsidade influi fortemente na escolha do método utilizado
na resolugao do sistema linear, que segundo Maliska (2004) é responsével por cerca de 60
a 70% do tempo computacional necesséario para a solucao de um determinado problema
em mecanica dos fluidos. Ao empregar métodos diretos de solug@ao, é necessario o

manuseio de toda a matriz, incluindo os elementos nulos. Para se ter uma solucao mais
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precisa do problema em questao, o nimero de volumes de controle deve ser aumentado.
Com isso, o sistema linear a ser resolvido aumenta igualmente em niimero de equagoes,

porém o esforco computacional cresce de forma nao linear, tornando seu uso inviavel.

Métodos bastante indicados para a resolucao de sistemas lineares esparsos sao
os métodos indiretos, como o método de decomposicao LU incompleta, por exemplo.
A idéia basica desse tipo de solucao é encontrar uma matriz proxima a original, ar-
mazenando e trabalhando apenas com seus elementos nao nulos. O sistema é entao

resolvido iterativamente, porém o tempo de solucao é consideravelmente menor.

Sao encontradas atualmente subrotinas prontas, em linguagem Fortran, que
fazem uso de métodos indiretos na solugao de sistemas de equagoes. Porém, a maior
parte delas s6 pode ser aplicada aos casos em que a matriz dos coeficientes possui
elementos nao nulos apenas em algumas diagonais pré definidas. Dessa forma, por
causa da complexidade da matriz que compoe o sistema de equagoes algébricas neste
trabalho, apesar da vantagem no uso desse tipo de método, foi usado o Método de
Decomposicao LU simples, que trabalha também com os coeficientes nulos da matriz
na solucao do sistema linear resultante. Uma subrotina que seja capaz de resolver esse
sistema de equagoes usando um método indireto podera ser implementada num trabalho

futuro, fazendo com que seu tempo de solucao seja bastante reduzido.

4.8 Passo de Tempo

Um fator de extrema importancia na boa convergéncia do método numérico é

a escolha de um passo de tempo (At) apropriado.

Em problemas predominantemente convectivos uma boa estimativa para At é
obtida pela divisao de uma escala de comprimento por uma escala de velocidade, como,
por exemplo, do comprimento do dominio pela velocidade média do fluido (ANSYS
CFX-Solver Theory Guide 11.0):

At = (4.18)

SHle!

Mesmo para o caso problemas estacionarios, por nao acarretar complicagoes
adicionais, é importante manter o termo transiente nas equacoes que modelam o fendmeno.
Nesse caso segue-se uma abordagem de transiente distorcido em que um procedimento
de falsa marcha no tempo é aplicado, e At passa a funcionar como um fator de relaxacao,

facilitando a convergéncia numérica.
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4.9 Estrutura do Programa

As equacoes de conservacao de quantidade de movimento que modelam o
fenomeno estudado neste trabalho sao nao-lineares. Como j& visto, a aproximacao
numérica dessas equacoes da origem a um sistema linear de equagoes. Porém a matriz
dos coeficientes contém elementos dependentes das variaveis e precisa, portanto, ser

atualizada ao longo das iteragoes, até que o resultado convirja.

Apesar de ter como motivacao o estudo do processo FCC em risers, o codigo
numérico desenvolvido neste trabalho permite a obtencao de dados de velocidade e
pressao para qualquer fluido newtoniano e incompressivel escoando em regimes lami-
nar ou turbulento, com perfis de velocidade de entrada variaveis, no interior de dutos
cilindricos verticais ou horizontais. Dessa forma, as propriedades do fluido, a geometria
do cilindro e o perfil de velocidades na entrada devem ser definidos antes de se iniciar
o processo iterativo. Com esses dados, juntamente com o campo inicial das variaveis e
sua estimativa para o tempo seguinte em todo o dominio do problema, é determinado
o regime de escoamento sobre o qual o fluido esta submetido. Se o escoamento é tur-
bulento, calcula-se a viscosidade turbulenta com o uso dos modelos de turbuléncia, e a
viscosidade do fluido é acrescida deste valor. E entao os campos de velocidade e pressao

em todo o dominio sao calculados.

Para o caso transiente, o valor das variaveis, convergido para um tempo to+ At,
retorna ao inicio do programa como sendo o novo campo inicial das variaveis, e a solucao
é obtida para o tempo seguinte até que o regime permanente seja atingido. O algoritmo
que descreve esse processo iterativo e a partir do qual foi desenvolvido o codigo numérico

do presente trabalho pode ser visto na Figura 4.7.

Se o interesse for apenas a solu¢ao do problema em regime permanente, pode-se
avancar no tempo cada vez que o campo de varidveis for obtido. Esse procedimento
resulta numa solugao transiente distorcida, ja que o problema nao foi convergido para
cada intervalo de tempo. A importancia do uso dessa abordagem para problemas esta-

cionarios ja foi ressaltada na secao anterior deste capitulo.
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4.10 Convergéncia

Diversos fatores podem influenciar na solu¢ao numérica de um problema, como,
por exemplo, o refino da malha, a dimensao do intervalo de tempo e o uso de coeficientes
de relaxacao. Encontrar uma boa combinacao desses parametros é fundamental para
que o processo iterativo seja consistente e estavel. Essas sao as condicoes necessarias e

suficientes para que haja convergéncia.

A solucao de um problema é dita consistente quando a aproximacao numeérica
gera resultados que reproduzem os obtidos diretamente pela equacao diferencial, se as
dimensdes da malha e do tempo tendem a zero. Segundo Maliska (2004), quando o
método dos volumes finitos é usado na obtencao das equagoes em sua forma discreta,
o modelo numérico é sempre consistente. Ja as instabilidades numéricas podem ocor-
rer devido a dificuldades no acoplamento entre as variaveis que podem fazer com que

algumas delas evoluam mais rapido que as outras.

De acordo com Tu et al (2007), trés aspectos sao importantes para considerar

que um processo iterativo alcangou a convergeéncia:

1. Os balancos de massa e momento devem ser fechados;

2. Todas as equacoes discretizadas devem parecer ter convergido quando alcancarem

uma determinada tolerancia para todos os volumes locais;

3. A solugdo numérica nao mais deve variar com iteragoes adicionais.

Assim é necessario que um critério de convergéncia, que decide quando esse
processo ird parar, seja definido. Normalmente o processo iterativo continua até que
niveis residuais se reduzam a uma quantidade particular €. Neste trabalho esse residuo

foi calculado, como sugerido por Maliska (2004), por:

Lj_qb? <e€

8 (4.19)

em que o sobrescrito * indica o valor da varidvel calculado na iteracao anterior, e x é a

diferenca entre o maior e o menor valor da variavel ¢ ao longo do dominio do problema:

X = gbmax - ¢mm (420)
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Capitulo 5
Simulacoes e Analise dos Resultados

Com a finalidade de validar o modelo numérico desenvolvido neste trabalho,
foram realizadas simulagoes de escoamentos em regimes laminar e turbulento para vérios
valores de Reynolds. Nesses casos os perfis de velocidade axial de entrada do fluido eram
uniformes com suas componentes radial e angular nulas e os escoamentos se deram no
interior de tubos cilindricos horizontais (para que os efeitos da gravidade pudessem
ser desprezados). Esses resultados foram entao validados usando-se a proépria solucao
analitica das equagoes, por correlagoes (semi-) empiricas ou por dados experimentais,
conforme cada um dos casos. Também foram feitas diferentes simulacoes para que
se pudessem observar caracteristicas tridimensionais, elipticas e transientes do escoa-
mento, e a simulagao de um escoamento com as especificagoes geométricas e operacionais

comumente encontradas para reatores riser de unidades FCC.

O programa foi executado em computador com processador Intel Pentuim /,
com 2.8 GHz de velocidade, e 2GB de memoria RAM. O tempo de processamento
variou conforme a malha usada em cada caso, sendo de, no méximo, 45 horas para as

malhas mais refinadas.

A descricao e resultados dessas simulagoes, bem como sua anédlise, serao apre-

sentados a seguir.

5.1 Escoamentos em Regime Laminar

Simulacoes de escoamentos em regime laminar foram feitas para Re = 1 x 103 e
Re = 2 x 103 em um tubo de 20 ¢cm de diametro e 30 m de comprimento. Foram usadas

malhas estruturadas uniformes contendo 1600 volumes (20 na diregao axial, 20 na radial
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e 4 na angular). Nos casos laminares nao foram realizados estudos de independéncia de

malha.

Na Figura 5.1 pode-se observar o perfil de velocidades, para Re = 2x 103, obtido
apos o sistema atingir o regime permanente. Essa simulacao foi feita para um cilindro
de 50 m de comprimento. A regido de entrada hidrodinamica, onde a velocidade ainda

é funcao da posigao ao longo do comprimento do cilindro, pode ser vista claramente.

-1 -075 -05 -0,25 0 025 05 0,75 1

r/R

Figura 5.1: Perfil de velocidade axial - plano zr

A partir da Equacao 2.1 foram calculados os comprimentos de entrada hidrodinamicos

L. para os dois valores de Reynolds:

Tabela 5.1: Comprimentos de entrada hidrodinamicos - laminar

L./D Le(m) L./L
Re=1x10° 57,5 11,5 0,38
Re=2x10° 115,0 23,0 0,77

O desenvolvimento do perfil de velocidade obtido numericamente ao longo do
comprimento do cilindro, para Re = 2 x 103, pode ser visto na Figura 5.2. Pode-se
notar que a partir de z/L = 0,75 o perfil praticamente nado mais varia, mostrando,
portanto, que o limite entre a regiao de entrada e a regiao plenamente desenvolvida se
encontra proximo desse local, e confirmando o valor de L./L apresentado na Tabela
5.1.
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Figura 5.2: Desenvolvimento do perfil de velocidade axial ao longo do cilindro.

A validacao dos dados numéricos de velocidade foi feita através da comparacao
com o resultado analitico (Equagao 2.7). Ja a pressao foi validada com o uso da Equacao
de Darcy-Weisbach e do fator de atrito de Darcy para escoamentos laminares (Equagoes
2.4 e2.5).

Nas Figuras 5.3 e 5.4 sao apresentados os perfis de velocidade axial analiticos e
obtidos pelo modelo numérico, para Re = 1 x 10% e Re = 2 x 103 respectivamente, em
funcao do raio adimensional do cilindro, na regiao em que o escoamento é plenamente

desenvolvido.

J& os dados de queda de pressao em fungao do comprimento adimensional do
cilindro, para Re = 1 x 103 e Re = 2 x 103, podem ser vistos nas Figuras 5.5 e
5.6, respectivamente. Pode-se notar que a partir de um determinado valor de z/L a
pressao relativa decresce linearmente com z, indicando que a partir dai o escoamento
¢ plenamente desenvolvido. Essa caracteristica também pode ser observada na Figura
2.3, quando foi definida teoricamente a regiao de entrada hidrodinamica. As linhas
tracejadas, presentes nas Figuras 5.5 e 5.6, foram feitas a partir dos valores calculados
pela Equagao 2.1 e mostrados na Tabela 5.1. Elas delimitam a regiao de entrada e a
regiao de escoamento plenamente desenvolvido, e apresentam boa concordancia com os

dados numéricos.
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Figura 5.3: Perfis numérico e analitico de velocidade axial para Re = 1 x 103, na regiao

plenamente desenvolvida.
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Figura 5.4: Perfis numérico e analitico de velocidade axial para Re = 2 x 103, na regiao

plenamente desenvolvida.
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Figura 5.5: Dados de queda de pressao obtidos numericamente e pela Equacao de

Darcy- Weisbach para Re = 1 x 10® ao longo do comprimento do cilindro.
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Figura 5.6: Dados de queda de pressao obtidos numericamente e pela Equacao de

Darcy- Weisbach para Re = 2 x 103 ao longo do comprimento do cilindro.
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O desenvolvimento do perfil da componente radial da velocidade ao longo do
comprimento adimensional do cilindro, para Re = 1 x 103, pode ser visto na Figura
5.7. Pode-se notar que o valor da variavel v, é diferente de zero préximo a entrada do
tubo. Esse mesmo comportamento também foi observado por outros autores como Mu-
niz (1995) e Glodberg e Folk (1988), que realizaram estudos numéricos sobre a regiao
de entrada hidrodindmica. Apesar de estar presente na maior parte dos trabalhos
envolvendo o estudo numérico de escoamentos com velocidade de entrada predominan-
temente axial, essa caracteristica nao é encontrada quando esses problemas sao resolvi-
dos analiticamente ou em dados empiricos. Préximo a entrada do cilindro os valores
das componentes da velocidade deveriam tender a condicao de contorno imposta nessa
regiao. Glodberg e Folk (1988) afirmam que, por causa do rapido decaimento no valor
da componente axial da velocidade quando o fluido entra em contato com a parede,
onde é imposta condigao de nao deslizamento (v.|,_p = 0), hd uma compensacao na

variavel v,, causando esse desvio.
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Figura 5.7: Desenvolvimento do perfil de velocidade radial ao longo do cilindro.

Ao calcular a vazao volumétrica nas secoes transversais a direcao do escoamento
a partir dos dados de velocidade encontrados numericamente, observou-se outro desvio
em relacao & vazao de entrada proximo a essa regiao (Figura 5.8). Apesar de possuir
pequena ordem de magnitude (< 0,4%), nao influenciando no estudo do escoamento,

esse erro pode ser justificado pelo comportamento numérico da componente radial da
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Figura 5.8: Vazoes volumétricas nas secoes transversais ao longo do comprimento do

cilindro.

velocidade (Figura 5.7) na regiao de entrada.

Os valores numéricos das componentes da velocidade foram aplicados na equacao
de conservacao de massa a fim de verificar seu fechamento. Mais uma vez foi observado
um leve desvio nos volumes proximos a entrada, principalmente na regiao da parede do
tubo, como pode ser visto na Figura 5.9. Esse fato pode ser, mais uma vez, explicado
pela imposicao da condicao de velocidade nula na parede, fazendo com que haja uma
diferenca muito grande entre ela e a velocidade de entrada do fluido assim que o esse

entra em contato com a superficie, provocando um pequeno desvio numérico.

Ainda em regime laminar, para Re = 1,6 x 103, foi realizada uma simulacao
em que a entrada do cilindro representava 1/3 de seu diametro, como esquematizado
na Figura 5.10. Nesse caso, o cilindro tinha 20 cm de diametro e 8 m de comprimento.
Para que se pudesse analisar o resultado na regiao mais préxima a parede foi usada
uma malha contendo 600 volumes (10 na diregao axial, 15 na radial e 4 na angular) nao

uniforme na direcao radial que se expandia a partir dali num fator fixo igual a 1, 10.

O resultado dessa simulagao pode ser visto na Figura 5.11, que mostra o desen-
volvimento do perfil de velocidade axial, e onde nota-se a presenca de valores negativos,

e 5.12, em que pode-se perceber a formagao de zonas de recirculacao de fluido préximo
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Figura 5.9: Vazao maéssica resultante da aplicacao dos valores numéricos das variaveis

na equacao de conservacao de massa.
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Figura 5.10: Geometria da regiao de entrada do tubo.
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a entrada do tubo. Essa caracteristica somente pode ser observada se o problema for
tratado como sendo eliptico. Dai a importancia de nao desprezar os termos difusivos

em sua modelagem.
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Figura 5.11: Desenvolvimento do perfil de velocidade axial para Re = 1,6 x 102 usando

geometria esquematizada na Figura 5.10.

Foi realizada também uma simulacao em que o perfil de velocidade de entrada
era inclinado a 80° em relagao a secao transversal do cilindro, possuindo componentes
axial, radial e angular nao nulas, como esta esquematizado na Figura 5.13. Nesse caso o
regime de escoamento era laminar com Re = 2x 10? e foi usada uma malha nao uniforme
na direcao radial se expandindo num fator de 1,20 a partir da parede, contendo 900
volumes (15 na diregdo axial, 15 na radial e 4 na angular). O tubo tinha 14,5m de

altura e 20 em de diametro.

Na Figura 5.14 é mostrada a representagao vetorial das componentes radial e
angular da velocidade em um corte transversal do cilindro a 0,50 m da entrada. Nota-
se que pelo problema ter sido modelado tridimensionalmente os resultados se mostram
sem nenhuma simetria nesse caso. A representacao espacial do vetor velocidade numa
dada posicao angular do dominio pode ser vista na Figura 5.15. Nesse caso percebe-se

que os vetores possuem componentes nas trés direcoes coordenadas.
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Figura 5.13: Perfil de velocidade de entrada inclinado.
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Figura 5.14: Representacao vetorial das componentes radial e angular da velocidade no

plano.

Figura 5.15: Representagao vetorial da velocidade no espaco.
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Para que se pudessem visualizar as caracteristicas de um escoamento ao longo
do tempo, e observar a aplicacao do processo transiente real, foi feita uma simulacao,
para Re = 1 x 103, em que o passo de tempo foi de 0,1s. Nesse caso o cilindro tinha
20 cm de diametro e 20m de comprimento, e foi usada uma malha de discretizacao
contendo 900 volumes (15 na dire¢do axial, 15 na radial e 4 na angular). O desen-
volvimento da velocidade axial no dominio com o tempo, até que o processo atingisse o
regime permanente, pode ser visto na Figura 5.16. Deve-se notar que, conforme a cor
se torna menos uniforme, o perfil fica menos achatado até que, em ¢t = 0,9 s, atinge sua

forma final (permanente).

0,75
zIL 0,50

025

Figura 5.16: Desenvolvimento do perfil de velocidade axial ao longo do tempo.



5.2 Escoamentos em Regime Turbulento

Os escoamentos em regime turbulento foram simulados para Re = 2x10%, Re =
4x10* e Re = 10 x 10%, no interior de um cilindro de 20 cm de diametro e 8 m de altura.
Nesses casos, foram realizados testes de independéncia de malha. FEsses testes, para
Re = 4 x 10*, podem ser vistos nas Figuras 5.17 e 5.18, onde estao apresentados dados
de queda de pressao obtidos em simulagoes em que o volume de controle foi discretizado
usando-se malhas de diferentes tamanhos. Como pode-se observar a variagao do nimero
de volumes na direcao axial pouco influencia no resultado numérico. Ja o refino da

malha na direcao radial tem um efeito bastante significativo sobre o resultado.

Dessa maneira, nos casos em que Re = 2 x 10* e Re = 4 x 10*, foi estabelecido
o uso de malhas uniformes contendo 704 volumes (8 na diregdo axial, 22 na radial
e 4 na angular) e 1312 volumes (8 na dire¢ao axial, 41 na radial e 4 na angular),
respectivamente. Na simulacao do escoamento com Re = 10 x 10* foi usada uma malha
nao uniforme na direcao radial que expandia a partir da parede num fator fixo igual a

1,03. Esta continha 1600 volumes (8 na direcao axial, 50 na radial e 4 na angular).
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Figura 5.17: Queda de pressao - teste de independéncia de malha variando nvz.
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Figura 5.18: Queda de pressao - teste de independéncia de malha variando nvr.

Os dados obtidos para velocidade axial foram validados com os valores dessa
variavel calculados pela correlacao empirica (lei de poténcia) dada pela Equagao 2.8.
Além disso, foram usados dados experimentais de escoamentos operando sob Re =
2,7281 x 10* e Re = 4,8997 x 10*, encontrados no trabalho de Haber (1966), citado por
Souza et al (2006), na validacao dos dados numéricos para os casos em que Re = 2 x 10*
e Re =4 x 10%.

Os perfis de velocidade axial obtidos nas simulacoes, os calculados pela cor-
relacao empirica e, para os casos descritos anteriormente, os dados experimentais, na
regiao plenamente desenvolvida do escoamento, podem ser vistos nas Figuras 5.19,
5.20 e 5.21. Pode-se observar uma boa concordancia entre os dados numéricos, os
calculados pela lei de poténcia e os dados experimentais de Habber. J& no caso em
que Re = 10 x 10* (Figura 5.21) observa-se um desvio entre os dados numéricos e os
calculados pela correlagao empirica, principalmente na regiao préxima a parede onde

acredita-se ser necessario um maior refino da malha.
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Figura 5.19: Perfis de velocidade axial numérico e obtido pela lei de poténcia para

Re = 2 x 10*, e dados experimentais para Re = 2,7281 x 10*, na regido plenamente

desenvolvida.
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Figura 5.20: Perfis de velocidade axial numérico e obtido pela lei de poténcia para

Re = 4 x 10%, e dados experimentais para Re = 4,8997 x 10%, na regido plenamente
desenvolvida.
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Figura 5.21: Perfis de velocidade axial numérico e obtido pela lei de poténcia para

Re = 10 x 10%, na regido plenamente desenvolvida.

A partir de duas diferentes correlagoes, dadas pelas Equacoes 2.2 e 2.3, encon-
tradas nas obras de White (2003) e Cengel e Cimbala (2007), respectivamente, foram

elaboradas as Tabelas 5.2 e 5.3 contendo os dados calculados para o comprimento de

entrada hidrodinamico para Re = 2 x 10*, Re =4 x 10* e Re = 10 x 10*.

Tabela 5.2: Comprimentos de entrada hidrodinamicos (Equagao 2.2) - turbulento

L./D Le(m) L./L
Re =2 x 10* 22,9 4,6 0,57
Re =4 x 10* 25,7 5,1 0,64
Re = 10 x 10* 30,0 6,0 0,75

Tabela 5.3: Comprimentos de entrada hidrodinamicos (Equagao 2.3) - turbulento

L./D Le(m) L./L
Re =2 x 10* 16,2 3,2 0,40
Re = 4 x 10* 19,3 3.8 0,48
Re = 10 x 10* 24,2 48 0,60
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Como nas simulagoes de escoamentos laminares a validacao dos dados de pressao
para as simulacoes de escoamentos em regime turbulento foi feita comparando-os aos
valores obtidos com o uso da Equagao de Darcy- Weisbach (Equagao 2.4) e do fator de
atrito de Darcy, desta vez ajustado para Re > 4 x 10° (Equagao 2.6). Os dados de
queda de pressao numéricos e os obtidos com o uso dessa correlacio, para Re = 2 x 10,
Re = 4 x 10* e Re = 10 x 10*, em funcao do comprimento adimensional do cilindro,
sao apresentados graficamente nas Figuras 5.22, 5.23 e 5.24, respectivamente. As linhas
tracejadas verticais indicam os locais em que os escoamentos passam a ser plenamente
desenvolvidos a partir dos valores calculados pelas Equagoes 2.2 e 2.3 (apresentados nas
Tabelas 5.2 e 5.3). Os valores calculados pela Equagao 2.3 parecem representar melhor

os dados numéricos que os encontrados pela Equacao 2.2.
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Figura 5.22: Dados de queda de pressao obtidos numericamente e pela Equacao de

Darcy-Weisbach para Re = 2 x 10* ao longo do comprimento do cilindro.
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Figura 5.23: Dados de queda de pressao obtidos numericamente e pela Equagao de

Darcy- Weisbach para Re = 4 x 10* ao longo do comprimento do cilindro.
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Figura 5.24: Dados de queda de pressao obtidos numericamente e pela Equacao de

Darcy- Weisbach para Re = 10 x 10* ao longo do comprimento do cilindro.
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Para que se pudesse analisar as caracteristicas do escoamento no reator riser
de uma unidade F'CC), foi realizada uma simulagao em que o dominio do problema tinha
a base dividida em duas regioes de entrada, como mostrado na Figura 2.1. Os perfis
de velocidade de entrada foram considerados uniformes e se desenvolvendo a partir do
local onde as duas correntes se encontram. Também a partir dai a altura do reator era
de 14,5m, e seu diametro de 0,20 m. O fluido foi alimentado na entrada principal (base
do reator) com velocidade axial de 5m/s e, na entrada lateral, com velocidade radial de
—2,5m/s. Foi considerado que o fluido é um gaséleo proveniente da destilagao a vacuo
com ponto médio de ebulicao de 488°C. Nessa temperatura a viscosidade cinematica
estimada (ALTGELT e BODUSZYNSKI, 1994) para a fragao obtida da destilagao do
petréleo cru Arabian Heavy, é de 83¢S (ou 8,3 x 107°m?/s). Nessas condigoes o
escoamento se apresenta em regime turbulento com Re = 12.048. Foi usada uma malha
com 900 volumes (15 na dire¢ao axial, 15 na radial e 4 na angular), ndo uniforme na

diregao radial que se expandia num fator de 1,20 a partir da parede.

Os dados obtidos de velocidade e de pressao, em relacao ao raio e a altura do

cilindro, estao representados nas Figuras 5.25 e 5.26, respectivamente.

Essa simulacao nao representa o processo real de escoamento no interior do
reator riser de uma unidade de FCC, ja que nesse caso nao foram considerados fenomenos
como troca térmica e interacao com a fase particulada que também deveria estar pre-
sente na forma do catalisador da reacao. Assim, esses dados nao puderam ser validados

e nem comparados com outros encontrados na literatura.
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Figura 5.25: Representacao vetorial da velocidade do gaséleo vaporizado no interior de

um reator riser.

28



-AP (10°Pa)
160

140
120
100
80
1l
40

20

0.1 0 0,1
r(m)

Figura 5.26: Representacao da queda de pressao no interior de um reator riser.
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Capitulo 6
Conclusoes

Como pode ser observado nos resultados numéricos obtidos, o modelo repre-
senta muito bem casos laminares, nos quais nao foi preciso grande refino da malha na
direcao radial. Ja nos casos turbulentos, como esperado, quanto mais elevado o niimero
de Reynolds, maior o refino necessario da malha, principalmente na regiao proxima a
parede do tubo, onde ocorre a transicao entre a regiao dominada pelos efeitos viscosos
(préxima a superficie) e a regiao predominantemente turbulenta, fazendo com que ali
0 escoamento apresente caracteristicas instaveis. Essas instabilidades aumentam ainda
mais conforme o escoamento se torna mais turbulento, o que faz com que essa transi¢cao
seja mais brusca. Apesar dos modelos de turbuléncia usados serem simples (modelos
algébricos), os resultados obtidos nas simulagdes dos casos turbulentos, em que esses

foram validados, foram bastante satisfatérios.

Na maior parte das simulacoes foram usadas malhas mais refinadas na direcao
radial do que nas demais diregoes. Dessa forma, em alguns casos, a razao de aspecto, que
¢ definida como a divisao entre a maior e a menor aresta de um dado volume, é bastante
grande. Isso significa que o volume é muito esticado para um dos lados. Alguns autores
afirmam que o uso de malhas com razao de aspecto muito elevada podem provocar
problemas na defini¢ao dos resultados ou na capacidade de convergéncia. Apesar disso,
nos casos em que os resultados puderam ser validados, esses problemas nao foram
observados, indicando que na determinacao numérica dos parametros de escoamentos
simples, em tubos retos, e sem presenca de zonas de recirculagao, a proporgao dos

volumes da malha nao é um fator limitante.

Com relacao ao sistema de equacgoes algébricas, notou-se que o numero de

coeficientes da matriz principal que o representa aumentava muito para malhas mais
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refinadas, ja que esse nimero é igual a quatro vezes o nimero de volumes em que
o dominio é dividido. Dessa forma, ao se usar malhas muito refinadas, o armazena-
mento computacional e o tempo de solugao se tornaram bastante elevados. Essa é uma
das desvantagens da solucao acoplada das equacoes usada nesse trabalho. Em con-
trapartida, como relatado por outros autores, observou-se que o numero de iteracoes
necessarias para que a solucao convergisse, usando essa abordagem, foi muito pequeno,
especialmente nos casos laminares. Assim, uma maneira de driblar o problema da ne-
cessidade do refino excessivo da malha, foi o uso de malhas nao uniformes mais refinadas

quando proximas as paredes.

O modelo numérico desenvolvido neste trabalho possibilitou a realizacao de
simulagoes de escoamentos no interior de dutos cilindricos de forma pratica, rapida e
bastante completa. Por ser tridimensional e eliptico, permite ainda estudos de escoa-
mentos com diferentes perfis de velocidade de entrada, andlise de fenomenos difusivos

e visualizagao de processos de recirculagao e escoamentos rotacionais.

Deve ficar claro que, apesar da motivacao deste trabalho ter sido o estudo do
processo FCC em risers, o modelo nao é adequado para esse fim. O processo de FCC
¢é bastante complexo e dificil de ser completamente modelado, ja que envolve diversos
fenomenos como, troca térmica, reagoes quimicas, adsorgao, interacao entre as fases,
turbuléncia intensa, entre outros. Um passo importante no desenvolvimento de um
simulador para esse caso ja foi dado, que foi a criagao de uma ferramenta que permite
o estudo tridimensional de escoamentos fluidos. Esse simulador podera ser melhorado,
num trabalho futuro, com a incorporacao de novas equacoes e modelos. As etapas para
a adaptacao do modelo atual para que seja possivel simular com veracidade o processo

de FCC estao listados a seguir:

e As equacoes de conservacao de massa global e de quantidade de movimento devem
ser aplicadas a cada uma das fases presentes no escoamento, incluindo termos de
transferéncia entre as fases. No escoamento no interior de reatores riser estao
presentes trés fases, porém costuma-se usar modelos pseudo-homogéneos, em que
sao consideradas apenas duas fases: uma fase gasosa, composta por goticulas de
gasoleo e fragoes de hidrocarbonetos vaporizados misturadas ao vapor d’agua; e

uma fase particulada, que na abordagem Fuleriana é considerada como continua.

e Além dessas, devem também ser acrescentadas equacoes de conservacao para cada

espécie quimica presente no sistema.
e Devem também estar presentes equacoes de conservacao de energia para as fases
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fluida e particulada;

e Uma equagao para prever a variacao da massa especifica da fase fluida, que nao

é constante nessas operagoes, também deve ser acrescentada;

e Como a area superficial das particulas de catalisador muda durante o processo de

adsorcao, necessita-se uma equacao que preveja essa variagao;

e Deve ser feito o acréscimo de uma equagao para o calculo do coeficiente de arraste

entre as fases;
e Deve estar presente a Equagao de continuidade entre as fases;

e Deve haver um modelo de adsorcao, ji que de acordo com Martignoni (1998),
a adsorcao de hidrocarbonetos no catalisador tem um importante efeito sobre a

hidrodinamica e a cinética quimica;

e Um modelo cinético, prevendo as reagoes de craqueamento que ocorrem no inte-
rior do reator. Normalmente é proposta uma rede cinética baseada em pseudo-
componentes. Para isso usam-se técnicas de agrupamento de componentes em

grupos de moléculas representativas conforme semelhanca de suas propriedades;

Apesar do cédigo desenvolvido parecer simples pela sua limitagao no estudo
de escoamentos presentes em aplicacoes praticas, o fato do modelo ser tridimensional e
sem simplificacoes inerentes a imposicao de planos de simetria fez com que o tratamento
numeérico das equagcoes e sua implementacao computacional fossem tarefas relativamente
complexas. Dessa forma, foi possivel o aprimoramento do conhecimento da linguagem
Fortran e de estratégias de programacao, além da aquisicao de vasta compreensao de
processos fluidodinamicos e de seu tratamento numérico, ja que esses conceitos foram

extensamente trabalhados na teoria e na pratica.
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Apendice A
Coeficientes das equacoes algébricas

Nas Tabelas A.1, A.2, A.3 e A4, a seguir, sao apresentados os coeficientes
das equagoes resultantes do tratamento numérico das Equagoes de Conservacao de
Quantidade de Movimento e da Equacao da Continuidade, representadas pela Equacao
A.1. Essa equacao foi apresentada na Secao 4.7 deste trabalho, mas estd reescrita a

seguir para facilitar a visualizacao de seus coeficientes.

App - op = Agn - ON + Aps - s + Agp - Op + Agw - dw +
Agr - dr + App - o+ Y Agji- @i+ By (A1)

J K3

em que ¢ é a variavel principal, A sao os termos que multiplicam as variaveis, o indice
j indica as demais varidveis ¢ presentes, ¢ sao os volumes em que estas ultimas sao

calculadas e B inclui os demais termos da equacao.
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Tabela A.1: Coeficientes da equagao algébrica resultante do tratamento numérico da

Equacao de Quantidade de Movimento na direcao axial- EQMz.

Coeficiente | Variavel | Valor
A.p vzp p% + P {(:—P [vre, 0] + :—; [—UT, O]) A, +
(i [vay, 0] + o= [~vay, 0]) Ao + ([vzn, 0] + [—v2s,0]) AZ} +
(22 ppe + Do) 22 + (,}%Nf + ém) A2 4+ 2 (n + p1s) 32
AN vZN pl—vzn, 0] A, + 2;1”%
A, vZg plvzs, 0] A, + 2#5%
Ap VZE pre [—vre, 0] A, + L"fueﬁf,
Aw vzw pre [vrw, O] Ay + 7= Uw Ar
A.r vZp pi[ vag, 0] A, +—2qu—6¥
A.p vZp pip [vow, 0] Aq + = MbAa
AN urNn (iﬂe - ;Nw) 412
Aurs vrs - (g/le - %Mw) ZXZ
AuNE UTN,E :Tiﬂ’e 41;
A sk Vs E - %Me 4’2"2
Azrnw UrNw | TR A
Arsw ursw p T Py ZXZ
Azan vay (%M *Mb) o
Asas (exs - (;Mf - ;Nb) 1A
ALanF VaN,F ilﬁfﬁT‘;
AasF vasp | =i
A.onB VO N, B - i/ib 4AA°“Z
AasB VO N, B i#bﬁf’;
A.pN Py —A,
A.pp Pp A,
B, — pv2d8Y + p g, AV
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Tabela A.2: Coeficientes da equagao algébrica resultante do tratamento numérico da

Equacao de Quantidade de Movimento na direcao radial - EQMr.

Coeficiente | Variavel | Valor
A, p urp p% + P {(:—; [vre, 0] + e (07, O]) A, +
(L [vag, 0] + = [ vab,O]) Ay + ([vzn,0] + [—v25,0]) A } +
2(fepe + 1 uw)% + ( fy + zub) 22+ (i + ps) A2
2‘;—2;?AV
AN vry pl—vzn, 0] A, + pn a2
Ars vrs | plozs, 0] A, + psas
Arp UrE pre [—vre, 0] A, + QLENe%
A vrw pre [ory, 0] A, + 27 ,uw AT
A vre | prs [vag, 0] Ag + Eufm
A urp pé [va, 0] Ag + - fip RS
Arp vzg | (fn — ps) 5
Araw VZw — (Hn — pis) 4AAZT
Ar.EN VZE,N ,UnﬁTzT
ArwnN VEwW,N | —Hn 4AAZ,,
Ar2ps vIEs | —Hsia
Araws VZw,s | Ms fkg
Arop vap Qp%AV
Aror vap | (S — ) i
Avaw vaw | — (iﬂf - mﬂb) o=
Arar vag —MP@AV
Aran vap MP@AV
Arapr V&g F éﬂf 414&
Arawr vaw, —iﬂf f&«
AraEB VQEg,B —éﬂf 4AA“,,
Arawn vaw,B iﬂf ffr
ArpE Pg —A,
Arpp Pp A,
B, — pord, SY (Uf%)QAV
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Tabela A.3: Coeficientes da equagao algébrica resultante do tratamento numérico

Equacao de Quantidade de Movimento na diregao angular - EQMa.

da

Coeficiente | Variavel | Valor
Aunp vap | pRY + p K:—P [vre, 0] + 12 [—ory, O]) A, +
(i [way, 0] + - [~vay, 0]) Ay + ([vzn, 0] + [—vz,, 0]) Az} +
(Pu+iuw> fr 4 2( [y + Q,Ub) 22+ (i +ps) 35 +
pUEAV
AN vay pl—vzn, 0] A, + pin, 22
Ays vag plvzs, 0] A, + s 2;
Aur vag pre [—vre, 0] A, + :,uem
Aow vogy pre [Ur4, 0] A, + Qgﬂwﬂ
Aor vap pi [—vay, 0] Aq + 25 pp
A.p vag p% [vay, 0] Ag + 2 pp 32
Anzr VZF (ftn — 1) 47?201
Aazp V2B — (ptn — p1s) 4,,PAa
AnzrN VZEN | Hn 4,,?Za
AazBN VZB.N Hn 4,;,‘204
Apzrs VZps s 472;12@
AazBS VZBS | fhs 4,,’13 v
Ayp urp — WP AV + (py — ) 2 —2;*
Aarr Urp <T§D,Ue - Té”ﬂw) ira T /lf
Aowrp urp - <:§D,Ue — ¥ Mw) iAo
AarFE VTR E :T;ﬂ'e iAa
AorBE UTB,E —%Meﬁﬁ
Aarrw VrEwW | — %zuw ﬁra
AarBw urB,w %/ﬁw 4122
AopF Pr —Aq
Aarp Pp Aq
B, — pvaB Y + Urpve Ay
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Tabela A.4: Coeficientes da equagao algébrica resultante do tratamento numérico da

Equacao da Continuidade.

Coeficiente | Variavel | Valor
cd%+cc? A
P P — £z
AP'ZP vzp cdz +ccz AZ 2
cd%+cc, —cdl, 7|,
APZE VZE (chJrccz A + cdr+cc’“ ) r|p ) Ar
cdfy, +cchy, —cdl, 7|,
APZW vaw ( cd? +cc? A + cd“rcc" r|p A’"
cdf+cck 1 —cdy 1
APZF VzF <cde+cch A + cdo‘—‘rcc rlp AO‘
cdp+ecy —cd$, 1
APZB vzp <cdz +ecz A _'_ cd‘”‘-l—ccf rlp Aa
cdg+cc
APZS /UZS (Cdz +CC§ AZ + f)
cd”, 7|
Ap.EN VZE N (Cdr+ccr . T|; 'Ar)
cd?y 7|,
APZES UZE7S cdg—f—ccg 7nlp T
d” 7|
A z €y . e .
PzWN VZw,N cditect Tl r
d
Ap.ws vzw,s | — s - e A,
cdi+cect  rlp
cd2y 1
Ap.FN VZFN <Cd(f1 Yo Tlp A
dOé
APZFS VZF,S cd;‘—iic?‘ : [ p . Aa
A V2 _eds 1, A
PzBN B,N cd%+cce 7] «
b f P
cd? 1
APZBS VzZB,s - <cd;‘jic°‘ : TP : ACX>
cd',+cch |, 7|, A dS poy—cd 1
——“p'==p — w Ar P2 rP1 1
APTP vrp cdi+cch T\P T rlp 2 cd§ +cc rlp Aa
cdfy +ccy; 7| 7|, A
(=W W, e — —lw Ar
APTW vrw ( cdr+cct rlp AT rlp 2
cdptech, 1|, cdfptedy, —cd, 1
APT’F UTF < CdT+CCT . T|P ° Ar —I— cd?—i—cc? * m . Aa
cdptecy 1|, cdfp+ecd? —cd, 1
APTB vrp < cdi4cct  7|p AT B cd"‘—i—cc‘? rlp AO‘
cd +ch L‘e
Apen Ur'n ( cdrtect Tl A+ 7 dz +ccg A,
cdgtecy 1|, cd?, —cdZ,
Apys ur's (cdr+ccr |p A, cdztccg A,
cdZy
APT’NE UTN,E (Cdz +CCZ . AZ)
cdz,
Aprnw UrNw editecz Lz
cd?
Aprsk UISE | i tec A,
cd?
Aprsw urswo | — (ﬁ : Az)
cd® 1
AprrE UTF.E cdi et Tlp Aq
cd?,
Aprrw VIEW | ey ;Zc? : Wlp A
cd?y 1
AprBE UTB,E cdftec Clp Aq
cd®y 1
APTBW ure,w <cd‘f"+cc‘; Tl p AO‘




Coeficiente | Variavel | Valor
cdp+cch 1 1 Aq ccl p |,
APaP vap cd$ +ccg T p AO‘ rlp 2 cdi+cct  r|p A’”
cd%+ec 1 cd’ ; —cd” 1 7|
Ara | von | (GRS ARG A
cd%,+ccy 1 ed’  —ed” 1 7|
— = w1, — Zal a2, . e
APaW vaw cd$+ec§ Tl p AO‘ cdl+cch rlw  Tlp AT
cd” 7|
aF . —le .,
APCVF vap cdi+cct  r|p AT
cdg+ech 1 1 Ao cdl |,
APO‘B vap <cd‘]¥+cc;‘: T|p Aa + T p 2 + cdt4cct  r|p AT
cdQ+cc 1 cd?  —cd?
Araw | vaw | - (GHE S Aa+ e )
cd3+cc 1 cd? . —cd?
Apas vas cdj+ect " Tlp Ao + cdz +ccz, Az)
Cdgl 1 T‘e
Aparr vesF (cdz+ccs P P
cdl, 1 |,
Apars YOEB | cdpreq  Tp Thp Ar
cdl | 1 |,
Apawr VOWF | e Ty e A
cd] o 1 |,
Apaws vow,s (cd£+062 e e A
cd?
ApaNF V&N, F - (cd;féc; ’ Az)
cd?
ApanB VONB | ies As
A cdgy
PaSF Vg F editecs ‘2
A Vo _(_cdaa . A
PaSB S,B cde—&-cc,ZL z
Py, Pp L PE 1
APPP Pp cdz +cc, Az + cdi+cct  r|p Ar + cdf+ect  7lp Aa
cPr. 7|
AppE Pp cdg—i—icg ) r|; - Ay
P 1
Appp Pr _“Fr . 1 .4
cdG+ect 7 @
b f P
cPf;
APPN PN Cde-‘rCCfL : AZ
- cb® . cb” . 7|, . cb™ R
BP cdZ +ccz, AZ + cdt+cct  r|p AT + cd§ +cch T p AC“

em que,
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cdp = (;u + %;uw) A 4 (éuf + ém) Lo 2 (i + 1) RE
cch = pRY +p {(:—P [vre, 0] + 1 [—vry, 0]) A, + (i lvay, 0] + LP [—vay, 0]) Ao +
([vzn, 0] + [—vzs, 0]) Az}

cdl = 4.p1n, 22 cch = 2.p[—vz,, 0] A,
cdiy = e pro A ccly = prs [=vre, 0] A,
cd? — %’;Nw% cciy = pr- [UT4, 0] A,
edi = G hrah e = Py [Fva, 0] Aa
iy = e cchy = pik o0, ] A,
cdf = 2.1,4= oy = plvzs, 0] A,

cdiy = ;=45 A cdiy = 1248 Ar

ediy = LA, cdoy = 55 az-Aa

cPi = A, cPp=A,

b* = pvd8Y +p g. AV

cdp = (4.%#6 + 2.:—1;/11,]) % + (é,uf + %,Ub % +
ccp = pRY 4+ p {(:—P [ure, 0] + 1 [—UT’w,O]) A, + (
([UZn,O] + [_UZS70]>AZj|

Az
(Hn + 1) 32 + Z%AV
L [vay, 0] + i [—vay, 0]) A, +

cdl = 4.%”6% ccg = 2.p7= [—ore, 0] A,
cdy, = 2%,“11}% cciy = pre [ory, 0] Ay
ey = s «cp = pr; [-vay, 0] Ao
edr, = %Mb% ccy = prr [vew, 0] A,
cdly = pn 3= ey = p|—vz,,0l A,
cdy = pus 5= ey = plvzs, 0] A,

cdl) = 7. AL cdly = 7% A,

cdly = A, cdyy = 77 Aq

cdal, = ’;—g.fa.AV cda’y = %’.Aia.AV
cchp = 2.1)04%.,0.%

cPpL = A, cPp = A,

b = porh8Y — (U(:%)QAV

T‘3 T‘3
cdp = <T§D/~Le + T%Nw> % + <éﬂf + é:ub) % + (pn + phs) %
ccp = pRY + p {(:—P [ure, O] + T [—ory, O]) A+ (i [vag, 0] + é [—vay, 0]) Ay +
([v2n, 0] + [0z, 0]) A, ]
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Cd? = 4.%/”02*‘;
cdp = iue%
cdyy = P =) uw yv
cdf = 2€,ub5
cdy = ﬂn%

cd§ = ps %

cddy = i'[ﬁa"‘lz

@ _ Te
Cdrl_r%

He
4. AaT
a 0 AV.AL
cdrpy = vop =

cdry = 5 A,
p

a _ Aa
cPp =

Tp

0 0
0 AV vrpvay,
b = pvapxp + —EAV
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ccf = 2.p$ [—vay, 0] Aq
ccy = prs [—vre, 0] 4,
cciy = pre [ory, 0] A,
ol = pi [vag, 0] A,
el = p—vz,, 0l A,

ccg = p vz, 0] A

« 1 ps
cdS, - TAa .AZ
67 Tw _Hw
cdyy 4 1Aa A,
cdry = (pf — o). T“
Ty
cdry = TIQD Ag
cPp = 7o
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