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RESUMO

SANTOS JR., IRAI. Modelagem e simulagdo de um reator de leito fluidizado trifasico por
meio de uma abordagem variacional. Campinas: Faculdade de Engenharia Quimica,

Universidade Estadual de Campinas, 2002. Brasil. Tese (Doutorado)

Nesta tese ¢ modelado matematicamente e simulado numericamente, por meio do
caleulo variacional, a fluidodindmica do escoamento das fases dentro de um reator quimico
operando no modo coluna de lama. Diferentemente dos métodos matematicos que
envolvem as equagdes diferenciais, 0 método variacional utiliza uma equacio integral que
deve ser estacionaria em relag@o a todas as suas variaveis, o que permite aplicar algum
método de otimizagdo. Um rigoroso modelo para o reator ¢ estudado e os resultados obtidos
da simulacio sfo comparados com dados disponiveis na literatura. Os resultados sdo

satisfatorios e possibilita a extensdo do método a outros processos da engenharia quimica.

O reator apresenta um leito fluidizado trifasico com agitacio dada pelo fluxe do
gas. Nio existe agitagdo mecénica. Considera-se ou ndo a presen¢a de reagGes quimicas. O
fluxo do fluido € modelado por meio das equacbes unidimensionais da continuidade e do
momento médio no tempo. Assume-se uma aproximacgio Euleriana em coordenadas
cilindricas. Na pratica este tipo de modelo € satisfatorio. Devido a sua forma matematica,

faz-se necessario apresentar o modelo do reator na forma de uma equag@o integral.

O presente método esta fundamentado em principios fisicos, permitindo modelar
0s processos com geometria e condigdes de contorno complexas, pois permite o ajuste das

variaveis junto & simulagic. O modelo integral esta baseado no critério de minima energia.

O modelo integral é numericamente idéntico ao diferencial. Apesar da extensa
manipulacio algébrica envolvida, os resultados justificam a sua aplicagdo. O método, ac ser
estendido para outros processos quimicos, deve ser devidamente aplicado, uma vez que nio

existe uma regra geral aplicivel a todos os casos.

Palavras-chave: Calculo das variagbes; reator coluna de lama; otimizacio; modelagem

matematica, simulacio numérica; fluidodindmica.
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ABSTRACT

SANTOS JR., IRAL. Three-phase fluidized bed reactor modeling and simulation by
variational methods. Campinas: School of Chemical Engineering, State University of

Campinas, 2002. Brasil. Dissertation (D.Sc.)

In this work it is applied the variational method for modeling and simulating the
hydrodynamic flux of a slurry bubble column reactor. Instead of applying mathematical
methods to solve a differential equation, this method employs a stationary integral equation,
so it leads to the possibility of applying optimization methods. A rigorous model for the
reactor is studied. Simulated data are compared with data available in literature. The results

are satisfactory and the method can be explored in similar processes.

The reactor shows a three-phase fluidized bed agitated by gas flux. There is not
mechanical agitation. Chemical reactions may be included. Fluid-dynamic is modeled by
one-dimensional averaged-time continuity and momentum equations. It assumes an
Eulerian approach in cylindrical coordinate. The practical results of this model were

satisfactory. Due to the mathematical form, it is necessary a integral equation for the model.

The numerical method is based in physical principles. It allows to model processes
with complex geometry and boundary conditions. In tumn it allows to describe the variables

during the simulation. The integral model is analogous to the minimum energy criterion.

Differential and integral models results are numerically identical. In spite of
extensive algebraic manipulation necessary in the integral method, the results obtamed for
the method justify its application. The method can be extended for others processes in
chemical engineering. It must be correctly applied for each case, since one general rule for

application does not exist.

Keywords:  Calculus of wvariations, slurry bubble column reactor, optimization,

mathematical modeling, numerical simulation, fluid-dynamic.
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Capitulo 1

INTRODUCAO



O objetivo desta tese € verificar em quais condigdes matematicas e fisicas sdo
possiveis modelar e simular a fluidodindmica do escoamento das fases no interior de um
reator quimico por meio do calculo das variagdes (calculo wvariacional ou principio
variacional). O reator em estudo apresenta um leito fluidizado trifasico, do tipo solido-
liquido-gas (SLG), e opera no modo de coluna de bolhas. O modelo fenomenologico da
fluidodingmica neste reator € baseado nas equacgbes macroscopicas dos balangos da
continuidade e momento médio no tempo e nas relacdes de equilibrio. O célculo variacional
¢ postulado em certos principios fisicos e requer um modelo matematico (formulagio

variacional) descrito na forma de uma equagao integral.

O escoamento das fases dentro do reator ocorre de forma ascendente e o leito
constitui um sistema pseudo-bifasico, formado pelas fases gas e lama (liquido -+ soélido
finos em suspensdo). O escoamento € agitado pelo fluxo gasoso. Ndo existem partes
mecinicas modvers dentro do reator (p.ex.. agitador mecdnico). Os resultados das
simulagdes da fluidodindmica do leito sofrem influéncia das condi¢des de contorno e da

presenca das reacBes guimicas.

O interesse no desenvolvimento de um simulador computacional baseado no
calculo variacional para o reator em estudo se deve principalmente a escassez, ou mesmo a
auséncia, de correla¢Oes empiricas aplicaveis nas situagbes de interesse industrial. Isto pode
ser justificado pelo comportamento cadtico da fluidodindmica, pois ocorrem variagdes tanto
espaciais quanto temporais, e pela dificuldade de se obter dados experimentais nas

condigBes industriais.

O célculo das variagdes tem como particularidade, para este caso em estudo, evitar
0 uso de comrelagio empirica no modelo matematico. O método possibilita expandir
matematicamente a correlagio para um perfil de variavel por meio de uma funcio
dependente, onde as suas constantes ou fun¢des desconhecidas sdo auto-ajustaveis e variam
de acordo com as equagOes restritivas e condigdes operacionais utilizadas, sendo os seus
valores determinados no decorrer da resolugdo numeérica. Portanto, o calculo variacional
considera o modelo matematico de forma equivalente a um problema de otimizagio, onde
se tem para fungdo objetivo uma equagio integral (YANG, 1994). Esta particularidade €

interessante e torna o método variacional muito atil.



A solugdo numeérica da formulagio integral deve ser estacionaria em relagdo a
variavel dependente, ou seja, o valor da integral ¢ um ponto de maximo, minimo ou
inflex3o. Este procedimento € analogo a programac@o n3o-linear (otimizagio). A diferenca
reside no fato do ponto estacionario na otimizag#o ser dado em relag@o a cada variavel e na
formulacdo integral ser dado nfo somente em relagdo a cada variavel, mas também em
relacdo a integral ou funcional. As condi¢Bes necessarias e suficientes para caracterizar o
ponto de extremo {maximo, minimo) na formulag@o variacional sdo complexas e envolvem

muito esforgo algébrico.

Antes da aplicagio do calculo das variagBes faz-se necessario demonstrar a
equivaléncia numérica entre a formulagio integral e a diferencial. Além disso, deve ser

demonstrado que o calculo das variagdes €, por natureza, um método de otimizac&o.

1.1 - REATOR QUIMICO DE LEITO FLUIDIZADO

O projeto e a operago do reator de leito fluidizado tem recebido muita atengdo
desde 1960, fato este justificado pela sua importancia e sua caracteristica estratégica para as
industrias de manufaturados quimicos e bioguimicos. Neste periodo € verificado um rapido
avango nos estudos e nas formulagdes tedricas e empiricas deste complexo processo.
(DECKWER, 1992; RAMACHANDRAN e CHAUDHRI, 1992; REILLY et al., 1990,
FAN, 1989; WESTERTERP et al., 1984)

Os reatores de leito fluidizado estdo entre os mais importantes nas indistrias
petroquimicas e processam um grande nimero de rea¢des quimicas, e a sua aplicacdo nas
industrias biotecnoldgicas tem aumentado consideravelmente (MITRA-MAJUNDAR et
al., 1998; HAN et al., 1998; SCHUGERL, 1997, KRISHNA et al., 1997, HILLMER et al,,
1994; RAMACHANDRAN e CHAUDHRI, 1992; GHARAT e JOSHI, 1992; FAN, 1989,
HIKITA et al., 1981; NAKANOH e YOSHIDA, 1980).

Dentre as suas aplicagSes industriais destacam-se: hidrogenacdo de compostos
orginicos (p.ex.: etil-benzeno e antra-quinonas); hidro-tratamento (denitrogenago,
demetalizacdo, deoxigenagdo, dessulfurizagio ou craqueamento) de fragSes de petroleo;
reagdo de Fischer-Tropsch (MITRA-MAJUNDAR et al,, 1998; GHARAT e JOSHI, 1992,
DORAISWANY e SHARMA, 1984) e liquefagio de coque. De forma geral, este tipo de

reator também € aplicado quando no sistema ocorrem reagdes altamente exotérmicas, fato



este justificado pela elevada homogeneidade do leito fluido, que ¢é garantido pelo elevado

coeficiente de transferéncia de massa, calor e momento (DECKWER, 1980).

O reator de leito fluidizado trifasico SLG constitui uma das areas mais promissoras
e com muitos trabalhos a serem desenvolvidos (HAN et al., 1998), pois neste reator existem
complicadas relagBes entre as iniimeras variaveis fisico-quimicas do processo, tornando-as
mais complexas quando associadas aos pardmetros geométricos do equipamento € as suas
condi¢Bes operacionais. Muitas importantes reagdes quimicas podem ocorrer neste tipo de
reator (FAN, 1989, DORAISWANY e SHARMA, 1984).

A inter-relagdo dos parfmetros e das variaveis fazem com que o esforgo no
desenvolvimento de um bom simulador numérico seja bastante arduo, e muitas vezes
incapaz de descrever satisfatoriamente uma situagfo pratica, principalmente na descrigio
das regides criticas para a fluidodindmica, tais como na entrada e saida de processo. Devido
ao desenvolvimento de modelos matematicos mais detalhados para a fluidodindmica de
reatores de leito fluidizado trifasico, os dados obtidos das simula¢des computacionais tém

possibilitado a melhoria das técnicas experimentais empregadas para a obtengio de dados
(WESTERTERP et al., 1984).

Tipos de reatores de leito fluidizado

Os reatores de leito fixo (empacotado) e de leito movel (confinado ou de arraste)
sdo as duas principais categorias dos reatores de leito fluidizado SLG no que diz respeito ao
tipo do movimento das particulas solidas. Na primeira categoria, os solidos ndo apresentam
movimento em relagdo ao reator e na segunda os reatores s3o classificados de acordo com o

mecanismo de agitacio e da forma do movimento fluidodinidmico das fases.

Na categoria dos reatores de leito mével, as particulas solidas estdo suspensas na
fase liquida, formando uma pseudo-fase denominada lama, e podem ser catalisadores,

reagentes ou produtos das reagdes quimicas. A classificagdo desses reatores é dada por
(FAN, 1989):



i) Reator do tipo coluna de lama agitado pelo fluxo de gas (“slurry bubble column

reactor”).

O escoamento das fases ¢ agitado pela inducdo da fase gasosa e as particulas

solidas sdo arrastadas para fora do reator pelo fluxo do Hquido;

i) Reator do tipo coluna de lama com leito fluidizado (fluidized bed slurry

reactor”).

O escoamento das fases é agitado pela indugio do fluxo de liquido e/ou géas, sendo

que as particulas solidas néo sdo arrastadas para fora do reator;

iii) Reator do tipo coluna de lama agitado mecanicamente (“mechanically agitated

slurry reactor”).

O escoamento das fases é agitado pela agiio de partes meclnicas méveis e as

particulas solidas sdo arrastadas para fora do reator pelo fluxo do liquido.

Conforme mencionado, o reator do tipo coluna de lama agitado pelo fluxo de gas é
0 processo em estudo. Entretanto, falta mencionar que a fase sélida é o catalisador. Com
estas especificagOes, este reator tem se mostrado importante em vérios segmentos das
industrias. Devido 4 sua complexa fluidodindmica, um modelo matematico rigoroso e uma

simulagio precisam fornecer uma solugdo adequada e satisfatoria (VILJOEN et al., 1990).

A aplicacdo do método variacional para modelar e simular o reator em estudo &
desenvolvido sobre o modelo diferencial proposto por CARBONELL ¢ GUIRARDELLO
(1996). Apesar da modelagem ser unidimensional, o resultado é satisfatério e concorda com
outros resultados da literatura (SANTOS JR. ¢ GUIRARDELLO, 2001, 1999). Qutros
autores (Di FELICE, 2000; CHEN et al., 1995; GASHE et al., 1990) também adotaram
modelos unidimensionais e comprovaram que este tipo de modelo sdo representativos para

o estudo do reator do tipo coluna.

O avango tecnologico dos computadores, bem como a melhoria do seu

desempenho, possibilita para a engenharia das reagdes quimicas a utilizagdo dos modelos
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matematicos mais representativos, o que permite uma exploracdo detalhada das inameras
particularidades envolvidas no reator de leito fluidizado (TORVIK ¢ SVENDSEN, 1990;
REILLY et al, 1990; WESTERTERP et al., 1984).

1.2 - CALCULO DAS VARIACOES

O calculo das variagdes aborda uma equagdo ou um sistema de equagbes do
modelo matematico diferencial (modelagem matematica usual) sob o ponto de vista da
equacgdo integral, sendo ambas formula¢gBes matematicamente idénticas (GAL-OR e
WEIHS, 1972; FINLAYSON, 1972). Assim, o desenvolvimento da integral variacional ndo
necessariamente precisa estar aplicado sobre todas as equagdes do modelo, ou seja, pode
estar desenvolvida para apenas uma parte das equagdes do modelo e as demais equagdes
constituem em restrigdes da integral variacional (FINLAYSON, 1972). Isto possibilita
sumarizar as equagdes do modelo matematico, permitindo avaliar os efeitos dos pardmetros

e proporcionando também uma forma de aproximagio para o modelo diferencial.

O procedimento deste método constitui em obter um modelo integral que seja
equivalente ao modelo diferencial, e que posteriormente sera integrado por tecnicas
apropriadas de integragfo numérica (p.ex.: quadratura de Gauss). Assim, a técnica consiste
em transformar a equacio diferencial em uma egquagio integral através do teorema de
Euler-Lagrange, e assim garantir a existéncia de um modelo variacional (FINLAYSON,
1972; SCHECHTER, 1967).

Conforme mencionado, a formulagio variacional deve assumir a caracteristica de
um ponto estacionario em relag@o as suas varidveis. Somente isto ndo € o suficiente quando
for associado a um problema de otimizagido. Assim, no decorrer dos estudos o ponto

estacionario deve ser caracterizado como de minimo, maximo ou inflex@o.

A solugio numérica obtida deve tornar a formulag@o variacional do processo como
sendo estacionaria em relagfo a fungio dependente, minimizando-a ou maximizando-a com
respeito as constantes ou fungdes desconhecidas. Portanto, 0 mecanismo desta técnica esta
baseado na minimiza¢3o ou na maximizagdo de certos pardmetros aplicados ao sistema em
analise (ise (YAUAssim, efetua-se um processo de otimizagdo simultaneamente,
garantindo a obtenc@io da solugio Otima para o sistema e, conseqientemente, a sua

aplica¢do na pratica (GORLA e MADDEN; 1984).



Por tratar-se de um processo de otimizagfo, a existéncia da solugdo otima global
da formulagéo variacional (GAL-OR e WEIHS, 1972) é garantida pelo principio fisico em
que se baseia o calculo das variagdes em estudo, podendo este principio estar estruturado na
maximizacdo de entropia ou na minimizagio da taxa de energia dissipada. Estes conceitos

530 consistentes e universalmente aceitos (YANG, 1994).

A eficiéncia do calculo das variagdes é demonstrada utilizando-se as equagdes
fundamentais da termodindmica (GAL-OR ¢ WEIHS, 1972) ~ tais como as equagGes de
entropia ¢ energia (YANG, 1994; RETI e RETL 1982) — & as equagles fundamentais da
fluidodindmica (quantidade de momento representada por Navier-Stokes) (ZHU, 1995;
BECKER et al, 1994; YANG, 1994; GORLA ¢ MADDEN, 1984; ECER ¢ ROUT, 1983).

Como em qualquer outro método matematico, este também pode apresentar
problemas de convergéncia e de estabilidade numérica, df-:pendendo da complexidade do
sistema em analise (GORLA e MADDEN, 1984). Para os casos modelados e analisados por
GAL-OR ¢ WEIHS (1972), a formulagio integral fornece bons resultados numeéricos.

A principal desvantagem do método, 0 que torna menos atrativo quando
comparado com os métodos diferenciais, diz respeito a manipulacio algébrica das
equagdes. Entretanto, isto € compensado pelos resultados obtidos, que associado ao fato de
seus fundamentos estarem elaborados sobre principios fisicos consistentes, torna-o
aplicavel em situagdes onde a forma diferencial nio é capaz de quantificar satisfatoriamente

O processo.

Algumas dificuldades no que diz respeito 2 aplicagdo desta técnica sdo
encontradas em BECKER et al (1994), principalmente na estimativa dos valores dos
coeficientes de transferéncia de massa e de energia (JARZEBSKI e MALINOWSKI, 1987,
1986a, 1986b; GAL-OR e WEIHS, 1972), uma vez que o0s conceitos e procedimentos desta
técnica envolvem argumentos flexiveis e abstratos (YANG, 1994). Os valores destes

coeficientes sdo indispensaveis no estudo do reator de leito fluidizado SLG.

GAL-OR e WEIHS (1972) afirmam que para muitos problemas de fluxo ¢ de
transferéncia de massa e calor que nfio podem ser resolvidos analiticamente, podem ser
facilmente manipulados pelo cdlculo das variagdes, desde que tratados corretamente.
Ressalta-se que a equagdo da difusdo de Fick também ¢é deduzida a partir da analise
variacional (YANG, 1994).
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Segundo FINLAYSON (1972), esta técnica pode ser aplicada muito bem para
casos matematicos especificos em fluidodindmica, mas ndo pode ser generalizada,
JARZEBSKI e MALINOWSKI (1987, 1986a, 1986b) observam que a sua aplicagdo
classica na modelagem e no estudo do movimento dos fluidos esta limitada aos modelos
matematicos lineares. Entretanto, YANG (1994) afirma que pode ser estendida para casos
nio-lineares, e ZHU (1995) sugere investigagbes para sistemas com comportamento
altamente ndo-newtoniano ¢ complexo. Entfo, a questdo essencial € saber se para um dado
problema de interesse existe ou ndo a possibilidade de aplicagdo da técnica do calculo das
variagdes (FINLAYSON, 1972).

Num problema variacional em particular, a existéncia de um ponto de extremo ngo
pode ser dado como factivel (COURANT e HILBERT, 1953). Assim, a prova de existéncia
da solugo do problema, ou classe de problemas, deve ser investigada para cada caso em
especifico, conforme sugere FINLAYSON (1972). A prova da existéncia e da possibilidade
de aplicagido e explorag@o desta tecnica na modelagem matematica do reator em estudo,

associado aos aspectos intrinsecos da técnica, constitui 0 nosso principal objetivo.

Finalizando, o calculo das variagBes constitui um método altamente especializado
e encontra-se bastante difuso na literatura (FOX, 1954), e a sua aplica¢io em processos

quimicos ainda € bastante escassa.

Justificativas para o uso do método

O calculo das variagdes ¢ escolhido para os estudos de modelagem e simulacio

numerica deste trabalho pelos seguintes fatores:

i) A aplicagdo desta técnica € uma metodologia diferente da tradicional, de resolugéo
de sistemas de equagdes diferenciais. Assim, deseja-se estudar e avaliar a sua

aplicac@o para processos da indastria quimica;

i) A técnica proposta permite a resolu¢io de sistemas descritos por geometrias e
condigbes de contorno complexas, o que € mais dificil com a metodologia usual,

dada pela formulagéo diferencial;
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1} A modelagem e a simulagio de reatores trifisicos por meio de equagdes
diferenciais dependem de correlagBes empiricas, escassas na literatura, e quando
estas existem s@o aplicaveis somente para casos bastante especificos. Entretanto,
no metodo variacional, a modelagem e simulagio sio realizadas por meio de
equagBes integrais e, quando associada as caracteristicas intrinsecas de otimizacdo
do método, a utilizacio de correlagdes empiricas pode ser evitada, pois estes sdo

substituidas por um principio fisico (energia, entropia, etc.);

iv) A técnica em si ja fornece uma resolugio otimizada, o que ndo acontece com
outros metodos matematicos. Nos métodos tradicionais de resolugdo de equagdes
diferenciais (p.ex.: elementos finitos e colocagio ortogonal) teremos uma soluggo
que, posteriormente devera ser submetida a algum método de otimizagio, gerando

um sistéma matematico bastante tedioso e complexo;

v) A técnica em si € bastante promissora e encontra-se fundamentada em principios

da termodinamica ¢ da fluidodinidmica.

Esta técnica visa-se complementar as metodologias de resolucdes dos modelos
matematicos diferenciais, permitindo uma abordagem e anslise para as varidveis numa
forma mais concisa no que diz respeitos aos efeitos no escoamento das fases causados pelas
regides criticas do processo, tais como na entrada e saida. A analise destas regides faz com
que os resultados numéricos sejam mais satisfatorios, pois a analise destas regides é muito

importante para o conhecimento do comportamento da dindmica do fluido.

As técnicas tradicionais de resolugdes dos modelos matematicos diferenciais sio
limitadas para varias aplicagdes de interesse prético, pois existem regides no escoamento
das fases nas quais nd3o se consegue modelar satisfatoriamente (ZHU, 1995; BECKER et
al,, 1994; YANG, 1994; ECER e ROUT, 1983; RETI e RETL 1982: GAL-OR e WETHS,
1972).
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Concluindo, deseja-se utilizar um método bastante promissor, pois em Ouiros
casos, tais como nas aplicagdes em problemas mecénicos e térmicos, sdo utilizadas com

bastante sucesso e tem uma direta aplicagio na pratica.

1.3 — ORGANIZACAOQO DA TESE

No Capitulo I s&o apresentados os objetivos e as justificativas para o
desenvolvimento desta tese, bem como alguns comentarios sobre o reator quimico em

estudo e sobre o célculo das variagGes.
No Capitulo II apresenta-se a motivagio para a aplicagio do método.

No Capitulo ITI, de forma breve, revisa-se a literatura para o reator estudado e o
modelo matematico diferencial empregado para gerar o modelo variacional. O efeito de
parede sobre a fluidodindmica e alguns aspectos para a analise comparativa dos resultados

numeéricos e a ocorréncia de reagdes quimicas sdo também considerados.

No Capitulo IV séo mostrados os elementos essencials para a aplicagio do célculo
das variagbes e a demonstragio das condigdes necessarias e suficientes para a
caracteriza¢do do ponto de extremo. Desta forma, procura-se de forma logica, concisa e
completa identificar e fornecer todas as ferramentas matematicas empregadas na aplicagio
do calculo das variai;ﬁes como método matematico para a modelagem e simulacio de
processos. O formalisme matematico deste método € apresentado no Anexo-A. Outros

métodos matematicos, necessarios para o desenvolvimento da tese, também s3o revisados.

No Capitulo V ¢ desenvolvida toda a modelagem variacional para o reator em

estudo, bem como as analises do efeito de parede e da presenca de reagdes quimicas.

No Capitulo VI sdo apresentados os resultados numéricos do trabalho, validando-
se o modelo integral (com e sem o efeito de parede) e mostrando-se a sua equivaléncia com
o modelo diferencial e com as técnicas de programagio n#o-linear (otimizagdo).
Adicionalmente, comparam-se estes resultados com dados experimentais obtidos da

literatura. Para finalizar, analisa-se a caracteristica do ponto de extremo do modelo integral.
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No Capitulo VI sio discutidos os resultados, expostas as conclusbes e

apresentadas algumas sugestdes para trabalhos futuros.

Para finalizar, existem dois anexos & tese. No primeiro, para um melhor
entendimento do calculo das variagdes, ¢ demonstrado um amplo formalismo matematico
com todas as suas defini¢des. No segundo sio apresentados os artigos cientificos, revisados

por corpo qualificado, ja publicados durante o desenvolvimento desta tese.
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Capitulo 11

MOTIVACAO
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O desenvolvimento dessa tese surgiu da necessidade de se evitar a rigidez
numérica do modelo matematico proposto por CARBONELL ¢ GUIRARDELLO (1999)
para o estudo dos perfis de velocidade das fases na presenga de reagdo quimica dentro do
reator operando no modo coluna de lama. Essa rigidez se deve a necessidade da utilizagio
de duas técnicas matematicas diferentes de resolugfo, uma para a fluidodindmica e outra
para a reagdo quimica, sendo a rigidez conseqiéncia das caracteristicas intrinsecas do

problema. Assim, com o calculo das variagSes deseja-se utilizar apenas uma técnica.

I.1 - REATOR QUIMICO

O reator em estudo tem geometria cilindrica na sua maior parte e a fluidodindmica
das fases em seu interior apresenta o escoamento de forma ascendente, com operagido
permanente e isotérmica. Existem trés regides do escoamento com caracteristicas
fluidodindmicas distintas: regido de entrada (na base, onde se localizam as correntes de
alimentagdo), regido intermediaria ou principal (parte cilindrica ou tubo do reator) e regifio

de saida (no topo, onde se localizam as correntes de retirada).

11.2 - MODELO UNIDIMENSIONAL

O modelo unidimensional descreve a regiio de escoamento perfeitamente
desenvolvido, ou seja, nessa regifio nfo ocorre variagio dos perfis de velocidade na direcdo
axial, portanto, as derivadas parciais em 7 tornam-se derivadas ordinarias. Essa regido é
caracterizada pela auséncia dos efeitos das regides de entrada e de saida no escoamento, ou
melhor, tais efeitos existem, mas podem ser em apenas uma parte do inicio e do final da
secgdo cilindrica. As equagdes macroscopicas da continuidade ¢ do momento descrevem a

fluidodindmica para todas as posigdes no cilindro, 0 sz SH e 0 <r <R, e sdo dadas por:
Equacio da continuidade

1

g““(r-losz £4Vy)=0 (IL2.1)
¥ oor



(IL2.1)
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1 0 ( )m 0
;_é; T'Apg.gg .Vg =
As Equagdes I1.2.1 e I1.2.2, juntamente com as condi¢des de contorno dadas pelas
Equagdes 11.2.8, I1.2.9, 11.2.12 e I1.2.13, resultam em:
v, =0 (I1.2.3)
v, =0 (1L.2.4)
Equacio do momento
I © o OF, oP ,
;—.—&7[?.‘9“ .ysjf.waTI) &y E,py8-C, 8,6, .(T/SE V, ): 0 (I1.2.5)
10 o OV oP
;»«,«é«;(r.sg.ygf. a:' ] —-£, . €,.0,8-C 8,8, .(Vg - Vﬂ) =0 (I1.2.6)
—e, Lo (I12.7)
cor
—e, %o (11.2.8)
or

As densidades e as viscosidades das fases, e a constante da forca interfacial de

arraste que aparecem no modelo, sdo conhecidas. A analise da estratégia de calculo, ou
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grau de liberdade do modelo, € semelhante ao caso onde essas sio obtidas por expressdes

ou equagdes empiricas.

Balanco das fases

g

Condigoes de contorno ( 0 <z <H)

Valr ={

Vel = G
sl rap =0

V, I 0

Val =9

Vel o T 0
8%5 =0
2 g I

(11.2.9)

(I.2.10)

(IL2.11)

(I1.2.12)

(11.2.13)

(11.2.14)

(L.2.15)

(IL.2.16)



v

£ =0 (IL.2.17)

ar r=0
Existem ainda as condigdes de contorno dadas pelos balancos de massa na entrada-

R
my = (6404 )20rdr (I1.2.18)

o

R
i, = ((e,.p, ¥, J2ardr (1.2.19)

0

As Equagdes I1.2.1 e I1.2.2 podem ser substituidas pelas Equactes 11.2.18 e I1.2. 19,

mas a analise do grau de liberdade nio se altera.

O ntimero de variaveis dependentes desconhecidas nesse modelo & sete (queda de
pressdo, fragBes volumétricas, velocidades radiais e velocidade axiais das fases), de tal
forma que as Equagdes I1.2.3 aié I1.2.9, juntamente com as condigdes de contorno,
deveriam ser suficientes para a determina¢do dos perfis dessas variaveis em todos os pontos
do escoamento dentro do reator. Porém, isso ndo ocorre, pois as Equacbes I1.2.7 e 11.2.8 sio
linearmente dependente, ou seja, tem-se um grau de liberdade a menos no sistema de
equagdes. Faz-se necessario utilizar uma equagdo adicional. No caso, emprega-se uma

correlagdo (usualmente empirica) para a fragdo volumétrica gasosa:

&, =¢,(r) (1.2.20)

Dessa forma, tém-se as equagBes necessarias para a resolugio do problema e,
portanto, determina-se em 0 <z <H e 0 Sr <R os valores para sete variaveis dependentes

desconhecidas do modelo.
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IL3 - MODELO BIDIMENSIONAL

No modelo bidimensional as trés regides da fluidodindmica dentro do reator sio
descritas, porém considera-se uma geometria cilindrica para todas as regides. Considera-se
a alimentag@o das fases realizada na base do cilindro do reator e os produtos retirados pelo
topo. O efeito do distribuidor na alimentagio € considerado pelos perfis de fragdes
volumétricas e de velocidade de entrada para todas as fases. Neste modelo, as equagdes dos

balangos que representam a fluidodindmica para 0 <z < e 0 <r <R sio dadas por:

Equacio da continuidade

1 ¢ & ,

- -(:; (I" Iosl )-E-_(psi‘gsi‘r/si)mo (HS]')
¥ or 0z

1 ¢ é

;—_?a;(r.pg.sg.vg)%-gz-(pg £, Vg):() (IL3.2)

Equacio do momento

"vsz ovy OFP
Pa€yVy s TPy Ey -Kr“éj =€y = -C, €, gsz( g)
2 3 g Ovy) 8 S, v, 2
- —lrE uF g o uF 2 e uT oy 33
F ar[ st :usl ar j 62'[ sl /usI [ ar aZ rz 5! .u.s‘l sT (H )

oV, v oP
Pa€agVg 2 1 + P '831' ’Vsl' -~ h = mgsl -~ gsi psl & C 8 g (Vsl - Vg)
CF 04 cZ

- o -
~é~i i re, yf(%-%—(’—?i +2.~?~ £, ygf.a ) (I1.3.4)
¥ Or or oz oz oz
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ov cP
Pg Ag --pg.sg.Vg Ag ==&, —é-~—~CW £, 8V
28 o Ve ) 8 [V, Bv, 2 -
¥ +—ie_u?. + - udy 3.5
rér( £ 5}‘J az| st o oz p2 et Ve (H3.5)
oV oV oP
Pe €V, arg +p, 8.V, zg = ey 6P 8 C sg.(Vg V. )
oV, év é oV,
e ey N & .36
(é‘rr azH az( = 63) @3.6)

fases que aparecem no modelo sio também conhecidas. A analise da estratégia de calculo
também € semelhante ao caso onde estas s3o obtidas por expressbes ou equagles empiricas

Pode-se escrever para o modelo bidimensional (0 sz <L e 0 <r <R )

As densidades, as viscosidades e a constante da forga interfacial de arraste entre as

Balanco das fases
&, +e, =0 (I13.7)
Condig¢des de contorno ( 0 <z <L)
Val, g =0 (IL3.8)
Vil n =0 (113.9)



R4

)
o

St

R
, = j(esz P V. )2mrdr
a

= T(gg.pg.Vg)Z.z.r_dr
0

mas a andlise do grau de liberdade nfo se altera.
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(113.10)

(11.3.11)

(I1.3.12)

(11.3.13)

(IL.3.14)

(I1.3.15)

Existem ainda as condi¢Ges de contorno dadas pelos balan¢os de massa na entrada:

(I13.16)

(I1.3.17)

As Equagdes I1.3.1 e I1.3.2 podem ser substituidas pelas Equagtes 11.3.16 e 11.3.17,

Observe-se que as Equagdes 11.3.8 até 11.3.15, 11.3.16 e 11.3.17 sdo idénticas as

Equagdes 11.2.10 até 11.2.17, 11.2.18 e 11.2.19, exceto no ponto z = H e z = L. Podem ser
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necessarias ainda mais algumas condigdes de contorno para a derivada das velocidades em
relagdo a coordenada axial na saida do reator e para os perfis de velocidade e fracdo

volumeétrica das fases na entrada.

O numero de varidveis dependentes desconhecidas neste modelo ¢ sete (queda de
pressdo, fragGes volumétricas das fases, velocidades axiais e radiais das fases), de tal forma
que as Equagles I1.3.1 até IL.3.7, juntamente com as Equagbes 11.3.8 até 11.3.15, sdo
suficientes para a determinagio dos perfis dessas varidveis em todos os pontos da
fluidodindmica dentro do reator. Nesse caso, ndo se faz necessaria nenhuma outra equagio

adicional ou correlagdo empirica para a variavel fracio volumétrica de gas.

Outros modelos bidimensionais mais completos podem ser usados, inclusive com
termos de dispersdo para a fragio volumétrica das fases nas equagbes de continuidade,
EquagBes I1.3.1 e I1.3.2 (MATOS, 2001; HILLMER et al., 1994). Entretanto, isso ndo altera
o fato de que no modelo bidimensional ¢ possivel calcular o valor para a fragdo volumétrica

das fases sem fazer o uso de correlagdes.

Observacio

Conforme ja mencionado no capitulo anterior, no caso de modelo pseudo-bifasico,
a pseudo-fase liquida ¢ a fase lama. No interior do reator, as propriedades das variaveis
(velocidade, fragdo volumétrica, densidade, viscosidade) da pseudo-fase liquida s&o dadas
pelas propriedades da lama. As propriedades da lama sdo obtidas por correlagdes empiricas
dadas a partir das propriedades individuais das fases liquida e solida. No caso da
alimentagdo, faz-se necessario distinguir duas situacdes diferentes: leito de arraste e leito
confinado. Na primeira situag8o, as propriedades internas sio mantidas constantes desde a

alimentago até a saida, o que ndo € verdade na segunda situag@io. Assim, no leito confinado

algumas condi¢des de contorno mudam.
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IL.4 - EQUACAO LIMITE

Uma pergunta surge naturalmente quando se comparam os modelos bidimensional
e unidimensional: por que no modelo unidimensional se faz necessario uma correlagio para
a variavel fragdo volumétrica de gas e no modelo bidimensional isto ndo é necessario? Essa

pergunta caracteriza a motivagio para o desenvolvimento do presente trabalho.

Analisando os perfis de velocidades resultantes no modelo bidimensional, verifica-
se que a fluidodindmica realmente nunca atinge o regime perfeitamente desenvolvido
(MATOS, 2001). Proximo a regido central do reator, na dire¢do axial, verifica-se que os

perfis apresentam o seguinte comportamento:

v, (r.z)=v (r)+d,(r).z (IL4.1)
v (r.z)=v, (r)+d,(r).z (I14.2)
Var.2)=V,(r)+e,(r).z (1143)
V.(r2)=V,(r)re, ).z (I1.4.4)
e, r,2)=6,(0r)+5,(r).z (11.4.5)
g,(r,z)=¢,(r)+3,(r).z (11.4.6)
P(r,z)=-K .z+P{r)+qlr).z (11.4.7)
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Para um reator suficientemente comprido, pode-se fazer a aproximacdo de
escoamento perfeitamente desenvolvido desprezando-se os termos com z na regido
principal do reator, pois as fungdes d, e, & e ¢ sio pequenas. Porém, para se deduzir uma
equacdo que permita calcular a fragdo volumétrica de gas esses termos nio podem ser
desprezados. A equagdo que permite calcular essa fracio e eliminar o uso de uma

correlagdo empirica é chamada de equacfio limite nessa tese.

A deduglo da equacgio limite é complicada. Uma forma de se obter a fracéo
volumétrica ¢ considerar que as Equagdes I1.4.1 até I1.4.7 valem de forma aproximada para
toda a fluidodindmica no interior do reator usar entdo o método dos Momentos ou de
Galerkin e integrar na coordenada axial, obtendo-se um sistema com quatorze equacdes
algébrico-diferencial na coordenada radial. Esse procedimento é valido, pois as simulages
numéricas mostram que a variagdo em z é realmente muito menor que em r (MATOS,
2001; HILLMER et al,, 1994). Porém, a resolugdo desse sistema nio é simples, de tal forma
que esse procedimento ndo é adotado nesse trabalho. A necessidade de um método mais

simples para se encontrar a equagio limite conduziu-nos ao estudo do calculo das

variagOes.

IL.5 - CALCULO DAS VARIACOES

Os métodos variacionais tém a vantagem de serem formulados em principios
fisicos (YANG, 1994), de tal forma que a sua generalizacio ¢ mais imediata. Porém,
somente isto ndo € uma prova matemética para a validagio do método. Assim, faz-se
inicialmente uma demonstragio matematica rigorosa de que as equagdes do modelo
unidimensional sdo equivalentes a um principio variacional. Em seguida, utiliza-se esse

principio para fazer a hipétese de que o mesmo possa ser estendido para a dedugio da

equacio limite da fracio volumétrica.

O primeiro passo consiste em aplicar um procedimento semelhante ao utilizado
por SCHECHTER (1967) para a dedugio de um principio variacional equivalente as

Equacbes I1.2.5 e I1.2.6 com relagdo as variaveis de velocidade ¥y e V,. Para esse caso, a

formulag@o variacional equivalente é dada por:
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onde / deve ter a primeira variagio nula (minimo, maximo, ponto de sela) com relacio as
variaveis de velocidade 7y e V. Para completar o calculo, apds a aplicagdo da primeira
variagdo, adiciona-se as Equacgfes I11.2.9, 112.18 e 11.2.20 para calcular as fragdes
volumeétricas das fases e o gradiente de pressio. Um perfil das velocidades axiais pode
entio ser calculado pelo meétodo de Ritz (SCHECHTER, 1967), com maior grau de
precisdo quanto maior for o niimero de termos na série. Entretanto, com um pequeno
numero de termos j4 se consegue uma boa precisdo, o que constitui a principal vantagem do

método de Ritz.

O fato que a primeira variagio ¢ nula deve-se apenas a uma parte do procedimento
matematico para a aplicacdo do calculo das variagdes. Pode-se demonstrar que nesse caso
em particular o valor de / deve ser um minimo. O valor de / corresponde a energia total
dentro do reator por unidade de comprimento. Isto pode ser demonstrado integrando a
equagdo de energia em todo o volume, como o integrando no varia com z, entdo /
multiplicado pela variagdo de entalpia AH fornece o valor da energia total. Assim, podem-
se interpretar os perfis de velocidade como uma tendéncia natural do sistema a se ajustar a

um estado de minima energia.

A extens@o do principio de minima energia para o calculo das fragBes volumétricas
pode entdo ser feita como a seguinte hipotese: as fracdes volumétricas das fases dentro do
reator se distribuem de tal forma que o sistema atinja um minimo de energia. Assim, a
equagdo adicional para o calculo das fragdes volumétricas ¢ obtida fazendo-se / um minimo

também em relagdo aos perfis das fragbes volumétricas.

A aplicaco do método de Ritz para o calculo da variavel fragio volumétrica €

feita utilizando-se uma funcio dependente (equagio tentativa) para o perfil dessa variavel,

da mesma forma que no caso dos perfis de velocidade.
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Capitulo LI

REATOR COLUNA de LAMA

Revisdo da literatura
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Os estudos para a utilizagdo dos reatores de leito fluidizado trifasico SLG nas
inddstrias quimicas e bioquimicas recebem bastante aten¢do e muitos experimentos s80
realizados, mas ainda requerem mais estudos, principalmente nos casos onde 0 escoamento
apresenta o comportamento de fluido ndo-newtoniano (CHEN e LEV; 2001; MACCHI et
al., 2001; Di FELICE, 2000; SHAH et al., 1982).

O reator de leito fluidizado trifasico SLG operando no modo coluna de lama
(liquido+soélido em suspensdo) e com agitagfio dado pelo fluxo do gis tem uma estrutura
fisica e operacional relativamente simples. Nio hé partes mecinicas moveis neste reator e 0
fluido tem alta homogeneidade térmica, garantida pelos elevados coeficientes de
transferéncia (massa, calor e movimento). Isto confere ao reator um alto desempenho.

(DECKWER, 1992; REILLY et al.. 1990; UEYAMA et al., 1980; KAST, 1962).

Relativamente, o reator do tipo coluna de lama tem um baixo custo operacional. O
tempo de residéncia da fase liquida ou lama pode ser manipulado com facilidade (SHAH et

al,, 1982). Isto lhe confere competitividade frente aos tradicionais reatores tubulares de
leito fixo (PARKINSON, 1997).

Apesar da auséncia de agitagio mecdnica, a distribuigdo das particulas s6lidas e o
grau de mistura entre as fases s@o garantidos pelo movimento do fluxo do gas, na forma de
bolhas, através da pseudo-fase lama (DECKWER, 1992). A auséncia do agitador torna a
modelagem para a fluidodindmica menos complexa. O modelo matematico é fortemente
influenciado pela presenca do agitador, pois este afeta os véarios parimetros do processo, tal
como os coeficientes de transferéncia ¢ a distribuicio das fases no interior do reator. Isto se
deve ao fato de que os pardmetros sfo extremamente sensiveis em relagio 3 variavel fragio
volumétrica, tornando dificil predizer correlagdes. Entretanto, mesmo com a auséncia do
agitador mecénico, a fluidodinmica € bastante complexa (MITRA-MAJUNDAR et al.,
1998; RANADE, 1997; HILLMER, 1994; GASCHE et al,, 1990). Outro fator responsavel
pelo grau de mistura é o refluxo interno (“back-mixing”), que € uma caracteristica padrdo
da fluidodinidmica neste reator (PAVLOV, 1965; YOSHITOME, 1967, YAMAGOSHI,
1969).



Varios autores (BAUER e EIGENBERGER, 2001; BORCHERS et al, 1999;
PFLEGER et al., 1999; PARKINSON, 1997) investigam as caracteristicas fluidodindmicas
do reator do tipo coluna de lama, pois o comportamento das fases é cadtico, ou seja, nio-
uniforme (BECKER et al., 1999). Esta desordem & justificada pela alta turbuléncia do
movimento das bolhas e das interagdes entre as fases, resultando na formagio de uma

complexa estrutura de fluxo variavel no tempo e espago.

Os coeficientes de transferéncia sio favorecidos pela intensidade da turbuléncia no
fluido. O nivel da turbuléncia é provocado pelo fluxo do gés, ou seja, quanto maior for o
fluxo do géas em relagdo ao fluxo da lama maior é a area interfacial entre as varias fases. Os
fendmenos de transferéncias sdo diretamente proporcionais a area interfacial. Entretanto,
um aumento muito acentuado no fluxo do gis possibilita a coalescéncia das bolhas e,
conseqiientemente, a diminuigdo do tempo de residéncia do gas dentro do reator. Este fato
constitui a principal desvantagem do reator do tipo coluna de lama quando operado com o
fluxo ascendente e concorrente em todas as fases. No caso da presenca das reacdes
exotérmicas, a coalescéncia torna a operagio do reator bastante perigosa. A coalescéncia
pode ser minimizada se adotado o sentido de escoamento do fluxo do gas do topo para a

base do reator ¢ mantido o fluxo ascendente da Jama.

Outro fator responsavel pelos elevados coeficientes de transferéncia é o refluxo
interno da pseudo-fase lama e das pequenas bolhas de gés proéximo a parede interna do
reator, isto aumenta a agitagfo interna. O refluxo interno é conhecido também como
recirculacdo interna e ¢ explicado pela teoria de vértices e pelo momento angular de um
elemento de fluido (LAMB, 1962).

A opera¢do do reator de leito fluidizado SLG, operando no modo coluna de lama,
constitui em colocar uma corrente de fluxo formado por um ou mais gases juntamente com
uma corrente de fluxo formado por um ou mais liquidos com particulas so6lidas em

suspensdo. Ambos os fluxos sdo ascendentes. Quando as correntes atingem o interior do

reator o gas se dissolve no liquido e em presenca do catalisador a reagdo se processa.
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As particulas solidas no reator do tipo coluna de lama atuam de trés formas
distintas: 1) como catalisador (SHERWIN e FRANK, 1976; vah DRIESEN e STEWART,
1964); ii) como reagente (SITTIG et al, 1978, ROSENBERG, 1978; SHERWIN e
FRANK, 1976, VOLPOLICELLI e MASSIMILLA, 1970); ou iii) como produto
(RIEMENSHNEIDER, 1978; SMITH e GREENSHIELDS, 1974; ALBRIGHT, 1967). O
comportamento e a distribui¢do das particulas sélidas no interior do reator é mostrado em
FAN (1989).

A forma estrutural mais simples do reator de leito fluidizado SLG do tipo coluna
de lama ¢ dada por um cilindro (tubulagio) vertical onde os fluxos do gas e lama sio
alimentados na base (fundo) e os produtos de reagdo, as particulas solidas e os gases e

liquidos néo reagidos sdo retirados no topo, conforme mostra a Figura 1.1,

Gas (vapor)
~~~~~~ 7, ittt Dttt Riiei e
i Lama
; {(produto de reagio)
i
| dr
z=1L <
Distribuidor
" de gas
&
“" v LAY LY o N LN N
Corrente de fluxo
do gas
Corrente de fluxo
da lama (liquido+
s6lido)

Figura IIl.1: Esquema simplificado do reator do tipo coluna de lama.
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A forma de operagio mais comum para o reator de leito fluidizado
trifasico SLG encontrado na prética considera os fluxos concorrente e ascendente, conforme

a Figura IIL1. O fluxo interno padrio da pseudo-fase lama é mostrado na Figura 1I1.2.

Fluxo de saida

Fhuxo de entrada

Figura IIL2: Fluxo interno padrio em reator do tipo coluna de lama sem agitador.

Os fluxos do gés e lama na alimentagio, somado i recirculagio interna, sdo
maiores na por¢io do escoamento localizado préximo ao eixo axial do reator. Nesta regido
em particular também gravitam as maiores bolhas, gerando os perfis das variaveis fragGes

volumétricas e, conseqilentemente, os perfis de velocidades axiais. O fluxo da fase lama

proximo a parede do reator é descendente e transporta as pequenas bolhas de gis por uma
certa distincia (DECKWER, 1992).
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Conforme mencionado na introdugdo, o reator de leito fluidizado SLG operando no

modo coluna de lama é utilizado em inimeros processos quimicos. Inclui-se na lista das
suas aplicagdes os processos de oxidagio, alquilagdo, cloragio, limpeza de gases quimicos,
intermediarios organicos, tratamento de efluentes, produgéo de proteina de células simples
(“single-cell protein” - SCP), cultura de célula animal, fermentagdo de antibidticos e sintese
de Fisher-Tropsch. FAN (1989) apresenta uma lista com outras inumeras aplicagbes e
KRISHNA et al. (1997) ressaltam que este reator € cada vez mais utilizado. SCHUGERL
(1997) mostra uma revisdo bibliografica da utilizagdo deste reator em biotecnologia e
algumas das suas vantagens. Verifica-se que inimeras reacdes quimicas sdo estudadas em
reator do tipo coluna, conforme € mostrado pelo nimero de artigos cientificos publicados
(REILLY et al., 1990). Os estudos do reator em questio s3o relativamente recentes.
Segundo DELNOIJ et al. (1997) o conhecimento sobre o comportamento fluidodindmico

das fases no interior deste reator necessita de mais investigagdes.

TI1.1 - PROBLEMAS GERAIS DE PROJETO E ANALISE

Os problemas de projeto ¢ analise dos reatores de leito fluidizado trifasico SLG sdo
resultados de uma interagao complexa entre os fendmenos fisico-quimicos, 0s quais podem
ser dificultados quando existem as reagdes quimicas. A relagdo existente entre os fatores
fluidodind@micos, as dimensdes geométricas, o distribuidor de gas, as condigdes de operagéo
e as propriedades fisicas impedem as andlises de dados e que a sua evolugfo para a escala

industrial (“scale-up™) seja facilitada (HILLMER, 1994; RANADE, 1997).

1.2 - CONSIDERACOES SOBRE O MODELO MATEMATICO

O modelo matematico € o ponto de partida para qualquer analise dos dados de
reacio e do projeto de processo. Um modelo deve prever uma descrigio pratica do que
acontece e deve estar fundamentado sobre experiéncias, leis fisicas e quimicas, além dos

resultados experimentais. As leis de conservagdo formam a base de todos os modelos

usados no campo de tecnologia de reatores, excetuando os reatores nucleares.
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As experiéncias mostram que uma aproximacio usual para o modelo mateméatico
da fluidodindmica dentro do reator em estudo pode sugerir a hipdtese de que a fase lama
estd completamente misturada, ou seja, homogénea, ¢ que um fluxo empistonado esta
presente na fase gas. Entretanto, como uma regra geral, nenhuma mistura completa ou
condigdes de fluxo ideal podem ser garantidas. Entdo, os modelos descritos por pardmetros

distribuidos podem ser usados para a fluidodindmica (DECKWER, 1992).

Um modelo matemético satisfatorio pode ser utilizado para projetar um reator em
escala industrial ( “scale-up” ) desde que associe os fatores geomeétricos, 0§ reacionais e os
fluidodindmicos, bem como as suas inter-relacdes. Devido a complexidade do reator, a
associag@o destes fatores € extremamente dificil. As caracteristicas majs importantes que
devem ser incorporadas na modelagem fenomenolégica do reator de leito fluidizado SLG

estdo sumarizadas na Figura II12.1.

" - Condigtes operacionals ajustdvers:
Estrutur Ezﬁszca d‘_’ equipainento: velocidade de fluxo, tipo de fluxe Dados especificos do processe:
dimenstes geométricas, ipo de L (co- oucontra-correme), pressio, b propriedades fisico-quimicas
distribuidor das fases temperafira, energia fornecida, (sofubilidade, cinética, termodinimica)
concerdragdo inicial
3 ¥
CondigBes operacionais ndo-ajustdveis: Experiéncias:
holdup’s, drea interfacial efetiva, queda de pressio, i laboratoriats, planta piloto e
coeficientes de transferfncia e de dispersio processos industriais similares
h k
» Parametros ¢ varidveis adimensionais no modelo

Figura II1.2.1: Aspecto caracteristico de um modelo matematico satisfatorio.
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Uma abordagem importante para a modelagem do reator em estudo € realizada por
TORVIK e SVENDSEN (1990). Na pratica, quando adotado um modelo com as equagdes
diferenciais, na sua forma mais simples, as correlagdes empiricas para os parimetros
fluidodindmicos ainda sdo essenciais para os projetos dos reatores e para a interpretagdo
dos dados das reagBes. Na formulag@io integral, ou seja, com aplicagdo do método do

principio variacional, a dependéncia das correlagdes empiricas podem ser evitadas.

1.3 — ASPECTOS DA FLUIDODINAMICA

Nas tltimas décadas t€ém sido publicados os detalhes e as caracteristicas dos
modelos e relagbes matematicas que descrevem o processo do reator em estudo. Na
fluidodindmica, as bolhas de gas ascendem arrastando a fase lama. Entdo, através da
continuidade, o fluxo da lama produz uma recirculagio interna, na qual no centro do reator
o fluxo da lama se move para cima ¢ proximo a parede se move para baixo. O modelo de
recirculagdo intema de UEYAMA e MIYAUCHI (1979), apés o balango de forgas em um
elemento de volume circular e com simetria axial, fornece o perfil de velocidade axial da

fase liguida indicado na Figura 111.3.1, confirmando a existéncia de célula de recirculacéo.

g Calﬂada

laminar
A
I
R
v ]
\-_Y.-r)
z Fluxo ascendente
"""'";rw-'i
¥
T Fluxo descendente

Figura 111.3.1: Perfil padrao de velocidade axial local do fluxo do liquido.
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A recirculacgdo interna e o escoamento padrdo do fluxo da lama € uma fiungdo do
fluxo do gas, do dimetro do reator, da geometria da sec¢fio transversal, da fracgdo
volumeétrica do gas, do didmetro e da velocidade de ascenso das bolhas e da viscosidade da
lama. Na formulagio das leis de conservagfio de um modelo matematico para qualquer
processo € essencial o conhecimento do fluxo padrio das fases. Varios experimentos
confirmam o escoamento padrdo da Figura HI.2 e a recirculaglo interna da Figura I11.3.1
(DUDUKOVIC e DEVANATHAN, 1993). Os experimentos também s@o confirmados por
HILLMER et al. (1994) e por TORVIK ¢ SVENDSEN (1990} para os processos sem

reagdo quimica. Do contrario, com reagdes existem alteragSes (HILLMER et al., 1994).

O uso da condigfo de contorno dada pelo efeito de parede se faz necessario para
melhor descrever a fluidodindmica e as fragdes volumétricas das fases na regido proxima a
parede interna do reator (SANTOS JR. ¢ GUIRARDELLO, 2001). Pelo fato de ser nesta
regido onde se encontra uma elevada area interfacial, a sua descrigdo de forma satisfatoria €
indispensavel para um bom simulador computacional. Cita-se que as reagdes quimicas se

processam mais intensamente na regido proxima a parede (DECKWER, 1992).

1.4 - MODELO MATEMATICO NA FORMA DIFERENCIAL

O reator em estudo é modelado matematicamente por meio das equagdes na forma
unidimensional da quantidade de movimento e do balanco de massa para a fase gas e para a
pseudo-fase lama. A explicag8o para o tipo de modelo utilizado se deve ao fato de ndo ter
sido encontrado na literatura aberta a aplicagio do método variacional no reator. Assim,
faz-se necessario adotar um modelo bastante simples e eficiente para avaliar o uso do
método variacional. Entretanto, o modelo usado é satisfatério, pois descreve bem o
escoamento padrdo descrito por LAMB (1962), como mostrado por CHEN et al. {1995) e

GASCHE et al. (1990). A ocorréncia das rea¢Bes quimicas € ou néo consideradas.

O sistema referencial usado para o modelo matematico obedece ao sistema de
coordenadas Euleriano. O escoamento fluido das varias fases é ascendente. As particulas
sOlidas (catalisador) estdo uniformemente distribuidas na lama. Basicamente, o modelo é
constituido pela lei de conserva¢io da massa e quantidade de momento medio no tempo,

onde a dispersdo da pseudo-fase lama € descrita por um modelo turbulento de ordem zero.

»
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As equagdes da continuidade e do movimento formam a base do modelo

matematico para o reator de leito fluidizado trifdsico SLG operando no modo coluna de

lama (GASCHE et al.,, 1990). As equagdes constitutivas empregadas para o fechamento do

modelo s@o: 1) a forga de interacfio entre a fase gas e a pseudo-fase lama; ii) as fracdes

volumétricas; e iii) as propriedades médias para a pseudo-fase lama e para o leito do reator.

Hipoteses adotadas no modelo

O modelo diferencial utilizado nas investigagdes para a elaboragio do modelo

variacional € ornginalmente proposto na dissertagio de CARBONELL (1996) e publicado
por CARBONELL e GUIRARDELLO (1997) e as hipéteses e consideragBes sdo:

Todas as correntes de fluxo sdo concorrentes e ascendentes;

As equagdes sdo descritas no espago Euleriano;

A fase gas escoa em forma de bolhas e com uma distribuiggo radial;

A fase liquida e solida forma uma unica fase pseudo-homogénea (lama);
As particulas do solido estdo uniformemente distribuidas no liquido;

As equagdes fenomenologicas utilizadas na descrigdo do modelo sdo as equagdes
da continuidade ¢ momento médio no tempo, onde ¢é utilizado um modelo

turbulento de ordem zero para descrever a dispersdo do liquido;

Sdo utilizadas correlagdes para os “holdups” das fases presentes e para a forca de

interagdo entre o gas e a lama;
Sdo usadas as proprniedades médias para a lama e gas no leito;
Existe flutuagdo entre as velocidades dos fluxos da lama e gas (“buoyancy’™);

Fluido € isotropico, newtoniano, viscoso e incompressivel,
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Modelagem da pseudo-fase lama — lei da conservacio do momento

dV, dP
[Ssi.r._usefﬁ. S,J_Esf-—z_Psi-EsI-g_Psl-gg-g'*'f:=0 (III41)

1
r dr d

%=

Modelagem da fase gas — lei da conservacio do momento

1 d av, dP
;».a—r—(sg.f.yg”.—j-]—gg.z—pg £g.0+ pg£g.9—F =0 (TI1.4.2)

Modelagem — lei da conservacio de massa

Para a fase gés e a pseudo-fase lama assume-se que:
Uk'pk'A:pk‘ Eklvk’dA (HI.43)

onde U € a velocidade superficial da fase & na entrada do reator e ¢ dado pela razdo entre a

vazdo volumétrica da fase & e a area da secgo transversal 4 do reator.
Modelagem — forca de interacdo entre as fases

F=gy.(6+85).(Vy, -Vy).C, (IIL4.4)

onde C, é uma constante igual a 5,00/0"* (TORVIK e SVENDSEN, 1990) ou, como é
proposto por GRIENBERGER ¢ HOFMANN (1992), uma funcio do raio do reator.
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Modelagem — equacio constitutiva (lei de conservacio das fases)

A variavel fragdo volumétrica é extremamente sensivel a propriedades fisico-
quimicas do fluido, a distribuidor de gas, a fatores geométricos e a condi¢des operacionais.
A equag@o desta varidvel deve ser especificada para cada caso e, indiferentemente, €

sempre limitada na sua aplicagio, ou seja:
&, +8y=1 (II1.4.5)

sendo que, normalmente, o perfil da variavel fragdo volumétrica de gas é assumido na

forma de equagfo parabélica dado por:

so =0, {1-(@7 (IIL.4.6)

Segundo CHEN et al. (1995) a variavel fragido volumétrica do gas e a velocidade
de ascensdo das bolhas do gas sdo pardmetros de fundamental importéncia para o calculo

dos coeficientes de transferéncia e outras variaveis num reator de leito fluidizado SLG.
Estes autores propdem correlagdes para o célculo do pardmetro £, » da Equacdo 111.4.6.

O uso desta equacdo ndo € uma imposigio forte para a fluidodindmica dentro de uma

tubulagdo somente quando o regime de escoamento é similar ao laminar.

Modelagem — propriedades médias

A fase liquida e solida séio fases distintas antes de serem alimentadas no reator.
Apos a alimentagdo, estas fases formam a pseudo-fase lama, e as propriedades médias da
lama e do leito fluido s@o obtidas a partir das propried propriedividuais do liquido e do
solido e sdo dados por (HILLMER et al., 1994):
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Py = im -Pi T Esm - Ps (11147)
€y T Esm
Hst = Hj - {1 +Esm - s 21 J . (1—Esm) 289 (HI48)
Lg
Pm =Eim - P1 + Esm - Ps + Egm - Py (111.4.9)

Estas propriedades permanecem constantes dentro do reator,

Modelagem — condicdes de contorno

A primeira condigdo de contorno (c.c.1) para cada fase é dado por:

dv
- —_— = 0 i N
r=0 - o (I11.4.10)
¢ a outra condigdo (c.c.2) para cada fase € dado por:
r=R - V=0 (IL.4.11)

Modelagem — outras consideracdes
As viscosidades efetivas que aparecem nas Equagdes IT1.4.1 e I114.2 sdo dados

pelo somatério das viscosidade laminar e turbulenta. Uma equagio para a viscosidade

turbulenta do liquido ¢ dada por MENZEL (1990). A aplicagio desta equagiic em leito
fluidizado € feita por CHEN et al. (1995). GRIENBERGER ¢ HOFMANN (1992) propSem

uma correlagdo entre a viscosidade turbulenta do liquido e do gas.
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Modelagem — dispersio de fluxo

O termo de dispersdo do fluxo, primeira parcela das EquagOes II1.4.1 ¢ I11.4.2, €
um processo de transferéncia estocéstico através do qual os coeficientes das quantidades
intensivas (p.ex.. temperatura e concentragiio) estdo sujeitos a descontinuidade. Este
fendmeno tem como o principal efeito reduzir a taxa de conversio, uma vez que a taxa da
reagdo quimica diminui em conseqliéncia da reducfio da concentragdo das espécies. Para
compensar esta desvantagem € necessario, com freqiiéncia, aumentar o volume reacional

para obter a conversio desejada.

A dispersdo da fase liquida no reator em estudo ¢ causada principalmente por
ascensdo de bolhas de gas no liquido. A diferenca nas velocidades das fases € responsavel
pelo fluxo radial no reator €, como as bolhas ascendem, os elementos de fluido sdo for¢ados

para o lado. Segundo KAST (1962) isto € responsével pelo elevado nivel dos coeficientes

de transferéncia entre as fases.

No sistema em que as bolhas ascendem uniformemente e ndo coalescem, o
fendmeno da dispers@o na fase liquida ndo ¢ verificado. Entretanto, como sempre existe a
distribuicio do tamanho das bolhas, as velocidades de ascensfio s3o diferentes e geram os
fendmenos da dispersio e coalescéncia. Este efeito produz a distribui¢dio do tempo de
residéncia na fase gés, na qual pode ser bem maior do que a encontrada na fase liquida.
Com freqiiéncia, as pequenas bolhas proximas & parede do reator podem ser transportadas

para baixo com o liquido, aumentando o efeito da dispersdo. (DECKWER, 1992)

Como regra geral, a medida do coeficiente de dispersio das fases do fluido ¢ feita
em duas partes, mecanismo de fluxo molecular e convectivo. Num modelo fluidodinidmico,
0 mecanismo convectivo pode ser formulado em teoria somente para as condigdes de fluxo
simples, tal como no fluxo laminar. O processo de dispersdo no reator em estudo apresenta,

invariavelmente, a dispersdo convectiva com ordem de grandeza maior que a molecular.

Muitas investigagdes sio conduzidas considerando o fenémeno de dispersio nos
modelos matematicos para o reator do tipo coluna de lama e estdo sumarizados em SHAH
et al. (1978). Estes autores comentam que na literatura deste tipo de reator n&o existem

trabalhos envolvendo experimentos com fluidos altamente viscosos ou nio-newtonianos.
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Modelagem — propriedades das bolhas da fase gis

A performance do reator operando no modo coluna de lama é determinada pelas
propriedades das bolhas da fase gas. O perfil da variavel fracdo volumétrica e didmetro das

bolhas so fatores essenciais para a determinacdo dos coeficientes de transferéncia.

Modelagem — coeficientes de transferéncia

A principal vantagem no uso do reator operando no modo coluna de lama esta
assoclado aos excelentes coeficientes de transferéncia. A alta transferéncia de calor,
especialmente a alta capacidade calorifica da fase liquida, é particularmente calculada
quando a seletividade da reagdo é estritamente uma fungdo da temperatura, ou quando a
desativagdo do catalisador pode ocorrer numa temperatura limite. Em geral, a seletividade
de um complexo sistema de reagdo quimica é determinada pela distribuigio do tempo de

residéncia das fases, do tipo de processo de concentragdo e, particularmente, pela

temperatura na qual a reagdo é sensivel ao calor.

Os reatores de leito fluidizado trifasico SLG s3o especialmente recomendados para
processos que envolvem oxidagdo, na qual uma temperatura limite é imposto ou entdo que
0 processo seja fortemente exotérmico. Isto pode ser explicado pelo fato que os coeficientes
de temperatura sdo quebrados nestes reatores como resultado da alta capacidade calorifica

na fase liquida e da elevada difus#o efetiva (dispersio) de calor nas dire¢Ses axial e radial.

Modelagem — resolugio numérica

O modelo diferencial formado pelas Equagdes HI.4.1, O1.4.2 e I1.4.3 é resolvido
por meio do método dos volumes finitos com solucdo iterativa dado pela téenica linha por
linha com o algoritmo da matriz ti-diagonal (“tri-diagonal matrix algorithm” - TDMA)
(CARBONELL e GUIRARDELLO, 1997, CARBONELL, 1996). Nestes trabalhos podem

ser encontradas outras correlagdes necessérias para a simulagio do modelo formado e que

ndo s@o especificadas neste trabalho.
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IIL5S — ANALISE DO EFEITO DE PAREDE NA FLUIDODINAMICA

Numa modelagem matematica a descrigio do comportamento fluidodinimico da
fase continua liquida ou pseudo-fase continua lama dentro de uma tubulagio utiliza-se,
usualmente, a condigfio de contorno de parede que diz que a velocidade da fase continua é
zero na posicdo radial igual ao raio da tubulagdo, ou seja, » = R — V' = 0. Isto quer dizer
que a velocidade da fase continua numa superficie solida ¢ fixa ¢é igual a zero ( condigdo de
nfo-deslizamento ). Na pratica esta condigdo ndo ocorre, ou seja, a distribuicfio do fluxo no
escoamento ndo satisfaz a condi¢do de contorno usual e, consegilentemente, ndo quantifica
de forma satisfatoria o perfil de velocidade da fase continua na regido préximo a superficie

interna do reator, razio esta que nos conduz a utiliza¢do da condi¢dio de contorno dado pela

correlacio de Prandtl.

A correlagio de Prandtl na fluidodindmica permite quantificar um valor de
velocidade para a fase continua na regifio proximo a parede interna do reator e, portanto,
descrever de forma satisfatéria o comportamento do perfil de velocidade desta fase. Essa
condi¢io permite calcular um valor de velocidade (V,) para a fase continua num ponto (7)
tio préximo a parede quanto se queira, ou seja, ¥ =r SR — V = | Vp, |. Para obter a
informagdo sobre o comportamento na vizinhanca da parede recorre-se a aproximagio da
teoria da camada limite. O desenvolvimento e a apresentagio da correlagdo de Prandt] é

encontrado em livros de fendmenos de transporte, tal como BIRD (1960).

Numa secgéo transversal da tubulag@o onde o fluxo € ascendente e completamente
desenvolvido, existem trés regiGes de escoamento do fluido. A Figura I11.5.1 mostra que

estas regies sd0 caracterizadas de acordo com o tipo de mecanismo de fluxo.
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Figura II1.5.1: Perfil padrio de escoamento do fluxo ascendente e desenvolvido.

A disting80 entre as regides mostradas na Figura I11.5.1 est4 associado ao tipo de
mecanismo de velocidade que predomina em cada regidio, mecanismo de fluxo convectivo
ou difusivo. A Regifo 1 apresenta fluxo turbulento completamente desenvolvido, onde
predomina 0 mecanismo convectivo, e niio ha interferéncia dos efeitos laminares. A Regido
2 tem um fluxo de transi¢io, onde ambos os mecanismos sGo importantes, ou seja, 08
efeitos laminares e turbulentos sdo adicionais. A Regido 3 apresenta o fluxo laminar,
descrito pela Lei da Viscosidade de Newton, onde predomina o mecanismo difusivo, sem a

interferéncia do efeito turbulento.

Para a determinagédo da velocidade axial num ponto proximo & parede interna do
reator utiliza-se a expressdo semi-empirica para a tensio de Reynold. A tensdo de Reynold
¢ o nome usual para os componentes ou termos do fluxo de momento turbulento. As
relages semi-empiricas amplamente empregadas para descrever estes componentes s30:

viscosidade turbilhonar de Boussinesq, comprimento de mistura de Prandtl, hipotese de

similaridade de Von Karman e formula empirica de Deissler.
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Avalia-se aqui somente a relagdo do comprimento de mistura de Prandtl dada por:

-{t
(t) I2

Tyx = —fh &

dy

av,
pubid 5.1

sendo / o comprimento de mistura descrito em fungdo de y, onde y assume o sentido oposto
a orientacdo de r na Figura II1.5.1. Para uma superficie solida temos / = K; . y. A Equagio
111.5.1 também ¢ obtida por Taylor através da teoria de transporte em vortice e, com dados

experimentais, Deissler estabelece o limite de validade para esta equagio.

Com a condigio de contorno no centro do reator ( # = 0), que diz que a tensdo é
nula, e restrito a um fluido newtoniano incompressivel, com tensdo laminar desprezivel em
relacio a turbulenta, Prandtl faz uma simplificacio matematica na Equagiio IIL5.1,

fisicamente indiferente, e obtém a seguinte relagio:

(IIL5.2)

sendo V» a raiz quadrada da razio entre a tenso de cisalhamento 7, na parede (y =0)ea
densidade da fase liquida ou lama, e y um limite interno em relac8o & parede (# = R ). Em

forma adimensional, a igualdade da Equacfio I11.5.2 ¢ dado por:

vovy mwl—.ln({é»} (I11.5.3)
7 1

onde y* ={yV..p)/u>y; e V' =v,/V.. Por meio de dados experimentais, Deissler
determina para a distribuigfo de velocidade que K; = 0,36 e y; = 26, o que corresponde a

vy = 1285 . Com estes valores, a Equagdo II11.5.3 assume a forma:
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7
+ T ——, + 3, 5.
V= gaein )+as8 | (I11.5.4)

e seu limite de aplicagdo é valido para y© > 26, ou seja, num ponto distante da parede

representado pela Regido 1 da Figura IIL5.1.

Na regido proxima a parede, tanto a equagiio de Prandtl quanto a de Von Kirman

so inadequadas. Assim, o que melhor se ajusta nesta regidio é a correlacio de Deissler:

[ dy

N _ Sy R
o =—p.n2.Vx.y.{1-exp[ nVxy I} v x (I1L5.5)

onde 7 € uma constante empirica adimensional determinada por Deissler e igual a 0,724

para as tubulagdes longas e com superficie interna polida.

Contudo, a correlagdo de Deissler é adicionada a Lei de Viscosidade de Newton
para a analise quando y~ < 26. Assim, somam-se as correlagdes de Deissler e de Newton e

procede-se com a integragdo entre ™ = 0 (r=R) até y = y* < 26 e obtém-se:

-

. _ dy” 5.6
v .[1+n2.v*.y*.{1—-exp[mn"“’.V‘.y“’“l} (IIL.5.6)

para 0 <" <5 a Equagio II1.5.6 resume-se para V' =y, que é o mesmo resultado obtido

integrando a Lei de Viscosidade de Newton na sub-camada laminar,

Mais tarde, Prandtl propde uma correlagio para predizer a velocidade axial local

quando 5 <y” <26, regiio em que a Equacéo II1.5.1 ndo ¢ aplicada. Esta correlacio é a tdo

conhecida correlagio de Prandtl para efeito de parede e dado por:




47

0,5 r a5
WVyl,- = ﬁ’fw_vgg’i) _lniE.M , y:l (IIL.5.7)
s L Hsi ! Pst

onde 7, ¢ a tensdo de cisalhamento num ponto préximo & parede, p € a densidade, € a
viscosidade, £ é um fator de rugosidade (£ = 8), v € a disténcia entre o pontoy = 0 (r=R) e
o ponto interior considerado, onde se deseja adotar como condigio de contorno, para

estabelecer a velocidade neste ponto, r=¢". O fator E &é mostrado em BIRD (1960).

A aplicacio da correlagdo de Prandtl é equivalente a equacgio de Deissler
adicionada & Lei de Viscosidade de Newton, Equacgdo II1.5.6, quando o valor y" estd
situado entre os limites 5 <y™ < 26. Assim, a Gnica variavel de manipulagio da correlagio
de Prandtl para que seja observado o valor de y" é dado pela distancia entre a parede e o
ponto considerado, ou seja, o valor da variavel y. Devido ao processo em anélise, o valor da

Equacio II1.5.7 deve ser adotado como sendo negativo, sem o médulo.

Caracterizacio do escoamento do fluido

Para caracterizar a regifio de escoamento do fluxo ¢ necessario estabelecer a razio
entre as viscosidades laminar e turbulenta. Assim, o fluxo laminar ¢ dado quando a
viscosidade laminar tem uma ordem de grandeza maior que a ordem da viscosidade
turbulenta, caso contrario, o fluxo é turbulento. No fluxo de transicdo as viscosidades
laminar e turbulenta tém a mesma ordem de grandeza. A derivagdo de uma relagio para
verificar a regido de escoamento ocorre a partir da definig¢do da viscosidade turbulenta e, no

caso unidimensional, é dado por:

"‘T* =p d‘;_/z L (E dvz
® Cdr " dr

isolando-se a razdo u/ 4 e fazendo-se y" = y.Vep / 1t obtém-se:

5.8)
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4
L2 _1-U/R) (I11.5.9)
H dv* /dy®
A derivada de 7~ em relagio ay~ é obtida da Equagdio II1.5 4:
dv~ 17 1
_1 1 5.10
dy® K y” o )

Correlacao para a fluidodinimica

Numa regido proxima a parede, UEYAMA e MIYAUCHI (1979) mostram que:

e (IIL.5.11)

psl

sendo que a constante de proporcionalidade igual a 11,63.

1.6 - REACOES QUIMICAS

CARBONELL e GUIRARDELLO (1999) verificam que a inclusdo do termo de
dispersdo no modelo fluidodindmico para o reator em estudo conduz a um perfil radial de
concentragdo quase plano. Assim, propdem-se um perfil bidimensional de concentragio

descrito por uma série polinomial com trés termos e dado por:

C.lr.z)=a(z)+b,(z). 7% +¢,(z).7* L6.1)

A Equagfo TIL6.1 € analisada considerando uma malha reacional para um reator de

hidroconversdo de 6leos pesados e uma constante da taxa de reacio.
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Malha reacional

A Figura II1.6.1 mostra a malha das reagdes quimicas para a conversdo de residuos
que € proposta por MOSBY et al. (1986). Todas as reagdes séo irreversiveis e de primeira

ordem. Na malha reacional existem sete componentes (7=7):

Componente 1: residuo pesado (“hard”)
Componente 2: residuo leve (“easy”)
Componente 3: gasodleo alimentagdo
Componente 4: gasoleo intermediario
Componente 5: Destilado

Componente 6: Nafta

Componente 7: Gases

Gasoleo
100 intermedidrio

, 20,6
0,04 0.24
Residuo pesado |-0,69 0.4 0,83 1 Residuo leve
T . 2 '
!
0,18, 0,21 3,4 !13,4
Nafta Destilado
T0,44
[ 1,27
Gasoleo
alimentacio

Figura 111.6.1: Malha reacional proposta por MOSBY et al. (1986).
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Os numeros que aparecem na Figura IIL.6.1 sdo as constantes da taxa de primeira
ordem relativas ao craqueamento do residuo pesado para o gasoleo intermedidrio,
representado nesta pela constante 1,00. Estas constantes sdo sintetizadas na Tabela IIL6.1 e

representam o valor global para a conversio de cada componente.

Tabela I11.6.1: Constante global da taxa wy para cada componente da malha.

Indice i Indice ]
1 2 3 4
J) -2.08 0,00 0,00 0,00
2 0,00 -38,23 0,00 0,00
3 0,00 0,00 -1,76 0,00
4 1,00 20,60 0,00 -(,52
5 0,69 13,40 1,27 0,24
6 0.21 3,40 0,44 0,24
7 0,18 0,83 0,05 0,04

Constante da taxa de reacio

Para um reator de hidroconversio de 6leos pesados, ABREU (1995) propde a

constante da taxa de reagio dado por:

.

_2,4282x10° J

I. -1
83714xT [Ls7]

(IL6.2)

k =9,0907 107 « exp{
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IIL.7 - DADOS EXPERIMENTAIS

O modelo matematico em estudo para a fluidodindmica dentro do reator operando
no modo coluna de lama ¢ validado por meio dos dados fornecidos por CHEN et al. (1995).
Os dados sdo produzidos a partir do comportamento fluidodindmico das fases dentro de
uma tubulagfo cilindrica na posigio vertical. As fases sdo constituidas por agua, ar e esferas
de vidro e sem reagfes quimicas. A &gua e as esferas de vidro sdo consideradas uma
pseudo-fase homogénea com os solidos em suspensfio. As dimensdes da tubulagio sio 4,1
[m] e 0,285 [m], respectivamente, altura e didmetro. A instrumentagdo para a leitura dos
pardmetros que possibilitam gerar os dados para as velocidades axiais locais da fase gis e

pseudo-fase lama € instalada na metade da altura da tubulagio, ou seja, 2,05 [m].

A operagdo do equipamento experimental constitui em alimentar na base da
tubulacio vertical uma corrente com a fase gis e uma corrente com a pseudo-fase
homogénea agua ¢ esferas de vidro. N&o hé retengio de nenhuma das fases no interior da
tubulagdo, ou seja, todas as fases sdo retiradas pelo topo. A leitura dos pardmetros acontece

quando a fluidodindmica alcanca a condig8o de estado estacionario.

Para gerar os dados das velocidades, CHEN et al. (1995) consideram que o perfil
da variavel fracdo volumétrica obedece a Equag¢io I11.4.6 ¢ propdem uma correla¢do para
Egl - Esta correlagdo considera a velocidade, freqiiéncia e didmetro de Sauter das bolhas
na posigdo central, tanto radial quanto axial, da tubulagio. Os valores para as velocidades
sio representados em graficos. Entfo, por meio da leitura visual com o auxilio de uma

régua graduada, coleta-se os dados com um desvio absoluto maximo de + 0,005, ou seja, a

metade da menor graduacio da régua. A Tabela I11.7.1 mostra os dados lidos.

Tabela 1I1.7.1: Dados extraidos do trabatho de CHEN et al. (1995).

¥R Lama-1 | Lama-2 ¥R Gas-1 Gas-2
0.0 0,244 0,387 0.0 0,775 1,013
0237 | 0,187 | 0319 0.253 | 0696 | 00911
0,496 0,112 0,233 0,509 0,661 0,893
0,741 0,040 -0,053 0,749 0,564 0,757
0.911 | -0,097 | -0.158 0914 | 0437 | 0.626
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Os dados da Tabela IIL7.1 sio simétricos em relaco ao eixo axial da tubulagdo e
estdo expostos na forma adimensional. Os dados de velocidade axial locais sdo gerados
para quatro condigBes operacionais distintas, duas para a fase gas ( Gds-1 e Gds-2 } e duas
para a pseudo-fase homogénea ( Lama-1 e Lama-2 ). Os dados das colunas Lama-I e Gds-1
correspondem ao regime de escoamento em estado de transicdo e os dados das colunas
Lama-2 e Gds-2 correspondem ao estado turbulento (heterogéneo). As condigSes
operacionais € outros pardmetros necessarios para a obtencio dos dados sio mostrados na
Tabela VL1. As unidades para as velocidades séio dados no sistema métrico internacional,

metros por segundos [m/s].



Capitulo IV

METODOS NUMERICOS
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O método do calculo das variagBes € utilizado para modelar e simular a
fluidodinamica dentro do reator em estudo. Entretanto, outros métodos numéricos sio
usados como instrumentos auxiliares durante a aplicagdo do calculo variacional, a saber:
programacio ndo-linear, quadratura de Gauss, analise estatistica de fun¢des matematicas e

formas matematicas usadas para ajustar os perfis das variaveis de processo.

i) Pontos principais do cdlculo das variacoes

Para um primeiro contato com 0 método do calculo das variagdes, mostra-se neste
capitulo somente a esséncia do meétodo; as condigdes necessarias e suficientes para a sua

aplicagdo como método matematico na resolugio de equacgio diferencial. Maiores detalhes

do formalismo matematico encontram-se no Anexo-A.

i) Quadratura de Gauss

No célculo das variagSes a formulacfo matematica envolve equagdes integrais. A

técnica de integraco escolhida € a quadratura Gaussiana.

1) Programacdo ndo-linear (otimizagdo)

O método do calculo das variagdes € uma técnica mmplicita de otimiza¢do.

Portanto, faz-se necessario uma introdugfo a programagio nio-linear.

) Fungbes matematicas dependentes

Apresenta-se as fungOes dependentes utilizadas no estudo do método variacional e

algumas das caracteristicas particulares destas fungdes sdo devidamente exploradas.

V) Andlise estatistica de fungdes

A verificagdo de um modelo matematico representativo para um conjunto de dados

experimentais é analisado mediante tratamento estatistico dos dados.
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IV.1~- PONTOS PRINCIPAIS DO CALCULO DAS VARIACOES

Um modelo matematico diferencial pode ser resolvido por meio de varios métodos
tradicionais existentes na literatura, como por exemplo: colocacio ortogonal e volumes
finitos. Cada um destes métodos apresentam as suas particularidades, com vantagens e
desvantagens. O calculo das variagdes ¢ um método alternativo e complementar aos
metodos tradicionais; a sua principal vantagem é evitar o uso de correlagdio empirica e a sua
principal desvantagem é a caréncia de um principio variacional geral. O método variacional
¢ um método de otimizago, isto possibilita propor uma correlagdo empirica por meio de
uma fun¢éo dependente com coeficientes a determinar. Estes coeficientes sio determinados
de acordo com as condigBes operacionais do processo. Ressalta-se que por meio dos
meétodos tradicionais uma fungo dependente somente é determinada quando acoplado a

algum método otimizacio.

A teoria do método do calculo das variagdes apresentada no Anexo-A constitui um
bom material para se iniciar a avaliacio da sua aplicacdo em processos descritos por
equacOes diferenciais. Para uma equagio diferencial com dimensio ou ordem superior a
um, as equagSes do Anexo-A apresentam pequenas modificacdes e a inclusio de alguns
termos sdo necessarios. Entretanto, as analises matematicas sio similares e, basicamente, a

Unica diferenca reside na extensio da manipulagio algébrica da equacio integral.

O primeiro passo para a aplicacio do calculo das variagBes consiste em escrever
um modelo matematico diferencial na forma de um modelo matematico integral. Para obter

a equacio integral recorre-se ao teorema de Euler-Lagrange que é dado por:

&
oy

g ).
(30 a1y

Q”C})

onde y € a fungdo dependente dado por y = ¥Cyx), x é a variavel independente e 7 ¢ o
modelo integral proposto. Este modelo proposto € tal que, apés aplicar a Equacdo 1V.1.1

neste modelo obtém-se o modelo diferencial. Ressalta-se que o modelo diferencial e o

integral s30 numericamente equivalentes.
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O modelo matematico integral proposto € representado na forma de um problema
de programacio ndo-linear e assume a posigdo da fun¢io objetivo. Entdo, este problema é
simulado de forma que os coeficientes da fungio dependente torna o modelo integral uma
equacgdo estacionaria com relagdo a estes coeficientes. Entretanto, deve-se ainda determinar
se o ponto estacionario ¢ de minimo, maximo ou inflexo. Para a caracterizagdo completa

do problema de otimizagdo recorre-se aos teoremas de Jacobi, Legendre e Weierstrass.

Legendre garante que o modelo integral é um problema regular, ou seja:

re =0 V.12
Ty av.1.2)

A Equac¢go IV.1.2 tem valor negativo para ponto de maximo e para o ponto de
minimo o valor € positivo. Caso existir mais de uma fungio dependente, este teorema

informa se estas fungdes sio linearmente independentes.

Jacobt garante que o modelo integral ndo apresenta ponto de inflexdo ou ponto

conjugado. A analise deste teorema ¢ efetuada apenas sobre a fungfio dependente, ou seja:

@)(Clﬁx) =0

V.13
o, (Iv.1.3)

Para apresentar o ponto conjugado, a Equagio IV.1.3 deve ser verificada de forma
simultdnea no limite inferior da integral e num ponto intermediario qualquer. O limite

superior ndo € analisado.

Weierstrass garante que o ponto de extremo ¢ forte ou ndo e é dado por:

fey.p)-Fley.y)- (' y)x@r(oyy’y) aV.1.4)
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onde p’ ¢ um nimero real qualquer e tem valor diferente de ¥y

Ressalta-se que todos os teoremas tém carater qualitativo, exceto Jacobi.

IV.2 - QUADRATURA DE GAUSS

O caleulo numérico de uma integral definida num dado intervalo constitui um

problema classico da matematica e ¢ representado na sua forma padr&o por:

I= F(x).dx Iv.2.1)

Para alguns integrandos simples a integral anterior pode ser obtida explicitamente

através de expressdes polinomiais ou através de fungdes transcendentais em x dado por:

f’(x).dx=F(b)——F{a) (Iv.2.2)

As integrais definidas que nfio podem usufruir desta relagio sio calculadas, em
geral, por meio dos métodos de discretizaciio, ou seja, uma aproximagio é dado por meio
de uma soma finita de sub-intervalos do intervalo de integracio. Estes métodos sio

denominados de integral ou quadratura numérica.

Os métodos classicos de integragio numérica sio: Férmula de Newton-Cotes,

Regra de Simpson, Regra do Trapézio, Método Monte-Carlo, Integracio de Romberg

(integragdo por extrapolagio), Quadratura Gaussiana (quadratura Gauss-Legendre) e
Quadratura Adaptativa (ATKINSON, 1988; ABRAMOWITZ,1968).




L ——

59

Os métodos de integragdo mais utilizados s@o Regra de Simpson e Regra do
Trapézio. Entretanto, estes métodos estfio baseados numa aproximagio polinomial de baixa
ordem para o infegrando e os sub-intervalos decrescem de tamanho, isto faz necessario um
grande numero de intervalos para se obter resultados precisos e exatos na integra¢do. Do
contrario, a classe dos métodos cujos sub-intervalos aumentam de tamanho os resultados

s30 acurados na maioria das vezes, como na quadratura Gauss (ATKINSON, 1988).

STOER ¢ BULIRSCH (1980) comparam os varios métodos de integragio e
concluem que; para um mesmo esforgo computacional a quadratura Gaussiana fornece os
resultados mais precisos e exatos, demonstrando claramente a sua superioridade com
relagio aos demais métodos. ATKINSON (1988) observa também que as férmulas de

quadratura Gaussiana fornecem resultados rapidos.

A integragio numérica definida de uma funcfo real num dado intervalo finito
utilizando a quadratura Gaussiana € calculada através de raizes basicas, nio igualmente
espagadas, ¢ determinados por meio de propriedades dos polindmios ortogonais
(CARNAHAN, 1969), ou seja:

[f@).d = o, f(5) av23)

onde @, € um numero real sempre positivo (2 ) e denominado de peso da integral (ou peso
da quadratura, ou peso da fungio), sendo x; definido como o né da integral (ou n6 da

quadratura) e n+/ ¢ o nimero de raizes desejadas para o polinGmio integrante.

Para a aplicagiio do método de quadratura Gaussiana na resona resol .U
IV.2.1 ajusta-se os valores base das raizes, uma vez que este método € somente definido
para o intervalo de integraco [-/;+/]. Assim, a equagdo de ajuste da raiz no intervalo

desejado € dado por:

X = z(b-a)+(b+a)
2

(IV.2.4)
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onde a e b sdo os limites da integral, x é o novo valor base da raiz a ser utilizada nos

calculos e z € o valor base da raiz do n6 da integral ou quadratura mostrado na Tabela

IV.2.1. Consequientemente, o diferencial dx também § ajustado para dz, ou seja;

dx = LE%Ei.dz (IV.25)
Substituindo as Equagdes IV.2.4 e IV 2.5 na Equacdo IV.2.1 obtém-se:
1
I= [f(x).dx:%"“l, I f[z'(b“a?(b*a)}.dz (IV.2.6)
1

A discretizagio da Equagiio IV.2.6 para a aplicagio do método de quadratura
Gaussiana fornece a seguinte relacio de recorréncia:

ff(x)-dx N %‘Lﬁiz o .f(zk‘(b“a;*(‘”a)} (IV.2.7)
k=0

Determinado o nmimero de raizes n+/ desejadas e seus TeSpectivos pesos ay ,

procede-se a integragio numérica propriamente dita. Alguns valores base de raiz z; e de

peso @y sa0 mostrados na Tabela IV 2.1 (CARNAHAN, 1969).




Tabela IV.2.1: Valores base das raizes e dos pesos para a quadratura Gaussiana,

.
Numero de raizes (n+i) Valor base da raiz {z Valor do peso (ay)}
+0.148874 0.295524
+ 0.433395 0.269267
i0 4+ 0,679410 0.219086
+ 0.865063 0.149451
+ 0.973907 0.066671
+ 0.076527 (.152753
+ 0227786 0.149173
+ 0.373706 0.142096
+ 0.510867 0.131689
20 + 0.636054 (.118195
+ (0.746332 0.101930
+ 0.839117 0.083277
* 0.912234 0.062672
+ 0.963972 (.040601
+ (.993129 G.017614
+ 0.038772 0.077306
+ 0.116084 0.077040
* (.192698 0.676110
+ 0.268152 0.074723
+ 0341994 Q.072887
* 0413779 0.070612
+ 0.483076 0.067912
+ (.549467 0.064804
* 0.612554 0.061306
46 + 0.671957 0.057440
* (.727318 0.053228
+ (.778306 0.048694
+ 0.824612 0.043871
* (.865960 0.038782
+ 0.902099 0.033460
+ (.932813 0.027937
+ (.957917 0.022246
* 0.977260 0.016421
* 0.990726 0.010498
+ (.998238 0.004521
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IV.3 ~ PROGRAMACAO NAO-LINEAR (OTIMIZACAO)

A formulagBo em otimizacgio consiste em resolver o problema dado por:

Min ou Max Ifyix)]

Restrito a go(x) = 0
hy(x) <0
Ib; <x; <ub;

X; £ U (IV31)

onde !, g, e A, sdo fun¢Bes definidas sobre ¥, U é um sub-conjunto de ¥e x; é um vetor de
n componentes. O problema dado pela Equaciio TV.3.1 deve ser resolvido para os valores

das variaveis x; que satisfazem as restrigdes, minimizando ou maximizando a fungdo /.

A funglo 7 é usualmente chamada de fungiio objetivo. Cada uma das restrigdes
ho(x) < 0 sio chamadas de restrigdes de desigualdade e cada uma das restrigdes gp(xy) = 0
520 chamadas de restrigGes de igualdade. Um conjunto / tipico inclui os limites inferiores
Ib (“lower-bound’) e os superiores ub (“upper-bound”’) para todas as varidveis, os quais
constituem outras equagdes restritivas. Um vetor x; € U satisfazendo todas as restriges é
chamado de solucio factivel para o problema. O conjunto de todas as solucdes factiveis
formam a regigo factivel. Entdo, o problema de programacio ndo-linear para a minimizagao
(maximizagdo) ¢ encontrar um ponto factivel x; na qual Ify,(x)] > () Ify(x1)] para todo
ponto factivel x,. O ponto x; é chamado de solugdo 6tima para o problema. Existindo mais

que um ponto 0timo, estes sdo referidos como solucdes alternativas 6timas do problema.

Os detalhes do formalismo matematico e as condices necessarias e suficientes

para que o vetor x; seja um ponto de extremo para o problema dado pela Equagio IV.3.1

podem ser extraidas de vérios livros de otimizacso, tal como BAZARRA (1993).




IV.4 — FUNCOES MATEMATICAS DEPENDENTES

Conforme mencionado no Topico A.6 do Anexo-A, dado pelo item Método de
Rayleigh-Ritz, o ajuste da fungio dependente y ocorre através da escotha de fungdes
arbitrarias @(x;) na forma de combinagBes lineares. Estas combinagBes podem ser
apresentadas por exemplo na forma de série polinomial. A utilizagiio de série pode ser
justificada pelo fato que, matematicamente, quando o nimero de termos na série tende ao
infinito o resultado numérico ¢€ exato. A teoria exposta a seguir pode ser obtida em detalhes
em GERALD (1989) e ABRAMOWITZ (1968).

O estudo das fungSes dependentes y; € realizado considerando trés diferentes tipos
de série polinomial, a saber: série Ritz-Rayleigh ou simplesmente Ritz (polindmio comum)
~ Equag#o. IV 4.1, série Tchebyshev (polindmio trigonométrico) — Equacio IV.4.2, e série

trigonométrica do tipo secante hiperbdlica — Equagio IV .4.3.

o0

y; = Zc o ¥ Iv.4.1)

F0

o

yi= Z C,-feos[21.acos(x; )} (Iv.4.2)

I=0

y;= sech[z C!-,,.(x;)z"} (IV.43)

onde C;; sdo as constantes que serdo determinadas durante a simulagio numérica.

A Equag¢do IV.4.2 pode também ser escrita através uma série de poténcia ~
Equagdo IV.4.4 — e a prova de sua equivaléncia com a série trigonométrica € obtida atraves

de algumas i1dentidades trigonomeétricas. Assim:
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o

Y= Z CpTilx; AV .4.4)

I=0

A fung¢fo T; (polindmio de Tchebyshev) ¢ dado pela relacdo de recorréncia:
Tiewt (G P =2.(x;). T - Ty (k=1,..,0)
onde as condigOes iniciais sdo: I, =le T} =x,.

Os resultados numéricos obtidos sdo os mesmos para qualquer tipo de série
polinomial utilizado. Assim, surge a seguinte pergunta; por que ndo usar apenas um tipo de
série 7 Acontece que pode aparecer oscilagbes numéricas devido a técnica matematica
empregado para resolver o sistema das equacdes formado pelas EquacBes A.6.2 0u A.7.12.

Assim, estas séries tém caracteristicas especificas que devem ser devidamente exploradas.

A série trigonométrica descrito na Equagio IV.4.2 tem uma sucessio de maximos
¢ minimos com sinais alternados ¢ magnitude igual um, resultando numa convergéncia
mais rapida, pois, usualmente, os coeficientes dos termos decrescem mais rapidamente
quando comparados com outras séries o que, consequentemente, resulta numa economia de
tempo computacional. A série trigonométrica apresenta uma funcdo com um erro minimo,
pois a expansio desta série é muito mais eficiente e os erros podem ser considerados como

sendo distribuidos de forma mais ou menos uniformemente através do intervalo.

Na Equac@o IV.4.3 os valores fornecidos para y; estao sempre no intervalo [0,7].
Portanto, essa equagiio pode ser explorada adequadamente para minimizar o uso de

restri¢Oes no problema dado pela Equacgo IV.3.1.

Para um valor exato da solugiio, as séries mostradas nas Equagdes IV.4.1 até
IV.4.4 devem ter infinitos termos. Assim, matematicamente, requer-se um truncamento na

série para a resolugdo numérica, o que resulta num valor aproximado.

FINLAYSON (1972) comenta que para a resolugdo numérica de um sistema
complexo, a nivel molecular ou atémico, por meio do calculo das variagOes requer séries de

aproximadamente 100 termos.
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IV.5 — ANALISE ESTATISTICA DE FUNCOES

O tratamento estatistico de dados experimentais é uma ferramenta matematica
interessante quando deseja-se validar um determinado modelo matemaético. Normalmente,
um conjunto de dados (x,y) € pontual, portanto, um tratamento estatistico € importante para
verificar se a fun¢do dependente que é proposto para uma determinada variavel € capaz de
reproduzir estes dados. A validacdo de uma fung@io em sua forma genérica é obtida atraveés

da seguinte técnica recursiva (GERALD, 1989):

i+7 = f+1
y.F(x).dx = LA [y,-.ff X )+ ¥ (=1 £ (x4 )] Iv.s
(n+2y
X =g

De acordo com o valor de », ou seja, da ordem da derivada de f{x), tem-se uma

regressio linear, quadratica, cubica e etc., respectivamente, paran =1 n=2 n =3 eetc.
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O método do célculo das variagBes permite o ajuste de correlagdo para variavel de
processo por meio de fungio dependente. Assim, avalia-se 0 uso de fungio dependente para
as variaveis perfis radiais das velocidades axiais da pseudo-fase lama /'y e da fase gas 'z e
também para a variavel perfil radial da fracdo volumeétrica do gas &, Na primeira etapa
ajustam-se as fungdes para os perfis das velocidades e mostra-se a equivaléncia entre a
modelagem diferencial e a modelagem variacional (integral). Na segunda etapa adiciona-se

a primeira etapa o ajuste da funcfo para o perfil da fracgo.

Comparativamente a Equacio A.1.2.1 e a formulagdo diferencial unidimensional
em estudo, a formulagdo variacional para o ajuste dos perfis das velocidades ¢ dada na

forma genérica por:

Ify (v)] = min ou max i v O, e vl 2 arar (V.1)
ondej = / indicay; = Ve j = 2indica y, = V,. Para a segunda etapa tem-se que:

Iy ()] = min ou max I v, O (e, VL)) () 27 rar vV2)

onde j = 3 indica y; = g,. Observa-se que as formulagdes s3o unidimensionais, x; = x; ou
simplesmente x. As formas para as fungBes dependentes y,7) (j=1,2,3) sdo apresentadas

pelas Equacgdes IV.4.1, IV.4.2 e IV.4.3 e a vaniavel x assume a forma adimensional (#/R).

O modelo variacional ¢ aplicado no modelo diferencial, proposto por
CARBONELL (1996), para um reator de leito fluidizado trifasico operando no modo
coluna de lama. Antes de obter-se o modelo variacional € necessario definir previamente as

condi¢cGes de contorno e nenhuma outra definigo se faz necessaria.
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V.1~ SEM EFEITO DE PAREDE

Usando-se as condigdes de contorno dadas pelas EquagBes 1.4.10 e IIL.4.11, ou
seja, a fluidodindmica ndo ¢ influenciada pelo efeito de parede, o modelo variacional obtido
¢ apresentado por SANTOS Jr. ¢ GUIRARDELLO (1999) e mostrado no Anexo-B.
Conforme a Equagdo V.1, o modelo ajusta fungdes dependentes para as variaveis perfis

radiais de velocidades axiais ¢, na forma explicita, o modelo desta equacio ¢ dado por:

{”&;-(W;z +Wg)"”=“g-(Px:-‘/fsz +ng¢’g)+psz'€g*g~wsi-g +

-4

j’«-ag.as}.ty;_g +“§"(~Qs: +9Q, )}.2.ﬁ.r‘.dr (V.1.1)

onde i = &1 Vit Yp = & Vs Vi = V= Vg Q= uf £,V e = u? 2, (WV,)".

V.2 - COM EFEITO DE PAREDE

A analise da influéncia do efeito de parede no comportamento fluidodinidmico no
interior do reator possibilita descrever de forma mais satisfatério os dados préximo a
parede interna do reator. Entretanto, isto requer uma manipulagio algébrica mais detalhada,
uma vez que somente para a fase continua pode-se aplicar o efeito de parede.
Diferentemente do Topico V.1, esta manipulagio conduz a um procedimento de calculo
algebrico em duas etapas. Na primeira etapa ¢ ajustada a variavel perfil radial de velocidade

axial da pseudo-fase lama e, na subseqiiente, ajusta-se a da fase gis.

O acoplamento da condigdo de contorno dada pelo efeito de parede ou correlagdo
de Prandtl diz que: a Equagio ITL.5.7 ¢ valida na posigio radial » = #". Assim, este

acoplamento faz surgir uma nova incognita no modelo variacional que é dada pela variavel

tensao de cisalhamento da pseudo-fase lama z,,,; proximo a parede interna do reator.
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Nos modelos variacionais, sem e com o uso da correlagio do efeito de parede, tém-
se que a condig@o de contorno dada pela Equacio I11.4.10 nfo se altera. Entretanto, com a
analise do efeito de parede, a condig@io de contorno dada pela Equac3o I11.4.11 € substituida

pela equagédo:

FErt oo V=1V,

(V.2.1)

onde a variavel | V| € dada pela EquagZo I11.5.7. Esta condigdo ndo tem valor numérico
fixo, pois depende do valor da variavel tensdo de parede. Portanto, necessita-se obter uma

fungio para esta variavel.

A incorporagdo no modelo variacional da Equagio V.2.1 € apresentada por
SANTOS Jr. e GUIRARDELLO (2001) e mostrada no Anexo-B. Conforme a Equago V.1,
o modelo ajusta fungbes dependentes para as varidveis perfis radiais das velocidades axiais

e, na forma explicita, o modelo € mostrado nos proximos paragrafos deste topico.

Inicialmente, faz-se necessario obter uma equago adicional para a variavel tensdo
de parede. Esta equacgio ¢ obtida somando-se as EquagOes II1.4.1 e I11.4.2 e a resultante é
integrada no limite [0,R]. Na seqiiéncia, aplica-se a condigo que diz que a variavel fragio
volumétrica da fase gas ¢é igual a zero e da pseudo-fase lama € igual aumemr = R e

obtém-se a equagdo dada por:

20 5 av, dpP - -
Tw,sl = E{ﬂsfw‘ﬁ:lmjg = Eﬁ”g.(pﬂ.gm’ +pg~£3) (VZZ)

que corresponde a formula manométrica onde a queda de pressdo € balanceada com o peso

do leito e a tensdo de cisalhamento na parede.
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O procedimento de calculo algébrico em duas etapas para o modelo variacional
com a condi¢@o de contorno dada pela Equacio V.2.1 surge de forma natural. Para obter-se
o modelo variacional com a influéncia do efeito de parede, faz-se necessario a seguinte
analise: a Equagdo I11.5.7 é valida somente em7 =7 e para a aplicacdo do efeito de parede
e das condigBes de contorno deve-se resolver a equagio resultante do somatério entre as
Equagdes II1.4.1 e II1.4.2 somente no limite [0, ]. Neste intervalo, o termo de forga viscosa
do gas ¢ desprezivel, ou seja, € importante apenas proximo a parede [r,R]. Assim, pode-se
desprezar o termo da forga viscosa do gés nesta primeira etapa da resolucio numérica do
modelo variacional, o que resulta numa equagdo dependente apenas do perfil radial de
velocidade axial da pseudo-fase de lama, valida no limite [0,7"]. Apos esta analise, a

equacdo diferencial obtida ¢ dada por:

o AV, aP
ff Wwﬂ_} — st £l +pg‘£g)= o (V23)

19, *_,
Foar (FTHEs Tgy dz 7

Por meio da Equagdo A 1.3.1, a equagdo integral equivalente a Equagio V.2.3 ¢

dada por:

=r" 5
1 dvVv, darP

e J’ ‘2'-‘5‘.31-#2}7{ deJ -E—vsl - —”"*‘4'9‘(/33;.83, +pg,gg). st 2arrdr (V24)
0 T dz

Na segunda etapa, o modelo variacional para o perfil radial de velocidade axial do
gas € obtido apenas a partir da equagao diferencial do balango de momento do gas, Equagio
II14.2. Assim, aplica-se sobre esta equagio a Equacio A.1.3.1 e obtém-se a formulagdo

variacional dada por:

o gp 7 Cu-bq-Eg u& e (dav, N
I= f{[sg — +9-Pg5 ~(py - Pq )eg.gJ.Vg +L2€mim(vs, —Vg)z + 92 g Mcf_ 2x.r.dr

(V.2.5)
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Observa-se que a Equagio V.25 ¢ uma funcBo apenas do perfil radial de
velocidade axial da fase gas. As demais incOgnitas sfo determinadas na primeira etapa.
Chama-se a atengfio para: diferentemente da formulagio variacional da primeira etapa,
Equagio V.2.4, o limite superior da Equagiio V.2.5 nfo é r* e sim o proprio raio da coluna

R, ou seja, deve-se integrar a equagdo da segunda etapa no intervalo [0,R].

V.3 - COM REACAO QUIMICA

O modelo variacional com rea¢do quimica tem por objetivo determinar os perfis
das concentragdes dos varios componentes presentes num processo de hidroconversédo de
bleos pesados. A regido do reator considerada para analise apresenta a fluidodindmica
perfeitamente desenvolvida e os efeitos associados as regides de entrada e saida de fluxo
sdo considerados. Os perfis das concentragdes sdo considerados na forma bidimensional
Cy(r,z) e os perfis radiais de velocidade sdo previamente conhecidos. A consideragio do
perfil de velocidade ¢ vélida, uma vez que a reagdo pouco afeta a fluidodindmica; do

contrario, a resolucdo dos perfis das concentragGes e velocidades tem que ser simultanea.

Inicialmente, realiza-se um desenvolvimento do modelo matematico para o
comportamento fluidodindmico das fases na sua forma genérica, sem simplifica¢Bes ou
aproximagdes. Somente quando necessario serdo infroduzidas as aproximagdes, de forma

que torna o modelo o mais proximo possivel da situagio fisica real.

Equacio para o balan¢oe de massa

A equagio diferencial parcial, em coordenadas cilindricas, que descreve o balango

de massa total da pseudo-fase lama no regime permanente € escrita como:

5]

18 3
—Vedapa)t (0, 55.p4)=0 (V3.1

onde considera-se que a massa especifica da lama nfo varia dentro do reator. V; e V; séo as

velocidades axial e radial para a pseudo-fase lama, respectivamente. O balango de massa

individual ¢ dado por:



acy! 18 Z 8 ( 8c) 1 8 oc!
V&g a; +v,.55,.—;.--; .Cff)ussf. a),-j.k,Cf’-f-E;.LDeﬁ,z.ssf. E?:; -1-?,5 r.Deﬁ,,.gs,.Wé;’—

(V.3.2)

onde C é a concentragio do componente / da pseudo-fase lama por unidade de volume e o

indice j compreende todos os componentes. Como a concentragdo € expressa em termos de

unidades de volume de liquido (6leo) e nio de lama, utiliza-se a seguinte equagio:
£-C' = £,.C; (V3.3)

Como o modelo considera a lama como unica fase e homogénea, tem-se que:

f o Es (V.3.4)

onde o valor de /¢ 0 mesmo (pois ¢ homogénea) em todo o reator. Desta forma, a Equacgio

V.3.2 torna-se;

8c; 1 8 2: el ac;y 1 @ 2C;
VZ.E,.Ef'f'Vr.E!.F.g_( ‘;)2 Ef @ij-k-cf'é"é’g{peﬂ',z-gf- az’)“i‘;'.j—(r.Deﬁ"r.Ef.‘ér—’}

b

onde V: e ¥, sdo as velocidades axial e radial da fase liquida (que neste modelo sio

consideradas iguais as velocidades da pseudo-fase lama), & ¢ a fragfio volumétrica da fase

liquida e C; € a concentragdo em massa do componente 7 na fase liquida (massa/volume).
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Para a utilizag@o da fracdo massica na fase liquida € necessario muitiplicar este termo pela

massa especifica da fase liquida.

Perfil de concentracio

De forma geral, o perfil bidimensional de concentragfio pode ser escrito na forma

de uma série polinomial dada por:
Ci(rfz):zam(z)' r’ (V.3.6)
sendo uma das condigdes de contorno dada por:

d =0 (V3.7

r=0

v

Essa condic¢@o de contorno, juntamente com as Equagdes V.3.5 e V.3.6, faz com

que todos os termos de n impar sejam iguais a zero. Desta forma, o perfil de concentragio

da Equacgd@o V.3.6 pode ser escrito como:

C.r.2)=3b,.(z).r*" (V.3.8)

Uma outra condi¢io de contorno para o problema ¢ dada por:
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pois ndo ha transferéncia de massa através da parede do reator.

Caso o perfil de concentragdo tenha uma varia¢do radial muito grande, a Equacio
V.3.8 deve ser usada com muitos termos na série polinomial. Porém, se a variacio for
pequena, poucos termos s3o suficientes. Considerando-se trés termos na Equagio V.3.8
tem-se a Equagdo II1.6.1 e utilizando-se a Equagio V.3.9 procede-se com um rearranjo

algébrico e obtém-se:

47

Cr.2)=a(z)+b(z).R? K%}z _%(I@ J (V.3.10)

Na determinagdo do perfil de concentragio Ci(7,z) se faz necessario determinar as
condi¢Bes de contorno para os perfis axiais a;(z) e b,(z), respectivamente iguais a by, e b, ;

da Equacdo V.3.8; por conseqiiéncia, encontra-se as equagdes destes perfis axiais.

Modelo matematico do reator

Para a determinagio das equagdes diferenciais e condigdes de contorno para a; € b;
o reator ¢ dividido em trés secgbes: regido de entrada, regido de escoamento perfeitamente

desenvolvido e regido de saida.

Regido de escoamento perfeitamente desenvolvido

Nesta regido temos que V, = 0, I, = V,(r) e £ ;= £, (r). O perfil de velocidade é
considerado como sendo conhecido. Na determinagio das equagdes diferenciais para a; e b;

utiliza-se o método dos momentos:

J’.??.fr.r.[EDP]r?"" dr=0
G
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onde £EDP é a Equago V.3.5. Como existem somente duas incognitas a; e b; nesta equagio
usa-se m = 0 (balango de massa global na sec¢do transversal) e m = 1. A integracio da

Equag¢do V.3.5 com m=0 obtém-se:

d H dz -
E{ J.:z.s, .C,-‘Z.?rf.dr} = E a)Uk Fr C j.2.ft.f'.df} + dz—‘?l: EDeﬂ,sz Ci.2zrdr )} (V.3.12)
o . [ v
} [

onde o termo de dispersdo radial € igual a zero. Isto ocorre apds a aplicagdo das condigSes

de contorno das EquagBes V.3.7e V.3.0.

O segundo termo do lado direito da Equagiio V.3.12 € bem menor que os outros
termos devido a velocidade de escoamento no regime turbulento € 4 taxa de reagfio. Assim,
neste modelo € feita a aproximagao de que esse termo pode ser desprezado. Observa-se que
desprezar esta integral ndo ¢ o mesmo que dizer que o termo de dispersdo axial é
desprezivel em todos os pontos. Por exemplo, quando a velocidade axial V; for igual a zero,
o termo de dispersdo axial € localmente ndo desprezivel. Entretanto, o que se despreza é a
integral deste termo sobre todo o intervalo. Portanto, este modelo é mais genérico do que

simplesmente desprezar o termo de dispersdo axial na Equagio V.3.5.

A integragio da Equagio V.3.5 com m=/ resultam termos com dispersio radial

dada por:

%[Fz,s,.c,-.z.mr?dr}: E “’a"{ Ff.cf.Zﬁr.rB.dr}»
b - o
7
[3 ac;
- | Derros ( ~ J.4.zr,r2.dr

d2
EZ"E' Deff,z &£ .Cf‘ 2.fr.r3 .ar

(V.3.13)



78

O segundo termo do lado direito tem um coeficiente Dy, que em principio pode

ser de mesma ordem de magnitude que D, Entretanto, o comprimento do reator é bem

maior que o didmetro, de forma que o segundo termo como um todo pode ser menor que o

terceiro termo. Neste modelo, o segundo termo do lado direito da Equacio V.3.13 é

desprezado, embora esta hipotese ainda precisa ser examinada melhor.

Substituindo-se a Equagio V.3.10 nas EquagBes V.3.12 e V.3.13 chega-se ao

sistema matematico dado por:

da; db; 2 :
a11.‘"&‘;“+a12.d_z[2 a),-j.k.{ﬂ11.aj +ﬁ12'bf]

i

da; db;
321-“&;“"“22'—”

i

onde:

gy = VZ.E;.Z,ﬂ'.r.df

&y,

dog = FE.E[.Q.ﬁ.fs.dr
G

dz = Zwuk[ﬁﬂaj +[)722,bj]’”‘7.b1-

(V.3.14)

(V.3.15)

(V.3.16)

(V3.17)

(V.3.18)

(V.3.19)



ﬁ”mr.?:?r!’dr
o
ﬁ,z—rE,RQ&}%J ——( )-l.?:rrdr
ﬂz-r— f 271'!’ ar
0

2 4
Bos = stf,RZ‘]:{%] ~—§[»§%«) }.Z.f.rs.dr

3
¥ o= r Deﬁ',!’ .g; .E.R{{%} - (“’%‘“] }. 4..75.!’2 .ar
(7

Reorganizando-se as Equagdes V.3.14 e V.3.15 obtém-se:

da; Lon — ¥et Loy — el
i Br1@ps — P10y k. w8, + B0z —Paztyp ” wyb; +
dz &g Lgp —Ryp Loy - Qyg-Qpp ~QypLpy .

!

ab; [ Porogs — Bygxay Kk a = Bz ttyg = Brz-tip Kk b -
P . Wydp K @Dy
Qg op = Ayz Loy . Qyylgp —Clp-Cpq .
j

i
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(V.3.20)

(v3.21)

(V.3.22)

(V.3.23)

(V.3.24)

(0511 Ly — Oz Lpy )

cb"

(V.3.25)

(0511 Lz = afz'azf)

.bi

(V.3.26)
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Regido de entrada

Na regido de entrada existem intensos gradientes de velocidade, Ve=V.(r,z) e
Vi=V{rz). Integrando-se a Equacdio V.3.5 sobre todo o volume da regiio de entrada
(utilizando-se a equagdo do balango de massa da pseudo-fase lama e aplicando-se o

teorema da divergéncia) e aplicando-se as Equacdes V.3.3 e V.3.4 obtém-se:

2 % E\Cr
Q‘Ci ﬂ-([z.ﬂ'.r.[‘r’: .SI.C,. —Deﬁ‘,z .SI.‘-é;—'ji . .dr“J-VSI Z}:mkaJdV (V327)

Considera-se agora que o volume da regiio de entrada é pequeno quando
comparado com o volume de todo o reator. Desta forma, o segundo termo do lado direito da
Equagdo V.3.27 € desprezado. Nesta equagdo, z = 0 ¢ o inicio da regifo de escoamento

perfeitamente desenvolvido e C; ¢ um dado do problema. Portanto:

Q= E.fr.r.vz,e, .ar (V.3.28)

Observe-se que a Equagdo V.3.28 € igual a Equacio V.3.16.

Da mesma forma, como feito antes para a regiio de escoamento perfeitamente
desenvolvido, a integral do termo de dispersgo axjal é desprezada. Novamente, isso nfo é o

mesmo que desprezar a dispersio axial em todos os pontos. Portanto:
QCF = Efz_s,,c, )zmo-z-”f'd’ (V.3.29)

Observe-se que nenhuma outra hipotese € considerada sobre a regifio de entrada,

por exemplo, o fluido ndo tem mistura perfeita.
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Aplica-se a Equag@o V.3.10 sobre a Equacgio V.3.29 e obtém-se:
Q.a,(0)+aq,b;(0)=QCE (V.3.30)

Esta equacgdo ¢ uma das condigdes de contorno para as equacgdes diferenciais,
Equagdes V.3.25 e V.3.26.

Regido de saida

Assim como na regiio de entrada, nesta regiio também existem intensos
gradientes de velocidade. Considera-se que o volume da regio de saida € pequeno quando
comparado com o volume de todo o reator. Desta forma, integrando-se a Equagio V.3.5
sobre todo o volume da regido de saida, e desprezando-se os termos de reagdo e aplicando-

se o teorema da divergéncia, obtém-se:

Q.C‘s = fzﬂ,f.livz,g,.cj mDeff,Z'gI'S:C;L:r dr (V.331)
e Z=H

onde z = H ¢ o fim da regido de escoamento perfeitamente desenvolvido. Entretanto, C;

nio ¢ conhecido. A Equac@io V.3.31 serve para calcular a concentragdo média de saida.

Da mesma forma, como feito antes na regifio de escoamento perfeitamente
desenvolvido, a integral do termo de dispersdo axial ¢ desprezada. Novamente, isso ndo € o

mesmo que desprezar a disperso axial em todos os pontos. Portanto:

QC! = J.(qu £1.C; ),y 2mr.dr (V.3.32)
(4
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Observa-se que nenhuma outra hipdtese é feita sobre a regifio de saida, por

exemplo, ndo se considera mistura perfeita.

Aplica-se a Equacio V.3.10 sobre a Equaciio V.3.32 e obtém-se:
Qe =Qa;(H)+a, b (H) (V.3.33)

A Equagdo V.3.33 serve apenas para calcular a concentracio de saida e nio ¢

utilizada como uma condigio de contorno para o problema.

Todo o reator

A mesma analise feita para a regido de entrada e estendida para a regido de saida
também ¢ estendida para todo o reator. Integrando-se a Equagdo V.3.5 sobre todo o volume
do reator (utilizando-se a equagio do balanco de massa da fase lama e aplicando-se o

teorema da divergéncia) e aplicando-se as Equagbes V.3.3 e V.3.4 obtém-se:
Qcs =acs - '[S,AZ 0, kC,dV (V.334)
i

onde os termos envolvendo dispersiio sio identicamente nulos devido as condi¢es de
contorno da fluidodindmica. Assim, a Equagdo V.3.34 é exata, ou seja, nenhuma

aproximagdo ¢ considerada. Além disso, V' indica o volume de todo o reator.

Considerando-se que os volumes das regides de entrada e de saida sio bem
menores que o volume da regido de escoamento perfeitamente desenvolvido, a Equacio

V.3.34 simplifica-se para:

QCP =QC! - f fa ; Z wy KC; 225 dr dz (V.3.35)
i
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Aplicando-se o perfil de concentragio da Equagdo V.3.10 sobre a Equagdo V.3.35

e utilizando-se a Equagio V.3.33 obtém-se:

QC? =[Qa;(H)+ay, b (H)]- k.Zw;f.{ﬂﬂ. J:,-,dz + Bz J-;,- .dz} (V.3.36)
" | 0 ¢
f i..

Essa equacfio ndo pode ser utilizada como uma das condigdes de contorno para as
Equagbes V.3.25 e V.3.26, pois se constitui numa equaciio linearmente dependente, valida
para a solugd@o geral do sistema de equagdes. Entfo, como na saida do reator a concentragio

tem um perfil constante, a partir da Equacio V.3.10 conclui-se que:
b _, =0 (V337)
que ¢ utilizada como condigio de contorno em substituigdo & Equagio V.3.36.

Obtendo as equacdes algébricas para ai(z) e bi(z)

As equagbes algébricas para «; e b; sdo obtidas a partir do sistema matematico
formado pelas Equacgdes V.2.25 e V.2.26 e restrito as Equagdes V.3.30 e V.3.37. Os dados
para simular numericamente este sistema s3o propostos por MOSBY et al. (1986). Eles
propdem uma malha reacional com sete componentes (i=7) para o reator de
hidroconversdo. Inspecionando-se o sistema matematico formado com os dados utilizados
conclui-se que: o procedimento de resolugdo numeérica pode ser conduzido de forma tanto
analitica quanto numérica. Entretanto, analisando-se a matriz de incidéncia das varidveis,
opta-se por técnica analitica, pois se mostra interessante, uma vez que o sistema formado

pode ser desmembrado em trés sistemas de menor dimens3o.

Devido ao desmembramento do sistema matematico, as equagdes algébricas para
a; e b; sdo obtidas em trés etapas distintas. Na primeira etapa obtém-se as equacdes

analiticas para os trés primeiros componentes da malha reacional, pois sdo independentes
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dos demais. Na segunda obtém-se a equagio analitica do quarto componente, este depende

apenas das equagSes dos trés componentes determinados na primeira etapa. Na ultima etapa

obtém-se as equagles para os Ultimos trés componentes da malha.

As técnicas de resolugdio das equagdes diferenciais que sdo apresentadas a seguir

podem ser obtidas em BOYCE e DIPRIMA (1986) com todo o formalismo que requerem.

Primeira etapa: resolugdo analitica parai =1, 2e 3

Sobrepondo-se os dados da Tabela I111.6.1 nas Equagbes V.3.25 e V.3.26 obtém-se

as seguintes equagdes diferenciais:

da;
—L = 0'11.31- +O'12.bf
dz
db;
— = Go.8; 0. b
dz 21 -9 i
onde:
) (4311'9522 ~ B2r.012)

' (0«'11-5522 “012-921)

Gag ™ £ god
o1y = oy k. (Bi2-020 =~ Bro 12)+ ¥z
(0511-0522 — 2 321) (Cfﬂ-azz “‘0‘12'&21)

g = w0y K (Bar-0t41 = Bry-021)

! (0511-0'22 _a12'a21)

_ (Baz 11 — frz@tar) ¥ gq

0'22 "ijk b

(Gﬂ»azz *“a12~a21) (%1-0522 —‘312-0«'21)

(V.3.38)

(V.3.39)

(V.3.40)

(V.3.41)

(V.3.42)

(V.3.43)
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Utilizando-se de métodos analiticos para um sistema com duas equagBes

diferenciais ordinarias lineares com coeficientes constantes obtém-se:

a,- = Ai.exp(ﬁq,; .z)'i' Bf.exp(}tz!,- .Z) (V344)
- -
b; = Ai,(ﬁiﬁmfwf—’—).exp(ﬂ,” z)+ B,-.imit‘ww—fll—).exp(ﬂ,z,,- .z) (V.3.45)
G1z Tq2
onde:
1 2
A= E-{(O?z +G )= \/(0“12 +0z) + 4'0“12-0“21} (V.3.46)
7
/12’1- = 5.[:(512 + 522)+ ‘J(O"-IQ -+ 5“22)2 ‘7'4.5"12 Ry } (V347)

Os valores das constantes 4; e B; sdo obtidos por meio do sistema de equagdes
algébricas formado apos a aplicac@o das condi¢des de contorno. Assim, em z = 0, acopla-se
a Equagdo V.3.44 na Equagdo V.3.30 e obtém-se a Equacdo V.3.48. Em z = H, acopla-se a
Equacdo V.3.45 na Equac@o V.3.37 e obtém-se a Equagio V.3.49.

QA +B;)+ass .[A,-. Gy —on1) +B,. iz - ""’)} =QCf (V.3.48)

Tqa Tz

Af__(jfi:o‘_”).exp(g,,’j H)+ B’._(’?“z'_"_@_’)

.exp(ﬁz,,- .H) =0 (V.3.49)
T2 Gz
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As integrais de a;, e b (i=/,2,3) sdo calculadas analiticamente a partir das
Equacgdes V.3.44 e V.3.45.

Segunda etapa: resolucdo analitica para i = 4

A derivagio das equacgdes analiticas a«z) e b.z) requer bastante esforco algébrico.

Reescrevendo-se as Equacdes V.3.25 e V.3.26 para i = 4 obtém-se:

gaa—-“— = Const1. E wy;8; +Const2. E wy;b; +CONSE3by (V.3.50)
r4
j=t..7 =17
“—‘L? = Const4. Za;4 j-a; +Consts. Zco4 j-B; —Consté.b, (V.3.51)
jﬂ'f ,,,,, 7 j:?,.._,?

Substituindo-se nas Equacdes V.3.50 ¢ V.3.51 os dados da Tabela I11.6.1 e as
equacOes analiticas obtidas na primeira etapa para a;, a2, a3, b;, b; e b3, obtém-se um
sistema de equagdes diferenciais ordinarias lineares de primeira ordem nio-homogéneo e
com coeficientes constantes. A forma mais elementar de resolu¢do deste sistema é por meio
do processo direto de eliminagfo. A eliminagio é uma metodologia bastante eficiente para
sistema com duas ou irés equagdes diferenciais. Portanto, a presente metodologia é aplicada

para resolver o sistema das Equagdes V.3.50 e V.3.51.

A equacio resultante da aplicagdo da metodologia de eliminacio é uma equagio
diferencial ordinaria de segunda ordem n#o-homogénea com coeficientes constantes. Para
este tipo de equago a solucdo existe e € Unica, sendo que a solugio analitica é obtida em
duas etapas. Na primeira obtém-se a solu¢io complementar (ou reduzida, ou homogénea)
Veompi(Z) que € equivalente em assumir a equagio como sendo homogénea. Apds obter a
solug m{.Umentar, na segunda obtém-se a solugio particular y,a+(z) por um método
geral. A solucdo analitica ¢ dada pela soma aritmética simples entre a solugio

complementar e a particular, ¥(z)=Veompi(Z)+Vpard2). A soluglo particular pode ser obtida
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atraves de trés métodos: o método dos coeficientes indeterminados, o método da variagio

de pardmetros ¢ o método da superposigdo. Opta-se por este ultimo método.

Apds a aplicagdo de toda a manipulagio matematica descrita nos dois tltimos

paragrafos, obtém-se as Equagdes V.3.52 e V.3.53 nas suas formas genéricas.

3

a, = o(z)+ Z [Po. - expliy;.2)+ Py expliy ;.2)] (V.3.52)
fud
3
by =8,. dﬁf) +6,.2(z) + Z [P,..expl4;;.2)+ P, expliy,;.2)] (V.3.53)

i=1

onde Py, Pri, Fzi, P3;, 6 ¢ 6; sdo constantes obtidas apés 0 agrupamento dos pardmetros
que assumem valores fixos e a fungdio &fz) é a parcela da solugio analitica relativo a
solu¢do complementar do problema. A forma desta fun¢do varia de acordo com os
coeficientes K/ e A2 da equacdo diferencial de segunda ordem em analise, ou seja, dada esta

equacio na sua forma geral:

k1S + k24 =0

aplica-se o teorema de Baskara dado pela relagio (k7)° ~4.1.k2 . A funcio @z} assume, de

acordo com o valor desta correlagdo, uma das seguintes formas:

&(z) = Ay.explry.z)+ By.explry 2) (V.3.54)

&(z) = A,.explry.z)+ B,z explr, z) (V.3.55)
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D(z) = A,.expl(@y.z). cos(@,.z)+ B,.exp(@, .2) sen(@,.2) (V.3.56)

para os valores da relagdio de Baskara maior que, igual a e menor que zero,

respectivamente. Os outros parametros das Equagdes V.3.54 até V.3.56 sdo dados por:

Kkt + (k1) —4.1k2 , . ~ k1= (k1Y - 4.1k2

B 2 ’ T 2

2
W k2 | 1 _ {(m) -4, 1.k2|
rz_—.—mm——m—-—-— , @ox——é— 5 @1: 2

e as constantes 4, e B, sdo obtidas a partir da solugiio do sistema de equagdes algébricas
formado pelas condigdes de contorno, Equagdes V.3.30 e V.3.37, e pela Equaces V.3.52 e

V.3.53. Portanto, as formas algébricas para a, e b, sdo obtidas analiticamente.

Terceira etapa: resolugdo analitica parai =3, 6e 7

Nesta ultima etapa, as equagBes diferenciais s3o obtidas apés a substitui¢io dos
dados da Tabela II1.6.1 e das formas analiticas a; e b; (i=1,2,3,4) nas Equagdes V.3.25 ¢
V.3.26. Portanto:

da;

= ¥#,(z)+ Const3.p; (V3.57)
db; 7
= ¥, (z)-Const6.b, (V.3.58)

sendo as fungbes #; e ¥ dependentes unicamente das formas analiticas a; e &, (i=/,2,3, 4).
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O sistema de equagOes diferenciais formado ¢ entfio resolvido separadamente, ou
seja, primeiro resolve-se a Equacdo V.3.58 para obter-se ;. Entdio, substitui-se b; na
Equac@o V.3.57 para obter-se a. A Equagfio V.3.58 constitui uma equa¢fo diferencial
ordinaria linear de primeira ordem n3o-homogénea com coeficientes constantes, sendo
resolvida por mei1o da aplicagio do fator de integragdo. A forma genérica para obter-se b; é

dada por:

3
by = Ap(2),_,, + A:(2)+ Z [P 4, -eXP(}%,J -Z)+ Ps,i-eXP(ﬂz,f Z)] (V.3.59)

i=T

onde a forma da func8o A;(z) € igual a fungio @yz), Equagdes V.3.54 até V.3.56, mas
diferem-se apenas nos fatores pré-exponenciais. A fun¢io A, é uma constante que depende
de A; e da parcela representada pelo somatério da propria Equagio V.3.59 quando aplicada

em z = H. As constantes P;; e Ps; possuem também pardmetros oriundos de 7 = 4.

A forma analitica para a; é obtida apds resolver a equagdo diferencial gerada da

substituicdo da Equagdo V.3.59 na Equacgdo V.3.57. A fun¢io a; € dada por:

3
a; = Constante - Const3.45.2 + Z [PG,,- -expliy;.2)+ Py, explis ;.2) (V.3.60)

i=1

onde o parametro Consfante € soma entre o valor numérico da integragdo da Equacio
V.3.57 em z = 0 e restrito & Equagéo V.3.30, com o valor numérico da Equacdo V.3.59 em
z = (. A fungiio Ay é andloga a Equacdo V.3.59, mas difere-se novamente nos fatores pre-

exponenciais. As constantes Pg; e /’7; possuem também pardmetros oriundos de i = 4.

As condigdes de contorno sfo consideradas ao longo do desenvolvimento das

Equacdes V.3.59 e V.3.60. Portanto, as formas algébricas para a; e d; (i=3,6,7) sdo obtidas

analiticamente.




90 |

V.4 - EQUIVALENCIA ENTRE O MODELQ DIFERENCIAL E O INTEGRAL

|

A Equag8o V.1.1 ¢ estacionaria em relagdo & varidvel perfil radial de velocidade

axial, Ve V. Isto gera duas formas para a equagio de Euler-Lagrange e dadas por: |

el 9y 21 .o (V.41)
G Vo(r) dr\z viir)
o1 __d1 21 1y (V.42)
g V(r) or & Vy(r)

que, apos aplicadas na Equagio V.1.1, fornecem as formas diferencias dadas pelas
Equagdes I11.4.1 e IIL4.2, respectivamente. Isto mostra que existe uma formulacio

variacional, por conseqiiéncia, prova-se a sua equivaléncia com o modelo diferencial.

V.5~ EQUIVALENCIA ENTRE O MODELO INTEGRAL E A OTIMIZACAO

A Equagio V.1.1 ¢ definida como a funcfo objetiva na programacio ndo-linear.
Entio, resolve-se esta equagdio na forma do problema de otimizagio da Equagdo IV.3.1,
considerando-se a Equagdo [11.4.3 como equagio de restrig8o gu(x). Isto requer o uso de
multiplicadores de Lagrange ;. e conduz a equagdo de BEuler-Lagrange para a forma dada
pela EquagBo A 1.3.1. Para isto, deve-se mostrar que a integral é um problema de minimo

{ou maximo) e ndo apenas estacionaria.

As vaniaveis calculadas na otimizacio incluem, além das vanaveis perfis radiais de
velocidades axiais, as variaveis A Isto requer uma modificagio do funcional dado pela
Equagdo V.1.1, pois o termo que contém a variavel queda de pressd3o € retirado do
funcional, j& que este corresponde aos multiplicadores de Lagrange. Apos esta modificagio

do funcional obtém-se:
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C 7
= r{g(Psf-Ws! +pg ‘Wg)'f'pslgggw.sigg +"§‘ng£$iy/§f~g +E(QSI +Qg)}2‘ﬁ-rdr (Vs}‘)
()

mostrado por SANTOS JR. e GUIRARDELLOQO (2000). Entretanto, quando comparadas as
equagdes obtidas apos a aplicagdo da Equagiio A.1.3.1 na Equagdo V.51, mostra-se a

existéncia de uma interdependéncia entre os multiplicadores de Lagrange.

Interdependéncia dos multiplicadores de Lagrange

A inter-relagfo é obtida com a aplicacfo da Equagdio A.1.3.1 na Equagio V5.1 e

por comparagdo com as Equacgdes 1I1.4.1 e II1.4.2. Assim, verifica-se que:

P

ma.z_ = /’i'sf Lst (V52)
dr -
PR (V.5.3)

Este problema é resolvido apds considerar um pardmetro como sendo ajustado

externamente ao processo de otimizacdo. Por exemplo, sendo a variavel fragio volumeétrica

do gas no centro do reator ggimo, dada pela Equagdo H1.4.6, como o pardmetro a ser

ajustado, de forma iterativa ajusta-se este pardmetro e calcula-se os multiplicadores por

otimizagdo até que as Equacgdes V.5.2 e V.5.3 fornecam resultados numéricos iguais.
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V.6 — OBTENDO UMA EXPRESSAOQ ANALITICA PARA A QUEDA DE PRESSAO

A obtencio de uma expressio algébrica para a variavel queda de pressdo, a partir
das Equacles I114.1 e H1.4.2, mostra-se interessante para efeito comparativo com o

resultado a ser obtido por meio das Equagdes V.5.2e V.5.3.

As equagdes das leis de conservagdo do momento, Equacgdes 1I1.4.1. e 111.4.2,

quando somadas e integradas em r no intervalo [0,R] e sobre as condi¢Ses de contorno

gQ‘r:R =0 € 54! _, =1, fornecem a seguinte expressdo para a variavel queda de pressao:

dpP - -\ 27 . av,
——=g\p, Ea t P, E ) Y V.61
a,z g(psl ! Jog g) R Lnusx d}" ilrMR ( )

mostrada por SANTOS JR. e GUIRARDELIO (2000). Observe-se que a Equagio V.6.1 ¢
igual a Equagdo V.2.2 dada para a variavel tensdo de parede. O resultado numérico obtido

para a variavel queda de pressio nas Equagdes V.5.2, V.5.3 e V.6.1 devem ser iguais.

V.7 ~ AJUSTE DOS PERFIS RADIAIS DE VELOCIDADE AXIAL

Devido ao grau de liberdade do modelo matematico ¢ impossivel obter o
fechamento dos balangos de massa das fases lama e gas de forma simultinea, salvo se

procedido com algum ajuste externo ou se aplicado algum método de otimizagio.

Na modelagem variacional assume-se que a variavel fragiio volumétrica do gas no
centro radial do reator ¢ obtida por correlacdo empirica dada por CHEN et al. (1995), pois

os estudos comparativos serdo realizados com os dados obtidos por estes autores.

Assim, prople-se ajustar externamente a variavel fragio volumétrica do gas de

forma que os balancos sejam verificados.
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V.8 - OTIMIZACAO DO PERFIL RADIAL DE FRACAO VOLUMETRICA

Explorando o aspecto implicito de otimizag8o do célculo das variages, ajusta-se a
variavel perfil radial de fracio volumetrica de gas juntamente com os perfis radiais de
velocidade axial, como na Equa¢@o V.2. Isto gera uma condico semelhante quando usado

a Equagio V.1, ou seja, o funcional ¢ também minimizado em relagiio a variavel ¢_.

Neste ponto verifica-se uma diferenga entre a simulag@o de um sistema diferencial
¢ de um sistema integral. No sistema diferencial faz-se necessario usar um programa de
otimizagdo acoplado & técnica de resolugéo diferencial para ajustar o perfil radial de fragio
volumétrica de gas juntamente aos perfis radiais velocidade axial, 0 que nfo € necessario no

sistema integral.

Seguindo a descrigio adotada no Tépico V.5, propde-se o perfil radial de fracio
volumétrica de gas descrito na forma das Equagdes IV.4.1 e IV.4.3 e para os perfis radiais

de velocidade axial sdo propostos na forma das EquagOes IV.4.1 eIV 4.2,

V.9 - CARACTERIZACAO DO PONTO DE EXTREMO

As formulagdes variacionais dadas pelas Equagdes V.1.1, V.24 e V.2.5 devem
estar completamente caracterizadas quanto aos pontos de extremo para a correta exploragio
dos aspectos de otimizagdo associados ao calculo das variagbes. A caracterizagdio constitui
na aplicagdo dos teoremas fundamentais de Euler-Lagrange, Legendre, Jacobi e
Weierstrass, bem como da aplicagdo das derivagdes destes teoremas. Estes teoremas sio
rigorosamente expostos no Anexo-A — Topico A5, Para o modelo mateméatico

unidimensional proposto, os teoremas assumem as seguintes formas:

A LA (V.9.1)
dv, dx|dV,
Favy Yavi

20 (V.9.2)
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V(xCui) _,

para x =x, eem Vx € (x,xy (V.9.3)
5Ck,,

E{x,Vi Vi, p) 20 (V.9.4)

V.10 - ANALISE ESTATISTICA

O modelo variacional utilizado ¢ validado com os dados de CHEN et al. (1995).
Estes autores assumem um perfil radial parabélico, com apenas uma constante de ajuste,
para a variavel fragdo volumétrica de gas, como mostrado na Equacio I11.4.6. Assim, faz-se
necessario verificar se esta forma de perfil é satisfatério na descrigio dos dados para esta
variavel. Tal verificagdo da-se por meio de analise estatistica entre os dados obtidos e a
equagdo de balango de massa das fases. Portanto, utiliza-se a ferramenta estatistica dada

pela Equagdo IV.5.1. Na regress3o desta equagio com n = / e f{x) = x obtém-se:

i+ h h
‘r y.xdx = 2% [y,-.x,- + Y11 Xy + -3—.(y,- mym)} (V.10.1)
X,

i

A manipulagio da Equagéo IV.5.1 paran = 2 e n = 3 ¢ similar ao linear, n = /.
Portanto, ndo serdo demonstradas as suas formas como a Equagio V.10.1. A aplicacéo da
Equagio V.10.1 ¢ feita sobre as equagdes dos balangos de massa. Assim, reescrevendo-se a

Equacio I1.4.3 com o perfil radial de fragio parabélico obtém-se:

U;;A = ijs, Tdr— fvsi.é‘glrzo {1— (/R)z}.r.dr (V.IO.Z)

para a fase lama e obtém-se:
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UgA _ r Vg_gg[rzo.[f-(f/Rﬂf.dr (V.10.3)

2. A

para a fase gas. Por analise comparativa das EquagSes V.10.2 e V.10.3 com a Equagdo

V.10.1, justifica-se a utilizagdo de f{x/ = x na correlagdo de regressio estatistica.
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Capitulo VI

RESULTADOS
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Para um melhor entendimento, os resultados obtidos com as simulages numéricas

sA0 expostos na seqiiéncia mostrada pelos seguintes itens:

iii)

Comparagio entre as solu¢Bes numérica e analitica para o modelo variacional;

Tem-se por objetivo analisar a precisfo e exatiddo da quadratura de Gauss como
técnica de integracdo numérica para resolver o modelo variacional. Estuda-se
também as possiveis alteragbes que podem ocorrer com os resultados numéricos
quando utilizados diferentes tipos de funcbes dependentes para uma mesma

variavel de processo em analise.

Compara¢do numeérica entre os modelos diferencial e variacional;

Mostra-se a equivaléncia numérica entre estes dois diferentes modelos. Tal

comparagio € mostrada por SANTOS JR. e GUIRARDELLO (1999},

Comparagio numeérica entre 0 modelo variacional e a otimizag¢io;

Mostrar-se também a equivaléncia numérica entre estes dois diferentes modelos.
Tal comparagio ¢ mostrada por SANTOS JR. e GUIRARDELLO (2000). Avalia-
se a interdependéncia entre os multiplicadores de Lagrange quando utilizadas as

equagdes de balango de massa da fase gés e da pseudo-fase lama.

Aplicagio do efeito de parede na fluidodindmica usando o modelo variacional;

Valida-se o modelo variacional quando utilizada a condigo de contorno dada pela

correlagdio de Prandtl. Tal comparagdo ¢ mostrada por SANTOS JR. e
GUIRARDELLO (2001).
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V) Estudo de uma malha de reagdes quimicas acoplada ao modelo variacional;

Obtém-se os perfis de concentragdo para os varios componentes de uma malha

reacional quando usado o modelo variacional.

vi) Estudos matematicos para:
- Ajustar os perfis radiais das variaveis velocidade axial;
- Otimizar o perfil radial da variavel fragdo volumétrica de gas;
- Comparar os dados experimentais com 0s obtidos do modelo variacional;
- Avaliar a influéncia da densidade do liquido no perfil da variavel velocidade;
- Checar os dados experimentais por meio de uma analise estatistica,
- Caracterizar o ponto de extremo do modelo variacional;
- Avaliar problema de instabilidade numérica da funcio dependente;
- Avaliar a sensibilidade do modelo variacional;

- Obter algumas relagdes para a fluidodindmica no reator em questio;

Ressalta-se que os itens iv) e v) sdo estudados somente do ponto de vista do
modelo variacional. Entretanto, pode-se também usar ¢ ponto de vista da otimizacio, pois

estes pontos de vista sdo equivalentes numericamente.

Para efeito comparativo, os resultados numéricos sio avaliados em cinco
condigdes operacionais distintas: quatro situagdes, Caso-! ao Caso-4, sdo iguais as
adotadas por CHEN et al (1995) e uma situagdo, Caso-5, é igual a adotada por
CARBONELL e GUIRARDELLO (1999). Os quatrc primeiros casos consideram um
sistema constituido por agua, esferas de vidro e ar, portanto, um reator sem reac¢do onde

avalia-se apenas os perfis radiais das variaveis velocidades axiais. Para o Caso-5 é

considerado um reator de hidroconversdo, constituido pelas fases 6leo, catalisador e géas, e

envolve, além das analises das variaveis velocidades, também as concentragBes quimicas.
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Os dados Lama-1, Lama-2, Gads-1 ¢ Gds-2 na Tabela IIL.7.1 sdo obtidos a partir
das condi¢cbes operacionais Caso-I, Caso-2, Caso-3 e Caso-4 na Tabela VLI,
respectivamente, Os dados para verificar o resultado da simulagio do Caso-5 séo extraidos

da simulagdo numérica mostrada por CARBONELL e GUIRARDELLO (1999).

Tabela VI.1: Dados operacionais e algumas propriedades fisicas dos fluidos.

Pardmetro Caso-1 | Caso-2 | Caso-3 | Caso-4 | Caso-3
U, 0,0348 | 0,0044 | 00348 | 0,0348 | 0,002
U, 0,0283 | 0,0708 | 0,0531 0,12 0,02
Y 1000,0 | 1000,0 | 1000,0 | 1000,0 | 641,03
O 12 1,2 1,2 1,2 1,2
O 22924 | 2361,8 | 22924 | 22924 | 2340,0
£, 0,0667 | 0,0502 | 0,0667 | 0,0667 0,15
I 9,0e-4 9,0e-4 | 9,0e-4 9.0e-4 | 3,18e-4
o 2,0e-5 2,0e-5 | 2,0e-5 | 20e5 | 2,0e5
i 53e-4 | 6,7e-4 | 53e-4 | 53e4 1,0e-4
¢, 0,285 0,285 0,285 0,285 0,057

Na primeira etapa dada pela Equagdo V.1, apenas os perfis radiais das variaveis
velocidade sdo ajustados com polindmio comum usando o método de Ritz-Rayleigh.
Assim, devido ao problema de instabilidade numérica, existe a necessidade de optar por um

polindmio descrito em fungdo de arcos trigonométricos, como o polindmio Tchebyshev.

Na segunda etapa dada pela Equagio V.2, para avaliar também o perfil radial da
varigvel fragdo volumétrica, a série é ajustada por meio de um polindmio comum.
Entretanto, durante o processo de otimizagio do perfil desta variavel, observa-se que,
dependendo da estimativa inicial, pode obter o valor da variavel fragdo volumétrica fora do
intervalo dado pelos limites [0,7], o que fisicamente é impossivel. Afim de nfio impor mais
restrigdes ao problema, o que aumenta a sua dimensio, opta-se em descrever a série do
perfil radial da variavel fragdo volumeétrica em fungio de uma secante hiperbolica, pois, de

forma natural, esta fungdo mantém o valor numérico entre os limites supracitados.
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VL1 - COMPARACAO ENTRE AS SOLUCOES ANALITICA E NUMERICA

Com o propésito de verificar a precis@io e a exatiddo da técnica de integragdo
numeérica, dada pela quadratura de Gauss, para quantificar o modelo variacional, mostra-se
uma comparagdio entre o resultado numérico e analitico obtido a partir do modelo
fluidodindmico. Adicionalmente, compara-se as varias solu¢Oes numéricas obtidas para este
modelo quando utilizadas diferentes fungBes dependentes para uma mesma varigvel

dependente, conforme o Topico A.6 do Anexo-A.

VI.1.1 —~ Precisido e exatiddo da quadratura de Gauss

A metodologia consiste em substituir as variaveis Vg e V, da Equagéo V.1.1 pelo
perfil da Equagdo IV 4.1, resultando num modelo variacional descrito apenas os parametros
desconhecidos C;;. A variavel queda de pressio neste modelo é também considerada como
um pardmetro a determinar, juntamente com C;;. Aplicando-se a Equacio A.6.2 neste
modelo obtém-se um sistema com 2*(7-/) equagdes algébricas e 2%(/-1)+1 variaveis. Os

pardmetros Cy, € (g, s80 obtidos da condi¢do de contorno da Equacgio IT1.4.11, ou seja,

C,. =-~ZC ;1. Para fechar o grau de liberdade das variaveis do sistema, utiliza-se a
i=1

Equacdo II1.4.3 com k& = s/, ou seja, usa-se apenas o balango de massa da fase lama. A
utilizacio apenas deste balango ¢ justificado pela sua malor importdncia no reator em
analise e também por constituir a fase continua; enquanto que, a utilizagio do balango de
massa da fase gas gera um perfil fisicamente inconsistentes. Essa justificada é mostrada por
SANTOS JR. e GUIRARDELLO (1999). O uso da equa¢do de balanco de massa da fase
lama é também justificado por CARBONELL e GUIRARDELLO (1997).

As simulagBes numéricas deste topico referem-se ao Caso-/ da Tabela VI.1.

Nestas simulagBes o par@metro eg}mo da Equacfo II1.4.6 é considerado igual 2 0,10814434,

pois utilizando-se este valor o balango de massa de fase gés € também verificado de forma
indireta. A forma de obter este valor numérico ¢ mostrado no Topico VI16.1.

Adicionalmente, este valor é também usado por SANTOS JR. e GUIRADELLO (2000).
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Devido a extensdo algébrica da manipulagdo do modelo variacional e do tempo
gasto na verificagdo dos resultados analiticos, aplica-se um perfil da Equagdo IV .4.1 com
cinco termos no somatério (/ =0, ..., 4 ). O perfil com menos de trés termos no somatoério
ndo sdo capazes de representar o refluxo interno da fase lama e o perfil com mais de quatro

termos ja apresentam resultados satisfatorios.

Na Tabela VI.1.1 ¢ listado os valores numéricos e analiticos de C;;, obtidos para os
perfis radiais das variaveis velocidades axiais das fases envolvidas, quando empregado a

Equagio IV.4.1. Observa-se a boa concordancia entre as solugbes numérica e analitica.

Tabela V1.1.1: Constantes C;; da Equac@o IV.4.1 para os perfis de velocidades.

Pardmetro |PELLE ‘?df“’ de V. (j:———sl) Perfil r qdia! de Ve, (j —g)
Numérico | Analitico | Numérico | Andlitico
Cia 2,1901e-1 | 2,1901e-1 | 6,5492e-1 | 6,5493¢-1
il -7.9633e-1 | -7,9634e-1 | -5,3223¢-2 | -5,3225¢-2
Ciz 1,5867 1,5868 -3,1704 -3,1704
i3 -2,1770 | -2.1770 7,3003 7,3004
Cis 1,1676 1,1676 -4.7316 -4.7317

Os valores da variavel queda de pressdo nas simulagbes analitica e numérica so
idénticos e iguais a -10047,5. A Figura VI.1.1 mostra as curvas obtidas a partir dos perfis

com os valores da Tabela VI.1.1.

Num outro estudo comparativo entre as solugdes numérica e analitica, observa-se
que a diferenca absoluta entre um mesmo valor da Tabela VI.1.1 apresenta a ordem de
grandeza -16, ou seja, o desvio numeérico tem a menor ordem possivel quando utilizado a
dupla precisio (16 digitos significativos) do compilador FORTRAN PowerStation 4.0 da
Microsoft Developer Studio 1994-95. Quando comparado esta ordem com os valores desta
tabela, a diferenca relativa ¢ praticamente zero, indicando-se que os perfis se sobrepdem

completamente. Isto mostra o quio satisfatorio € a técnica de integragdo numérica utilizada.
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Figura VI.1.1: Comparagio dos perfis da Tabela VI.1.1.

Na Figura V1.1.1 as linhas continuas representam os perfis obtidos por integragio
numérica ¢ as linhas pontilhadas representam os perfis obtidos por solugio analitica. Os
pequenos desvios observados nesta figura tem origem da precisio requerida e dos erros de

arredondamento na solugdo numérica.

VL1.2 - Precisdo dos resultados para diferentes func¢des dependentes

Com o objetivo de explorar as caracteristicas matematicas de diferentes tipos de
fungtes dependentes ); para uma mesma varidvel em anjlise no céalculo das variacBes,
deve-se previamente provar a equivaléncia numérica dos resultados obtidos para cada tipo
de funglo proposta. Assim, os resultados obtidos no Topico VI.1.1 com a Equagiio IV 4.1
sd30 agora comparados com os resultados obtidos quando utilizado a Equagdo IV .4.2. Para
diferentes fungdes y;, os resultados numéricos sio idénticos quando estas funcdes sdo
expressadas por meio de séries matematicas, como comenta o Anexo-A no Tépico A6
(Método de Rayleigh-Ritz). Entdo, usando-se agora a Equagio 1V 4.2, a solugio numérica

fornece para as constantes (;; os valores mostrados na Tabela V1.1.2.




Tabela VI.1.2: Constantes C;; da Equacgio I'V.4.2 para os perfis de velocidades.

Pardmetro Perfil de Vy Perfil de V,
Cio 5,4822¢-2 4,2696e-1
Cy -1,1445e-1 -2,5987e-1
C.o 4.5562e-2 26,2535¢-2
C.; 4,0417e3 ~6,75930-2
C.s 9.1216e-3 -3.69666-2
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O valor da variavel queda de pressido é novamente igual a -10047,5. Entretanto, a
diferenca observada entre os valores C;; para um mesmo perfil nas Tabelas VI.1.1 ¢ V1.1.2
¢ Justificada pela diferenca entre as formas das fungbes dependentes. Conforme a Figura
VI.1.2, as solugdes numéricas dos perfis se sobrepdem quando usado a func3o dependente

da Equagio IV.4.1 (linhas continuas) ou da Equacgio IV 4.2 (linhas pontilhadas).
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Figura VI.1.2: Comparac@o dos perfis das Tabelas VI.1.1 e VL.1.2.
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Ressalta-se que ndo se utiliza a Equac@o 1V 4.3 para descrever os perfis radiais das

varidveis velocidades, pois este perfil ndo é capaz de representar a recirculagdo interna do

fluxo da fase lama. Matematicamente, esta equagio fornece somente valores no limite [0,7],

0 que torna impossivel predizer os valores negativos para a variavel velocidade.

V1.2 - COMPARACAOQ ENTRE OS MODELOS DIFERENCIAL E VARIACIONAL

O objetivo deste topico € provar a equivaléncia numérica entre os modelos

diferencial e variacional que sdo mostrados nos Topicos 1I1.4 e V.1, respectivamente.

Assim, mostra-se a seguir os resultados numéricos obtidos das simulages deste modelos.

Verifica-se que estes modelos fornecem resultados numéricos bastante proximos, e que
inclusive sio mostrados por SANTOS JR. e GUIRARDELLO (1999). Usando-se da
Equagiio IV.4.1, a Figura V1.2.1 resulta da simulagiio do Caso-2 da Tabela V1.1 e segundo

CHEN et al. (1995) este caso representa um escoamento turbulento (heterogéneo). Nas

Figuras VIL.2.1 e VI.2.2 o modelo diferencial ¢ indicado pela linha pontilhada e o modelo

variacional € indicado pela linha continua.
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Figura VI1.2.1: Equivaléncia entre os modelos diferencial e variacional — Caso-2.
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Na Figura V1.2.1, a Equagio IV 4.1 tem doze termos na série (/ =0, ..., [/ )ea

quadratura de Gauss utiliza quarenta raizes para integrar o modelo variacional.

Usando-se da Equagiio 1V.4.2, a Figura V1.2.2 resulta da simulacio do Caso-3 da
Tabela VI.1 e segundo CHEN et al. (1995) este caso tem escoamento de transigdo.
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Figura V1.2.2: Equivaléncia entre os modelos diferencial e variacional — Caso-3.

Na Figura VI.2.2, a Equagdio IV 4.2 tem doze termos na série (/ = 0, ..., /1 )ea

quadratura de Gauss utiliza quarenta raizes para integrar o modelo variacional.

Observa-se para o Caso-f da Tabela VI.1 que as simula¢des com uma vazio
superficial de gas (U/;) aproximadamente oito vezes ou mais maior que a vazio superficial
do liquido (U}, o modelo diferencial n3c converge. Entretanto, o modelo variacional

converge sempre para os casos em que o modelo diferencial nfio apresenta convergéncia.
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Apesar de n3o ser mostrado, os resultados numéricos obtidos para os perfis radiais
de viscosidade da fase lama sdo quantitativamente iguais aos mostrados por CARBONELL

(1996) e qualitativamente iguais aos mostrados por MENZEL et al. (1990).

Os perfis radiais da variavel velocidade axial da fase gas mostrados nas Figuras
VI.2.1 e VI.2.2 apresentam uma ligeira oscilagio na regido proxima a parede. Este fato se

deve essencialmente a problema numérico.

Ressalta-se que as diferengas numéricas observadas nos perfis radiais das Figuras
V121 e VI22 sio exclusivamente devido as precisdes adotadas entre os modelos
diferencial e variacional. Os perfis radiais sdo todos idénticos quando assumido precisGes

elevadas do ponto de vista da engenharia.

VL3~ COMPARACAO ENTRE O MODELO VARIACIONAL E A OTIMIZACAO

Prova-se a seguir a equivaléncia numérica da solugdo do modelo variacional da
Equagio V.1.1 quando resolvido por dois caminhos distintos: Método de Rayleigh-Ritz
(linha continna) e otimizagio (linha pontilhada). O primeiro caminho ¢ igual ao
procedimento dos Topicos VI1 e VI2. O segundo consiste em resolver o modelo
variacional como o problema de otimizacio da Equagiio IV.3.1, sendo que esta equagio é a
fungio objetivo e a Equagio I11.4.3, dada apenas para k=s/, é a equaglo de restricdo. As

Figuras V1.3.1 e V1.3.2 mostram os resultados das simulagdes destes dois caminhos.
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Os resultados das Figuras VI.3.1 e VI.3.2 sdo apresentados por SANTOS JR. e
GUIRARDEILLO (2000). Nestas figuras a Equagio IV 4.2 usa vinte termos na série ¢ a
quadratura de Gauss utiliza oitenta raizes para a integragdo do modelo variacional. Para que

o fechamento do balango de massa da fase gas também seja verificado, assume-se que o

valor de £,|  da Equaglio IIL4.6 & igual 2 0,25388576 € 0,36351692, respectivamente.

A precisdo e a exatiddo dos resultados entre os dois diferentes caminhos ¢ tal que
as curvas sobrepfem-se completamente. Por tratar-se de técnicas numéricas, a simulagdo
possui erros de arredondamento e, dependendo da precisdo requerida, os perfis podem
variar um pouco, mas mesmo assim ainda mantém a boa concordincia entre os resultados.
Estas variagOes sdo maiores quando as equagles analiticas para as derivadas da Equago
V.1.1 em relagio aos parmetros C; das fungBes dependentes ndo sdo informades. Os
resultados mantém a concordancia mesmo quando as derivadas numéricas sdo geradas pelo

préprio programa de otimizaco utilizado.

VL1.3.1 — Inter-relagio dos multiplicadores de Lagrange

Embora os perfis radiais das variaveis velocidades axiais sejam iguais entre o
metodo variacional e a otimizaco, os valores obtidos para a varidvel queda de pressio nfo
sdo iguais, o que conduz a formulacio do Topico V.5. Nas Tabelas VI3.1.1 até VI.3.14
estdo reportados, para Caso-0! ac Caso-04, os resultados da resolugio numérica da
Equagdo V.1.1 por meio do método variacional e da otimizagdo com e sem a exploracio da
inter-relagio dos multiphcadores de Lagrange Nestas simulagBes consideram-se os
balangos de massa das fases e assumem-se o valor da variavel queda de pressio dado pela

Equagdo V.6.1. Estes dados provam a inter-relagio dos multiplicadores.
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Tabela VI.3.1.1: Caracterizagio da inter-relagfo para o Caso-01.
. , Formulacdo Meétodo de otimizacdo
{ analisada
Variavel anals Variacional Equacdo V.1.1 Lgquagdo V.5.1
&g 5,2397e-2 5,2397e-2 5,2397e-2
(dP/dz) -10.099 8 -22,93 -10.099,8
(dP/dz) - Eq. V.6.1 -10.135,9 -10.135,9 -10.135,9
Funcdo objetivo | -------- 25,9167 25,9647
Tabela V1.3.1.2: Caracterizagio da inter-relagio para o Caso-02.
g . Formulagéio Meétodo de otimizagdo
{ analisada
Variavel analisa Variacional Equacdo V.1.1 Equacdo V.5.1
&g 1,2527e-1 1,2527e-1 1,2527e-1
(dP/dz) -9.126.8 -42,40 -9.126,8
(dP/dz) - Eg. V.6.1 -9244 8 -9.244 8 -9.244.8
Fungdo objetivo | = wme-ae-nn 3,4009 3,5030

Tabela V1.3.1.3: Caracterizagdo da inter-relagio para o Caso-03.

» . Formulagdo Meétodo de otimizacdo
Varidvel analisada Variacional Equagdo V.1.1 Equacdo V.5.1
£g 9,0530e-2 9,0530e-2 9,0530e-2
(dP/dz) -9.690,9 ~-38,79 -9.690.9
(dP/dz) - Eq. V.6.1 -9.760,9 -9.760,9 -9.760,9
Funcdo objetivo | --we-n-- 26,3614 26,4735

Tabela V1.3.1.4: Caracterizacio da inter-relagio para o Caso-04.

. . Formulacdo Meérodo de otimizagdo
Varidvel analisada Variacioial Equacdo V1.1 eq;ag:a“o V3.1
P 1,7850e-1 1,7850e-1 1,7850e-1
(dP/dz) -8.753,9 -123,19 -8.753,9
(dP/dz) - Eq. V.6.1 -8.898 8 -8.898,8 -8.898.8
Fungdo objetivo | - -e--w-- 24,5244 25,1448
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Na linha das tabelas anteriores dada pela variavel queda de pressdo obtida pela
Equac¢do V.6.1, observa-se a igualdade em todas as colunas, 0 que prova a igualdade entre o
perfil radial da varidvel velocidade da fase lama, ja que esta variavel aparece explicitamente
nesta equacio; por conseqiiéncia, a igualdade do perfil do gis é também provada. As
pequenas variacdes no valor da funcio objetivo, para um mesmo caso, ndo ocasionam

alteracdes destes perfis.

O desvio relativo percentual obtido entre os valores da variavel queda de pressio
nas Tabelas VI.3.1.1 até V1.3.1.4, quando utilizado as Equag¢es V.5.1 e V.6.1, sdo iguais a
0,36%, 1,28%, 0,72% e 1,63%, respectivamente. Estes desvios fornecem a idéia de que os
resultados simulados s8o satisfatorios. Adotando-se um perfil radial com elevado nimeros
de termos na série, os desvios apresentados tendem para zero; entretanto, ocasiona-se um

maior esforco e tempo computacional, sem ganho para os resultados.

V1.4 -~ ANALISE DO EFEITO DE PAREDE

A analise do efeito de parede tem como principal objetivo descrever de forma mais
satisfatoria dos dados dos perfis radiais de velocidade na regifo proxima a parede interna
do reator. A metodologia de resolu¢fio da formulagio variacional com analise do efeito de
parede é anéloga ao apresentado no Topico VI.1. Entretanto, neste topico utiliza-se quinze
termos ( / = /4 ) na série polinomial da fun¢io dependente e a quadratura de Gauss utiliza

sessenta e quatro raizes para a integra¢io do modelo variacional.

No estudo numérico do modelo variacional assume-se que a varidvel fragfo
volumétrica da fase gas € uma equagdo parabdlica, Equacio I11.4.6, e que o pardmetro

Egir—a ¢ calculado. Justifica-se este fato para evitar possiveis problemas de convergéncia.

Como mostrado no primeiro nivel do Tdpico V.2, o sistema de equacBes a ser
resolvido constitui-se em aplicar a condigdo de estado estacionario na Equagio V.24 com
relagio a todas as constantes Cy;; da série do perfil radial de velocidade, ou seja, a primeira
derivada em relacio a estas constantes sio todas nulas. Adicionalmente, necessita-se
utilizar a equagdo de balango de massa da fase lama para o fechamento do grau de liberdade
das variaveis, pois adota-se a variavel queda de pressio como sendo uma varigvel a ser

determinada, o que resulta no probiema ndo-linear dado pela Equagdo V1.4.1 que se segue.
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dl

dcys

(VI4.1)

=R
Usi - psi - A= py - '[534 Vg . dA

Resumidamente, para se obter os valores das variaveis C,*, dP/dz e 7,4, este

primeiro nivel € resolvido pelo seguinte algoritmo:

i) Escolha o ponto y (Equagdo I11.5.7), ou seja, determinar o valor der (" =R - BUR
i) Estime um valor para a tensio na parede 7,
iii) Resolver a equagio ndo-linear V1.4.1 para determinar €Y ¢ dP/dz;

iv) Conhecido 7,4 e dP/dz, avalia-se a igualdade da Equacio V.2.2;

V) Caso a igualdade da Equagdo V.2.2 seja obtida, determina-se o perfil de ¥y e fim;

no contrario, retornar ao item ii), sucessivamente.

Como mostrado no segundo nivel do Tdpico V.2, o sistema de equacBes a ser
resolvido constitui-se da aplicagio na Equagiio V.2.5 apenas a condi¢io de estado
estacionario com relagdo a todas as constantes, ou seja, a derivada desta equagio é nula em

relagio a €7, resultando no seguinte problema:

d7
act?

Ressalta-se que a obtengio dos termos das matrizes dos problemas das Equagbes
V1.4.1 e V142 s8io dados através de fungdes integrais, que sio resolvidas por quadratura de

Gauss. Finalizando, resolvido os prdo os prs destas equagdes, determinam-se em dois niveis
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os perfis radiais de velocidade de escoamento das fases lama e gas, respectivamente, ¥ e

C)9, e determinam-se as variaveis 7y e dP/dz.

A seguir, nas Figuras VI.4.1 até VI1.4.4, sdo mostrados os resultados numéricos
obtidos com a condigdo de contorno da Equagiio V.2.1 quando simulado o Caso-7 e Caso-2
da Tabela VL1. Como na correlagdo de Prandtl a varidvel y”™ pode assumir qualquer valor
entre 5 e 26, opta-se por ajustar 7 de forma que ¥~ = 3, 0 que possibilita obter o perfil
radial de velocidade da fase lama proximo & parede por meio da Lei da Viscosidade de
Newton para a camada laminar. As Figuras V1.4.1 ¢ V1.4.3 sio mostradas em SANTOS JR.
e GUIRARDELLO (2001) e os seus respectivos perfis radiais de velocidade da fase gis sdo
mostrados nas Figuras VI.4.2 e V1.4 4.

Para o efeito comparativo, nas Figuras VI4.1 até VI4.4 sio sobrepostos as
simulagBes com (linha continua) e sem (linha pontilhada) a analise do efeito de parede,
sendo a fungd#o dependente dada pela Equacio IV.4.2. Como esta analise objetiva-se
descrever melhor os dados de velocidade da fase lama, faz-se necessario antecipar as
comparagOes com os dados das colunas Lama-1 e Lama-2 da Tabela TI1.7.1. A comparagio
com os dados das colunas Gds-/ e (Gds-2 desta tabela e os comentarios sobre as

comparagOes com os dados experimentais estdo no Tépico VI.6.3.
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A simulagio do Caso-3 e Caso-4 mostra 0 mesmo comportamento qualitativo dos
perfis radiais das Figuras V1.4.1 até VI.4.4. Como a anélise de Prandtl ¢ valida apenas para
a fase lama, opta-se por ndo mostrar neste topico os resultados para estes ¢asos. Entretanto,

0s quatro casos sdo analisados a seguir no Topico IX.4.1.

A avalia¢do do efeito de parede € estudado apenas sobre o modelo variacional,
sem o uso da otimizagio. Isto ¢ necessario para evitar e avaliar possiveis efeitos de

instabilidade numeérica e de reprodutibilidade dos resultados que possam ocorrer.

V1.4.1 — Verificacio da aplicacie da correlacio de Prandtl

No uso da correlagido de Prandtl como condigdo de contorno faz-se necessario
definir a qual distincia da parede interna do reator a mesma € aplicada, ou seja, define-se o
valor de y na Equagdo I11.5.7 de forma que y~ e /5,26]. Como nesta tese € adotado y™ = 3,
o valor definido para y € naturalmente valido. Isto torna o procedimento de convergéncia
numérica mais dificil e, como é mostrado no Tépico VI.6.11, os resultados compensam.

Assim, aos invés de se verificar a validade do valor de y, faz-se a prova real que y” = 5.

O Caso-1 ao Caso-4 da Tabela VI.1 sdo simulados e os resultados numéricos
obtidos sdo mostrados na Tabela VI.4.1.1. Ressalta-se que, de acordo com ¢ nimero de
termos da série polinomial para a funcio dependente e do nimero de ponto usados na
quadratura de Gauss para a integracdo, os dados desta tabela diferem ligeiramente, mas sem

prejuizo da analise que se segue.

Tabela VI.4.1.1: Alguns resuitados da simulagio com efeito de parede.

Variavel Caso-1 Caso-2 Caso-3 Caso-4
Tyt 0,15439 | 087781 | 030617 | 0,37258
Vo | 0,10969 0,26268 0,15423 0,16933
D 10913 1082,0 1094,7 11052
e 1,1167e-3 | 1,0582e-3 | 1,1167e-3 | 1,1167e-3
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Tem-se que a variavel ¢ a tensdo na parede, | V,, | é dado pela Equacdo I11.5.7,
ps € a densidade da lama e uy; é a viscosidade da lama. Assim, a partir da Tabela V1.4.1.1
obtém-se a Tabela VI.4.1.2.

Tabela VI.4.1.2: Verificagfo da validade da correlagio de Prandtl.

Caso V' =y. Ve.py /tg
Caso-1 5,0000
Caso-2 5,0000
Caso-3 5,0000
Caso-4 5,0000

Adicionalmente, para caracterizar a regido de escoamento do fluxo aplica-se a

Equagio II1.5.9 e, associada aos dados das Tabela VI1.4.1.1 e VL1.4.1.2, tem-se que:

Tabela VI.4.1.3: Caracterizaggo do escoamento do fluxo.

Caso yﬁ) /
Caso-1 0,79457
Caso-2 0,79783
Caso-3 0,79615
Caso-4 0,79652

Os dados na Tabela V1.4.1.3 servem apenas para confirmar em qual regifio estd
aplicado a correlagdo de Prandtl. Portanto, nfio serve para validar a sua aplicagio, que €

dada apenas por y”. Os resultados aproximados desta tabela é devido a fixacio de y".

Por meio das Tabelas V1.4.1.2 e VI.4.1.3, confirma-se que a correlacio de Prandtl

estd aplicada na regifio com fluxo de transigo e proximo a parede, ou seja, dentro da regido
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de validade. Portanto, os dados das Figuras V1.4.1 até V1.4.4 s8o confiaveis e concordam

com a Jiteratura descrita para escoamento em tubos verticais.

VL5 - ANALISE DOS PERFIS DE CONCENTRACAOQ

Antes de se obter as variaveis perfis de concentragdo das espécies presentes no
leito reacional, deve-se considerar que as variaveis perfis radiais das velocidades das fases
sejam previamente conhecidos. Isto implica em considerar que as variaveis das velocidades
ndo alteram na presenca de reagiio quimica, ou seja, a densidade do leito catalitico mantém

constante. Conforme mostra-se no Topico V1.6.4, isto € uma consideragdo razoavel.

As varigvels perfis das velocidades sdo obtidas a partir do modelo variacionais da
Equagdo V.1.1 (sem efeito de parede) ou das Equagdes V.2.4 e V.2.5 (com efeito de
parede), sendo que a variavel perfil radial de fraggo volumétrica da fase gas é dada pela
Equagdo I11.4.6. Para obter-se os perfis axiais a; e b; da Equacfio V.3.10, faz-se necessario
resolver, em seqiiéncia, os sistemas de equagdes diferenciais dados por: i) Equagdes V.3.38

e V.3.39; ii) Equagdes V.3.50 e V.3.51; iii) Equagdes V.3.57 e V.3.58.

As simulagdes deste topico sdo obtidas com o Caso-5 da Tabela VI.1 e, para um

reator de hidroconversio, o pardmetro & da Equacdo TI1.4.6 € dado pela correlacdo
9)reo quag p

empirica de TARMY et al. (1984). As Figuras VI1.53.1 até V1.5.4 mostram os resultados dos
perfis de concentragdo obtidos para os componentes i = / (reagente) e 7 = 5 (produto) nas
regides de entrada (z=0) e saida (z=H+=3,0fm]) do reator. As curvas nestas figuras sfo
obtidas considerando-se ou ndo o efeito de parede, respectivamente estas sio dadas pelas

linhas continua e pontilhada. Os demais perfis de concentragio sdo analogos.
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Para uma mesma posigdo radial, observa-se que nas Figuras VI.5.1 até V154 o
desvio relativo percentual maximo entre as curvas continua e pontilhada é igual a 7,96 |
47,21, 2,30 e 2,44 , respectivamente. Para o caso sem o feito de parede (linha pontilhada),
as Figuras V153 e VI54 concordam com os perfis mostrados por CARBONELL e
GUIRARDELLO (1999), sendo os desvios relativos iguais a 2,1 e 7,3 %, respectivamente.

Para o componente i = 3 nfo existem os perfis de concentracdo, pois a sua
concentrac#o inicial € zero e esta espécie nio é produto de reagdo. Todos os demais perfis
de concentragSes que ndo sio mostrados neste topico concordam com o resultado esperado,
ou seja, o perfil de um reagente decresce do centro do reator para a parede, enquanto que,
no perfil de um produto ocorre o contrario. Justifica-se este fato pela presenga de uma

maior 4area interfacial entre as fases na regifio proxima a parede interna do reator.

V1.6 - OUTRAS INVESTIGACOES NUMERICAS

Neste topico sdo mostrados varias analises que complementam os estudos da

aplicagao do método variacional no estudo da fluidodindmica do reator em questo.

VL.6.1 — Ajuste simultineo dos perfis radiais de velocidade

Segue-se o procedimento de resolucdo numérica apresentado no Topico VI.1.

Entretanto, agora assume-se que a variavel ¢, , ¢ obtida por ajuste externo. A condi¢do
re

de parada deste ajuste ¢ dado quando verifica-se o fechamento das equagdes dos balangos

de massa das fases lama e gas. Este procedimento de ajuste é mostrado em SANTOS JR. e
GUIRARDELLO (2000).

Simula-se o0 Caso-1 até Caso-4 da Tabela VI.1. Na Tabela VI1.6.1.1 sido

apresentados os valores da varidvel ¢ gé o quando empregado a correlacdo de CHEN et al.

(1995) e quando estes sdo ajustados externamente para fechar as equacdes dos balangos

massicos. Apresenta-se também os desvios relativos percentuais destas equagdes.




Tabela V1.6.1.1: Verificagdo do valor da varivel ¢,

r=0
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Fracdo de gasem r = (0 | Desvio relativo percentual no balanco de massa
Casos ~ : Correlacdo Ajustado

Correlagdo | Ajustado T i T G
Caso-1 0,1125 0,1067 ~ 0,0 6.22 ~0,0 ~0.0
Caso-2 0,3318 0,2557 ~0,0 42,19 ~0,0 ~0,0
Caso-3 0,1803 0,1852 ~ 0,0 3,18 ~ 0,0 ~ (.0
Caso-4 0,3610 0,3655 ~0,0 1,73 ~0,0 ~0,0

Como os valores obtidos por correlagio e por ajuste externo para a variavel ¢,

Fad

sd0 quase sempre proximos, os balancos sdo satisfeitos mesmo sem o ajuste externo, ou
seja, mesmo usando-se apenas a equag@io do balanco de massa da fase lama, o outro é
satisfeito indiretamente. Isto mostra que a correlagiio proposta por CHEN et al. (1995) ¢
bastante satisfatoria nestes casos, e que um perfil parabdlico para esta variavel é razoavel

na descricdo dos dados.

Devido a verificagio implicita do fechamento da equaggo do balango de massa da
fase gas, os perfis radiais de velocidade praticamente ndo alteram quando efetuado o ajuste
externo, mesmo para o Caso-2 da Tabela VI.6.1.1 que apresenta um maior desvio.
Entretanto, se o balango de gas nio for satisfeito de maneira indireta, o ajuste externo causa
um “achatamento” dos perfis radiais de velocidade, como é mostrado em SANTOS JR. ¢
GUIRARDEILLO (2000) para o Caso-5.

VI1.6.2 - Otimizacio do perfil radial de fracio volumétrica

Em todas as simulagdes numéricas o perfil radial de fragio volumétrica da fase gas
¢ considerado do tipo parabolico, ou seja, com apenas um pardmetro a ajustar e, para este
caso, 0 modelo variacional € dado pela Equag@io V.1. O objetivo deste topico é estender a
possibilidade de ajustar este perfil da mesma forma que o ajuste dos perfis radiais de

velocidade, sendo que agora o modelo variacional ¢ dado pela Equagio V.2

Para a formulagdo da Equagdo V.2, o ajuste simultdneo dos perfis radiais de
velocidade e fragdo volumétrica gera um sistema matematico com elevada dimenséo e ndo-

linearidade. A matriz da segunda derivada (matriz hessiana) deste sistema ¢ obtida a partir
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da Equagdo V.1.1 quando se deseja ajustar uma série polinomial para o perfil radial de
fragdo volumétrica. Esta matriz apresenta coeficientes varidvels, ou seja, estes sdo dados
pelo produto entre duas variaveis (7;; das fungGes dependentes. Isto caracteriza coeficientes
nfo-lineares e dificulta o processo de otimizag¢do. Devido a ndo-linearidade, os problemas
matematicos verificados sdo iguais aos observados na resoluciio dos sistemas de equagdes

ndo-lineares, tais como: multiplicidade de solugdes e o problema de estimativa inicial.

Na tentativa de obter um perfil radial de fragio volumétrica com mais de um
parametro de ajuste, nas varias simulagdes realizadas para os casos da Tabela VI.1, os
resultados na otimizag3o sfo sempre satisfeitos matematicamente, mas nem sempre sdo
fisicamente possiveis. Matematicamente, as condi¢des de otimizacio (BAZARRA et al,,
1993) e as hipotese assumidas no modelo variacional sdo sempre validas. Fisicamente, os
perfis radiais obtidos nem sempre correspondem ao esperado, ou seja, o perfil de
velocidade da fase lama difere ao da Figura I11.3.1, o perfil de velocidade da fase gas difere

da forma “empistonado” (DECKWER, 1992) e o perfil da fragdo volumétrica é invalido.

A mconsisténcia fisica pode ocorrer em um ou mais perfis radiais e a solug3o varia
de acordo com a estimativa inicial. Em algumas simulagBes 0s resultados destes perfis sdo
matematicamente e fisicamente possiveis ¢ concordam com o esperado. Adotando-se
caracteristicas iguals em diversas simulagdes, diferindo apenas na estimativa inicial, os
resultados variam entre resultados satisfatorios até insatisfatdrios. Portanto, verifica-se que
o problema se deve a estimativa inicial da solucfo, ou seja, os pacotes de programacio nio-
linear em uso para otimizar os perfis Vy , V, e & da Equagiio V.2 ndo sfo robustos e

carecem de melhorias no seu procedimento numérico de otimizag#o.

O uso da Equagdo IV 4.3 para o perfil radial de fragio volumétrica ¢ justificado
por forgar o valor desta variavel para o intervalo [0,7], evitando-se assim o uso de restrigdes
adicionais e, conseglientemente, um aumento na dimensimenséo oblema. Mesmo com o uso

desta equag@o, o problema de estimativa inicial ndo ¢ solucionado.

Na tentativa de solucionar o problema de estimativa inicial sZo aplicados varios
critérios de parada, tanto de ordem matematica quanto de ordem fisica, tais como:

verificagdo das condigbes de otimiza¢io de Kuhn-Tucker, fluxos massicos consistentes e

valores sempre positivo para a func3o objetivo e para a fragBes volumétricas.
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Devido a falta de reprodutibilidade dos dados numeéricos € a auséncia de dados
experimentais para a variavel perfil radial de fragio volumétriéa, opta-se por ndo mostrar
nenhum resultado nesta tese para a simulagio da Equagéo V.2. A ndo reprodutibilidade dos
resultados € observado apenas quando desejado a otimizacio deste perfil na forma desta

equagdo. Esta € a principal dificuldade desta tese.

Conclui-se que as rotinas numeéricas de otimizagio empregados nio sdo
satisfatérias para resolver o problema com a dimensfio requerida, apesar de estarem
baseadas em técnica de programacg@o quadratica sucessiva SOP, tais como: GILL (1986) e
das varias rotinas numéricas indexadas ao programa FORTRAN PowerStation 4.0. Como a
capacidade da rotina de otimizagio em resolver o problema de estimativa inicial ndo faz
parte do enfoque desta tese, as atividades deste topico ficam limitas na verificacio da
existéncia de uma rotina de otimizagio que seja capaz de resolver o problema matematico

dado pela Equagio V.2.

A aquisi¢do de um pacote de programacdo ndo-linear robusto € justificado pelo
fato de que em algumas simulagBes os resuitados sdo consistentes e soluciona o problema
de estimativa inicial para a solugio da Equagiio V.2. Além disto, o problema de oscilacio
numérica do perfil radial de velocidade da fase gas proximo & parede interna do reator é
solucionado e os dados obtidos para este perfil sdo mais realistas, ou seja, o perfil assume a

forma empistonado e ndo a forma parabolica da Equagdo 111.4.6.

V1.6.3 —~ Comparacio com dados experimentais

Nas Figuras VI.4.1 e VI.43 e nas Figuras V1.63.3 e V1.6.3.4 expdem-se os
resultados numéricos da formulagio variacional e os dados experimentais para os casos da
Tabela VL1, exceto para o Caso-3. Ampliando-se as Figuras VI1.4.1 e V1.4.3 proximo a
parede, as Figuras V1.6.3.1 e V1.6.3.2 mostram as diferencas dos resultados numéricos
obtidos quando aplicado (linha continua) ou nfo (linha pontilhada) o efeito de parede. A

Figura V1.6.3.1 é mostrada em SANTOS JR. e GUIRARDELLO (2001).
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A aplicagio da correlagio de Prandtl mostrada na Figura VI1.6.3.2 mostra um
resultado menos satisfatorio. Entretanto, como mostrado na Figura V1.4.3, a aplicagiio desta

correlagdo apresenta, em geral, um resultado mais satisfatorio préoximo a parede.

A metodologia de resolugiio da formulagdo variacional das Figuras V1633 e
V1.6.3.4 ¢ analoga a apresentada no Tépico VL1, porém utiliza-se quinze termos (/=/4) na
série polinomial da fungéo dependente e a quadratura de Gauss utiliza sessenta e quatro
raizes para integrar o modelo variacional. Na Figura V1.6.3.3 emprega-se a funcio proposta

da Equagiio IV 4.2 e na Figura V1.6.3.4 emprega-se a fun¢io da Equagio IV 4.1,
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w
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Figura V1.6.3.3: Perfil de escoamento da fase gis — Caso-3.
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Figura V1.6.3.4: Perfil de escoamento da fase gas — Caso-4.

Conforme se observa nas Figuras VI.4.1, VI.4.3, VI.6.33 e V1.6.3.4, os perfis
radiais de velocidade da fase lama apresentam uma melhor concordincia com os dados

experimentais, enquanto os perfis para a fase gas mostram maiores desvios.

CARBONELL e GUIRARDELLO (1997) comentam que a expressdo parabdlica

da varidvel ¢,, dada pela Equagdo IIL4.6, ndo € adequada quando adotado o seu modelo

diferencial. Justificam-se também no fato de que a fase gas estd presente em menor

quantidade, tornando-a mais sensivel as pequenas variagbes nesta variavel.

A instabilidade observada nos perfis das figuras que utilizam a Equacio IV 4.1 é
justificada pelo determinante da matriz formada a partir do sistema de equagbes geradas
apés a aplicagdo da Equacio A.6.2 na Equagio V.1.1. Devido as caracteristicas
matematicas da Equagdo IV.4.2 tal instabilidade ndo existe. Matematicamente, 2
instabilidade ocorre em conseqiiéncia dos erros de arredondamento, pois o determinante &
proximo a zero e indica uma matriz mal-condicionada, o que causa grandes variagdes nos

resultados obtidos. Os valores obtidos para os determinantes sdo da ordem de 1077 | 1071,

10'78 ¢ 107" para as Figuras VL4.1, V1.6.3.4, VI.4.3 e V1.6.3.3, respectivamente.
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Observa-se que o valor, em modulo, do expoente das ordens dos determinantes
crescem com © aumento do nimero de termos / empregados na série da fungfo proposta.
Em outras palavras, a escolha do valor / ¢ inversamente proporcional a proximidade com o
determinante igual a zero, quando empregado a Equagio IV 4.1, e diretamente proporcional

quando se usa a Equagio IV.4.2,

-Os dados experimentais obtidos na literatura siio apresentados para diferentes

condi¢des de operagdo, o que impossibilita a comparagio simultinea dos perfis radiais de

velocidade das fases lama e gés para uma mesma simulagZo.

V1.6.4 — Influéncia da densidade nos perfis radiais de velocidade

No estudo do Topico V1.5, considera-se que o perfil radial de velocidade ndo se
altera com a presenga de reagdo quimica. Entretanto, mostra-se aqui que este perfil sofre

uma pequena influéncia em relagdo a reagdo, mas a hipotese de perfil invariavel é valida

nos estudos desta tese.

Simulando-se o Caso-7 da Tabela VL1, observa-se nas Figuras VI.6.4.1 até
V1.6.4.3 a influéncia da reagio quimica nos perfis radiais de velocidade. Para isto assume-
se variagbes na densidade do liquido num limite de = 20 %. Neste caso a densidade é

1000,0 ; entdo, os limites sdo 800,0 e 1200,0.

Perfil radial de velocidade da fase lama

Seguindo-se o procedimento descrito no Tépico V1.1, as simulac¢Bes, que resultam
nos perfis da Figura V1.6 4.1, s8o obtidas considerando-se apenas a equacio do balango de
massa da fase lama (BML). Para a Figura V1.6.4.2 considera-se as fases lama e gis
(BMLG). Para a Figura V1.6.4.3 aplica-se o efeito de parede no comportamento dos perfis
da Figura VI.6.4.1. Os perfis destas figuras tém quinze termos ( / = /4 ) na série € a

quadratura de Gauss utiliza quarenta e oito raizes para a integra¢do do modelo variacional.
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Figura V1.6.4.3: Influéncia da densidade no perfil da fase lama (BML).

Nas Figuras V1.6.4.1 até VI1.6.4.3, observa-se que, na posigdo central do reator, o
desvio relativo maximo entre os perfis 800 e 1200 é 13 %. Isto indica que, na presen¢a de

reagdo quimica, a hipétese de um perfil radial de velocidade constante é satisfatoria,

A pequena variaglo observada entre os mesmos perfis das Figuras VI.6.4.1 e

V1.6.4.2 se deve a correlagdo de CHEN e outros (1995) usada para o calculo do parametro

€| _, - Esta correlaggo € satisfatoria, pois utilizando apenas a equacio do balango de massa
-

da fase liquida ou, de forma simultinea, os balangos para a fase liquida e gés, os perfis

praticamente mantém-se constantes.

Perfil radial de velocidade da fase gds

Os perfis radiais de velocidade da fase gas, correspondentes aos perfis das Figuras

V1.6.4.1 até V1.6.4.3, sdo mostrados nas Figuras V1.6.4.4 até VI.6.4.6, respectivamente.
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Nas Figuras V1.6.4.4 até V1.6.4.6, observa-se que, na posigio central do reator, o
desvio relativo maximo entre os perfis 800 e 1200 ¢ 31 %. A reacio quimica ocorre na fase
liquida e os efeitos dos perfis destas figuras ja estGo incorporados nos perfis das Figuras
VL6.4.1 ate VL6.4.3, respectivamente. Este desvio elevado entre os perfis radiais de
velocidade da fase gds, para uma mesma figura, nfo tem importincia significativa na
hipdtese que assume que o perfil radial de velocidade ¢ constante com a presencga de reacdo

quimica. Ressalta-se que para a Figura VI1.6.4.5 o desvio € 19 %.

A utilizagdo de um perfil radial de velocidade que ndo varia com a densidade ¢é

satisfatoria, conforme observado também por CARBONELL e GUIRARDELLO (1999).

VL.6.5 — Anilise estatistica dos dados experimentais

O objetivo da analise estatistica é verificar o qudo satisfatério é o perfil parabolico
da variavel fragdo volumétrica, dado pela Equagdo IT1.4.6, em descrever os dados da Tabela

HIL7.1. Portanto, esta analise € efetuada em quatro conjuntos de dados: dois para o perfil
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radial de velocidade da fase lama e dois para a fase gis. Deve-se adicionar a esta tabela

uma linha que corresponda a velocidade da fase préxima & parede, R =/ — V =0,

Numa analise prévia das Equagdes V.10.2 e V.10.3, observa-se que as Gnicas

varidveis destas equac¢des sfo V; e £yl - Como o valor da varidvel velocidade I, é

conhecido ¢ estd mostrado na Tabela I11.7.1, propde-se uma fungio para a variavel perfil
radial da frag@o volumétrica com apenas uma constante de ajuste, como na Equacio IT1.4.6.
Ento, esta fun¢do ¢ substituida nas EquagBes V.10.2 e V.10.3, o que possibilita o calculo

da variavel £,| . O uso de uma fungio com apenas uma constante de ajuste deve-se 20

oz

grau de liberdade, pois se tem apenas uma equacio.

O procedimento estatistico consiste em aplicar a Equagio V.10.1 nas Equagoes
V.10.2, para cada conjunto de dados da Tabela II1.7.1 relativo & fase lama, e V.10.3, para
cada conjunto de dados da fase gas. Apds estas manipulages algébricas, o termo destas

equagdes situado na esquerda é constante e os termos da direita requerem um ajuste.

Seguindo-se a disposi¢io dos dados da Tabela II1.7.1, as regressdes estatisticas sio

realizadas na seguinte forma:

) No termo sem 7°, Equagdo V.10.2, forma-se uma tabela r x Vy;;

if) No termo com 7, Equagdes V.10.2 e V.10 .3, formam-se duas tabelas /-(#/R)*xV,;

Para um ajuste estatistico linear (n=1), os resultados obtidos das regresses sio

apresentados na Tabela VI.6.5.1.



Tabela V1.6.5.1: Valor da fragdo volumétrica de gés no centro do reator &,

Caso Regressdo | Correlacdo™ | Ajustado™
Caso-1 0,2031 0,1125 0,1076
Caso-2 06391 0,3318 0,2599
Caso-3 0,1703 0,1803 0,1874
Caso-4 0,2874 0,3610 0,3700
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re=

Y Valor obtide por CHEN et al. {1995,
“ Valor na qual o resultado da modelagem variacional satisfaz ambos os balangos de massa;

A partir da Tabela V1.6.5.1, compara-se os resultados mostrados entre as colunas
Regressdo e Correlagdo (ou Ajustado). Entdo, observa-se que o perfil radial de fragdo

volumétrica com apenas uma constante de ajuste nfio € satisfatorio.

Para verificar se o ajuste linear (n=1) da Tabela VL1.6.5.1 ¢ satisfatorio, efetua-se
também os ajustes quadratico (n=2) e cubico (n=3). Na Tabela V1.6.5.2 é mostrado apenas
os resultados obtidos a partir do ajuste clbico, uma vez que os trés tipos de ajustes

estatisticos fornecem resultados bastante aproximados.

Tabela V1.6.5.2: Valor da fragio volumétrica de gas no centro do reator ¢,

r=0

Casos Regressdo
(Caso-1 0,2043
Caso-2 0,6425
Caso-3 0,1715
Caso-4 0,2894

Nio ¢ possivel utilizar um perfil radial de fragdo volumétrica com duas constantes
de ajuste, pois os dados da Tabela II1.7.1 séo obtidos a partir de condi¢Bes operacionais

diferentes, impossibilitando obter um sistema com duas equagdes e duas variaveis de ajuste.

Observe-se que a integracdo da Equagfo II1.4.6 fornece que o valor da varidvel

fragdo volumétrica no centro do escoamento € o dobro do valor médio, ¢, , =2xEs.
=
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V1.6.6 — Caracterizacio do ponto de extremo

Comenta-se no Topico IV.1 ou A5 que ¢ obrigatorio a utilizagio de quatro
teoremas para a completa caracterizagdo do ponto de extremo de um modelo matematico
por meio do método do calculo das variagdes, pois somente assim é possivel simular
corretamente uma modelagem variacional do ponto de vista do problema de otimizagio da
Equagio IV.3.1. Entretanto, apenas o teorema de Euler-Lagrange é usado e o problema de
otimiza¢do € assumido como um problema de minimizagio. A hipétese que assume que o
modelo variacional da Equago V.1.1 é equivalente a um problema de minimizagdo ndo é
totalmente demonstrada ou provada matematicamente, exceto da aplicagio da Equacio
V.9.1 para a obtenc¢do da modelagem integral. Portanto, seguem-se neste topico as demais
demonstracdes matematicas para a comprovagdio desta hipotese. Do ponto de vista da
programacio ndo-linear da Equagdo TV.3.1, as demonstragSes matematicas para todas as

condigdes necessarias e suficientes para o modelo variacional da Equagdo V.1.1, restrito a

Equacdo I11.4.3, sdo dadas por:

1) Teorema de Euler-Lagrange ~ Equagfio V.9.1

Este teorema ¢ a Gnica prova matematica demonstrada até o momento e implica

em afirmar que a funcio dependente y, faz com que a Equacdo V.1.1 seja estacionaria.

i1) Teorema de Legendre — Equagio V.9.2

Observa-se que, com a aplicacdo do determinante de Wronskian na Eqguacio

V.11, somente os elementos da diagonal principal sio diferentes de zero, ou seja,

o,

|

X fyé v = 0. Portanto:

U: uZ .gsi.Z.ﬁ.r.er . [ j: rl e, ,2.z.r.dr} >0

A relagdo anterior sempre é verdadeira, pois todos os parimetros sdo positivos.

Isto implica numa equagdo de desigualdade.
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iii) Teorema de Jacobi ~ Equagiio V.9.3

A funcdo dependente Vi forma uma familia com / parimetros constantes, pois

Vi = Vi[x, Ck,,,...,CkJ). Entdo, aplica-se a Equagio V.9.3 na Equagio IV.4.1 e obtém-se:

dV, 24
— R —{x

onde, a excecdo de x = 0, o resultado é sempre diferente de zero. Além disto, nenhum ponto

intermediario torna esta derivada nula, portanto a condigio de Jacobi é sempre satisfeita.

Aplicando-se também a Equacio V.9.3 na Equagia IV.4.2 obtém-se:

dv,

ac,; - cos[2.1.acos(x)]

onde o resuitado obtido é sempre diferente de zero, para qualquer /. Apesar da existéncia de
derivada nula em algum ponto intermediario, 0 mesmo n3o se verifica no limite inferior,

portanto a condi¢@o de Jacobi também ¢ satisfeita para a Equagio IV 4.2,

Matematicamente, a derivada do polindmio trigonométrico em x = ( assume

valores alternados entre —1 ¢ +1. respectivamente, para os valores impares e pares do

pardmetro /.

iv) Teorema de Weierstrass — Equagiio V.9.4

Aplica-se a Equagiio V.94 na Equacio V.1.1 e todos os termos que ndo sdo

funcdes de V; desaparecem. A partir da equacio resultante desta manipulacio, faz-se

necessario subtrair os dois primeiros termos apds o sinal de igualdade e obtém-se:
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¥ r 1 1
E{x, Vi, Vit Pic) = f E.ﬂsefﬁ.é‘s;‘(vs',)z-é-E.pgﬁ.Eg.(Vé)zl.Zﬁf.df -

1 , 1 .
.( E.ﬂﬁf £gpy P -4-—‘—2—.;4;” £g .(pg)z:!i.zfr.r.dr -

{(vs} - py) F;gf &Py 270 +Vg - py) .Fzgﬁ £ .p'g.z.x.r,dr}

que reorganizado tem-se:

E(x, Vi, Vi Py = ﬁ,uﬁj" ..ss,.(y's, - p’s,)z + ,ué” £g .(y’g - p;)z].n.r.dr =0

onde esta equagio € valida para quaisquer valores reais py ou py .

As mesmas analises deste topico sdio realizadas também para as Equagdes V.2.4,
V.2.5 e V.5.1. Os resultados sdo analogos aos da Equaciio V.1.1. Todos os pontos de

extremo sio caracterizados como ponto de minimo forte.

V1.6.7 — Instabilidade numérica da funcio dependente

Para a descrigdo de uma fungdo dependente num modelo variacional, a escolha de
uma determinada forma de série polinomial pode ocasionar problema de instabilidade
numeérica. Este problema é observado mais claramente na Figura V1.6.3.4. Isto mostra-nos a
importancia de explorar adequadamente as caracteristicas matematicas implicitas em cada

forma de fungfo para Gyfx;) da Equagio A.6.1.

Na resolugdo do modelo variacional usa-se como fungdo dependente o perfil dado
pela Equacdo 1V 4.1. Entretanto, observa-se que esta equagdo gera perfis instaveis. Para
solucionar este problema usa-se a Equacgio I'V.4.2 e seus resultados numéricos confirmam a

sua estabilidade. Observe que estas equagdes seguem a forma do perfil apresentado pela

Equagdo A.6.1, ou seja, muda-se somente a forma da fungo arbitraria @yx;).




W

139

Para estudar o motivo da instabilidade provocada pelo uso da Equagio 1V 4.1 faz-
se necessario avaliar os valores dos coeficientes C;; e para o determinante do sistema de
equacdes formado a partir da Equagio A.6.2 ou A.7.1.2. Na Tabela VI.6.7.1 é mostrado
todos os coeficientes C;; dos perfis radiais de velocidade das Figuras VI4.1, VI1.4.3,
VI1.6.3.3 e VL6.3.4. Os dados das duas figuras referem-se aos perfis sem efeito de parede.

Tabela VI.6.7.1: Coeficientes dos perfis radiais de velocidade axial.

. Figuras

Coeficiente | V143 77633 | Vi634
Coo | 2.3406e-1 | 5913402 | 4.9383¢-1 | 1,0493
T | -8.3653e-1 | -2.5572¢-1 | -2.7124e-1 | -8,7569
C,> 49868 | 1,03026-1 | 1,9029¢-2 | 2.6018e+2
C,;  |-12173e+1| 1.2216e-2 | -3.42870-2 | -4,0010¢+3
T |-6,7484e+2 | 2,0715¢-2 | -2.8373e-2 | 3.2000¢+4
C.s | 99706673 | 1,2654¢-2 | -3,0195¢.2 | -1,5947e+5
Cos | -6.87360+4 | 1.1029¢-2 | -2.87100-2 | 4,7500¢+5
C., | 2.8591¢t5 | 8.1918¢.3 | -2.67180-2 | -8.71666+5
Cos | -7.8042e+5 | 7,2727-3 | -2,4003¢-2 | 9,0001¢+5
Coo | 1,4469¢+6 | 5353603 | -2.0773¢-2 | -3.2578¢+5
Coo | -1.83666+6 | 5,04460.3 | -1,7214e-2 | -2,8069¢+5
| 1,5722¢+6 | 3.38956.3 | -1,34236-2 | 2,8586e15
C..  |-8,67660+5 | 3,5277e-3 | -9,5631e-3 | 2,74940+4
C.s | 27866015 | 1,7451e-3 | -5.8915¢-3 | -1,19436+5
Cois  |-3.0545¢+4 | 2.4290e-3 | -2.46056-3 | 3.8608¢+4

Matematicamente, os coeficientes das séries polinomiais que apresentam valores
numéricos, em modulo, aproximadamente decrescentes do primeiro {/=0) para o ultimo
(I=n), constituem séries estaveis {(GERALD, 1989). Outro fator que contribui para a
instabilidade ¢ a alternancia dos sinais de C;;, ou seja, ora negativo ora positivo. A Figura
V1.6.7.1 mostra que a instabilidade poder ainda ser mais acentuada quando comparadas as

figuras cujos dados estdo expostos na Tabela V1.6.7.1.
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Figura V1.6.7.1: Instabilidade numérica ocasionada pela escolha da funcio Gx,).

Os resultados mostrados na Figura VI.6.7.1 sdo obtidos a partir do Caso-/ da
Tabela V1.1. Nesta simulagio considera-se uma série polinomial com quinze termos e com
sessenta e quatro raizes para a quadratura de Gauss. Os determinantes calculados sfo da
ordem de 107% e 10" quando se usa, respectivamente, as Equagdes [V.4.1 (linha
pontilhada) ou 1V 4.2 (linha continua) no modelo variacional da Equacdo V.1.1. Observa-se
que os valores dos coeficientes dos perfis nesta figura sofrem variacBes semelhantes aos
valores mostrados na Tabela V1.6.7.1. A diferenga basica entre as Equagdes [V.4.1 e IV 4.2
encontra-se nos valores calculados para as constantes dos perfis. Na primeira equagfo, estes
valores sfo relativamente grandes e qualquer arredondamento ocasiona uma grande
oscilagdo nos valores das fungdes; por conseqiéncia, gera a instabilidade dos perfis. Isto
ndo ¢ verificado na segunda equagiio, uma vez que os valores dos coeficientes sio

relativamente pequenos.
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IX.6.8 — Sensibilidade da modelagem variacional

A correlagdo para o calculo da varidvel £, ¢ um pardmetro extremamente
importante para obter convergéncia nas simulagdes numéricas de um reator do tipo coluna.
Conforme o Topico VL.6.7, quando o perfil radial de velocidade é instavel, a estabilidade é

obtida por substituigio da forma da fungdio arbitraria @(x,). Entretanto, quando esta

substitui¢io ndo ¢ suficiente, faz-se necessario substituir a correlacdo de ¢, .

Nas Figuras VI1.6.8.1 e VI1.6.8.2 sio mostrados os perfis radiais obtidos por meio
de duas diferentes correlagdes para a variavel fragio volumétrica média de gas. Na
primeira, emprega-se a correlagio de TARMY et al. (1995) € na outra a correlacio de
CHEN et al. (1984). Avaliam-se também os perfis das Equacdes IV 4.1 (linha pontilhada) e
IV.4.2 (linha continua).

30

Velocidade axial [m/s]

L L R A e e S e e T e e e
0,00 0,25 0,50 G.75 1,00

Posicéo radial adimensional, /R

Figura V1.6.8.1: Instabilidade gerada pela correlagio de TARMY et al. (1984).
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Velocidade axial [m/s]
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0,00 0,25 0,80 G175 1,0¢

Posigho radial adimensional, /R

Figura V1.6.8.2: Instabilidade gerada pela correlagio de CHEN et al. (1995).

As simulagbes mostradas nas Figuras V1.6.8.1 ¢ V1.6.8.2 sdo obtidas com o Caso-
{ da Tabela V11, diferindo apenas nos valores das velocidades superficiais, U jguiao = 6,9€-
3 e Ugu = 9,8e-2. As series dos perfis sdo avaliados com trinta termos e usa-se noventa e

seis pontos na quadratura de Gauss.

Na Figura V1.6.8.1, a Equagio IV 4.2 mostra os coeficientes dos perfis com ordem
de magnitude superior a um e bastante alternincia entre um valor negativo e um positivo,

fato este que tambeém caracteriza a instabilidade da Equagdo IV 4.1

V5.6.9 — Influéncia do didmetro do reator

Com o objetivo de avaliar o quanto satisfatorio é o perfil de concentragdo da
Equag@o V.3.10, nas Figuras VI.6.9.1 até V1.6.9.4 sdo simuladas as situacdes descritas nas
Figuras VL.5.1 até V1.5.4, porém agora considere o didmetro do reator igual a 0,40 {m]. Nas
figuras deste topico sdo mostrados os perfis radiais para o componente i = / (reagente) e 7
= 5 (produto) nas regides de entrada (z=0) e de saida (z=H~3,0/m]) do reator. Os demais

perfis de concentragfio sdo anélogos.
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Considerando-se a posigio radial central, os desvios relativos percentuais entre as
curvas com (linha continua) e sem (linha pontilhada) a aplicagdio da correlagio de Prandtl
nas Figuras VI1.6.9.1 até V1.6.9.4 530 0,18, 0,45, 0,02 ¢ 0,02 , respectivamente. Observa-se

por estes valores que um aumento do raio do reator torna o uso da correlacio desnecessario.

Quando o didmetro do reator ¢ superior a quatorze centimetros, verifica-se a
presenga do refluxo da fase gas préximo a parede interna do reator. Entretanto, a descrigio
quantitativa ndo ¢ satisfatéria devido 4 utilizagfio do perfil radial de fracio volumétrica com
apenas uro pardmetro de ajuste. Assumindo-se a correlagio de efeito de parede, o didmetro

no qual verifica-se o refluxo da fase gas ¢ igual a doze centimetros.

V1.6.10 — Influéncia do termo de dispersio

Assim como no topico anterior, o objetivo aqui é avaliar o quanto satisfatério ¢ o
perfil de concentragio da Equagio V.3.10. Nas Figuras VI.6.10.1 até VL6.10.4 sio
simuladas as situagOes descritas nas Figuras VI.5.1 até VI.5.4, porém agora considere o
termo de dispersdo reduzido em noventa percentual (90%), ou seja, multiplique este termo
por 0,10. Novamente, nas figuras deste topico sdo mostrados os perfis radiais obtidos para o
componente / = / (reagente) e / = 5 (produto) nas regides de entrada (z=0) e de saida

(z=H=3,0{m]) do reator. Os demais perfis de concentragio sio analogos.
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Considerando-se a posigdo radial central, os desvios relativos percentuais entre as
curvas com (linha continua) e ses (linha pontilhada) a aplicagdo da correlagdo de Prandtl
nas Figuras V1.6.10.1 até V1.6.10.4 sdo inferiores a 0,01. Observa-se por este valor que uma
reducio do termo de dispersio torna o uso da correlagdo desnecessario. Devido i
fluidodindmica no interior do reator, o termo de dispersio ndo teve muita influéncia no

comportamento dos perfis de concentragio.

A presenca do refluxo da fase gas no interior do reator ¢ verificado nas simulacdes
deste topico e a mesma explicacdo das simulagbes mostradas no Topico V1.6.9 ¢ valida

também aqui.

VL6.11 — Derivando relacdes para a fluidodindmica

Na regidio do escoamento proxima & parede interna do reator é valida a Equagdo
IIL5.11. Substituindo-se nesta equagfo os resultados numéricos apresentados numa mesma

coluna da Tabela V1.4.1.1, obtém-se a seguinte relagio matematica:

T
V| =9,2222x |- (VL6.11.1)
psI

A constante de proporcionalidade da Equagio V1.6.11.1 ¢ sempre igual para
qualquer um dos casos simulados na Tabela V1.4.1.1. Este fato ocorre devido a fixagio do
valor da varidvel y”. Nesta tabela os resultados sdo obtidos para y* = 5. 0O intervalo de
validade desta variavel € 5 [y~ / 26. Assim, na Figura VI1.6.11.1 é mostrado o valor da

constante de proporcionalidade para todo o intervalo de validade da variavel y*.
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Constante de proporcionalidade

Figura VI.6.11.1: Relagdo entre y~ x constante.

O valor médio calculado para a constante de proporcionalidade nos cinco pontos
mostrados na Figura VL.6.11.1 ¢ 11,6479. Este valor apresenta um desvio relativo de 0,15%
em relagio ao valor mostrado na literatura e dado na Equacdo I11.5.11. Na Figura V1.6.11.2

mostra-se a relagdio entre y” e 4%/ obtidas com a Equagio IIL.5.9.
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Razéo de viscosidade

Figura VL1.6.11.2: Relagdio entre y* x4/ / 1.

As Figuras V1.6.11.1 e VI1.6.11.2 sio obtidas a partir dos resultados das simulagSes
do Caso-1 até Caso-5 da Tabela VI.1. Cada um dos pontos apresentados nestas figuras sio
obtidos por médias aritméticas simples entre os resultados obtidos para cada um dos casos
simulados. O desvio relativo maximo do valor obtido para cada caso em relagio ao valor
médio ¢ 0,00% e 0,95% para as Figuras V1.6.11.1 e V1.6.11 2, respectivamente. Os valores
destas figuras mostram-s¢ em concordincia com varias outras simulagBes, onde sio
variadas, individualmente ou coletivamente, as velocidades superficiais de escoamento, a

fracdo média de sélidos e o didmetro do reator,
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Capitulo VII

CONSIDERACOES FINAIS
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Neste capitulo sdo apresentadas as discussOes, as conclusdes e as sugestdes para

trabalhos futuros,

VIL1 - DISCUSSOES

Apresentam-se a seguir algumas discussSes importantes sobre a utilizagio do

método do célculo das variagdes.

Vauntagens e desvantagens do método

A principal vantagem do método do calculo das variagdes esta associada i sua
flexibilidade, ou seja, um perfil proposto para uma dada variavel dependente ¢ auto-
ajustavel de acordo com as condi¢Ses de contorno e as condigSes operacionais do processo.
Esta caracteristica permite descrever as regides criticas de uma fluidodindmica complexa.
Outra vantagem esta associlada ao fato de que este método proporciona um melhor
entendimento fisico dos fendmenos envolvidos, ja que a sua teoria matematica encontra-se

fundamentada em formulagdes termodindmicas (p.ex.. minima energia e maxima entropia).

A principal desvantagem do método variacional é o tedioso esforgo algébrico
envolvido na manipulagdo das equac¢Ges, mas isto é compensado por uma resolugio
numérica bastante rapida, robusta e simples, fornecendo valores bastante satisfatorios,
principalmente naquelas regides da fluidodindmica onde a modelagem diferencial ndo

apresenta bons resultados.

Outra desvantagem € que ndo € possivel resolver toda equagio diferencial por

métodos variacionais, ou seja, ndo é genérico.

Formulacao diferencial e variacional

Os resultados numéricos das simulagBes computacionais obtidos por meio de
formulacdo diferencial para variaveis perfis radiais de velocidade s3o reproduzidos pela
formulagio variacional, mas o contrario nem sempre ¢ verdade. Existem casos onde o
modelo diferencial nfo converge, e para esta mesma situagio o modelo variacional

converge de forma satisfatéria.
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Oscilacées numeéricas nos perfis radiais de velocidade

Observam-se nas figuras para variavel perfil radial de velocidade da fase gas que
existe uma pequena oscilag@o deste perfil proxima a parede interna do reator, enquanto que
na fase liquida isto praticamente nfo ocorre. Esta oscilagio some quando se usa a

correlagdo de Prandtl, ou seja, estd associado 4 condigio de contorno na parede.

Devido ao grau de liberdade do modelo matematico, o resultado da simulagio
computacional, utilizando-se apenas a equacdo do balango de massa da fase gas, fornece
um perfil radial de velocidade instavel e, consegiientemente, os perfis sio fisicamente
inconsistentes. Do contrano, utilizando-se apenas a equagio do balango de massa da fase
lama, no existem oscilagdes. A consideracio apenas da equagdo do balanco da fase lama é
também justificada pela sua importdncia neste processo, por ser a Unica fase continua, e por

estar presente em maior quantidade (SANTOS JR e GUIRARDELLOQ, 1999).

Usando-se apenas a equacio do balango de massa da lama e ajustando um valor
para a variavel fragdo volumétrica, de forma que seja verificado indiretamente o balango de
massa da fase gas, nfo se verifica o problema de oscilagdo, mesmo com grandes variagoes
nos valores dos coeficientes da fungiio dependente. Quando ocorrem pequenas oscilagdes
nos perfis, este problema € solucionado propondo-se uma outra forma para esta fungio.
Entretanto, quando existem grandes oscilagdes, nem mesmo a escolha de outras formas de
fungdes dependentes sdio capazes de solucionar a instabilidade, e isto somente € resolvido

quando realizado um ajuste externo para encontrar um valor adequado para a variavel

frac8o volumétrica.

Quaio satisfatéria é a modelagem variacional

Apesar da simplicidade do modelo variacional empregado para a fluidodindmica
no interior do reator, os resultados obtidos para variaveis perfis radiais de velocidade sdo
coerentes e satisfatorios. O modelo descreve o fluxo de escoamento padrio e os dados

experimentais avaliados, indicando que o método pode ser aplicado ao reator em questio.
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Otimizacdo da varidvel perfil radial de fracio volumétrica

A variavel perfil radial de fragdo volumétrica com apenas uma constante de ajuste
(perfil parabdlico) néio € capaz de descrever muito bem o comportamento das fases,
principalmente para a fase gas. Comprova-se através de uma regressio estatistica que este
tipo de ajuste ndo ¢ insatisfatério. Este fato conduz aos estudos de otimizagio para obter, de
forma simultdnea, um perfil polinomial para esta variavel e para variaveis perfis radiais de

velocidade. O modelo a ser otimizado € altamente nio-linear.

Embora ndo tenha sido demonstrada de forma rigorosa a validade de estender o
principio variacional da Equagio V.1 para a Equagiio V.2 para obter-se a variavel fragdo
volumétrica, essa hipotese mostra-se interessante o suficiente para ser investigada. Além
disso, o método do calculo das variagdes ¢ equivalente a outros métodos numeéricos, possui
embasamento em principios fisicos, além de ser muito simples de se aplicar e fornecer bons
resultados, mesmo com poucos termos na série da fungio dependente (método de Ritz).

Desta forma, este método pode ser justificado como um caminho alternativo para modelar e

simular a fluidodindmica no interior do reator em estudo.

Explorando a otimizacio do principio variacional

A explorago dos aspectos implicitos de otimizacio associada ao método dos
calculos das variagSes num problema matematico com alta nfo-linearidade e dimensio leva
o resultado da simula¢io para multiplas solugdes, ou seja, a solugfio varia de acordo com a
estimativa micial fornecida. Justifica-se isto pela falta de capacidade dos programas de
otimizagdo em resolver este tipo de problema, mesmo nos casos onde todas as equagdes sdo
expostas de forma analitica. Este problema ainda é agravado pela inter-relagio dos

multiplicadores de Lagrange das restrigdes do problema.

Para um modelo matematico simples, os resultados numéricos da otimizagio e do
calculo das variagdes podem diferir ligeiramente. Isto ocorre quando os gradientes dos
coeficientes das fungbes dependentes ndo sdo explicitados. Entretanto, estes desvios nio
s@o significativos. Para os modelos mais elaborados, como na regressdo simultinea das

variaveis perfis de velocidade e fragdo volumétrica, os desvios so significativos.
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Utilizacio da condicio de contorno do efeito de parede

A literatura mostra que o uso da condi¢io de contorno do efeitc de parede ¢
verificado empiricamente, razdo esta pela qual esta condigdo € considerada no modelo
variacional. Com esta consideragdo, os dados obtidos por meio das simulagdes numéricas
melhor descrevem os dados experimentais proximo & parede interna do reator (SANTOS
JR. e GUIRARDELLOQO, 2001). Para evitar problemas numéricos, na analise deste efeito

assume-se que a equacio para a variavel fragio volumétrica é dada na forma parabolica.

Para representar satisfatoriamente as varidveis perfis radiais de velocidade no
modelo variacional sem o efeito de parede, necessariamente as fungSes dependentes para
estas variaveis sdo ajustadas com muitos termos nas séries polinomiais. Justifica-se este
fato pela condigio de contorno e pelo elevado gradiente de velocidade proximo a parede

interna do reator, o que dificulta o calculo numérico.

O uso da correlagio do efeito de parede leva a fungdo dependente da variavel
perfil de velocidade a ser descrita com um menor nimero de termos na série polinomial, o
que constitul uma grande vantagem para um processo de otimizagdo. A reducio do nimero
de termos € superior a 50%, o que torna um fator de motivagio para descrever o sistema
com o efeito de parede do ponto de vista de um problema de otimizac@o, uma vez que os

problemas com o efeito de parede s8o descritos apenas do ponto de vista da abordagem

variacional.

Sistema com reac¢6es quimicas

Os perfis das concentracBes concordam com os dados de CARBONELL e
GUIRARDELLOQO (1999) e mostram também que um perfil com trés pardmetros de ajuste
descreve bem o comportamento desta varidvel, pois a sua variagdo radial nfio € muito
acentuada, mesmo quando se faz uma analise puramente numérica por meio da redugio do
valor do termo de dispersfio radial ou do aumento do diimetro do reator. Para evitar
problemas numéricos, na analise do sistema com reagdo quimica assume-se a variavel

fracdo volumétrica de gas na forma parabolica.
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Importincia do perfil radial do liquido num sistema reacional

Para o modelo matematico estudado, os perfis radiais de velocidade e viscosidade
da fase liquida sofrem pequena influéncia com a variagiio da densidade do liquido, razio
pela qual este perfil € considerado constante no estudo com reagfio quimica. Apesar do
perfil radial da fase gas ser influenciado, este ndo é considerado, ou melhor, a sua
influéncia é incorporada ao perfil do liquido durante a simulagdo numérica. Esta hipotese é

também assumida por CARBONELL e GUIRARDELLO (1999).

Influéncia do raio do reator e do termo de dispersio nos perfis

O refluxo da fase gas ¢ verificado quando se aumenta o didmetro do reator ou
quando se diminui a taxa de dispersio das fases. Entretanto, a representatividade
quantitativa deste refluxo € prejudicada pela utilizaggo de um perfil de fragio volumétrica

com apenas um parametro de ajuste.

Para um reator com didmetro pequeno (ordem de centimetros) ¢ com elevada taxa
de dispersdo, o perfil de concentragio € influenciado significativamente pela consideraggo
da condicdo de contorno dada pelo efeito de parede. Tal influéncia é maior na regido de

entrada e seu efeito se reduz gradualmente até a regio de saida.

Os componentes presentes numa baixa concentragio sofrem uma influéncia mais
acentuada. Isto justifica a necessidade de consideragdo da correlagdo de Prandtl nos estudos
que envolvem reagbes quimicas. A corregdo do modelo com a utifizagio de efeito de parede
nfo ¢ necessaria quando o didmetro assume a ordem de alguns decimetros, ou quando a

taxa de dispersdo ¢ reduzida.

Invariabilidade dos perfis quanto ao tipo de funcio dependente proposta

Para diferentes tipos de séries polinomiais empregadas na regressio de um perfil
de variavel dependente, os resultados obtidos para estes sdo numericamente idénticos, mas
ndo nas suas constantes. Portanto, conclui-se que se o principio variacional esta bem

aplicado, a escolha do tipo de série nfo afeta os resultados obtidos.
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Instabilidade de perfis

Os problemas de instabilidade numérica sfo justificados pela escolha inadequada
de uma fungfo dependente ou pela utilizagdo de correlagio empirica ndo satisfatoria is

condi¢Oes operacionais simuladas.

Caracterizacio do ponto de extremo

Apbs a aplicagdo de quatro condigOes necessarias e suficientes para a analise do
ponto de extremo num modelo variacional, a equac¢io integral em estudo é caracterizada
como um ponto de minimo forte. Portanto, a formulagio variacional, do ponto de vista de

uma técnica de otimizac#o, constitui no caso de um problema de minimizag3o.

Nio existe o ponto conjugado para o polindmio do tipo Ritz-Rayleigh ou
Tchebyshev. A derivada do polinémioc é zero ou para o ponto inferior ou para algum ponto
intermedidrio, nunca para os dois pontos juntos. Isto torna estes polindmios interessantes,

pois a condigdo de Jacobi ndo precisa ser verificada quando adotado estes polindmios.

Estudo de correlagio para a fluidodinimica

A literatura mostra que o valor da constante de proporcionalidade da Equacio
II1.5.11 vale 11,63. Entretanto, mostra-se aqui que este valor pode variar de forma nio-
linear entre os extremos 9,2222 e 13,3438, sendo o valor médio calculado em 11,6479. Os
desvios relativos calculados para estes valores sfo proporcionais aos erros adotados na
implementagio computacional do sistema de equagdes. Para os valores aqui mostrados,

estes permanecem invariaveis em nove algarismos significativos.

Método variacional e outros métodos

Apesar dos problemas verificados, os resultados justificam o uso do calculo das
variagdes como uma técnica adicional aos tradicionais métodos diferenciais (p.ex.: volumes
finitos € colocag@o ortogonal) e, além disto, este é naturalmente uma técnica de otimizacio

que se baseia em principios fisicos consistentes.
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A utiliza¢do do método variacional dispensa a utilizago de etapas adicionais de

otimizagio, 0 que nfo se verifica quando empregado os métodos diferenciais.

Finalizando as discussdes

Sendo este trabalho bastante completo no que tange ao estudo do calculo das
variagDes, estamos cientes da nossa preciosa contribuicio para a literatura, e que os

propositos deste podem ser perfeitamente explorados em outros processos de interesse.

VIL2 - CONCLUSOES

O desenvolvimento desta tese obteve &xito em seu principal objetivo: demonstrar
que o método variacional pode ser aplicado para modelar e simular matematicamente a

fluidodindmica no interior do reator em estudo (SANTOS JR. ¢ GUIRARDELLO, 1999).

Adicionalmente, demonstrou-se que:

1) Os resultados numéricos da abordagem variacional e da abordagem diferencial sdo

iguais para os casos em que se utilizam as correlagdes da literatura (SANTOS JR.
e GUIRARDELLQ, 1999),

1) A abordagem variacional ¢ um método de otimizagio (SANTOS JR. e
GUIRARDELILOG, 2000);

Para complementar os estudos, conclui-se ainda que o método variacional:

i) Pode também utilizar o efeito de parede para modelar e simular o escoamento do

fluido (SANTOS JR. e GUIRARDELLO, 2001);

ii) Pode ser aplicado num sistema com a presenca de reagdes quimicas;



160

iii)

Para o modelo analisado, o ponto de extremo é caracterizado como um ponto de

minimo forte quando associado a otimizacio,

Pode apresentar problemas de instabilidade e convergéncia numérica;

Quando associado com a otimizagio da varidvel perfil radial de fragio
volumétrica, ainda precisa ser desenvolvido melhor (isto é objeto de sugestdes

para trabalhos futuros).

VIL3 ~ SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

iii)

Para a complementacdo do trabalho desenvolvido sugere-se em trabalhos futuros:

Seja melhor desenvolvido os estudos de otimizagio para a obtenciio de forma

simultinea dos perfis de velocidade e fragdo volumétrica;

Explorar o modelo variacional com efeito de parede do ponto de vista de um
problema de otimizac@io e. conseqilentemente, a busca pela obtengio do perfil de

fragdo volumétrica juntamente aos perfis de velocidade;

Conforme mostram as simulagBes com efeito de parede, o nimero de termos
necessarios para descrever os perfis sdo bem menores quando comparado ao
modelo sem este efeito, o que favorece a otimizagio e talvez reduza o problema de

multiplicidade de solu¢Bes ou de convergéncia.

Encontrar na literatura dados para os perfis de velocidade das fases lama e gas para
uma mesma condig@o operacional. Isto possibilita que através da analise estatistica

seja proposto um perfil de fracio volumétrica com duas constantes de ajuste.

Ressalta-se que os perfis de fragSes volumétricas com duas ou mais constantes de

ajuste tém fornecidos resultados mais satisfatérios e com maior grau de realismo.
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Testar outros programas de otimizagio (“soffwares”) mais robustos para tentar

solucionar o problema de multiplicidade de solu¢des ou estimativa inicial.

Implementar as variaveis de processo como uma fungfo da temperatura e pressio;

Aplicar o método do calculo das variagdes em outros processos de interesse,

especialmente naqueles onde uma técnica de otimizacio se faz necessaria.
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Anexo - A

CALCULO das VARIACOES

Formalismo matematico
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Apresenta-se a seguir uma revisfo tedrica para o emprego do método do calculo

das variagGes como uma ferramenta matemitica de modelagem e simulag¢do numérica.

A.1 - INTRODUCAO

O metodo do calculo das variagdes tem a sua origem na generalizac¢do da teona
elementar de maximos e minimos do calculo diferencial e integral. Entretanto, este método
se refere as fungbes cujo dominio constitui num conjunto de curvas caracteristicas (ou
fungdes caracteristicas) com maltiplas varidveis e a sua abordagem matematica nio pode
ser tratada pela teoria elementar dos extremos. (BARBOSA, 1975; BLISS, 1963; BOLZA,
1961; COURANT e HILBERT, 1953; COURANT, 1945-1946)

Segundo FOX (1954) a literatura do calculo das variagdes é ampla e de natureza
bastante especializada, o que ocasiona pequenas variagdes conceituais, mas sem perda do

rigor matematico ou interpretagdo; consegiientemente, a sua analise & objetiva e Gnica,

O formalismo matematico da teoria de espago linear normado, descrito em dlgebra
linear, possibilita generalizar algumas idéias expostas na teoria do calculo das variagies;
evitando-se assim as possiveis variagdes conceituais. Introduz-se este formalismo para
apresentar algumas defini¢des, tais como os conceitos de vizinhanga e de extremo relativo,

Ja que estes dependem do conceito de norma adotado. (SAGAN, 1969)

Além dos detalhes do rigor matematico da teoria do calculo das variagBes que
serdo mostrados a seguir, outros detalhes podem ser encontrados de forma bastante
interessante nos livros textos de SAGAN (1969), GELFAND ¢ FOMIN (1963), BOLZA
(1961), FOX (1954), COURANT e HILBERT (1953) e FORSYTH (1927).

A.1.1 - Filosofia do método variacional

Na sua forma paramétrica. o problema fundamental do calculo das variagOes para
um minimo (méximo) local é formulado por: assume-se um conjunto ¢ de fungdes
admissiveis y; (varidveis dependentes) e um dado integrando paramétrico 7, seguido pela
determina¢io de uma fun¢éo 3, € ¢ que minimize (maximize) o funcional / num dado

dominio fechado N, (fronteiras da hiper-superficie de raio 0) com respeito a todos os
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pontos deste dominio, ou seja, Ify,] < (2 Ify,/ para qualquer y; & ¢ (HARIKI, 1973;
SAGAN, 1969; COURANT e HILBERT, 1953). Geometricamente, esta formulago ¢
representado na Figura A 1.1.1 e mostra os limites das variaveis e fun¢des (SAGAN, 1969).

yO(x: ’Z.)

Figura A.1.1.1: Hiper-superficie dos limites da formulagéo variacional.

De forma literal, a formulagio do problema € também dado por: “supde-se uma
totalidade de fungdes especificadas y; e que a integral /fy;/ assume um valor numérico
simples bem determinado — quantidade escalar ou niimero real. Estas fungdes sdo chamadas
de funcBes admissiveis. O problema do calculo das variagSes, associado com tais fungdes
admissiveis e tal integral, constitui entdo em encontrar, na classe de fungBes admissiveis
que unem dois extremos fixos ou ndo, aquele na qual a integral tenha 0 menor ou maior
valor possivel num dado dominio”. O valor do extremo pode mudar de acordo com a classe

de curvas assumida. (BLISS, 1963; BOLZA, 1961)

Conclui-se que a integral [fy,/ assume uma condigdo de estado estacionario,
méaximo ou minimo, em relagdo a func¢do dependente y,, podendo ou ndo estar restrita a
algumas condigdes da formulagio (FINLAYSON, 1972; SCHECHTER, 1967, BOLZA,
1961; COURANT e HILBERT, 1953). O funcional analitico 7 fornece um melhor e mais

detalhado entendimento do conceito fundamentai do espago de variagbes admissivers e os

conceitos de extremo relativo forte e fraco (SAGAN, 1969).
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A.1.2 — Formulac¢io do problema variacional

O calculo das variagbes ¢ relacionado com a mudanga na funcionalidade I/y,]. A
denominagdo de uma funcionalidade ¢ dada pelo espage de fungBes admissiveis ou
competitivas, na qual pode estar restrito as fungbes que satisfazem certas condigbes de
continuidade ou contorno. Uma funcionalidade é uma correspondéncia entre as fungdes y; e
o conjunto de nimeros reais x;. Formalmente, uma defini¢fo escalar e basica, portanto mais
simples e de uso frequente, para o extremo de uma integral multipla definida, com
derivadas de primeira ordem, € dado pela seguinte representacio (LEITMANN, 1986;
FINLAYSON, 1972; SAGAN, 1969, SCHECHTER, 1967, GELFAND e FOMIN, 1963
FOX, 1954; COURANT e HILBERT, 1953):

Ily ;(x; )] = minoumax J. jf(xT,...,x,,,y,,...,ym,Vyf,...,Vym Jdx,...dx,
1 n

(A12.1)
E = {yjiyj- & Cf[a,b],- — ER",yf(a,-) = A;, yi(b;) = B;
i

onde x; ¢ o vetor das variaveis independentes, y; € o espago das fungdes competitivas
(varidveis dependentes) que satisfazem os pontos finais fixos [4,0]; € Vy; é a primeira
derivada destas fun¢des. A integral / fornece um wvalor Gnico e bem definido
(WEINSTOCK, 1952). O integrando f ¢ da classe C° e ¢ definido, por simplicidade, em

todo o H*™*" Os simbolos I e fsio adotados por conveniéncia (FOX, 1954).
P

O integrando ¢ uma fun¢Zo conhecida que pode estar implicito ou nfio em relagio
as variaveis independente, mas depende das fung¢Bes dependentes e suas derivadas. As
fungBes dependentes, conhecidas também por fungSes propostas ou tentativas ou de ajuste,
e as variavels independentes sao especificadas. Assim, o funcional pode ser calculado e é
uma quantidade escalar, pois sendo a integral uma linha ao longo de algum caminho que

liga os pontos finais, conhecidos e fixos, o resultado ¢ meramente um numero (YANG,
1994; FINLAYSON, 1972, FOX, 1954).
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Assume-se y;+&.¢ sendo o espago de variagdo admissivel para y,. Assim, a
primeira variagdo da integral da Equacdo A.1.2.1, com & suficientemente pequeno, ¢ dado

por (WEINSTOCK, 1974; FOX, 1954, WEINSTOCK, 1952

d [ [ dy; do;
& = e & P X Vg B, i £ ke | X, X, =0
Zd“f; £ ‘[ [ nYitEdy dx; E ax; |, T
J i 4

(A1.2.2)

h; = /6 < C'la,b], > %7, g,(a,)=0,4/(b,) = 0

Caso existam as variagOes limitadas e convenientes para ¢ ¢ y;, onde ¢; descreve
uma fungdo arbitrdria continua e diferenciavel em x; e o parAmetro variavel ¢ tende para
zero (SCHECHTER, 1967), por uma série de operagles matematicas (aplicagdo da regra da
cadeia, integracdo por partes e permutacdo de sinais da derivagio e da integracio) obtém-se
(ARAGON, 1980; WEINSTOCK, 1974; FOX, 1954; WEINSTOCK, 1952):

[ &
o = Z f ‘Ea! [ YD {Wﬁdxq..dx” (A123)

A Equagdo A.1.2.3 foi estudada por varios matematicos. Entretanto, devido 4 sua
complexidade quando mais de uma funcdo dependente estd presente, o seu resultado €

mostrado sem o rigor matemético. (FOX, 1954)

Para um dado funcional /. dentro do espago de funcdes admissiveis, € obrigatorio

que as fungdes sejam continuas e que tenham a primeira e segunda derivadas continuas no

intervalo [a,b]; em relagdo aos argumentos X, ); e y’; nas classes C’ ' e C° (SAGAN,
1969; BOLZA, 1561; FOX, 1954). O integrando f precisa ser diferenciadvel com relagdo a
qualquer combinagdo das variaveis independentes (WEINSTOCK, 1952). As derivadas do

funcional 7 sd3o também denominadas de variagdes de Giteaux (SAGAN, 1969;
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COURANT, 1959). Caso as derivadas n3o sejam continuas, imponham-se as derivadas as

restrigdes aplicadas para y;.

Ponto regular

De certa forma, o problema da Equagfio A.1.2.1 pode ser considerado regular se
apresentar as derivadas de primeira e segunda ordem continuas por partes no intervalo
[a,b]; em relag@o aos pardmetros x;, J; e J;’, e o resultado fornecer um valor numérico
simples e bem definido (BLISS, 1963; COURANT, 1945-1946).

A.1.3 ~ Extremando o funcional 7

No problema do calculo variacional tem-se que o ponto estacionario para as
variagbes fracas representa uma condi¢do necessaria e suficiente para a fungiio ¥y ser o
ponto de extremo da integral /fy,/. Este ponto € obtido, em geral, por meic de uma equacio
diferencial de segunda ordem; usualmente conhecida por equagdo de Euler-Lagrange ou
equacdo caracteristica. Esta equacao constitui na equacgio fundamental do moderno calculo
das variagdes (ARAGON, 1980, WEINSTOCK, 1974; FINLAYSON, 1972; LANCZOS,
1970; SAGAN, 1969; BLISS, 1963; BOLZA, 1961; FOX, 1954) e ¢ dado por:

o 8 of
L ) =0 1.3,
dy;, L [ax,- [aiayj/ax,iﬂ (A-13.0)

onde x; € a varidvel independente e y, & a varidvel dependente. A Equagdo A.1.3.1 & também
obtida por meio do teorema de Stokes (denominada de equagdo de Euler-Ostrogradski do
problema) ou pela generalizagio do teorema de Green para n-dimensdes (WEINSTOCK,
1952). Para a integral ser estacionaria com as condi¢des de contorno yila)=4; e yi(b)=B; a

Equago A.13.1 precisa ser obrigatoriamente satisfeita (LANCZOS, 1970) para todo x;
entre g; e b; (FOX, 1954).
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Em geral, o sistema de equacBes dado pela Equaciio A.1.3.1 tem definido uma
familia de curvas integrais no espaco (x.,);) dependentes de 2.i,j par@metros. Tal familia €

denominada de familia de extremos do funcional 7.

A Equacgio A.1.3.1, na qual constitui a forma completa da Equagio A.1.2.3, ¢
escrita de forma mais detalhada como (FINLAYSON, 1972; SAGAN, 1969; FOX, 1954;
WEINSTOCK, 1952):

1 i
{fn Ty Y i ¥i- ;>: Frim = z b Yi+byy Vi) f.} =0 (A13.2)
i=1 k=1

i

onde i=/,...n j=I..m e k=I._m Simplificando, para apenas uma unica funcido

dependente y; e uma Gnica variavel independente x;, obtém-se:
y”.fy*yr 'E‘yr.fyﬂy "f"fy'x -'fy =0 (A13,3)

que ¢ chamada de derivada variacional de f com relagio a y;. A solugfio da Equagdo A.1.3.2
ou A 1.3.3. envolve, em geral, duas constantes que sio determinadas pelas condigbes de
contorno. Conclui-se que o problema variacional ndo pode ser empregado em problemas

que envolvem apenas uma condigdo de contorno.

Num dado problema variacional existem tantas equagdes de Euler-Lagrange
quantas sic as varigveis dependentes y, o que gera um sistema de equagdes, pois a
formulacio interal 7/y,/ deve ter, de forma independente, um extremo em relagdo a cada
fungdo y; (COURANT, 1945-1946). Uma fungio y; é dita estacionaria em 7, ou [ ¢ dita

como tendo um valor estacionario, se a primeira variagio de / ¢ igual a zero para todas as

variacdes admissiveis para ¢, e y, tal que ¢(a) = ¢(b) = 0 (FOX, 1954).
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Conforme mencionado, uma condigio necessaria da teoria variacional Tequer que a
fungao y; seja o ponto de extremo relativo da integral 1/y;/, ou seja, a funcdo fornece um
valor estacionario para a integral. Esta condigdo corresponde ao ponto critico no estudo das
fungdes com variaveis reais da teoria elementar dos extremos. Entretanto, n3o ha nenhum

paralelo ou coincidéncia entre estas teorias devido a prépria natureza do problema.

A distingdo entre variagBes fracas e fortes é de grande importancia no calculo as
variaces, pois a integral / pode admitir um maximo ou minimo para uma variagdo fraca,

mas ndo para uma variagdo forte (FOX, 1954),

A.1.4 — Importincia da equagiio de Euler-Lagrange

A equagdo de Euler-Lagrange é a ferramenta matematica que possibilita
transformar um problema variacional para um problema de calculo diferencial e vice-versa
(COURANT e HILBERT, 1953). Adicionalmente, um sistema de equagdes diferenciais
parciais pode ser reduzido para um sistema de equacdes diferenciais ordinarias ou, entio,
um sistema de equages diferenciais ordinarias pode ser reduzido para um sistema de
equagdes algébricas por aplicagdo da aproximagdo variacional, simplificando o modelo
matematico (FINLAYSON, 1972).

A.1.5 — Caracteristicas implicitas do método

A formulagdo de um problema variacional requer que alguns importantes pontos
sejam bem explicitados (BOLZA, 1961; COURANT e HILBERT, 1953):

1) Algumas restrigGes quanto a natureza da fungdo y; sio consideradas, tais como: a

continuidade e a existéncia das derivadas de ordem pelo menos igual a dois;
i) As curvas sdo fungBes de valor simples das variaveis independentes;

iii} A integral definida representa a hiper-superficie em questio somente quando o

valor das curvas durante todo o intervalo de integraco é maior ou igual a zero;

iv) De forma indireta, o problema considera que existe uma curva a qual fornece um

valor de extremo para a hiper-superficie.
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A.1.6 — Escolha da funcio dependente

Antes da variagdo na funcionalidade ser calculada, faz-se necessario especificar a
classe da funcgdo y,, pois o funcional 7fy,/ é dependente desta escolha (LEITMANN, 1986;
SCHECHTER, 1967). A classe admissivel da fungio y, € definida em C'(a,b); e satisfaz as
condicdes de fronteiras yia)=A4; e y(b,j=B;, ou seja, a classe nio é completamente
arbitraria. Os limites de y, nfo precisam ser sempre satisfeitas, mas € conveniente distinguir

quais condigdes s&o essenciais € quais séo naturais (COURANT, 1945-1946).

O funcional 7 ¢ fortemente influenciado gquanto a escolha da funcfo y; em analise
(JARZEBSKI ¢ MALINOWSKI, 1987b). Entretanto, LEITMANN (1986) e BOLZA
(1961) comentam um teorema afirmando que: se, e somente se, a equacio de Euler-

Lagrange € satisfeita, o valor obtido para o funcional ¢ independente da escolha de y;.

A.1.7 - Calculo das variacdes e a otimizacio

Diferentemente dos métodos de otimizagio (programagio nio-linear) comumente
conhecidos, onde o objetivo € determinar o ponto de extremo de uma fungdo de varidveis,
no calculo das variagBes o objetivo € encontrar o ponto de extremo de uma fungio
dependente descrita nio somente com varidveis, mas também com funcdes de variaveis, ou
seja, o ponto de extremo € obtido em relacdo a fungdo e ndo em relagdio as variaveis
isoladas. Assim, ndo existe nenhum paralelo entre as técnicas usuais de otimizacgdo e o
célculo das variagdes. (FINLAYSON, 1972; BLISS, 1963)

A.1.8 — Casos variacionais nio abordados

Existem mais dois casos variacionais que n3o sdo comentados nesta tese:

1) A funclo y; da Equag@o A.1.2.1 nfo é especificada, conduzindo o problema a um

caso mais genérico, dado na forma de quantidade vetorial. Portanto, f ¢ uma

fungio de Carathéorody;
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i) Quando pelo menos um ponto de extremo ndo ¢ fixado, entfic o funcional 7 é

dependente de algum modo sobre o caminho de integragdo.

Um formalismo matematico mais detalhado para estes casos pode ser visto em
BLISS (1963), FOX (1954), COURANT e HILBERT (1953) e FORSYTH (1927).

A2 ~HISTORICO

O problema isoperimétrico é o mais antigo no calculo das variagdes, sendo que foi
proposto e resolvido intuitivamente na Grécia Antiga (FORSYTH, 1927, COURANT,
1945-1946). Conta-se que a primeira pessoa a resolver este problema foi 2 Rainha Dido, de
Cartago, em 850 A.C., que intuitivamente resolveu o problema que consistiu em determinar

a curva fechada de perimetro dado e que encerrasse a regifio de maior area possivel
(SAGAN, 1969; ARAGON, 1980).

Na sua forma moderna, o principal desenvolvimento do calculo das variagOes
ocorreu no século XVII (FRASER, 1992). Entretanto, comegou a ser desenvolvido por
volta de 1696 por Bernoulli, mas com rigor matematico em 1744 por Euler (Leonhard
Euler, matematico suico, 1707-1783), considerado o criador do calculo variacional, com a

publicagdo da equacgiio caracteristica e a formulagdo matematica do problema
isoperimétrico (SAGAN, 1969).

A equaglo caracteristica foi publicada primeiramente por Euler que, sem O
formalismo matematico, obteve a equagiio por meio de um método heuristico substituindo a
curva que conduziu ao ponto de minimo por um polindmio, considerando as variagdes das
ordenadas dos vértices ao longo do tempo. Mais tarde, de forma independente, Lagrange
(Joseph Louis de Lagrange, matemdtico francés, 1736-1813) comprovou a relagdo com
todo o formalismo matematico (LANCZOS, 1970). Usualmente, a equacdo caracteristica é
denominada apenas por equagio de Euler e sua demonstragdo também pode ser encontrada
em SAGAN (1969), SCHECHTER (1967) e COURANT e HILBERT (1953).
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Contribuigdes importantes ao calculo das variagdes sio dadas por Legendre (A. M.
Legendre, matematico francés, 1752-1833), Jacobi (Carl Gustau Jacob Jacobi, matemético
alemio, 1804-1851) e Weierstrass (Karl Weierstrass, matematico alemdo, 1815-1879)
(BLISS, 1963; BOLSA, 1961; FORSYTH, 1927). Estes sdo os pioneiros, juntamente a
Euler e Lagrange, do calculo das variagdes (MORSE, 1973)

A.3 - EXEMPLOS DE APLICACAO DO METODO VARIACIONAL

Em principio, a técnica do calculo das variagdes ¢ aplicavel para todo o sistema
continuo, pois o0 seu sistema de equacdo é independente da escolha do tipo do sistema de
coordenada adotado, o que facilita na sua aplicagdo (SCHECHTER, 1967). O método
variacional € aplicado a muitos problemas de engenharia e de fisica-matematica

(FINLAYSON, 1972, BOLZA, 1961, COURANT e HILBERT, 1953).

Apesar da existéncia das equagbes variacionais com variagio no tempo,
SCHECHTER (1967) disse que ndo existe formulagio variacional para um estado
dindmico. FOX (1954) mostra uma aplicagio do método em problema dindmico e o
resultado € a equacgédo da trajetoria parabolica da teoria dindmica elementar, ou seja, a teoria

que descreve 0 movimento de uma particula com massa pela ag8o gravitacional.

O problema variacional € ilustrado por alguns exemplos simples: curvas
geodésicas (FOX, 1954); geometria optica — raio de luz (ou problema “brachistochrone”,
ou principio de Fermat, ou lei de refracio, ou “Snell”) (SAGAN, 1969; FOX, 1954;
WEINSTOCK, 1952), minima superficie de revolucio (SAGAN, 1969); problemas
isoperimétricos (COURANT e HILBERT, 1953); e a dindmica de particulas e eletrostatica
(SCHECHTER, 1967).

O calculo das variagBes tem um papel significante no desenvolvimento da
mecinica (dindmica) das particulas (SCHECHTER, 1967, FOX, 1954), estabelecendo os
estados de minima energia cinética e potencial (WEINSTOCK, 1952).

Os problemas de equilibrio de estado sdo governados pelo principncipio ional de
minima energia potencial e as leis de movimento sdo, de maneira mais simples, formuladas
em termos do principio variacional de Hamilton. Por estes dois principios derivam-se

algumas das equagBes fundamentais da fisica-matematica (COURANT e HILBERT, 1953).
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O sistema que requer a maximiza¢io da entropia ou a minimizagio da taxa de energia
dissipada é também descrito pela aproximagio variacional (YANG, 1994). Historicamente,
a resolugdo da equacdo de Schrodinger por meio do calculo das variagOes representa a
origem da teoria da mecénica quintica {WEINSTOCK, 1952). A Equacgdo A.1.2.2 deve ter
variagles fracas, ou seja, & deve ser pequeno, por isto o principio variacional ndo é

aplicado para todas as operagdes fisicas {IRVING e MULLINEUX, 1959}

A.3.1 - Generalizando a aplicacio do método

No calculo das variagOes é muito comum o problema deixar de ter solugdo por nao
ser possivel ou conveniente restringir o funcional a um dado dominio de fungbes que seja
compacto. Esta é a principal dificuldade deste método e uma prova de que a existéncia da

solugdo do problema, ou classe de problemas, deve ser especificada em cada caso.
(FINLAYSON, 1972)

Para todo o método do calculo variacional existe um método de Galerkin
equivalente (FINLAYSON, 1972). Entfo, se existe um método do calculo das variagdes
que descreve satisfatoriamente a modelagem e a simulagdo de um processo, faz-se
necessario descobrir qual o método de Galerkin € equivalente. Assim pode-se generalizar o
uso do calculo das variacbes baseando-se nas classes de problemas em que o respectivo

método de Galerkin equivalente € aplicavel.

A.4— TEOREMAS E DEFINICOES BASICAS

Conforme mencionado, existem pequenas variagdes conceituais no método

variacional. Para evitar isto é mostrado a seguir a defini¢fio para o espago linear normado

empregado nesta tese. Também é mostrado a defini¢do de extremo de um funcional.
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A.4.1 — Espaco linear normado

De acordo com SAGAN (1969) e detalhado por BOLZA (1961}, o espago linear &
fracamente ou fortemente normado. ¢ que conduz ao conceito de vizinhanga fraca ou forte.

Assim, por sua objetividade e clareza, segue-se aqui a teoria apresentada no livro de
SAGAN (1969).

Nesta tese assume o integrando f definido para qualquer fun¢io dependente e
continua y{x) e que pertenga a alguma classe especifica de fungdes X O integrando ainda
deve satisfazer as condi¢des de contorno, apresentar as derivadas de primeira ordem
continuas ¢ formar um espago linear normado sobre o campo dos nimeros reais .
Conseqiientemente, a formulagio variacional ¢ restringida em Ify/ € #. Assim, entende-se
que o integrando é um sub-conjunto do conjunto de todas as fungdes admissiveis 2 dentro

de um sub-conjunto de #. Portanto, segue-se a defini¢io de norma adotada:

Definicio A.4.1.1: Conforme a teoria da algebra linear, assume-se que 2 é um espago

linear sobre o campo dos reais #. Uma funcionalidade | f |

, definida sobre X, € chamada

de uma norma de f € % se apresentar as seguintes propriedades:

i) | f]>0 paratodo f=0 e f€X,

1i) |7|=0 se, esomente se, f=0 ¢ fe X,
iii) le. fl=lal.] f] paratodo fe X e a € %,

N A S PA R

por consegiléncia, X ¢ um espaco linear normado sobre #.

A classe especifica das func¢bes continuas X, ou espago das fungbes competitivas,

para um problema variacional com limites fixos, pode ser descrito matematicamente como:
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> = {32 [ ¥(x) € Cla,8] > R y(@) =y, y(b) = y, (A4.1.1)

e o espago das variages admissiveis ou gradientes das funcdes competitivas, com

condi¢des limites naturais, é definido como:

h={$(x) |$(x) € C'[a,b] > R g(a) = 0, 3(5) = 0 (A412)

O espago de fungbes C°fa,b / caracteriza o espago na qual a norma é definida, ou
seja, todas as fungBes reais continuas sdo definidas no intervalo [a,8] € % inclusive por

partes. A funggo definida em C%fa,h] pela expressio:

| 7], =max | f(»] (A4.13)

¢ chamada de norma fraca (w) e denotada por espaco linear fracamente normado de ¥

O espago das fungdes C/a,b], sub-espago de C%/a,b], constitui nas fungdes com
derivadas de primeira ordem continua. Existem duas alternativas para transformar C’/a,b]
num espago normado. Primeiro, como C/fa,b] — C°fa,b], entdo este é naturalmente um

sub-espago normado com a norma | |. Por outro lado, pode-se definir em ¢’ fa,b] a norma:

| 7 |=max| f(3) |+ max| V()] (A4.1.9)

que € chamada de norma forte e denotada por espaco linear fortemente normado de A
norma como esta definida pela Equagdio A.4.1.3 ou A4.1.4 é usualmente referida como

uma norma maxima ou norma Tchebychev {SAGAN, 1969).
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Literalmente, prova-se a Equagio A.4.1.4 como: seja C'/a,b] o sub-espago de
C°fa,b] com fungBes continuas, pode-se dividir o intervalo [a,5] em um nimero finito de

sub-intervalos e C’ [a,b] ¢ uma fungdo continuamente diferenciavel.

Note-se que uma funcfo g € definida sobre o intervalo [a,b], entdo se x, & [a,b],
g2(x,) existe e gix,+Ax) também existe para Ax suficientemente pequeno. Entretanto, uma
funcional f(3+h) existe se, e somente se, y+h € Tcomy € e h « X Por esta razdo se faz

necessario o conceito de espago linear normado e a sua definicio é dado a seguir:

Definicdo A.4.1.2. Assume-se que ¥ < 2. ¥ ¢ chamado de um sub-conjunto aberto do
espaco linear normado £ se para todo f € Pexiste um &> 0, tal que f+h € ¥paratodoh €

Zequalquer | 2| <6 .

Para explicar e mostrar a importéncia da Defini¢do A 4.1.2 € necessario introduzir
o conceito de “elemento linear”. Supbe-se que y e C'fa,b] e define-se o conjunto dos
elementos do funcional 7, ou seja, {X,.Y(x,),y (x,)) com x, & [a,b], como um elemento linear
de y=y(xj. Assim, assume-se que v, € C'fa,b] é tal que todos os seus elementos lineares
estio em % Entdo, comk e [a b}, todos os elementos lineares de y,+# também estdo em
# provando que | 4|/ <& para qualquer 6 > 0. Portanto, pode-se dizer que o funcional /]

é definido sobre o sub-conjunto aberto ¥ de C’/a,b] se definido ¥, tal que y esta em e se

todos os seus elementos lineares estdo em #.

Para concluir, as definigdes que seguem apresentam os conceitos de fungdo

continua e de vizinhanca, segundo o conceito de norma introduzido.

Definicdo A.4.1.3: Uma fung@o f(x), definida em [a,b] com x € [a,b], é continua se, e

somente se:

fe-0)=fte+0)

for verdadeiro para todo o intervalo [a,5]. Matematicamente, f € C’fa,b]. Sendo a derivada

de f{x) também continua, obtém-se que f € C'fa,b].
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Defini¢do A.4.1.4: Dado a vizihhanga & de £, € X, N%(,) denota o sub-conjunto aberto em

2 que consiste todos os f & X para qualquer

| f- 1)<

ou, como pode ser exposto, consiste de todos os elementos f,+h, # € X e para qualquer

|h|<&.

Conhecido entdo o conceito de norma € estabelecido a nogio genérica da distincia
entre dois pontos € com o conceito de espago linear a nogdo genérica do “espago” dos
numeros reais. Com isto, introduz-se alguns conceitos da topologia dos espagos métricos,
tais como das fungbes continuas e vizinhanca. Isto possibilita formular de maneira

satisfatoria as defini¢bes do ponto de extremo local de um funcional.

As EquagBes A 4.1.1 até A 4.1.4 podem ser generalizadas para funcionais com
multiplas variaveis independentes e com multiplas fungdes dependentes. Se existem
multiplas fungdes, o lado direito da igualdade das Equacgbes A 4.1.3 e A.4.1.4 constitui num

somatorio, enquanto que as Equagdes A4.1.1 e A.4.1.2 podem continuar sendo analisadas
de forma individual. {SAGAN, 1969)

A definicdo de espago linear normado quando generalizada no espaco #°, ou
melhor, quando a fungdo dependente apresenta mais de uma variavel independente, o
espagc € denominado de espago Euclidiano. Se o sistema possui apenas uma variavel
independente, com uma ou mais fungBes propostas, o sistema continua sendo definido

como espago linear normado. {SAGAN, 1969)

Ressalta-se que os comentéarios deste topico sdo os que comumente aparecem,

explicitamente ou nfo, na maioria da literatura do calculo das variagdes.
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A.4.2 — Extremo de um funcional

Por definigio matematica, um funcional /fy,/ € uma fungo cujo dominio é um
espago normado {WEINSTOCK, 1952). Conseqlientemente, a existéncia dos extremos para
as funcdes definidas num dominio do espago euclidiano #” é, geralmente, garantida pelo
teorema fundamental de topologia de Weierstrass que diz: “num sub-conjunto compacto,
uma fungfo continua sempre possui os pontos de méaximo e minimo” {COURANT e
HILBERT, 1953). Este teorema € valido para a teoria dos extremos ordinarios, podendo ser

estendido para o calculo das variagdes.

Seja 7:U c¥ — ®" um funcional definido num aberto {7 de um espago normado

¥ contido em $#°, com y; e U sendo um ponto de minimo local de /. Entdo, por defini¢io,

existe um & > 0, tal que I[y,] = Ify ;1 para todo y; € U, na qual satisfaz a relagdo

H Y, —;J. <&, Se h;=y; -y ;- & definicdo anterior pode ser apresentada como
Ify j+hi1- Ify ;120 sempre que E‘ h; N < &,. Para 0 maximo local a definigfo ¢ analoga.

Considera-se uma fungdio 7[¢]=I{y+th] com |¢|<1. Esta fungio apresenta um

minimo quando 7 = 0. Se Iff] é duas vezes continuamente diferenciavel para todo A, entfo,

I'ft] = 0 e I'’{t] >0 sio as condigdes necessarias para que y seja um ponto de minimo de /.

Definicao A.4.2.1: Define-se como primeira e segunda variagio do funcional 7 no ponto y

i 2
é.jy[h]zi:lU’[yM‘.!’?]E e 52[}/[’7]:6 I[y:t.h]l
at o af t=0

sempre que definir as mesmas em todo /1 € F.

as fungdes:

Por simplificagdo, supde-se que o funcional 7 € duas vezes diferenciavel. Para &

suficientemente pequeno a expansio de Taylor fornece:
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1 ., ;
I[y+h]-1[y]=éi{y[h]+§.5'1y[h]+r[h].j§h||2 _ (A4.2.1)
onde fim r[h] = 0. Portanto, pelo teorema de topologia, enuncia-se o seguinte teorema.

Teorema A.4.2.1: Seja I:U c ¥ - R" um funcional duas vezes diferenciavel. Para que o

funcional / tenha um ponto de minimo em y; € U sfo necessarias as condigdes:
&I, [h] =0 e 821, [h] 20

para todo #; € ¥ No caso em que ¥ ¢ um %", essas condi¢Bes tornam-se suficientes para

garantir que y; seja um ponto de minimo. Para o ponto de méaximo este é analogo.

Na maioria dos casos de interesse, embora o funcional 7 é definido num aberto ¥/
de um espago normado ¥ contido em #”, a questdo proposta ¢ determinar um minimo (ou

maximo} local para / restrito a um certo sub-conjunto S ¢ ¥

A.5 - CONDICOES NECESSARIAS E SUFICIENTES

A comprovagdo das condigBes necessarias e suficientes do ponto de extremo no
caloulo das variagdes envolvem uma extensa manipulagdo algébrica, requerendo a
demonstragdo de quatro teoremas fundamentais que, se satisfeitos em conjunto, garantem a
condi¢do do ponto de extremo. Os teoremas sio dados por Euler-Lagrange, Legendre,

acobi e Weierstrass (BOLZA, 1961; FOX, 1954; COURANT e HILBERT, 1953).

Os teoremas apresentados a seguir s3o baseados na definiciio de espago linear

normado exposto anteriormente,



192
A.5.1 —~ Teorema de Euler-Lagrange

Este teorema garante o carater estacionario do funcional 7 em relacéio a fungéo y; e
possibilita determinar a equivaléncia matematica entre a formulagBo diferencial e sua

respectiva forma variacional. (SAGAN, 1969, FOX, 1954; COURANT e HILBERT, 1953)

Teorema fundamental A.5.1.1: Dado o funcional 7 com os pontos de extremos fixos, tem-se
para cada fungdo ); que extremar o funcional (Equagfo A.1.2.1), obrigatoriamente, a
equagdo diferencial de Euler-Lagrange (Equacio A 1.3.1) deve ser satisfeita no ponto

estacionario para as variagOes fracas {SAGAN, 1969; FOX, 1954).

Um importante corolario do Teorema A.5.1.1 diz que toda a solugiio do problema
variacional que apresenta primeira derivada continua deve, obrigatoriamente, satisfazer a

equagdo de Euler-Lagrange (LANCZOS, 1970).

O teorema de Euler-Lagrange ¢ uma das condi¢Bes necessarias e suficientes para a
comprovacio da existéncia do ponto de extremo do funcional {SAGAN, 1969).
Adicionalmente, o teorema garante que o valor da integral /fy,/ ¢ independente do caminho

de integragdo assumido, ou seja, independe da escolha da fungio y; (BOLZA, 1961).

A.5.2 — Teorema de Legendre

Este teorema ¢ responsavel pela demonstracio de que a solugio obtida para o
problema variacional apresenta o determinante de Wronskian diferente de zero (Dfx) = 0)
(BOLSA, 1961), ou seja, o problema é regular {SAGAN, 1969). Como corolario
importante, caso existam vérias solugBes, o determinante também informa se as mesmas

s30 linearmente independentes.
Inicialmente, Legendre tenta provar que um ponto de extremo € dado por Ty, #0

{< 0 para méximo fraco, < ¢ para maximo forte, > 0 para minimo fraco, > ¢ para minimo

forte), mas néio obtém sucesso, pois esta relagdo € uma condigo pontual ou local e ndo é

uma condicdo suficiente {ARAGON, 1980; COURANT, 1945-1946).
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A condigdo de Legendre ¢ apenas uma das condigdes necessarias para o ponto de
extremo fraco (LEITMANN, 1986; COURANT, 1945-1946), sendo que o sinal da func¢io

Sy, deve ser mantido em todo o intervalo [4,b); suficientemente pequeno (FOX, 1954).

Este teorema pode ser provado por aplicagdo do teorema de Taylor (COURANT e
HILBERT, 1953).

Teorema fundamental A.5.2.1. Para um ponto de extremo é necessario observar a seguinte

relacio para o determinante de Wronskian

D(x)=

7

fy’-y} (xi:yj;y;] =0

em um intervalo aberto (a,b).. Para D(x) < 0 o extremo é de maximo, do contrario, ¢ de
minimo. Se y’(x,) € descontinuo em um ponto x; qualquer, a condigio é ent3o aplicada para
0s pontos x{-0) e x{+0). (FOX, 1954)

No caso da existéncia de m fungdes y;, ou seja, comj = 7, ... , m, a condicio de
Legendre correspondente € a forma quadratica do qual a matriz de coeficientes ¢ dado por

(LANCZOS, 1970; BLISS, 1963; FOX, 1954; COURANT e HILBERT, 1953):
i
D(xz.):é... . |=0 (A521)

Para D(x;) = 0 o integrando f € singular e a referida matriz é degenerada (SAGAN,
1969; WEINSTOCK, 1952). FOX (1954) ¢ FORSYTH (1927) comentam que todos os
coeficientes (elementos) da diagonal principal da matriz assumem, obrigatoriamente, o

mesmo sinal e nenhum elemento pode desaparecer ao longo do intervalo de integracéo.

Caso existam duas solu¢Bes y;(x) e yo(x) e uma Gnica variavel independente, para
que as solugdes sejam linearmente independentes o determinante Dfx), para um ponto de

minimo, € dado por (SAGAN, 1969; BOLZA, 1961):
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f 261 f pUs2Y

20 (A.5.2.2)
fyé,y{ fy’zyi

Di(x)=

onde Dfx), obrigatoriamente, ndo assume nenhum wvalor negativo, ou seja, a matriz é
definida positivamente (COURANT e HILBERT, 1953) e a equagdo de Euler-Lagrange ¢
do tipo eliptica (WEINSTOCK, 1952).

O teste de Legendre pode ser verificado de varias formas, Entretanto, a forma que

parece mais simples para a sua inspegio € a que requer que todas as desigualdades:

azf.a’z >{ ’azf’ ] ) (A.5.2.3)
ayfsxi'ayf:xr

sejam satisfeitas para todas as combinagdes possiveis das varidveis independentes x; e x; da
fun¢do dependente y; Caso exista um sinal contrario na diagonal principal da Equacgio
A 522, em algum instante a parcela da esquerda da desigualdade dado pela Equagio
A.5.2.3 é negativo; conseqlientemente, a relagio ndo é verdadeira e o teste de Legendre nfio
¢ verificado. (FORSYTH, 1927)

O teorema de Legendre, mostrado em 1786 e provado também por Weierstrass em
1879 (CLARKE e ZEIDAN, 1986; BLISS, 1963), é uma das condigbes necessarias. Para
que seja uma das condigBes suficientes, o sinal de igualdade deve desaparecer na

comprovagio do ponto de extremo, ou seja, deve ser estritamente diferente de zero.

A,5.3 — Teorema de Jacobi

Este teorema ou teorema do ponto conjugado -"kinetic foci”, datado de 1837
(BLISS, 1963; BOLZA, 1961), é a comprovagio que o funcional / ¢ um problema

fracamente regular, 7, =0 para todo (x;y;y ). Desta forma no existe o ponto conjugado

ou ponto de inflexdo entre os limites analisados (LEITMANN, 1986; SAGAN, 1969).
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Sendo o problema definido como singular, fy.y, =0, deve-se encontrar o ponto de

descontimudade pelo teorema de Weierstrass-Erdmann. Este teorema garante a ndo
existéncia de descontinuidade na derivada do funcional em relacfo a derivada da fungfo y,

éI/gy’; , na solugdo do problema variacional (LEITMANN, 1986; BOLZA, 1961).

O Teorema A.5.3.1 tem a sua origem na equacdo diferencial de Jacobi (J.D.E),
também datada de 1837 (FOX, 1954), e ndo € aqui demonstrado por ndo ser necessario na
analise do ponto de extremo, pois apenas auxilia na formagio do referido teorema. Os

detalhes da J.D.E. séo encontrados em SAGAN (1969) e FOX (1954).

Teorema fundamental A.5.3.1: A segunda varia¢iio do problema variacional, dado pela
Equagdo A.1.2.1, € uma integral regular; portanto, se J. D E. possui duas solugdes y;(x;) e
ya(x;), particulares e linearmente independentes, e duas constantes arbitrarias 5; e >, IDE.

tem como solugfo a fungdo y(x;) dado por:
y(x;’) = ﬂl S ! (xr’)_i_ﬂZ‘yZ(xi)i 0

para todos os valores do vetor x no intervalo aberto (a,5); (SAGAN, 1969; FOX, 1954).

O teorema de Jacobi € apenas uma das condi¢Ges necessarias, mas ndo uma das
suficientes para a comprovagdo do extremo do funcional. Este teorema tem um lema que

diz que o ponto conjugado ¢ independente da escolha particular da solu¢io da equagio de
Jacobi (LEITMANN, 1986).

Para um melhor entendimento do teorema de Jacobi assume-se que y; = y; (x;,Cy) é

uma soluc@o do problema variacional e que obedece a equagdo de Euler-Lagrange. Entdo,

se a derivada € dada por:

,G,Cha)
oC .

T

0 (A.53.1)
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sendo verdadeira em x; = a; e para um outro ponto qualquer de x; pertencente ao intervalo
aberto (a,b); com C;; constantes, o problema tem ponto conjugado. Em outras palavras, a
derivada desaparece no extremo inferior do intervalo de integra¢do e em pelo menos um
ponto intermediario qualquer (LANCZOS, 1970).

Segundo FORSYTH (1927) a desigualdade ou teorema de Schwartz, na qual
assegura a determinag@io de uma minima superficie, é estendida para obter uma expressio

analitica para o teste de Jacobi. Este nfo é aqui mostrado.

Ponto conjugado

Para encontrar o ponto conjugado € necessario encontrar os zeros da solugo da

ID.E, ouseja, yifa) = 0 (FOX, 1954). Assim, a partir do Teorema A.5.3.1, obtém-se:

7@ _ 4P (A.5.3.2)
ACH B,

e se x; & a abscissa de qualquer ponto conjugado, entdo:

50) () B @) (A533)

y.(x) A »a)

representa a equagao para as abscissas de todos os pontos conjugados ao ponto inicial, x; =
@. Assim, a razdo y,(X;)/y.(x;) ¢ a mesma para todos 0s pontos conjugados. (SAGAN,

1969; FOX, 1954)

De forma analitica, para os problemas complexos onde ¢ ponto conjugado ndo é
encontrado facilmente, o Teorema A.5.3.1 diz que se a fun¢io admissivel y/x,Cy, com [
constantes C, ¢ uma solugio geral da equagiio de Euler-Lagrange e se as derivadas da

funcic y em relagdo as constantes (; sdo linearmente independentes, existem pontos

conjugados se, e somente se, para qualquer razio (dy/éC, )/ ( /oC J.), comi #j(ij=1,..0),
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apresentar os mesmos valores no extremo inferior do intervalo de integragdo e num ponto
interno qualquer x; do intervalo aberto (a,b); (FOX, 1954). Matematicamente, as derivadas
oy/8C, e dy/5C; slo fungdes e pela teoria sdo solugdes da equacio de Jacobi associada a0
problema. As solugbes para a equag@o de Jacobi sgo também chamadas de campo de Jacobi
(BARBOSA, 1975). Ressalta-se que o teste do ponto conjugado ndo ¢ avaliado para o
limite superior &; (LANCZOS, 1970; FOX, 1954). Assim, o teste é somente aplicado para o
limite inferior, sendo chamado de ponto conjugado do ponto inicial (LEITMANN, 1986).

A.5.4 — Teorema de Weierstrass

Este teorema, datado de 1879, € definido por uma fungdo excesso £ e marca um
momento decisivo na historia do calculo das variagBes. A fungdo E fornece uma variagdo
total da integral Z/y;/ em termos de um excesso sobre um minimo ou de uma deficiéncia
sobre um méaximo. (CLARKE e ZEIDAN, 1986; BLISS, 1963; BOLZA, 1961,
COURANT, 1945-1946; FORSYTH, 1927)

Segundo FORSYTH (1927) existe um minimo quando a fungdo £ é sempre
positiva, ou seja, um excesso sempre crescente. Do contrario, existe um maximo quando £

¢ sempre negativo, ou seja, uma deficiéncia sempre crescente.

O Teorema de Weierstrass € definido por:

Teorema fundamental A.5.4.1. Sendo a funco excesso de Weilerstrass £ definida por:

E(x,y,,3,.0,)= f 3,0, )- ey, 00)- }i[(p -V Gy v

k=]

satisfaz a seguinte relagdo para ser um ponto de minimo
E<xi9yj=yjspj> 2 0

ao longo da curva e para qualquer valor finito de p’; #y’, comp’; € % ex; € [a,b]. Sep; ¢

descontinuo num ponto x; qualquer, entdo, a condi¢do € aplicada em y(x~0) e y;(x;+0).
(CLARKE e ZEIDAN, 1986; SAGAN, 1969; BLISS, 1963; FOX, 1954)
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A partir do Teorema A.54.1 e com as definigdes de espaco linear normado ou

teorema de Jacobi, obtém-se a seguinte definigdo:

Definicdo A.5.4.1: Um elemento linear (x;),y’) com y;, = y,, & C'fa,b]; é chamado de

minimo relativo fortemente regular se:
E(x,.,yj,y;,p» >0
paratodop’; € Hey'; €, comp’; #y’, e de minimo relativo fracamente regular se:
fy;.y;. (xi,oﬂyj,aiy;',o) 20

para todo (x,., ¥y },) e N’ (y j,o) no intervalo [a,5]; e o problema nfo contém ponto conjugado.

Por analogia, tem-se a definigdo para um méximo relativo regular. (SAGAN, 1969)

O Teorema A.5.4.1 conduz a uma importante conclusio; se os extremos de um
arco, dados pelos pontos a; € 4, néo contém ponto conjugado em relagdo ao ponto a;, e se

fy% (x;,¥;,P;)>0 para todo o ponto (x,y;) de uma certa vizinhanca deste arco para

qualquer valor finito de p;, entdo, de fato, 0 arco minimiza a integral dada pela Equacio
A.1.2.1. Para um problema regular ¢ suficiente que o arco entre os pontos a; e b; nio

apresente ponto conjugado. (BOLZA, 1961; COURANT e HILBERT, 1953)

Aplicando-se a formula de Taylor para f (xi, ¥ pj.)-— f (xi, ViV ), obtém-se uma

importante relagfo entre a fungdo excesso £ e a fungio Sy, Que € dado por (SAGAN,

1969; BOLZA, 1961):

i

E(xf,y,-,y;,p;)ﬂ Z -----5—.fy}y} (x,-,yj,pj) (A54.1)
E

onde p; =y, + 8, (p; - y;) com 0<#, <1 eafungdo excesso E tem que conservar o sinal

no intervalo [a,5]; para qualquer valor de p;.
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O teorema de Weierstrass é uma das condigdes necessarias e suficientes para a
comprovagdo da existéncia do extremo do funcional. Adicionalmente, a condigio de
Weierstrass (Teorema A.5.4.1) tem como um corolério importante a conhecida condi¢éo de
Legendre (Teorema A.5.2.1). Este corolario ¢ obtido a partir da demonstragio da condi¢do

de Weierstrass quando restringido a fung&o y; como pertencente a uma vizinhanga de ordem
um de y; (LETTMANN, 1986).

O Teorema A.5.4.1 € o Gnico que garante que o ponto de extremo em analise é um
ponto de extremo forte (BOLZA, 1961; FORSYTH, 1927). A sua esséncia pode ser melhor
entendida por meio de um simples exemplo na qual ¢ obtida a distincia minima entre dois
pontos (FOX, 1954).

Segundo FOX (1954), devido ao carater geométrico do teorema de Weierstrass
as definigbes de espago linear normado, pode-se concluir que o valor da funcional Ify,]

nunca sera negativo.

A.5.5 ~ Resumo dos teoremas

Dado o problema variacional unidimensional com y = y.(x)} & C'/a, b] tem-se:
I{y] = minoumax f‘(x V. ¥ Jdx

Com a equagdo de Euler-Lagrange (existéncia de extremo e do ponto estacionario):

o d| of
e =0 551
ay deﬁyJ (A551)

Com a condigdo de Legendre para minimo (ou méximo) fraco:

fop X ¥.¥x)2z0 (50) com xe/fab] (A.5.5.2)
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Com a condig¢do de Jacobi onde x ndo € o ponto conjugado do ponto inicial a:

a<x com xe&(ab (A.5.5.3)

E com a condigdo de Weierstrass para minimo (ou maximo).

E{x,y,y,p)z0 (50) com —% < P <+ e x € fab] (A5.54)

A andlise para o extremo regular que se efetua na funcional Ify] é a seguinte
(SAGAN, 1969; BOLZA, 1961);

i) Minimo fraco Condigdes necessarias; A.5.5.1;A.5.52,A 553

Condigdes suficientes: A.5.5.1;A.5.5.20%:A.5 530

il) Minimo forte Condigdes necessarias:  A.5.5.1:A.5.5.20,A553,A554

CondigBes suficientes:  A.5.5.1:A.5.5.3);4 5.5 4%

onde o expoente ) indica um limite superior aberto em &, o expoente  indica que (x,y)
Ni(y,) com ~® <) <+w e o expoente < indica a omissdo do sinal de igualdade na
respectiva equagdo (SAGAN, 1969; BOLZA, 1961; COURANT e HILBERT, 1953), ou
seja,  indica a denominada condicdo reforgada (SAGAN, 1969). Analogamente, obtém-se
a analise para o extremo de méaximo. De forma resumida, sem demonstracdes matematicas,

CLARKE e ZEIDAN (1986) apresentam as condigdes necessarias e suficientes.
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Observa-se que o0s teoremas de Euler-Lagrange e de Jacobi sfo validos tanto para
as analises das caracteristicas do ponto de minimo quanto para a do ponto de maximo, sem
nenhuma distingo. Entretanto, para os outros dois teoremas, Legendre e Weierstrass, séo
necessarios a inversio dos sinais das relagdes de desigualdade. Para a analise do extremo
forte desconsidera-se os sinais de igualdade. A excecglo do teorema de Jacobi, os demais

teoremas apresentam carater qualitativo em seus caracteres (FORSYTH, 1927).

Segundo FINLAYSON (1972), freqiientemente, a integral variacional é assumida
apenas como sendo estacionaria, ou seja, apenas aplica-se o teorema de Euler-Lagrange.
Este fato ¢ justificado pela dificuldade e pela complexidade das analises envolvidas na

demonstracdo dos demais teoremas.

A.6 — METODO DE RAYLEIGH-RITZ

Diferente ao comentado no Topico A.1.1, o proposito deste método € substituir o
problema de encontrar o extremo da integral I/y,/ em rela¢do & variavel dependente y;, por
um problema de encontrar o extremo em relagfo a variavel independente x;, similarmente
ao processo ordinario de otimizagdo do calculo diferencial e integral (FOX, 1954). Desta
forma, representa-se a fungio dependente y; em termos de uma fungfio conhecida em x;,
expressando-a na forma de combinagio linear que satisfaz as condigdes de contorno e que é

valida na regifio de interesse, ou seja:

Y :icj,f'ei(xi) (A.6.1)

i=1

onde as fungdes @yx;} sio escolhidas arbitrariamente e os pardmetros C;; sdo, inicialmente,
desconhecidos. Algumas vezes estes pardmetros tém sido chamados de coeficientes de
Fourier (COURANT, 1945-1946). Substituindo-se y; em I/y;] obtém-se uma expressio
descrita somente em fungdo dos parémetros C;;. Na otimizacgdo, a formulagdo variacional €
estacionaria $e, ¢ somente se, os pardmetros sio escothidos de forma que seja verificado o

sistema com j*/ equacdes dado pela Equaco A 6.2 (FOX, 1954, LANCZOS, 1970).
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aIfy (%, Ci )]
e = ) .6,
%, (A6.2)

Observa-se que a Equaciio A.6.2 ndo é igual a Equagio A.53.1.

Conhecido os pardmetros obtém-se a forma da Equagio A.6.1. Este procedimento

também € valido para a Equagio A.7.1.2 (com restri¢io). (LANCZOS, 1970)

O resultado numerico obtido pode ser uma resposta exata (/ — o), mas em muitos
casos € apenas uma aproximacéo. O desvio entre a resposta exata e a aproximada depende
fortemente da escolha inicial para as fungGes @, podendo ser testada por substituicio da
Equagio A.6.1 na equacgfo diferencial de Euler-lagrange. Se o lado esquerdo da equacio de
Euler-Lagrange é igual a zero o resultado € exato; caso contrario, a resposta é somente uma
aproximagédo. Em alguns casos a distdncia entre o resultado obtido e o valor zero € usado
como uma medida do grau de aproximacio (FOX, 1954). Freqgiientemente, para obter uma
solugdo satisfatéria e proxima da soluglio exata faz-se necessario assumir um pequeno

numero de termos na série da Equacio A.6.1 (SCHECHTER, 1967).

Conforme ja mencionado, o funcional 7 depende da escolha da fungdo ©@; usada no
ajuste. Entretanto, para fun¢des descritas por série, como no método de Rayleigh-Ritz, isto
ndo € verdade. Este método mostra ser simples nas suas aplicagBes e €, com frequiéncia,
extremamente efetivo. (SCHECHTER, 1967)

Se existir um principio variacional para um dado caso, o método de Galerkin e o
método de Ritz produzem resultados numeéricos idénticos; por conseguinte, estes métodos
estdo proximos um do outro. (SCHECHTER, 1967)

A.7 - GENERALIZACOES

Com o objetivo de fornecer um maior embasamento tedrico do calculo das

variagdes, algumas outras anotagdes que complementam os estudos sfio apresentadas.
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A.7.1 — Multiplicadores de Lagrange
As variagBes podem ser submetidas as restri¢bes g, por meio de utilizagdo dos

multiplicadores de Lagrange 4,. A equagfio de Euler-Lagrange, Equacgio A.1.3.1, para um
sistema com restri¢des € dada por (FINLAYSON, 1972; LANCZOS, 1970; FOX, 1954):

v +Zz,p.gp

& o] P

+ A - . m A?ll

d Z p9p ox; | eloy;/ox,] 0 ( )
b

Este problema com restri¢do é resolvido seguindo o tratamento de COURANT e
HILBERT (1933). De maneira similar ao problema sem restricio, a formulagio variacional
com restri¢do tem uma integral / estacionaria restrita s fungdes g, quando os valores para

as constantes arbitrarias C; das fungdes y; sio solugdes com / equagdes (LANCZOS, 1970):

ar o,
+ A =0 AT71.2
ac;, Z Pec,, ( )

Todas as demais defini¢Ses matematicas para uma funcional 7 sem restrices sio

também validas para o caso do problema com restrigéo.

A.7.2 -~ Teorema de Weierstrass-Erdmann (angulosidade)

Um aspecto importante a ser observado na equagio de Euler-Lagrange é o fato de

f,, ser continua quando y; € um extremo. Entretanto, a derivada primeira, ou de ordem

4

superior, da fung@o y; pode ser descontinua. Assim, o teorema de Weierstrass-Erdmann

garante a nao existéncia de pontos de inflex&o ou descontinuidade na solugiio do problema
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variacional quando alguma derivada de y; € descontinua. Este teorema € definido por
(BARBOSA, 1975; BLISS, 1963; BOLZA, 1961; FOX, 1954):

3y, &

(A7.2.1)

onde o limite esquerdo e o direito tem o mesmo valor numérico.

Assim, garante-se a ndo existéncia do ponto de inflexdo proximo a todos os

pardmetros do funcional Ify;/ por meio do determinante da matniz:

f v f ¥ [
(A‘7.2.2)
fy;.,yi fy;,y{n

que obrigatoriamente € diferente de zero. Este teorema também ¢é conhecido por condi¢o
de diferenciabilidade de Hilbert. (BLISS, 1963)

A.7.3 — Condicio de contorno natural e essencial

As funcGes dependentes y; s80 escolhidas de modo que satisfazem as condigBes de
contorno do problema, y;(a) = A4; e y(b,) = B;. Entio, este tipo de problema é conhecido por
ter as condigdes de contorno do tipo essencial. Caso contrério, se o valor da fungio y; ndo é
fixado em pelo menos num extremo, ou seja, o seu valor nfio ¢ definido — valor em aberto,
o problema tem as condi¢des de contorno do tipo natural, com o seu valor no extremo em

aberto sendo obtido naturalmente durante o processo de simula¢io numérica, de modo que

o valor da integral variacional assume um valor de extremo. (SAGAN, 1969; COURANT,
1945-1946)
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Para a formulagio variacional da Equagiio A 1.2.1, a condigdo de contorno natural,
apos ser verificada a condigdo de Euler-Lagrange, é dada por (Sagan, 1969 COURANT,
1945-1946):

Ty, (xi.a,- YilXia, ) Yi(X 4 )) =1y (Xi,b,- Y ilXin ) Yi(Xip, )) =0 (A.7.3.1)

Esta relagdo surge naturalmente no problema na qual, desde o principio, em pelo
menos num dos extremos néo ¢ considerado o valor da fungio proposta y; (SAGAN, 1969;
COURANT, 1945-1946).

A.7.4 ~ Métodos de aproximacio
No calculo das variagoes existem os métodos de aproximagcio diretos e indiretos.

Os métodos diretos sdo simples e eficientes, como o método de Rayleigh-Ritz,
sendo usados para desenvolver solugBes aproximadas quando as equacdes de Euler-

Lagrange s3o complexas, for¢ando-a para uma solugio préxima da solucdo exata
(SCHECHTER, 1967; COURANT, 1945-1946),

Outros métodos diretos sdo: integragdo parcial (para equagdes diferenciais parciais
esta técnica € de facil aplicagdo e freqiientemente conduz para uma aproximacio mais exata

que o método de Rayleigh-Ritz), auto-valores e auto-vetores (COURANT, 1945-1946;
SCHECHTER, 1967).

Segundo FOX (1954) a distingdo entre os métodos de aproximac#o € imprecisa.

A.7.5 — Condicdo de Young

Esta condi¢do corresponde as equagdes de Euler-Lagrange e Weierstrass de forma
agrupada. A sua finalidade € verificar a convexidade das fungbes propostas y; por
conseqii€ncia, a existéncia de extremo para o funcional Ify,]. Entretanto, a existéncia do
ponto de extremo € garantida se o funcional é continuo, o que conduz ao teorema

fundamental de topologia de Weierstrass.
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A.7.6 — Problemas especificos ou degenerados

De acordo com a auséncia explicita de alguns dos termos da formulagdo
variacional dado pela Equagdc A.1.2.1, existem trés casos especificos ou degenerados para
o funcional Ify,] e para a equagio de Euler-Lagrange: i) no ha termos em x;; 7} nfo ha

termos em );; #if) ndo ha termos em y;, . Geralmente, para o caso i) ndo existe solugfo

para o problema variacional, uma vez que na equa¢fo integral ndo existermn constantes
arbitrarias o suficiente para que as condigOes de contorno sejam satisfeitas. (SAGAN, 1969;
FOX, 1954; WEINSTOCK, 1952; COURANT, 1945-1946; FORSYTH, 1927)

O problema de Plateau e a integral de Dirichiet sdo casos particulares da equagio
de Euler-Lagrange quando dependem somente das derivadas das fungSes y; em relagdo as

variavels independentes (COURANT, 1945-1946; WEINSTOCK, 1932).

Num problema degenerado onde existem apenas as derivadas de primeira ordem, a
formulagdo variacional e a equagdo de Euler-Lagrange para cada um dos casos supracitados
sdo dados por (FORSYTH, 1927):

i) Nio ha termos do vetor das variaveis independentes x;:

I[y (x; )] = minoumax I J‘f(y, ..... Y VY150, VY o 10X X, (A7.6.1)
1 n

Se existe solucdio para este problema, obrigatoriamente, a funcdo y; satisfaz a

seguinte equagdo diferencial obtida através da equagio de Euler-Lagrange:
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Se existe apenas uma variavel a relagio também pode ser dado por:
f’.f_i_ o — —f = Constante (A.7.6.3)
ox  olgy; /ox

Este tipo de problema pode ser encontrado no caso da superficie minima de
revolugdo e no problema “brachistochrone” (do grego: “brachistos” = menor, “chronos” =
tempo) (SCHECHTER, 1967).

i} Nao hd termos do vetor de fungBes tentativas y:

I[y ;(x; )] = minou max I If(x,,..,,xn,Vy,,,..,Vym Jdx,..dx, (A.7.6.4)

7 n

Se existe a solug@o, obrigatoriamente, satisfaz a relagio de Euler-Lagrange:

Z{Eﬁ?'[alayf;ax,. jﬂ =0 (A765)

!

Se existe apenas uma variavel independente a relagiio também pode ser dado por:

- Constante (A.7.6.6)
aiélyj/axi

com a derivada sendo igual a uma constante arbitraria.
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1i1) Nao ha termos do vetor das fungdes derivadas y;

ITy(x; )] = minoumax J. J.f(xf,...,x,,,y,,...,ym).dx,...dxn (A7.6.7)
1 n

A equagio de Euler-Lagrange é:
A _o (A.7.6.8)

A.7.7 - Instabilidade numérica

A fungio dependente y; pode gerar um sistema de equagdes instaveis, ou seja, a
matriz numérica do sistema gerado pela aplicagdo da Equagiio A.6.2 (sem restrigio) ou
Equagio A.7.1.2 (com restri¢io) apresenta um valor para o determinante proximo a zero,
indicando uma matriz mal-condicionada. Esta situacio aparece devido aos erros de
arredondamentos durante os calculos computacionais que, matematicamente, sdo
ocasionados devido a grande variacdo numérica na ordem de magnitude dos coeficientes da
matriz, ou seja, pela variagdo da magnitude das constantes C;; da fungdio y;. Os problemas

aqui sdo iguais aos verificados em sistemas descritos por equacdes algébricas nio-lineares.

A.7.8 —- Funcional de ordem dois ou superior

Considera-se agora que a formulago apresentada pela Equagio A.12.1 seja

descrita com derivadas da fung#o y; com ordem & > 1, ou seja:

Iy ;(x; )] = minou max I “‘f(xf,..‘,xn,y,,._.,ym,y;,...,y;n,...,yf,...,yfn J.ax,..dx, (A.78.1)

1 n
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comf & Ckﬁ[a, b]: em relagéio a todas as varidveis x; e com 2.k condigdes de contorno:

Yila)=yie 5 Yi@)=VYie i .. 3 oy (a)=yl

Yiltbi)=y;s 3 Vb=V 5 ... s i) =y

Neste caso, a equagio de Euler-Lagrange pode assumir a forma dado por:

Bf [ « &F af
—_— ~T)". . =0 AT782
@ﬁZZJ ) axk [a(a"yj/ax;-")ﬂ ( )

conhecida também como equacdo de Euler-Poisson (ARAGON, 1980). As solucdes desta

equacio sdo os extremos do funcional dado pela Equagio A.7.8.1.

Analogamente ao problema com restrigdo dado no Topico A.7.1 pode-se escrever:

( ) -
d f+Zip.ng

3 a¥ )

B f+Z;L g *"ZZ‘(_”R' , , -0 A783

55’1‘[ P ’ P} % x| oloty, foxk) ( ‘

i

A relaclio das Equagbes A.6.2 ou A.7.1.2 e todas as demais relagdes mostradas no
caso k = ] sdo validas também aqui. As demonstragdes matematicas das Equagdes A.7.8.1
até A.7.8.3 n2o sko aqui mostradas, pois sdo analogas ao caso quando aparecem apenas as
derivadas de ordem um. O formalismo destas equagdes pode ser obtido em ARAGON
(1980), BARBOSA (1975); IRVING e MULLINEUX (1959), FOX (1954), COURANT ¢
HILBERT (1953), WEINSTOCK (1952) e FORSYTH (1927).
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A.7.9 — Problemas geométricos

Os problemas geométricos sdo problemas variacionais por natureza. Para melhor
entender o método € ter uma indicagio dos problemas que podem ser tratados aqui,
apresenta-se alguns exemplos de problemas de natureza geométrica: i) menor disténcia
entre dois pontos (problema mais simples); ii) superficie minima de revolugdo (caso
particular do problema de Plateau mostrado pelo calculo diferencial e integral); iii)
problema isoperimétrico. (BARBOSA, 1975)

A demonstra¢do matematica da menor distdncia entre dois pontos e a minima

superficie de revolugdo pode ser vista em COURANT (1945-1946) ou SCHECHTER

(1967) com todo o seu formalismo.

O problema isoperimétrico néo € de facil dedugio (COURANT, 1945-1946). Para
uma curva fechada, com um perimetro de tamanho fixo e sem auto-intersecgfo, o limite da
regifio de area maxima ¢é dado pela circunferéncia; esta demonstragio pode ser vista em
ARAGON (1980). Este problema é resolvido por meio do uso de multiplicadores de
Lagrange, pois enquanto busca-se a maximizagdo da area tem-se o valor do perimetro como

sendo fixo, ou seja, uma restrigdo do problema variacional.

Segundo FORSYTH (1927) o teorema da fun¢fo excesso de Weierstrass £ é

satisfeito para todas as geodésicas.

A.7.10 ~ Problemas isoperimétricos

Estes problemas extremam a integral 7 restrito a algum tipo de condigdo dada por
uma func@o dependente y;. Esta condi¢io pode ser dada na forma de equaglo algébrica,
diferencial ou integral. A incorporacgio desta condigio na formulagio variacional ¢ feita por

meio de multiplicador de Lagrange. (COURANT, 1945-1946;, WEINSTOCK, 1952)

De maneira geral, os problemas isoperimétricos propdem extremar uma integral

enquanto outras t&m os seus valores ou pardmetros fixados, tal como o comprimento do

perimetro ou curva (FOX, 1954). Estes problemas podem ser ilustrados através de dois
exemplos e dados por (FOX, 1954):
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i) Dado o perimetro (L) de uma curva plana fechada, encontrar a sua forma quando a
area (A) assume um valor maximo. Matematicamente:
max [d4  resmitoa  [dS=L (A.7.10.1)
i1} Encontrar o comprimento minimo do arco L contido numa superficie S¢x;) que une
dots pontos fixos também contidos nesta superficie. Matematicamente:
min j dlL  restritoa  S(x,)=0 (A.7.10.2)

A.7.11 - Problemas variacionais em fluidodinimica

Muitas tentativas tém sido feitas para obter a equagio de momento na forma de um
principio variacional, a exemplo depois do principio de Hamilton que ¢ um poderoso e
usual principio em mecanica de particulas. Entretanto, as tentativas nio sdo bem sucedidas,

exceto no caso de fluidos perfeitos (FOX, 1954).

TRUESDELL e TOUPIN (1960) observam que as idéias na qual tem sido
conduzido o entendimento variacional para sistemas de fluidos podem ser aplicadas em

mecéanica continua também, mas raramente os resultados sdo usuais.

FINLAYSON (1972) mostra que ndo existe um principio variacional para a
equagdo de Navier-Stokes em estado estacionario, caso particular da equagdo de Cauchy.
Entretanto, um principio variacional € apresentado para o numero de Reynolds, na qual

alguma solug@o da equagio de Navier-Stokes ¢ estavel.

Muitos problemas de estabilidade fluidodindmica sdo governados por principios

variacionais, tais como o estudo do fluxo de gases rarefeitos ou perfeitos (FINLAYSON,
1972).
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Modelling and Simulation of a
Multiphase Fluidized Bed Reactor
by Variational Principles
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Abstract

This paper shows the study of a computational fluid dynamics approach through the investigation and
evaluation of the intrinsic characteristics of the optimization associated with the variational principle method
when applied to a multiphase fluidized bed reactor modelling and simulation operating in a shury bubble
column mode. The optimization criterion associated in the method is based on the minimization of the amount
of energy. The variational method has advantages in modelling and fitting parameters {constants) of equations
in the critical regions of the flow, where other methods may not give good results, and regions under the
influence of the equipment wall or other disturbences. The disadvantage of this method is that there is no
general method applicable in all processes, just for particular cases. The type of reactor evaluated is employed
in hydroconversion and hydrotreatment processes. There are fow experimental results available in the
literature for real situations. The simulated computational results are compared with the experimental results
from the literature of an fluidized system formed by water-air-glass spheres. Also, computational results are
compared with the result obtained for a hydroconversion reactor solved by means of the finite volume
method. The results obtained show that the variational method is capable of simulating a multiphase flnidized
bed reactor as well as other methods. This show that it is possible to explore the optimization characteristics
of the variational principles.

Keywords: Variational principle; optimization; computational fluid dynamics; fluidized bed reactor; slurry
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Introduction

The objective of this work is to show that the varational principle method is applicable for the
fluidized bed reactor modelling and simulation. The main importance of this method is to associate the
intrinsic characteristics of optimization that make it possible to fit unknow parameters and 1o simulate the
process simultancously, based on the criterion of energy minimization (Yang,1994). Therefore, for the
process analysis, the modeiling have to be carried through an integral formulation and bot through a
differential formulation.

The variational method is a technic of numeric resolution that make it possible to obtain an
approximate or accurate solufien in terms of a trial function (¢Stimative), with unknows parameters or
functions. These parameters or functions are determinated in accord with the limits or restrictions of the initial
problem. In order to exist a trial function it is necessary that the first variation of the integral formulation is
zero, in other words, that the integral is stationary (Finlayson, 1972).

Thus, in order to test the method, the case study process iIs a multiphase fluidized bed reactor
operating in a slurry bubble column mode. This reactor is employed, for example, in biotechnology processes
and in hydroconversion processes of heavy oils and petroleum resids. The fluid dynamic behaviour in the
reactor is extremely complex, and when associated to the fact that there is no general variational principle
applicable to all fiuidynamic processes (Finlayson, 1972), make this work to be complicated and require large
mathematical ¢ffort. Due to mathematical complexity of the reactor model and of the variational method, in

this study the method is analysed for a pseudo-homogeneous reactor model, without chemical reaction.

A model in integral form is solved for the reactor, and simulation results are compared with the
experimental results obtained for an fluidized system, constituted by water-air-glass spheres (Chen et
al.,1993). The same model in differential form is solved by means of the finite volumes method, where the
algebraic equations obtained are solved with the tri-diagonal matrix algorithm (TDMA) (Carbonell and
Guirardello.1997). The results obtained are satisfactory and indicate the possibility of the application of the
variational principle method for the fluidized bed reactor modelling and simulation.

Variational Principle Method

The variational methed consists in transforming a differential equation into an imtegral equation,
mathematically equivalent through the Euler-Lagrange equation (Gal-Or and Weths,1972). This make it
possible to convert the differential formulation in an integral formulation,which can be tested. The main
difficulty of this method is to know if it exist or not an equivalent formulation for a given problem.

The justificative for testing the application of the variational method is based on three facts: a)
differential equations have some difficulties to model and to simulate various situations of practical interest
(Reti and Reti,1982; Ecer and Rout, 1983: Becker et al., 1994; Zhu 1995), b} the variational method allow the

resolution of systems described by a complex geometry and boundary conditions and ¢) the results obtained
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through the variational formulation are easier to apply and make it possible practical applications (Gorla and
Madden, 1984).

The variational method is similar to the method of weighted residuals (MWR). The solution is
expanded in terms of one trial function with parameters (constants) or unknow functions that are determined
in accord with the geometry and boundary conditions of the system. The variational integral is stationary and
this make it possible to obtain the maximum or minimum with respect 10 the parameters (constants) or
unknow functions with a physical viewpoint. The results are identicals with that obtained by the Galerkin
method.

The variational calculus is associated with changes in the functional y. The functional is the domain
of the space of admissible functions which satisfy restrictions of continuity or boundary conditions. The
simplest form and important problem in the variational calculus is given by:

5

@y} = [ 1300, x))ax )

a

where x is independent term, y is a function dependent of x and yx/ is derivate of y in relation to x. The
integral @() can be calculated and is & real number. The function yrx) is stationary in Py}, or ®() has a
stationary value, if the first variation of ©(y) is zero for all admissible variations of yix), provided that

$((a)) = D(pb)) = 0. The necessary condition of ©(y) is given on the its stationary value. This is equivalent
1o:

8000)= [nle) 1, - (s, ) a0 a

where f, is derivate of fin relation to y and f, is the derivate of fin relation to y,. The relation f - df 1, Ve

= (}1s called Euler-Lagrange equation and can be extended to two and three-dimensional systems.

Through the vanational method it is not easy to assure if the given system has one minimum or
maximum point. The sufficient condition for ©(p) to be minimum point is that there exists one positive
number K satisfying:

s(80(y,,m)z K|

for all 7 in any normalized space. This is why it is not easy to prove if it is a minimum or a maximum
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Fluid Dynamic Mathematical Model

The phenomenological equations of fluid flow in the reactor are based on the continuity and
momenturn balances time-averaged equations using an Eulerian approach and written in cylindrical
coordinates. A two-fluid dymamic mede! constituted by a gas phase and a pseudo-homogeneous phase called

slurry is studied for the purpose of this paper. The slurry phase is formed by liquid phase and solid particles
uniformly distributed.

The mathematical model used for the reactor is one-dimensional (Carbonell and Guirardelio,1997).
The radial velocity is considered to be zero and variations of axial velocity are considered only in radial
direction. One-dimensionat models have been applied in the simulation of bubble column reactor (Gasche et
al..1990; Carbonell and Guirardello, 1997) and multiphase fluidized bed reactor (Chen et al.,19953).

The system operate In stationary state and gas and slurry phases flow upward. In this study no
chemical reaction is considered. A zero-order turbulence model is assumed to describe the liquid dispersion
and the fluid is considered newtonian.

The fluid dynamic in the reactor shows through the experimental results the formation of the internal

recirculation with the liquid flowing upward at the column center and downward near the wall (Dudukovic
and Devanathan, 1993),

Differential formulation

The slurry phase model is given by:

14 s Ay ar

s} & PP Y i | o e Eg+e JHF =0 V)

- d]’[ Pl ar £ dz pslg( sf g) (I
The gas phase model is;

14 o 4V dP :

:5[‘%‘“5 d—f)“gg“d?ag(pg—pﬁJ—F=o A2

The boundary conditions are:
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The model equations show the terms of viscous forces (dispersion), drop pressure, weight, buovancy
and interfacial drag force. The effective viscosity (¢%) is given by the sum of the laminar and turbulent
viscosities (Reichardt,1951; Menzel et al.,1990; Grienberger and Holmann,1992; Chen et al.,1995). The
average gas hold-up (&) for gas-oil-catalyst systems (hydroconversion) is calculated using the correlation by
Tarmy et al. (1984) and for water-air-glass spheres systems is determinated by Chen et al. (1993). The gas
hold-up show a parabolic radial distribution (Chen et al,,1995). The interfacial drag force F resulting from
phase interactions is calculated by the expression used by Torvik and Svendsen (1990).

Integral formulation

The equations (IV) and (V) are represented in the variational form by:

R, B,
(I) f%? +£g -Vg ).2.;-7_!’_6#'{' jg'(p:!'gsl 'V:I _‘hpg '58 'Vg )Z,z.r.drﬂ'
d 0
R,
c,
I{Pszg gl )+ > £,8,. (V V)}Z.ﬁ.r.dr-f—
o
2
?'I' HaE dVﬂTw el L) onrar b
02- st @5 dr} £ 1

Applying the Euler-Lagrangre equation on the equation (VI) results in equations (IV) ¢ (V). The
variable Cw is the constant of interfacial drag force (Schwarz and Turner,1988). The trial function for radial
profile of the axial velocity (V;, V;) is given by:

N l:( » }2.;‘ }
V=>C,. = (VID
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where N is the number of desired terms in the series. For larger N the solution is more accurate and require
more computational time. The parameters (constants) C; are determined simultaneously in the integration of
the equation (V1) so that the integral is a minimum,

To solve equation (VI) it is necessary to apply equation (VII) minimizing with respect to the
parameters C,. The integration is obtained by Gauss-Legendre Quadrature method.

Results

In order to evaluate the variational model described by equation (VI), four exemples were simulated
for fluidized system formed by water-air-glass spheres, two situations for slurry phase and two for gas phase.
Additionaily, the results are compared with the results obtained by finite volume method (Carbonel and
Girardello, 1997) and with the experiemental results (Chen et al.,1993).

Table-I: Physical properties of the systems simulated.

Physical Slurry phase (Gas phase
property | Case-1 | Case-2 | Case-1 | Case-2
d reactor 0.285
d particle 530.0 | 670.0 | 530.0 | 5300
U liquid 0.0348 | 0.0044 | 0.0348 | 0.0348

U gas 0.0283 [ 0.0708 | 0.0531 | 0.1200
g average | 0.0667 | 0.0502 | 0.0667 | 0.0667
p liquid 1000.0

p solid 2292.412361.8 1229242292 4
p gas 1.2

o liquid 9.0x 107

1 gas 2.0x 107

d particle is multiplied by 10°
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Figure-I: Simulation Case-1 for the slurry phase.
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Figure-II: Simulation Case-2 for the slurry phase.
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Figure-III: Simulation Case-1 for the gas phase.
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Figure-IV: Simulation Case-2 for the gas phase.

Figure-V shows one simulation for a hydroconversion reactor without chemical reaction through of
the variational and finite volume methods. The objetive is to show what the variational method is a technic
capable of modelling and simulating very well other systems.
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Figure-V: Simulation of 3 hydroconversion reactor.

Conclusions

Computational simulation resuits show that the variational principle method is applicable in
multiphase fluidized bed reactos and that the optimization characteristics can be explored.

The finidized bed reactor modelling and simulation is very well represented by variational principles.
This indicate the possibility of applying the variational methed on other chemical engineering systems and
also in other areas.

The result of the gas phase not is very good for two reasons. The first is that it is necessary to use
better correlations for the gas hold-up. The second is that the mass balance was applied only for the slurry
phase because this phase is more important for the process modelling,
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Netation

a integral lower limit

b integral upper limit

C - constant of velocity profile, m.s”

C., constant of interfacial drag force, kg.m™ s
d diameter, m

F interfacial drag force, N.m reactor

g gravitational acceleration, m.s™

K positive number



N positive number

P drop pressure, Pa

I radius, m

R reactor radius, m

U superficial velocity, m.s”

i axial velocity, m.s™

X independent variable

bY dependent trial function of x
Greek letfers

® integral formmation domination
7 normatized space domination
& hold-up, m’.m"

U viscosity, kg.m™ s

) density, kg.m”

T 3.14159 ...

Subscripts and superscripts

c
eff
&

i

st

Symbol

i

column
effective
gas phase
hamp §
slurry phase

derivate of function in relation x

normalization
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EXPLORANDO AS CARACTERISTICAS IMPLICITAS DE
OTIMIZACAO ASSOCIADAS AO METODO DOS
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Resumo. Lste trabalho mostra que a modelagem e simulagdo computacional de um
processo quimico através do método dos principios variacionais pode ser explorado
quando associado as suas caracteristicas implicitas de otimizagdio. A principal vantagem
deste método esta associado a ndo ufilizagdo de correlacdes empiricas, escassas em
literatura aberta, e sua principal desvantagem estd na drdua e dificil manipulagdo
algébrica do problema. O desenvolvimento de um simulador computacional robusto e
eficiente para um processo quimico complexo esta condicionado sobretudo a existéncia de
correlagdes empiricas que sejam aplicaveis para as condigles operacionais desejadas.
Portanto, este fato tormna o método dos principios variacionais bastante oportuno, pois
podem ser propostas funges tentativas, de acordo com as restrigbes ou limites do
problema, com coeficientes (constantes) a determinar em substituicdio destas correlagdes.
Estes coeficientes serdo determinados de maneira que o problema assume um valor étimo,
ou seja, os coeficientes sdo auto-ajustdveis para que a funcdo objetivo tenha uma valor de
minimo ou mdximo. Os estudos iniciais foram realizados para a hidrodindmica de um
reator trifdsico do tipo coluna de lama borbulhante e os resultados computacionais obtidos
sdo bastante satisfatorios e estdo em concorddncia com resultados experimentais.
Adicionalmente, o presente método mostra outras vantagens, que por meio da abordagem

tradicional, via equagbes diferenciais, somente sdo obtidas quando submetidas a etapa de

ofimizacdo.

Palavras-chave: Principios variacionais, Reator trifasico, Hidrodindmica, Otimizagdo
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1. INTRODUCAO

O objetivo deste trabatho € propor a aplicagdo de um método matematico, conhecido
por principios variacionais, para a modelagem e simula¢io de processos quimicos visando a
nio utilizagiio de correlaghes empiricas, e a justificativa esta no fato que para o
desenvolvimento de bons simuladores computacionais € necessario que existam correlagOes
aplicaveis ao sistema em analise. As correlagBes empiricas tem dois problemas: 1) s@o
escassas na literatura para o sistema especifico e ii) sua extrapolagiio poderd conduzir a

resultados errbneos.

O método dos principios variacionais possibilita que ao invés de impor uma correlagio
empirica conhecida para descrever o comportamento de uma determinada variavel, esta seja
descrito por uma fung@o tentativa com coeficientes que serdo determinados durante a etapa
de simulagio do problema. A fun¢do tentativa devera obrigatoriamente obedecer os hmites
e as condigOes de contorno do problema e seus coeficientes sfo determinados de forma que
a fun¢io objetivo do problema assume um valor 6timo, de minimo ou de maximo,
dependendo da natureza do processo. Portanto, os coeficientes da func8o tentativa s@o auto-
ajustados de forma que a equagdo integral do modelo seja estacionario em relagio a estes

coeficientes, ou seja, obedecem a primeira condi¢io necessaria de otimizagdo.

Na abordagem variacional, a modelagem fenomenologica de um processo é realizada
por meio de uma formulagio integral, equivalente a formulagio diferencial {(Gal-Or e
Weihs, 1972), e suas variaveis sdo determinadas de forma que o valor desta integral seja
um valor estacionario. Este fato torna o método muito interessante, principalmente na
descriciio de regides criticas do processo, tais como aquelas sobre efeito de parede do

equipamento.

O fundamento tedrico do método variacional esta baseado em postulados
termodindmicos. A aproximacao variacional € um escalar baseado sobre a maximizagdo de
entropia, minimizagdo de energia ou a minimizagio da taxa de energia dissipada. Ressalta-
se que existem vérias teorias variacionais, entretanto, uma comparacdo entre estas indicam
que sdo todas consistentes entre si, desde que devidamente aplicadas (Yfing, 1994). Este

fato torna o método dos principios variacionais uma técnica de otimizago por natureza.

Segundo Finlayson (1972) muitos problemas em engenharia podem ser caractenizados

pelos principios variacionais e que a maior dificuldade na sua aplicagfo estd no fato de ndo
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existir um método geral aplicavel para todos os casos de interesse. Entretanto, a sua
aplicagdo para a hidrodindmica de reatores multifasicos ja foi demonstrado por Santos Jr. e
Guirardello (1999) sem a explorag@o das caracteristicas implicitas de otimizagio associadas
ao método dos principios variacionais. Portanto, neste trabalho tais caracteristicas serdo

exploradas.

A equacio integral resultante da formulagdo variacional € resolvida por meio da
técnica de quadratura. Os resultados obtidos com as simulagdes computacionais mostram
que o método € bastante eficiente, pois apresentam resultados satisfatérios e em

concordancia com os resultados experimentais obtidos por Chen et al. (1993).

2. ASPECTOS GERAIS

Neste topico € apresentado uma breve abordagem sobre o método dos principios

variacionais e alguns aspectos basicos em otimizagio.

2.1 Método dos principios variacionais

A aplica¢do do método dos principios variacionais pode ser justificado por: 1} evitar o
uso de correlagdes empiricas, substituindo por um principio fisico (minima energia, por
exemplo), 1) representa muito bem varias situagdes de interesse pratico (Gorla e Madden,
1984) que ndo sdo representados pelo uso de equagdes diferenciais (Zhu, 1995) e iii)

descreve satisfatoriamente processos complexos (Santos Jr. e Guirardello, 1999).

A técnica do método variacional constitul em obter a fung@o w (integrando) que seja
equivalente ao modelo matematico diferencial, e que posteriormente sera integrada por
técnicas apropriadas de integragdo numérica. Assim, 0 método consiste em transformar a
equagio diferencial do modelo em equagio integral através da equacio de Euler-Lagrange
(Schechter, 1967; Finlayson, 1972). Desta forma, o problema serd equivalente a um
problema de maximizagio ou minimizagdo de uma funcional / com relagdo a uma fungio
tentativa w (Yang, 1994). Ressalta-se que o método dos principios variacionals pode ser
aplicado sobre todo 0 modelo matematico diferencial ou em apenas sobre uma parte deste
(Finlayson, 1972). A otimizagdo da funcional / com relagdo as constantes ¢, da funcdo

tentativa w; consiste em resolver a equacio:
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Max ou min [ (w ; (x, y,z))rﬂjgz/[x, Y,z,w, (x, A z),ﬁ%f)}c&.@.dz (01

onde o indice / representa cada uma das varidveis independentes x, ¥ e z, e o indice j
representa as equagOes sobre as quais € aplicado o método variacional. A equagio de Euler-

Lagrange para este caso é dada por:

o J o

A aplicagdo do método dos principios variacionais somente é possivel quando as
fungdes w; tornarem a funcional 7 (“Eq.{01)”) estacionéria, ou seja, com derivada nula em
relagdo a todas as constantes ¢, da fungdo tentativa w,. Portanto, obedecem a primeira

condi¢@o necessaria de otimizago dada por:

6I(wj(x,y,z)):0
de,

(03)

Na aplicagio deste método no campo da otimiza¢do, o acoplamento entre a equacio
“Eq.(01)”, denominada de fungdo objetivo, e as equagdes restritivas G (igualdade) ¢ H
(desigualdade) sdo realizadas por meio dos multiplicadores de Lagrange. Assim, a equacio

“Eq.(02)” assume a seguinte forma:

& 4 o] @ B
v [w ngk.Gk «%Z/’L,..HZ} ——Z{g[———}a(awj T (W*‘;ik G, +Z)LI.H1H}—O (04)

e a equacdo “Eq.(03)” assume a forma;
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o |

[»)]

I, (e 3. 2)+ 34,6, +3 4, ‘H,}xo (03)
(44 3 H

n i

A descri¢8o detalhada do formalismo matematico pode ser visto em Finlayson (1972).

2.2 Otimizacio

A otimizagdo € um problema matematico com muitas aplicagdes nos mais diversos
campos do conhecimento humano. A finalidade da otimizagio ¢ encontrar os pontos de
minimo ou de maximo de uma fun¢do F de multiplas variaveis x, com valores dentro de

uma determinada regido do espago multi-variavel, delimitado pelas restrigdes G ¢ H.

A notag@o para a formulagio matematica de um problema de otimizagio é:

Min: Fx)
.t Gx)=10

Hx) <0

I<x<u {Problema 1)

onde x € um vetor de » varidveis (x;, X,....x,) limitadas pelo intervalo [/,,u,], G x) é um
vetor de restrigdes de igualdade de dimensdo my e H (x) é um vetor de restricdes de

desigualdade de dimensio m;.

Nao ¢ do mérito deste trabalho testar o uso e a eficiéncia de pacotes de otimizagdo. O
interesse aqui € verificar a aplicabilidade do método dos principios variacionais, mostrando
que este ¢ equivalente a uma técnica de otimizagio. Assim, com a formulagio variacional
concluida, pode-se utilizar qualquer pacote de otimizagio capaz de resolver o sistema em

analise. Entretanto, o pacote de otimizag&o utilizado foi apresentado por Gill et al. (1984b).
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3. MODELAGEM DO REATOR

A equagio matemética para a modelagem variacional de um reator do tipo coluna de

lama borbulhante pseudo-bifésico foi apresentado por Santos Jr. e Guirardello (1999):

0'«—-'-;:6

{% e Vy+e )+ g.(psf.gsz Va+p,. 33.Vg)+ Pa€, .g.(VS, -V, )}.2.71-.r.dr +
dI/ 2
£ ) }}.2%.?’.63?‘ (06)
dr

A equagdo “Eq.(06)” representa as leis de conservagio do momento para as fases de

F Cw ]ir = st ’ g
_{[{—5—.53.5 (Vd V) 23,&15, 'g*‘f'jd;z_ +ul e,

lama e de gis descritas na forma de uma equagdo variacional. A fase lama é pseudo-
homogéneo, constituida pelas fases de liquido e particulas solidas uniformemente

distribuidas.

As leis de conservagio de massa para as fases é dado por:
R
Usppd=[p,e,V,.d4 (07)
[/

onde o indice f representa as fases de lama e de gas.

Observe-se que a queda de pressdo corresponde ao multiplicador de Lagrange para as

restricdes de balango de massa, com a condi¢io de que sejam iguais para as duas fases.

As condigdes de contorno assumidas para os estudos foram:

r=0-—

-‘;—V =0 (C.C.1) (08)

Fr=R—>V =0 (C.C2) (09
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A funcio tentativa avaliada foi para o perfil de velocidade V' (“Eq.(06”) e ¢ dado por
uma classe especial de fungdo conhecida por polindmio de Tchebyshev, que pode ser visto

com mais detalhes em Gerald (1989). A fun¢3o tentativa € dada por:

@
i=0

v, =30 T[{%ﬂ (10)

H
H
-l

onde (C; s8o as constantes (coeficientes) da funcdo tentativa e 7; é o polindmio de
Tchebyshev de ordem i. Observa-se que a condigio de contorno C.C.1 é automaticamente
verificada da forma expressa na equagiio “Eq.(10)”, e a condigdo C.C.2 ¢ ajustada pelo

método durante a etapa de simulagio.

4. RESULTADOS

Nesta etapa inicial de avaliagio dos resultados estudou-se o caso da simulagdo para um
reator de hidroconversio, sem reagio quimica, mostrado por Santos Jr. e Guirardello
(1999), que por ocasido, sem explorar os aspectos de otimizacio associado ao método dos
principios variacionais, apresentou uma figura (Figura-V de Santos Jr. e Guirardello
(1999)) simulada com a “Eq.(06)” e a restri¢io dada apenas pelo balango de massa da fase
lama (“Eq.(07)”), fato este justificado pelo grau de liberdade das varidveis do modelo e

também pela importincia da fase lama em relagio a fase gés.

A figura “Fig.(01)” mostra os perfis de velocidade axial local no reator de
hidroconversdo simulado por Santos Jr. e Guirardello (1999) e o mesmo reator simulado

com as restrigdes de fechamento de balango de massa das fases de lama e de gas.
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Figura O1. Perfil radial de velocidade superficial axial.

Para a simulagio do reator restrito as equacgdes de fechamento de balango de massa
para as duas fases fol necessario nfo aplicar a comrelagio empirica para a estimativa da
variavel de fragdo volumétrica média de gas (“hold-up™) no leito, dada por Tarmy et al.
(1984), conforme usada por Santos Jr. e Guirardello (1999), pois esta correlagdo néo foi
capaz de estimar a varidvel satisfatoriamente, e conseqiientemente ndo permitiu ©
fechamento do balango de massa da fase do gas. Assim, foi realizado um ajustamento para
o valor desta variavel afim de que pudesse ser verificados os fechamento de balango. Os

resultados computacionais obtidos para a “Fig.(01)” estio explicitados na tabela seguinte:

Tabela 01. Dados comparativos entre as duas simulagdes mostradas na figura “Fig(01)”.

Eguacdo para o e médio Queda de pressdo (dP/dz) Fechamento B.M. (%)
Calculo de &, médio | ¢ Algébrica | Numérica | Desv. (%) | Liquido (Gas
Tarmy et al. (1984) | 0,202336 | - 8106,61 | - 785950 | 3.05 | 1,57.1077 | 410,09

Valor ajustado 0,057908 | - 906919 | -9006,09| 0,70 | 121.10™]167.107"°
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Conforme pode ser observado na tabela “Tab.(01)” o fechamento de balango de massa
para o gas quando usado a equacdo de Tarmy et al. {1984) tem um desvio percentual
relativo muito elevado (410,09%), enquanto que, para a fase liquida o desvio é
praticamente nulo. Entretanto, quando o valor da fragio volumétrica média do gas ¢
ajustado, os desvios nos fechamento de balangos sdo praticamente nulos. Verificou-se
também a reducdo no desvio relativo entre a queda de pressiio numérica e algebrica.
Ressalta-se que, devido ao uso de 15 termos no perfil de velocidade dado pela equagio
“Eq.(10)”, o desvio relativo entre as queda de pressdo foi de 0,70%, valor que poderia
tender para zero caso fossem empregado um numero infinito de termos, entretanto, os
perfis praticamente ndo sofreriam aitera¢Ses numéricas que justificassem um maior esforgo
¢ tempo computacional. Exemplificando, numa simulago para o mesmo caso, porém com
30 termos na equago “Eq.(10)”, observou-se que o tempo computacional foi 4 vezes maior
e o ganho no desvio entre as queda de pressdo algébrica e numérica foi de apenas 0,08

pontos percentuais, ou seja, caiu para 0,62%.

O comportamento dos perfis observados na figura “Fig.(01)” estdo de acordo com o
esperado, ou seja, com a verificacdo das equagOes de fechamento de balango os perfis
sofrem um “achatamento”, fato comprovado pelo dados listados na tabela “Tab.(01)”.
Adicionalmente, este resultado esta mais coerentes com a baixa vazdo superficial de

gntrada.

Nas simulagdes mostradas na figura “Fig.(01)” foi empregado apenas o método dos
principios variacionais. Entretanto, quando usado um pacote de otimizac&o para resolver a
fun¢do objetivo dado pela equagdo “Eq.(06)” e as restricdes de igualdade dado pela
equacgio “Eq.(07)”, aplicadas para as fases de lama e de gés, os perfis de velocidade foram
todos inconsistentes fisicamente, ou seja, ndo apresentaram o perfil padrio que caracteniza a
recirculagdo interna apresentado pela fase lama (Lamb, 1962; Ueyama e Miyauchi, 1979).

Na tabela “Tab.(02)” é mostrado os resultados obtidos destas simulacdes:

Tabela 02. Dados das simulacdes obtidos através do pacote de Gill et al. (1984b).

Equacdo para o Queda de pressdo (dP/dz) Fechamenio B.M. (%)
Cdlculo de g, médio Algébrica | Numérica | Desv. (%) | Liquido Gas
Tarmy et al. (1984) | 0,202336 -810895 | -5039 | 9938 |834.107" | 132,94

Valor ajustado 0,057908 | - 9069.85 | - 1242 9986 | 1,42.107°] 50,94

& meédio
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Entretanto, por comparagio entre os valores obtidos para a queda de pressdo algébrica
nas tabelas “Tab.(01)” e “Tab.(02)”observou-se que as solu¢des foram praticamente
idénticas, com desvios relativos de 0,0289 % e 0,0073 %, respectivamente. Este fato
ocorreu devido a formacio de um ponto de sela da funcional 7 para o termo de queda de
pressdo. Assim, repetindo as simulagOes listadas na tabela “Tab.(02)” com o termo de
queda de pressdo numeérico fixado em -7859,50 e -9005,09, respectivamente, conforme a

tabela “Tab.(01)”, teremos os seguintes resultados quando utilizado o pacote de Gill et al.
(1984b):

Tabela 03. Dados das simulagGes obtidos sem o ponto de sela dado pela queda de pressio.

Equacdo para o s médio Queda de pressdo (dP/dz) Fechamento B.M. (%)
Cdlculo de &, médio | Algébrica | Numeérica | Desv. (%) | Liquido Gas
Tarmy et al. (1984) | 0,202336 - 8106,61 | -7859,50 | 3,05 |9,80.10" | 410,09

Valor ajustado 0,057908 | - 9069,19 | -9006,09 | 0,70 | 1,84.107%|2,79.10™°

Por observagfo das tabelas “Tab.(01)” e “Tab.(03)” pode-se concluir que os resultados
foram praticamente idénticos, portanto, a figura “Fig.(01)” também representa os mesmos
perfis de velocidade quando utilizado um pacote de otimizagdo para resolver a equagio
“Eq.(06)”, mostrando assim que o método dos principios variacionais € equivalente a uma

técnica de otimizagdo (Problema 1), ou seja, 0 método € uma técnica de otimizacio

implicita.

4.1 Unicidade do & médio 6timo

Para o calculo da varidvel da fragio volumétrica média de gas no leito existem varias
correlagdes em literatura aberta. Entretanto, para que o balango de massa das duas fases
sejam simultaneamente verificados somente existe um unico valor possivel para esta
varigvel, e consegiientemente, este valor também possibilita que a queda de press@o entre as
duas fases sejam iguais. Assim, para demonstrar essa afirmacgio foram avaliados os

resultados computacionais que reproduziram os dados experimentais de Chen et al. (1995)

mostrado por Santos Jr. ¢ Guirardello (1999):
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Tabela 04. Avaliagdo dos perfis de velocidade obtidos com &, em correlagdo.

Fase | Caso | g, (Tarmy, etal, 1984) |Desvio dP/dz (%) ij;z?dn;ento B.J\édg"/é)
01 0,056242 0,51 1,53.107"¢ 7.95
Lama —5 0,165909 2.28 3,94 107 4519
Gas 01 0,090165 0,92 4,60.107" 1,23
02 0,180517 2,07 2,30.107° 0,70

Tabela 05. Avaliagio dos perfis de velocidade obtidos com &, ajustado (6timo).

Fase Caso & ajustado (6timo) Desvio dP/dz (%) i ‘z;zg;enm B.Aé d{;’/é)
I ama 01 0,052616 0,47 3,37.107° | 434107
02 0,126296 1,63 579.10% | 2.89.10°

Gas 01 0,091076 0,93 1,84.107 [< 10 (= 0)
02 0,179637 2.06 706,10 | 481,107

Apesar do pequeno desvio relativo percentual obtido entre os termos de queda de

pressio numérica e algebrica, conforme as tabelas “Tab.(04)” e “Tab.(05)”, os desvios

relativos percentuais obtidos com o fechamento dos balancos foram significativos,

apresentando maior desvio o fechamento de balango de massa da fase gas onde o calculo da

frag@o volumeétrica média de gas foi obtido por Tarmy et al. (1984).

As figuras “Fig.(02)” a “Fig.(05)” mostram os perfis do desvio relativo percentual

entre as queda de pressdo algébrica e numérica em funcio da fragio volumétrica média de

gas, 0 que comprova a unicidade do g médio 6timo:
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4.2 Validacio do método

A exploragdo das caracteristicas implicitas de otimizagio associadas ao método dos

principios variacionais ¢ validado por comparaco com os resultados experimentais de
Chen et al. (1995).
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5. CONCLUSOES

Os resultados numéricos obtidos nas simulagbes foram bastante satisfatérios e

descrevem bem os dados experimentais.

O método dos principios variacionais ¢ uma técnica de otimizagio por natureza, ou
seja, € equivalente a qualquer técnica de otimizac8o, com uma vantagem, esta baseado em

postulados termodindmicos, o que garante a consisténcia fisica do problema.

O fechamento do balango de massa para cada uma das fases esta diretamente associado

a igualdade entre os valores de queda de pressdo para cada fase, e estdo diretamente ligados

ao calculo da variavel de fragdo volumétrica média de gas no leito.

A fracio volumétrica média de gas é uma varidvel extremamente importante para o
calculo dos perfis de velocidade no leito, e consegilentemente, para a estimativa de

inGmeras outras varidveis do processo avaliado, tais como os coeficientes de transferéncia.

Simbologia
A Segdo transversal do leito [m®];
Cy Constante interfacial igual 4 5,0.10™;

dP/dz Queda de pressio {[Paj;

g Aceleragiio gravitacional [m.s?];
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R Raio [m];
g Velocidade superficial [m.s‘l};
V Velocidade axial [m.s'l];

Indices e letras gregas

eff Indica propriedade efetiva;

g Fase gas;

sl Fase lama;

e Fragiio volumétrica [m’.m™];
7 Viscosidade [kg.m™.s];

Pe, Densidade {kg.m'3] ;
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EXPLORING THE IMPLICIT CHARACTERISTICS OF OPTIMIZATION
ASSOCIATED WITH THE VARIATIONAL PRINCIPLE METHOD

Santos Jr.,I. and Guirardello, R.

Dept. of Chemical Engineering, University of Campinas — UNICAMP CP 6066, 13083,
Campinas — SP, Brasil

Abstract. This work shows that computational modelling and simulation of chemical
process by means of variational principles methods can be explored when associated to the
implicit optimization characteristics. The main advantage of this method is due to the non
utilization of empirical correlations, escarse in literature, and the main desadvantage is the
complicated and difficult algebraic manipulation of the problem. The development of
robust, reliable and efficient computational simulators for complex chemical process is
condittioned to the existence of empirical correlations that can be applicable to the
operational conditions desired. Therefore, this fact makes the variational principle method
very opportune. A tentative function needs to be attempted in accordance to the restrictions
or limits of the problem, with coefficients that are determined in place of the correlations.
The coefficients are determined such that the problem has an optimal value, in other words,
the coefficients are adjusted so that the objective function has one minimum or maximum
value. The initial study is for hydrodynamic of a three-phase reactor, operating in a slurry
bubble column mode, and computational results are satisfactory enough and they are in
accordance with experimental results. This method shows other advantages, which by
means of traditional formulation, with differential equations, only are obtained when

submitted to the optimization stage.

Keywords: Variational principles, Three-phase reactor, Hydrodynamic, Optimization
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1. Santos Jr. ¥ and R. Guirardello ®@

Coliege of Chemical Engineering
Universidade Estadual de Campinas (UNICAMP)
Campinas, Sp CP 6066 CEP 13083-970 Brasil

jrsantos(@feq.unicamp.br ' or guira@feq.unicamp br @

ABSTRACT

In a previous work an integral mathematical model based on the calculus of variations was proposed
to describe the one dimensional hydrodynamic behaviour in a slurry bubble cohumn reactor; however,
the phase profiles showed a numerical discrepancy next to the wall. This fact can be associate either
to the non consideration of the wall effect phenomena or the turbulence model used. Quantitative
numerical results for the velocity and hold-up phase profiles are very important, because the
transport phenomena are associated directly with the amount of phase present at each point. The need
of a good mathematical description next to the wall is justified by fact that in this region it is verified
high gradients for the gas and slurry velocities and hold-up profiles. In this work, it is incorporated
the influence of the wall effect on the integral mathematical model proposed. Numerical results
obtained are satisfactory and they indicate that the incorporation of the wall effect was necessary for

the efficient description of the phase profiles.

INTRODUCTION

Sometimes, mathematical models in chemical engineering are presented without hydrodynamical
aspects because of the difficultics in the algebraic manipulation and numerical simulation.
Commonly, these models consider mass and heat transfers alone. However, for an efficient modeliing
it is necessary to describe in a satisfactory way the flow and hold-up profiles for all the phases
mvolved, which demands the use of a hydrodynamic modelling. The quantification of these profiles

are indispensable for a reliable numerical analysis of the chemical process.

Santos Jr. and Guirardello [1] proposed a variational approach for one dimensional modelling in a
slurry bubble column reactor without considering external agitation or chemical reaction; it was only

considered the hydrodynamical aspect and the mass balance. The high turbulence ensures the thermal
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homogeneity. Due to the complexity of the flow in this chemical process, the hydrodynamic analysis

is important for a complete investigation of the transfer phenomena and the satisfactory

quantification for the transfer phenomena [2].

Deckwer [2] commented that for a good numerical analysis of the process flow involved in this
reactor it 1s indispensable a efficient mathematical model capable of describing well the region next to
the wall, since the transfer gradients (mass, heat, momentum) are accentuated in this region. In the

central region the transfer gradients are much less accentuated.

If a rigorous mathematical model is proposed and applied in this process, the boundary conditions
must be chosen adequately. Inadequate conditions can generate unsatisfactory results. Usually, one of

the boundary conditions adopted is in relation to the flow velocity in the reactor surface given by:

V=0 in r=R (1)

The equation (01} was adopted by [1]. Also, the turbulence model used should adequately
represent the behaviour next to the wall. However, it was observed that numerical results obtained by
[1] did not describe satisfactorily the experimental data in this region. In order to get more reliable
results, empirical correlations are used in a point next to the wall [3]. Mathematically, the
information regarding the behaviour of the velocity in this point is obtained by approximation of the
boundary layer theory or the Newton’s viscosity law. Usually, a numerical value for the velocity in a

point next to the wall is obtained by Prandtl’s correlation:

Ivk]m('tw,k/Pk)’ ,ln{ﬁx(tw’k/pk)’ xy:; in re=r* (02)

where E is roughness factor (E=8), and y is the distance between the wall and the point considered

(v=R-r*) in the analysis for the calculation of the velocity at that specific point. Equation (2} is

equivalent to Deissler’s equation added to Newton’s viscosity law [3].
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The variable y can be arbitrarily chosen, but it needs to be in the interval given by:

5<y <26 (03)

where v7 = (y.,/pk.'cwyk )/ M, , since equation (02) was empirically fitted for this region.

The turbulence model adopted by [1] did not describe satisfactorily the experimental data next to
the wall due do the high gradients of velocity. Therefore, in the present paper it was used Prandtl’s
correlation for the velocity profile next to the wall. The numerical results obtained were satisfactory

and they indicate the necessity of application of this correlation in the wall region.

MATHEMATICAL METHOD

Intially, 1t is necessary to obtain an analytic expression to calculate the variable for the wall stress
Tw. This expression was obtained from the differential mathematical modelling of the slurry bubble
column reactor proposed in [4]. Adding the two differential momentum equations of the shurry and
gas phases [4] and applying the condition in the wall given by:

g,=]1 and €,=0 m r=R 04)
sl g

it is obtained the expression for the wall stress for the slurry phase:

L dV. dp . .
T :[ss;.uf —dr—} == e,z +p, ) ©9)
=R

where it is observed that the stress variable can be related either to the slurry viscosity in the wall

(left hand side) or the manometric pressure added to the bed weight (right hand side).
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In order to solve the integral modelling [1] with the boundary conditions given by Prandtl
expression (Equation 02), first the differential equation for gas and slurry phases [4] are added. Since

in the region 0 < 1 < r* the term due to gas viscosity is negligible compared to the others, the resulting

differential equation only have the slurry velocity. Therefore, the variational principle can be

formulated as:

2
W= J: {% £y -fvt:;ﬁ ( d:;l J + V,ﬂ.%g + g'GDs.i EytP,E, ).Vsi }2.1::.:11 (06)

which is stationary with respect to Vg . The next step consists to obtain the variational formulation to
calculate the gas profile considering that V, is known. The gas profile is obtained from the
differential momentum equation for the gas phase [4], and the variational principle can be formulated

as:

dP C =z = e (dav. Y
R w o 5] 2 &
I=| {Sg 5 "Pa-es )g.sg].vg ~;~—-——f——1(\.rs1 -v,) +—g—2-5—( d;} }.2.7:_“;: (©7)

which is stationary with respect to V, . considering V,; given. The information for Vg in r* <r <R is

obtained from the equation (01) and (02) by interpolation.

Equation {02) is applied for continuous phases. Therefore, the Prandil’s correlation only is applied

for the slurry phase because the gas fraction next to the wall can be considered negligible.

RESULTS

A trial function for the velocity profiles with unknown parameters C.** was proposed by [1]. This
profile is substituted in equation (06), and then the resulting equation is made stationary with respect

to those unknown parameters C.** . The resulting equations are added to the slurry mass balance

equation [1], and equations {02) and (05). This system is then solved for C;" *  ~dP/dz and 1.4 .

To begin the calculations it is necessary to adopt one value for variable y as close to the wall as
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possible, satisfying equation (03). Thus it was adopted y = 0,005xR or r* = 0,995xR (0,5% of
radius) and the values calculated y* were 7.43 and 15.71 for figures (01) and (02), respectively.

In the figures (01) and (02) the numerical simulations were done for two sets of experimental data
for slurry phase obtained by [5] whose data were already compared with numerical data showed by
[ 1] without the wall effect.

When it is applied the wall effect the flow of slurry profile only is valid in the interval [0,r*]. The
tigure (03) show for the case simulated in the figure (01) that the behaviour for this profile next the
wall [r*,R] was not calculated. However, in this region the slurry profile was approximate by straight
line. An exact result in this region can be obtained by Newton’s viscosity law. The same

consideration is valid for the figure (02) in the region next to the wall.

The first step of the numerical procedure constitute a interactive non-linear mathematical process
for the system of equations given by equations (05) and (06), where it is obtained dP/dz. The second
step 1s a linear procedure obtained only by the stationary condition. Numerical results for the shurry

phase were satisfactory.
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Figure 01 : Slurry phase flow simulated for the case study - 01.
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DISCUSSION
In this work it was analysed the mathematical modelling proposed by [1], where the use of Prandtl’s
correlation for the velocity profile next to the wall resulted in a better agreement between calculated
and experimental value for the slurry velocity. Since equation (02) provides the value for the velocity
in absolute value, its sign is determined by the direction of the slurry flow. In the process studied. the

velocity takes the negative value, since next to the wall the slurry goes downward. Otherwise, the

numerical results would be unrealistic if the positive value were used.

In the proposed approach, based on the calculus of variations, special care should be considered in

the integration, since the slurry velocity equation and the gas velocity equation use different points,

resulting in different limits of integration,

CONCLUDING REMARKS

High gradients of velocity are observed next to the wall region of the slurry reactor. Turbulence
models that do not take this into account are not able to describe with precision the experimental data
for the slurry velocity in this region. The use of Prandtl’s logarithmic law for velocities close to the
wall resulied in better numerical results compared with the experimental data. The application to the

variational formulation was easily done, although it required an iterative procedure due to the non-

lingarity in the model.
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NOMENCLATURE

C constant of velocity profiles

C,  constant of interfacial drag force
eff effective

g gravitational acceleration

r* Prandtl’s radius
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sl

radius of the tube
VISCOSILY

density

volumetric fraction
shurry phase

gas phase
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