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RESUMO

Este trabalho apresenta um modelo fluido-dindmico para a simulacido da
dispersdo continua de efluentes misciveis em rios de geometria irregular. Devido a
geometria irregular do rio, as equagdes de conservagdo de massa e de momentum sao
descritas em um sistema de coordenadas generalizadas. Utilizando pontos conhecidos
de cada margem de rio, foi usado o Método Spline Cubico para encontrar as fungdes
mais suaves possiveis que passem por esses pontos. Estas fungdes tornaram possivel
a obtencdo das linhas de corrente e, entdo, usando o principio da ortogonalidade, as
linhas potenciais foram estimadas. Desta forma, a malha é formada pela intersec¢ao
entre as linhas potenciais e as linhas de corrente. Apesar da irregularidade da
geometria, as variaveis ndo costumam apresentar altos gradientes e, por isso, ndo é
necessario utilizar um complexo modelo de turbuléncia. Portanto, um modelo de
turbuléncia de ordem zero foi escolhido para considerar a turbuléncia. As equacgdes de
conservagao de massa e de momentum foram discretizadas através do Método dos
Volumes Finitos. Os resultados mostram que o modelo é satisfatorio na obtencdo dos
perfis de velocidade e concentragéo do efluente de segdes de rio de geometria irregular.
Além disso, foi previsto com sucesso a influéncia no perfil de concentracédo do efluente
da variagdo da vazdo do rio, do coeficiente de difusdo do efluente na agua, da
concentragao do efluente descartada na margem do rio, da area afetada pela emissao

do efluente e da regido da emissao do efluente.

Palavras-chave: 1. Dindmica dos fluidos. 2. Rios. 3. Spline, Teoria do. 4. Efluente.



ABSTRACT

This work presents a fluid dynamic model for the simulation of the dispersion of
miscible effluents in river sections of irregular geometry. Due to the irregular geometry,
the equations of mass and momentum conservation are described in a generalized
coordinate system. Using known coordinates (points) of each riverbank, it was used a
modified Cubic Spline Method to find the smoother functions to fit these known points.
These functions make possible to obtain the streamlines and then using the principle of
orthogonality, the potential lines were estimated. So the mesh is formed by points
obtained with the intersection of the potential lines and the streamlines. Despite the
irregularity of the geometry, the variables do not usually present high gradients and, for
this reason, it is not necessary to use a complex turbulence model for this study.
Therefore, a zero-order turbulence model was chosen to account for turbulence. The
equations for mass and momentum conservation were discretized using the Finite
Volume Method. The results show that the model is satisfactory to obtain the effluent
velocity and concentration for river sections with irregular geometry. Moreover, it was
successfully predicted the influence in the effluent concentration profile of the variations
of the river flow, the diffusion coefficient of the effluent in water, the effluent
concentration discarded at the riverbank, the area affected by effluent emission and the

region of effluent emission.

Keywords: 1. Fluid Dynamics. 2. Rivers. 3. Spline theory. 4. Efluent quality
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CAPITULO 1

1. INTRODUGCAO

Neste Capitulo sera apresentada uma introducdo ao tema de dispersao de

efluentes em rios, mostrando a importancia da preservagao dos recursos naturais.

1.1. MOTIVAGAO PELO TEMA

A humanidade precisa dos recursos naturais oferecidos pelo planeta Terra para
viver, principalmente do ar para respirar; da agua para beber e do solo para plantar e
extrair dele outros recursos para seu uso. Apesar disso, ao longo da histéria houve um
uso nao-sustentavel desses recursos pelos seres humanos, principalmente na historia

contemporanea, o que acarretou em sérios danos ao meio ambiente.

O ar é considerado hoje improprio para se respirar em muitas regides do
planeta, principalmente em regides de alta concentracdo populacional e industrial.
Nestes grandes centros urbanos, veiculos automotores expelem diariamente enormes
quantidades de gases poluentes, assim como as industrias também os expelem. Uma
consequéncia disso esta no elevado numero de doencas respiratérias causadas por

este tipo de poluigdo nestas regides.



O solo, outro grande recurso muito poluido, tem como componentes principais a
fase solida (matéria mineral e matéria organica), a agua e o ar . O solo pode ser
encarado como uma interface entre o ar e a agua (entre a atmosfera e a hidrosfera),
sendo imprescindivel a producdo de biomassa. Assim, o solo ndo € inerte; ndo é o
simples local onde assentamos os pés; ndo é o mero suporte para habitacdes e outras
infra-estruturas indispensaveis ao ser humano. Entdo, sempre que |he é adicionado
qualquer substancia estranha, considera-se que ele esteja sendo poluido e, direta ou

indiretamente, a agua e o ar também.

O enfoque deste trabalho esta na poluicdo da agua. A agua compde um dos
recursos cruciais a vida terrestre. Porém, seu consumo € limitado pelas condi¢cdes
impostas pela natureza. O planeta Terra possui cerca de 70% de sua superficie coberta

por agua, na qual sua distribuicao esta demonstrada na Tabela 1.1.

Tabela 1.1: Distribuicao da agua mundial.

Fonte de Agua Volume de agua (milha®) | Porcentagem do total
Oceanos 317.000.000 97,24%
Calotas glaciais, geleiras 7.000.000 2,14%
Lencdis subterrdneos 2.000.000 0,61%
Lagos de agua doce 30.000 0,009%
Mares internos 25.000 0,008%
Umidade retida no solo 16.000 0,005%
Atmosfera 3.100 0,001%
Rios 300 0,0001%
Total 326.000.000 100%

Fonte: U.S. Geological Survey, 1967.

Pode-se perceber pela Tabela 1.1 que pouco menos de 1% da agua esta

disponivel para consumo humano. Isto se ndo forem excluidas as aguas inadequadas



pela contaminagdo com elementos quimicos em indices que excedem aos niveis

aceitaveis pelos organismos mundiais de saude.

O Brasil pode ser considerado um pais privilegiado, pois dispde de 8% do volume
total de agua doce disponivel no mundo, sendo a regido Amazdnica a mais rica,
possuindo 80% deste total (Programa Ambiental: A Ultima Arca de Noé, 2005). Além
disso, ainda possui em seu territério o maior aquifero do mundo - o aquifero Guarani -
que ocupa um espaco de um milhdo e duzentos mil km?, distribuido da seguinte forma:
70,3% localizado no Brasil; 18,9% na Argentina; 6% no Paraguai e 4,8% no Uruguai

(Secretaria do Meio Ambiente do Estado de Sao Paulo, 2005).

Boa parte da populagdo mundial (cerca de 40%) vive uma situagao bem diferente
da realidade brasileira, onde a escassez de agua para consumo € uma dificuldade que
faz parte da vida de seus habitantes. Pior ainda encontram-se cerca de 22 paises, onde
se deparam diariamente com a falta deste recurso (Programa Ambiental: A Ultima Arca

de Noé, 2005).

Nem toda agua € propria ou encontra-se disponivel para o consumo humano ou
até mesmo para o consumo em atividades de produgdo. Quase a totalidade da agua
utilizada para o abastecimento publico e industrial € proveniente de rios. Com relacéo a
estes recursos hidricos, a possibilidade de escassez de agua tem se mostrada critica e
com consequéncias ja percebidas por parte da populagdo do planeta. Algumas regides
convivem diariamente com a suspensao parcial do abastecimento de agua potavel.
Cerca de um quarto da populagdo mundial ndo tem acesso a agua potavel. Pesquisas

realizadas em 1985 pela Organizagdo Mundial de Saude (OMS) revelam que 97% dos



habitantes de paises industrializados tém acesso a agua tratada enquanto que nos

paises em desenvolvimento este indice cai para 35%.

A escassez de agua potavel se deve a uma série de fatores, tais como:
econdmicos, geograficos, demograficos, culturais, entre outros. Além dos fatores
citados, observa-se também um numero alarmante de rios cujas aguas tornaram-se

improprias para o uso devido ao despejo de efluentes industriais.

Além dos despejos feitos pelas industrias, muitos deles realizados de forma
criminosa, existe outro fator de poluicdo dos rios; os vazamentos acidentais de
poluentes. Dentre estes poluentes esta o petréleo e seus derivados, na qual seu
vazamento pode acarretar sérios danos aos humanos e aos animais que ali vivem e

dependem deste corpo aquatico.

Inumeros vazamentos de 6leo ja aconteceram na histéria e alguns deles serao
apresentados a seguir. O primeiro grande caso conhecido envolveu o encalhe do navio
Torrey Canyon, em 1967, resultando no derramamento de cento e vinte trés mil
toneladas de dleo, atingindo a zona costeira da Inglaterra e da Franga e provocando a
morte de aves e prejuizos a pesca e ao turismo. Em 1978, cerca de duzentos e trinta
mil toneladas de petrdleo vazaram do navio petroleiro Amoco Cadiz, ocasionando uma
mancha de cento e dez quildmetros de extensao nas praias da costa do Reino Unido.
Um ano depois, o navio petroleiro Atlantic Empress deixou vazar cento e sessenta mil
toneladas de 6leo em Tobago. Em 1989, o navio Exxon Valdez deixou vazar trinta e oito
mil toneladas de petréleo no Alasca, causando uma verdadeira catastrofe ambiental na

regido. Com a guerra do Golfo em 1991, milhdes de barris de petréleo vazaram no



Golfo Pérsico, causando a morte de milhares de peixes, tartarugas e aves. No Brasil, a
CETESB - Companhia de Tecnologia de Saneamento Ambiental (SP) — registrou o
primeiro caso de vazamento de 6leo no pais em janeiro de 1978, o que afetou
drasticamente o litoral norte do estado de Sdo Paulo (Companhia de Tecnologia de

Saneamento Ambiental, 2005).

O Brasil possui outros inumeros exemplos de desastres ecolégicos causados por

derivados de petroleo, sendo alguns deles citados abaixo.

Os primeiros relatos de vazamentos datam de 1955, em Sao Sebastido, durante
as operagdes de transbordo entre os navios maiores para os menores. Ainda no porto
de Sao Sebastidao, ocorreu o primeiro grande episddio conhecido no pais em agosto de
1974, quando o petroleiro Takimyia Maru chocou-se com uma rocha no canal de Sao
Sebastido, provocando o vazamento aproximado de seis mil toneladas de 6leo (Poffo et

al., 1996).

Em marco de 1975, seis mil toneladas de 6leo foram derramadas apds um
acidente com um cargueiro fretado pela Petrobras. Oito anos depois, no més de margo,
trés milhdes de litros de 6leo vazaram de um oleoduto em Bertioga. Em maio de 1994,
dois milhdes e setecentos mil litros de 6leo poluiram uma grande extensdo do litoral
paulista, atingindo dezoito praias do litoral norte paulista. No més de margo de 1997, um
vazamento de dois milhdes e oitocentos mil litros de oleo combustivel atingiu
manguezais na Baia de Guanabara (RJ) devido ao rompimento de um duto da
Petrobras ligando a Refinaria de Duque de Caxias (RJ) ao terminal DSTE - llha D’Agua.

Em janeiro de 2000, uma falha de funcionamento nos sensores de pressdo de um



oleoduto de conexao entre duas unidades de armazenamento da Petrobras acarretou
em vazamento de um milhdo e trezentos mil litros de 6leo combustivel na Bacia de
Guanabara. Em julho do mesmo ano, quatro milhdes de litros de petréleo foram
derramados em uma operacdo de transferéncia de petréleo do Terminal de Séo
Francisco do Sul para a Refinaria do Parand, atingindo uma area de trezentos mil
metros quadrados, proxima ao rio Barigui. Este rio foi atingido por cerca de um milh&o

de litros e, em seguida, o rio Iguagu também foi atingido (Ambiente Brasil, 2005).

As industrias usam a agua dos rios em seus processos, tais como: produgao de
vapor para aquecimento de correntes de processo ou para geragao de energia elétrica,
resfriamento de correntes de processo, aumentar rendimento de produtos com maior
valor agregado, entre diversas outras utilizagdes. Também devido aos seus processos,
elas também geram efluentes que devem ser descartados, sendo muitos deles
langados aos rios. Para que isso nao seja feito de forma indiscriminada e criminosa, o
Brasil possui legislagdo que estabelece niveis maximos de concentragdo de certos
efluentes, de forma o impacto ao meio ambiente seja minimizado e ainda n&o se

prejudique o abastecimento de agua das cidades do pais.

Assim, o cenario descrito justifica a necessidade de estudos que visem o
entendimento da disperséo de efluentes em rios e que possam prever seu possivel
impacto ambiental. Tais estudos sdo necessarios para minimizar o risco de desastres

ambientais e evitar a escassez ainda maior de recursos hidricos.

Além disso, é importante citar a Resolugdo CONAMA 357 de 17 de margo de

2005 do Conselho Nacional do Meio Ambiente que dispdes sobre a classificagcao dos



corpos de agua e diretrizes ambientais para seu enquadramento, bem como estabelece
as condicdes e padroes de lancamento de efluentes. Nesta Resolugdo, mais
especificamente no artigo 33 pode-se ler: “A extensdo e as concentragcbes de
substancias na zona de mistura deverao ser objeto de estudo, nos termos determinados
pelo 6rgao ambiental competente, as expensas do empreendedor responsavel pelo
lancamento.” Desta forma, qualquer empreendedor que lance efluentes em corpos
aquaticos devera realizar estudos sobre os efeitos do langamento deste efluente sobre

0 corpo de agua receptor.

1.2. OBJETIVOS

Este trabalho tem como principal objetivo desenvolver um software capaz de
prever a dispersao de efluentes misciveis em agua que estdo presentes nos efluentes
hidricos que séo langados em fluxos naturais de agua, podendo contribuir para diminuir

o impacto causado.

Além disso, este estudo também apresenta os seguintes objetivos especificos:

« A modelagem e obtengao da malha de um rio com contornos irregulares;

« A modelagem matematica e numeérica de escoamento de rios com contornos

irregulares, utilizando o conceito de coordenadas generalizadas;

« A obtencédo do perfil de velocidade de um determinado rio qualquer;

o« A obtencdo do perfil de concentracdo de um determinado efluente apds ser

langcado em um rio;



« A implementagdo de uma metodologia de solugdo das equagdes do modelo com

uso do Método dos Volumes Finitos;

e O desenvolvimento de um programa em Linguagem Fortran capaz de resolver o

modelo matematico proposto.

1.3. APRESENTAGAO DO MODELO

O sistema em estudo consiste em um fluxo de agua através de um caminho de
margens irregulares, tipico da geometria de um rio. Além disso, sera considerado o
langamento continuo de um efluente hidrico pelas margens do rio contendo uma
determinada concentragdo. Devido a geometria irregular do rio, sera obrigatério o uso
de coordenadas generalizadas. As seguintes hipoteses serdo adotadas pelo modelo

proposto neste trabalho:

Nao ha ocorréncia de reacao quimica entre as fases;

Sistema continuo;

O efluente é miscivel em agua, o que caracteriza um escoamento monofasico;

Modelo bidimensional, ou seja, a superficie do rio sera considerada plana. Desta

forma, esta sendo desconsiderada a profundidade do leito do rio;
e Os fluidos s&do Newtonianos;
¢ Os fluidos sdo incompressiveis;
¢ As massas especificas da agua e do efluente ndo variam;

e A massa especifica da mistura agua e efluente é considerada igual a massa
especifica da agua, uma vez que se considera que a massa de efluente langada ao rio

€ muito menor que a massa de agua que escoa pelo rio.



Considerando tais hipoteses, serdo aplicados os principios de conservagao de
massa do efluente e de conservagcdo de momentum da agua em cada direcao,
resultando em trés equagbes (uma oriunda da conservagdo de massa e duas da
conservagao de quantidade de movimento). Em virtude da impossibilidade de resolugao
analitica dessas equacdes, o Método dos Volumes Finitos (MVF) sera aplicado. Assim,
existe a necessidade de uma resolugdo numérica do problema, o que acarreta na
necessidade de discretizacdo do dominio do rio. Entdo, o MVF é aplicado nas equacgodes
para cada elemento de controle da malha a fim de se obter a concentragao do efluente

ao longo do rio, além das velocidades do rio em cada diregao.

Em virtude dos altos custos dos pacotes comerciais de Fluidodinamica
Computacional, o problema é solucionado com o uso da linguagem Fortran com o
intuito de se obter um software préprio para resolucédo deste tipo de escoamento. Este
trabalho foi desenvolvido no Laboratério de Fluidodinamica Computacional (L-CFD) da

Faculdade de Engenharia Quimica da Unicamp.

1.4. ORGANIZAGAO DA DISSERTAGAO

Esta dissertacdo esta dividida em seis capitulos que foram escritos e

organizados de uma forma légica e sequencial.

No Capitulo 1, Introdugao, o problema da poluigdo e da escassez da agua doce
foi apresentado, onde foram apresentados os argumentos a fim de justificar o estudo
feito neste trabalho. Também ha uma apresentagcdo sucinta do modelo e suas

hipoteses, além da apresentagcado de como esta dissertacdo esta dividida.
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No capitulo seguinte - Revisao Bibliografica - sdo apresentados os estudos
bibliograficos referentes ao desenvolvimento de geragcdo de malhas e a dispersdo de
efluentes em rios. Adicionalmente, apresenta-se uma introducdo a Fluidodinamica
Computacional e ao Calculo Numérico focado nos principais métodos de resolugao de

equacoes diferenciais parciais.

O Capitulo 3, Modelagem, apresenta todo o suporte matematico para a utilizagéo
de coordenadas generalizadas nos principios de conservagao de massa e momentum.
Além disso, é feita a deducdo do equacionamento do modelo de acordo com as
hipéteses assumidas e também se apresenta a técnica usada para a geracéo da malha

bidimensional de um rio qualquer.

No Capitulo 4, Resolugdo Numérica, o0 método de resolugdo para geragao de
malhas bidimensionais é apresentado. Porém, o enfoque principal deste capitulo esta
na resolugdo numérica do escoamento monofasico utilizando o Método dos Volumes

Finitos, além de mostrar também toda a sequéncia de resolu¢ao do problema.

Os resultados obtidos sdo apresentados e discutidos no Capitulo 5, Resultados e
Discussdes. Neste capitulo, os resultados apresentados sdo em relagdo ao escoamento
monofasico de um efluente miscivel em um trecho qualquer de rio. Os resultados, de
uma forma geral, referem-se a geragdo da malha bidimensional ortogonal e aos perfis
de velocidade e de concentracdo do efluente. Simultaneamente a apresentacdo dos

resultados, as discussodes sao realizadas.

Finalmente, o Capitulo 6 (Conclusdes e Sugestdes) apresenta as conclusdes

obtidas referentes ao tipo de malha gerada e da analise dos perfis de velocidade e
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concentracao do efluente na emissao de efluente industriais em rios. Para finalizar, séo
feitas algumas sugestdes a fim de aperfeicoar o modelo e ajudar em trabalhos futuros

relacionados ao tema.
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CAPITULO 2

2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

Este Capitulo apresenta uma extensa revisao bibliografica referente aos estudos

de geragao de malhas e da dispersao de efluentes em rios.

2.1. FLUXO EM RIOS E CANAIS

Segundo French (1986, p. 2), “um canal aberto € um conduto que possui uma
superficie livre, ou seja, uma superficie exposta a atmosfera”. Ainda de acordo com este
autor, este tipo de canal abrange desde processos artificiais, como canais para
irrigacéo, valas de drenagem e canais para navegagao; como processos naturais, tais

como: rios, estuarios, lagos e mares.

O escoamento de um fluido, como a agua, por exemplo, em canais abertos é
semelhante ao escoamento dentro de um tubo. A diferenga entre eles esta no fato de
que a superficie em canais abertos esta exposta a atmosfera, enquanto que no tubo
este fato ndo ocorre. A resolucdo de problemas em canais abertos tende a ser mais
dificil em relagao aos escoamentos em tubos, ja que a posigao da superficie livre pode

mudar com o tempo e com o espacgo (French, 1986).
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Os escoamentos em canais abertos podem ser classificados de diversas
maneiras e baseadas em diversos critérios. Assim, Chow (1959) classificou os fluxos
em canais abertos baseado nas variagbes ocorridas na profundidade do fluxo em

relacdo ao tempo e ao espaco:

¢ Profundidade do fluxo em relacédo ao espaco:

Fluxo variado: Ocorre quando a profundidade do fluxo varia ao longo do
comprimento do canal. O fluxo variado pode ainda ser dividido em rapidamente

variado ou gradualmente variado.

Fluxo uniforme: Ocorre quando a profundidade do fluxo € constante em

qualquer sec¢ao transversal do canal em estudo.

e Profundidade do fluxo em relagdo ao tempo:

Fluxo permanente: Ocorre quando a profundidade do fluxo ndo varia ao

longo do tempo.

Fluxo nao-permanente: Quando a profundidade do fluxo varia com o

tempo.

Assim como o escoamento em tubos, a relagdo entre as forgas inerciais e
viscosas em escoamento em canais abertos pode ser representada pelo numero de
Reynolds (Re) e classificada como laminar, de transigdo ou turbulento. A equacgéo (2-1)

apresenta a definicado deste numero adimensional:

Re = Vtc (2-1)
A%
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Em que v é a velocidade média caracteristica do escoamento; Lc € o
comprimento caracteristico do canal (ou raio hidraulico) e v é a viscosidade cinematica

do fluido.

O raio hidraulico de um canal é determinado pela razdo entre a area da secao

transversal ao escoamento, Ar, e o perimetro molhado, Pn,, como mostrado a seguir:

Le =50 (2-2)

A viscosidade cinematica é a relagao da viscosidade dinamica, u, dividida pela

massa especifica, p.

No fluxo laminar, as forgas viscosas sdo predominantes sobre as fontes inerciais,
enquanto que no fluxo turbulento as forgas inerciais sdo as predominantes. A faixa de
fluxo de transicao € aquela em que o escoamento ndo pode ser classificado nem como
completamente laminar nem como completamente turbulento. A classificacdo em
relagdo ao numero de Reynolds para fluxos em canais abertos feita por French (1986)

esta na Tabela 2.1:

Tabela 2.1: Classificagcao dos fluxos em canais abertos em relagao ao numero de

Reynolds
Faixa de Re Tipo de fluxo
Re <500 Laminar
500 < Re = 12500 Transicao
Re = 12500 Turbulento

Embora estas faixas de numeros de Reynolds existam na literatura, esta

classificagado € considerada generalizada em virtude da variedade e complexidade dos
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escoamentos em canais abertos. Para Chow (1959, p. 12), “na maioria dos canais
abertos o fluxo laminar raramente acontece” e o fluxo turbulento é predominante. Este
autor ainda menciona o fato de que a superficie de um rio parecer plana e suave para
um observador nao significa que o escoamento em questdo seja laminar. Isso
provavelmente indica apenas que a velocidade na superficie € menor que a requerida

para a formacao de ondas.

2.2. DISPERSAO DE EFLUENTES EM RIOS

A dispersao de efluentes é o fenbmeno de transporte que tem como causa a
ocorréncia simultdnea de difusao molecular e/ou turbulenta e da convecg¢ao. De um lado
o transporte difusivo ocorre em fungédo do gradiente de potencial quimico das espécies
envolvidas, que equivale ao gradiente de concentragcdo existente entre as diferentes
regides do escoamento, causando a dispersao das moléculas entre as camadas de
fluido. Por outro lado o transporte convectivo tem como causa as componentes de

velocidade do escoamento.

O coeficiente de difusao representa a facilidade que um determinado soluto se
move entre as camadas de fluido de um solvente. No caso especifico da dispersao de
efluentes, este parametro é conhecido como coeficiente de dispersao; quanto maior seu
valor, maior a facilidade do efluente dispersar de forma difusiva entre as camadas da

agua do rio (Cox, 2003).

Fischer (1967) apresentou uma metodologia para obtencao da taxa de dispersao

longitudinal em correntes naturais, em que obteve em laboratério diversos coeficientes
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de dispersao para distintas condi¢cdes de escoamento. O trabalho de Nordin e Sabol
(1974) mostrou que dispersbes ocorridas no meio ambiente nao apresentam
coeficientes de dispersao constantes. No trabalho de Machado (2006) o coeficiente de
dispersdo foi considerado um parametro de ajuste do modelo, sendo seu valor

determinado a partir de dados de concentracido e vazéao do rio de interesse.

Neste trabalho o coeficiente de dispersao é considerado constante e com valor
pré-determinado, uma vez que nao ha o objetivo de se obter resultados realistas, mas

sim testar se o modelo gera resultados coerentes com as teorias da fluidodinamica.

O fendbmeno de dispersdo de efluentes industriais em rios & apresentado na
Figura 2.1. Conforme apresentado, o efluente é langado com uma vazao constante Qe
na lateral do rio que escoa com uma vazao também constante Qr. Conforme o efluente
dispersa ao longo do leito do rio, sua pluma formada se expande na zona de mistura, de
comprimento LD, até atingir uma zona de mistura completa, onde a dispersao ja néo ¢é
mais significativa. A partir de ent&do, apenas as reagdes de decomposigcédo da substancia
em estudo devem ser levadas em consideragdo, caso seja um componente

degenerativo.
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Figura 2.1: Esquema de dispersao de efluentes.

Muitos estudos tém sido realizados com o objetivo de compreender as interagbes
entre a descarga de efluentes, a estrutura do fluido, a geometria do canal, e o
transporte de material sedimentado. De maneira geral, a investigagdo em campo destas
interacdes é realizada pontualmente, o que o torna demorado, caro e, de certa maneira,
ineficiente, uma vez que o sistema em si pode sofrer mudangas. Por outro lado, um
modelo numérico, se comprovada seu potencial e confiabilidade de predi¢ao, pode ser
ajustado a uma nova situagdo sem a necessidade de um novo estudo detalhado e

demorado.

Uma importante questdo que surge na escolha de um modelo de dispersao de
efluentes € o numero de dimensdes a ser considerada. Apesar de apresentar com mais

fidelidade o processo em estudo, os modelos tridimensionais devem ser tratados com
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cautela, uma vez que estes requerem um consideravel aumento de esforco

computacional.

Lane et al. (1999) aplicaram a fluidodindmica computacional para modelar o fluxo
em rios, comparando as abordagens bidimensionais (2D) e tridimensionais (3D). Em
ambas as abordagens, os resultados foram comparados com dados experimentais. As
equacoes utilizadas foram a de conservacao de massa e a de momento de Navier-
Stokes para um fluido incompressivel. Os termos da influéncia do vento sobre a
superficie, o termo associado ao efeito Coriolis e o gradiente de pressao horizontal ndo
foram considerados. No caso do modelo 3D foram observadas limitacdes referentes a
capacidade de predigdo do modelo; basicamente isto ocorreu devido a grande
quantidade de informacgdes referentes a topografia do rio necessarios neste tipo de
modelagem. Por outro lado, apenas o modelo 3D foi capaz de predizer fluxos
secundarios, além de apresentar maior capacidade de predicdo em escala de

aplicacéo.

Lien et al. (22, 1999) desenvolveram um modelo bidimensional de profundidade
média para simular as caracteristicas do fluxo em canais curvos, considerando o
sistema de coordenadas ortogonal curvilineo. O modelo utilizado leva em consideragéo
a existéncia de fluxo secundario através do calculo de tensdes de dispersdo. As
tensbes de cisalhamento na superficie da agua causadas pelo vento foram
consideradas nulas e o perfil de velocidade assumido foi de distribuigdo logaritmica.
Nas fronteiras sélidas, a lei da parede foi aplicada fora da subcamada laminar e da

camada de transicdo. Os resultados obtidos considerando o fluxo secundario e em
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condicdo de n&o-deslizamento apresentaram boa concordédncia com os dados

experimentais no caso de canais com curvatura média.

Para um canal plano que apresentava uma depressao em sua base, Vasiliev et
al. (1997) estudaram seu fluxo de forma bidimensional e assimétrica, utilizando um
modelo de turbuléncia de uma unica equagéo e o sistema de coordenadas ortogonal
curvilineo. A condi¢ao de contorno de nao deslizamento foi utilizada para as paredes.

Os resultados mostraram razoavel concordancia com dados experimentais.

Ye & McCorquodale (48, 1998) realizaram uma simulagao dos fenbmenos de
transferéncia de momento e massa de um canal curvo utilizando um modelo
matematico tridimensional, além de utilizar o modelo de turbuléncia k-€. O modelo foi
utilizado para simular duas situacdes tipicas para canais curvos. Foram simulados um
canal de 270° de curvatura e um canal de curvas opostas de 90°, em que os resultados
foram comparados com dados experimentais. Foram prescritas distribuicbes uniformes
para todas as variaveis dependentes na entrada do canal; na saida, os gradientes
normais de todas as variaveis dependentes foram considerados nulos. Os efeitos de
parede foram determinados por meio de uma fungao de parede refinada que se mostrou
mais adequada que a convencional lei logaritmica. Para esta fungédo, a velocidade
normal a parede foi considerada nula. O gradiente normal de concentragdo era nulo nas
fronteiras sdélidas. Os resultados obtidos pelo modelo mostraram boa concordancia com
os dados experimentais em ambas as simulagdes. Na segunda simulagdo algumas

discrepancias foram observadas nas proximidades do ponto de descarga.
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Modenesi (2001) desenvolveu um modelo fluidodinamico tridimensional de
previsdo da dispersdo de um dado efluente inerte sendo langcado em um rio. O leito do
rio é representado por uma calha cilindrica de sec¢ao transversal semi-eliptica, de forma
que é possivel representar rios de largura e profundidade quaisquer. O modelo também
assume que o rio ndao possui curvas. O perfil de velocidades axiais € calculado usando
o Método das Diferencas Finitas de 4° Ordem e os perfis de concentracdo s&o
integrados ao longo da diregdo axial usando o Método de Runge-Kutta de 4% Ordem.
Embora tenha considerado escoamento laminar e limitado ao estudo de trechos
retilineos, o trabalho apresentou bons resultados quando comparados com dados
experimentais coletados no Rio Atibaia em um projeto em conjunto com a
REPLAN/Petrobras. Além disso, o programa computacional desenvolvido obtém a
solucdo de forma rapida, especialmente quando comparado com outros pacotes de

CFD do mercado.

Em continuagédo ao trabalho de Modenesi (2001), Machado (2006) apresentou
um modelo de Fluidodinamico Computacional tridimensional para simular a dispersao
de substancias soluveis em rios. O método dos volumes finitos foi utilizado para
aproximar as equacgoes de conservacdo de momento, de massa e de espécie quimica.
O sistema de coordenadas cartesianas foi escolhido para representar o sistema e o rio
foi considerado retilineo. Foi utilizado um modelo algébrico de turbuléncia de ordem
zero, além de utilizar o modelo de Streeter-Phelps para predizer a concentracéo de
substancias organicas e de oxigénio dissolvido ao longo do rio. O modelo também
prediz o impacto causado pela ocorréncia de multiplos pontos de emissdo no trecho

estudado. Os resultados foram comparados com resultados experimentais do rio Atibaia
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e mostraram que a metodologia proposta € uma boa ferramenta para a avaliagao do
impacto ambiental causado pela emissao de efluentes em rios. Além disso, assim como
no trabalho de Modenesi (2001), o software é bastante rapido na obtencdo dos

resultados.

O trabalho de Machado (2006) também mostrou que um efluente ao ser langado
em um rio apresenta uma variagcdo pequena de concentracdo na direcdo da
profundidade do rio, sendo as variagdes mais significativas ao longo dos eixos do

comprimento e da largura do rio.

Baseado nos resultados obtidos por Machado (2006), este trabalho propde a
modelagem bidimensional do langamento continuo de um dado efluente em rios,
considerando ainda coordenadas generalizadas para simular a geometria curvilinea dos

rios.

2.3. A FLUIDODINAMICA COMPUTACIONAL

O desenvolvimento dos computadores e de suas capacidades de
armazenamento de dados permitiu a rapida evolugao da Fluidodinamica Computacional
(CFD). Devida a sua extrema versatilidade para simulagéo e predicao de diversos tipos
de escoamento, a CFD vem se desenvolvendo rapidamente desde a década de 80.
Muitos processos de escoamento comecaram a ser entendidos a partir da aplicagao da
CFD, ja que antes s6 havia a disponibilidade de se avaliar os fendbmenos

experimentalmente, o que pode limitar o entendimento de muitos casos reais.
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2.3.1. As malhas

Uma vez que as equagodes diferenciais provenientes da modelagem do problema
sao resolvidas numericamente pela CFD, é necessario que o dominio de solugcédo do
problema (entre as condigdes de contorno) seja discretizado, o que gera a malha do
problema. Existem diversas maneiras de se fazer uma malha bidimensional, podendo-

se escolher malhas estruturadas ou nao-estruturadas; ortogonais ou nao-ortogonais.

Segundo Maliska (2004), uma malha estruturada é definida como aquela “malha
em que cada volume de controle possui o mesmo numero de volumes de controle
vizinhos”, enquanto que em malhas nao-estruturadas este fato ndo acontece. Uma
malha ortogonal € aquela em que as linhas coordenadas da malha sao ortogonais entre
si (Maliska, 2004). Suas vantagens de uso, segundo Maliska (2004), estdo na aplicagao
das condi¢des de contorno envolvendo as derivadas normais as funcdes da fronteira e
na obtencdo de equacbes mais simples de serem discretizadas e implementadas
computacionalmente. A desvantagem de uma malha ortogonal, ainda de acordo com
Maliska (2004), seria a perda de generalidade do modelo numérico, principalmente em
geometrias complexas tridimensionais. Em virtude da simplicidade das geometrias
bidimensionais, este trabalho trata também da geracdo de uma malha estruturada

ortogonal.

A boa representacao das fronteiras de um determinado sistema é crucial para a
determinacdo do dominio da malha, assim como para um bom uso das condi¢des de
contorno do problema. No caso de geometrias bidimensionais, o método spline é muito

utilizado para este fim.
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Matematicamente, spline € um conjunto de fungbes dependentes entre si, em
que cada funcado é definida entre os pontos nodais consecutivos. Esta dependéncia
entre as fungdes ocorre pela igualdade das derivadas em ambos os lados dos pontos
nodais, exceto nos primeiro e ultimo pontos. As fungdes também devem passar pelos
pontos que as definem. O método spline cubico € um dos mais utilizados em aplicacdes

cientificas e de engenharia e foi o utilizado neste trabalho (Chapra e Canale, 1988).

Schoenberg (1946) foi quem apresentou o método spline pela primeira vez e,
apos isso, surgiram diversos trabalhos na area. O método de spline cubico foi discutido
de uma forma mais profunda nos trabalhos de Landis e Nilson (1962) e Klaus e Van
Ness (1967). Mais recentemente, Shariff e Moser (1998) usaram um método spline
modificado, chamado de B-Spline, em que é mencionado o uso de expansdes em séries
de Fourier na direcdo paralela as fronteiras e de B-splines na diregdo normal as
fronteiras. Nunhez et al. (2004) apresentaram uma maneira de interpolar dados por
meio do principio de minimizagdo usando uma fungdo com pesos pelo método spline
cubico, representando um bom guia para o método de interpolagdo dos dados das

fronteiras do rio usado neste trabalho.

A literatura apresenta diversos estudos no desenvolvimento de geracdo de
malhas, pois esta etapa é vital para a aplicagdo de CFD. Existem inumeros exemplos e
técnicas para a geracdo de malhas bidimensionais em coordenadas curvilineas, sejam

estas malhas inteiramente ortogonais, parcialmente ortogonais ou ndo-ortogonais.

A resolucdo de equacdes diferenciais parciais necessita de uma representacao

numeérica precisa das condi¢gdes de contorno. Quando a fronteira é coincidente com
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uma linha de coordenada e a fronteira pode ser representada nos pontos gerados sobre
esta linha coordenada, entdo se atinge essa melhor precisao numérica. Um sistema de
coordenadas curvilineas com linhas de coordenadas coincidentes com todos os
contornos é chamado de sistema de coordenadas coincidentes com a fronteira
(boundary-fitted coordinates). O motivo disso é que ndo € necessaria a interpolagéo
entre os pontos da malha na representacido das condi¢gdes de contorno, o que pode
gerar erros em geometrias com elevadas curvaturas ou em sistemas de equagdes

diferenciais com altos gradientes nos contornos da geometria (Thompson et al., 1977).

Uma maneira geral de se obter este sistema de coordenadas coincidentes com a
fronteira é fazer com que as coordenadas curvilineas sejam solugbes de um sistema de
equacoes diferenciais parciais elipticas no plano fisico, com condicdes de contorno de
Dirichlet em todos os contornos do dominio. Enquanto uma coordenada é "forcada" a
ser constante em cada uma das fronteiras, a outra coordenada ¢é variada de forma igual
ao redor de cada fronteira. Assim, garante-se que haja uma linha coordenada

coincidente para cada fronteira (Thompson et al., 1977).

Este método foi aplicado primeiramente para geometrias bidimensionais
fechadas e aplicado de formas ligeiramente diferentes por Winslow (1966), Barfield
(1970) e Chu (1971). Amsdem e Hirt (1973) também usaram este principio para
geracao de malhas curvilineas bidimensionais ndo necessariamente ortogonais em um
método que consiste na simples distorcdo de malhas retangulares em malhas
curvilineas usando um método iterativo em que o novo valor de um ponto é calculado

em func&o dos pontos vizinhos até os calculos convergirem. Potter e Tuttle (1973)
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apresentaram um método direto de obtengdo de uma unica malha ortogonal

bidimensional em fungédo de uma malha nao-ortogonal.

Ao invés de obter as solugdes no plano transformado, Meyder (1975) as obteve
no plano fisico em uma malha retangular usando interpolagédo entre os contornos
curvos. Um sistema ortogonal de coordenadas curvilineas foi obtido usando as
condicbes de contorno de Dirichlet em uma parte da fronteira e as condi¢cbes de

contorno de Neumann na outra parte.

Um meétodo muito conhecido e importante no estudo de geragcéo de malhas € o
método TTM proposto por Thompson et al. (1977). As relagbes de transformagao entre
as coordenadas curvilineas coincidentes com a fronteira e as coordenadas cartesianas

sdo escritas a fim de satisfazer as seguintes equacgdes parciais elipticas:

2 2

%+% - P(zn) (2-3)
2 2

2}(—%;—2 = Q(Em) (2-4)

As fungdes P(£,m) e Q(&,m) sdo escolhidas para controlar o espagamento e a
configuragdo entre as linhas coordenadas; & e m sao as coordenadas do plano
transformado. Este método sé gera malhas ortogonais com tipos especificos das
funcdes de controle (Ryskin e Leal, 1983). Maliska (2004) faz a seguinte referéncia ao

trabalho de Thompson et al. (1977): “apdés este trabalho, o uso de coordenadas

generalizadas difundiu-se de forma espantosa”.
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Um outro método de obtengdao de malhas, chamado de mapeamento conforme
(conformal mapping), gera o sistema de coordenadas através da transformac&o de uma
funcdo complexa de um plano para outro em que se preservam a magnitude e a
orientagdo dos angulos entre quaisquer duas curvas que se interceptam em um

determinado ponto (Bieberbach, 1964).

Diversos métodos eficientes surgiram usando o mapeamento conforme para se
gerar malhas bidimensionais, como em Ives (1976), Fornberg (1980) e Meiron et al.
(1981). No entanto, segundo Ryskin e Leal (1983), o mapeamento conforme apresenta
dificuldades quando pequenas mudancas na forma de um dominio podem acarretar em
uma grande alteragdo nos pontos de contorno obtidos. Outra desvantagem, ainda de
acordo com Ryskin e Leal (1983), € que a quantidade de pontos de contorno pode
variar muito em ordem de magnitude ao longo das fronteiras do dominio original. De

acordo com Bieberbach (1964), o método é também limitado a malhas bidimensionais.

Um método chamado mapeamento ortogonal (orthogonal mapping) também
utilizado atualmente foi proposto por Ryskin e Leal (1983) para geracdo de malhas

ortogonais bidimensionais.

Mais recentemente, Thompson (1996) apresentou uma detalhada revisdo no
campo de geragdo de malhas na década de 90. Zhang et al. (2004) desenvolveu dois
sistemas modificados baseados nos sistemas RL (Ryskin e Leal, 1983) e um sistema
hibrido entre estes dois sistemas modificados para gerar malhas bidimensionais n&o-
ortogonais, em que o primeiro introduz fungdes de controle suaves e o segundo

adiciona fatores de contribuicdo ao sistema RL.
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Este trabalho usa um método muito simples de geragdo de malhas, em que as
fronteiras do dominio fisico sdo representadas por funcbes analiticas obtidas pelo
meétodo spline cubico. Através da definicdo de uma fungdo bem simples, as linhas
coordenadas na diregdo das fronteiras (chamadas de linhas de corrente) sao obtidas.
Assim, baseado no principio da ortogonalidade, obtém-se as linhas potenciais (linhas
coordenadas normais as linhas de corrente) através da resolugédo de uma equagao

diferencial resolvida pelo método de diferencgas finitas.

Com relagdao a geragcao de malhas, este trabalho se diferencia dos demais
trabalhos apresentados nesta secao pela sua extrema facilidade de implementacao e
pela ndo necessidade do uso de coordenadas de transformagao. Apesar de este
modelo ser limitado a geometrias bidimensionais, ele € adequado pela abordagem
proposta neste trabalho, nos quais estas malhas serdo usadas para resolugdo das

equacoes diferenciais parciais usando o método dos volumes finitos.

Devido ao fato das fronteiras serem irregulares, existe a necessidade do uso de
coordenadas generalizadas. Assim, o equacionamento do modelo sera obtido em tais

coordenadas.

2.3.2. O calculo numérico na resolugao de equagdes diferenciais parciais

Para se fazer um estudo de um problema fisico a ser resolvido, primeiro é
necessario que se entenda todos os fendbmenos fisicos que estdo envolvidos. Entao,
estes fenbmenos devem ser modelados de forma matematica e depois devem ser

resolvidos. No caso da fluidodindmica, a modelagem € elaborada a partir da aplicagéo
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de principios fisicos, descritos por leis de conservacdo adequadas ao fenbmeno, como
conservagao de massa, energia e quantidade de momento. Geralmente, a modelagem
matematica gera uma ou mais equacgbes diferenciais parciais, cuja resolugao é

normalmente dificil de ser obtida analiticamente.

Assim, métodos experimentais sdo muito utilizados para este proposito.
Recentemente, principalmente apos a década de 80, o rapido desenvolvimento dos
computadores e de suas capacidades de armazenamento de dados aplicados ao
estudo de escoamentos deu origem a Fluidodindmica Computacional, o que abrangeu
mais ainda as possibilidades de resolugdo e simulacdo de diversos problemas

encontrados nesta area.

As solugdes numéricas aplicadas ao estudo de escoamentos necessitam antes
que o dominio (regido fisica em que as equacgdes sao validas) seja discretizado, isto €,
seja dividido em regides discretas. Ao conjunto das regides discretos da-se o nome de
malha. Entdo, as equagdes sao escritas para cada ponto em fungdo de uma variavel
especifica (ex: velocidade, temperatura), o que gera um sistema de equacdes
algébricas. Para se obter a solugdo analitica utilizando um método numérico, seria

preciso utilizar infinitos pontos dentro do dominio de estudo.

As condi¢bes de contorno dos problemas séo introduzidas normalmente quando
estas equacgdes sao escritas em pontos da fronteira do sistema. Cada problema tem
sua especificidade ligada as condigdes de contorno, as condi¢gdes iniciais, aos

parametros de escoamento e as propriedades fisicas do fluido.
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Por fim, o sistema de equacgdes € resolvido também de forma numérica (ex:
Método da Eliminacdao de Gauss) fornecendo a solu¢do do problema. Entéo, a solugéao
deve ser analisada para verificar se tem sentido fisico. Para isto, normalmente se
compara, os resultados com dados experimentais. A Figura 2.2 resume as etapas

necessarias para a obtencao da solugao numérica de um problema de fluidodinamica.

Modelargfe:m +—— Problema fisico
matemmatica
!
S l
g
E e Discretizagio — Slftema ‘?e :
= governantes equacdes algébricas
=
2,
<

‘ Analise e Solugdo _  Resolugéo das
interpretagdo aproximada equacdes algébricas

Figura 2.2: Etapas para a obtencio da solu¢gao numérica de um problema de fluidodinadmica.

Quando se usa um método numérico para a resolugdo de uma equacao
diferencial, deve-se aceitar uma solu¢cao para um numero finito de pontos, sabendo-se
que quanto maior o numero de pontos utilizados, maior € a aproximag¢ao da solucao
numérica da analitica. Porém, ndao € conveniente se trabalhar com malhas muito

grandes, ja que o esforgco computacional ndo aumenta de forma linear com o aumento

do numero de pontos.
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Os métodos mais utilizados sao: método das diferencas finitas, método dos

volumes finitos e método dos elementos finitos.

2.3.2.1. Método das diferencgas finitas

O método das diferengas finitas (MDF) € um método que se baseia na série de
Taylor para a obtencdo das equagdes algébricas que calculam as derivadas em um

determinado ponto.

Depois da discretizagdo do dominio de interesse, utiliza-se a série de Taylor para
se escrever as derivadas em cada ponto na forma de equagbes algébricas que
envolvem a fungao/variavel que se deseja obter. Depois dessa obtengao, substitui-se
estas equacgbes algébricas nas equacgdes diferenciais, obtendo-se um conjunto de
equacdes que devem ser resolvidas para a obtenc&do da solugéo, ou seja, do valor da

variavel de interesse em cada ponto sobre o dominio estudado.

O método das diferencas finitas € um método puramente matematico. Ele nao
utiliza principios de conservagdo de massa, energia e/ou quantidade de movimento
para a obtencao das solugdes, o que pode gerar erros em alguns casos. Desta forma,
para alguns casos é possivel a obtencéo de resultados matematicamente corretos, mas

fisicamente incoerentes.



31

2.3.2.2. Método dos elementos finitos

Segundo Moaveni (1999, p. 527), o método dos elementos finitos é um
procedimento numérico que pode ser usado para a obtencdo de solucbes para uma
extensa série de problemas relacionados com engenharia, incluindo escoamento de
fluidos. Este método pode ser aplicavel também a objetos de formas irregulares,

compostos de diferentes materiais e tendo condigdes de contorno mistas.

Inicialmente, o dominio & dividido em sub-regides denominadas elementos, que
sdo conectadas através de pontos. Entao, o método usa formulagdes integrais (método
variacional ou de residuos pesados, por exemplo) para criar um sistema de equagdes
algébricas. Usa-se uma funcdo aproximada para representar a solugdo para cada

elemento e, entdo, a solugdo completa € obtida através das solucdes individuais.
2.3.2.3. Método dos volumes finitos

O meétodo dos volumes finitos baseia-se na obtencao das equagdes aproximadas
através dos balancos de conservacdo de uma determinada propriedade envolvida
(energia, momentum ou massa) em um volume elementar. A vantagem deste método
esta no proprio fato da conservacao da propriedade no volume elementar ser a base da
obtencdo das equacgdes, pois o sistema linear formado por elas representa bem a
conservagao em nivel infinitesimal. Além disso, como os balangos devem ser satisfeitos
em nivel de volumes elementares para qualquer tamanho de malha, os principios de
conservagao podem ser checados em uma malha bastante grosseira, permitindo que
quase tudo seja feito manuseando-se poucos resultados em execugdes rapidas no

computador (Maliska, 2004).
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E comum a utilizacdo de funcgdes de interpolacéo do tipo diferencas centrais para
os termos difusivos e do tipo “upwind” para os termos convectivos. Isto porque o
esquema “upwind” evita o aparecimento de coeficientes negativos na matriz de solugao
do sistema linear, e por consequéncia, evita as oscilagbes numéricas indesejadas

(Maliska, 2004).
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CAPITULO 3

3. MODELAGEM

Este Capitulo apresenta a modelagem de dispersédo de efluentes misciveis em
agua com o objetivo de representar adequadamente as equagdes de conservagao de

massa e momentum desta disperséo.

3.1. AS EQUAGOES DE CONSERVAGAO

O estudo do movimento de fluidos é baseado nas trés leis da fisica a seguir:
e Leida Conservacado de Massa
e Segunda Lei de Newton
e A Primeira Lei da Termodinémica

Tais leis sdo consideradas fundamentais no estudo da fisica e se tornam
essenciais no estudo da mecanica dos fluidos. No presente trabalho, visto que né&o
existe transferéncia de energia, a abordagem da Primeira Lei da Termodindmica nao

sera necessaria.
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3.1.1. A conservagao de massa

Na segunda metade do século XVIII, Lavoisier mostrou que a matéria podia ser
transformada, porém nunca destruida ou criada. Sua descoberta aconteceu através da
demonstracdo de que apds uma determinada reacdo quimica, os produtos formados
tinham a mesma massa dos reagentes, ou seja, houve uma transformacgao (reagentes
se transformaram em outras substancias, chamadas produtos) e ndo houve criagcéo e
nem destruicdo de matéria. Esta descoberta deu origem a chamada lei da conservagao
de massa, comumente chamada de “balango material” ou “balango de massa” (Brasil,

1999).

Apesar de Lavoisier ter usado reacbes quimicas nesta descoberta, tal lei é
aplicavel tanto para processos fisicos (sem reagdo quimica) quanto para processos

quimicos (com reagao quimica).

O conceito geral do balango de massa esta mostrado na equagéao a seguir:
Entrada + Geracdo - Saida - Consumo = Acumulo (3-1)

A entrada e a saida de massa ocorrem através das fronteiras do sistema,
enquanto que a geragéo, consumo e acumulo de massa ocorrem dentro do sistema. A
equacao (3-1) pode ser usada em sistemas macro e microscépicos e também para a

massa total do material ou para qualquer molécula ou atomo envolvido no processo.

E usual no estudo da mecanica dos fluidos usarem elementos infinitesimais do
fluido, ou seja, um balango de massa microscopico € efetuado. Quando se efetua este
balangco para a massa global do sistema, gera-se entdo a conhecida equacao da

continuidade. Quando o balanco de massa € aplicado a um elemento infinitesimal de
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volume para uma espécie A (na qual ha mais de uma espécie quimica neste volume),

entado se chega a equacao diferencial de transferéncia de massa para a espécie A.

E comum encontrar na literatura as equacdes diferenciais escritas para
coordenadas cartesianas, cilindricas e esféricas. Como neste trabalho se usara as
coordenadas generalizadas, entdo as equacgbOes de conservacdo de massa serao
aplicadas para este tipo de coordenada, isto €, as equacdes obtidas serdo aplicaveis

para qualquer tipo de coordenada.

Considere o elemento infinitesimal bidimensional em coordenadas generalizadas

na Figura 3.1:

: T g

T

Figura 3.1: Elemento infinitesimal bidimensional em coordenadas generalizadas e os fluxos de

massa em cada eixo (7] e é‘ )-

A partir do desenvolvimento apresentado no Anexo 3, as areas deste elemento

sao calculadas por:
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or
dA. =|—l.d 3-2
P n (3-2)
or
dA =|—|.d 3-3

De acordo com a definicdo de volume dada contida no Anexo 4, entao:

or

on

or

o5

dV = dédn (3-4)

E importante ressaltar que o elemento infinitesimal é bidimensional e, portanto,
as dimensdes em terceira dimensao sao unitarias. Estas equacdes serdo mais precisas

quanto menor for o elemento de controle, ou seja, quanto mais suas arestas se

aproximarem de retas.

Definindo:

h, = o (3-5)
0&

h = ar (3-6)
on

3.1.1.1. Balango Global de Massa

Se considerarmos um balango de massa global, entdo a equagéo (3-1) se reduz



Entrada - Saida = Acumulo

Assim:

o(pV
(p.V§ dA| +pw, .qu\U)— (p.vé.dAg\W +pv, dA, W): (V)

Substituindo as equagdes (3-2) a (3-6) na equacgao (3-8):

lov.h,dn| + pv, h.de )-

)_ 8(p.h..h, dédn) (3-9)
rean) ot

(p.Vg h,dn|, +pv,h.ds
Rearranjando a equagéo (3-9):
(p.vg h, -dUL - pVv.h .d?]‘§+d§)+

)_ d(p.h,.h,.dEdn) (3-10)
- ot

(p.vn h.dg| - pv, .h.ds

n+dn

Dividindo a equacéo (3-10) pela equacgao (3-4), chega-se a:

1 {8(p.hn.v§)+8(p.hg.vn)} op

- == (3-11)
hoh | o¢ on ot
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A equacéao (3-11) recebe o nome de equagao da continuidade em coordenadas

generalizadas ou curvilineas.

No caso deste trabalho, os fluidos (agua e efluente) sdo incompressiveis e as

massas especificas ndo variam ao longo dos eixos, entéo:
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{a(h”.vg) 8(&»%)} 0 (3-12)

3.1.1.2. Balango de massa para um componente

Define-se a substancia A como sendo o efluente; B como sendo a agua e C
como sendo o meio de dispersdo (agua e efluente). Considerando a convecgao e a
difusdo e que n&o ha reagao quimica, entdo aplicando a equagéo (3-1) no elemento de

controle da Figura 3.1 para o efluente:

Entrapor Entrapor Entrapor Entrapor Saipor
conveccgao +difusdo +conveccdo +difusdao -convecgao +

em ¢& em & em n em n em &+d&
(3-13)
Saipor Saipor Saipor
-difusdo  -conveccéao -difusio = Acumulo
em £+dé em n+dyp em p+dn
Entao:
oC oC
c,v.|d¢-D,,,..—2| dA.+C,v | dn-D,_,..—2 dA +
A g‘g g of AC hg-(afg ¢ A 77‘” n of AC hn-aﬁn "
D oC, A
+CA.V§‘§+d§.d§— Ly dA, +C,v, q+dq.d77+ (3-14)
£ lgrag
oC, a(C,V)
_DefA,C' 7 = Ap
h,.0n ot
n+dn

Substituindo as equagdes (3-2) a (3-6) na equacéo (3-14):



oC, oC
C,V.. ,7\ dn-D,, oA hoc h, d77+CA.v,7.h§L.d§—De,,A,C./L].—aA??.hé q.d§+
oC,
~Cuvoh,|, A0+ Dy o2 hoc h|  dn-C,v, hg‘md”.dg +
£+dé
olC,.h..h d&éd
Dy G0 p | e - (Cheh, 0 dn)
" h,.0n ot
n+dn
(3-15)
Rearranjando a equacéo (3-15):
oC oC
(CA.v h \ C,vV.. ,7\‘5 dg)dn[De,,A’C.?gé.hq —De,’A,C.?a‘;E.hU J.dn+
£ £+de
oC oC
+(CA'Vn'h§‘ CA Vn h§ ;7+dn)d§_[ ef AC" h aA h ef AC" h aA h ]-dé::
n n+dn
_olC,h.h, dédn)
ot
(3-16)
Dividindo a equacéao (3.5.1.2-4) por d&.dn:
9 C,v.h +D,,..—" oCy
o0& h, o&

(3-17)
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Considerando que o coeficiente de difusdo € constante, entao:

) 6(CA.V§.h,7)+D a(h, ac,) a(cA.v,].hﬁ)+
o& TACos\ h, T oE on
(3-18)
o (h. ac,) a(C,h.h,)
+Def,A.C PYR =
on\h, on ot

Considerando ainda que a emissao de efluente ao rio seja continua, entdo nao

ha variagao da concentragao ao longo do tempo, como mostrado pela equagao (3-19).

_8@N%hJ+D a(h, ac, _a@#whg+
o& TACos\ h, T o on
(3-19)
h
+DefACi _f-& =0
" on\h, on

3.1.2. A segunda lei de Newton aplicada a fluidodinamica

A segunda lei de Newton aplicada a Fluidodinamica pode ser escrita de uma

forma geral para um determinado volume de controle da seguinte forma (Welty et al.,

1984, p. 48):

Somatadrio de Taxa de momentum Taxa de momentum
Forgcas no volume = que saido volume - que entrano volume +
de controle de controle de controle

(3-20)

Taxa de acumulo
+ de momentum dentro
do volume de controle
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No caso de fluidos, € comum trabalhar-se com tensdes, como a seguir:

1 () 1 dmv) a(pv) )
dv.z(r.dA)_dV. T2 (3-21)

Em que A é a area em que atua a tenséo.

Esta equacgéao € escrita em cada diregado do problema dado. Seja uma diregéo ¢

arbitraria, entdo:

T2 (fpdn)- == (3-22)

3.1.2.2. A equagao bidimensional de momentum para o escoamento monofasico

agua-efluente

Considere o elemento de controle bidimensional e as tensdes a seguir:

: gz

\

Figura 3.2: Elemento de controle bidimensional com coordenadas & e 1 e suas tensdes.
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A equacao (3-22) pode ser escrita para cada uma das diregdes.

Diregéo &:

A (g 1 omy.) alpv,)
dV.Z(Tg,.dA)—dV. o (3-23)

Como so6 ha uma fase, uma vez que o efluente é miscivel em agua, a velocidade

da equacgao (3-23) é relativa tanto a agua quanto ao efluente.

Ainda com relagdo a equagao (3-23), como a massa de efluente langada ao rio
sera muito menor em relacdo a massa da agua do rio, entdo a massa especifica da

equacgao pode ser considerada como a massa especifica da agua.

O tensor 72 pode ser escrito da seguinte forma:

~ O-cfé 2'5
T, = { ”} (3-24)

né nn

Fazendo as devidas substituicdes usando as equacgdes (3-2) a (3-6), o termo da

esquerda da equacao (3-23) pode ser escrito como a seguir:

lo...h, dy|.,,. ~o.h,di, |+

, 1 1
v (7..dA)= RETTTRN e, h,.de T .hg.df‘n]+ (3-25)
p-h.h didng,

Aplicando os limites dn — 0 e d¢ — 0 na equacgao (3-25), chega-se em:
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%.Z(ﬁ.dA): 1 {8(hn.a§§)+8(h§.r”§)

. +p9 (3-26)
h.h | o on f}

Também fazendo uso das equagdes (3-2) a (3-6), o primeiro termo da direita da

equacao (3-23) pode ser escrito como:

¢ omi) 1 1 lpdtv, v h.dy|_ ~pdtv,v b di |+
dv' ot  h.h dédn +[p_dt.vg,.v,7.h§.d§‘ —pA.dt.vé.vU.hg.df‘n]

n+dn

(3-27)

Aplicando o conceito de limite de dn — 0 e d& — 0 na equagéo (3-27):

1 a(m.\7§) 1 {a(hq.p.vg?)Jr8(hg,.p.v§.v,7)}

: = : (3-28)
dv ot h..h, o0& on
Substituindo as equacgdes (3-26) e (3-28) na equacéo (3-23):
1 8(/777'6:5) 8(’75'%5) _
: + +pg; |=
h..h, o0& on
) (3-29)
_ 1 {(ﬂ(hn.p.vg)Jr olh,.ov.v, )} N a(pv.)
h..h, o0& on ot

Agora so falta escrever as tensdes em fungéo das velocidades.

Escrevendo o tensor gradiente de velocidade com base na equacgao (22) do

Anexo 5:



Sy o, .8,) - alv, &) 5 o, 8,) - 8(vn.é,7).é (3:30)

—_—. e, + .
hos ~° hof " hom " honp

Reescrevendo a equagao acima:

h.o&  ° hoé& "hoé " ho
- ~ (3-31)
_ |~ ov, oe. _ |~ ov, oe,
+e,.e.. +V,. .te, . e,. +v,.
h,on h,on h on h,on
Considere agora as figuras a seguir
CH e”‘é+dé.n+dn
En+dn
T]+dﬂ 4 eé‘&-!—dé,n-!—d‘r]
8 -
e”‘&+dé,n
1 E . eé‘gmg,n
;8 ‘ §+dg
Slen

44

Figura 3.3: Visualizagao geométrica dos vetores ég e én em um elemento de controle da malha.



oe

Figura 3.4: Visualizagao geométrica do vetor 8_ .

s

—

e
n E+dE,n+dn

—

Figura 3.5: Visualizagao geométrica do vetor a—" .

eé‘§+dé’;,n+dn
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Figura 3.6: Visualizagao geométrica do vetor —5.

on

n

Figura 3.7: Visualizagao geométrica do vetor

on '
Pode-se escrever que:
%, %l %, (3-32)
0¢ ds
65,7 _ Mlerde - ’7“5 (3_33)

PE dé

46
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aé‘;‘: — e§ ]7+d?7 N ét‘77 (3-34)
on dn
aéq _ e’7 n+dn - 77‘77 (3'35)
on dn

—

oe -
Pela Figura 3.4, observa-se que o vetor 6—5 tem a mesma diregao do vetor e, .

e -
A Figura 3.5 mostra que o vetor p ” tem a mesma direcdo do vetor e.. A analise da

oe -
Figura 3.6 indica que o vetor a—‘; tem a mesma direcdo do vetor e, e a Figura 3.7
n

—

oe ) -
mostra que o vetor 5 ~ tem a mesma diregdo do vetor e.. Isto somente ocorre em
n

coordenadas ortogonais. Assim:

—= =16 3-36
oc ) (3-36)
% _ +8 (3-37)
o€ :
%, _ +6 (3-38)
-
on
08, ]
= +6 (3-39)
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O sinal das equagdes (3-36) a (3-39), que indicam o sentido dos vetores
unitarios, dependem da curvatura da malha do rio. Para que o sentido destes vetores

seja obtido, sera usada a definicdo de produto escalar entre vetores. Por exemplo, para

oe
se saber se o vetor a—f esta no mesmo sentido ou no sentido contrario ao vetor e

entdo é calculado o produto escalar entre o vetor dééna diregéo & e o vetor éq.
Ent&o:

oe €, ode

Joe..| )

s

o5

(3-40)
le.

—

ae§
on

e, e de
‘de

(o)

(3-42)

oe
on

° de
‘de

n

(3-43)

ik
gk o
iz
i

|

Substituindo as equacgdes (3-40) a (3-43) na equacéo (3-31):
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S |z Ov. v.|ewede. | | _|. Ov, v |e.ede,
Vv =e,.e.. t—=l =TT le |te: e, +— = +
h.0¢  h, e”‘.HdemH h.os  h, |[e ‘ ‘de H
_|. ov, v,|e ede. |._ | . ov, v, | e ede |._
+6, .[eg. p 8577 +h—5.[Hé’7.‘T§”’}eq +6, .[en.ﬁ +h—”{Hé5‘.T’”’].e§]
n n . ] n n 4l n.an

&
(3-44)

D!

Agrupando os termos:

[a% vq[e ode, . ]]# . [vg[é ode,, J ov, lﬁ -
V= | 8,8, + e..e, +
oc h. |[e H\de | h e, H\deﬁH hoc
av§ +V” ode 56 4 _5 ode &
han h, HeH s h, han e

(3-45)

<N

Escrevendo o tensor gradiente de velocidade na forma da equacédo (14) do

Anexo 5:
_ai_kv_ﬂ éf .déﬂ,é V_g e Odé avn |
_ |ho hl|e|ee,. h, He | ‘deffH hg@ £
e (3-46)
ov., N 1 ég . de,m v, e’7 ° dem . ov,
ron el e e ]) mon

Escrevendo entdo o tensor gradiente de velocidade transposto:
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_%Jrﬁ 6. ede,, aLJrﬁ 6:0d6,, |

oyr |20 PR Ror h Rl |
ve €, edé., .\ ov, Ve e, ede,, . ov,
he e lee.. ) hos by {[e,lfee.,| ) h.om |

Para simplificar, escrevem-se as equacdes (3-46) e (3-47) da seguinte maneira:

- [Bv.  Fv,
Vv =| _ - (3-48)
v\/21 v‘/22
- Vv’ vv!
vv' = L 1T1 1: } (3-49)
v‘/21 VVZZ

Substituindo as equacgdes (3-48) e (3-49) na equacgéo (16) do Anexo 5:

~ Vv, +VV]
b= (3-50)

— .\, T
Vv, + va}
~ ~ .
Vv,, +Vv,,

~ ~
Vv,, +Vv,,

Agora é necessario avaliar o termo da pressao da equacgao (15) do Anexo 5, que

estara presente nos termos que possuem tensdes da equagao (3-29).

Considere a figura a seguir:
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F (atml

Pesza

Figura 3.8: Visualizagdo da 4gua escoando em um rio.

A Figura 3.8 mostra um liquido escoando em um rio de comprimento L. Pode-se
perceber que a pressao exercida em qualquer ponto da extensao do rio sobre a agua é

a pressao atmosférica. Entao:
P=P (3-51)

Se o rio for inclinado com um angulo 6 qualquer entre o rio e a forga peso, entéo

as componentes da gravidade nas dire¢cdes £ e 1 sao calculadas por:
g. =g.coso (3-52)
g,=0 (3-53)

Substituindo as equacgdes (3-50) e (3-51) na equacgéao (15) do Anexo 5:

~ |-Py O o Yvﬂ +YV1T1 Vv, +YV1T2 (3.54)
0 - Patm 4 :

Vy +VV,, Vv,, +Vv,,



Comparando as equagoes (3-24) e (3-54), pode-se escrever que:

ov v | e ede
-P,. +2.yef.—§+ 2.u,.—. f ° j’g
h.o& h. Heg‘_ y

v. | e, ede, ov ov
= M- ~ (HeﬂH‘degiJ luef'?a’;g-’_ﬂef'm—ai]-’_

. v,7 e ode
“b, e,

_ e Ve | B 0de,
2-776 = He- hnan + Her - h7 {Hé Hdé:q ]+

n

Ly, Vel 8008, v,
”"‘f'hé' Héq \deég,H ”‘”'hﬁg

—»

o de,, P ov,
lé, HHO’%H “"h,on

n

V
Patm+21uf (

Substituindo as equacgdes (3-55) e (3-57) na equacéo (3-29):

(3-55)

(3-56)

(3-57)

(3-58)
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h ov hn §.de
ol oy e O "l o =1 |V
1 a@ﬂgg+ 2 L@ﬂ“8§J+ 2 [% f(@r%%gjlj+

h.h =~ 0f h.h o h.h o

& &

h ov h§ éﬁ.dénn
O 5 0| = Ho v
) [ {eiie H

h.h,~— on h.h on

e de,
| | o ov
1 [ f[” ‘de“HJ ] .\ 1 8[;49,. ng

h.h’ on " h.h on

1 8(hﬂ.p.v§)_ 1 8(h§.p.v§.vn):8(p.v§)

h.h oc  h.h o ot

+ 0.g.COS O +

(3-59)

Considera-se a massa especifica e a pressdo atmosférica constantes. E

importante ressaltar que a pressao exerce forga em areas iguaisem § e £+dg.

h | e Odé
a /’lef-&-% a luéf U V’?
5 hoor) o \e | \deng
+ +

h..h, ' o0& h..h, ' o0&
h ov,, A h | e ede, |
1 a(;uef,A' h,, : 87] j 1 {,U A {‘e ‘ ‘de H
+ : + : +
h.h, on h..h, on
e de.
0| M, o
: [ f(H \deaH] J 1 a(“d' oz j
+ ) + p.9g.COS O +
hg.h,7 on h..h, on
P 8(hq.V§)_ P a(h§ Vé Vﬂ) %

. : = p.
h.h '~ 8 h.h= on ot
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(3-60)

Considerando um envio continuo de efluentes para o rio, a dispersdo nao varia

ao longo do tempo. Logo:

h | e ede
5 p h’7 8V§ 0 ,Uef'iq M 'VII
ef* -
2 2

h, o ) h.' Héé\.udé,,f
h.h, o& h.h, o0&
h, ov,, o u, .hf. éf.df?”’” %
B a(uem.hq- 5 j o e e, [
h.h on h.h on
e ede
0 Het - _.177_.‘;6 v v
) ]
_ + _ + 0.9.COS O +
h..h, on h..h, on
| P a(hn 'ch) P a(hé Ve Vﬂ) =0
h.h, '~ 8  h.h ' on
(3-61)

Para finalizar a modelagem, sera inserida na equagédo (3-61) a conservagao
global de massa, garantindo assim que os resultados obtidos neste trabalho nao

respeitem somente o balango de momentum, mas também o balango global de massa.

Sendo assim, considere o ultimo termo do lado esquerdo da igualdade da

equacao (3-61) como E.

(3-62)
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Sejaa=h, v, e b=Ah,v, esubstituindo na equagéo (3-62), entdo:

(o ), e o)) g
h.h '~ ot h.h  on

Desenvolvendo a equagao (3-63):

c, P ba, p LV p ob

Yo ov
a. + .Vé.—+ .D. + .Vé.—
h.h o0& h.h Tag hoh T on  h.h " on

E = (3-64)

Substituindo os termos a e b na equacéo (3-64) e rearranjando a equagao:

E_p {Vg ( alh,v.) . alh.v, )j + (h v .% +h.v %H (3-65)

h.h, o0& on

Substituindo a equacgao (3-12) na equacao (3-65), chega-se a:

ov
E-_F .(h V. 4hy —‘fJ (3-66)

Substituindo a equacéo (3-66) no ultimo termo do lado esquerdo da equacéo (3-

61), chega-se a:
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hi adi 0| U, ﬂ W Vv
o o) o Tonlage)”
h.h, = o& h.h, o0&
R 0 1) M G ¥
h.h =~ on h.h~ on (3-67)
e ede
0| Her- .”-”}V ( aan
L Pl G .
h.h on han~~ on 7Y
_ﬁv %_ﬁv %:0
R

A equagao (3-67) é a equagao de conservacdo de momentum na diregcdo §. A
equacao de momentum na direcdo n € obtida de forma analoga a obtida na diregao & .

Segue a equagado de momentum na diregao 1.

Diregcao n:



h. | e, ede,,

E avn 0 M .i. = |V
2 a(ﬂef'hq on J b2 e, e, | )
h..h, ' on h..h, ' on
h, ov, S A
1 a(ﬂ“'h; 6§j 1 helfelee.])
“hon T o hh E T(3-68)

1 ¢ 7.
h.h o0& hg,.h,] ' ol
ov ov

Py —"—ﬁ.v§4:0
h 7 on h§ o0&

n

(§§0déw7 ov
Veliponn)) o Am5)
+

3.1.2.3. Condig¢oes de contorno

o7

As condicbdes de contorno de um escoamento de um efluente miscivel em rios

efluente enviado ao rio nas margens do rio; derivadas nulas na saida do rio.

Matematicamente:

e Margens do rio

v.=0 (3-69)

v, =0 (3-70)

sao: velocidades nulas nas margens do rio; impermeabilidade das margens; velocidade

conhecida e uniforme na entrada; valor constante e conhecido da concentracdo do



Para os volumes de controle onde nido ha emissao do efluente:

Para os volumes de controle onde ha emissao de efluente:

Inicio do rio

Fim do rio

ac,
on

=0

CA = CA,conhecido
V§ = Vz;,uniforme
V” = Vn,uniforme
CA = CA,uniforme
ov

¢ _ 0
0¢
ov, _0
o¢
oC

A _ 0

(3-71)

(3-72)

(3-73)

(3-74)

(3-75)

(3-76)

(3-77)
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3.1.2.4. Turbuléncia

De acordo com Chow (1959), o fluxo turbulento predomina em escoamentos em
canais abertos. Assim, é necessario que se utilize algum modelo para que os efeitos da

turbuléncia sejam considerados.

Assim, escolheu-se um modelo no qual serdo adicionados termos de viscosidade
e difusividade turbulenta nas equacbes de conservagao de momentum e de massa,

respectivamente. Assim:
Hep = M+ My (3-78)
D, =D+D; (3-79)

Em que p, € a viscosidade dinadmica efetiva; x € a viscosidade dindmica do
fluido; 1, é ma viscosidade dindmica turbulenta; D_, é o coeficiente de difuséo efetivo;

D é o coeficiente de difusdo molecular e D, é o coeficiente de difus&o turbulento.

A difusividade turbulenta é calculada através do numero de Schmidt turbulento

(S, )

Hr
Sc, =—— 3-80
o (3-80)

Segundo Welty et al. (1993, p. 591), o numero de Schmidt turbulento é préximo

de 1. Entdo a equacgao acima pode ser escrita desta maneira:
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D, =41 (3-81)

Para que o valor da difusividade turbulenta seja obtido, € preciso que o valor da

viscosidade turbulenta seja conhecido. Este valor sera obtido de acordo com um

modelo de ordem zero proposto por Spalding (1961):

por:

— ke "Bl e? _1— _Z_2
U =uke e -1-2Z > (3-82)

Em que:

(3-83)

V =.lvi+v? (3-84)

A constante de Von Karman (k) possui valor de 0,41 e a constante B é igual a 5.

De acordo com Wilcox (1993), quando se realiza um balango de momentum na

regido de escoamento da camada limite (muito proxima a margem do rio) com as

consideragdes de que os termos convectivos sdo despreziveis (devido as baixas

velocidades préximas a margem) e que o atrito do fluido com a margem é muito maior

que entre as camadas de fluido, entdo, chega-se a seguinte equagao com a utilizagéao

do modelo de comprimento de mistura.
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‘7 *
¢ %.In[av 'pj +B (3-85)

Em que \75 é a velocidade do elemento de controle na diregao & mais préximo a

margem (tangente a margem); v° é a velocidade friccional e € é a distancia entre o

ponto em que Vv, foi obtido e a margem do rio.

A equacgéo (3-85) pode ser escrita da seguinte forma:

‘7 *
—f—l.ln(&'v 'pj—B=0 (3-86)
v k u

Considere a funcgao f(v*) definida pela equacéao abaixo:

F(v*) :V—i—l.lnﬁg'v P j—B (3-87)
v k u

O objetivo é encontrar o valor de v* que faga com que o valor de f(v*) seja zero.

Para isso, foi utilizado o Método de Newton-Raphson, como demonstrado a seguir:

v =y o 1) (3-88)
F(v))

*

Em que v, é o valor de v na iterag&o anterior; v, é o valor de v~ calculado na
iteracdo seguinte; f(v_) é o valor da fungéo f(v') na iteragdo anterior e f'(v,) é o valor

da primeira derivada da fungéo f(v') na iteragéo anterior.
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Sendo assim, arbitra-se um valor inicial de v~ (representado por v;) e calcula-se

* *

* 1 *\. . p . * .
f(v,) e f'(v,); em seguida v, , é calculado. Caso a diferenca entre v, , e v, seja

menor que 10*, considera-se que o valor de v~ foi encontrado; caso contrario, o novo

*

valor encontrado de v, calcula-se novamente f(v, ), f'(v.) e v, ., até que o critério de

n+1?

convergéncia estabelecido seja atingido.
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CAPITULO 4

4. RESOLUGCAO NUMERICA

Como ja mencionado anteriormente, para que as equacgdes diferenciais parciais
obtidas no Capitulo 3 a partir dos principios de conservacao de massa e de momentum
sejam resolvidas numericamente, é necessario primeiro que o dominio de solugao seja

discretizado, ou seja, a malha deve ser gerada.

Em seguida, apresenta-se uma breve explicagdo do uso de coeficiente de
relaxacdo na resolucédo de um sistema de equacdes, para depois mostrar com detalhe a
aplicacdo do Método dos Volumes Finitos nas equacdes de conservagao de massa e

momentum obtidas no Capitulo 3.

4.1. GERAGAO DA MALHA

4.1.1. Definigao das fronteiras

Seja um rio representado por um sistema bidimensional definido por duas

fronteiras (margens) e que cada fronteira seja representada por um conjunto de pontos:

e Margem Inferior: Ml1(x1, y1), Ml2(X2, y2), Mls(X3, y3),..., MIn(Xn, Yn)

e Margem Superior: MS+(x4, z1), MS2(X2, Z2), MS3(X3, 23),..., MSn(Xn, Zn)
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Em que n é o numero total de pontos de cada margem.

Note que cada ponto da margem inferior tem o mesmo valor da abscissa do
ponto correspondente na margem superior. Por exemplo, Ml; e MS4 possuem a mesma
abscissa; Ml, e MS,; também possuem o mesmo valor na coordenada x e assim por

diante.

O Método Spline foi usado para ajustar fungdes cubicas que passem por esses
pontos. Sejam f,(x)e g,(x) as funcdes que representam a margem inferior e a

margem superior no intervalo i, respectivamente. Assim:

f(x)=AY x> +BY x* + C" x + D" (4-1)

g,(x)=E"x*+F"x* +G" x+H (4-2)
Emquei=1,2,..,(n-1).

As fungdes que representam as margens possuem quatro coeficientes cada uma
que precisam ser calculados. Para isso, sdo necessarias quatro equagdes para que

eles sejam calculados. Tais equagdes surgem das seguintes condigdes:

e Primeiro intervalo (i = 1)

1. Passar pelos dois pontos (2 condi¢des)

2. Segunda derivada € nula para o primeiro ponto (1 condi¢ao)

3. A primeira derivada € igual a um valor de modo de que o comprimento total de

todas as fungdes seja minimizado (1 condig&o)
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e Segundo ao penultimo intervalo (i = 2,....,n - 2)
1. Passar pelos dois pontos (2 condi¢des)
2. Continuidade da primeira derivada no ponto do inicio do intervalo i para a
funcao do intervalo i e para a fungao do intervalo i -1 (1 condi¢ao)
3. Continuidade da segunda derivada no ponto do inicio do intervalo i para a
funcao do intervalo i e para a fungao do intervalo i -1 (1 condi¢ao)
o Ultimo intervalo (i=n - 1)
1. Passar pelos dois pontos (2 condi¢des)
2. Continuidade da primeira derivada no ponto do inicio do intervalo i para a
funcado do intervalo i e para a fungao do intervalo i -1 (1 condi¢ao)

3. Segunda derivada € nula para o ultimo ponto (1 condig&o)

Aplicando as condigdes acima, chega-se a um sistema linear de quatro equacgdes
cuja resolucao foi feita utilizando a eliminagdo de Gauss. Os sistemas lineares gerados
para o calculo dos quatro coeficientes de cada funcdo estdo demonstrados a seguir na
forma matricial (K.X = L) para a margem inferior (o procedimento € o mesmo para a

margem superior):

e Primeiro intervalo

A S A A, Y,
K — g 22 X2 1 X — B1 L — y2
3x) 2x, 1 0 C, 7

6x, 2 0 0] D, | 0 ]

Em que y € o valor da primeira derivada no primeiro ponto.
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e Segundo ao penultimo intervalo

M3 2 n _ _yi ]
i Xi Xi 1 Ai yi+1
3 2
Ko=| Ko Xin X x=|B Ll dr(x)
3x? 2x, 1 0 C, dx
6%, 2 0 0] —D’— d2f1—1(xl)
L dx? ]
e Ultimo intervalo
_Xr?—1 X5,1 X, 1] _Am1 ] Yo
x> x? X, 1 B, Yn
K B 2 X - 1 L - dfn—Z(Xi
3Xn—1 2Xn—1 1 0 Cn,»] _ fmer 17
ax
6x, 2 0 0] D, | .

A cada atribuicdo de valor a primeira derivada da fungao no primeiro intervalo, os

comprimentos dos arcos de cada fung¢ao sao calculados:

ds, - 1+( "(X)j dx (4-3)

Integrando a equacao (4-3) entre os pontos do intervalo i, tem-se o valor do

comprimento do arco da fungao do intervalo i:

e g [0 _
Sf‘jx,- \/1+( ™ jdx (4-4)

Em que o valor de S; foi calculado numericamente pelo Método de Simpson.
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Entdo o comprimento total € dado por:
n—1

STOTAL = Z S/ (4-5)
=1

Apbs o calculo do comprimento total de cada fronteira, faz-se uma otimizagao

desta variavel em relacdo ao valor da primeira derivada do primeiro ponto (y). Os

splines otimizados serdo as margens do rio.

Assim, o valor de vy é tal que:

R df,(x))’
d | S g
;L, +( dx j X

™ =0 (4-6)

Este procedimento é aplicado para cada margem e, entdo, obtém-se as margens

que melhor se ajustam aos pontos fornecidos das margens reais do rio.

4.1.2. Calculo das linhas de corrente

Seja w,(x) a funcéo que representa a linha de corrente no intervalo i. Entao:

w;(x) = a.g;(x)+(1-a)f(x) (4-7)

Em que o € um numero entre 0 e 1. Assim, cada valor de « gera uma linha de
corrente. Observa-se ainda que quando o =0 a fungdo w,(x) é igual a fungdo g,(x) e

para o =1, a linha de corrente torna-se a fungéo f.(x).
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De acordo com a definicdo das fungbes das margens inferior e superior,

reescreve-se a equagao (4-7):

w,(x)=[A.(1-a)+E,.alx® +[B,.(1-a)+ F.a]x* +

+[C.(1-a)+ G alx +[D.(1-a)+H,.a] (4-6)

4.1.3. Calculo das linhas potenciais

Como a malha é ortogonal, entao as linhas potenciais devem ser perpendiculares

as linhas de corrente na interseccdo entre elas. Seja m(x) a fungdo que representa a

linha potencial, entdo pelo principio da ortogonalidade:

dm(x) dw(x) _

ax ax - (4-9)

dm(x) -1 ]

dx _dW(X) (4-10)
ax

A primeira derivada da fungdo w,(x) é dada por:

W) _ (4 ) X, 99(X) (4-11)
ax ax ax

A equacgéo (4-7) pode ser reescrita da seguinte forma:

o = w(x)-f(x) (4-12)

g(x)-f(x)
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Substituindo as equacgdes (4-11) e (4-12) na equacgéo (4-10):
am(x) _ -1

dx (1_ W(X)—f(X)J df(x)+[w(x)—f(x)j dg(x)
g(x)-f(x)) dx (g(x)-f(x)) dx

(4-13)

A equacao (4-13) foi resolvida utilizando diferencgas finitas para cada condigéo de

contorno a seguir:

X, =X (4-14)

0 margem superior

m(XO ) = g(xmargem superior ) (4_1 5)

Desta forma, a resolugdo para cada condicdo de contorno gera uma linha

potencial correspondente.

4.2, COEFICIENTE DE RELAXAGAO

A aplicacdo do método dos volumes finitos as equagdes diferenciais parciais
pode acarretar na obtengdo de um sistema linear algébrico. Quando isto ocorre, o

sistema é do seguinte tipo:
A..dp = ZAW ¢, +B (4-16)
A equacéo (4-16) pode ser reescrita da seguinte forma:

~ YA, 4, +B

7 (4-17)

e

P
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Adicionando e subtraindo a variavel ¢, da iteragdo anterior (¢, ):

A4 +B
o = 47 +[Z‘"’$—¢;j (4-18)

De acordo com Patankar (1980), a diferenca entre a variavel em uma iteragao e

na iteragao anterior pode ser diminuida da seguinte forma:

YA ¢, +B
A

P

Pp = dp + V{ - ¢;j (4-19)

Em que v é o coeficiente de relaxagdoe O <v < 1.

Assim:

i.gﬁp => A 4, +B+ (1-v)
14

A4, (4-20)
1%

Este procedimento é feito para diminuir a rigidez do sistema de equacdes.

4.3. DISCRETIZAGAO DA GEOMETRIA

A geracdo da malha descrita na Segao 4.1 € responsavel pela discretizagdo da
geometria do rio. Através dela, os pontos de intersecgao entre as linhas de corrente e
as linhas potenciais serdao obtidos e armazenados para que auxiliem na resolugdo do

problema.
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A Figura 4.1 mostra um rio qualquer discretizado com q volumes de controle na

diregéo £ et volumes de controle na direcdo 7 :

Figura 4.1: Rio qualquer discretizado, com ¢q volumes de controle na diregao é‘ e t volumes de

controle na diregéo 7; .

Assim, a geometria possui q + 1 pontos de intersecgdo na direcdo & et + 1

pontos de intersecg&o na diregéo 7.

4.4. METODO DOS VOLUMES FINITOS APLICADO AO ESCOAMENTO DE UM
EFLUENTE MISCIVEL EM RIOS

Nesta secdo, o Método dos Volumes Finitos sera aplicado as equacdes
diferenciais parciais de balango de massa e momentum do escoamento monofasico de

um efluente em um rio. Considere a Figura 4.2, supondo que esta malha seja ortogonal:
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Figura 4.2: Elemento de controle para aplicagdo do método dos volumes finitos e os elementos de

controle vizinhos a ele.

4.4.1. Balango de Massa

Aplicando o método dos volumes finitos a equagao (3-19), que representa a

conservagao de massa do efluente no rio.

[P I—

| %(CA v..h )h.h dEdn +

oc\ h. " a¢

Taic v, .h,)h.h didn +

Dyt sc- _ﬁ.i[i s Jh h,.dé.dn +
(4-21)

+

0 —

\‘;

"¢ o (h oC
- Def,A,C'J.J.%(h_g-a—UAJ-hg .hn.df.dﬂ =0
S w n



73

e Volumes de controle centrais do rio (para 2<i<q-1e 2<j<t-1)

h.h Anlv.h,C, —v.h C,| )+

h, oC h, oC
—hg.hn.An.Def,A,C.Lh—". e e J+
e el B o, (4-22)
+hoh A&, h.C,| v, h.C,| )+
h. oC h. oC
—hh AED, |~ A — T8 Sal 20
h, on| h, on|

Usando diferengas centrais para os termos difusivos e o esquema upwind para

os termos convectivos, entio:

o h| [v..0Cap —h| [-v..0lC,c + )
T h| [v..0lC. +h)| [-v.,0lC.

[ CA,E B CA,P j _ ﬂ [ CA,P B CA,W j n
elo Ag h. A&

hé ,,'[Vn,n ’Och,P - hé‘n'[_ Vo ’01CA,N +

- hg‘s'[vn,s ’O]CA,S + h:‘s'[_ Vs ’01CA,P

CA,N — CA,P _ & CA,P — CA,S -0
' An h| An

n

w

(4-23)

h
—h..h AnD, ,. Lh—”

+h..h .Af.[

S

n

h§
~hh, AED, el F

n

Rearranjando os termos:



Escrevendo de forma simplificada:

A.C,,

Sendo que:

A’?-h,,,e-[vg,e’

+ﬂ.D
A
+Aég D

=ef,ACn"
An

ef ACw "

h
h.,

n.n

Aﬂhqe[ che’ ]+
E Aﬂ hzy,e

ef, ACe"
Aé’ h,,

0]+ anh,, [-v., 0]+ i—g D, e

=A.C,.+A,C,, +A,C,y +AC ¢

h

An h,,
Aﬂh, ,e'[vf,e’o]—l— A77h ,w'[_ ch,w’ ] DefACe =+
7 n Aé hgye
A w
+ —U.De,,A’C’W.L + Af.hg.n.[vmn ,O]+ Af.hg,_s.[— Vs ,O]+ C,r
A& h.,
A h., A h,
+_§'Def,A,C,n'i 5 DefACs T
A77 hl],n hq,s
Anhqe[ er’ ]+ Anhzyw [chw’ ]
= h +C,. .+ h C,,+
+M'Def,A,C,e' 12 e +M'DefAC,w' = e
Aé hg,e Aé hcj,w
Aé:hfn[ VI]I’I’ ]+ Aé:hcfs[vlys’ ]
+ A h, +C,y+ A h.,C
é: DefACn =2 N é: DefACs — As
An h,, An b

+B

n.e

+
e

+A§h§n [Vnn,o]‘i'Aghﬁs [ Vns’ ]

LA h,
A¢ Des scs- hL
n,S

(4-24)

(4-25)

(4-26)

(4-27)
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An.h,, -[Vg,w ,0] +

A, =1 A h. (4-28)
" + _77 'Def,A,c w -
A& h.,
ASh,, .[— V,n ,O] +
A =4 A h., (4-29)
! + _5 -Def,A,c,n- .
An h,,
Af.hé_s.[vq,s,0]+
A =4 A h.. (4-30)
° + _5 'Def,A,C,s : —
An h,
B=0 (4-31)

e Volumes de controle do inicio do rio (parai=1e 2<j<t-1)

Usando a condi¢cdo de contorno dada pela equagéo (3-74) e utilizando volumes

ficticios, pode-se escrever:

C C
CA,w = CA,uniforme = % (4'32)
CA,W = 2'CA,uniforme - CA,P (4-33)

Substituindo a equacgao (4-33) na equacgao (4-25):

AP .CA’p = AE 'CA,E + AW '(2'CA,uniforme o CA,P ) + (4_34)
+ AN 'CA,N + AS -CA,S +B
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Rearranjando os termos:
(A, +A,)C,, =A.C,. +A,C, +A;.C,s +B (4-35)
Neste caso, o termo B esta definido da seguinte forma:

B=2A,C (4-36)

A,uniforme

Os termos A,, A-, A, , A, e A; estdo representados pelas equacdes (4-26) a

(4-30), respectivamente.

e Volumes de controle da margem inferior do rio (para 2<i<q-1e j=1)

Aplicando a condi¢gao de contorno dada pela equagao (3-71) e usando volumes

ficticios, tem-se:

=0 =42 TAS (4-37)

CA,S = CA,P (4-38)

Substituindo a equagao (4-38) na equagao (4-25) e rearranjando os termos,

entao:

(A, -A)C,, =A.C,. +A,C,, +A,C,, +B (4-39)
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Ostermos A, A:, A, , A, As e B estéo representados respectivamente pelas

equacbes (4-26) a (4-31).

¢ Volumes de controle da margem superior do rio (para 2<i<qg-1e j=t)

Aplicando novamente a condicdo de contorno dada pela equacédo (3-71) e
usando volumes ficticios, tem-se:
CAN B CAP

9C, =0=—"—" (4-40)
on |, An

CA,N = CA,P (4-41)

Substituindo a equagao (4-41) na equacgao (4-25) e rearranjando os termos, tem-

se:

(A, -A)C,, =A.C,. +A,C,, +A;.C,s +B (4-42)

Ostermos A, A:, A, , A, As e B estéo representados respectivamente pelas

equacdes (4-26) a (4-31).

e Volumes de controle do final do rio (para i=q e 2<j<t-1)

Usando a condi¢cao de contorno dada pela equacgéo (3-77) e usando volumes

ficticios, entao:
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(4-43)

CA,E = CA,P (4-44)

Substituindo a equagao (4-44) na equagao (4-25) e rearranjando os termos,
chega-se em:
(A, -A.)C,, =A,C,, +A,C,y+A;C,s +B (4-45)
Ostermos A., A-, A, ., A,, A e B estdo representados respectivamente pelas

equacbes (4-26) a (4-31).

e Volume de controle situado no inicio e na margem inferior (parai=1e j=1)

Substituindo as equacdes (4-33) e (4-38) na equagao (4-25) e rearranjando os

termos, chega-se em:

(A, +A, -A)C,, =A.C,. +A,C,, +B (4-46)

Ostermos A., A-, A, ., A,, A e B estdo representados respectivamente pelas

equacdes (4-26) a (4-30) e (4-36).
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¢ Volume de controle situado no inicio € na margem superior (parai=1e j=t)

Substituindo as equacgbes (4-33) e (4-41) na equagao (4-25) e rearranjando os

termos:

(A, +A, -A)C,, =A.C,. +A.C,, +B (4-47)

Ostermos A., A-, A, ., A,, A e B estdo representados respectivamente pelas

equacgdes (4-26) a (4-30) e (4-36).

e Volume de controle situado no final e na margem inferior (parai=q e j=1)
Substituindo as equacgdes (4-44) e (4-38) na equacéo (4-25) chega-se a:

(A, -A.-A)C,, =A,C,, +A,C,, +B (4-48)

Ostermos A., A-, A, ., A,, A e B estdo representados respectivamente pelas

equacdes (4-26) a (4-31).

¢ Volume de controle situado no final e na margem superior (parai=q e j=t)
Substituindo as equacgdes (4-44) e (4-41) na equacéo (4-25) chega-se a:

(A, -A.-A,)C,, =A,C,, +A.C,, +B (4-49)
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Ostermos A, A:, A, , A, As e B estéo representados respectivamente pelas

equacbes (4-26) a (4-31).

4.4.2. Balango de Momentum

4.4.2.1. Diregao &

Aplicando o método dos volumes finitos na equagao (3-67):



on

€ ede
;- _’77 _)éyé Vv
f[‘en‘.“deéé} ‘:]
.hé.hn.dé.dn +

on

+
B e )

) C— S
=y
S —_

h.| e.ede

e e %

en 1 (qu h?? [HeéH‘deMU UJ

it h.h, dEdn +
T

o eldsd

+

p-g.cosd.h..h .dé.dn+

v

hS}

6v§
) o

5

+
T——® S S *—0
) S ) m—S 0 —

3 ‘
o

SR pV. oV
h.h,.dédn—[] h—”.a—;.hé.hn.dé.dn =0
w's n

(4-50)
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e Volumes de controle centrais do rio (para 2<i<q-1e 2<j<t-1):

h ov h €. ede .
Hep - éa—; {H 8, Hden, ]‘Vn‘e +
2.An. b ° + 2.An. ) +
— Her- ! L /uef h’? e ° de Vv ‘
h, o0& He ‘ 7lw
h. ov hé Odé
/uef'hj -a—;n Het - {He H Jvn‘n +
+ A&. h v + A&. +
— gy ,Uf hé e.ede M
h, on He ‘ 7ls
e ede.
(He H‘deéiulvf‘n + (:uef'vn‘ —,ue,.v,]‘ l +
+AE. + ° B
iy (e Ode JV ‘ _(luef'vr]‘e_luef'vn‘wls
“{Je. .| (@-51)

v

+ p.g.cosd.h..h AL.An — p.An.h, .vép{ :

+ vé‘ +
*or—pAEhv, o " =0
¢y o Vé‘s

Usando diferengas centrais para os termos difusivos, o esquema upwind para os

termos convectivos, entao:



Her, e |:V§E_V§P}+ ﬂf%'(e} .Z?”§]VU9+
2.An. e A +2.An : Heg H one +
h [v.,-v.,| o 2 5
Ly { ep T Vew & e, ede, .
"h, | A¢ Herh, &.[[|ee, | il
B .hf,n .|:V§,N - V;P}Jr Hef - hf [e 08, }V”‘n +
+ A& "h, AT + AL " e, H‘de,m” +
_u, hs |:V§,P_V§,S hf{e e de, ]v‘
ef,n* ) lue )
ho An | "h, 1 e. H\deMH s
6 eds.. ||
P | =210 |V, +
f [( n 'HdeéénH] "
(el
- /'le Nt = 0 .-
FAE f ”e ‘ Hdeff H N {(luef,P Vop ~HeewVow )+ } N
. (= o - (,Uef,s Vs = Hersw -V,,,sw)
e de
~ Hers- _.US—_.&;S 0 Ves t
i Hems\-Hdem
e ede
F g — | T 55210 v ’
’ _U%w%%wjlép

[Vé,P ’Olvé,P +
[_ Vé,P ’Olvé,E +
[Vé,P ’O]'Vg,w +

+ [_ Vep ’0]'V§,P

+ p.g.cosd.h,,.h , ASAn — pAnh,,

[VU,P ’Olvf,P +

- [_ V,p ’O]'Vf,N +
~[v,s 0.5 + (4-52)
+[v,, 0.,

- pASh,p.

Rearranjando os termos da equacgéao (4-52):



2.An.1y -0

n.e

2.An.u,,

h

nw + Af'/uef,n 'hé,n + Aeg'luef,s 'hé,s +

AEh,,

Aﬁ.hg‘w

Ag luefn !{‘

e

Ag'luef,n 'hg,n
An.h”‘n

A.u,, -hg,s
A 77-h,7,s

Aé.h,,

h
/uef —* (

2.An. .h
+{ T-heteTne | Anph o [-v., ,0]}.v§£ +l Aéh,,

+ 2.An.

h
/u ef

e, ode

Hde

A

”(e ode } ‘
HeHdeMH

(luef,P Vop T HeewVaw ) +
+

- (luef,S Vs = HerswVysw

nn .Hde(;,;n €598 £

+An.ph v . 0l+ Anph o [-v., 0]+ Aéph v, . 0]+ AL ph, [~ v, . 0]

],O} + Ag.p.hg‘,,.[— V,p ,0]}.%,\, +

€,.*de. .
~Aépy || T WO+ Ag.p.hgﬁp.[v”‘P,O] Vg ¥+
‘e J|de

]}.ng +

(4-53)

e  ede
, &8N

- Ag'luef,n' - _.’7 -
‘en,n i de-;‘,f:,n

7.8 5.6.8

i

An.hmn

+ A&.

Aﬂ-h,,,s

2.An.1y -0

nw

+A77.p.h,7,,.[vgp,0
B hé {e ode }
“n, |Je.Jloe, [

iy hg (e ode
“h, e H\demH

)} +p.9.Ccosd,.h. p.h, o ASAR

S

Vep —
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Escrevendo de forma simplificada e utilizando o conceito de coeficiente de

relaxacao:

Sendo:

+A,V., +A

NV eN sVes

+B



2'A77'/uef,e'hn,e +2'A77'luef,w'hn,w +A§'luef,n'h§,n +A§'/uef,s'h§,s +
Af.hgy’e Ag’:.haw A?].hmn Aﬂ.hnys

e ede e _eode
Ap == Aty | | == N0 | = Al gty | — | =25 [0 [+ (4-55)
S [[Hew -HdeaanH] ] - [ (H% -Hdem,sH] ]
+An.ph v, .0]+ Anph -V, .0]+
+AEph, v, 0]+ AL ph, [~V 0]

AE — {2'A77':uef,e 'hzy,e

T An.ph [-v., ,0]} (4-56)

2.An. .h
AW — { 77 /uef,w

AEh e +An.p.hq’P.[V§’P,O]} (4-57)

Aé'/uef,n'h.f,n _ _ én,n ° défyﬁyn 0

A, =1 Anh, Al [ {Hém |ce.., H] ]+ (4-58)
+ Af.p.hélp.[— V,p ,0]
A(:g'/uef,s'h;s _ én,s °® défﬂfys 0

Ay =1 Anh,, Ag'ﬂef's'[[\éms |de. .. ] ]+ (4-59)
+AS.p.h,p .[VU’P ,O]




n

h,| e.ede, .

B=2An. " Héi-Hdéni “
o ]

+ A&, o
e e

+ {(ﬂef,P 'VI],P - lLlef,W 'VI],W )+

- (,Llef’S Vs = HerswV,sw

)} +p.g.cosS,.h, ,.h, o ASAn +

”‘w

(1-v

e Volumes de controle do inicio do rio (para i=1e 2<j<t-1)

)

ApVip

(4-60)
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Usando a condi¢cdo de contorno dada pela equagéo (3-72) e utilizando volumes

ficticios, pode-se escrever:

%4

Ve

=V

ew — Y &uniforme T

w

(4-61)

(4-62)

Substituindo a equacgao (4-62) na equacéo (4-54) e rearranjando os termos:

A,
1%

(— + A, j.vgnp =A; Vg + A, oyt A Vst B (4-63)
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Os termos A., A:, A,, A, e A, estdo representados respectivamente pelas

equacdes (4-55) a (4-59). O termo B é calculado da seguinte forma:

: [ ee,
BZZ.A?]. +
AR
Her hé Hég‘-udéq,g 77‘

e

& e, ede y
,uef.h N TIrE—Tt e Vv,
d Hei‘u €
+ A&. +
y he[eeds, |
,uef.h 175 Tda Vv,

g Hef‘u eMH

n

S

(/uef,P Vop = Mo Vow ) +
+

- (,Uef,s Vs T HerswVysw

(1-v)

14

)} +p.g.c086,.h, p.h o ASAD +

_|_

AV, +2.A,V (4-64)

&,uniforme

¢ Volumes de controle situados na margem inferior (para 2<i<q-1e j=1)

Aplicando a condi¢gao de contorno dada pela equagao (3-69) e usando volumes

ficticios, tem-se:

"4 +V
Vﬁf,s = O = WT;S (4'65)
Ves = Vep (4-66)



88

Substituindo a equagao (4-66) na equagao (4-54) e rearranjando os termos,

entio:

(i+Asj.v§”P=A V.e +A, V., +AV,.,, +B (4-67)

EVEE WY ew NV &N
v ¢ S ¢

Ostermos A., A-, A, ., A,, A e B estdo representados respectivamente pelas

equacgdes (4-55) a (4-60).

e Volumes de controle situados na margem superior (para 2<i<gq-1e j=t)

Aplicando novamente a condicdo de contorno dada pela equacédo (3-69) e

usando volumes ficticios, tem-se:

V.y tV
Vr;,n = O = % (4'68)
Ven = Ver (4-69)

Substituindo a equagao (4-69) na equacgao (4-44) e rearranjando os termos, tem-

se:

(i+ANj.v§”P =Ac Ve +A, V., +AsV. s +B (4-70)

E-V cE WV ew
v S ¢

Ostermos A, A:, A, , A, As e B estéo representados respectivamente pelas

equacgdes (4-55) a (4-60).
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e Volumes de controle situados no final do rio (parai=q e 2<j<t-1)

Usando a condi¢gdo de contorno dada pela equacéo (3-75) e usando volumes

ficticios, entao:
== = (4-71)

Vig =V.p (4-72)

Substituindo a equagao (4-72) na equagao (4-54) e rearranjando os termos,

chega-se em:

A,

(— - A j.vgnp =A, Vew + AN.VM + A Vgt B (4-73)
14

Ostermos A., A-, A, ., A,, A e B estdo representados respectivamente pelas

equacdes (4-55) a (4-60).

e Volume de controle situado no inicio € na margem inferior (parai=1e j=1)

Substituindo as equacgbes (4-62) e (4-66) na equagao (4-54) e rearranjando o0s

termos, chega-se em:

(% + A, + A ]-V:,,P =Ac V. AV, +B (4-74)
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Os termos A., A:, A,, A, e A estdo representados respectivamente pelas

equacgdes (4-55) a (4-59) e o termo B esta representado pela equagao (4-64).

e Volume de controle situado no inicio e na margem superior (parai=1e j=t)

Substituindo as equacbes (4-62) e (4-69) na equagao (4-54) e rearranjando os

termos:

(% +A, +A, j.vg,”,, =A; Vet As.vés +B (4-75)

Os termos A., Az, A,, A, e A, estdo representados respectivamente pelas

equacgdes (4-55) a (4-59) e o termo B esta representado pela equagao (4-64).

e Volume de controle situado no final e na margem inferior (para i=q e j=1)

Substituindo as equacbes (4-66) e (4-72) na equagao (4-54) e rearranjando o0s

termos:

(ﬁ—AE+ASJ.v§”P=A V., +AyV., +B (4-76)

WY ew NV eEN
v S ¢

Ostermos A, A:, A, , A, As e B estéo representados respectivamente pelas

equacdes (4-55) a (4-60).
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e Volume de controle situado no final e na margem superior (parai=q e j=t)

Substituindo as equacgbes (4-69) e (4-72) na equagao (4-54) e rearranjando os

termos:

(% - A + A, ].vgynp =Ay V., +AsV.s+B (4-77)

Ostermos A., A-, A, ., A,, As e B estdo representados respectivamente pelas

equacdes (4-55) a (4-60).

4.4.2.2. Diregao n

Aplicando o método dos volumes finitos na equagao (3-68):
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Procedendo-se de forma analoga a obteng¢ao das equacgdes discretizadas para a

diregao ¢, estas equacdes estdo apresentadas a seguir:
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(4-79)

Usando diferengas centrais para os termos difusivos, o esquema upwind para os

termos convectivos, entao:
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Rearranjando os termos da equacéao (4-80) chega-se a:

>}*

(4-80)

94



95
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(4-81)

Escrevendo de forma simplificada a equagao (4-81) e aplicando o conceito de

coeficiente de relaxagao, chega-se na equagao a seguir:

A
TP.V,]’P =A LV, e +ALV,y FAWY, ALY, s +B (4-82)

Sendo que:
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h S
A, = {2__,,,8“. h‘f’ + p.h”’P.An.VéyP} (4-87)
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e Volumes de controle do inicio do rio (para i=1e 2<j<t-1)

(4-88)
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Usando a condi¢cdo de contorno dada pela equagéo (3-73) e utilizando volumes

ficticios, pode-se escrever:

Substituindo a equacgao (4-90) na equacéo (4-82) e rearranjando os termos:

V.., =V

n.w

VI],W

=AgV, e T AV

=2V

+AsV, s +B

(4-89)

(4-90)

(4-91)
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Os termos A., A:, A,, A, e A, estdo representados respectivamente pelas

equacdes (4-83) a (4-87). O termo B é calculado da seguinte forma:

_,U hgn 6, dé vV +_
efn i
a7
— hg’ s ° de y
/uefs ‘ Hde Vel
| h’7 o ° de + ]
/uefe ‘ ‘de H
+ An. ° + (4-92)
hqw ° de
e e
(/uef pVep — HesV )+ (1 _ V)
Ap. 2A,V, .
- (;uef,W v ew — Her sw 'V§,SW) - % ’7 A Pt vzz uniforme

e Volumes de controle da margem inferior (para 2<i<q-1e j=1)

Usando a condi¢cao de contorno dada pela equacgéao (3-70) e utilizando volumes

ficticios, pode-se escrever:

(4-93)

(4-94)

Substituindo a equacgao (4-94) na equacéo (4-82) e rearranjando os termos:
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A
(—” + A j.vnlp =AV, e +tALY,, FAWY, +B (4-95)
14
Ostermos A., A-, A, ., A,, As e B estdo representados respectivamente pelas
equacdes (4-83) a (4-88).

e Volumes de controle da margem superior (para 2<i<q-1e j=t)

Usando novamente a condicdo de contorno dada pela equacédo (3-70) e

utilizando volumes ficticios, pode-se escrever:

v,y = 0= (4-96)

Von =V,p (4-97)
Substituindo a equacgao (4-97) na equacao (4-82) e rearranjando os termos:

(% * AN j.vn,P = AE'VU,E + AW Vow T AS Vs ¥+ B (4-98)

Ostermos A, A:, A, , A, As e B estéo representados respectivamente pelas

equacgdes (4-83) a (4-88).
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e Volumes de controle no finaldo rio (parai=q e 2<j<t-1)

Usando a condi¢cdo de contorno dada pela equagéo (3-76) e utilizando volumes

ficticios, pode-se escrever:

ov, V .-V
L= 170 (4-99)

o5 Ag

Ve =V,p (4-100)

Substituindo a equacgao (4-100) na equacéo (4-82) e rearranjando os termos:

(% -Ac j.vq’,, =A, Vow + AN'sz,N + A Vst B (4-101)

Ostermos A., A:, A, , A, As e B estéo representados respectivamente pelas

equacgdes (4-83) a (4-88).

e Volume de controle situado no inicio e na margem inferior (parai=1e j=1)

Substituindo as equacgodes (4-90) e (4-94) na equacéo (4-82), chega-se a:

(% +A, + A j.vnlp = AE'sz,E + AN'sz,N +B (4-102)

Os termos A., A:, A,, A, e A estdo representados respectivamente pelas

equacdes (4-83) a (4-87) e o termo B esta representado pela equagao (4-92).



101

¢ Volume de controle situado no inicio € na margem superior (parai=1e j=t)
Substituindo as equacgdes (4-90) e (4-97) na equacéo (4-82), chega-se a:

(% YA, +A, ].v”,,, AV, + A, + B (4-103)

Os termos A., A., A, ., A, e A, estdo representados respectivamente pelas

equacgdes (4-83) a (4-87) e o termo B esta representado pela equagao (4-92).

e Volume de controle situado no final e na margem inferior (parai=q e j=1)

Substituindo as equacgdes (4-94) e (4-100) na equacéo (4-82), chega-se a:

(% - A + A ].v”’,, =AyV,w +tAV, y+B (4-104)

Ostermos A., A-, A, ., A,, As e B estdo representados respectivamente pelas

equacdes (4-83) a (4-88).
¢ Volume de controle situado no final e na margem superior (parai=q e j=t)
Substituindo as equacgdes (4-97) e (4-100) na equacéo (4-82), chega-se a:

(% “A+A, ].v”,,, Ay Vi + AV, s +B  (4-105)
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Ostermos A, A:, A, , A, As e B estéo representados respectivamente pelas

equacdes (4-83) a (4-88).

4.4.3. Calculo dos coeficientes

O calculo das variaveis presentes nos coeficientes das equacdes de balanco de

massa e de momentum discretizadas neste Capitulo esta apresentado no Apéndice 1.

4.4.4. Numero de equagoes e variaveis

Cada equacionamento das secbes 4.4.1., 4.4.21. e 4.4.2.2. gera um sistema
linear de equagdes com qxt equagdes e gxt incognitas (C,, v. eVv,k ). Aresolugdo

sera obtida através do Método de Eliminagao de Gauss.

4.4.5. Teste de convergéncia

A convergéncia sera obtida somente quando:

i (AvZ, +AV?, )<Erro<107° (4-106)

t
&i.j
=1 j=1
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4.4.6. Algoritmo do escoamento monofasico

O algoritmo do escoamento monofasico esta descrito nas etapas a seguir:

1. Arbitrar valores de v.ev,.

2. Calcular C,.

3. Calcular V..

4. Calcular v,.

5. Calcularv, u, e D;.

6. Fazer teste de convergéncia.

7. Se o teste de convergéncia for satisfeito, o calculo do perfil de velocidades e de

concentracao do efluente esta resolvido.

8. Se o teste de convergéncia falhar, entao repetir etapas 2 a 6 até a convergéncia

do sistema.



Arbitrar valores de

v.ev

¢ n

Y

Calcular C,

Calcular V.,

Calcular v,

Calcular v', u, e D,

Converge?

Armazenar

valores de C,,

Figura 4.3: Fluxograma representando o algoritmo do escoamento monofasico.
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CAPITULO 5

5. RESULTADOS E DISCUSSOES

Este Capitulo apresenta os resultados e discussdes referentes a obtencao de
determinadas malhas através do modelo apresentado no Capitulo 4. Além disso,
discute os resultados obtidos de uma determinada emissao continua de certo efluente

em determinados trechos de rio.

Os resultados obtidos na secédo 5.2 foram obtidos com a utilizagdo de um
Notebook com processador Intel Pentium de 1,73 GHz e 512 MB de memodria DDR2
SDRAM. A malha utilizada de 12 volumes de controle no sentido ortogonal ao
escoamento e 100 volumes de controle no sentido do escoamento, ou seja, uma malha

composta por 1.200 volumes de controle.

Assim, os resultados dos perfis de velocidade e concentracdo sdo armazenados
em arquivos com extensdo .txt através de um programa feito em linguagem Fortran
(Compagq Visual Fortran 6.5); posteriormente estes resultados eram plotados utilizando

o programa Matlab (versao 7.0).
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Para gerar os resultados em arquivos .txt, o programa em linguagem Fortran
levou cerca de 4 minutos. Em seguida cada grafico obtido com o programa Matlab era

obtido em cerca de 20 minutos.

A obtencdo de uma malha mais refinada nao foi possivel, porque uma pequena
elevacao no numero de volumes de controle ndo possibilitava que a maquina tivesse

memoria suficiente para realizar os calculos.

Logo, recomenda-se para as etapas seguintes a este trabalho, como por
exemplo, a validagdo experimental, que seja realizada em computadores com maior
velocidade de processamento e com mais memoria RAM, possibilitando obter malhas

mais refinadas e, portanto, melhores resultados numéricos.

5.1. RESULTADOS DA MALHA

Nas figuras apresentadas nesta secao, as “bolinhas azuis” sdo pontos coletados
de fronteiras reais. As malhas geradas foram obtidas através dos seguintes pontos

pertencentes as fronteiras reais:
e Exemplo 1

Pontos da margem superior: MS4(1, 3), MS2(2, 3), MS3(4, 2.5) e MS4(6, 3)

Pontos da margem inferior: Ml4(1, 2), Ml(2, 1.5), MI3(4, 1.5) e Ml4(6, 2)



107

e Exemplo 2

Pontos da margem superior: MS (1, 2.5), MS2(2, 3), MS3(4, 2.5) e MS4(6, 2.5)

Pontos da margem inferior: Ml1(1, 2.5), Ml 2(2, 1.5), Ml 3(4, 1.5) e Ml 4(6, 2.5)

e Exemplo 3

Pontos da margem superior: MS+(1, 2.5), MS2(2, 4), MS3(4, 2.5) e MS4(6, 3.5)

Pontos da margem inferior: Ml 1(1, 2.5), Ml 5(2, 3.5), Ml 3(4, 1.5) e Ml 4(6, 3.5)

e Exemplo 4

Pontos da margem superior: MS+(1, 3), MS3(2, 3.5), MS3(4, 3) € MS4(6, 3.5)

Pontos da margem inferior: Ml 1(1, 2), Ml 2(2, 1.5), Ml 3(4, 2) € Ml 4(6, 1.5)

e Exemplo5

Pontos da margem superior: MS4(1, 3), MS2(2, 4), MS3(4, 3) e MS4(6, 3.5)

Pontos da margem inferior: Ml 1(1, 2), Ml 2(2, 3), Ml 3(4, 2) e Ml 4(6, 1.5)

e Exemplo 6

Pontos da margem superior: MS+(1, 3), MS2(2, 5), MS3(4, 2) e MS4(6, 5)

Pontos da margem inferior: Ml 1(1, 1), Ml 2(2, 3), Ml 3(4, 0.5) e Ml 4(6, 3)

A Figura 5.1 apresenta a malha gerada para o exemplo 1. Observa-se que as

fungdes cubicas que representam as margens do rio sdo suaves e continuas e,
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consequentemente, as linhas de corrente também possuem as mesmas caracteristicas.
Estas fungcbes também passam pelos pontos responsaveis por suas geragdes, 0 que
esta de acordo com o modelo usado. As linhas potenciais foram obtidas com sucesso e
elas sédo ortogonais as linhas de corrente pelo fato de terem sido obtidas pelo principio

da ortogonalidade.

358 .

251

y (m)

1581

05| =

Figura 5.1: Malha gerada para o exemplo 1.

As Figuras 5.2 e 5.3 mostram as malhas geradas para os exemplos 2 e 3,
respectivamente. Estes exemplos representam malhas fechadas, tais como a de um
lago. Assim como no exemplo 1, em ambos os casos as fungdes que representam as
margens e as linhas de corrente sdo suaves e passam pelos pontos que as criaram.

Além disso, os elementos de controle formados sdo bem estruturados.
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35

1
[y)
(o]

05

x (m)

Figura 5.2: Malha gerada para o exemplo 2.

45+

x (m)

Figura 5.3: Malha gerada para o exemplo 3.
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As Figuras 5.4 e 5.5 apresentam as malhas geradas para o exemplo 4.
Novamente, foi observada a suavidade e a continuidade das fungdes que representam
as margens e as linhas de corrente. A Figura 5.5 mostra uma malha mais refinada em
relagdo a malha apresentada pela Figura 5.4, ou seja, ela possui mais linhas de
corrente e linhas potenciais. Assim, o modelo mostra sua facilidade em alcancgar o

refinamento da malha.

45 T T T T T T

351 .

2581 =

y (m)

05| =

Figura 5.4: Malha gerada para o exemplo 4.
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45 T T T T T T

351

2581

y (m)

151

05| .

0 I I I 1 I I
0 1 2 & 4 4] B 7

x (m)

Figura 5.5: Uma malha mais refinada para o exemplo 4.

A Figura 5.6 mostra a malha gerada para o exemplo 5 e as Figuras 5.7 e 5.8
apresentam malhas geradas para o exemplo 6. Mais uma vez, as fung¢des que
representam as margens e as linhas de corrente sdo suaves e continuas e passam
pelos pontos que as formam. No exemplo 5, a malha gerada € bem estruturada e é
considerada satisfatoria. Para o exemplo 6, 0 modelo mostra uma aparente dificuldade
em captar geometrias com altos gradientes (elevadas curvaturas), mas isto pode ser
evitado escolhendo-se o inicio do caminho das linhas potenciais na margem inferior ou
superior, como mostra a Figura 5.8. Assim, a ideia baseia-se em onde as linhas
potenciais iniciam seu caminho e isto pode ser manipulado pelo algoritmo. Entéo, para

o exemplo 6, seria necessario comegar o caminho das linhas potenciais na margem
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superior na regiao de pico e na margem inferior na regiao de vale, como na Figura 5.8.
Na Figura 5.7, o pico nao foi bem captado pela malha, mas a regidao de vale, um pico

invertido, foi bem discretizada.

No vale e no pico da Figura 5.8, as linhas potenciais parecem estar sobrepostas.
Para mostrar que isto nao ocorre, a Figura 5.9 apresenta a malha gerada e faz uma
aproximagao na regiao onde trés linhas potenciais parecem estar sobrepostas nas
margem inferior ao redor de x = 2. Observa-se que estas trés linhas potenciais estao
bem proximas entre si, mas elas ndo possuem as mesmas coordenadas nem nas
interse¢cdes com a margem inferior. Embora as linhas potenciais ndo se sobreponham,
seria necessario um alto refinamento da malha em relagao as linhas de corrente em tais
regides para manter certa proporgao entre as arestas dos elementos de controle da
malhas em ambas as dire¢cdes. Esta proporcdo € necessaria para se poder usar
adequadamente o conceito de produto vetorial para o calculo da area de um elemento

de controle.
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x (m)

Figura 5.6: Malha gerada para o exemplo 5.

x (m)

Figura 5.7: Malha gerada para o exemplo 6 com calculo das linhas potencias iniciado pela

margem inferior.
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y(m) s

x (m)

Figura 5.8: Malha gerada para o exemplo 6 com calculo das linhas potencias iniciado pela

margem superior na regiao do pico.
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ih
T

y (m)

(=

x (m)

Figura 5.9: Malha gerada para o exemplo 6 para mostrar que ndo ha sobreposicio entre as linhas

potenciais.

5.2. RESULTADOS DA EMISSAO DE UM EFLUENTE MISCIiVEL EM AGUA

A seguir serao mostrados e discutidos os resultados dos perfis de velocidade e
concentragao da emissao de um efluente miscivel em agua em um determinado trecho

de rio qualquer.

5.2.1. Perfil de velocidade

A Figura 5.10 mostra a malha utilizada para somente ilustrar o escoamento de

um determinado rio hipotético com os seguintes pontos das margens:
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e Margem Superior: MS¢(1;3), MS2(2;3,5), MS3(4;3) e MS4(6;2).

e Margem Inferior: MI1(1;2), Mlx(2;1,5), Ml3(4;2) € MI4(6;1).

Os resultados somente serdo obtidos para as segdes transversais que
contenham o mesmo numero de volumes de controle ao longo da coordenada de

direcao normal ao escoamento.

45 T T T T T T

y (m)

Figura 5.10: Malha de um trecho de um rio.

A Figura 5.11 mostra o perfil velocidade na direcdo do escoamento da agua
neste trecho de rio e a Figura 5.12 apresenta os resultados para as velocidades na
direcdo normal ao escoamento. Os resultados apresentados mostram uma boa

concordancia com o previsto pela teoria da dindmica dos fluidos, pois a Figura 5.11
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mostra que a velocidade na direcdo do escoamento € menor na parte do rio onde a
area de escoamento € maior e maior na parte final do rio onde a area de escoamento é
menor. Além disso, a Figura 5.12 mostra que as velocidades na dire¢cdo normal

possuem magnitudes muito menores em relagdo as velocidades na diregdo do

escoamento.
4.5 0.15
4\ B 0.14
3.5+ _ 0.13
P 10.12
3 L -
- 40.11
25F B
- o1 Ve (mls)
y (m)
21 71 H0.09
1.5F * 0.08
1- _ 0.07
0.06
0.5F i
0.05
0 L L L L L L
0 1 2 3 4 5 6 7
x (m)
Figura 5.11: Perfil de velocidade na diregdo do escoamento (68 ) em um trecho de um rio.
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Figura 5.12: Perfil de velocidade na dire¢do normal (77 ) ao escoamento.

5.2.2. Perfil de concentragao do efluente

Os resultados apresentados neste Item representam a dispersao de um efluente
em um pequeno trecho de rio de 5 metros e serdo analisados considerando a variacao

dos seguintes parametros:

- velocidade de entrada da agua (Ventrada)

- coeficiente de difusdo do efluente na agua (D)

- concentracao do efluente na entrada do rio (Centrada)
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- didmetro da tubulagdo da emissédo que chega ao rio (Diubo)
- regido de emissao do efluente

Considerando que o efluente chega ao rio através de uma tubulagdo com um
determinado didmetro Dy, € conhecendo-se a regido de emissdao do efluente, é
possivel que o modelo encontre quantos e quais sdo os volumes de controle na

margem do rio que recebem a emissao do efluente.

5.2.2.1. Variagao da velocidade de entrada da agua

Foram considerados os seguintes parametros:
-D =0,001 m?/s
- Centraga = 100 mg/l = 0,1 kg/m®
- Dtubo = 10 in = 0,254 m
- Emisséo nas duas margens a 1 metro do inicio do trecho do rio.

Conhecendo tais parametros, foram obtidos os perfis de concentracdo do
efluente para velocidades de entrada da agua iguais a 0,1 m/s, 1,0 m/s e 10,0 m/s,

respectivamente apresentados na Figuras 5.13 a 5.15.
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Figura 5.13: Perfil de concentragéo do efluente para ventraga = 0,1

m/s.
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Figura 5.14: Perfil de concentragao do efluente para vengraga = 1,0 m/s.
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Figura 5.15: Perfil de concentracéo do efluente para vengraga = 10,0 m/s.

Nota-se que mesmo para uma pequena velocidade, a concentragao do efluente
na regido de langamento nao é igual ao valor da condigdo de contorno (100 mg/l), uma
vez que as concentragdes sdo calculadas nos centros dos volumes. Porém, as
concentragdes ao redor da regido de langcamento seriam tdo mais semelhantes a

condigao de contorno quanto mais refinada for a malha, mas nunca iguais.

Comparando as Figuras 5.13 a 5.15, observa-se que a medida que a velocidade
(ou vazao) do rio aumenta, mais o efluente langado ao rio concentra-se nas margens,
ou seja, menor é a sua dispersdao ao longo do rio. Isto ocorre porque os termos
convectivos passam a ter maior influéncia em relacdo aos termos difusivos, o que

diminui a dispersao do efluente neste trecho de rio.
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5.2.2.2. Variagao do coeficiente de difusao do efluente

Neste caso foram considerados os seguintes parametros:
- Ventrada = 0,1 m/s
- Centraga = 100 mg/l = 0,1 kg/m®
- Dtubo = 10 in = 0,254 m
- Emissao nas duas margens a 1 metro do inicio do trecho do rio.

Desta forma, foram obtidos os perfis de concentracdo do efluente para
coeficientes de difusdo do efluente iguais a 0,00001 m?%s, 0,0001 m%s e 0,001 m?s,

respectivamente apresentados na Figuras 5.16 a 5.18.
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Figura 5.16: Perfil de concentragio do efluente para D = 0,00001 m?/s.
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Figura 5.17 Perfil de concentragio do efluente para D = 0,0001 m?/s.
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Figura 5.18: Perfil de concentragdo do efluente para D = 0,001 m?/s.
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Ao comparar as Figuras 5.16 a 5.18, observa-se que a medida que o coeficiente
de difusdo aumenta, aumenta também a dispersao do efluente. Tal fato ocorre devido
aos termos difusivos tornarem-se mais significativos em relagéo aos termos convectivos

cada vez que o coeficiente de difusao aumenta.

5.2.2.3. Variagao da concentragao do efluente na entrada do rio

Foram considerados os seguintes parametros:

- Ventrada = 0,1 m/s

-D=0,001 m%s

- Dtupo =10in = 0,254 m

- Emisséo nas duas margens a 1 metro do inicio do trecho do rio.

De posse destas informacbes, foram obtidos os perfis de concentragdo do
efluente para concentragdes de entrada do efluente iguais a 1,0 mg/l, 10,0 mg/l e 100,0

mg/l, respectivamente apresentados na Figuras 5.19 a 5.21.
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Figura 5.19: Perfil de concentragdo do efluente para C.raqa = 1,0 mg/l.
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: Perfil de concentragao do efluente para Cepgraga = 10,0 mg/l.
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Figura 5.21: Perfil de concentragdo do efluente para C.aq2 = 100,0 mg/I.

Comparando-se as Figuras 5.19 a 5.21, observa-se que quanto maior a
concentragao do efluente na segdo de despejo, maior € a dispersédo dele ao longo do
rio. Este fato é esperado, ja que a maior concentragdo do efluente indica que ha uma
maior quantidade deste componente sendo lancado ao rio, permitindo que ele se

disperse mais e atinja concentragdes maiores no centro do rio.

5.2.2.4. Variagao do diametro da tubulagao de emissao

Neste caso foram considerados os seguintes parametros:

- Ventrada = 0,1 m/s
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-D =0,001 m%s

- Centrada = 100,0 mg/l

- Emissao nas duas margens a 1 metro do inicio do trecho do rio.

As Figuras 5.22 a 5.24 representam os perfis de concentragao do efluente para
didmetros de tubulagdo de emissdo do efluente iguais a 5 in, 10 in e 20 in,
respectivamente. Neste caso, sera considerado que o aumento da area de despejo

implica em maior quantidade de efluente sendo despejado no rio.
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Figura 5.22: Perfil de concentragao do efluente para Dy, = 5 in.
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Figura 5.23: Perfil de concentragdo do efluente para Dy ,, =10 in.
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Figura 5.23: Perfil de concentragao do efluente para Dy, = 20 in.

Comparando as Figuras 5.22 a 5.24, observa-se que quanto maior o didmetro da

tubulagdo que despeja o efluente, maior € a sua dispersdo ao longo do rio. Isso ocorre

porque o aumento da area atingida implica no aumento de efluente que chega ao rio,

aumentan

do naturalmente a dispersao ao longo do rio.

5.2.2.5. Variagao da regiao de emissao do efluente

Foram considerados os seguintes parametros:

- Ventrada = 0,1 m/s
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-D =0,001 m%s

- Centrada = 100,0 mg/l

- Dtupo = 10,0 in

As Figuras 5.25 a 5.29 apresentam os perfis de concentragado do efluente para

diferentes regides de emissao do efluente, como apresentado a seguir.

- Emissao nas duas margens a 1 m do inicio do trecho do rio.

- Emissao na margem superior a 1 m do inicio do trecho do rio.

- Emissdo na margem inferior a 1 m do inicio do trecho do rio.

- Emissao nas duas margens no inicio do trecho do rio.

- Emissao nas duas margens a 3 m do inicio do trecho do rio.
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Figura 5.25: Perfil de concentragcido do efluente para emissdo nas duas margens a 1 m do

inicio do trecho do rio.
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Figura 5.26: Perfil de concentragao do efluente para emissdao na margem superior a1 m do

inicio do trecho do rio.
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Figura 5.27: Perfil de concentragdo do efluente para emissdo na margem inferior a 1 m do
inicio do trecho do rio.
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Figura 5.28: Perfil de concentragcdo do efluente para emissdo nas duas margens no
inicio do trecho do rio.
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Figura 5.29: Perfil de concentragao do efluente para emissao nas duas margens a 3 m
do inicio do trecho do rio.

Comparando-se os resultados de emissdo nas duas margens e de somente uma
em cada margem (a 1 m do inicio do trecho do rio), percebe-se que a dispersao € maior
no caso de emissao nas duas margens, uma vez que uma maior quantidade de produto

esta sendo lancada neste caso.

Na comparacao dos resultados da emissao de efluente em diferentes distancias
em relagao ao inicio do trecho do rio, percebe-se que quanto mais perto do inicio for
langado o efluente, mais ele se dispersa, ja que ha mais area para que ocorra a

dispersao.
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CAPITULO 6

6. CONCLUSOES E SUGESTOES

Este trabalho propdés um novo método de construgdo de malhas bidimensionais
com fronteiras irregulares. Este método é muito simples e capaz de gerar malhas
bidimensionais em que as fronteiras das malhas s&o suaves, continuas e coincidem
com as fronteiras fisicas. Os pontos usados para gerar as fronteiras pertencem as
funcdes que representam estas fronteiras, o que € uma imposicdo do método spline
cubico. Estas fungdes ndao apresentam pontos de inflexdo porque sao criadas com base

na minimizagéo de seu comprimento total.

O modelo tem uma aparente dificuldade de capturar a geometria em regides de
altos gradientes (elevadas curvaturas), mas esta dificuldade pode ser superada pela
escolha do inicio do caminho da construgdo das linhas potenciais pela margem superior

ou inferior.

Além disso, foi construido um software em linguagem Fortran que permite obter
os perfis de velocidade e de concentracdo de um determinado efluente que chega a

margem de um rio.
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O resultado do perfil de velocidade apresentou boa concordancia com o previsto
pela dindmica dos fluidos, onde as velocidades aumentam conforme reduz a area da
secao transversal de escoamento e diminuem conforme a area da sec¢ao transversal de

escoamento aumenta.

Os perfis de concentragao do efluente ao longo do trecho do rio estudado
apresentaram resultados coerentes quando submetidos a variacbes na velocidade de
entrada da agua, no coeficiente de difusdo do efluente na agua, na concentragao do
efluente na entrada do rio, na area de emissao atingida pelo efluente e na regidao de

emissao do efluente.

Sendo assim, para uma mesma condi¢cdo, o modelo confirmou que a medida que
a velocidade de entrada da agua aumenta, a dispersao do efluente ao longo do rio
diminui, uma vez que os termos convectivos tornam-se cada vez mais significativos em

relagao aos termos difusivos.

Como esperado, também foi mostrado que a dispersédo do efluente ao longo do
rio aumenta conforme aumentam o coeficiente de difusdo do efluente na agua, a
concentragéo do efluente e a area de emisséo do efluente. No primeiro caso, o0 aumento
se deve a maior facilidade de disperséo do efluente na agua a medida que o coeficiente
de difusdo aumenta. No segundo e terceiro casos, o aumento da dispersao foi causado
pelo aumento da massa de efluente que chega ao rio conforme aumentam a

concentracao do efluente ou sua area de emisséo.

Finalmente, o modelo permite simular a emissdo de um efluente em mais de uma

regido de cada margem ao longo do curso de um rio, fato que ocorre na pratica. Neste
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trabalho, para uma mesma condicao, foi mostrado que a medida que as regides de
emissdo aumentam, a dispersao ao longo do rio também aumenta, ja que novamente a
massa de efluente que chega ao rio € maior, causando a maior dispersdo em relagéao

aos casos que possuam menores regides de emisséo.

Este trabalho também mostrou que, para um mesmo numero de regides de
emissao de certo efluente, a dispersdo aumenta a medida que o efluente é langado
mais préximo ao inicio do trecho de rio simulado. Isto é devido ao fato de que o efluente
possui maior area longitudinal de escoamento quando € langado mais préximo ao inicio

do trecho do rio, 0 que aumenta a dispersao.

Contudo, para que o modelo possa ser validado € necessario que seja
comparado com resultados experimentais coletados ao longo de um rio que possua ao
longo de seu curso diversas regides de emissdao, 0 que € comum em areas
industrializadas. Como exemplo, poder-se-ia citar os rios Atibaia e Paraiba do Sul no
Estado de Sdo Paulo. Outra sugestdo seria a implementacdo de uma modelagem

tridimensional, tornando o modelo mais completo.

ApOs a validagdo com resultados experimentais, sugere-se também a criacéo de
uma interface amigavel com o usuario de forma a possibilitar o uso mais difundido desta
ferramenta, principalmente para a simulacdo de emissdes de efluentes industriais,
permitindo verificar, por exemplo, se a emissdo pode afetar a qualidade da agua

captada por um determinado municipio.
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ANEXO 1 - DEFINIGAO DE UM DESLOCAMENTO

O conteudo apresentado € um desenvolvimento do conteudo de Spiegel (1968).

A modelagem do sistema leva a obtengcdo de equagbes diferenciais que
normalmente sao dificeis de serem calculadas analiticamente. Para que estas equacodes
sejam obtidas, € necessario o conhecimento do comprimento, da area e do volume de
um elemento de controle. Para isso, o calculo de um deslocamento é extremamente

importante para se conhecer as grandezas citadas anteriormente.

Um sistema de coordenadas ortogonais é definido como aquele em que dado
uma direcdo qualquer na qual apenas uma coordenada aumenta, entdo a dire¢cdo na

qual a outra coordenada aumenta € perpendicular a primeira.

Exemplos:

e Coordenadas Cartesianas

A Figura 1 mostra as coordenadas cartesianas para exemplificar a definigao de
um sistema de coordenadas ortogonais. E facil observar figura que & medida que uma
coordenada aumenta em uma dire¢cdo (coordenada x), a direcdo em que a outra

coordenada cresce (coordenada y) € perpendicular a primeira.



Direcao na qual

I somente a coordenada

y aumenta

o Direcéo na qual

S somente a coordenada

X aumenta

Figura 1: Exemplo de coordenada cartesiana.

e Coordenadas Polares

v
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A Figura 2 mostra as coordenadas polares para exemplificar a definicdo de

coordenadas ortogonais. Percebe-se que a diregdo em que somente o angulo se

modifica é perpendicular ao eixo do raio.

Figura 2: Exemplo de coordenada polar.

v



A Figura 3 apresenta dois sistemas de coordenadas ortogonais:

y t 9
_>
dr
U1 U2
Uq,
A Uzc
U
. A Uza

_>
r

r1

Figura 3: Sistema de coordenada cartesiana e sistema ortogonal qualquer de coordenada.

Assim:
E]-i-dF:FZ (1)

Definindo o vetor deslocamento da seguinte maneira:

dU1 -i-i

.du 2
o, 2 (2)

U,

Sejam os pontos A(U;a,Usa ), B(Uqg,Usg ) € C(U;c,Uyc ) na Figura 3. Entéo:

or Uir —Uja,Uog —U
U, dU, = (Use ~Uia, Uze 2A)-(Una ~Uja)=(Usg —Usa,0)  (3)
Uz

Uig —Uja

148



149

—

Uic —Uig,Use —U
dU2:( n U1B [jC 28)'(U2C_UZB)=(0,U20—UZB) (4)
2c —Uog

ou, U,
Substituindo as equagdes (3) e (4) na equagao (2) tem-se:
dr = (Usg —Usa, 0)+(0,Upc —Usg ) = (Usg —Usa, Upc —Ugg) (5)

dr = (Usc,Upc)—(Uga,Uza)=C-A (6)

Assim, prova-se que a equagao (2) esta correta.

A seguir, definem-se alguns vetores importantes. Os vetores unitarios nas

diregbes de U,e U,(€y, e €y, ) s@o definidos como:

. 1 or

eU1 = aa ) ou (7)
o] o,
‘8U1

. 1 or

ey, = =1 au (8)
or 2
‘auz

Isolando as derivadas em relacéo as suas respectivas coordenadas, tem-se:

or or | -

~ = =€y, 9)
oU, ||ou,

or or | -

BAR A (10)
oU, |au,

Substituindo as equagdes (9) e (10) na equacgao (2):

or -
—.dU,.e 11
au, 492 eu (11)

or

du,.e +
ou, [ Y

dF:‘
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A equacgdo (11) representa o vetor deslocamento para um sistema de

coordenada ortogonal qualquer com as dire¢cdes U; e U,.
Para provar que a equagao (11) esta correta, ela sera aplicada a dois exemplos
de coordenadas conhecidas: cartesianas e cilindricas.

e Coordenadas cartesianas

A Figura 4 mostra um vetor deslocamento qualquer em coordenadas cartesianas.

A
V4
VAT B >
> /1\ dr
I'1 1
1
Zo|m """~ T |
! 1
1
! 1
! 1
> 1 \
1 1
! 1
! 1
! 1
Xy X2 o
v LT
P MG X
y1_ _______________ Lo L’
[} ’
1 4
Yo -~ e

Figura 4: Vetor deslocamento (dF) em coordenadas cartesianas.

Por definicao, os vetores unitarios em coordenadas cartesianas sao:
e, =(1,0,0) (12)
éy=(0,1,0) (13)

e, =(0,0,1) (14)
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Neste caso, tem-se que:
r=x.€e,+y.e, +ze, (15)
Substituindo as equacgdes (12) a (14) na equagao (15), chega-se a:
r=x.(1,0,0)+y.(0,1,0)+2.(0,0,1) = (x,y,2) (16)
O vetor deslocamento pode ser escrito através da diferenciagcdo da equacao (16):
dr = dx.(1,0,0)+dy.(0,1,0)+dz.(0,0,1) (17)

A definicdo do vetor deslocamento pode ser escrita como na forma da equacao

dF:—.dx+—.dy+a—.dz (18)

Através da comparagao entre as equacgdes (17) e (18), conclui-se que:

—

or
&:(1,0,0) (19)
or
a—y=(0,1,o) (20)
or
—Z=(0,0,1) (21)

Calculando-se as normas dos vetores das equacgdes (19) a (21):

N 12102102 =1 (22)

OX

—

o 0?7 +07 =1 (23)

oy
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or
0z

—JO2+02 +F =1 (24)

Pela definicdo dada pela equacgao (11) do vetor deslocamento, tem-se que:

oM 478, (25)
Z

—

dx.e, +

ﬂH.dy.éy +
oy

Substituindo as equagdes (19) a (24) na equacgao (25):

dr =1.dx.(1,0,0)+1.dy.(0,1,0)+1.dz(0,0,1) = (dx,dy,dz)  (26)

e Coordenadas cilindricas

A Figura 5 mostra um vetor deslocamento qualquer em coordenadas cilindricas.

v

OHA)
JRY

Figura 5: Vetor deslocamento (dF) em coordenadas cilindricas.



No caso de coordenadas cilindricas o vetor posicao € dado por:

r = (h.cos(a), ..sen(a), z)

A equacéo do vetor deslocamento é:

—

or

—

or

o

O\

dr = da.e, +

dz.e,

dr.e; +

Calculando-se as derivadas de r em relagéo as trés diregoes:

2_; = (cos(a), sen(a), 0)

ar _ (- .sen(a), h.cos(a),0)
oo

or

. (0,0,1)

Calculando as normas dos vetores das equacgodes (29) a (31):

2; =\/0082(a)+sen2(a)+02 =1
SF = \/(— r.sen(a))+(r.cos(a))+0% =p
o

—

ol 0P+ 0%+ 12 =1

0z

Calculando os vetores unitarios:

(27)

(28)

(32)

(33)

(34)
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e, = %% = %.(cos(oc), sen(a),0)=(cos(a), sen(a),0) (35)
o

e L.a—r=1.(—x.sen(a),x.cos(a),o):(—sen(oc),cos(oc),o) (36)
oo A

or
ool

a

_ 1 or 1

= —=-/0,0,1)=(0,0,1 37
62 =0y =110.0.0=(0.0 @7)
0z

Substituindo as equacgdes (32) a (37) na equagao (28), chega-se a:

dr =1.dA.(cos(a), sen(a), 0)+ A.da.(- sen(a), cos(a), 0)+

+1.dz.(0,0,1) (38)

Entao:

dr = (cos(a).dA — L.sen(a).da, sen(a).dr + A.cos(a).da, dz)  (39)
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ANEXO 2 - O COMPRIMENTO DE UM ELEMENTO DE CURVA

O conteudo apresentado € um desenvolvimento do conteudo de Spiegel (1968).
A Lei dos co-senos

Seja um tridngulo de lados a, b e ¢ e angulos opostos a estes lados a, B e v,

respectivamente. A Figura 6 mostra tal tridngulo.

Figura 6: Tridngulo de lados a, b e c e dngulos o, 3 e Y.

Pode-se escrever entao:

a? = (b—c.cos(a)) +(c.sen(a))? (1)
a2 =b? - 2.b.c.cos(a)+ c2.cosz(oc) + CZ.Senz(oc) (2)
a2 =b? +¢? —2.b.c.cos(a) (3)

Analogamente:

b? = a® +c? —2.a.c.cos(B) (4)

c?=a’+b’- 2.a.b.cos(y) (5)
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O produto escalar

Sejam trés pontos A, P e Q no espacgo tridimensional. Suponha-se ainda um
vetor U com inicio no ponto A e fim no ponto P, um vetor V com inicio no ponto A e fim
no ponto Q e outro vetor W dado pela subtracdo dos vetores UeV.A Figura 7 ilustra

esses vetores com angulo « entre os vetores U e V:

P

A ~ Q
Vv

Figura 7: Vetores U, \7 e V|7 no espaco tridimensional.

Aplicando a Lei dos co-senos:

12 -
Wi =|U

2. H\7H2 . 2.”0“.”\7”.003(&) (6)

Observando a Figura 7, nota-se que:
V+W=U (7)
W=U-V (8)
Definindo os vetores U e V em termos de suas coordenadas:

—

U = U(x4, y4, 24) (9)
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V =V(xp,y2.25) (10)

Ento:
W =U-V = (X = Xp, Y1~ Y2, 21— 25) (11)
W = —xa P + (1 - y2 + (21 -2 (12)

HUH = w/x12 + y12 +z12 (13)
v :\/x§+y§+z§ (14)

Reescrevendo a equagao (6):

- -2l

O termo da esquerda pode ser calculado através da substituicdo das equacgdes

(12) a (14) no lado esquerdo da equacéo (15):

12 2 -2
HW -Y -V :(X1_X2)2+(Y1—Y2)2+(y1—y2)2+ (16)
-X§ -yf -z§ -x5-y5 - 25
Simplificando:
2 =2 2
HW“ _HUH _HVH = -2.(Xq-X +Y1.Y2 +21.23) (17)

Substituindo a equacgao (17) na equagéo (15):
—2.(X4:Xp + Y1.Yo +24.25) = —2.”0”.”\7”.003(0() (18)

HD .COS(at) = Xq.Xo + Yq.Y2 + Z4.Z (19)

v
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Pela nomenclatura freqlientemente usada:
UeV = XXy +Y1.Yo + 2125 = HUH.HVH.COS(OL) (20)

A equacéao (20) representa a definicdo do produto escalar entre dois vetores. O
nome “escalar’” vem do fato de que o valor obtido por este produto € um numero, ou

seja, nao tem diregao e sentido.

O comprimento

A Figura 8 mostra um elemento infinitesimal de uma curva qualquer.

Figura 8: Elemento infinitesimal de uma curva.

Se o ponto A estiver muito proximo de B, ent&o:
ds ~ |df| (21)
o~ 0° (22)

Usando o conceito de produto escalar:
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dredr
cos(a) = W (23)

Substituindo as equacgdes (21) e (22) na equagao (23), tem-se que:

dr edr
cos(0)=1= 24
(0) = (24)
dS =+dredr (25)

Ou seja, o diferencial do comprimento de uma curva € obtido pela raiz quadrada

do produto escalar do vetor deslocamento.
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ANEXO 3 - O CALCULO DE UM ELEMENTO DE AREA

O conteudo apresentado € um desenvolvimento do conteudo de Spiegel (1968).

O produto vetorial
Dados dois vetores no espaco tridimensional

é = 5(81, a2, 33)

b =b(by, b, bs) (2)

O produto vetorial, ax b, entre os vetores a e b ¢ definido por:

i j k
é X 6 = a1 32 a3 (3)
by by bj

Nota-se que o resultado desse produto € um vetor.
Algumas propriedades da equacéo (3) séo:
- 0 vetor axb é ortogonal ao vetor @ e ao vetor b;

<[ JH - esf

- Héxb

b

A equacao (4) é conhecida como identidade de Lagrange.

Substituindo a equacgao (20) do Anexo 2 na equacgao (4):
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éXBf ~ 16"l - &l JB[ cos(@) (5)
axb| =|a 2.\\6”2.(1 — cos2(a)) (6)
Ax 6‘2 ~|a 2.H5H2.3en2(a) (7)
axb| = HéH.HBH.sen(a) 8)

A equacao (8) é a definicdo do produto vetorial entre os vetores a e b, em que
a. € o0 angulo entre esses dois vetores. Assim, a norma (comprimento) do vetor axb é

igual a area do paralelogramo cujos lados séo os vetores a e b (vide Figura 9).

Y,

Figura 9: Paralelogramo formado pelos vetores a e b.

A drea

Dado um sistema de coordenadas ortogonal qualquer, como na Figura 10 a

seqguir:



dU

®
Cv

Qv
4
v

du,

dUs

Figura 10: Sistema de coordenadas ortogonal qualquer com vetores a, 6 e C.

O vetor deslocamento (dr ) pode ser escrito como:

— —

~ or - or -
dr = ||—|.dU..e(;, +|—dU>.e;, +|——.dU-.e
‘ 1-€u, ou, 2-€y, U 3-€u,

A area entre os vetores a e b (dA,) é:

dA, :HéXB‘
Em que:

_ |lor -

a= du,.e
ou, [ Y

- | or -

b= dU,.e
ou, 2-€y,

Assim:

(9)

(10)

(11)

(12)
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eU1 eU2 eU3
dA1=Héxb‘— an dU,éy, ‘ dU,&,, O (13)
1
0 by 0
- = |or||or -
axb=|2 -2 ldu,.dU, & 14
* ‘au1 Hau2 120 a4
. or || or
dA1:Haxb ‘8U1 U, dU,.dU, (15)
Analogamente:
dA, =[x = 2 daudus (16)
2 U4 0U4
- or ||| or
dAs :bec‘: S0, w4V 9Us (17)
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ANEXO 4 - O CALCULO DE UM ELEMENTO DE VOLUME

O conteudo apresentado € um desenvolvimento do conteudo de Spiegel (1968).

Suponha um sélido formado pelos vetores a, b e ¢, como na Figura 11.

> >
4axb
_>
c
a

B/;

v

Figura 11: Sélido formado pelos vetores 3, b e C.

O volume desse sdlido pode ser calculado por:

V = Area daBase x Altura (1)

v =[ax 6M|6H. cos(a)) 2)

Em que a é o angulo entre axbe C.
A equacgéo (2) pode ser reescrita da seguinte forma:
V =(axb)ec (3)

Esse volume pode ser calculado por:
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V=@xb)ec=p; b, by (4)

Em que:
a=a(ay,ay az) (5)
b =b(by, by, bs) (6)
¢ =¢(cy,¢p,C3) (7)

Em caso de volume negativo, considera-se o médulo desse valor.

Considere agora o sélido infinitesimal a seguir:

dUs

Oy

oy

v

dU,

Sy

dU

Figura 12: Sélido infinitesimal em um sistema de coordenadas ortogonal qualquer.

—

Agora os vetores a, b e ¢ sdo:



(o
I

(o)
I

Ql

- r
a —
Uau

(ox]

0

1

0|0 or
ETH

2

00‘a
U

3

Entdo, de acordo com a equacéo (4):

dV = (G xD)e

Logo, tem-se que:

C=

0

or
oU,

EH

oy,

ar au,

or

H5U3

du,,0

oU,

.duthJ

dUs

0 0

—

o U, 0

0 A
H8U3

dUy.dU,.dUs

du,
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—

8)

(9)

(10)

(11)

(12)



167

ANEXO 5 — OS TENSORES NA FLUIDODINAMICA

O conteudo escrito nesta secédo esta baseado em Papanastasiou et al. (2000).

Considere o sistema de coordenadas cartesianas a seguir com vetores unitarios €, éy,

€, e um vetor r qualquer:

A
z

-> )

r ]

> A ,

€, '

]
> L X
e * » ) rd »

Y %
€x : ‘

]

]

3

— —

Figura 13: Sistema de coordenadas cartesianas com vetores unitarios éx, €,, €, e um vetor r

qualquer.

Os vetores unitarios €,, €, €, sdo os mesmos das equagdes (12) a (14) do

y )

Anexo 1. Assim, o vetor I pode ser escrito da seguinte forma:

r=r.e,+r,.e, +r,e (1)



Em que os

respectivamente.

indices 1,
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2 e 3 representam as coordenadas X, y e z,

Um tensor qualquer, T, pode ser escrito da seguinte forma no mesmo sistema

de coordenadas:

+

T,

('Dl

T
éé

1€
_|_

—_—

o

o
o
w
1l
o

o O o



D!
~

D/
w

Il

D!
<

D!
N

Il

o o O

o o O

o O O

—_—

T
T22
T

32

~

M

3

3
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(8)

(10)

(11)

(12)

(14)
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A aplicagao de tensores na fluidodinamica é feita da seguinte forma. Quando o
fluido esta parado, as tensées normais aplicadas pelo fluido sdo contrarias as pressoes
em cada diregdo e as tensdes tangenciais sdo nulas. Quando um elemento de controle
de fluido é deformado, isto acontece devido a existéncia de tensbes tangenciais. Assim

especificamente para o caso de fluidos Newtonianos, pode—se escrever:

~

T, =-PJ +u,D (15)

Em que T, é o tensor tensdo total, P é a presséo exercida sobre o fluido; /| é o

tensor diagonal unitario; . é a viscosidade dinamica efetiva do fluido; D é o tensor

deformagao.

O tensor deformacgéo é dado por:
D=Vv+Vv’ (16)
Em que: Vv : Tensor gradiente de velocidade.

Vv': Tensor gradiente de velocidade transposto.

Como se deseja escrever todos os tensores em coordenadas generalizadas,
entdo é necessario que se defina o gradiente de uma variavel nestas coordenadas.

Assim:

(17)
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Emque S,, S, e S, sdo comprimentos fisicos em suas respectivas direcoes.
U Uz Us

Pela equacéao (11) do Anexo 1, pode-se escrever:

Entdo, o gradiente em coordenadas generalizadas

seqguir:

(18)

(19)

pode ser escrito como a

(21)

(22)
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APENDICE 1 —- CALCULO DOS COEFICIENTES DAS EQUAGOES
DISCRETIZADAS PELO METODO DOS VOLUMES FINITOS

Esta secao visa mostrar como se efetuam os calculos das variaveis presentes
nos coeficientes das equacgdes discretizadas através da aplicacdo do Método dos

Volumes Finitos, particularmente no que se refere ao Capitulo 4 desta dissertacao.

Sera usado o arranjo desencontrado, ou seja, a variavel escalar (concentragao)
sera armazenada nos centros dos elementos de controle e as variaveis vetoriais

(velocidades) serdo armazenadas nas arestas dos elementos de controle (MALISKA,

2004).

Considere a figura a seguir:

i-1, j+2 L J*2 4, 42 42, j+2

LT n gl 1 2, [j+1

e

il s i+ |i+2,]

11 i1 e 2

Figura 14: Elemento de controle contendo o ponto P; elementos de controle vizinhos e pontos de

interseccédo entre as linhas de corrente e as linhas potenciais.
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Neste caso, os indices i e j indicam, respectivamente, os pontos na diregdo & e

na diregéo n.

Assim, de acordo com a definicdo das equagdes (3-5) e (3-6):

2 2
\/(Xi+1,j+2 - Xi+1,j+1) + (yi+1,j+2 B yl'+1,j+1) n

h,.=
’ 2.An 1)
n \/(Xm,m - Xi+1,j)2 + (yi+1,j+1 - yi+1,j )2
2.An
h _ \/(Xi,j+2 - Xi,j+1 )2 + (yi,j+2 _yi,j+1 )2 n
" 2.An
2 2 (2)
" \/(Xi,j+1 - Xi,j) + (yi,j+1 _yi,j)
2.An
h = \/(Xi+1,j+2 - Xi+1,j+1 )2 + (yi+1,j+2 - yi+1,j+1 )2 n
i 2.An 3
: - (3)
n \/(Xi,j+2 - Xi,j+1) + (yi,j+2 - yi,j+1)
2.An
h = \/(Xi+1,j+1 o Xi+1,j )2 + (yi+1,j+1 o yi+1,j )2 n
e 2.An
(4)

\/(Xi,j+1 - Xi,j )2 + (yi,j+1 - yi,j )2
2.An

+
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2 2
\/(Xi+2,j+1 - Xi+1,j+1) + (yi+2,j+1 - yi+1,j+1) "

h,, =
2.AE
2 2 ®)
N \/(Xi+2,j - Xi+1,j) + (yi+2,j - yi+1,j)
2.AE
h _ \/(Xi+1,j+1 - Xi,j+1 )2 + (yi+1,j+1 - yi,j+1 )2 n
e 2.AE 6
e, N
" i+j i yi+1,j _yi,j
2.AE
h = \/(an,m = Xij )2 + (yi+2,j+1 ~ Vi )2 n
e 2.AE
n \/(Xi+1,j+1 - Xi,j+1;2;_é:(yi+1,j+1 —Yiju )2 (7)
h = \/(Xi+2,j - Xi+1,j )2 + (yi+2,j _yi+1,j )2 n
5 2.AE
+ \/ (XMJ - Xi,jlzié(y i~ Vi )2 (8)

Em que x e y sdo respectivamente as coordenadas de intersec¢édo dos eixos x e

y entre as linhas de corrente e as linhas potenciais de um determinado rio.

A seguir, de acordo com as equacgdes (7) e (8) do Anexo 1, mostra-se como

calcular os vetores € em uma determinada direcdo nas arestas do elemento de

controle:
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_(Xi+1,j+2 - Xi+1,j+1)+ (Xi,j+2 - Xi,j+1) |
2.h, ,.An ’
’ (9)
(yi+1,j+2 - y/+1,j+1)+ (-yi,j+2 - yi,j+1)
i 2.h,,.An ]
_(Xi+1,j+1 B X/+1,j)+ (Xi,j+1 - Xi,j) |
2.h, .An ’
’ (10)
(yi+1,j+1 - yi+1,j)+ (yi,j+1 B yi,j)
i 2.h, .An |
_(Xi+1,j+2 - Xi+1,j+1)+ (Xi+1,j+1 - Xi+1,j) ]
2.h,,.An ’
' (11)
(yi+1,j+2 - yi+1,j+1)+ (yi+1,j+1 - yi+1,j)
i 2.h,,.An ]
_(Xi,j+2 B Xi,j+1)+ (Xi,j+1 - Xi,j) |
2.h,,.An ’
’ (12)
(yi,j+2 B y/,j+1)+ (yi,j+1 - yi,j)
i 2'h17,w An ]
_(Xi+2,j+1 - Xi+1,j+1)+ (Xi+2,j - Xi+1,j) |
2.h,, A& ’
: (13)
(yi+2,j+1 - yi+1,j+1)+ (yi+2,j - yi+1,j)
i 2.h, A& |
_(Xi+1,j+1 - Xi,j+1)+ (Xi+1,j - Xi,j) |
2.h., .AE (14

(yi+1,j+1 - yi,j+1)+ (yi+1,/' B yi,/')
2.h,, A
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_(Xi+2,j+1 - Xi+1,j+1)+ (Xi+1,j+1 - Xi,j+1) |
- 1 AF 2'h§,n A‘f ,
= — = 15
eg,n hf,n A§ (yi+2,j+1 B yi+1,j+1)+ (yi+1,j+1 B yi,j+1) ( )
i 2.h,,.AS ]
_(Xi+2,j B Xi+1,j )+ (Xi+1,j - Xi,j) |
— 1 AF 2'h§,s Aé
6, =—.—= (16)
- hg,s Aé: (yi+2,j - y/+1,j)+ (yi+1,j - y/',j)
i 2.h, A& ]

O vetor diferencial de € em uma determinada dire¢cdo é obtido da seguinte

maneira:

_(Xi+2,j+1 - Xi+1,j+1)_ (Xi+1,j+1 - X/',j+1) |
~ h. A& ’
dé,. = = 17
e (yi+2,j+1 - yi+1,j+1)_ (yi+1,j+1 - yi,j+1) ( )
i h,, A& |
_(Xi+2,j - Xi+1,j)_ (Xi+1,j - Xi,j) |
h. .. ’
dé... = oo (18)

£ (sz’j ~ Vi )— (y,.m- - yi,j)
hg,s A&




_(Xi+2,j+1 - X/+1,j+1)+ (Xi+2,j — X, ) N |
2.h, , A&
B (Xi+1,j+1 - X/,j+1)+ (Xi+1,j - Xi,j)
2.h,,, A&
(yi+2,j+1 - yi+1,j+1)+ (yi+2,j - yi+1,j)+
2.h,, A&
. (yi+1,j+1 - yi,j+1)+ (yi+1,j - yi,j)
i 2.h,,.A& |
_(Xi+1,j+1 - Xi,j+1)+ (Xi+1,j - Xi,j) |
2.h,, A&
_ (Xi,j+1 - Xi—1,j+1)+ (Xi,j B Xi—1,j)
2.h,,, A&
(yi+1,j+1 - yi,j+1)+ (yi+1,j - yi,j) n
2.h,, A&
_ (y,',m - yi—1,j+1)+ (yi,j B yH,/’)
] 2.h,, A& |
_(Xi+1,j+2 - Xi+1,j+1)+ (Xi+1,j+1 - Xi+1,j ) +_
2.h,,.An
_ (Xi,j+2 B Xi,j+1)+ (Xi,j+1 - Xi,j)
2.h,,.An ’
(yi+1,j+2 - yi+1,j+1)+ (yi+1,j+1 - ym,j)+
2.h, ,.An
_ (-yi,j+2 - yi,j+1)+ (yi,j+1 - yi,j)
i 2.h,,,.An |

(19)

(20)

(21)
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_(Xi,j+2 B Xi,j+1)+ (Xi,j+1 B Xi,j)
2.h,,.An

+

2.h,,.An
(yi,j+2 - yi,j+1)+ (yi,j+1 - yi,j)+
2.h,,.An

(yi—1,j+2 —Yijm )"’ (yi—1,j+1 - yi—1,j)
2.h,,.An

_(Xi+2,j+1 - Xi+1,j+1)+ (Xi+1,j+1 - Xi,j+1)
2.h, A&

_ (Xi+2,j B X/+1,j)+ (Xi+1,j - Xi,j)
2.h, A&

+

2.h,,.A

(yi+2,j - yi+1,j)+ (yi+1,/' B yi,/')
2h, A

(Xi+2,j - Xi+1,j)+ (Xi+1,j - Xi,j)+

(yi+2,j—1 - yi+1,j—1)+ (.yi+1,j—1 B yi,j—1)

2.h, A&

_ (Xi—1,j+2 B Xi—1,j+1 )+ (Xi—1,j+1 - Xi—1,j)

(yi+2,j+1 - yi+1,j+1)+ (yi+1,j+1 —Yija ) n

2.h, A&
_ (Xi+2,j—1 — Xi+1,j—1)+ (Xm,H — Xi,/q)
2.h., AE ’
(yi+2,j - yi+1,j)+ (yi+1,j - yi,j)+
2.h, A&

(22)

(23)

(24)
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_(Xi+1,j+2 - Xi+1,j+1)+ (Xi,j+2 - X/',j+1 ) + |
2.h,,.An
_ (Xi+1,j+1 — Xi+1,j)+ (Xi,j+1 — Xi,j)
2.h, .An ’
(yi+1,j+2 - yi+1,j+1)+ (yi,j+2 - yi,j+1)+
2.h,,.An
. (yi+1,j+1 - yi+1,j)+ (yi,j+1 - yi,j)
i 2.h,  .An |
_(Xi+1,j+1 B Xi+1,j)+ (Xi,j+1 - Xi,j)+ |
2.h, .An
_ (Xi+1,j - Xi+1,j—1)+ (Xi,j - Xi,j—1)
2.h, .An ’
(yi+1,j+1 - yi+1,j)+ (yi,j+1 - yi,j) n
2.h,,.An
. (yi+1,j - yi+1,j—1)+ (yi,j - yi,j—1)
i 2.h, .An |

(Xi+1,j+2 - Xi+1,j+1)+ (Xi+1,j+1 - Xi+1,j)

2.h,,.An !
_ (Xi+1,j+1 - Xi+1,j )+ (Xi+1,j - Xi+1,j—1)
2.h,,.An ’
(yi+1,j+2 - yi+1,j+1)+ (yi+1,j+1 - yi+1,j)+
2.h,,.An

(yi+1,j+1 - -yi+1,j)+ (yi+1,j - yi+1,j—1)

2.h,,.An

(25)

(26)

(27)
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_(Xi,j+2 B Xi,j+1)+ (Xi,j+1 - Xi,j)+_
2.h,,.An
_ (Xi,j+1 B X/,j)+ (Xi,j B Xi,j—1)
B 2.h A7 ’
d = " 28
ewyw (yi,j+2 - yi,j+1)+ (yi,j+1 - yi,j) n ( )
2.h,,.An
_ (y,',m - yi,j)+ (yi,j - yi,j—1)
i 2.h”’W.A77 |

As variaveis de velocidade e de concentracdo que estdo dentro dos coeficientes

sao consideradas como da iteracdo anterior.



