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Nomenclatura

Controle Preditivo com Modelo:

Simbologias:

<c:::5*..t:'c:%::*(m%

ot

Indices:

max

equacdes diferenciais no problema NLP1

equagdes algébricas no problema NLPI

restricdes algébricas de igualdade no problema NLP1
nimero de pontos de colocagio

vetor dos parametros do modelo

restrigdes algébricas de desigualdade no problema NLP1
instante mnicial

vetor das variaveis manipuladas (de controle ou de entrada)
horizonte de controle

horizonte de predig&o

vetor das variaveis de estado

vetor das condigdes iniciais

vetor das varidvels controladas (de saida)

fungio objetivo de controle

valor maximo

valor minimo

Colocaciio Ortogonal:

Simbologias:
ab

&
Li(0)

P;.(6)
P ﬁ(@)

mtervalo de integra¢8o na eq.(2-5)

matriz dos pontos de colocagio representando a derivada primeira
coeficientes do polinémio de expansio da solugfo aproximada de
(2-1)

polindmio interpolador de Lagrange

namero de pontos internos de colocacgdo

polindmio ortogonal de grau i-1 em 9

polindmio ortogonal de Jacobi
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t

Yo
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»(0)
a, B

Indices:

i

ii

tempo, s

condigéo inicial do problema (2-1)

variavel tempo normalizada para o intervalo At =t

= GB( 1-8)” fungio peso do polindmio ortogonal de Jacobi

pardmetros do polindmio de Jacobi

pontos de colocagio

Colocac¢do Ortogonal em Elementos Finitos:

Simbologias:
J
NE

zZ
Ae(k)
Indices:
1

(k)

5

Meétodo de Adams;

Simbologias:
est

NED

tol

XO} xf

matriz Jacobiana
numero de elementos de colocacgdo
variavel tempo normalizada para o intervalo AB® = 6;., - 8¢

= By -~ By, extensdo do elemento de colocagio

pontos de colocago

elementos de colocagio

pontos de interse¢iio (pontos-splines ou nos) entre os elementos
de colocagdo (ou subintervalos)

valor relacionado a ordenada a esquerda de um nd

valor relacionado & ordenada a direita de um no

derivada primeira

estimativa do erro local na eq.(2-19)
numero de equagdes diferenciais
tolerancia desejada para a variavel dependente

intervalo de integragio

Técnica de Otimizacio Nio-Linear:

Simbologtas:
d

diregdo de busca em (2-23)
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f fuﬁg:ﬁo objetivo quadratica

F fungdo objetivo nfo-linear

ftol tolerdncia de factibilidade n#o-linear

p diregdo de busca em (2-24)

r tolerdncia na otimizagio

o comprimento do passo em (2-24)

A multiplicador de Lagrange para as restrigdes gerais
c comprimento do passo em (2-23)

£ multiplicador de Lagrange para os limites
Indices:

* valor otimo

n iteragdo atual

Modelagem Matematica da Operacio do Processo:

Simbologias:

A, area de troca térmica entre o fluido de resfriamento e o contetido
do tanque, m’

Ap area de troca térmica enire a parede da camisa de vapor e o
contetido do tanque, m’

Ag, area de troca térmica entre o vapor e a parede da camisa de vapor,
mZ

A Az agrupamentos de propriedades e constantes na eq.(3-10)

G capacidade calorifica do contetdo do tanque, KI/Kg-°C

Cpe capacidade calorifica do fluido de resfriamento, K}Kg-OC

Cpp capacidade calorifica da parede da camisa de vapor, KJ/Kg-°C

F. vazio de agua de resfriamento na serpentina, m’/s

hy coeficiente de transferéncia de calor entre a parede da camisa e 0
contetdo do tanque, KI/m*s

Bpo coeficiente de transferéncia de calor entre o vapor e a parede da

camisa de vapor, KJ/m’s

M, massa da parede da camisa de vapor, Kg
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Qa

Qu

P
Pe

v

taxa de calor retirada do conteido do tanque pela serpentina,
Kl/s

taxa de calor fornecida ao contendo do tanque pela parede da
camisa de vapor, Kl/s

tempo, s

temperatura do contetido do tanque, °C

temperatura do fluido de resfriamento 4 entrada da serpentina, °C

temperatura do fluido de resfriamento 4 saida da serpentina, °C
trajetoria desejada (sefpoint) para a temperatura do conteado do
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temperatura da parede da camisa térmica, °C

temperatura do vapor na camisa do tanque, °C

coeficiente global de transferéncia de calor para a serpentina de
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volume do tanque, m’
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Algoritmo de Controle/Otimizacio:

Simbologias:
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NRNLN
NV

matriz Jacobiana

vetor limite inferior

vetor limite superior

matriz das restri¢hes lineares
numero de restrigdes lineares
numero de restrigdes ndo-lineares
numero de variaveis no problema de otimizago
numero de variaveis de estado
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horizonte de controle

horizonte de predi¢o
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Abreviaturas:
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IMC
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LMPC
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MPC
NLP
NMPC
PID
QP
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SQP
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vetor das vaniaveis do problema de otimizagdo

vetor estruturado das vanaveis do problema de otimizagio

erro entre o valor desejado e o predito para T
fungdo objetivo de controle
periodo de amostragem, s

peso da Quadratura Gaussiana

restrigdo linear
restricdo ndo-linear
variaveis

ponto de colocagéo

elemento de colocagdo

Reator Tanque Continuamente Agitado
Controle por Matriz Dindmica

Controle com Modelo Interno

Integral do Quadrado do Erro (funco)
Controle Preditivo com Modelo Linear
Controle Algoritmico com Modelo
Muiltiplas-Entradas Unica-Saida (processo)
Controle Preditivo com Modelo
Programacio Nio-Linear
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Programacio Quadratica Sucessiva (método)

Controle por Matriz Dindmica Universal
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Resumo

Nos altimos anos vem-se assistindo ao desenvolvimento de estratégias de controle de
processos ndo-lineares as quais incorporam um modelo do processo na estrutura do
controlador. O Controle Preditivo com Modelo N&o-linear (NMPC), uma das técnicas
de controle avangado de processos ndo-lineares, utiliza o conhecimento da dindmica do
processo (um modelo explicito do mesmo) para determinar os movimentos futuros
otimos da variavel manipulada para um dado horizonte de controle, atraveés da
minimizagdo sobre um horizonte de predi¢io de uma fungdo objetivo (baseada numa
trajetoria de saida desejada). O objetivo do controle é garantir que a saida do processo
aproxime-se 0 maximo possivel da trajetoria a ela imposta.

Neste trabalho é feito um estudo por simulagio do controle de um tanque de
aquecimento em batelada hipotético, cujo modelo € constituido por um sistema de duas
equacgOes diferenciais ordinarias ndo-lineares de balango de energia, usando a teoria do
NMPC. O objetivo basico do trabalho é o de avaliar a influéncia dos pardmetros de
projeto do NMPC sobre o desempenho do controlador. Para se evitar um problema de
controle de dimensio muito elevada, as equagdes do modelo s3o discretizadas pelo
método da Colocagdo Ortogonal em Elementos Finitos, fazendo-se uso de polindmios
ortogonais de Jacobi. O sistema de equagdes diferenciais se torna algébrico e o problema
de controle otimo é transformado em um problema de programagio ndo-linear (NLP)
com as equagdes algébricas fazendo parte das restricdes de igualdade. O problema
resultante € resolvido através de uma estratégia que simultaneamente converge e otimiza
o modelo algébrico por aplicagdo da técnica de otimizacdio ndo-linear da Programagio
Qﬁadrética Sucessiva (SQP). Os resultados permitem concluir que, mesmo para um
problema simples como o definido acima, o desempenho do NMPC ¢ fortemente
dependente dos pardmetros de sintonia, como o tempo de amostragem e a duragio do
horizonte de predigio. Além disso, observa-se uma influéncia clara do grau de
aproximacfo obtido na discretizagdo do modelo ndo-linear sobre o desempenho do

controlador.

Palavras-chave: Controle Preditivo;, Nfo-linear; Sintonizacio; Tanque de Aquecimento;

Batelada; Servo-controle
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Summary

In the recent years, control strategies of nonlinear processes, which incorporate a model
of the process in the controller strategy, are being developed. The Nonlinear Model
Predictive Control (NMPC), one of the most advanced control technique, uses the
process dynamic (a model) for determine future movements of the manipulated variable
in a control horizon through the minimization in a prediction horizon of the objective
function (based on the output desired). The aim of control is to assume that the output of
the process is closer to the imposed trajectory.

In this work, it is done a control simulation study of a Batch Heating Tank,
whose model contains a system of two differential ordinary nonlinear equations of the
energy balance, using NMPC. The aim is to evaluate the influence of the design
parameters of NMPC in the performance of the controller. So as to avoid a problem of
high dimension, the model equations are discretization by Orthogonal Collocation, using
Jacobi polynomials. The system of differential equations becomes algebraic and the
optimal control is transformed into a Nonlinear Programming Problem (NLP) with the
algebraic equations being part of the equality restrictions. The resulting problem is solved
by a strategy which simultaneously solves and optimizes the algebraib model by applying
the Successive Quadratic Programming (SQP). The results allow us to conclude that,
even for a simple problem, the NMPC performance is strongly dependent of the tune
parameters, such as sampling time and the prediction horizon. Moreover, it is observed
an influence of the approximation degree in the discretization of the nonlinear model in

the performance of the controller.

Keywords: Predictive Control; Nonlinear; Tuning; Heating Tank; Batch; Servocontrol
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Introducgao

Apesar dos processos quimicos serem, em geral, ndo-lineares, a aproxima¢do mais
comum no projeto de controladores ¢ ainda a lineanzagio das equagdes do modelo sobre
algum ponto nominal de operagio. Entretanto, a aproximagio por linearizac¢io apenas se
ajusta a processos moderadamente nfo-lineares. Tais descrigOes hineares necessariamente
“perdem” informagdes a respeito do processo que se pretende representar e isso pode
causar sérios problemas ndo¢ s6 para o controle de processos continuos mas também para
o de processos em batelada, os quais operam sobre uma grande faixa de condigdes de
operagio.

Processos  quimicos  ndo-lineares  sdo  naturalmente  representados
matematicamente por modelos nfo-lineares, os quais tém a vantagem de ser aphcaveis
numa grande faixa de condigdes de operagdo.

A evolugiio na teona de controle, combinada com os avangos em computadores
(mais rapidos, mais memodria), permite que estratégias de controle avangado sejam
implementadas com sucesso para processos quimicos. A maioria das técnicas de controle
avangado ¢ baseada num modelo dinimico do processo incorporado ao controlador,
mesmo em casos ja considerados convencionais, como o do controle feedforward.

Com base nestas consideragtes e o fato de que estratégias de controle preditivo
recentes baseadas explicitamente na representagdo dindmica nfo-linear dos processos
quimicos vém-se expandindo de forma rapida e mostrando-se bastante eficientes, surgiu
o interesse em analisar o desempenho de tais estratégias em particular em associagdo
com os problemas correspondentes de sintonizagdo.

O objetivo deste trabalho, entdo, ¢ o de desenvolver ferramentas para o projeto e
implementagdo da estratégia de controle avangado NMPC (Controle Preditivo com
Modelo Nio-linear) aplicada a um processo quimico simples o qual é modelado por
equagdes diferenciais ordinarias ndo-lineares. O processo escolhido € o de um tanque de
aquecimento em batelada e o problema ¢ do tipo servo-controle MISO (duas vaniaveis de
entrada e uma de saida). Este problema de controle pode, pois, ser visto como um ponto
de partida para o estudo de um caso servo-controle mais importante, dentro da mesma

classe, que € o reator em batelada exotérmico.



Introducdo 2

Uma caracteristica importante desta estratégia de controle 6timo € o uso direto
de modelo n#o-linear e a possibilidade de se trabalhar com restricdes nas variaveis de
entrada e saida.

O presente trabalho é dividido em cinco capitulos. Inicialmente, no capitulo 1, é
apresentado um breve historico sobre o controle de processos ndo-lineares, abordando
mais especificamente a teoria do Controle Preditivo com Modelo Nao-linear (NMPC), o
qual € o objeto deste estudo.

Em seguida, o capitulo 2 tem por objetivo apresentar os fundamentos tedricos de
alguns métodos numericos, ferramentas que se fazem necessarias na formulagfio do
NMPC, incluindo: Colocagdo Ortogonal Global, Colocagdo Ortogonal em Elementos
Finitos, Método de Adams e Programagdo Quadratica Sucessiva (SQP).

Outra ferramenta de fundamental importdncia, abordada no capitulo 3, ¢ a
representagdo matematica do processo que, para este estudo em particular, é a mesma
tanto para a simulacdo da operagiio quanto para o projeto do controlador. Ainda neste
capitulo, o problema de controle é formulado e preparado para a implementag@o
(linguagem Fortran) da estratégia NMPC.

O capitulo 4, por sua vez, apresenta os resuitados da simula¢dio do controle do
processo em estudo €, a seguir, no capitulo 5, apresentam-se as conclusdes e sugestdes
para futuros trabalhos.

O trabalho contém ainda dois apéndices. O primeiro, Apéndice A, contém um
exemplo da aplicagio dos métodos Colocagio Ortogonal Global e Colocagio Ortogonal
em Elementos Finitos, o segundo, Apéndice B, detalha alguns dos aspectos da

implementagdo do NMPC.



CAPITULO 1

Controle Preditivo com Modelo



1. Controle Preditivo com Modelo

O Controle Preditivo com Modelo (MPC) é tratado na literatura como uma familia de
controladores que incorporam um modelo dindmico explicito do processo para predizer
o efeito de a¢des (futuras) da variavel manipulada (ou de entrada, ou de controle) sobre
a controlada (ou de saida) - o que justifica o seu nome. Os movimentos futuros da
variavel manipulada s8o determinados através de uma otimizacio, com o objetivo de
minimizar o erro predito, sujeito a restrigdes de operagdo/projeto. Por isso, no contexto
do MPC, o problema de controle incluindo diferentes objetivos, restrigdes, etc., €
formulado como um problema de otimizag¢do dindmica.

Fisher (1991), numa ampla revisdo do controle de processos quimicos em geral,
ilustra a evolugio da tecnologia de controle desde as estratégias multi-malhas
tradicionais até os sistemas de controle modernos ajudados por computador e baseados
em modelos multivariaveis. Métodos de projeto de controle baseados no conceito do
MPC tém sido bastante aceitos em aplicagbes industriais, além de estudados em
Universidades. A existéncia de varas maneiras alternativas de projetar ou implementar
cada componente do MPC, além dessas alternativas poderem ser combinadas de modos
diferentes, leva o MPC a ser considerado como uma técnica de controle ou um conceito,
ao invés de ser tratado como um tnico tipo de controlador.

Este capitulo visa apresentar o conceito do Controle Preditivo com Modelo, bem
como suas caracteristicas, vantagens, etc., abordando de forma breve o Controle
Preditivo com Modelo Linear (LMPC) e, mais especificamente, o Controle Preditivo

com Modelo Nao-linear (NMPC).

1.1. Conceito do MPC

Os Controladores Preditivos com Modelo sio baseados em predi¢des do comportamento
(futuro) do processo a ser controlado realizadas através de um modelo matemaético do
processo, suposto ser disponivel e representativo.

O conceito de controle preditivo foi introduzido por Richalet er al. (1978) e
Cutler e Ramaker (1980), e, desde entfio, muitos trabalhos tém sido realizados sobre essa

nova estrutura de controle,
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Um aigoritmo de controle preditivo calcula uma seqiiéncia de valores das
varigveis de controle sobre um horizonte de predicio, de modo que as saidas preditas do
processo estejam proxima de uma trajetéria desejada (de referéncia). Um modelo
dinmico do processo € usado para predizer a saida do mesmo, e uma fungdo objetivo ¢
adotada para definir o quanto a saida predita do processo obedece a trajetoria de
referéncia. Qualquer modelo que descreva a relacio entre as entradas e as saidas pode
ser usado; a fung@o objetivo geralmente é uma fungdo das variaveis controladas, de
estado e manipuladas, e a trajetéria de referéncia pode ser uma 6tima ou uma seqiiéncia
arbitraria de pontos. A minimizacio da fungdo objetive sobre um horizonte de predi¢o
produz uma seqiiéncia Otima de valores das variaveis de entrada (horizonte de controle).
Por isso, para encontrar essa trajetoria Otima das variaveis de entrada, um problema de
otimizagdo deve ser resolvido. Embora a otimizacio seja desenvolvida para uma
seqiiéncia de movimentos futuros de controle, somente o primeiro elemento ¢é
implementado para o controle do processo. No proximo periodo de amostragem, todo o
procedimento € repetido usando a Gltima informagio medida, com o horizonte de
predi¢do incrementado de um intervalo de tempo.

Apesar do fato de controladores preditivos serem todos baseados no mesmo
principio, existem muitas aproximagdes para o seu projeto. Usando diferentes modelos e
fungdes objetivo, produzem-se diferentes controladores preditivos, cada um
apresentando suas proprias propriedades.

Os primeiros MPC’s, os quais foram desenvolvidos para processos lineares, tém-
se mostrado superiores em relagido aos controladores PID (Proporcional Integral
Derivativo), mas ndo os substituiram em grande nimero. Recentemente, os MPC’s vém-
se estendendo a processos ndo-lineares, prometendo fornecer um controle

substancialmente melhor.
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1.2. Controle Preditivo com Modelo Linear (LMPC)

Nos anos 80, houve um crescente uso de técnicas de Controle Preditivo com Modelo
linear (LMPC). Uma pesquisa sobre controle preditivo com modelo, incluindo uma
revisdio da histonia, formulagdo, caracteristicas, aplicagBes e referéncias desta estratégia,
fot desenvolvida por Garcia ef al. (1989). Neste artigo, a metodologia MPC é revisada e

comparada com outras técnicas aparentemente idénticas.

Sao muitas as técnicas de projeto de controladores derivadas do MPC, tais como,
Controle Algoritmico com Modelo” (MAC), o “Controle por Matriz Dindmica” (DMC)
e a metodologia do “Controle Inferencial”. Esses algoritmos relacionam a saida desejada
4 entrada manipulada, através de um modelo linear, e as perturbagdes nio medidas. Eles
foram racionalizados na estrutura do “Controle com Modelo Interno” (IMC). Algoritmos
subsegilentes dentro desta classe foram apresentados para incluir restrigdes lineares
envolvendo as entradas e saidas, e limites nas entradas. A técnica LMPC mais citada € a
DMC. Também, encontra-se na literatura a estrutura do “Controle Preditivo Unificado”,
o qual € uma aproximacio unificada para o projeto de controlador preditivo para

processos SISO (Unica-entrada unica-saida) lineares.

1.3. Controle Preditivo com Modelo Nao-Linear (NMPC)

Estratégias de controle preditivo tém sido bem recebidas pelas industrias, pois sio
mtuitivas e trabalham explicitamente com restrigdes. Mas os métodos baseados na teoria
de sistemas lineares apresentam limitagdes, pois podem nfo apresentar um bom
desempenho para sistemas altamente ndo-lineares. Uma extensio direta dos métodos de
controle preditivo com modelo linear resulta quando um modelo dindmico ndo-linear do
processo € usado. Durante os ltimos 7 anos, tem existido um elevado crescimento do
namero de técnicas de controle que sdo baseadas nos conceitos de sistemas ndo-lineares.
Uma vez que a teoria de controle ndo-linear vem evoluindo, combinada com os avangos
em computacdo (software e hardware), mais pesquisas tém-se voltado para o probiema

de controle de processos ndo-lineares.
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Processos de produgdo quimica costumam apresentar certas dificuldades no seu
controle, incluindo o seu proprio comportamento dindmico nio-hnear, além de outras
caracteristicas comuns a0s processos tanto lineares quanto ndo-lineares (Bequette,

1991a):

I} interagdes multivaridveis entre variaveis manipulada e controlada;
i} variaveis de estado nfo medidas;

iif) perturbagdes ndo medidas e freqiientes;

iv) processos de ordem elevada e distribuidos;

v) pardmetros indeterminados e variando com o tempo;

vi) restrigdes nas variaveis manipulada e de estado;

vii} tempo-morto nas variaveis de entrada e medida.

Ha 40 anos atras ja se percebia que uma das limitagdes no desempenho do
sistema de controle era devido ao comportamento dmamico no-linear do processo. As
sofugBes iniciais eram baseadas, principalmente, em modifica¢Ges em hardware (valvulas
de igual percentagem ou extratores de raiz quadrada) para remover as ndo-linearidades
maiores. No inicio dos anos 60, ja se desenvolviam controladores para processos ndo-

lingares.

Muitos projetos de processos quimicos sdo realizados de forma conservativa de
modo a evitar regimes de operagdo complexos. Por outro lado, controladores PID
lineares convencionais apresentam fimitagdes no desempenho quando aplicados a
processos ndo-lineares (Chang e Chen, 1984). Seider e Brengel (1991) notam que
desenvolvimentos recentes em controle preditivo com modelo em sistemas ndo-lineares

tornam a operagdo nas condi¢des economicamente Otimas uma meta realista.

A estrutura do IMC foi a base para os mais recentes algoritmos de controle ndo-
linear, Seider e Brengel (1991) citam, em seu trabalho de revisdo, algumas extensdes do
controle aplicado a sistemas ndo-lineares. Entre elas tém-se; um “metodo baseado em
Newton”, “Controle por Matriz Dindmica Umversal” (UDMC), “métodos baseados em

colocagdo”, um “algoritmo inferencial ndo-linear” e um “controlador preditivo ndo-linear
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multi-passo”, Varios trabalhos tém-se voltado para contornar as complexidades dos
sistetnas ndo-lineares através de transformagdes que convertam classes gerais de modelos
lineares; contudo, quando restriches no processo estdo presentes (0 que € uma
caracteristica natural), estas costumam reter as nio-linearidades e esta desvantagem se

opde a utilizagdo desta metodologia.

Seider e Brengel (1991) examinam o impacto das ndo-linearidades em todos os
aspectos das analises e sinteses de projetos de processos e de seus sistemas de controle,
e ressaltam o importante papel do modelo do processo para sistemas ndo-lineares em
todas as fases do projeto.

Bequette (1991a) apresenta uma revisdo sobre o controle ndo-hnear de
processos, dando énfase, principalmente, as técnicas que usam um modelo n3o-linear
explicito do processo para o projeto ou implementacdo do sistema de controle. Este
trabalho envolve desde estratégias iniciais com simples modificagdes em hardware nos
anos 50 até as recentes aproximagdes de controle preditivo baseadas em programacio
nio-linear (NLP). O autor apresenta ainda uma tabela contendo as operagdes unitarias
que tém sido controladas por essas técnicas. Segundo Bequette, as técnicas de controle
preditivo ndo-linear baseadas em NLP sfo capazes de trabalhar com a maioria das
caracteristicas comuns aos processos quimicos - itens (i)-(vif) citados acima. A
caracteristica mais ressaltada destas técnicas € a habilidade de trabalhar explicitamente
com restriches e, como desvantagem, cita o tempo computacional necessario para
desenvolver a otimizagdo com predigio.

Vale ressaltar que técnicas de controle preditivo linear podem ser estendidas para
trabalhar com sistemas ndo-lineares simplesmente formulando-se um problema de
programacio nio-linear (NLP). A estrutura do controlador preditivo com modelo ndo-
linear ¢ mostrada em um diagrama de blocos na figura 1.1. Cada um dos blocos €
assumido em geral ser ndo-linear. O controlador e o estimador incluem um modele do
processo € envolvem a solugio de um programa ndo-linear; o primeiro determina 0s
movimentos futuros da variavel manipulada e, o segundo, o qual usa medidas do
processo, pode inferir os valores das variaveis de estado e perturbagdes ndo medidas, e
parametros desconhecidos ou que variem com o tempo. Este ultimo constitui a porcdo

Jeedback do algoritmo.
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periurbacéo
objetive do var.
controle manip. var. controlada
———» controlador processoe a >
ser controlado

-~

estimador |,

Figura 1.1. Estrutura do NMPC.

O algoritmo para implementacio do NMPC pode ser inicializado estimando um
conjunto de pardmetros do modelo, a partir dos dados de entrada e saida passados. O
controlador, entio, determina a seqiiéncia das vanaveis manipuladas (horizonte de
controle) a qual minimiza um objetivo de desempenho do controle sobre um horizonte de
tempo futuro (assumido ser no minimo um tempo de amostragem), as entradas Otimas
sdo usadas para controlar o processo real. No fim de um periodo de amostragem, novas
medidas sfo tomadas e, opcionalmente, novas estimativas sdo realizadas. Finalmente, o
horizonte de tempo ¢ redefinido e os passos anteriores sfo repetidos - até atingir o
tempo final fixado (para o caso de processo em batelada).

Entdio, o problema de controle envolve a otimizacio de uma fungio (fungio
objetivo ndo-linear), a qual se encontra sujeita a restrigdes (ndo-lineares). Estas
restrigdes incluem as equagdes diferenciais ordinarias que descrevem o processo a ser
controlado (modelo dindmico do processo) e limites nas varidveis de otimizagdo. Este
tipo de problema freqlientemente aparece no projeto de processos em batelada, na
operagio de processos semi-continuos ¢ na partida de processos continuos.

O problema a ser resolvido pelo controlador pode ser estabelecido, de uma forma

geral, como:
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min @ [x(t),u(t)p], ()
u{t)
sujeita a: (NLP1)

& fxO.u(pl=0 (@)

dt

y = g[x(t), u(t); p] (i)
h[x(t),u(t);p]=0 (v)
q[x(t),u(t);pj= 0 (v}
x(t,) =x, (vi)
Ui SHS U, (vif)
Xmin SX = X0 {viit)
Ymin €Y = Ymax > ()

onde y, x e u sdo vetores das varigveis controladas, de estado e manipuladas,
respectivamente, e p € o vetor de parimetros do modelo os quais podem incluir as
perturbagbes (se existirem). As equagdes (7)) e (iif) (diferenciais e algebricas,
respectivamente) descrevem o modelo do processo; (iv) sdo as restrigdes algébricas
de igualdade, (v) sdo as restrigdes algébricas de desigualdade; (vii)-(ix) s3o os limites
simples nas variaveis de otimizagdo; (vi) é a condigdo inicial e (¥} é a fungdo objetivo a
ser otimizada. As variaveis de decisio sfo, neste problema, representadas pelo vetor u.
Como se v&, o problema de controle 6timo é, pois, transformado em um de NLP com
restrigdes.

Vale ressaltar que n#o existe uma forma especial imposta a fungio objetivo; no
entanto, uma escolha particular para esta influenciard tanto na solugdo do problema
quanto no esforgo computacional para a sua obtengio. Também, as equacdes diferenciais
ordinarias ndo precisam assumir uma forma especial e podem incluir termos de derivada
espacial e/ou integral e de tempo-morto (Eaton € Rawlings, 1990).

Existem alguns métodos que podem ser usados para calcular a solugdio do NLP1.
Numa formulagio de controle 6timo classico, costuma-se usar uma aproximac¢do com
algoritmos separados para resolver as equagOes diferenciais e realizar a otimizagio. Uma
rotina de otimizagio serve como malha-externa para, iterativamente, selecionar novas

seqiiéncias da variavel manipulada, enquanto que um método de resolugio de equagbes
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diferenciais ordinarias € usado para integrar as equacdes dindmicas em cada iteragio da
otimizagdo. Esta é uma estratégia de solugdio e otimizagio seqilencial e existem véarias
versdes desta na literatura. Este procedimento é de facil implementagfo, uma vez que
existem varios aplicativos para integracio e otimizacdo, porém, € dificil a incorporagio
de restrigdes nas variaveis de estado - necessitando de etapas adicionais, a fim de se
trabalhar com uma mesma classe de restrigdes, podendo gerar resujtados sub-dtimos e
lentos (Eaton e Rawlings, 1990). Por outro lado, o algoritmo necessita da solugio
precisa das equagOes diferenciais em cada iteragdo, mesmo que esta esteja longe da
solug@io oOtima final, implicando num maior esforgo computacional.

Um outro procedimento é reduzir as equagdes diferenciais a equagdes algébricas
aplicando-se um método de residuos ponderados (método de Galerkin, colocagio
ortogonal, etc.). As equacgdes do modelo sdo entdo resolvidas stmultaneamente com as
outras restricdes dentro de uma otimizagdo de caminho ndo-factivel (Programagio
Quadratica Sucessiva, SQP, Gradiente Reduzido, RG, etc.). Trabalhos anteriores de
Hertzberg e Asbjornsen (1977), e também de Biegler (1984), introduziram o uso da
colocagio ortogonal para implementar a estratégia de solucZo e otimizacdo simultdneas.
Usando esta aproximacdo, as equagdes diferenciais sdo tratadas da mesma maneira que
as outras restricdes € ndo sdo resolvidas precisamente até a iteragfo final da otimizagao,
devendo existir uma convergéncia muito mais rapida para o 6timo. A maior vantagem
para esta aproximagdo € que restricdes nas varaveis de estado sfo facilmente
trabalhadas; contudo, muita aten¢fio deve ser tomada para evitar solugdes infactiveis
(Bequette, 1991b). Esta estratégia de sclugBo e otimizagio simultdnea tem-se mostrado
muito atrativa. Exemplos de aplicag@o deste método para determinar trajetorias Otimas
da variavel manipulada em malha-aberta tém sido reportados por Biegler (1984), Renfro
et al. (1987) e Cuthrell ¢ Biegler (1987). Renfro er ol (1987) mostraram que, quando a
variavel manipulada ¢ uma constante discreta, como em controle digital, a estratégia de
otimizagdo e solugdo simultdneas somente pode ser implementada dentro de uma
estrutura de elementos fintos. Renfro ef al (1987) e Cuthrell ¢ Biegler (1987)
introduziram o uso da colocagio ortogonal em elementos finitos para discretizar as
equagdes diferenciais, fornecendo uma representagdo precisa dos perfis da variavel de
estado sem usar polindmios de ordem muito alta, além de permitir a solugdo de uma
classe mais geral de problemas de otimizag3o (incluindo problemas com condi¢des de

contorno).
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Ao se usar Colocagiio Ortogonal em Elementos Finitos, o horizonte de predigio
de V-periodos de amostragem corresponde a V-elementos finitos - um elemento para
cada periodo de amostragem. O horizonte de controle é de U-periodos de amostragem

(V=U). A figura 1.2 ilustra a aplicagio deste método.

Xj y rF
. :
s * tempo
u :
: : : : uL tempo
el 1 el 2 el3 el V

Figura 1.2. Divisdo do honizonte de predigio em V-elementos finitos ¢ NP-

pontos de colocagio.

Trabathos anteriores tém demonstrado que esta aproximacfio simultinea €, em
termos de necessidades computacionais, superior as estratégias seqiienciais. Eaton e
Rawlings (1990, 1992) e Patwardhan et a/ (1990) usaram uma estratégia de Controle
Preditivo com Modelo Nio-linear baseada na resolugio de um problema de controle
dtimo em malha-aberta em cada instante de amostragem, através do algoritmo de
aproximago simultdnea da simulag3o/otimizagio desenvolvido por Cuthrell e Biegler
(1987). Este esquema pode ser usado para controlar processos descritos por diferentes
tipos de modelos ndo-lineares, tais como, equagdes diferenciais ordinarias e algébricas,
equaghes diferenciais parciais e algébricas, equacfes integrais e diferenciais e equagdes
com tempo-morto, os quais sdo precisos sobre uma grande faixa de condi¢des de
operagio.

Para a solugio do NLP resultante, uma etapa necessaria € a escolha da técnica de
otimizagdo n#o-linear com restrigdes € do método de discretizagic das restrigdes

dindmicas do modelo. As referéncias citadas acima usaram SQP juntamente com
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Colocagao Ortogonal Global ou Colocagio Ortogonal em Elementos Finitos nos seus
exemplos de aplicagdo. Outra decisdo importante é quanto as condigdes iniciais
apropriadas para as variaveis de estado no inicio do horizonte de predigo. Para sistemas
estaveis em malha-aberta (0 que acontece com a maioria dos processos), as condigdes
iniciais podem ser obtidas a partir da solugdo do modelo para o intervalo de tempo
anterior, baseada na a¢Bo manipulada que realmente foi implementada no processo. Ja
para sistemas instaveis Bequette (1991a) afirma que normalmente se deve usar um
procedimento de identificacdo das variaveis de estado, para que as mesmas nio venham a
divergir de modo significativo das variaveis de estado reais. Algumas caracteristicas do
controlador precisam, pois, ser especificadas, como os horizontes de predigdo e de
controle, a forma da fungio objetivo, os estimadores e a trajetoria desejada. Por fim, a
caracteristica mais importante deste procedimento recai no ajuste dos pardmetros de
sintonizacdo do controlador.

No presente trabalho, a estratégia NMPC é implementada através de uma
aproximagio simultinea de solugBo/otimizagio, baseada nos métodos de Colocagio
Ortogonal em Elementos Finitos e de Programacgio Quadratica Sucessiva (SQP), para
realizar o controle da temperatura de um tanque de aquecimento (batelada) com
misturador - problema do tipo servo-controle MISO. Para tanto, inicialmente se faz
necessario uma analise das ferramentas matematicas utilizadas no desenvolvimento desta
estratégia de controle - métodos de discretizagdo de equagdes diferenciais ordinarias e de

otimizagio nio-linear (capitulo 2) e modelagem do processo (capitulo 3).



CAPITULO 2

Analise de alguns Métodos Numéricos

Utilizados na Formulacao do NMPC



2. Analise de alguns Métodos Numéricos Utilizados na
Formulag¢ao do NMPC

Este capitulo visa apresentar, de maneira breve, os fundamentos teodricos de alguns
métodos numéricos utilizados neste estudo de simulagio.

Inicialmente, apresentam-se os métodos de discretizagio de equagdes diferenciais
por Colocagio Ortogonal Global e por Colocagio Ortogonal em Elementos Fimitos
{(métodos de aproximagio que serdo usados na estratégia de controle para reduzir o
problema de otimizagio dindmica a um problema de programacdo nfo-linear com
restricBes algébricas de igualdade). Em seguida, € discutido rapidamente o método de
Adams para a resolugio de equagdes diferenciats (método rigoroso usado para simular a
operagdo do processo) e, por fim, o método de otimizagio ndo-linear, Programacdo
Quadratica Sucessiva (técmca aplicada para a resolugdo do problema de programacio

ndo-linear resultante).

2.1. Métodos de Discretizagdo de Equacgdes Diferenciais

Esta seco apresenta os fundamentos tedricos de aplicagio dos métodos de aproximagio
polinomial Colocag¢io Ortogonal Global e Colocagdo Ortogonal em Elementos Finitos.

Um exemplo é apresentado no Apéndice A

2.1.1. Colocagao Ortogonal Global

Na Colocagdo Ortogonal Global (ou, simplesmente, Colocacdo Ortogonal), um caso
particular do método dos Residuos Ponderados, a solugdo da equacgdo diferencial €
aproximada por um polindmioc e o método requer a satisfagio da equagio em
determinados pontos de colocagiio. Ao se aplicar o método, a equaciio diferencial
ordinaria transforma-se em um conjunto de equacOes algébricas lineares, ou ndo, {ou
equagdes diferenciais ordinarias se se partiu de equagdes diferenciais parciais) a serem

resolvidas simultaneamente.
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A resolucdo da equagio diferencial consiste em aproximar as derivadas da funcdo
por somatorios ponderados dos valores da fungfo nos pontos de colocagiio. Sempre que
possivel, esta solu¢io aproximada é escolhida de modo a satisfazer as condigdes de
contorno e de geometria estabelecidas no problema.

Basicamente, a solugfio aproximada proposta € uma série truncada de polindmios
ortogonais, cujos coeficientes sio determinados tomando como pontos de colocagdo os
zeros do polindmio de maior grau da mesma familia.

A principal vantagem deste método € que, além de apresentar uma formulagio
simples, ele permite resolver eficientemente o problema com um numero de pontos {(de
colocagdo) bem reduzido, quando comparado a outros métodos - como, por exemplo,
Diferengas Finitas - implicande num menor tempo computacional, e ainda se tem um
minimo de escolhas arbitrarias a se fazer, como a fungdo de aproximagio da solugdo e os
pontos de colocagio, uma vez que a fungfo peso € especificada.

Este método, desenvolvido por Villadsen e Stewart (1967) entre outros, tem-se
mostrado como uma ferramenta muito eficiente no campo da engenharia e recentemente
tem sido aplicado no campo de controle de processo, visando a construgio de modelos
nio-lineares de ordem reduzida.

Na aplica¢do do método, as seguintes etapas devem ser cumpridas:

i) definicio da familia de polindmios ortogonais;
i) determinacgdo dos pontos de colocagdo;
117} determinacdo dos coeficientes da matriz dos pontos de colocagio,

iv) calculo da solugdo aproximada.

A seguir, as etapas descritas acima serdo desenvolvidas, de maneira bem sucinta,
voltando-se sempre para um tipo basico de problema: problema de valor de contorno, no
qual a varidvel independente € o tempo.

Entdo, dado o problema, o primeiro passo € (i) definir a familia de polindmios
ortogonais a usar na expansio da solugio do referido problema, devendo esta satisfazer,
se possivel, as condigdes de contorno estabelecidas no mesmo.

De um modo geral, a aproximag8o polinomial para um problema com condigdes

inictais € definida como se segue.
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d
Dada a equagdo diferencial: _d%! = f(y,8), (2-1)
com condi¢io inicial y(O=0)=vy;, (2-2)

sua solugdo pode ser aproximada por (Biegler, 1984):
N
y®) =yo +@_Zlaj P 1(9), (2-3)
Jﬁ
ou, para um dado ponto de colocagao 6;:
N
y(6;) =yo +6; ,Z;ij Pi(8)), (2-4)
J:

onde P;.1(8) sio polindémios ortogonais de grau j-1 em 8, a; s3o coeficientes do polindmio

de expansio, N é numero de pontos internos de colocagio e 6; sdo pontos de colocagdo.
Para se especificar a familia de polindmios ortogonais e determinar os

coeficientes destes polindmios que compdem a solugfo aproximada, deve-se aplicar a

seguinte condi¢io de ortogonalidade (Villadsen e Stewart, 1967):
[26-P, (6) Py (8)d0=0, (2-5)

ou seja, P tem que ser ortogonal a cada Py, com j=1, .., N.

Comparando-se (2-5) com a expressdo geral (Finlayson, 1980):
[P0(®) P, (8)-Py(8)d8=0 , (2-6)
onde w(8) € a funcio peso (=0), tem-se que:

w(0)=0. (2-7)
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Assim, consegue-se definir os polindmios ortogonais a serem usados no problema
de valor inicial que, para um intervalo a=0 e b=1, pode ser o de Jacobi da forma Py™ *(6)
com fungio peso o(0)=0°(1-8). Comparando-se esta com (2-7), tem-se que =0 e =1,
ou seja, para que a aproximagdo proposta satisfaca a condigfo inicial os polindmios

usados devem ser:
Py (0). (2-8)

Polindbmios de Jacobi s@o bastante utilizados na literatura e os valores aqui
especificados para o e f§ levam os pontos de colocagio a se concentrarem a esquerda do
intervalo de tempo considerado, ou seja, no inicio do mesmo. Este intervalo de tempo,
pois, deve ser adimensionalizado entre 0 e 1, uma vez que o polindémio ¢ defimido sobre o
intervalo a=0 e b=1.

Os coeficientes a podem ser encontrados por substituir a solugio aproximada (2-
4) e a condigdo inicial (2-2) no problema (2-1) fazendo o residuo ser zero, e resolver a

expressdo final nos pontos discretizados 6; os quais sdo as raizes de Py(0).

Uma vez encontrados os polindmios (P, Py, ... Py), deve-se (if) calcular as raizes

do de maior grau, as quais representardo os pontos de colocagdo (8;); os outros
polinémios, de grau inferior, irfo compor a expansio da solucdo.

A ortogonalidade na equag@o (2-6) assegura que os zeros de Py (8) sejam reais,
distintos e localizados no intervalo a=0 e b=1.

E conveniente frisar que os pontos de colocagio obtidos sdo também Otimos
pontos de quadratura para integracdo numérica sobre a mesma regiao (0, 1).

A eguagio diferencial no problema (2-1) pode ser escrita em fungdo dos pontos
de colocagdo 0; (representados pela matriz Ajj) e de y(8) nesses pontos, como se mostra

a seguir (Finlayson, 1980; Villadsen e Michelsen, 1978):

dv(B.) N+2
JE%Q = E‘iAij -y(8;) = £(y(6,).8;) , (2-9)
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onde Ajj € a matriz dos pontos de colocagio representando a derivada primeira e i=2, .,
N+2.

Como se pode observar, a equacdc diferencial é aproximada por um sistema de
equacgdes algébricas e o residuo, nos pontos de colocagio, é feito ser zero. Neste caso,
ndo se aplica a colocagio ortogonal para =1, pois a solugdo aproximada proposta (2-4)
ja satisfaz & condigo inicial (2-2).

Quanto a (/) matriz dos pontos de colocagio (Ajy;), esta depende apenas dos

pontos de colocagio, os quais foram calculados anteriormente.

Uma resolucdo analitica de A;; ¢ dada por (Michelsen e Villadsen , 1972):

I p'®) y
A =LYO Y= .
ij 3( ;) Gi “*8] p,(el) s 1]
1 p"(®;)
Ajj - L§(8l) T2 ) pf(ej) » (2-10)
onde, a soluglio € aproximada por um polindmio interpolador de Lagrange:
N+l
y(®) = ZIYj L), (2-11)
J:
3]
com L;®)= p(©) e (2-12)
‘ ©-6;)-p(6;)
p(O) = (B0, }6-06,)(6-63)...0-03 )00y}, (2-13)

onde p(8) ¢ um polindmio ortogonal e 1;(8) é o polindmio interpolador de Lagrange.
Como se vE, para esta resoluglio, precisa-se apenas dos pontos de colocagio (6;)
calculados na etapa anterior.
Villadsen e Michelsen (1978) apresentam subrotinas para o calculo de Ajj e 6;,

para polindbmios ortogonais de Jacobi, precisando-se definir apenas o valor de e B e o
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grau do polindmio - e é 0 que se usaré neste trabalho. Finlayson (1980) fornece a matriz
Ajj na forma de tabela para alguns valores de N.

Realizadas todas as etapas (7), (7)) e (/ii), o proximo passo agora ¢ calcular a
solugdo aproximada, ou seja, resolver o sistema de equagSes algébricas resultante (se se
partiu de equacgdes diferenciais ordinarias). Se o sistema obtido for linear, pode-se
resolvé-lo por Eliminagdo de Gauss, por exemplo, e se for nfo-linear, deve-se, pois,
construir o Jacobiano (método de Newton) e por conseguinte aplicar Gauss para sua
resolugdo. No caso de se partir de equages diferenciais de ordem mais alta, estas podem
ser resolvidas pela apiicac8o repetida do método apresentado.

A seguir, a figura 2.1 representa esquematicamente a aplicag@o do método.

¥i V2 Y3 Ya ¥s
=0 t i3 t ts

¥
8:=0 02 0 8\ 65=1

ponto interno
\___)

de colocagdo

Figura 2.1. Colocagdo Ortogonal Global, N=3.

2.1.2. Colocacgdo Ortogonal em Elementos Finitos

A Colocagdo Ortogonal em FElementos Finitos, também conhecida como
Colocagao Spline Global (spline = por partes), ¢ uma combina¢do dos métodos das
Diferengas Finitas e da Colocagiio Ortogonal Global.

Este método € atrativo por apresentar uma rapida convergéncia (caracteristica
associada ao método da colocagfio ortogonal), além de permitir que os pontos de
colocagdo localizem-se em regides onde a solugdo varie rapidamente (grandes
gradientes} ou que sejam de maior interesse (caracteristica associada ao método das

diferengas fimtas), implicando na obtengfo de uma melhor aproximacio (Finlayson,
1974).
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Para se aplicar éste método, o dominio 6 [0,1] deve ser dividido em NE-
elementos (subintervalos), de comprimentos ndo necessariamente iguais, com 0 k-€simo
elemento se estendendo de 6 a Oy.1, e aplicar o procedimento da Colocagio Ortogonal
em cada elemento. Entdo, a equagio diferencial ¢ escrita em termos da solugdo nos
pontos de colocagdio dentro de cada elemento, obtendo-se, como na Colocagio
Ortogonal, um sistema de equagdes algébricas. Como em cada elemento k a variavel

independente deve assumir valores entre O e 1, define-se uma nova variavel:

0-6, 6-8,
0., -0, Ap®

k) _

(2-14)

onde AB® & a extensdo do elemento k e 6 é a posigdo do no (inicio do elemento k) no
intervalo original (ver fig.2.2).

Aqui, a equacglo diferencial no problema (2-1) pode ser escrita em fungio dos
pontos de colocagdo e do valor da funcfio nesses pontos dentro de cada elemento k

(Finlayson, 1980; Villadsen e Michelsen, 1978):

dv(z%y N2
dy(z ) = 2 Ay ~y(z@) = f(y 28N, 289y | (2-15
dz puet if i i i

comi=2, .. N+1ek=1, .. NE.
Para se garantir a continuidade da fungdo e da sua derivada, deve-se impor as

seguintes condigbes nos pontos de intersecdo zg. (pontos-splines ou nos) entre os

subintervalos:
yw(zsg) = y+{zsi) (2-16)
yL(ZSi) = Y;(Zsi)- (2-17)

A continuidade de y', derivada primeira da variavel y, é expressa em termos das

matrizes de discretizacdo A_ e A, (matrizes dos pontos de colocagfio representando a
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primeira derivada), baseadas nas ordenadas do intervalo & esquerda e & direita do ponto

de interse¢do z,, incluindo ambos os pontos extremos do intervalo.

Desse modo, obtém-se um nimero suficiente de equagdes algébricas (partindo-se
de equagles diferenciais ordinarias) lineares, ou ndo, que devem ser resolvidas
simultaneamente, podendo-se, assim, determinar as ordenadas de colocaglo (em relagfio
aos pontos internos de colocagdo para cada elemento), as ordenadas dos pontos de
interse¢do entre elementos e, possivelmente, uma ou ambas as ordenadas de contorno. O

vetor solucio é:

1 (b (H 2y (2 {23 (3 (ME}\T
y:(YI 2¥Y2 e ¥Na2:¥2 Y3 e YNe2Y2 7'“:YN+2) 3 (2'}8)

(k)

ondey; € a solugio no i-¢simo ponto de colocagio do elemento k, com =1, ... , N+2 e

k=1, ..., NE.
Uma representacgio esquematica da aplica¢io do método pode ser vista na figura

2.2

i » Y3 Ya ¥s Yo Y7 Vs ¥s Yio

t=0 t LR ¥ {5 17 173 o o

b ® @ 4

6]20 92 83 84:4

2,9=0 2,0 2,® 2, 0= nd ou ponto ponto 1nterno

—> ~
A8 de intersecio de colocagdo
je——p
o 88 08,

8k+; —-GR a Ae(kJ

Figura 2.2, Colocagio Ortogonal em Elementos Fintos, NE=3 ¢ N=2.

Vale salientar que, para se obter resultados satisfatérios, € necessario uma
localizacdo eficiente dos elementos sobre o intervalo global definido pelo problema a ser
resolvido. Carey e Finlayson (1975) sugerem, apds o calculo de uma solugdo, o uso do

residuc (equagio diferencial com a solugio aproximada substituida nela) em cada
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elemento para, baseado no seu calculo, poder determinar a localizagdo apropriada de
novos elementos finitos sobre o dominio. Este método (de interpolag¢do) € adequado para
pequenos valores de N (8 a 10) e os autores citam técnicas mais refinadas (Michelsen e
Villadsen, 1972) apropriadas para N maiores (até¢ 80). Também, Cuthrell ¢ Biegler
(1987) apresentam uma estratégia para a localizagdo dos nos dos elementos finitos com
o objetivo de minimizar o erro de aproximacgio.

E interessante notar a forma do Jacobiano para a resoluciio, através do método
Newton-Raphson, do sistema algébrico ndo-linear obtido - matriz esparsa com estrutura
diagonal em bloco (figura 2.3) - ao se trabalhar com o vetor solugdo (2-18).

Para se explorar esta caracteristica da matriz esparsa, Renfro er al (1987)
sugerem aplicar uma nova tecnologia para avaliagio do Jacobiano {Coleman er al.,

1984), reduzindo significativamente o tempo de calculo.

equagdes procedentes dos pontos

internos de colocagdo em cada

elemento.

equagdes procedentes da condigio de

continuidade da primeira derivada.

—>
equagdes procedentes da condigdo de

continuidade da fungdo.

Figura 2.3. Estrutura da matriz Jacobiana (J} para Colocacio Ortogonal em

Elementos Fmitos, NE=5.

No Apéndice A, encontra-se um exemplo de aplicacio (Eaton e Rawlings, 1990)
destes dois métodos apresentados acima, cujos resultados ainda sio comparados com o
método Runge-Kutta-Gill. O exemplo estudado, problema de valor inicial, envolve um
reator CSTR.

Os resuitados apresentados mostram-se bastante satisfatdrios e pode-se observar
através do grafico gerado (fig.A.2) que, para o exemplo estudado, os métodos numéricos
aplicados descrevem perfeitamente a solugdo desejada - perfil da concentragdo ao longo
do tempo. Sabe-se da literatura (por exemplo, Cuthrell e Biegler, 1989) que os métodos

de aproximacio, Colocagdo Ortogonal Global e Colocagio Ortogonal em Elementos
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Finitos, permitem uma solugdo rapida e precisa de uma grande variedade de equagdes
diferenciais e que os resultados aqui obtidos podem ser generalizados para problemas
mais complexos, principalmente ao se aplicar Colocagio Ortogonal em Elementos

Finitos.

2.2. Método de Adams

O método de Adams é um método linear de resolugiio de equagdes diferenciais
ordinarias de passo e ordem varidveis. Este método integra um sistema de equagdes
diferenciais ordinarias de primeira ordem (y'; = £ (x, 1, y2, ..., ¥n)) s0bre um determinado
mtervalo (X 4 xy), a partir de condigdes iniciais apropriadas, calculando a solugio em um
conjunto de pontos previamente especificados (manual NAG, D02, 1991).

Para este trabalho, fez-se uso da rotina DO2CBF, da Biblioteca Matematica
NAG, na linguagem Fortran, para realizar a simulacio da operagio do tanque de
aquecimento. Alguns pardmetros que se fazem necessarios estipular s3o o nimero de
equagdes diferenciais (NED), a tolerdncia desejada nos calculos (tol), o valor inicial da
variavel independente (x) e da solugdo (yi, y2, ... , ya), © valor final da variavel
independente (x;) e uma subrotina contendo as funcGes a serem integradas.

Para a subrotina utilizada, a precisio da solu¢do e interpolagio depende da
tolerincia desejada, das propriedades matematicas do sistema de equagtes diferenciais e
do tamanho do intervalo de integragio. A precisio é controlada pelos pardmetros
tolerancia (tol) e estimativa do erro local (est). Na auséncia de conhecimentos anteriores
da solucfio, pode-se adotar tol=107 onde p é a quantidade desejada de casas decimais
corretas para a solugdo. Para todas as simulagles da operagdo do tanque, apresentadas
posteriormente neste trabalho, definiu-se a tolerdncia em 10, Em cada passo da solugdo
numérica, uma estimativa do erro local (est) € feita, sendo que o passo atual somente ¢

aceito se a seguinte condi¢io for satisfeita:

1
estm\/z‘:(ai/(rrx!yil+ra))2 <t (2-19)
i=i

onde, T ~tol, t ,~tol e &; € uma estimativa do erro local em v, (calculado internamente}.
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Se a condi¢io ndo for satisfeita, o tamanho do passo € reduzido e a solugio ¢
recalculada no passo atual.
Para uma descri¢io mais detalhada deste método e de sua implementacfo pratica,

ver Hall e Watt (1976).

2.3. Técnica de Otimizacdo Nao-Linear

Na prética, a maionia dos processos quimices € de natureza nfo-linear e, por isso,
os métodos mais comumente empregados nos problemas de otimizacio de processos sdo
ndo-lineares multivaniavels com restrigdes (ou problemas de programacgido ndo-linear,
NLP, com restrigdes).

A otimizagio de processos quimicos envolve uma malha fechada contendo um
algoritmo de otimizagio e outro de simulacdo do processo.

As equagdes envolvidas no problema de otimizagdo de processos quimicos sdo,

como se segue:

E(x, v}, funcdo objetivo ndo-linear, a ser minimizada ou maximizada,

em fungio das variéveis do processo
(2-20)

h(x, y)=0 ¢
c(x, y3=0 , sistemas de equagbes incluindo o modelo do
processo e restricdes (as quais sdo estipuladas pelas proprias

limitagdes operacionais ou de projeto).

No problema de otimizag¢iio, o niimero de variiveis a serem conhecidas excede o
namero de equagdes, e o ajuste € possivel através da minimizacio (ou maximizagdo) da
fungio objetivo.

As varigveis de decisdo sio normalmente varidveis de entrada do processo, em

numero 1gual ao de graus de liberdade do processo a ser otimizado.
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Na solugdo de (2—20), algumas das restrigSes sdo identificadas como ativas, isto
€, sdo exatamente satisfeitas. Isso implica na divisio das varidveis entre livres e fixas,
sendo as denominadas de “fixas” fixadas em seus limites.

Outra informagdo importante em problemas de otimizagio é a definiciio das
condi¢des necessarias de primeira ordem, as condigdes de Kuhn-Tucker. Assim, diz-se
que um ponto x € um ponto Kuhn-Tucker de primeira ordem para (2-20) se as seguintes

condi¢des sdo observadas (manual NAG, E04, 1991):

i) x ¢ factivel,
if) os vetores £ ¢ A (multiplicadores de Lagrange para os limites e para as

restrigdes gerais) existem, tal que
g=C'A+E, (2-21)

onde g € o gradiente da fung@io objetivo avaliado em x, C é a matriz dos gradientes das
restrigOes hineares e nao-lineares ativas e £ ; = 0 se a j-ésima variavel for livre;

iif) o multiplicador de Lagrange correspondente a uma restricdo de desigualdade
ativa no seu limite inferior deve ser nfo-negativo, ¢ deve ser ndo-positivo para uma

restricdo de desigualdade ativa no seu limite superior.

Quanto & resolu¢do do problema (de otimizacio de processos), costuma-se
distinguir os métodos existentes em dois grupos: métodos feasible path (diregio ou
caminho factivel) e métodos infeasible path (diregio ou caminho nfo-factivel).

Para o primeiro, método de caminho factivel, as restricdes de igualdade devem
ser satisfeitas a cada iteragdo entre o algoritmo de otimizagio e o de simulag#o, pois
tem-se um teste de convergéncia para cada médulo {otimizagdo e simulacgfo). Ja para o
segundo, método de caminho nio-factivel, as restrigbes de igualdade s@o satisfeitas
somente no ponto Otimo;, os modulos de otimizagdo e simulagdo s8o resolvidos
simultaneamente, com apenas um teste de convergéncia.

Dentre as principais técnicas de resolugio de problemas NLP com restrigdes tem-

se (Himmelblau, 1989):
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7} Método dos Multiplicadores de Lagrange,
ii}y Método do Gradiente Reduzido (RG),

i1y Método da Programagio Quadratica (QP),
iv) Método da Fung@o Penalizada (Penalty),

v) Método da Fungdo Lagrangeana Aumentada,

vi) Método da Programagdo Quadratica Sucessiva (SQP).

Na década passada, duas aproximagbes foram aplicadas, quase que
exclusivamente, para resolver as condigdes de Kuhn-Tucker surgindo em otimizagdes de
projeto de processo. Uma € o SQP (como implementado na biblioteca NAG) e a outra, é
o algoritmo do Gradiente Reduzido (como implementado no pacote MINOS).

Ambos os algoritmos, SQP e RG, implementam uma estratégia de caminho
infactivel com respeito as restricdes de igualdade, isto €, as restri¢des de igualdade ndo
sdo satisfeitas depois que as variaveis do problema sfio ajustadas, mas somente quando o
algoritmo converge para o otimo. Uma das grandes vantagens destes métodos, quando
comparados com uma estratégia de caminho factivel, é seu aumento da velocidade
computacional.

A seguir, apresentar-se-a, de forma breve, a técnica de otimizacio SQP, a qual
sera aplicada, mais adiante neste trabalho, ao algoritmo de controle. Esta técnica ¢ uma
das mais modernas, eficientes e de rapida resolucdio, apresentando, pois, uma grande

aplicagdo na otimiza¢do de processos quimicos - justificando, assim, a sua escolha.

2.3.1. Programacgdo Quadratica Sucessiva (SQP)

A Programacdo Quadratica Sucessiva (ou Segiiencial, Recursiva), SQP, ¢ uma
técnica de otimizacdo que resolve uma ciasse geral de problemas NLP com restrigtes. O
método SQP utiliza, para isso, a Programagio Quadratica (QP) sequencialmente - como
0 seu nome sugere.

Este método foi primeiro mencionado por Wilson {(1963) como sendo a base do
seu método SOLVER (Fletcher, 1990).

0O método QP é um procedimento que minimiza uma fungdo quadratica de n-

variavels sujelta a m-restricdes de desigualdade e/ou iguaidade lineares ou linearizadas
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(m<n). O problema QP ¢ a forma mais simples de um problema NLP com restricdes de
desigualdade (Himmelblau, 1989).

O algoritmo SQP, por sua vez, ¢ dito corresponder ao método de Newton
aplicado a uma fungio Lagrangeana estrita, ou aproximadamente, quadratica.

Para minimizar uma fun¢fo objetivo nfo-quadritica, é necessario primeiramente
aproxima-la para uma quadratica e, para uma restri¢io nfo-linear, é preciso lineariza-la
em um ponto. E € isso que o SQP realiza inicialmente. A partir disso, sua estratégia,
entdo, é a seguinte: no inicio de uma iteracio, uma estimativa da solug¢io otima (x ) é
conhecida e, na tentativa de se melhorar esse valor, procura-se obter uma dire¢io de

busca p através da resolucdo do problema que se segue, na sua forma geral:
minimizar uma fungio quadratica fix, y) em termos de p,

sujeita a:
(2-22)
restrigbes de igualdade lineares em fungdo depe

restrigdes de desigualdade lineares em fungio de p.

Entdo, a diregdo de busca p, para reduzir f{x,y), € a solugdo de um subproblema
QP. Este, pots, € dito ser a malha interna ou iteragiio menor da estratégia de otimizagio

SQP. Em uma iteragdo menor tipica, a nova iteracdo p™' ¢ definida por:
pm-'ﬁ - pn + Ud X (2...23)

onde p" € a itera¢lo atual, ¢ é 0 comprimento do passo (nfo-negativo) e d ¢ a direg@o de
busca.

Uma vez que p foi calculado, a malha externa ou iteragdo maior da estratégia de
otimizagdo procede para determinar o comprimento do passo o que produza um
“decréscimo suficiente” na fungio mérito Lagrangeana aumentada. Como na iteragdo
menor, a nova iteracio x"' é definida por:

h£3

. 41 — Xn 3 C(.p , (2_24)



Andlise de Alguns Métodos Numéricos Utilizados na Formulagdo do NMPC 29

onde x" € a iteragfio atual, a é o comprimento do passo {nfo-negativo) e p € a diregio de
busca.

A malha externa, por sua vez, é responsavel por gerar uma seqliéncia de iteracdes
(x") que convirja para o 6timo (x') - um ponto Kuhn-Tucker de primeira ordem para o
problema (2-20). Também, estima os valores dos multiplicadores de Lagrange e prediz o
valor do conjunto ativo.

Neste trabalho, fez-se uso da rotina EO4UCF, da Biblioteca Matematica NAG
(1991), na hnguagem Fortran, a qual implementa o método SQP - rotina essencialmente
idéntica & do SOL/NPSOL (Gill et al, 1986). Para tanto, é necessario fornecer
subrotinas que definam as fungdes objetivo e restrigdes ndo-lineares, juntamente com
uma estimativa inicial da solugfio do problema de otimizac¢io e tantas derivadas parciais
(Jacobiano) quanto possivel. Esta rotina trata todas as matrizes como densas. Para
problemas grandes e esparsos, o pacote MINOS (Murtagh e Saunders, 1993) pode ser
usado.

Alguns pardmetros de tolerancia estipulados neste método precisam ser definidos.
A Ttolerdncia de factibilidade” vem determmar as violagdes maximas permitidas nas
restricbes lineares e ndo-lineares num ponto factivel. A “precisdo da fun¢io” € uma
medida da precisdo com a qual as fungbes objetivo e restrigdes ndo-lineares podem ser
calculadas. A “tolerdncia na diregdo de busca” controla a precisdo com a qual o passo o
em cada iteragiio aproxima a fungio ménito a um minimo ao longo da dire¢fio de busca.
A “tolerdncia na otimizagdo” vem especificar a precisio desejada na iteragio final para a
aproximagdo da solugdo do problema.

O programa terminaré com sucesso se a seqiiéncia iterativa de valores de x for
julgada ter convergidd e o ponto final satisfizer as condi¢gdes de Kuhn-Tucker. Entdo, o

critério de convergéncia para a seqiiéncia de iteraches €

afp] < Vr (1+lxl) (2-25)

onde r € a tolerdncia na otimizagdo, p ¢ a direcdo de busca e o é o comprimento do
Passo.
E o critério para uma iteragdo satisfazer as condi¢des de primeira ordem para um

mimmo é:
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127 g | < Ve 0+ max(1+[Fee, v, Jgem)) (2-26)

Eresjl < ftol, paratodoj, (2-27)

T . ) . . : « .
onde Z gpr € 0 gradiente projetado, g € 0 gradiente da fungdo objetivo F(x, y) com
respeito as variaveis livres, res; € a violagio da j-ésima restrigdo nfo-linear ativa e ftol ¢ a

tolerincia de factibilidade ndo-linear.



CAPITULO 3

Aplicacdo da Metodologia NMPC ao
Controle de um Tanque de Aquecimento

em Batelada



3. Aplicagido da Metodologia NMPC ao Controle de um

Tanque de Aquecimento em Batelada

Neste capitulo, mnicialmente, desenvolve-se a representacdo matematica do processo em
estudo - etapa de fundamental importancia em projeto de sistema de controle baseado
em modelo ndo-linear - encerrando-se a apresentagio das ferramentas matematicas
necessarias a aplicagio da estratégia de controle NMPC.

Em seguida, parte-se para a elaboragfo do problema de controle especifico deste
estudo, dando-se énfase aos pardmetros, fungdes e gradientes, das restricdes e fungio
objetivo, necessarios para a resolugio do mesmo, ou seja, implementagio e simulagio do

algoritmo de controle/otimizagao.

3.1. Modelagem Matematica da Operagdo do Processo

O sistema nao-linear escolhido para o presente estudo trata de um tanque de
aquecimento (batelada) com camisa de vapor e serpentina para realizar, respectivamente,
0 aquecimento e o resfriamento do meio interno.

Nesta segdio, serdio apresentados, primeiramente, uma descricio breve do
processo e, em seguida, os balangos de energia (para o contetido e a parede do tanque)
com a devida determinagfio dos pardmetros necessarios para a especificagio do sistema
em estudo. Maiores detalhes sobre o modelo em estudo podem ser encontrados em

César (1992) (e Jutan e Uppal, 1984) ¢ Andrade (1992) {e Kravaris e Chung, 1987).

3.1.1. Descrig¢do do Processo

O modelo do processo utilizado neste estudo de simulagio envolve um tanque com
capacidade de 1 m® (figura 3.1), o qual deve operar sobre periodos de 1 h.

O tanque € alimentado, selado e o seu contet:do € continuamente agitado.

Calor ¢ adicionado ao sistema (Qv) através do vapor, a temperatura T, na camisa
do tanque, e ¢ retirado para o ambiente (Q,) através da agua de resfriamento a qual flui

numa serpentina. O vapor condensado ¢ coletado e direcionado para um dreno.
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O objetivo do controle deste tanque é levar a temperatura do seu meio interno,
T, a evoluir segundo uma trajetoria desejada Ta(t).

Para que o processo obedega a essa trajetoria predeterminada para a temperatura
do meio interno, o controle da taxa de aquecimento € realizado regulando a temperatura
do vapor T, enquanto que o controle da taxa de resfriamento € obtido manipulando a
vazio de agua de resfriamento (F,).

A figura 3.1 representa esquematicamente o equipamento.

3.1.2, Balango de Energia no interior do Equipamento

De um modo geral, o balan¢o de energia realizado no interior de um equipamento, no
qual nd3o ocorre transformagdes quimicas, envolvendo taxas de aquecimento e

resfriamento, € dado por:

(calor U {ealor 1 (calor

3
{
i
| acumulado adicionado retirado |

3 = P (3-1)

| no ao ldo
Lsisz’ema sistema lsistema J

Logo, para o processo em estudo, pode-se equacionar o balango energético como

se segue:

d

T
giQV‘QA- (3-2)

pVe,

Observando-se a equago acima, pode-se notar que:

1) Nio se consideram as perdas energéticas pela superficie do liquido agitado.

ir) O termo pVc, € suposto ser independente da temperatura.
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Figura 3.1. Tanque de aquecimento com camisa e serpenting,
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e Calculo de Qy

A taxa de transferéncia de calor (Qv) da parede da camisa térmica (4 temperatura T,)

para o meio interno (& temperatura T) € expressa por:

Qy = hPAP(TP ‘T) > (3-3)

onde h, ¢ o coeficiente de transferéncia de calor entre a parede da camisa e o meio
interno, cujo valor € dado pela equagio de Chilton e Dreew (Coulson e Richardson,
1980):

0,62 0,14
2o EBE‘.JHS(LQN?’) [ﬁ) (3-4)
0 SN i I, '

A partir de (3-4), observa-se que o calculo de hp depende apenas de propriedades
fisicas da mistura interna e de pardmetros relativos as dimensdes do equipamento. O
tltimo termo nessa equacgdo, que compensa a diferenga entre a viscosidade na regido
adjacente a4 camisa (j1,) e a do meio interno (), é desprezado, pelo fato de se trabalhar
com uma mistura em fase liquida diluida. Também, vale a pena salientar que, por
caracteristicas proprias do sistema estudado, as propriedades fisicas serdo tomadas como
um valor médio a uma determinada temperatura de operagdo. Com isso, h, serd

considerado constante durante toda a batelada.

e Calculo de Qa

A taxa de transferéncia de calor (Q.) do meio interno (a temperatura T) para o fluido de

resfriamento (com temperaturas T. e T. & entrada e a saida da serpentina,
Ce Cs

respectivamente), é dada por:

UA|T-T.,)-(T-T,,
Qn = Fopety, (Toy = o) = [( TTJI‘ | )]

g ————

T“TceJ

(3-5)
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Para a obtengiio da expressfio acima, foram levadas em conta as seguintes

hipoteses:

i) a capacidade térmica da parede da serpentina é desprezivel, ou seja, todo o
calor perdido pelo meio interno € transferido para o fluido de resfriamento;

i1) a troca térmica ocorre em regime guasi-estacionario.

Explicitando-se T, em (3-5) e rescrevendo a expressio para Qa em fungdo

apenas de T e T, obtém-se.

o Y
Qa = cpccpc(T“ TCE)i‘l - exf{‘%%’JJ . (3-6)

¢ Calculo de U,

O coeficiente global de transferéncia de calor para a serpentina de resfriamento (U.) é
fungdo da intensidade da agitagdo da mistura interna e da vazdo de agua de resfriamento

(Coulson e Richardson, 1980):

1

A,
A, 7

0

1 1
I 3-7
U, hy, b -7
onde h, ¢ o coeficiente de transferéncia de calor entre a parede da serpentina e o fluido

de resfriamento, cujo valor é dado por (Coulson e Richardson, 1980):

h, =(h )mbo[uss&) (3-8)
T T 3 D ‘

reto I

O valor de (h:) wbo reto, coeficiente de pelicula da dgua, é dado por (3-9) (Coulson
e Richardson, 1980), correlagio valida para a 4gua e para uma grande faixa de valores

do nimero de Reynolds:
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0.4
D, (DtvrrrJO’g(cfa,mr\

Sl

As propriedades fisicas correspondem a agua a temperatura média entre a entrada
e saida, e as eventuais resisténcias oferecidas pelas incrustagdes ndo foram consideradas.

De posse do valor de h,, eq.(3-4), e h,, eq.(3-8) e eq.(3-9), e realizando as
devidas substituicbes e agrupamentos na eq.(3-7), consegue-se obter a seguinte

expressdo final para U.:

1 I
3'10
3 2 2 ( )

1
U, AE®

C

onde A;, A; e b representam agrupamentos de propriedades e constantes envolvidas nas
expressdes acima.

Analisando-se, pois, as expressdes que originaram a eq.(3-10), nota-se que U.
depende das propriedades fisicas da mistura interna e do fluido de resfriamento, do
numero de Reynolds relacionado com a agitagio da mistura interna, da geometria da

serpentina e da velocidade de escoamento do fluido de resfriamento.

3.1.3. Balango de Energia para a Parede entre o Vapore o
Meio interno

A modelagem do tanque em estudo envolve outro termo importante, correspondente 20
comportamento dindmico da temperatura da parede da camisa entre o vapor ¢ 0 meio
interno.

O balango energético para essa parede

[calor 1 fcalor | {ealor )

acumulado cedido cedido
= - , (3-11)

{na pelo a
parede J [VaporJ i\mistura internaJ
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toma, para 0 processo em éstudo, a forma:
Myc, —==h, A, (T,~T,]~h,A,(T, T (3-12)
Py p pTplip :

A tabela 3.1 retine todos os pardmetros (considerados constantes) envolvidos nas
expressdes acima desenvolvidas, os quais serdo utilizados na simulagio da operagio e
controle do tanque de aquecimento, cujos resultados serdo apresentados no capitulo 4.
Esses par@metros sdo os mesmos usados por César (1992) e Andrade (1993) em

trabalhos ja publicados.

Tabela 3.1. Pardmetros utilizados na simulag¢do do tanque de aquecimento.

meio interno

fluido de resfriamento

¢ serpentina

vapor e

camisa de aquecimento

V=10(m’) C,. =418 (KI/Kg“C) Cp, =113 (KV/ Kg°C)
< . = 10° (Kg/ m?) M, =1168 (Kg)
C,=10 (KgOC T, =25(°C) T, .. = 70,0 (°C)
A, =50(m?) T, = 150,0 (°C)
b=038 Ap =40 (m7)
R =2510% (@/s) hy = 5,11 (KY/ m’s)
F, = 6.5.107 (m3/ $) h, =422 (K¥/ mzs)

Reunindo-se as expressdes (3-2), {3-3), (3-6) e (3-12) e realizando-se as devidas
substituicdes, obtém-se, assim, um sistema nfo-linear de duas equagdes diferenciais
ordinarias, para simular o comportamento dinimico do tanque de aquecimento em

estudo:

LI
dt  pve, | PP T,-T “FCPCCPQ(T'T%

(3-13)

l.m.,...":...-—e:-im
i
!
[¢]
&
-
T
o5
o |
P
A
\»..._._N..___
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dT.
,__&,EI_’_: C?:Mp {hPoAPO(TSVTp)*hpAp(Tp “T)}- (3-14)

O sistema apresenta duas varidveis manipuladas, F. e T, e duas vanaveis de
estado, a temperatura do tanque T e a temperatura da parede T,.
Para este estudo, € assumido que as dindmicas das mathas de controle feedback

para F. e T, sdo negligencidveis.

3.2. Problema de Controle

Para este trabalho, o problema NLP1 (estabelecido no capitulo 1) sera resolvido através
da técnica de otimizagdo de caminho infactivel Programacio Quadratica Sucessiva
(SQP), juntamente com o método de discretizac@o de equacdes diferenciais Colocagio
Ortogonal em Elementos Finitos, o qual aproxima o modelo dindmico do processo por
um modelo algébrico. Uma caracteristica desta estratégia de otimizagio ¢ que ela
converge o problema para o 6timo e resolve as equagdes diferenciais simultaneamente,
ndo sendo necessario a satisfagio das restrigdes (resolugiio das equagdes do modelo) em
cada iteragio.

Procedimentos de integragdo que envolvam um tamanho de passo variavel ndo
s80 apropriados para serem usados dentro de uma estratégia de solugfio e otimizagdo
simultinea, j4 que o nimero de variaveis do problema nfo é fixo (Renfro, Morshed! e
Asbjornsen, 1987).

Logo, o problema original (NLP1) pode ser restabelecido como,
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sujeita a:

min P (x,u;p),
X,u

Ax —f(x,u;p) =0
y = g(x,u;p)
h(x,u;p)=0
q(x,u;p) 2 0
x(tg) =Xy

Xmin =X= Xmax

Umin sus= Bmax

¥min < y < Ymax

40

(NLP2)

onde A ¢ a matnz dos pontos de colocagio (Villadsen e Michelsen, 1978; Finlayson,

1980).

Pode-se notar que, com esta aproximagdo NLP2, ambas as variaveis u e X sdo

tratadas como variaveis de decisdo na otimizacfo, apesar das variaveis de estado x

poderem ser determinadas pelo modelo a partir das variaveis de entrada u. Do mesmo

modo, restrigdes nestas variaveis podem ser facilmente incorporadas na formulagio do

problema impondo-lhes limites nos pontos de colocagio.

Uma vez discretizadas as equacghes diferenciais ordinarias do modelo do

processo, aplica-se simplesmente o método SQP para a resolucio de NLP2. Para cada

iteragdo n, o método SQP monta e resolve o problema QP, em fungio dos gradientes das

fungbes objetivo e restrigdo, para determinar a diregio de busca p para a proxima

. ~ n+1
iteracao x

n+l : .
,u  (como visto no capitulo 2):
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1
min V@(xn,u“)Tp-kEpTC“p,
p

sujeita a: {QP1)

F(x",u")+VFx",u®) p=0

GE",u™)+VGE",u")p=0
h(x® u™)+ Vh(x",u") p=0

q(x™, u®)+ Vg, u®) p=0

Xmin X"+ < Xpay

n
Wnin <u ‘f‘p_<_llrm-mJ

onde C" ¢ a matriz que contém informagdes sobre os gradientes nas iteragdes anteriores,
F=Ax—f{x,u;p) e G=y - g(x,u;p).

Para o presente estudo, problema de otimizagdo diferencial/algébrico ndo-linear
com valor inicial e restrigBes, tem-se a seguinte formulagio do problema de programacio

nio-linear (NLP):

in @=['" (T, - T)% dt '
min @= [p% (1, - 1) 0
E. 0
sujeita a: (NLP3)

1
Ry = ————1h A (T, - T)—F T-T, Y1-exp ——|lr=0 (i
1 dt chp P p( p ) cpccpc( Tce{E exp{ FCPCCQCJJ (if)

dT 1

P

Ry=—3 - o M, hp Ap (T, = Tp) —hyAp(T, - T)} =0 (iif)
P
A ALFP

(™)
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t=0: T=25°C, T,=25°C ")

2,510 <F, 65107 m’ /s
(vi)
70,0 < T, < 150,0°C,

onde:
Ty = 54+71-exp(-2,5-1071) °C, (3-15)

sendo T4 a trajetoria desejada para a temperatura do meio interno do tanque (esta
trajetoria resulta de trabalhos de otimizag@io sobre reatores em batelada publicados em
literatura (Ray e Szekeley, 1973), e é a mesma utilizada por César (1991) ¢ Andrade
(1992)). to é o instante inicial para atuagdo do controle preditivo, t, é o horizonte de
predi¢do, T é a temperatura do conteiido do tanque predita pelo modelo de controle
(Gnica variavel de estado medida no processo a cada periodo de amostragem 1), T, € a
temperatura da parede da camisa térmica predita pelo modelo de controle (variavel de
estado), Ts é a temperatura do vapor da camisa de aquecimento (variavel manipulada), F.
¢ a vazdo do fluido de resfriamento (varidvel manipulada) e R; e R, séo as restrigGes de
igualdade (modelo do processo). Para este estudo de simulagio em particular, o sistema
de equagdes diferenciais ordinarias que compde o modelo de controle ¢ exatamente o
mesmo ja desenvolvido para representar a operaglo do processo, ndo havendo, pois,
nenhuma simplificagdo adicional.

Pode-se notar, pelo o exposto acima, que se deseja a solugdo (iterativa) de um
problema de controle MISO (duas variaveis de entrada e uma de saida) ndo-linear sujeito
a restricdes ndo-lineares, cujo objetivo ¢ o de levar a temperatura do meio interno do
tanque de agquecimento a obedecer uma trajetoria Ty4(t) predeterminada.

Para a resolugiio do problema NLP3, obedecendo a forma proposta NLP2, as
restricbes Ry e R, (e U,) devem ser colocadas na forma discretizada. O método de
discretizagio empregado para Ry e Ry , como ja declarado anteriormente, sera o da

Coloca¢do Ortogonal em Elementos Finitos. Utilizando-se este método, costuma-se

conseguir uma aproximacio das equagdes diferenciais ordinarias do modelo com uma
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precisdo desejada, sem usar polindmios de ordem muito alta, permitindo, inclusive, que o
algoritmo NLP3 seja utilizado na resolugo de uma classe mais geral de problemas de
otimizacfo diferencial/algébrico. Ao mesmo tempo, as variaveis de entrada podem ser
tratadas como fungdes constantes discretas (valor constante para cada elemento). Com
isso, tendo-se ja definido o comjunto de vaniaveis de decisdo [T, Tp, Fe e Tsl, as equagdes
diferenciais ordinarias sdo transformadas em um conjunto de igualdades algébricas nos
N-pontos de colocagio (zeros dos polinémios ortogonais).

A integral que aparece na funcio objetivo @ sera resolvida pelo meétodo
Quadratura Gaussiana.

A seguir, trabalhar-se-& com as restrigdes de igualdade e a fungdo objetivo de
modo a colocé-las na forma apropriada para a implementagio (linguagem Fortran) do
algoritmo de controle/otimizagdo para a resolugfio do problema de programagio ndo-

linear resultante, NLP3, através da técnica de otimizacio SQP.

3.2.3. Restrigdes

As restrigdes dindmicas para o problema NLP3, expressas nesta se¢io por (if) e (iif),
representam modelo explicito do processo que se deseja controlar. Estas restrigdes,
seguindo a estratégia descrita anteriormente, devem ser discretizadas tornando-se
algébricas. Para tal, é aplicado o método da Colocagio Ortogonal em Elementos Finitos.

Dentre as restri¢Oes, pode-se distinguir uma nfo-linear (3-13) e outra linear (3-
14).

Ao se aplicar o método da Colocagio Ortogonal em Elementos Finitos para
discretizar essas equagdes acima, o primeiro passo € adimensionalizar a variavel

independente (tempo, t) entre O e 1, pois pretende-se aproximar a solugdo por um

polindmzo ortogonal de Jacobi do tipo Pﬁ’ﬁ . A nova variavel 6 (adimensionalizada entre

0 e 1) € dada por:

dt =1,d0, (3-16)
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onde ty, € 0 horizonte de predigdo. Como foi visto no capitulo 1, o horizonte de predicio
tn € expresso em numero de elementos NE, sendo que cada elemento ¢ igual a um
periodo de amostragem.

Realizando-se a mudanga da variavel (3-16) na eq.(3-13), tem-se

o |
—%——ézzw%;{hpAp(Tp‘T)”FcchpC(T—Tge{i——erLm Do JE (3-17)

e para a eq.(3-14), tem-se

dTp 1

I
thd—-CM

i 1, An (1= Tp) Ay (T~ D)} (3-18)
p

Feito 1sso, as condigdes iniciais do problema passam a ser:
6=0. T=25°C; T,=25°C. (3-19)
Em seguida, deve-se dividir o intervalo 6 (0,1) em NE-elementos de iguais
extensdes (pois vio corresponder aos periodos de amostragem da variavel medida - os

quais sdo fixos) e, mais uma vez, adimensionalizar entre 0 e 1 a variavel independente

{tempo, 0 ), para cada elemento k de extensdo Oy até Oy.; . A nova variavel é entdo,

6-68, 0-0, 0=2%. 400 10,
® _ _ ]
z - o (3-20)
Bt =0k ABW 46 = A0® . 4z
Efetuando-se a mudanga da variavel O para z na eq.(3-17), tem-se
1 dT {hATTF TTL (m%ﬂ
{a-21)

e para a eq.(3-18), tem-se
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1 dT,

1,400 a2 oy M,

hp Ap (Ty = Ty) = by AL (T, ~T)). (3-22)

As condigdes iniciais ficam sendo:
zP=0: T=25°C; T,=25°C, (3-23)

Como mudangas nas varidveis manipuladas ou independentes, F, e T,
(consideradas constantes discretas), podem levar as derivadas das variaveis de estado ou
dependentes a serem descontinuas nos nds, a continuidade de T e T, nos nos ¢ aplicada
apenas aos valores das fungdes e nfio aos das suas derivadas (Renfro ef al., 1987). Esse
procedimento gera um conjunto de NVE-(NE-1) equagdes algébricas de conexio, onde
NVE € nimero de vartdveis de estado. Em principio, tais equagdes podem ser usadas
para a eliminagdio de variaveis nos nds. Contudo, € preferivel manter tais equagdes,
criando um modelo esparso favoravel através do agrupamento de colunas da matriz
Jacobiana das restricdes nfo-lineares. Este procedimento pode reduzir o tempo de
calculo dos gradientes necessarios para o algoritmo NLP, usando-se um método que
explore esta estrutura esparsa do Jacobiano.

Por fim, deve-se aplicar Colocagio Ortogonal Global nos N-pontos internos em

cada elemento k com k=1, ... NE, obtendo-se, assim, o seguinte conjunto de equagdes

algébricas:
da eq.(3-21)
1 N+2 x) 1
e 3 Ay TH —————(h A_(T, 8 = T (K
1,080 j=1 1] pVe, thpApl Pj i)

FePpeop (T = Te )1~ exp (- S B=0
c crp,

da eq.(3-22)
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1 N+2

, 1 ”
— 3 A T, thy, A, (00— ®y-
t,AB® o1 P e M Po Pot Pi

hpd, (T, O - 1)y,
onde =2, ... N+2
e da eq.(3-10)

A|A,F

UM = <
© Ay tAESW

Como condi¢des inicials, tém-se
2=0: T =25°C; T,V =25 °C,

e como condi¢do de continuidade das variaveis dependentes:

(-1) (k) A (¥) (k+1)
Ty =Ty : Ty = Ty
e
(k-1 — 7 (k) . (k) _ o (kD)
TP(N+2) Tp(l} ’ TP(N+2} TD(_D :

Agora, para o problema em questio, serdo definidos alguns

46

(3-25)

(3-26)

(3-27)

(3-28)

parametros

importantes ¢ necessarios para a implementagio da técnica de otimizagio SQP.

Para inicializar, pode-se definir, sempre em fun¢do do niimero de elementos de

colocag@o NE e do nimero de pontos internos de colocagio N, o niimero de variaveis no

problema (NV), dado por:

NV = NE-(2- N +4),

das quais, cada uma se apresenta na seguinte proporgio:
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NE-variaveis Fc™

NE-variaveis Ts®
(N +1)- NE-variaveis Tp™

(N +1)- NE-variaveis T,

comi=2, . N+2 e k=1, NE.

Para o nimero de restrigdes ndo-lineares (NRNLN), tem-se:
NRNLN =NE-(N+1); (3-30)
da mesma forma, o nimero de restrigdes lineares ¢ dado por:
NRLIN = NE-(N+1). (3-31)
Qutro ponto importante ¢ a definicio dos limites das restrighes ndo-lineares ¢
lineares, assim como, seus respectivos Jacobiano e gradientes (derivadas primeiras das

restricGes em relagdo as variaveis) e os limites impostos as variaveis. Trabalhando-se

com um vetor Gnico para os limites inferior e superior, tem-se:

rMv 11
L u—é LI, J (3-32)
L LIy,
i+
i
, (3-33)
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onde cada elemento dos vetores himite inferior (LI) e limite superior {L.S) sera visto a
Seguir.

Quanto as restri¢Oes ndo-lineares de igualdade, eq.(3-23), estas estardo expressas
sob a forma RNL;(V) =0, para j=1, ... , NRNL, ou seja, ja esta embutido que seus
limites, inferior (L.Iny) e superior (L.Sxy), sfo iguais a zero - gerando um vetor de ordem
NRNLN. Essas restricdes formam um sistema de equagdes ndo-lineares e, para a sua
resolugio, necessita-se da construgdo do seu Jacobiano, matriz de ordem NRNLNxNV.

Resumindo,
-Limites das restricdes ndo-lineares:

LINL,} = LSNL,; =0 N (3*34)

com j=1, ... ,NRNLN - vetores de ordem NRNLN,

-Jacobiano das restrigdes ndo-lineares:
matriz das 1% derivadas = JAC(V), (3-35)
com i=1,.. ,NRNLN e j=1,.. NV - matriz de ordem NRNLNXxNV.

Quanto as restrigdes lineares de igualdade, eq.(3-24), pode-se identificar que 0s
limites, inferior(LI;) e superior (LSy), sdo iguais sendo o seu valor igual ao termo
independente para o primeiro elemento de colocagiio, e zero, para o segundo elemento
em diante. Isso gera um vetor de ordem NRLIN. Seus gradientes sfo formados pelos
coeficientes das varidveis de otimizaciio, uma vez que as expressdes sio lineares,

gerando uma matriz de ordem NRLINXNV. Resumindo,

-Limites das restricdes lineares:

1
T, (K (3-36)

LIL,FLSLF“W i Ty
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comk=1,j=1, . N+lei=2, .. N+2e
LI, () = LS. ()=0 , (3-37)
com j=N+2, ... NRLIN - vetores de ordem NRLIN.
-Gradientes das restrigdes lineares:
matriz dos coeficientes=MRLy; , (3-38)
comi=1, .. NRLIN e =1, .. NV - matriz de ordem NRLINXNV.
Quanto aos himites impostos as varidveis por questio de operagio ou de

seguranga, para o problema em estudo, apenas as variaveis manipuladas, F, e T, os

apresentam, COmo se segue,
2,510 <F, <65-10°m’ /s e 70< T, £150°C
e, para efeito de calculo,
T>0°C e T,20°C (3-39)

Entdo, pode-se identificar os limites, inferior (LIy) e superior (LSy), como

sendo, para cada variavel:

F,.  Lly;=2510"m’/se

LSy =6510"m’/s, (3-40)
comj=1, ... ,NE;
T, Lly;=70,0°Ce



Aplicagdo da Metologia NMPC ao Conirole de um Tanque de Aquecimento em Batelada 30

LSy, ; =150,0°C , (3-41)

com j=NE+1, ... 2-NE;

TP,TI LIV,} =0°Ce

LSV,}' =+, (3—42)

com j=2-NE+1, . NV - vetores de ordem NV.

De acordo com os vetores/matrizes gerados acima, deve-se trabalhar com o

seguinte vetor Ginico das variaveis (generalizando-o por V):

v
Vv
vol V2
| Vs
LV,
onde,
VI - Fc(k) ’
V, = Ts(k) J
V3 - Tpgk) »
v, =T, (3-43)

comk=1_. NE ei=2 . N+2 - vetor de ordem NV (como dito anteriormente).
Vale ressaltar gue, no intuito de se obter uma estrutura diagonal em bloco para a

matriz Jacobiana esparsa das restrigbes ndo-lineares, o vetor V das varidveis de
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otimizagdo (apresentado anteriormente) deve ser modificado, obedecendo a seguinte

ordenacio:
0
Vi=| T,
Ve |
onde,
_ -
’ k k -
Vi =[E®, 10 TE 1O TR | (3-44)
com k=1, .., NE.

Deste modo, todos os vetores/matrizes vistos nesta se¢do também devem ser
reordenados.
Para todas as simulacOes deste estudo, fez-se uso de subrotinas descritas por

Villadsen e Michelsen {1978) para o calculo dos pontos de colocagdo z (para o

polinébmio de Jacobi Pﬁ’l(z) ), da matriz dos pontos de colocagiio Aj; e dos pesos de

Quadratura Gaussiana @ (nos pontos de colocagio).

3.2.4. Fungao Objetivo

Para este trabalho, escolheu-se a fungdo objetivo de controle como sendo a integral do
guadrado do erro entre o valor desejado para a temperatura do meio interno € 0 seu
valor predito através do algoritmo de controle - fun¢fo ISE, Integral do Quadrado do

Erro - ou seja,
®= [t Ty — T dt = [[o*ne? dt. (3-45)

Aplicando-se a Quadratura (Gaussiana para a resolu¢io da integral, obtém-se

NE N+2 =

G=3 Lo

3-46
k=1 i= (3-46)
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onde ®; 530 os pesos de Quadratura Gaussiana nos pontos de colocagdo - calculados,
como J& esclarecido anteriormente, através da subrotina descrita por Villadsen ¢
Michelsen (1978) - e % é o erro entre o valor desejado e o predito para T no ponto de

colocagdo 1 do elemento k:
e (3-47)

Como se pode observar em (3-47), a expressdo do valor desejado para a
temperatura do meio interno, eq.(3-15), precisa ser discretizada no tempo - nota¢io em
fungdo de i e k - para se tornar compativel com as outras expressdes, as quais j4 foram
discretizadas no tempo aplicando-se Colocagdo Ortogonal em Elementos Finitos.

Entio, obedecendo procedimentos anteriores, primeiro deve-se adimensionalizar
a variavel t, entre 0 e 1, obtendo-se 6 (como a expressdo 3-16), ou ainda, para um

determinado horizonte de predi¢do, tem-se:
t, =0, -ty -+t
e com 1850, a eq.(3-15) passa a ser
Ty, =54+ 71 exp[-2,5-107(8; -ty +19)]. (3-48)

Agora, realizando-se a segunda mudanga na variavel tempo, tem-se z {como a

expressdo 3-20}, ou, para um determinado periodo de amostragem, tem-se

0, =2 Ap® 10,

H

e, portanto, a expressdo final para a trajetoria desejada Ty(2) fica sendo:

T, =544 71 exp| 2,5 107 (t,(z{™ - 460 +0, ) +1)]. (3-49)
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A partir disso, chega-se & seguinte expressdo final para a fun¢do objetivo de

controle:
NE N+2 2
o= 3 Zmi{[54+71.exp(m2,5.;o*—""’ah(zgk).Ae(kuek)ﬂg))]T}“} . (3-50)
k=1 =}

apresentando as seguintes variaveis de decisdo para ¢ problema NLP3:
FR 1t () o 7t (3-51)
L > S L] pl i ]

comi=2, .. N+2ek=l, ... NE.

Um calculo necessario para a aplicagdo da técnica SQP ¢ o do gradiente da

fungio objetivo:

o0
ptk)

<

= ()

-

K) 4
1) = ”Z‘Wé(ngk) """Ti( "y, (3-52)
H

com k=1 _NE e =2 . N+2 - vetor de ordem NV.
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A figura 3.2 repres_enta o diagrama de blocos para a implementagio da resolugiio
do problema de controle/otimizacio.

E interessante notar que somente o primeiro movimento das varidveis manipuladas
¢ implementado no instante atual. Contudo, os valores das variaveis manipuladas e
controlada nos instantes futuros sido Oteis ao projetar o desempenho do sistema
controlado e fornecer adverténcias quando o sistema estiver-se aproximando do projeto
do processo e operando nas restrigdes {Sexder e Brengel, 1991). O procedimento descrito
pelo diagrama ¢, entdo, repetido em cada instante de amostragem. Para cada mnstante de
amostragem, Tpy” é estimado ou feito igual ac Tp,'” predito no instante de amostragem
prévio e T,"" assume o valor medido (atual).

No presente estudo, o0 modelo de controle ¢ assumido ser “perfeito” uma vez gue
¢ o mesmo usado para simular a operacgiio do processo nio se levando em conta, pois, 0
efeito de erros de modelagem. Quanto & perturbagdes, ndo sdo consideradas neste
sistema. Também, o MPC assume que ruidos de medidas sdo zero, embora haja casos em

que esses ruidos possam ser facilmente removidos por filtragem (Fisher, 1991).
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DIAGRAMA DE BLOCOS:

INICIO

v

DADOS DE ENTRADA:

Estimativa inicial Fe e T
i Ty Mg Tp 1 W
Parametros; t ema,

Te (zi), Pasmost, NE, N

v

COLOCAGAO:

vy
e Ay
.

v

CONTROLE PREDITIVO:

y CEo (9 T
e T TR 1

Atualizar c.i. das

vars. de estado : “

para novo Fc ™ otimo, Ts ' 6timo
horizonte —

de predicéo SIMULAGAO:

»
o T wmep, ATuaL

FIm

Figura 3.2. Diagrama de blocos para a implementagio do algoritmo de
controle NMPC.
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4, Resultados

Com o objetivo de se estudar o comportamento do algoritmo NMPC, podendo-se avaliar
o seu desempenho para o sistema em estudo, a resposta do NMPC € simulada fazendo-se
vanar parmetros como horizonte de predigio (ou, igualmente, o nimero de elementos
de colocagio), periodo de amostragem e namero de pontos de colocag@o. Os pardmetros
de sintonizag@io deste controlador sdo basicamente dois: horizonte de predicdo e
horizonte de controle. Neste trabalho, o horizonte de controle assume sempre o mesmo
valor do horizonte de predi¢dio, fazendo-o variar entre 1 € 3 e, para um caso mais
extremo, 5. Estes pardmetros vém afetar nio somente a resposta do sistema de controle,
mas também, o tempo de célculo para cada instante de amostragem.

A apresentagdo dos resultados sera dividida em duas partes. Na primeira,
apresentam-se as respostas do NMPC considerando-se que as variaveis de estado podem
ser medidas (T) ou estimadas (T,). Na segunda parte, assume-se que apenas a variavel
controlada T € medida, fazendo-se uso do valor predito de T,, no estagio prévio, para
realizar a nova predi¢do - uma vez que se trata de um sistema estavel em malha-aberta.

As simulacles, tanto da operagdo do sistema quanto do controle, partem do
instante icial, t=0, com as temperaturas do meio interno do tanque (T) e da parede da
camisa térmica (T,) iguais a 25 °C, para uma operacdo batelada de 1 h. Inicialmente, sdo
atribuidos os valores 5-10% m’/s e 80 °C as variaveis F, e T, respectivamente,
obedecendo as suas restrigdes. Os parametros do modelo para as simulagGes encontram-
se listados na tabela 3.1, os quais sdo considerados constantes em todos os calculos.

A tolerancia estipulada para o calculo de T em todas as simulagdes da operacio
do tanque foi de 10™,

Na implementagio do método SQP, foram especificadas as toler2ncias de
factibilidade linear e ndo-linear em 10, a tolerdncia na otimizagdo em 10®, a precisio da
fungio em 4,37-10™ e a tolerdncia na diregio de busca em 0,9. Vale salientar que a
rotina utiizada para este método, EQ4UCEF, trata todas as matrizes como densas.

Os calculos foram desenvolvidos em dupla precisdo, inguagem Fortran, numa

estagdo de trabatho Sun Spark 4.
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As simulagBes que se seguem compreendem variagdes no periodo de amostragem
de 10 s, 20 s € 30 s, no nimero de elementos de colocagio {ou horizonte de predi¢iio) de
1,2, 3 e5, e no numero de pontos internos de colocagdo de 1, 2 e 3.

Uma vez que o processo e 0 modelo do controle sdio assumidos desenvolver-se
identicamente, somente as variagdes no set-point podem ser investigadas aqui, uma vez
que perturbagdes ndo sdo consideradas neste sistema.

Nesta primeira parte, inicia-se a apresentacido dos resultados com as figuras 4.1 a
4.12 representando a simulacio do comportamento do tanque a partir dos perfis otimos
das variaveis manipuladas para um periodo de amostragem t=10 s.

Os resultados nestas figuras claramente mostram que o desempenho do NMPC
deteriora ao se aumentar o horizonte de predi¢io, decrescendo a velocidade da resposta.
A figura 4.13, que condensa os resultados das simulagBes representadas nas figuras 4.1 a
4.12, vem confirmar esta conclusdo. Esta tltima figura mostra igualmente que o valor de
N também afeta o desempenho do NMPC; & medida que se aumenta N o valor do ISE
diminui.

Analisando-se a evolugdo da temperatura do meio interno do tanque quando
comparada com a trajetoria desejada, percebe-se que para NE=1 e N>2 obtém-se um
excelente desempenho do controlador, enquanto satisfazendo as restrigdes nas variaveis
de controle, obtendo-se uma resposta rapida e suave. Também, observando-se o
comportamento das variaveis manipuladas, vé-se que, para essas mesmas condigdes
{(NE=1 e N>2), estas variaveis assumem valores economicamente mais favoraveis (uma
vez que sdo utilidades consumidas). Nota-se, portanto, a habilidade do controlador em
trabalhar com restrigbes de uma maneira explicita, sem prejuizo na velocidade de
resposta da temperatura.

E interessante observar que a precisio da solugdo é limitada somente pelo erro
introduzido pelo procedimento da colocagio ortogonal. Os pardmetros o e 3 no
polindmio ortogonal influenciam na precisio da integrag@o, mas nio afetam a dimens&o
NV do problema. Eles so expoentes na funcdo peso usada na determinagio dos
coeficientes do polindmio de Jacobi e, por isso, eles afetam a maneira como as raizes
estdo agrupadas no elemento de colocagdio. Neste problema de valor inicial em estudo,
as raizes foram concentradas no inicio do subintervalo {(@=0 e B=1), onde se deseja uma
melhor representacio do perfil da temperatura. Uma vez que a formulagio do problema

¢ desenvolvida, a qual assegura que a colocagio pode ser aplicada precisamente, no caso
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para NE=1 ¢ N=2 ou 3, entflo, a precisio da solugio para o problema de controle 6timo
estd sujeita somente a tolerdncia nas condi¢Ses Otimas (Biegler, 1984).

Deve-se salientar que em todas as simulagdes considerou-se o caso mais critico
em termos de nimero de variaveis na otimizacdo, uma vez que se assumiu sempre te=ty,
trabalhando-se com carga computacional maxima. Também, isto resulta num controle
mais rigido.

As figuras 4.14 a 4.25 ilustram as simula¢des das respostas do NMPC para 1=20
s, e as figuras 427 a 4.38, para 1=30 s. com os respectivos resumos dos resultados
representados nas figuras 4.26 e 4.39. Estes resultados mostram certas oscilagdes nas
respostas, nio se apresentando de forma suave como para 1=10 s, e ainda uma resposta
lenta.

As figuras 440 a 451 constituem a segunda parte da apresentacio dos
resultados, para o caso em que apenas T € medido, sendo T, inicializado com o seu valor
predito previamente.

Comparando-se esses resultados com aqueles das figuras 4.1 a 4.12, vé-se que
estes Gltimos apresentam uma resposta mais rapida. Isto € mtuitivo, pois quanto mais €
melhores medidas/estimativas se tém, obtém-se melhores condigdes iniciais ¢ melhores
controles, considerando-se que o modelo e os pardmetros sdo confiaveis. A maioria das
técnicas de controle nio-linear assume que todas as variaveis de estado sdo medidas (na
pratica geralmente impossivel) ou estimadas.

Agora comparando-se as figuras 4.13 e 4.52, percebe-se que, para esta altima, a
diferenga no comportamento da temperatura em relagio ao valor desejado ¢ sempre
menor, o gue mostra estar-se obtendo uma boa predigio do comportamento da variavel

T, para que T obedega Ty
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Figura 4.1. Resultados da simulag8o para NE=1, 7=10 s e N=1
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Figura 4.2, Resultados da simulacio para NE=1, 1=10 s e N=2.
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Figura 4.3. Resultados da simulagio para NE=1, t=10 s e N=3,
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Figura 4.4. Resultados da simulago para NE=2, 1=10 s e N=1,
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Figura 4.5, Resultados da simulagdo para NE=2, =10 s e N=2.
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Figura 4.6. Resultados da simulagio para NE=2, 1=10 s e N=3.
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Figura 4.7. Resultados da simulag@io para NE=3, 1=10 s e N=1.
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Figura 4.8. Resultados da simulagio para NE=3, 7=10 s e N=2.
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Figura 4.9. Resultados da simulacio para NE=3, 1=10 s e N=3.
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Figura 4,16, Resultados da simulacio para NE=3, =10 s e N=1.



Resultados -0

150 ; ! ,

100 |- — ]

T.°C

0 1200 2400 3600
t, s

(a) Variavel controlada.

150 \ ‘ : .

- 6.0

75

120 |-

Ts,°C
Fc,lfs

- 3.0
80

—= 1.5

0 1200 2400 3600
18

60

(b) Variaveis manipuladas.

Figura 4.11. Resultados da simulagio para NE=5 1=10 s e N=2.



71

Resultados
150 :
100 -, o Td
)
s
b
c | : :
0 1200 2400 3600
t, s
(a) Variavel controlada.
150 \ l : : 75
I — 6.0
120 - i
Ts -1 45
e L Fo 2
) " 5
L w
—13.0
90 -
sl ‘ 2 | .
0 1200 2400 3600
is

(b) Variaveis manipuladas.

Figura 4.12, Resultados da simulagio para NE=5, =10 s e N=3.



Resuliados

15

13 —

o (x10°5)

NE
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Figura 4.14. Resultados da simulag¢do para NE=1, =20 s ¢ N=1.
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Figura 4.15. Resultados da simula¢io para NE=1, 1=20 5 ¢ N=2,
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Figura 4.16. Resultados da simulacio para NE=1, 1=20 s ¢ N=3.
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Figura 4.17. Resultados da simulagio para NE=2, =20 s ¢ N=1.
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Figura 4.18. Resultados da simulac@o para NE=2, 1=20 s e N=2.
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Figura 4.19. Resultados da simulagfo para NE=2, =20 s e N=3.
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Figura 4.20. Resultados da simulagfo para NE=3, 1=20 s e N=1.
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Figura 4.21. Resultados da simulagfio para NE=3, 1=20 s e N=2.

86



Resultados
150 T i T I T
100 — -
Td
o T
L
O i 1 I
0 1200 2400 3600
t, s
{a) Variavel controlada.
150 T , . ; 75
- 160
120 )
45
g') Ts @
l__‘fh ——————————— Fe ] u‘—f
3.0
80 —
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, —15
60 | i : f ! 0.0
4] 1200 2400 3600
ts

{(b) Varidveis manipuladas.

Figura 4,22, Resuitados da simulac8o para NE=3, 1=20 s e N=3.
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Figura 4.23, Resultados da simulagfo para NE=5, 1=20 s e N=1,
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Figura 4.24. Resultados da simulagdc nara NE=5, 1=20 s e N=2.
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Figura 4.25. Resultados da simulagio para NE=3, 1=20 5 e N=3.
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Figura 4.26. Influéncia de NE e N no desempenho do controlador (t=20 s).
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Figura 4.27. Resultados da simulag¢@o para NE=1, 1=30 s e N=1.
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Figura 4.28. Resultados da simulacio para NE=1, =30 5 ¢ N=2.
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Figura 4.29. Resultados da simulagdo para NE=1, 7=30 s e N=3.
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Figura 4.30. Resultados da simulagio para NE=2, 1=30 s e N=1.
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Figura 4.31. Resultados da simulacio para NE=2,
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Figura 4.32. Resultados da simulag8io para NE=2, 1=30 s e N=3.
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Figura 4.33. Resultados da simulago para NE=3, 1=30 s e N=1.
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Figura 4.34. Resultados da simulago para NE=3, 1=30 s ¢ N=2.
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Figura 4.35. Resultados da simulagio para NE=3, 1=30 s ¢ N=3,
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Figura 4.36. Resultados da simulagio para NE=5, 1=30 s e N=1.
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{b) Vartaveis manipuladas.

Figura 4.37. Resultados da simulacio para NE=5, 1=30 s e N=2,
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Figura 4.38. Resultados da simulagio para NE=5, 1=30 s e N=3.
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Figura 4.39. Influéncia de NE e N no desempenho do controfador (=30 s}.
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Figura 4.40. Resultados da simulago para NE=1, 1=10 s ¢ N=1.
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Figura 4.41. Resultados da simulagio para NE=1, 7=10 s e N=2.
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Figura 4.42. Resultados da simulagio para NE=1, t=10 s e N=3.
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Figura 4.43. Resultados da simulagio para NE=2, 1=10 s e N=1.
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Figura 4.44. Resultados da simulagio para NE=2, =10 s e N=2.
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Figura 4.45, Resultados da simulagdo para NE=2, =10 s e N=3.
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Figura 4.46. Resultados da simulacfo para NE=3, =10 s e N=1,
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Figura 4.47. Resultados da simulagdo para NE=3, 1=10 s e N=2
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Figura 4.48. Resultados da simulago para NE=3, 1=10 s e N=3.
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Figura 4.49. Resultados da simulag@o para NE=5, 1=10 s e N=1.
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Figura 4,80, Resultados da simulacio para NE=5, =10 s e N=2.
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Figura 4.51. Resultados da simulagdo para NE=5, 1=10 s e N=3.
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Figura 4.52. Influéncia de NE e N no desempenho do controlador (=10 s).
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5. Discussao e ConclusoOes

O objetivo basico do presente trabalho é o de avaliar a influéncia dos pardmetros de
sintonizagdo, valores do periodo de amostragem e dos horizontes de predicdo e de
controle, sobre o desempenho do NMPC para um processo batelada simples. Para tal, foi
sempre considerado que os horizontes de controle e de predi¢do sdo iguais.

Para o sistema em estudo, o aumento do horizonte de predigdo e do periodo de
amostragem implicaram sempre na deterioragdo da qualidade da resposta do controle,
obtendo-se maiores valores do ISE (figuras 4.13, 426 e 4.39).

Através dos resultados, verificou-se que além dos pardmetros acima citados, o
grau do polindmio aproximador também tem uma influéncia considerdvel sobre o
desempenho do NMPC. Para N=1, ou seja, um ponto interno de colocagio, a trajeténa
das variaveis manipuladas F. e T, tal como mostra a figura 4.1, ¢ visivelmente diferente
da obtida para dois ou mais pontos internos de colocacio (figuras 4.2 e 4.3). B
interessante observar que o desempenho do NMPC, para este estudo particular, para
N=1 apresenta uma forte analogia com ¢ desempenho de controladores classicos PID
(ver César, 1992 e Andrade, 1993). Pela analise das figuras 4.1 a 4.3, vertficou-se
contudo que os casos N22 levam a um melhor desempenho do controlador NMPC ndo
50 sob o ponto de vista do controle (menor valor do ISE), mas também sob o ponto de
vista econdomico {menor consumo de vapor e de agua de resfriamento).

Pode-se concluir, para o problema considerado, que o NMPC, dentro de
determinadas condic¢des de sintonizagio, apresenta um excelente desempenho.

O desempenho do NMPC, entretanto, ¢ notado ser deteriorado sempre para
pequeno valor de N (=1) e para valores elevados de NE (22) e 1 (220 s).

Neste trabaltho, nfio foram considerados problemas de estabilidade, na medida em -
que as caracterfsticas do processo ndo foram alteradas e também ndo foi analisada a
influéncia do ruido associado & resposta.

As tolerdncias envolvidas nos célculos da simulacio e do controle/otimizagio do
processo ndo foram variadas aqui, pois os resultados foram considerados satisfatorios
tendo-se em vista o objetivo deste estudo.

A analise da influéncia da condigdo inicial para T, (variavel de estado ndo

medida), ora estimada pelo modelo ora assumido o valor predito no estagio anterior, ndo
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permite nenhuma concluso abrangente uma vez que o modelo € considerado perfeito;
percebendo-se apenas que se tem obtido boas predigGes desta variavel.

O NMPC demonstra a facilidade de trabalhar com sistema MISO, pois desacopla
automaticamente a ag8o das variaveis manipuladas, evitando a necessidade de recorrer &
técnicas como controle paramétrico (Jutan e Uppal, 1984). Também, percebeu-se a
habilidade do controlador em trabalhar com restrigdes de uma maneira explicita sem
deteriorar a qualidade da resposta.

Para um estudo futuro do NMPC sugere-se analisar o problema de estabilidade e
de robustez, mesmo para um processo simples como o usado aqui. Também, sugere-se
aplica-lo ao caso do reator em batelada exotérmico, o mesmo sistema como citado em
César (1992) e Andrade (1993). Neste caso, o NLP aparece associado a um problema de

estimativa de parametros.
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Apéndice A~

Aqui sera desenvolvida a resolugdo de um problema sugerido por Eaton e Rawlings
(1990), com o intuito de ressaltar as caracteristicas principais € a implementagio dos
métodos da Colocagio Ortogonal Global e da Colocagdo Ortogonal em Elementos
Finitos na solugio de um problema conhecido em engenharia quimica.

O problema trata de um reator CSTR isotérmico no qual ocorre uma reacio de

segunda ordem do tipo:

A+ A - B

O reator encontra-se inicialmente num estado estacionario com vazio de
alimentacdo F=1,3 I/h e concentragdo do reagente A C4=0,5 mol/l. Deseja-se obter um
novo estado estacionario a partir de uma perturbagéo na vazéio F. A figura A.1 apresenta

o reator CSTR juntamente com sua condigio inicial e pardmetros.

F. Ca in ¢l =0 CAﬁcA{}:O’S mol/l

volume do reator: V=10,51
concentragdo na entrada do reator:
Cain=3,5 mol/l
I constante da taxa de reagdo:
Vv Cn  kV=15381"/molh
A |

Figura A.1. CSTR isotérmico.

Realizando-se o balanco de massa no reator:

{ moles % _ {moies } ~ Jmoies} _ { moles } | (A1)

acumulados] lentram] |saem | reagem;

obtém-se para o modelo matematico:

" Apéndice referente as secBes 2.1 ¢ 2.2.
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dN4
dt

VdC,
dt

VdC,
dt

ci: t=0 Cx=C4s~0,5 mol/l.

=Ny, - Ny —kVC,?

=F(Cy —Cp)-kVC,?

—F(Cp —Ca)+kVC,?=0

Adimensionalizando a concentragéo e o tempo entre O e 1:

Ca
Xa=¢ Ca =%a Ca,

Ag

t
B=— txe‘th
ty

e substituindo-os em (A-4):

VCa, dya 2 A2

t 46 —F(CAOWXACAO)—E—I(VXACAO:Oou
Vdxa . Cac 2
L 2ka g - k =0

comc.i  6=0; y,=l

124

(A-2)

(A-3)

(A-4)

(A-5)

(A-6)

(A-7)

(A-8)

(A-9)

(A-10)

A aproximagdo polinomial para a solugio deste problema de valor inicial definido

sobre um intervalo finito de tempo AB pode ser (Biegler, 1984):

N
%a©;) 5”&}%% -Pi1(6).

(A-11)
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De acordo com o procedimento exposto na se¢do 2.2.1. para a determinacio da
familia de polindmios ortogonais, pode-se concluir que, para o dominio (0, 1), ©

-polinémio ortogonal a ser usado em (A-9) pode ser o de Jacobi, da forma
0,1
Py (®). (A-12)

Aplicando-se o método da Colocagdo Ortogonal em (A-9), obtém-se

V N+2 CAE: 2
W EEAU XA, *F(”“““CAO ~%a; )tk Vya;“Ca, =0, (A-13)

onde N € o nimero de pontos internos de colocagiio, Ajj ¢ a matriz dos pontos de
colocacioei=2, ... N+2.
Abrindo o somatorio em (A-13) para N=4, por exemplo, entdo:

i=2 ..,6

3

(obs.: aqui, ya : sera representado simplesmente por ;)

=2

V
. (A1 %1 +Ax X2+ A3 %3+ Agy %g +Ans As + Ay Ag)
A-14)
Ca (
(- 42)+kVaiCa, =0=0,
Ao
=3
vV
™ (Azp %+ Az Ao +As3 A3+ Az %g +Ags As +Ags g )~
Ca. 2 (A-15)
F(C —%3)+kVy3CA =0=¢,
Ag
=4
A%
‘t‘h‘ (Agr-Xi+Ag %o +Ag X3 +Agy%g +Ags A5 + A Ye)—
(A-16)

Ca
F(a=%-1a) Tk VaiCa, =0=;
Ao
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(3%

=35

VvV
ty (Asy xy+Asy X2 +Asy %3 TAsg Xa +Ass X5 +Asg Ae)—

c (A-17)
Ag 2
F( ~%s)+kVy5CA =0=0y
CAG
=6
vV
t_(Aél‘XI"‘Aéz'XZ+A63'X3+A64'X4"*“A65'XS+A66'16)"
hC (A-18)
AL
F(“é“*“"xéwk\/xécm = 0= s
Ao
e
=l =1 (8=0). (A-19)

Como o sistema de equacgBes algébricas, (A-14) a (A-19), obtido é nao-linear,
sera usado o método de Newton-Raphson (com a formagio do Jacobiano de ordem 5xX35)
antes de usar Gauss para resolver o sistema acima.

Para aplicar a Colocagfio Ortogonal em Elementos Finitos ao exemplo proposto
anteriormente, parte-se da eq.(A-9) ja adimensionalizada em (0,1).

O primeiro passo € dividir o dominio 0 £ 6 < 1 em NE-elementos e realizar, em

cada elemento, uma mudanga na variavel independente para que ela va de 0 a 1. Entéo,

6-6 g0
2 = 5= e ® (A-20)
6k+l _@k Ae(k) '
para um elemento k, de extensdo 6y & 6y, €
6=z 20" 18,
A-21
d0=A0®d 2" (A-21)
Logo, a eq. (A-9) fica:
V 1 dya CAe 5
1 200 4,0 T, TAAITRVAACA, =0, (A-22)

0
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comeci: zZW=0  ya=1 (A-23)

Para se garantir a continuidade da func@o e da sua primeira derivada em cada

ponto de intersecdo (ou nds) entre os subintervalos (ou elementos), faz-se:

tam =xaY 5 Al =xa i (A-24)
dxa _dxa oy — dya _ 1 dxa
O |y 401y, A8 gz Aptk) g2

(A-25)
dxal  dyxal 1 dxa I dya

do g(k) do i{kﬂ) ABK) gz (K) T pgk+D) g (k+D)

Aplicando-se a Colocagio Ortogonal em (A-22), para cada subintervalo k:

V N+2 CA X
—_— PR € ¢ e . (k) 2 {l) - ]

t, AB® jz-:i Ay xa; F(CA XA; ) HkVIRTCa =0, (A-26)

comei: zW=0 xa =1, (A-27)

onde NE é nimero de elementos de tamanhos iguais, ou nfio, %4 ¢é a solugio no ponto
de colocacio i do elemento k, A6® ¢ a extensio do elemento k, k=1, ... ,NEei=2, ...,

N+1 (ou N+2, para o ultimo elemento).
Obs.: Nio se aplica o método nos pontos de interse¢do, pois tem-se a condigdo de
continuidade da primeira derivada e da sua fungdo. Para o Gltimo elemento, como nfo se

tem uma condigdo de contorno, aplica-se a colocagio ortogonal no ponto N+2.

Também, aplicando-se a Colocacgdo Ortogonal em (A-25), tem-se:
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1 N+2 1 N+2
{k-1) _ ) (k)
AGED jEAN+2 i XA AG® 1j KA
e (A-28)
1 Ni‘:é (k ) 1 N§2 (k1)
A = Agjxal
Ae{k) it N+2,j XAJ &e{kd} i 1.i X j

Abrindo-se os somatornios em (A-26) e (A-28) para NE=4 e N=2, por exemplo,

tem-se:

1=2,3 (ou até 4, para o ultimo elemento) e k=1, . , 4

{obs.; aqui, XAI Y sera representado simplesmente por xl(k))

elemento 1:
=2
v M m 0 M
t, ABD (A -x1 +Axm %o +A23'Xz Ay Ay )
hc (A-29)
Ae () (12 0=
F(C A2 )+ kVy;  Cup =0=4¢,
Ay
=3
t, AOD (A31'X§U+A32'X( +Aszye X(l}"?‘As:; X(i))“
hc (A-30)
Ae 1 12
F(z* Sk VT, = 0=,
AD
no(1):
1 1
Ae(”( 41" +A42 X( +Aue X()+A44'Xg))“
1 (A-31)
e (AP +Ag,- Xz +A1 3(3 +A;4 %s Py =0=0,
1 2 "
) el e
elemento 2:

=2
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@ 2
£, A® (Ayy- X1 +f’*zz X2 )+A23‘x§ +Agy- X( ))“"‘
h
CAe 2
F(E—:m 2Py +k vy P’ Cp, =0=1,
Q
=3
2) 2 2 2
A (Agy- X( +Ag- X( )“*"A33 X( )+A34 X( -
h
Cae e 07
CAO
no(2):
Ag 1 + A5 1 + A 1P + A4 1) -
Ap@ AL i 42 2 43 A3 44 %L
3
o (A1 + A5 "**As x5+ AL 25 =0 =g
2 3
-2
elemento 3:
1=2:
3 3 3
t, ABG (Ag X( )+A22-x§_)+A23-x +Ayy X(})‘
h
C
F(2e gy ek v Cu, =0=0,
CAo
=3
3 3 3
g (Ast'?h +Az- X( )**"A33 ()+A34 25 -
h
C
F2e oy ) 4k vy Ch =004
CAQ
16(3):
3 3
Ae(”( a1 AL 15+ A A ) -
1 O 4)
@ At + A a8+ Apx§) + A 2y = 0=
3 4
0 -
elemento 4:

=2;
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(A-33)

(A-34)

(A-35)

(A-36)

(A-37)

(A-38)

(A-39)

(A-40)
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4 4 (4} (4)
(Azz‘xg }+A22'X§)+A23'X3 + Ay %y )

t, AG®
Cae (4)2
Ca,
=3
4 4 4 4
t, AG (As; 'X% : + A% } +A33~x§ ' Ay ‘ng )y~
h
WCAe (4) (4)2
Y
i=4:
(4} 4 4 IS
t, AGW (A +A42'x§ )+A43‘Xg )+A44'14 )
h
Cae @ (4)2
A

4]

=1 V=1 (@"=0).
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(A-41)

(A-42)

(A-43)

(A-44)

Como o sistema de equagdes algébricas, (A-29) a (A-44), obtido € ndo-linear,

sera usado ¢ método de Newton-Raphson (com a formagio do Jacobiano de ordem

12x12) antes de usar Gauss ou Decomposigiio LU para resolver o sistema acima.

A partir de dados fornecidos por Eaton e Rawlings (1990), pdde-se rodar o

programa de aplicagio do método da Colocaciio Ortogonal Global e o de aplicagdo do

método da Colocagdo Ortogonal em Elementos Finitos apresentando os resultados vistos

na fisura A2, a qual também contém resultados da aplicagio do método Runge-Kutta-

Gill para comparacio.
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0.54
|
0.53 — 1
=
£
. 0.52
il
g 5 -+  COLOC.ORT.GLOBAL (N=4)
E:OJ 051 — / <>  COLOC.ORT.ELEMS FINITOS (NE=4, N=2)
b / ———  RUNGE-KUTTA-GILL (PASS0=0,001)
8 P
/
0.50
0.49 ; \ | | | 1 | E i
0 1 2 3 4 5
tempo, h

Figura A.2. Resultado dos métodos da Colocagdo Ortogonal Global (N=4), da
Colocacgio Ortogonal em Elementos Finitos (NE=4, N=2) - para polindmio de Jacobi com =0 ¢

B=1 - ¢ Runge-Kutta-Gill {passo=0,001); para vazio de 1,5 mol/l ¢ horizonte de tempo de 5 h.
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S#o apresentados alguns detalhes sobre a implementagio do NMPC ao problema de
controle do tanque de aquecimento, visando-se ressaltar a estrutura de algumas matrizes
além dos parametros necessarios para a implementacio do mesmo, através dos métodos
da Colocagio Ortogonal em Elementos Finitos e da Programacdo Quadratica Sucessiva
(SQP).

Uma vez que se trabaltha com o método da Colocacio Ortogonal em Elementos
Finitos, para discretizar as equages diferenciais do modelo precisa-se inicialmente
definir o polindmio ortogonal a ser usado na expansdo das solugdes T e Tp e determinar
os pontos de colocagdo, a matriz dos pontos de colocagio e os pesos de quadratura
Gaussiana. Para este exemplo, assume-se NE=2 e N=1.

A aproximaciio polinomial para o problema de valor inicial defimdo sobre o
intervalo finito de tempo AB € como se segue.

Dada a equacgio diferencial ordinaria (3-21) com condicdo micial (3-23), sua

solugdo pode ser aproximada por (Biegler, 1984):
T(z)=25+z a;Py(z). (B-1)
Obedecendo o procedimento exposto na secdo 2.2.1. para a determinagio da

familia de polindmios ortogonais, pode-se concluir que, para um intervalo a=0 e b=1, 0

polindmio ortogonal a ser usado em (B-1) pode ser o de Jacobi, da forma
Py'(2). (B-2)

Esta conclusio também se aplica para a solugio aproximada Ty(z) da eq.(3-22).
Realizadas todas as etapas, descritas nos capitulos 2 e 3, necessarias para a
discretizagdo das equagBes envolvidas no problema a ser resolvido pelo controlador,

entdo este pode ser estabelecido como se segue.

* Apéndice referente ao capitulo 3.
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Minimizar a fun¢io objetivo de controle:

P 3 2
o= 3 Zmé{[54+71-exp(m2,5-10“3(th(z§“)-Ae(kuek)ﬂe))]m'rf“)} ,
k=l 1=l
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(B-3)
cujas variaveis de decisio sio: Fc™, Ts™, Tp @ e T,
com: 12,3 e k=12,
sujeita a:
(i) Equacdes do modelo discretizadas:
REETN Ay T —w—i-——{h AL (T,0 - Ty FMp ¢
t, AB®) - AL (B-4)

(T =T 1= exp{(-U M A,/ (FMpee, )11 =0

1 3
—_— . (k) _ (k) Kiy S ONE
t AG® HhuTr, cp M, hp Ap, (T = Tyt) —hyp A (T,0 = Ti) =0
P
(B-5)
AL A, EROP
U, o - 2102k 55

Ay +AE®Y

com: 1=23 e k=12

Os valores de z: (pontos de colocagio), Aj; (matriz dos pontos de colocagao) e o;

(pesos de Quadratura Gaussiana) sdo determinados através das subrotinas JCOBI ¢

DFOPR (Villadsen e Michelsen, 1978), para o polindmio ortogonal definido (B-2).
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(ii) Condigdes iniciais e de continuidade das variaveis de estado:

zM=0: TV =25 °C; T,V =25 °C; (B-7)

TV =TV e | (B-8)
M= @

Toy = Tp" (B-9)

(iif) Definigido do horizonte de controle (tc):

Fo®=fF &0 (B-10)

comk=tc, ..., t-1, para t,>tc.

(iv) Limites nas variaveis;

- manipuladas:

70 < Ts™ < 150 °C
2,510 <F® <6,5.10° m/s, (B-11)

comk=1 2,

- de estado:

0<T®<w

0<Tp¥ <, (B-12)

comi=23 e k=12
Para a resolugio deste problema de controle, precisa-se definir t (horizonte de
controle) e AB {ou 1, periodo de amostragem) e, a partir deste, t, (horizonte de

predigdo).
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Definindo alguns pardmetros importantes para a implementago do SQP, tém-se:

NV =22-1+4) = 12 (B-13)
NRLIN = 2.(1+1) = 4 (B-14)
NRNLN = 2.(1+1) = 4. (B-15)

E o vetor das variavels é:

com vy :[Fél),Ts{l),T;}g)an(;),T?E}},Tén ' e

' 2) (2 2) (2)4T
va =[FP, 13 1.2 1,0 177 137" (B-16)
Abrindo os somatorios da equagio (B-5), tem-se:

D= {[54+71 exp(-2,5- 107 (1 (2,867 +8,) + 1, ) 1- TP +
@3 {[54+71-exp(-2,5-107 (1, (248 +8,) + 1,))1- T3} +
@3{[54+71-exp(-2,5-10 (1, (23807 +0:) +1,))1- T3} +
m;{{54+71-exp(_p_,s.10*3(%(2]2\9(2)+ez)+t0))}_Tl(2)}:z N
@ {[54+ 713"?'.(”2}5’ 1073t (2,80 +6,) +t,)) - TP +

©34[54+71-exp (~2,5- 107 (1, (z:06P +8, ) +1,)) |- TP (B-17)

Abrindo os somatorios das equagdes (B-4) e (B-5), tem-se:

=2
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I 1 1 1
= (Ag1 T+ A0 T +Ag3 - T4 ))*51{C2(Tpgl)*T2( )~
ty, AB' (B-18)

FCH (1" - T )1 exp{ (~UDAL)/ (ELC3)} I} = 0= RNL(1)

1

Ao (Agr TV + Agy - T,V + Agy T, - C [ C5(TV - T, (D) -
th (B-19)

Cy (T, 5”)]= 0= RL(Y)
1=3:

i ) . 1 1
o A T A T A 1) -0y (G 1) -

FDCTY - T, ) 1-exp{ (-U, DA, ) /(F,)C3)}1} = 0= RNL(2)

(B-20)

1

oo At Tpt) +An T,V + Agy T, {0) = CL [Cs(TV - T, ()~
! (B-21)

Co (T, - T)1=0=RL(2)

k=2:
1=2:
1 2 2 2 2
t, ABZ) (Aor T +Apy T 4 Ags T ))*Ci{cz(Tp(gz)%Tz( -
b (B-22)

EDCy(T - T, )1~ exp{ (-UPA,)/ (F,PCy)}1} = 0= RNL(3)

1

2
AB® (A - T?g )¢ Ay - Tp;E) + A 'fng))_ Cq {CS(TS(.’Z) _ Tpgg}) 3
! (B-23)

C (LY - T)1=0=RLE)
=3

1 , , , 2
t;, AP Ay T+ Ay B+ Agy Ty ))“Cl{Cz(Tpgz)“Tg )~
: ' (B-24)
FOC (13 - T~ exp{ (- U @A)/ (BC5)} 1} = 0 = RNL(4)
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onde;

1
W(Aﬂ ‘ Tpgz} Az TPg_z) +Az3 Tp(gz)) —Cql Cs(T - Tp(f)) _
h

(B-25)
Cy (T, -~ T5*)]= 0= RL(4),

CE =TT C2 = h?Ap’ C3 = pccp N C4 -
pVe, ¢ Py P

5] CS = hPOApo- (B-26)

Os vetores dos limites inferior (L) e superior (LS) sfo definidos como se segue:

- das varlaveis:

LI= (25107 70,~00,— 00,— 20, %,2,5- 10 70, 00,— 0, ~ 0,~ 0) 1, (B-27)

com numero de elementos =NV =12 ¢

LS = (6,5 107 150, + 00,4 0, +-90,+90,6,5- 107 150, + ¢, +c0,+ 00, + ) T | (B-28)

com nimero de elementos = NV = {2;

- das restri¢des lineares de igualdade:

1 1 2 2
Ay TP A LY Ay Ty Ay T,

LI=( , : , )T =LS (B-29)
ty AB £, ABYY 1 Aty ABW
com numero de elementos = NRLIN = 4;
- das restri¢des ndo-lineares de igualdade:
LI=(0,0,0,0)! =LS (B-30)

com numero de elementos = NRNLN =4,
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Os gradientes das restrigOes lineares de igualdade, na verdade uma matriz dos

coeficientes, de ordem 4x12, apresenta a seguinte estrutura:

i A
c 2_ ¢ X C,, 0 0 O 0 0 o0
A A
Che e B yCysy 0 Cpp 0O 0 0 0 0
1, AG0 o, ABT
A A ’
G O G —_‘2_}"““‘"“ 0 0 {) C45 2 +C452 Ex] 47 G
1, AP t, AGD AR
A A A
0 0 0 e S 0 0 0 Cup 2 —— 2 iChsy D Cup
] 1, A6 1,A88) g AR ]
(B-31)
onde: C¢55z - C4C5 ) C452xC4(Cs+C2) e C42: - C4C2 . (B~32)

O Jacobiano das restrigdes nio-lineares de igualdade, uma matriz esparsa de

ordem 4x12, apresenta a estrutura diagonal em bloco mostrada a seguir:

ORNL(1 BRNL(1 A
ORNLL) -, Cy 0 (L) 23 0 0 0 0 0 0
A oTi”  t,a6™
PRNL(2 A ARNL(2
w»»»f(wl 00 ¢ 22 @ 6 0 0 0 0
5Fc( 3 = thﬁe(l) a'l‘:gi}
A ZRNL(3 ARNL(3) A g
0 0 0 0 e 2()} 0 C, © (2()) -
t, A0 AF( ATs t, A
A ARNL(4 A FRNL(4
0 0 0 0 2 RN%;{)) 0 0 Cph e 2( )
i t, A0 BF, 1,409 ard |
(B-33)
onde: Cp= - CiCy (B-34)

Obs.: as denvadas que aparecem na matriz acima nfo sio apresentadas aqui, mas podem

ser facilmente desenvolvidas.

O gradiente da fungfo objetivo, vetor de ordem 12, € o seguinte:

GFO =|0,0,0,0,— 20, (T4{" - T{),~ 205(T4{" - 15),0,0,0,0,

2 23,17
20, (T2 - T8, - 205(L,P -, (B-35)
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onde:

Ty = 54+ 71- exp[-2.5 107 (1(2,060 +8)) + 1,)]
TV = 54+ 71 exp[-2,5- 107 (13,2380 +6,) + t,)]
Ta) = 54+ 71 exp|-2,5- 107 (1, (2,007 +8,) + 1,)]

Ty = 54+ 71- exp[-2,5- 107 (1, (23007 +8,) +1,)]. (B-36)



