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RESUMO

Neste trabalho ¢ feito um estudo do método dos volumes finitos, no que se refere
4s suas caracteristicas e particularidades. E feita uma abordagem rigorosa para a condigo
de simetria e faz-se uma comparagdo com o procedimento convencional. E feita uma
analise de diversos esquemas de interpolagfo, através de simulagdes e aponta-se o melhor
entre eles, para o caso em consideragio. O problema fisico em questdio é o
desenvolvimento da camada limite na regidio de entrada de tubos de se¢fio transversal
circular, para escoamento em regime laminar. S3o obtidos os comprimentos de entrada
para uma vasta faixa de nimeros de Reynolds, porém mantido em escoamento laminar. Os
resultados obtidos s@o comparados com o de outros autores. S3o propostas algumas
correlagdes para se obter o comprimento de entrada em fun¢fo do nimero de Reynolds,
provando-se a ndo validade das diversas correlagBes lineares propostas. Um método de
otimizagdo (COMPLEX) ¢ utilizado para a determinagdo dos pardmetros da malha a ser

utilizada.

Palavras Chaves:

Volumes Finitos - Simple - Camada Limite - Comprimento de Entrada - Complex.



CAPITULO 1

1. INTRODUCAO

Os problemas em mecanica dos fluidos, em geral, envolvem escoamentos cujas condigdes
ndo mudam ao longo do seu eixo. Para estas condi¢des, encontram-se na literatura métodos

adequados para avaliar e predizer os pardmetros significativos.

Em muitos sistemas reais estas condigOes nem sempre sdo obtidas. No caso de
escoamentos na regiao de entrada de dutos cilindricos, uma camada limite se forma na superficie
interna do tubo e vai ocupando partes cada vez maiores da drea de escoamento, 3 medida que
os valores de z vdo aumentando (vide figura 1.1). Em algum valor de z a camada limite ocupa
toda a drea. O perfil de velocidades, a partir deste ponto, ndo muda 40 longo do eixo € o
escoamento € dito ser completamente desenvolvido. A distincia entre a entrada do tubo até o
ponto em que o perfil de velocidade estd completamente desenvolvido é denominado de
comprimento de entrada e simbolizado como Le. Observe que a velocidade do fluido fora da
camada limite aumenta com z, como € requerido para satisfazer a equagao da continuidade, uma
vez que o fluido vai progressivamente sentindo o efeito da parede e sua velocidade vai diminuido
nas regioes adjacentes a ela. A velocidade no centro do tubo, finalmente, atinge o valor de 2
X 10 para escoamento laminar completamente desenvolvido. O comprimento de entrada
adimensional foi expresso, inicialmente, como uma fungdo linear com o nimero de Reynolds,

primeiro por Boussinesq (1981)
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¢ depois por Langhaar (Langhaar 1942) como

= Q.0575 x Re (1.2)

STy

onde D representa o didmetro interno do tubo.

O presente trabatho tem como objetivo aplicar o método dos volumes finitos ao
escoamento de um fluido na regido de entrada de um tubo de comprimento infinito, para
escoamento laminar. Entende-se por comprimento infinito como um comprimento axial do tubo
muito maior que o seu didmetro e que garante o regime de escoamento completamente
desenvolvido na sua saida. Utilizou-se na modelagem as equagdes da continuidade e de Navier-
Stokes, utilizando-se o método dos volumes finitos para a discretizacdo das equacdes diferenciais.
Para a solu¢do do conjunto de equacOes algébricas geradas pela discretizagdo das equagdes
diferenciais utilizou-se o método da T.D.M.A. (7ri Diagonal-Matrix Algorithm). Existe a
necessidade de se utilizar técnicas de relaxacdo para a obtencdo de convergéncia no processo.

Foi1 utilizado o algoritmo SIMPLE (Patankar 1980) para a solucdo do problema.
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Figura 1.1 - Modelo fisico do escoamento na regido de entrada de tubo.

Dentre os principais objetivos do trabalho destacam-se:

I. Estudo do método dos volumes finitos aplicado a problemas de escoamento bidimensionais;

1. Estudo da influéncia dos diversos esquemas de interpolacdo utilizados na discretizacdo das

equagoes;
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ITI. Proposicdo de uma metodologia mais rigorosa, aplicada ao método dos volumes finitos, para

substituicdo da condi¢do de simetria;

IV. Aplicacio do método de otimizacdo COMPLEX (Box 1965) para determinagio dos

pardmetros da malha;

V. Obtengdo do comprimento de entrada para diversos niimeros de Reynolds e comparacdo

destes com os da literatura;

VI. Proposiciao de correlagdes para predicao do comprimento de entrada, com validade para o

regime laminar.

No capitulo 2 sera apresentada uma rdpida revisdo bibliogrdfica dos trabalhos envolvendo
resolugdes do problema fisico em questdo e as diversas formas de abordagem ao caso, assim

comoe um breve histdrico do método dos volumes finitos.

O capitulo 3 traz a modelagem matematica desenvolvida para atacar o problema, com as

equacoes da continuidade e do movimento, assim como as condi¢des de contorno pertinentes.

No capitulo 4, o método dos volumes finitos é apresentado e ele é aplicado para o
problema. Os esquemas de interpolacdo também sfo introduzidos e analisados desde o seu

desenvolvimento.

O acoplamento entre pressdo e velocidade para que se possa utilizar as trés equacdes
para as trés varidvels desconhecidas (p, u e v) e o algoritmo SIMPLE vém apresentados no

capitulo 5.

O capitulos 6 traz os resultados obtidos por simulacdo, sendo apresentados os perfis de
velocidades axial e radial, bem como os perfis de pressdo, para alguns casos representativos

escolhidos.



CAPITULO 2

2. REVISAQ BIBLIOGRAFICA

Este capitulo estd dividido em duas partes, a primeira das quais trata do problema do
escoamento na regido de entrada de tubos com conformagio geométrica cilindrica e de secdo
transversal uniforme. Neste ponto, sdo revistas solucdes apresentadas com abordagens analiticas,
experimentais e numéricas. Na segunda parte é feita uma revisdao bibliografica envolvendo o

método dos volumes finifos, seu desenvolvimento e algumas aplicagdes.

2.1. O ESCOAMENTO NA REGIAQO DE ENTRADA DE DUTOS

Mais uma vez, sera feita uma subdivisdo deste topico em trés outros, diferenciando o tipo
de tratamento dado ao problema, analitico, experimental ou numérico.

Muitos trabalhos t&ém sido apresentados, principalmente a partir do final da década de
60, com o avango tecnologico dos computadores. "Em vista da importincia técnica de
escoamento em dutos, tem havido um interesse considerdvel na determinacio detalhada da
natureza do desenvolvimento do escoamento na regido de entrada. Entretanto, mesmo para
condigoes laminares, o problema da velocidade para a regido de entrada ndo permite uma solugio
exata. As dificuldadess na andlise s3o devidas as nao-linearidades dos termos de inércia, os guais
aparecem na equacdo do movimento” (Sparrow, 1964). Em vista disto, vdrias aproximacoes sdo

propostas, permitindo uma soluc@o analitica para o problema.
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2.1.1. Solucdes Analiticas

O primeiro tratamento tedrico sobre o assunto data de 1891, e foi realizado por
Boussinesq, 0 qual props que a solugio fosse obtida via séries de pertubagdes da distribuicdo de
velocidade do escoamento completamente desenvolvido (Sparrow, 1964). Convém porém,
realizar uma dltima sudivisdo, separando as diversas formas de aproximacOes analiticas em trés

classes:

(a) Neste método de andlise aplica-se a representacdo integral das equacdes da continuidade e
do movimento a camada limite, que se desenvolve ao longo das paredes do tubo. O perfil de
velocidade é escrito como um polindmio, de acordo com o método padrio de Karman-
Pohlhausen. Esta aproximacao foi feita primeiro por Schiller e depois por Campbell e Slattery
(Sparrow, 1964).

(b) Uma segunda aproximagdo subdivide a regifo de entrada em duas zonas. Na zona perto da
entrada do tubo um modelo da camada limite é proposto. Na zona afastada da entrada do tubo
uma solugdo € obtida via séries de perturbagdes do perfil de velocidade da regido completamente

desenvolvida. Asthana e Mohanty (Asthana, 1978) utilizou-se de tal procedimento.

(¢) A outra forma de se atacar o problema fundamenta-se na linearizaciio dos termos de inércia
da equacido do movimento. Com 1sto, o modelo da camada limite ndo precisa ser postulado. As
solucoes para velocidade assim obtidas sdo continuas através da secdo transversal e ao longo de
todo o comprimento, desde a entrada até a regido completamente desenvolvida. Langhaar
(Langhaar 1942) foi o primeiro a apresentar tal tipo de abordagem. Ele considera que a pressio
¢ uma funcfo da varidvel axial apenas. Além disto, ele despreza o termo de dispersao axial, além
de desprezar completamente a componente radial de velocidade. O termo inercial da equagio do
momento € linearizado por

sendo B uma funcgdo apenas da posi¢do axial,

Esta expressao para linearizacdo € vdlida nos seguintes pontos:
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Du _  p2

T p? u
1) Para =0, tem-se o regime completamente desenvolvido;
2) Na parede, independente de B, a equacdo ¢é satisfeita, uma vez que u e Du/Dt sdo nulos;
3) A equacdo ¢ satisfeita em qualquer ponto do centro do fubo, onde

du _ g2
dz v P

4) A equaclo € safisfeita em todos os pontos da entrada, onde a espessura da camada limite tende

a ZEro0.

Ela nao € valida, porém, dentro da camada limite.

Desta forma, o perfil de velocidades resultante € obtido através de familias de fungtes
de Bessel.

Mais tarde, Sparrow et al. (Sparrow 1964) também propuseram um método de
linearizacdo para a equacdo do movimento. As aproximagOes devidas a este ltimo sdo
semelhantes as de Langhaar, porém a forma de linearizacdo é mais razodvel, sendo vélida para
toda a faixa do escoamento. Este procedimento, porém, exige um tratamento matemdtico muito
“pesado”, sendo a solugao de Langhaar mais ficil de ser reproduzida, além de apresentar bons

resultados, sob o ponto de vista qualitativo,

2.1.2. Trabalhos Experimentais

As informagdes mais confidveis a cerca de um processo fisico, em geral, sdo obtidas
através de medidas experimentais. Deve-se lembrar porém, que os instrumentos de medidas ndo
sao livres de erros € que neste problema pequenos desvios no valor da velocidade, muda, de

forma significativa, o valor do comprimento de entrada. Na literatura foi encontrado apenas
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referéncias aos trabalhos experimentais, sendo o mais difundido, aquele referente a
Nikuradse(Tietiens, 1934).

2.1.3. Solucdes Numéricas

Uma predigdo tedrica ¢ muito mais consequéncia de um modelo matemdtico do que de
um modelo fisico. No problema em questio, o0 modelo matemdtico consiste de um conjunto
de equacoes diferenciais parciais, ndo-lineares, cujos métodos da matemdtica cldssica ndo
permitem resolver de uma forma rigorosa. Além do mais, estas solugdes contém séries infinitas,
fungbes especiais, etc., tal que sua avaliagdo numérica pode exigir um considerdvel esforco
computacional. Foi utilizado o "software" ISIM, que resolve equactes diferenciais ordindrias,
via Huller ou Runge-Kutta de 4a ordem, para reproduzir o artigo de Asthana e Monthany
(Asthana, 1978). Foi necessario cerca de 20 horas para completar a simulagdo, para um tnico
caso, em um Pc-486, 33 mHz.

Felizmente o desenvolvimento de métodos numéricos e a disponibilidade e evolugio dos
computadores, mantém a "promessa” da implicagdo de que um modelo matemdtico pode resolver

a maioria dos problemas praticos. Uma idéia preliminar de uma solu¢do numérica pode ser

o R o o
-
™» o— <
——s-
- — >3- 5
[
1 T
l
-« < - -

Figura 2.1 - Representa¢do de uma malha para solugio numeérica.
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obtida através da figura 2.1.

Suponha que € desejado conhecer o campo de velocidade no dominio apresentado. Pode
ser suficiente conhecer os valores das velocidades em pontos discretos do dominio. Um método
possivel € imaginar uma matha que preencha todo o dominio e obter os valores da velocidade nos
pontos da malha. Pode-se, entdo, construir e resolver equagdes algébricas para estas velocidades
desconhecidas. As simplificacdes inerentes ao uso de equagdes algébricas, ao invés de equagdes
diferenciais € que fazem dos métodos numéricos uma poderosa ferramenta para a solugio de
equacoes diferenciais.

Diversos trabalhos apresentam a solugfio do problema por via numérica. Friedmann et
al (Friedmann, 1968) utilizam um método de diferencas finitas para resolver o escoamento
laminar na regido de entrada de tubos. Na sua modelagem ndo sdo utilizadas as varidveis
primitivas e sim a vorticidade.

Atkinson et al (Atkinson, 1969) usam um método de elementos finitos para escoamentos
a baixos nimeros de Reynolds. Na modelagem ele parte da fundamentagdo de que a dissipagio
viscosa deve ser minima para escoamentos lentos.

Del Giudice (Del Giudice, 1979) e Dombrowski et al (Dombrowski, 1993) resolvem a
equacdo completa de Navier-Stokes usando métodos de elementos finitos. Goldberg e Folk
(Goldberg 1988) e Mehrotra e Patience (Mehrotra, 1990) usam métodos de diferencas finitas,
para 0 mesmo caso, sendo que este Gltimo estende a modelagem para fluidos ndo-newtonianos.
Steffani (Steffani, 1993) resolveu o problema através do método de colocacfio ortogonal em
elementos finitos.

O problema de escoamento na regizo de entrada de dutos ndo tem sido estudado apenas
sob o prisma insdustrial, mas também "como um importante veiculo para a evoluciio e avaliacio
de procedimentos de solucdo numérica para equacdes diferenciais parciais, ndo-lineares, por
exemplo, a equacdo de Navier-Stokes" (Atkinson, 1969). No presente trabalho, o método dos

volumes finitos € aplicado, podendo-se com isto realizar um estudo detalhado do mesmo.
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2.2. O METODO DOS VOLUMES FINITOS

O método dos volumes finitos é uma classe do método de diferencas finitas. O dominio
de célculo é subdividido em um nimero de volumes de controle. As equagdes discretizadas
representam a conservagio integral através de cada volume de controle.

As principais caracteristicas do método dos volumes finitos s3o a simplicidade da
derivacgdo e a facilidade com que as equagOes discretizadas podem ser interpretadas em termos
fisicos. A equacdo diferencial bdsica expressa um balango através de um volume de controle
infinitesimal; a equagdo discretizada pelo método dos volumes finitos € simplesmente a
representacdo finita da equacfo diferencial.

O método comegou a ser difundido em 1972, com o artigo publicado por Patankar e
Spalding (Patankar, 1972). Ainda neste artigo, © método é tratado como um método de
diferencas finitas, com uma formula¢do via volumes de controle. O principal propulsor do
desenvolvimento do método foi a escasses de procedimentos de célculo para escoamentos
tridimnensionais. Miller (Miller, 1971) descreveu tal procedimento, mas nio incorporou
as vantagens das particularidades do escoamento parabdlico', tornando-se desnecessariamente
complexo e requerendo um excessivo esforco computacional.

Em problemas de escoamento tém-se como varidveis dependentes pressdo € velocidade.
Em (Patankar, 1972) obtém-se a pressdo através de combinacgdes entre a equacdo da continuidade
¢ do movimento, sendo este jogo de varidveis e equagdes denominado de acoplamento pressao-
velocidade. No algoritmo SIMPLE, este acoplamento permite o cdlculo da pressao em todas as
diregdes. Em (Patankar, 1972) porém, apenas as variacOes laterais da pressdo sdo calculdas pelo

acoplamento pressdo-velocidade. A queda de pressdo na direc@o do fluxo principal € feita

'No escoamento parabdlico:
a) Existe uma direcgdo de fluxo predominante, isto &, nesta direcédo
ndo ocorre fluxo revereso;

b) a difusdo de momento, calor, massa, etc, nesta direcdo &
desprezivel;
c) ¢ campo de pressdo possterior ao escoamento tem pouca

importéncia nas condic¢des do escoamento anterior (no espacgo)
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baseando-se no mesmo procedimento realizado no modelo da camada limite. Esta € uma
consequéncia de se explorar a natureza parabdlica do escoamento.

Como serd visto em detalhes no capitulo 4, no procedimento sugerido por Patankar,
utiliza-se um artificio que € o deslocamento das malhas. Desta forma pressdo e velocidades sdo
calculados em pontos distintos da malha. Com isto evita-se que no cdlculo iterativo,
ocasionalmente, a pressdo apresente um comportamento oscilatério e que mesmo assim, 0 campo
de velocidade resultante satisfaca a equago da continuidade. E que o gradiente de pressdo, na
equacdo do momento, é calculada por pontos alternados da malha, no caso de ndo
deslocamento. Como a queda de pressio na direcdo principal do escoamento é calculada "fora"
do procedimento, nao existe a necessidade de deslocamento da componente de velocidade nesta
direcdo. Este deslocamento so aparece em (Patankar, 1981). Neste artigo o algoritmo SIMPLE?
€ apresentado, juntamente com uma nova versdo para ele, o SIMPLER. A diferenca fundamental
entre 0o SIMPLE e o SIMPLER, assim como diversos outros algoritmos propostos (PISO (Jang,
1986), SIMPLEC (Doormaal, 1984), etc.) é a maneira pela qual se dd o acoplamento pressao-
velocidade.

Uma outra caracteristica do método dos volumes finitos é que a sua solugdo tende a ser
sempre iterativa. Na verdade, o procedimento numérico para se resolver equagdes diferenciais
parciais, em dindmica dos fluidos, tendem a ser iterativas por trés principais razdes:

a) As equacOes sdo ndo-lineares;

b) a pressao mantém as equacdes da continuidade e do momento fortemente ligadas;

¢) uma solucdo direta das equagdes discretizadas, mesmo quando lineares, consomem muito
tempo.

Por tanto, Patankar tenta, jd na formulacdo, forgar o procedimento a ser iterativo:

a) Asndo-linearidades da equacao do momento sdo introduzidas em coeficientes que multiplicam
as velocidades nos respectivos pontos, sendo os coeficientes calculados por valores da iteracdo
antertor;

b) no acoplamento da pressdo com a velocidade, usam-se formas aproximadas da equacio do

20 algoritmo SIMPLE serda discutido em detalhes no capitulo 5.
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momento;

c¢) a solucdo das equagdes discretizadas sdo obtidas por dois passos do método da T.D.M.A°.
Estas trés "jogadas" de Patankar introduzem alguns erros quando comparados com a

solucdo direta. Estes erros, porém, s3o do mesmo tipo que qualquer erro de truncamento em

diferencas finitas, em geral até menor (Leonard, 1994), e pode ser reduzido a um nivel aceitdvel

pelo uso de pequenos passos.

0 método da T.D.M.A. & apresentado no apéndice I.



CAPITULO 3

3. MODELAGEM MATEMATICA

3.1. SITUACAO FiSICA

O problema fisico a ser modelado trata do escoamento de um fluido através de um tubo
liso em escoamento laminar. Neste capitulo faz-se a modelagem matemadtica e as condicdes de
contorno sdo apresentadas. Na entrada do tubo tem-se um perfil uniforme de velocidade. Este
perfil vai se modificando ao longo do eixo de escoamento devido a condi¢do de nao deslizamento
na superficie sélida (paredes do tubo) e ao aumento da velocidade no centro, de forma a satisfazer
a conservacao da massa. Uma camada limite vai se formando e ocupando dreas de escoamento
cada vez maiores. Esta mudanca ocorre até que se atinja o comprimento Le, a partir do qual,
diz-se que o fluido estd em escoamento laminar completamente desenvolvido' e o perfil € o bem
conhecido perfil parabélico (Bird, 1960 )},

y - Ren |y (Y 3.1
pR R

neste ponto a camada limite ocupa toda a drea de escoamento e este comportamento pode ser visto
na figura 3.1.

Para um escoamento isotérmico e sem grandes quedas de pressao pode-se considerar 0
flurdo como sendo incompressivel e com viscosidade constante. O escoamento € axisimétrico e
permanente. Baseando-se nestas hipdteses, 0 modelo matematico para este caso ja estd bem

desenvolvido na literatura (Bird, 1960) de forma que o seu desenvolvimento torna-se desnecessario.

o comprimento de entrada é determinado gquando a velocidade na
linha de centro atinge 99% da velocidade maxima, ou seja, 1.98 ug.
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Pexfil de Velocidade
Completamente Deaenvolvido

Camada Limite /
i

velocidade

de entrada
AAAAAAAAAAAAA Ken i T S ) IO P
uniforme . I

e

R
Regidc de
entrada T

Figura 3.1 - Modelo fisico da regido de entrada no tubo.

3.2. A CONSERVACAO DA MASSA

O balanco de massa aplicado ao sistema, no qual se obtém a equacdo da continuidade

fornece, em coordenadas cilindricas,

d 1 0
=+ = 3 .2)
—(%) = 5 (=0 (

e 0 seu desenvolvimento encontra-se em qualquer livro bdsico de mecanica dos fluidos (Bird, ),

ndo sendo pois necessdrio deter-se nela.
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3.3. A CONSERVACAO DA QUANTIDADE DE MOVIMENTO

As equactes de conservacido da quantidade de movimento ou momento, seguem a

conhecida equacdo de Navier-Stokes. Para coordenadas cilindricas ¢ na direc@o axial tem-se:

9 19 - %, 0fou), 10f 08 (3.3)
az(pu“) ' rar(pm) rord ' az(p az) ' rar(urar)

para a dire¢do radial

9 L 10 _ .9 9 dvy 139f ov 3.4
az(sow) ——(prv) (u ]+ (w ] 3.4

3.4. CONDICOES DE CONTORNO

O sisterna de equacdes diferenciais parciais ndo-lineares, gerado pelos balangos de massa
e da quantidade de movimento, exige um nimero de condi¢des de contorno diferente para cada
varidvel, dependendo da ordem da equagdo diferencial em relacdo i varidvel analisada, a fim de
que ele possa ser resolvido satisfatoriamente.

Para a componente axial de velocidade sdo necessdrias duas condigoes de contorno para
a coordenada axial e duas para a coordenada radial. Numeros de condi¢des de contorno

semelhantes sdo requeridas pela velocidade radial. A pressio, entretanto, requer uma condigdo
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de contorno para cada coordenada,

3.4.1. Componente axial de velocidade

As condicGes de contorno para a velocidade axial sdo facilmente estabelecidas:

1. A velocidade de entrada € fixada pelo nimero de Reynolds e como neste ponto apenas a
velocidade axial contribui com a vazdo, em z = 0 a velocidade axial é conhecida para
todo o raio, sendo a propria velocidade média (u = ug);

2. Na saida, o escoamento € completamente desenvolvido e portanto ndo existem mudangas
no seu perfil ao longo do eixo axial, ou seja, a derivada parcial da velocidade axial em
relacdo & coordenada axial € nula (du/dz = 0);

3. Na parede do tubo, de acordo com a condicio de ndo deslizamento em superficies
solidas, a velocidade € zero (u = 0);

4. De acordo com a condi¢fo de simetria, a derivada parcial da velocidade axial em relacéo

a coordenada radial, no centro do tubo, é zero (du/dr = 0).

Desta forma, as exigéncias quanto as condi¢des de contorno para a velocidade axial

estdo satisfeitas.
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3.4.2. Componente radial de Velocidade

As condi¢es de contorno para a velocidade radial sdo:
1. Na entrada do tubo existe apenas a velocidade axial, portanto o valor da velocidade radial €

zero (v = O}

2. Na saida do tubo, o perfil se encontra completamente desenvolvido e requer velocidade radial

nula (v =0);

3. Na parede do tubo, pela condicdo de ndo deslizamento, a velocidade radial também é zero (v
= 0);

4. No centro do tubo assume-se que a velocidade radial vale zero. EHsta consideragdo baseia-se
em diversos trabalhos apresentados na literatura (Asthana 1978, Dombrowski 1993). Existe
também uma conveniéncia numérica ao se assumir tal condi¢do de contorno, o que serd avaliado

mais adiante (v = 0).

3.4.3. Pressio

A pressao requer apenas duas condigdes de contorno, sendo uma para cada coordenada:
1. A pressao na entrada do tubo tem seu valor fixado. Na verdade, o que importa para cdlculos
de escoamento incompressivel € o valor da queda de pressio e ndo o seu valor absoluto, de forma

que este valor da pressdo na entrada pode ser um nimero qualquer, para fins de célculo (p = p,);
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2. No centro do tubo utiliza-se a condi¢io de simetria e portanto a derivada da pressao em relagio

a coordenada radial vale zero para todas as posi¢les axiais (dp/dr = 0).

A tabela 3.1 traz um resumo das condigoes de contorno.

Tabela 3.1 - Condictes de contorno,

Em r=0; em r=R; em 7=0; em z=L
ou Ju

5"'0 u=9 u:uo -é—z":g
v =0 v =40 V=0 v=20
%20 - P=p, -

Tem-se portanto um sistema de trés equacOes diferenciais e trés incognitas u, ve p. Este
sistema de equacOes ndo permite solugdo analftica exata devido as ndo linearidades presentes.
Serd utilizado o método dos volumes finitos para integrar as equacdes através de volumes de
controle, gerando com isto equacdes discretizadas, que serao equacoes algébricas e resolvidas pelo
método da TDMA.

Antes, porém, € conveniente adimensionalizar as trés equacdes do sistema, por vantagens

computacionais (precisio da mdquina) e de simulacdo {(estudo paramétrico).
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3.5. ADIMENSIONALIZACAQ DO SISTEMA DE EQUACOES
Para efetuar a adimensionalizacdo comega-se definindo as seguintes varidveis:
1. =r/R => r=rR
2.z = z/R = > Zz =7 R
3.0 = v, => u=uuy,
4, v\ = v/u, => v=vu,
5.9 = p/(puy) = 2> p=pulp
EQUACAQO DA CONTINUIDADE
10 d
—(rv) + —w) =0 (3.2)
" ar( ) az( )
Utilizando as varidveis adimensionais:
L9 ¢Ruyy + L @wu) -0 3.5
r’'R Ror” Roz*

simplificando,

19
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d
ar*

L 96wy Zwn -0
r* az*

EQUACAO DO MOMENTO AXIAL

Substituindo as varidveis adimensionais,

2

u *
9 (pu,uu*) + 1 o (oRr*ulv*u®) = P op
Roz* Rr* Ror*® R oz~

4

GACKE NS W ]
R Rr* Ror'\ Ror*

rearrumando 0s termos,

Multiplicando a equacdo (3.8) por R¥/(pu,)

(3.6)

| e

3.7

(3.8)
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uR - pu R u,R *
PUR. 8 oy + PEEL 0 ey . - PN (2P
B oz Bortor B\’
(3.9
+ Fu + mlm 9 r”-a~u~—:
az*z raz ar* ari‘
ou melhor,
op- , Fu 1

Re-2 wuy + Rel % vy = - Re 9
az* r* ar:« 62* &*2 f* ar*k 67'*

EQUACAO DO MOMENTO RADIAL

O mesmo pode ser aplicado para a equagdo do momento na dire¢do radial.
Considerando-se dispensdvel o desenvolvimento de mais uma adimensionalizagdo. A equacio

final € apresentada de imediato,

Re%(u*v*) PRt Sy - R ii(r*a"*] 3.1
r

or ar* v rror’\ o

Precisa-se, agora, redefinir as condices de contorno, para as varidveis adimensionais.
Esta mudanca de varidveis € feita de imediato através das suas defini¢Oes, sendo os resultados
apresentados na tabela 3.2.

As vantagens de tal procedimento serdo apresentadas no capitulo 6.
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Capitulo 3

Serdo suprimidos os asteriscos para as varidveis adimensionais, com o objetivo de tornar

as equacgOes mais concisas.

Tabela 3.2 - Condicoes de contorno para as varidveis adimensionais

Em r*=0; em r'=1; em z"=0; em 7z =L/R
ou = u* =0 n* =1 Ou = (
or® oz”*

v =0 v =0 vi=o0 v =0
t . _ P
P#,




CAPITULO 4

4. 0 METODO DOS VOLUMES FINITOS

Como jd foi dito, a solucdo numérica de uma equagio diferencial consiste em fornecer
resultados para determinados pontos do dominio de cdlculo, denominados de pontos da malha.
“Desta forma, substitui-se a informacfo continua, contida na solucéo exata da equagdo diferencial,
por valores discretos. Assim, discretiza-se a distribuicdo da varidvel dependente e € apropriado
referir-se a esta classe de métodos numéricos como métodos de discretizagio” (Patankar 1980).

As equagdes algébricas envolvendo os valores desconhecidos das varidveis dependentes
nos pontos da malha, doravante chamados de equacdes discretizadas, sdo derivadas da equagio
diferencial que governa a variavel dependente. Nesta derivacao deve-se assumir um perfil para
a varidvel dependente entre os pontos da malha. Desta forma, a medida em que se aumenta o
mimero de pontos da malha, eles tornam-se mais pertos uns dos outros, e os detalhes das
consideragdes do perfil assumido tornam-se de pouca importancia.

Para uma dada equacgio diferencial as equacgdes discretizadas possiveis ndo s3o0 Unicas,
apesar de se esperar o mesmo resultado, quando o nimero de pontos usados for suficientemente
grande. As diferencas vém do perfil assumido e do tipo de discretizagdo usada.

No presente estudo a discretizagdo segue 0 método dos volumes finitos, proposto em
1972 por Patankar e Spalding (Patankar 1972). Virios perfis serdo assumidos e faz-se uma

comparacao das performances de cada um deles.

4.1. O METODO NUMERICO

No método numérico a ser descrito, o objetivo € calcular os valores das varidveis

dependentes em um conjunto de pontos escolhidos, chamados de pontos da malha. As equagoes
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variaveis (equagles discretizadas) sdo derivadas por integragfo das equacdes diferenciais governantes
atraves de subdominios gue englobam cada ponto da malha. Estes subdominios serfo referidos como
volumes de controle. Para realizar estas integracles deve-se assumir perfis expressando o
comportamento das varidveis entre os pontos da malha

Neste trabalho utiliza-se as malhas deslocadas (Patankar 1981), onde as velocidades e a

o il 5 W
ot S e o Al
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: -
E
4
a'
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i
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Figura 4.1 - Esquema das malhas deslocadas.

pressdo encontram-se em pontos diferentes na malha, conforme pode ser visto na figura 4.1, As
propriedades do fluide s3o calculadas nos mesmos pontos que a pressfio. Mais a frente, quando a
estratégia e os requerimentos do método numérico estiverem mais evidenciados, serfio apresentadas
algumas vantagens em se utilizar malhas deslocadas.

"A caracteristica mais atraente da formulacio dos volumes finitos ¢ que a solugfo
resultante deve implicar que a conservacio integral de quantidades como massa, momento ¢

energia € exatamente satisfeita através de qualquer grupo de volumes de controle e, & claro,
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através de todo o dominio de cdlculo. Esta caracteristica existe para qualquer nimero de pontos,
e ndo apenas no caso limite em que o nimero de pontos torma-se muito grande. Entdo, mesmo
para uma malha grosseira, a solugdo exibe balangos integrais exatos" (Patankar, 1980).

O método serd aplicado as equacdes apresentadas no capitulo 3.

4.2. DISCRETIZACAO DA EQUACAO DA CONTINUIDADE

A equagdo da continuidade em coordenadas cilindricas apresenta-se conforme (3.2)

d 190
Y 2% = 3.2
Bz(u) " rar( ) =0 (3.2)
ou
d d
Y + = 4.1
r—(u) ar(i"v) 0 4.1

Integrando através do volume de controle apresentado na figura 4.2 e considerando que

V., ¥, U, € u, prevalecem sobre todas as suas respectivas faces no volume de controle,

[ S or) dr dz = [l de -
4.2)

(prviiz, - z,) = [(prv), - (pM) ]z, - z,)

Integrando o outro termo,



Capitulo 4 O Método dos Volumes Finitos 26

Figura 4.2 - Volume de controle para integragdo da equacdo da
continuidade.

fsuf:r%(pu) dz dr = f:r(pu)lf,, dr =
4.3)

ty, = r

er?m _ _ . 32
(pu)’w"a"is = [(pw), - (puw},] ( 5 ]

I, + T,
sendo 5 = 1, a equacdo (4.3) fica,

r, +r,

(o), - (pw),] K > ](r,, - rs)} = [pry), - (erpd a, - 1) @D

temos entio que,

pnrnvn(ze_ Zw) TR svs(ze_ Zw) Rl pue(r s T s) Py puw(r T 5) =9 4.5)
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Seguindo as mesmas consideracOes serdo discretizadas as equagtes do momento.

4.3. DISCRETIZACAO DA EQUACAO DO MOMENTO
4.3.1. Direcio axial

A equagao do momento na direcdo axial, em coordenadas cilindricas, pode ser escrita

como
fo - 22N o
.

Integrando (4.6) através do volume de controle apresentado na figura 4.3:

fw f:ra;(rvu) dr dz = f:rvu[:f dz @.7

Assumindo que a velocidade axial € constante na face do volume de controle, sendo o
restante da integral o fluxo de massa na direcao radial através das faces do volume de controle,

a equacdo (4.7) é igual a

&, - 24, - (M, - 2,4, @.8)
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Figura 4.3 - Volume de controle para integra¢do da equacgdo axial do
momento.

Integrando o termo convectivo na direcdo axial

N :"“";i“(““) de dr = ["r)l;, dr 4.9)

A integral de (pru) dr representa o fluxo de massa na direcao axial através das faces do
volume de controle. Com isto foi eliminada a ndo linearidade presente para a velocidade axial
e o termo remanescente € considerado constante através das faces do volume de controle. A

equacdo (4.9) é igual a

_ 2
T "s] 4.10)

utihizando o raio medio r, (4.10) fica igual a

(rp) (1, — TJu, - ) (r, - 1)U, 4.11)
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Integrando o termo referente a pressdo:

f f ap de dr = f:— r pls, dr 4.12)

Considerando que a pressdo € constante em cada face, ou seja, independe da posi¢do

radial no volume de controle, a equagdo (4.12) € igual a

2 2

Avaliando agora o termo da difusivo radial,

(13 o e - e

ou
considerando que 5; prevalece sobra face do volume de controle (4.14) é igual a

N

Integrando o termo difusivo axial,

AR I

Considerando que nas faces perpendiculares A direc¢io axial Ou mantem-se constante,

Oz
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tem-se para a equacio (4.16),

2

) )] e el o e
2 Re 0z), \Redz), Re &), \Re &),

A equacdo do momento pode entdo ser escrita como,

(), = 2, = ()2~ 2 u+ (r) (r,= TJu,~

T T T, == PRI, 1) + (;_gﬂ @z, 4.18)

r) o oy |2
(e - e

(rn_rs) - (i}:?y’] (rn_ rs)

Apés a integracdo, os termos referentes ao balanco de forcas ficam explicitos.

4.3.2. Direcdo Radial

Seguindo os mesmos passos desenvolvidos na secdo 4.3.1, fazendo consideragbes
semelhantes aquelas ali realizadas e integrando a equagio (3.4) através do volume de controle

mostrado na figura 4.4, pode-se facilmente chegar a
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Figura 4.4 - Volume de controle para integrac@o da equacgdo radial
do momento.

(W)n(zc - zw)vn - (W)s(zc - zw)vs + (rPu)e(rn - rs)ve

Yy = B, - PITAE, - 2 * (‘;i;a]( Sg)

B0 oA PR I X P ,
(Re arl(z'—’ %) (Re&z}e(r” ) - (Re 82}( ")

4.19)

4.4. CONSIDERACOES SOBRE A MALHA DESLOCADA

E chegado o momento de discutir a estratégia das malhas deslocadas. Olhando para a
equacdo (4.5) torna-se evidente a primeira vantagem. Com 0 deslocamento das mathas os termos
de velocidade, que aparecem na equacdo da continuidade, e precisam ser calculadas nas faces
do volume de controle, ndo precisam de interpolagdes, j4 que nestes pontos foram colocados

pontos para as velocidades. Sem o deslocamento, nio se teria velocidades nas faces e um
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esquema de interpolacio seria necessdrio. Com isto, economizou-se quatro interpolagdes.

Na equacao do momento as necessidades de interpolagdes ndo se reduzem a zero, como
para conservacdo da massa, mas as diferencas também sfo sensfveis. Os termos referentes ao
fluxo (parte convectiva) necessitam de interpolagdo, o que nao seria diferente no caso do ndo
deslocamento das malhas. Porém, para se avaliar as derivadas (termo difusivo) a aproximagao
¢ bern mais simples no caso em questdo.

Outro fator preponderante € que, com o deslocamento das malhas, a forga motriz para
o deslocamento, na equacdo do momento, € exatamente a diferenca de pressdo, que alids estdo
localizadas justamente nas faces do volume de controle. Com isto evita-se o problema de

comportamento de onda' para o campo de pressdo. Este comportamento pode advir do caréater

iterativo de soluc&o.

4.5. ESQUEMAS DE INTERPOLACAO

Olhando as equacdes (4.18) e (4.19) pode-se notar que é necessdrio assumir um perfil
para as velocidades axial e radial de modo que os termos convectivos e difusivos possam ser

avaliados.

4.5.1. Diferenca central

Como uma primeira op¢do parece natural assumir um perfil linear para as velocidades,

em ambas as direcOes. Desta forma, tem-se para a equacio axial do momento:

' Para maior detalhes ver exempic no 1livro de Patankar
(Patankar 1980, pg. 118).
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i
Ue = 5 (Ug * Ug ; U, = (Up * Uy)
4.20
duy | Ug ~ Up duy _ Up T Uy ¢ )
(az)e Az, ’ (6z)w Az,
duy _ Uy ~ Up duy _ Up ~ Ug
(ar)n Az, ’ (ar)s Ar,
A equacdo (4.18) com este arranjo fica:
1 1
(IV)H(ZE—ZW)E(UN*’UP) - {rv)s(ze—zw)_z-(upms) +
(2,0) (£,725) S (Uprty) = (£0) ,(7,50) 3 (upvu,) =
_ {4.21)
- _ r _ Uy=Upt 1 T _ Up=lg
epd rrimsd o] (s S e ()
Iy ~ ugupy | I _ u,~U,
* (Eé’)e(rﬂ fs)( 35, ] (%)(rﬂ fs’( 57, )
Definindo os fluxos como
F,={xv)ilz, - z,) ; Fy= (v =z, ~ 2,)
(4.22)
Fg = (IPu)e(In - Is) ;o F, = (rPu)w(rn - rs)
e as difusividades,
- rn{ze - Z,) ] - rs(ze - z,)
A Re Ar, P 9T g Ar,
(4.23)

- IP(In - rs)
€ Re Az,

rp{r, = 1)
Re Az,
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Com estas novas defini¢des pode-se reescrever a equagao (4.21)

F

F
— (uy + uyp) —f(up-kus) + ‘éf(ug+up} __2£(u1>+uw} =

2 (4.24)

(DyPe) Loz~ T} +dp(Uy—Up) ~dg{Uup-Ug) +d o (Ug—Up) ~d {(Up=Uy)

agrupando os termos

(o) (o) (5[5 ]

F F
(P, — D) Tplr, - 1) + (—?ﬂ ¥ dn) u, + (—;- + ds) ug (4.25)

F F
TE PN

+

A equacao (4.25) pode ser escrita ainda como,

dp Up = Ay Uy + 85 Ug + 85 Uy + 8, Uy + & (4.26)

Sendo os coeficientes determinados pela equagido (4.27)

O termo entre paréntesis na equacio (4.27) é a equacdo da continuidade e, desde que ela

seja satisfeita, € igual a zero. Se assim for

ap = @y t gt a8, + ay (4.28)

Este esquemna pode levar a resultados incoerentes, uma vez que ele viola uma das regras

bésicas do método dos volumes finitos (Patankar, 1980), a saber:
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aN:dn—%
aS:dS+%
aEzde_“{;ﬁ (4.27)
awﬂdw+—1—;ff

dp =8y * ag tag+ay+ (F,-F, + F, -F,)

W

a = (pw —pe)rP(In - r)S

"REGRA 1: Consisténcia nas faces do volume de controle. Quando a face é comum a dois
volumes de controle adjacentes, o fluxo através dela deve ser representada pela mesma expressao,

nas equagOes discretizadas para os dois volumes de controle.

REGRA 2: Coeficientes positivos. A maioria das situacoes de interesse serdo tais que o valor
de uma varidvel dependente em um ponto da malha € influenciado pelos pontos vizinhos apenas
através de processos de convectivos e difusivos. Dai que, um aumento no valor da varidvel em
um ponto da malha deve, com as outras condi¢cGes mantidas constantes, levar a um aumento ( ¢

ndo uma diminuic¢do) no valor do ponto vizinho da malha.

REGRA 3: Coeficiente de linearizac¢do do termo fonte negativo. Se for considerada a definico
do coeficiente [...] , mesmo que os coeficientes vizinhos sejam positivos, o coeficiente do ponto
central a, pode se tornar negativo via o termo S,. E claro que o perigo pode ser completamente

eliminado fazendo-se com que S, n3o seja positivo. Entdo, formula-se a regra 3 como segue:

Quando o termo fonte é linearizado como a=S.+38,¢,, 0 coeficiente S, deve sempre ser

menor ou igual a zero.

REGRA 4: Somatorio dos coeficientes da vizinhanga. Frequentemente as equagdes diferenciais
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governantes contém apenas as derivadas das varidveis dependentes. Entio, se ¢ representa a
variavel dependente, as fungbes ¢ € ¢+ C ( onde C € uma constante aleatéria) satisfazem a
equacdo diferencial. Esta propriedade da equacgio diferencial deve também ser refletida na
equagdo discretizada.[...] Entdo, a sentenca da regra 4 é:

a=Xa,
para situacdes onde a equagdo diferencial continua a ser satisfeita depois que wma constante é
adicionada a varidvel dependente”.

Assim pode ser visto que se |F| > 2d aparecem coeficientes negativos na equacio
(4.27), violando com isso, a regra 2. Deve-se portanfo, tentar um outro esquema de

interpoiacao.

4.5.2. Upwind

"O esquema Upwind reconhece que o ponto fraco da formulagio preliminar é a
consideragio de que a propriedade transportada pelo movimento do fluido, ¢., na interface, é
calculada pela média entre ¢; e ¢, € propde uma melhor descricio. A formulacio do termo
difusivo permanece inalterada, mas o termo convectivo € calculado a partir da seguinte
consideraco:

O valor de ¢ na interface € igual ao valor de ¢ no ponto da malha (entre os quais estd
a face) do lado em que vem o fluxo" (Patankar, 1980).
ou seja,

u, = up se F,> 40

(4.29)
U, = Ug se F,<0

Em outras palavras, se 0 fluxo € positivo (vem do ponto P para o ponto E), o valor da
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varidvel na face do volume de controle € igual ao valor no ponto da malha de onde vem o fluxo,
no caso, de P. Se o fluxo € negativo (vem do ponto E para o ponto P}, o valor da varidvel na
face vai ser 1igual ao valor dela em E.

O termo convectivo na equagao do momento fica,

Fu, = Fu, se F,> 0

(4.30)
Fou, = F u, se F <0

ere
ou de modo compacto,

Fu, = up lF,, 0l - ug l-F,, 0f (4.31)

Substituindo (4.31) em (4.18)

udF,, ol - ul-F,,0f -~ udF,, 0l + ul-F_, 0l + udrF,, 0] -
udF,, 0l - ufF, 0l + ul-r 0l = (p, - p)r(z, - T.) (4.32)

tdy iy = up) - dy(up - ug) v d(up - up) - 4, (up — 1)

rearranjando,

(tFy, 0l + d, + I-F,, 0 + dg + LF., 00 + d, + L-F,, 00 + d,) u,
= (D = P rp(r, - 1) + ([-F,, 00 + d)y uy + ([F,, 01+ d, ) u, (4.33)
s (L-F 0l + d,y up + (Lr,, 00 + dyy 4,

Pode-se agora reescrever a equacdo (4.33) da mesma forma que a equagéo (4.26), os
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coeficientes porém, sdo dados por

ay =D, +1-F,, 0l
aSzDs'b&FngB
a, =D, +[-F_, 0]
BoTe e (4.34)
a, =D, +[F,, 0]

dp = ayt+ ag v agtay,t (F,~-F, +F, - F)

W

a = {pw - pe) IP{IU . Is)

Nesta formulacdo € evidente que ndo pode aparecer nenhum coeficiente negativo. Uma

i
L
I
[l
I

Figura 4.5 - Jlustragdo do esquema upwind via associacdo tanque-tubo

boa explicagdo para o sentido fisico do esquema Upwind € dado em (Patankar 1980) e ilustrado
na figura 4.5 (Patankar, 1980).

Pode-se pensar que os volumes de controle sejam tanques agitados conectados em séries
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por pequenos tubos. O escoamento através dos tubos representa convecgdo, enquanto que
conducao (de calor) através das paredes do tanque representa a difusio. Como os tanques sdo
agitados, cada um contém um fluido com temperatura uniforme. Entdo, € apropriado supor que
o fluido escoando em cada tubo tenha a temperatura que prevalece no tanque de onde ele estd
vindo. Normalmente, o fluido no tubo ndo "sabe"” nada sobre o tanque da frente, ao qual ele esta

indo, mas deve carregar consigo, todas as informacdes do tanque do qual ele vem.
4.5.3. A Solucdo Exata

Para o caso unidimensional, a equacgio de Navier-Stokes pode ser resolvida exatamente,
considerando p e o fluxo constantes. Se um dominio 0 < z < L for usado, com as condicOes
de contorno:

cm

z =L b = ¢

A solucdo exata € (Patankar 1980):

d) m‘be ~ exp(%g) -1

= {(4.35}
¢, - &, exp(P) ~ 1
onde P € o nimero de Peclet definido por
_ pulL
P 5 (4.36)

Pode ser visto que P € a razdo entre as forcas de convectivas e difusivas.

A natureza da solucdo exata pode ser entendida, olhando-se a figura 4.6, onde a variacio
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de ¢~z ¢ plotada para diferentes nimeros de Peclet. Quando P = 0, tem-se um caso em que
estdo envolvidos apenas fendmenos difusivos e a variagio € linear. A medida em que se aumenta
o médulo de P, o desvio em relacdo a uma aproximacao linear vai se acentuando. Para um valor
positivo (e alto) de Peclet, observa-se que o valor de ¢ em z = 1./2 é, em prdtica, igual ao valor
de ¢ em z = 0. Quando Peclet € negativo e com um valor grande (em mddulo), o valor de ¢
em z = L/2 & igual ao valor de ¢ em z = L. Isto equivale a dizer que o esquema Upwind é

obedecido quando o valor de |P| é grande.

O
o

_O
I

O
o

0.0 .2 0.4 o.6 0.3 1.
L {(Adimensional)

®]

Figura 4.6 - Comportamento de uma varidvel qualquer em fungdo do comprimento, para o caso
unidimensional.

A partir da figura 4.6 pode-se fazer uma andlise dos esquemas anteriormente

apresentados:
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1 - Fica claro que o esquema da diferenca central s6 é vélido para |P | pequeno, no méximo ao
redor de 1.

2 - Quando o |P | é grande, o esquema Upwind € vélido para representar o termo convectivo.
3 - Quando o {P | € grande, o valor de d¢/dz, em z = L/2, é praticamente igual a zero. Entio
a difusdo estd praticamente ausente. O esquema Upwind porém, calcula ela por um perfil linear,

superestimando-a.

4.5.4. O Esquema Exponencial

Serd desenvolvido agora, 0 esquema exponencial, que parte do perfil exato da varidvel
¢, para situacdo unidimensional. Seja o fluxo total J, composto pelo termo convectivo e o termo

difusivo,

J = (pudp) - p (—g%) (4.37)

sendo que a equagao do momento fornece

(EE)P = 0 (4.38)

integrando

e " Uy =0 (4.39)
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Do perfil exato para ¢ (4.35) temos

Pz
—-= - 1
b= b+ (b Md))exP(Ax)e (4.40)
e P E I exp (Pe) -1
entdo
pPz\ _
@\ - A . . - o) >®(3z), " * (4.41)
(—55)9 dz|'® E P Texp(P,) -1
diferenciando
Pz
@ = (@ _¢} P eXQ(WAmé)e (4.42)
(dz)E £ PAz lexp(Pe} - 1
substituindo (4.42) em (4.37)
Pz
exp|——
- _ Pe Az)e (4.43)
T, = {pu) b, + Bo(dp — ¢p) Az e (P) - 1
Fazendo as devidas substituigdes, pode-se escrever a equacio (4.43) como
exp( szze)
JezFeq)P‘s'(d)E“‘bp} - +
exp(F) - 1 (4.44)

exp( PA z)
(=]

Az
exp(P) -1

(k) (@s - 0
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rearranjando,
oxp £42)
Je:Fe¢P_Fe(¢PM¢E) exp(P) __f *
e
{4.45)
PAzZ
e
Fe(d’p”‘bE) Fo (b, - &) Xp( Az )e
exp(p,) -1 ¢ VP VE exp(p) -1
ou,
(bp - ¢£:
= 4.46
7o = 7 (b + oy (4.46)
substituinde em (4.39)
F F
Ty - J, = e e
e v TP exp(P,) -1 ¢ exp(P,) - 1 s (4.47)
F F )
- F W W -
Hos exp (P} -1 2 exp(pP,) -1 ¢ = 0
rearranjando,
e _ FW —- F& F‘W’
(Fe"' Q(Pe)__l e{P"}—l] ¢P_ g{pe)—l ¢E+(Fw— e{P“}wl) ¢W (4-48)

pode-se escrever que

ap ¢p = ag §; + ay by

(4.49)
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com os coeficientes dados por

F
agp = — £
e’ -1
F et (4.50)
e’ -1

Este esquema garante, para o caso unidimensional, a resposta exata, independente do

nimero de Peclet. Entretanto, ela ndo é garantida, quando extendida para a situagio

bidimensional.

4.5.5 O Esquema Hibrido

Para se observar a conec¢do entre o esquema exponencial e o esquema hibrido,

desenvolvido por Spalding (Spalding 1972), plotando-se o coeficiente a;, ou melhor, a sua forma

adimensional a,/d,, em fun¢do do niimero de Peclet:

= = — (4.51)

a variacdo de ag/d, com Pe € mostrada na figura 4.7. Tem-se :

1. Para Pe— o a/d.—» 0
2. Para -Pe » = a/d. > -Pe ;

3. Para Pe >0 a/d. = 1 -Pe/2
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As trés linhas representando estes casos limites s3o apresentadas na figura (4.7) e formam
um envelope, representando uma aproximagao razodvel & curva exata. O esquema hibrido usa

estas trés linhas retas, tal que:

1. Para Pe < -2 a/d, = -Pe ;
2. Para 2 <Pe=2 aldd, = 1-Pef2
3. Para Pe > 2 a/d, = €

Estas expressOes podem ser rearranjadas em uma forma mais compacta

P F
aE’ = de H_Pefl . zeie}} = ﬂ"Fetde - WZ”“?:OH (4'52)

@\ 5.0
Y

LA S M M B B B A
b he
)

(é;
ag/Pe

N\ -

2.6

seees Fxponencial
e Hibrida

N0 O Y 0 0 O I e IBJ"\“H|§H“:s?1|u|f=w}
-50 -40 -30 -20 -10 040 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0

Pe

Figura 4.7 - Representagdo do esquema hibrido.

Teria-se entio,
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4.5.6. Lei de Poténcia

(4.53)

Pode ser visto na figura 4.7 que o desvio do esquema hibrido em relacdo a curva exata

¢ maior em torno de Pe = + 2. Também parece prematuro considerar o efeito da difusio igual

a zero, logo que Pe passa de 2. Uma melhor aproximacdo & curva exata é dada pelo esquema

da lei de poténcias (Patankar 1981).

Apesar de ser mais complicado, ele fornece uma representacio extremamente boa do

comportamento exponencial e requer um esforco computacional menor que este dltimo. A

aproximagdo a curva exata, pelo esquema da lei de poténcias pode ser visto assim,

1. Para
2. Para
3. Para
4. Para

ou

Pe < -10
-0 < Pe <O
0<=Pe=10
Pe > 10

ag/d, = -Pe :
ay/d, = (1 + 0.1 Pe)® - Pe;
ag/d. = (1-0.1Pey ;
a/d, = 0
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a - d, [[( i WJWL)]] P

e

0.1|F,|Y (4.54)
a, = d, 0,(1 - *—*15“} + 0. -FJ]

w

ap=dag+ay+ (F, - F,)

Na tabela 4.1 encontra-se uma comparacdo numérica entre 0s esquemas apresentados,

para o caso unidimensional, onde o esquema exponencial pode ser tomado como exato.

4.5.7. Forma Generalizada

Como se deseja comparar os diversos esquemas de interpolacdo, sob o ponto de vista
computacional, € importante que se escreva os coeficientes da equagdo discretizada sob uma

forma generalizada, a qual foi apresentada em (Patankar 1980) :

a; = dA(|P,]) + [0, -F,]
ay = dA(|P,]) +[0.F]
ay = dA(|P,]) +[0,-F]
as = AR + [0, F,]

{4.55)

A tabela 4.2 apresenta A(Pe) para os diversos esquemas de interpolacdo
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Tabela 4.1 - Comparacdo dos valores dos coeficientes dados pelos esquemas exponencial,

hibrido e da lei de poténcias.

Niimero de Esquema Esquema Esquema da Lei
Peclet Exponencial Hibrido de Poténcias
- 14.0 14.0000 14.0000 14.0000
- 10.0 10.0005 10.0000 10.0000
- 6.0 6.0149 6.0000 6.0102
- 5.0 5.0339 5.0000 5.0312
- 4.0 4.0746 4.0000 4.0778
- 3.0 3.1572 3.0000 3.1681
- 2.0 2.3130 2.0000 2.3277
- 1.0 1.5820 1.5000 1.5905

0.0 1.0000 1.0000 1.0000
1.0 0.5820 0.5000 0.5905
2.0 0.3130 0.0000 0.3277
3.0 0.1572 0.0000 0.1681
4.0 0.0746 0.0000 0.0778
5.0 0.0339 0.0000 0.0312
6.0 0.0149 0.0000 0.0102
10.0 0.0005 0.0000 0.0000
14.0 0.0000 0.0000 0.0000
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Tabela 4.2 - Forma generalizada para os coeficientes da equacao discretizada.

Esquema de Interpolagiio Férmula para A(|P})) il
Diferenga Central 1-0.5.|P]
Upwind 1
Hibrido [0,1-0.5 |P|]
Lei de Poténcias [0,(1 - 0.1.|P )]
Exponencial (Exato) P/lexp(|P]) - 1]

Agora que ja € possivel calcular os coeficientes das equagdes do momento de uma forma

geral, as equacdes para 0 momento axial e radial sdo finalmente apresentadas,

Ap = gl + U, + a8yll, + agls + a (4.56)

bpvy = bpve + byvy + byvy + bgvg + b (4.57)

4.6. SUBSTITUICAO DAS CONDICOES DE CONTORNO

Para fechar o problema, serd necessario substituir as condi¢es de contorno, de forma
que se obtenha equacOes algébricas para elas. Uma nova estratégia para as condicdes de
contorno, no método dos volumes finitos, € montada, sendo os resultados avaliados no capitulo
6.
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4.6.1. A Entrada do Tubo

Na entrada do tubo as condigdes de contorno estao estabelecidas por:

l.u=1
2.v=40
Ip=p.pu’

Estas condicdes de contorno ndo trazem nenhuma dificuldade ao serem aplicadas, uma

vez que as varidveis tem o seu valor especificado na fronteira.

4.6.2. A Parede do Tubo

As condic¢des de contorno na parede do tubo também ndo oferecem problemas ao serem
substituidas pois, mais uma vez, os valores das varidveis neste contorno também possuem valores

especificados,

4.6.3. A Condicio de Simetria

Aqui € introduzida a inovacdo quanto a condicdo de contorno. Devido a condigio de

simetria, o centro do tubo estd sujeito as seguintes condicdes de contorno:
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Ju _
1.5—0
2 v =

dp _

Tradicionalmente, estas condi¢des de contorno sdo aplicadas de forma aproximada.

Py U P£ U, Pmk Use Pﬂﬁ
4] X X 0 X

V B4 V o V i\‘%H V i+4
* +* # .

Pi—l. Ui-zs Pss UB Pm {Jma Pm.
O * & X X 0

Vz— 3 Vﬂ V 13 Vﬂ- £3
E 2 * *

Piu!: inil P;z U12 Pi+L S *2 Pi+z
0 X 0 X 0 X 0

V 2 VJ’.‘Z V iH2 Vi+ 43
* * 4 4

P, %1 vm Ui—ll Pii Vii Uii Pm Vi@il Uiﬂl Puz Vi+2E

Figura 4.8 - Representacgdo matricial da malha préximo a r = 0.

Tomando a figura 4.8 como referéncia para os indices que serdo indicados, a forma convencional

de aplica¢do da condigdo de simetria segue abaixo:



Capitulo 4 O Método dos Volumes Finitos 52

1. A derivada radial da componente axial de velocidade € representada por:
u@i,1) = u@i,2)

2. A derivada radial da pressdo da mesma forma:
p(.1) = p(i,2)

3. A componente radial de velocidade é representada por:
vii,1) = 0

Tal aproximagdo vai sendo minimizada a medida em que se refina a malha, pois como
a derivada no centro € nula, quanto mais préximo do centro mais u(i,1) se aproxima de u(i,2).
Pode-se também concentrar a malha na regido vizinha ao ponto r = 0 e minimizar a
aproximacgdo. Tal procedimento porém, tende a trazer instabilidades ao método, dificultando a
convergéncia e os resuitados ndo sdo de todo satisfatério. O que se propoe, € uma discretizagdo
da equacdo no contorno, com a substituicdo das condigdes de simetria. Como a derivada radial
da pressdo € muito pequena, para todo o raio, preferiu-se adotar a estratégia convencional para
esta varidvel, restando apenas a condicao de simetria para a velocidade axial. Reescrevendo a

equacdo (4.18)

(rv),lz,- z)u,- (xv) (z,- z)u+ (rpu) (1~ r,) u,-

(rpu) (r,- r))u, = (p,~ p)rplr,~ r,) +
(4.18)

r ou _ Ip du _ _{ fr du _
(ze5r), (272w ‘*’(Rea—z)e(rn 7 (Re az}w(rﬂ i

Lembrando que no centror, = v, = 0, que 1, = r,/2 € que
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(a), -

A equagao (4.18) fica,

2

r Ir
e meé?»uw + (IV)H(ZE - ZW) un = (pw - pe)

2

=¥

u u

2
n
°2
{4.58)

2

2
"7 (8), T (%), w0 (E),

Aplicar-se-4 o esquema upwind para poder generalizar uma expressdo para os

coeficientes da equagOes discretizadas, em seguida. Entdo a equagido (4.58) fica

2 2 2
r r
i 0}] up-ﬂ—ue ;,Oﬂ ug—ﬂuw 2”,0}} Uy +

IE
l[—uw n ,OH Uy + [(rV)n (z, - 2,) ,01] up -

ey
™
1]
ro|

rk J r?

[~ (V) nlZem20) . 0] uy = (D, - Pe) =+ l2Re(ze—zw)} . )

2 2 2
2Re(z.- z,) | * |2Re(z,-z,)]| * |[2Relz,-2z)| "
(ZalZe 2 [Ttz - 2))
Rer,, v Rer, ¥

Agrupando os termos em comum,
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2 2
I'n In Iy (Ze-_zw)
Hf-F . * =
%FQ, ol+l-F,, o]+lF,, o+ 2Re(z,-2,) 2Re(z, 2, Rer, |°*
2 2 2
r; ry Iy (4.60)
- e - f + L0 e
(pw pe) 2 ' % F&’ O§ ZRe(Ze—zw) } U %FV ﬁ 2Re(ze—2w) } uw

. {EF,,,O]% » In (22 } Uy

Rer,

Ou seja, todos os coeficientes sdo mantidos iguais, com excecao feita a a; = 0. Pode-se

portanto escrever os coeficientes utilizando-se de todos os esquemas de interpolagdo, lembrando

porém de fixar a; como zero.

4.6.4. A Saida do Tubo

Na saida do tubo temos como condigdes de contorno:

du
oz
2. v =0

1.

il
O

Como o comprimento do tubo ¢ muito grande, a ponto de garantir o perfil

completamente desenvolvido na saida do tubo, ndo se incorre em erro utilizar a metodologia

convencional nesta fronteira, ou seja,

I. w(L,r) = u(L-1,1)
2.v(L,r) =0

Uma comparacio entre a metodologia proposta e a convencional € feita no capitulo 6.
O préximo capitulo traz o algoritmo SIMPLE, utilizado na solucdo de problemas de escoamento

e que mntroduz o acoplamento da pressdc com a velocidade.



CAPITULO 5

5. O ALGORITMO SIMPLE

As equacgOes do momento discretizadas, (4.56) e (4.57), so podem ser resolvidas quando
o campo de pressao € dado ou de alguma forma estimado. A menos que o campo de pressdo seja
o correto, o campo de velocidades resultante ndo ird satisfazer a equac@o da continuidade. Tal
"campo de velocidades imperfeito" baseado num campo de pressio estimado p’, serd denotado
por u” e v'. Este campo de velocidades asterisco serd resultado da solucdo das seguintes equacdes

discretizadas:

Aip = (P, ~ PITPAr + gy + Gy + G liy + Qs + a $.D

va; = (p; - P;*)rPAZ + bEV};- + va;, + NVI: + bSv; + b (5.2)

Serda mais conveniente, para maior clareza, escrever as velocidades em uma forma
matricial, conservando os indices alfabético para a posicao radial. Os coeficientes também
estarao em uma forma matricial. Para uma visualizacdo, a figura 5.1 indica as posicdes das
velocidade e dos raios com os seus respectivos indices.

O objettvo agora € encontrar um meio de melhorar o campo de pressio estimado p’, tal
que o campo de velocidade asterisco resultante ird progressivamente estar mais perto de satisfazer
a equacao da continuidade. A isto chama-se de acoplamento pressdo-velocidade e existe na
literatura diversas formas de se fazer este acoplamento (Patankar, 1981; Doormaal, 1984; Jang,
1986). Neste trabalho segue-se o SIMPLE, sugerido por- Patankar (Patankar, 1981) e que

encontra vasta aplicagao na literatura,



P’mm Ui-1j+2 Piﬂ 2 Uij+2 Pi+1 j2 Ui+ij+2 Pmrrz
0 X % ¢ X 9
Vi—lj+2 V; 2 Vn 1542 Viﬁ?j’l’z
* * * +
Pi—i_]+1 Ui-ljﬂ Pg+ Uijﬂ P:+I j+1 Ui+1j+§ Pﬁ-zm
0 y 0N X { A’ 4 0
W Ll L ™ W n L
Vi— i+ Vg-l thﬂ Vié{zﬁl
* 3 * ¥
Pi— 15 Ui« ji] Pq U!] Pivl Ui+1j Pi+2
—0 X 0 X 0 X 0
V“j Viﬁ Vi i Vi+2j
* * } ]
!
i
Pi—ij { Ué—l}—l Pij—i Uij—i me Ui+1j—i P;mz
o A4 . .Y X r L' £
© A 5] A T N )

Figura 5.1 - Representacdo matricial das componentes de pressdo e velocidade com mathas
deslocadas.

5.1. O ACOPLAMENTO PRESSAO - VELOCIDADE

Como proposta, a pressdo correta € obtida por:

p=p +p .3)

onde p serd chamado de correcio da pressdo. Depois, precisa-se saber como as componentes de
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velocidade w e v' podem ser introduzidas de uma maneira similar:

u=u"+u G4

Vv :v* + P (5'5)

O desenvolvimento serd feito sobre a varidvel u, sendo que para a velocidade radial a
extensdo € imediata.
Subtraindo (4.56) de (5.1) tem-se:

@ity = Py = Plarebr + @, ui; + Gy b Gy W+ Gy U (5.6)

Neste ponto, toma-se a liberdade de eliminar os termos que contém u do lado direito da
equacdo (3.6). Uma discussdo extensiva desta acdo serd apresentada mais adiante. Por enquanto
¢ melhor ndo se ater a este movimento, ou simplesmente olha-lo como uma conveniéncia
computacional. O resultado fica:

aija,-} = (py - p;+1j)ri,Ar 5.7

e portanto,

ay

5.8

i

Substituindo (5.8) em (5.4),
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uy + i T Pilp A7 5.9

Gy

Fica claro portanto, como a velocidade asterisco é corrigida, em resposta as correcdes
de pressdo, para gerar o valor correto de u.
A férmula para corre¢io de velocidade para a componente radial pode ser escrita de

forma similar:

v =y o it T PP A2 (5.10)
i y bg

5.2. A EQUACAO DE CORRECAO PARA PRESSAO

Tenta-se, agora, transformar a equagfo da continuidade em uma equagio para corre¢do
da pressao.

Substituindo-se, na equacao da continuidade (4.5), todas as componentes de velocidade
pelas correcdes de velocidade (5.9) e (5.10) temos:
.\ py~ PjT,Az

vg‘+1 b
il

* (P,} “Die lj)rpAr

i

pAzr,

= par A
sl o],

¥

(5.11)

- P&ﬂ‘{u;‘iij + PiyPPreAT r} = 0

i-1j
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rearranjando,
pOAD | pCAY  prAn? p(rPAr)z}a_, _
by, b, ay ay |°
p(rnAz)zp.,_ . P(TSAZ)z . p(rPAr)ng » p(rPAr)zp-, | (5.12)
b. g+l b, ‘il ey Ay
g+l i g i~
+ prbazvy - prAzv + prpAruy - proArug
Pode-se escrever a equacdo (5.12) conforme as equacgoes (4.54) e (4.55). Assim:
CPy = CaPiy ¥ CyPiy * CyaPin t CiaPipa T C 5.13)

Sendo os coeficientes dados por

_ plrpAry
jelf T T
@

_ plrpAry

i-1,7

i-1j

p(r,Ary
jer T T

i+l
) p(r.ArY
i T

ij

* * * *
¢ = prdzvy - prAzvy, + prpAru_y; - prulrig

5.149)
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Pode ser visto da equacao (5.14) que o termo ¢ na equagao da corregio da pressio € o

negativo da equacdo da continuidade discrefizada, equagdo (4.5), avaliada em termos das

velocidades asterisco. Quando c¢ vale zero, significa que as velocidades asterisco satisfazem a

Estimar o campo
de pressio.

¥

Resolver as Eq.
{5.1) e (5.2).

1

Resolver a Eq.
(5.13).

1

P=7p +p*

1

Calcularu e v
a partir de (5.9) e (5.10)

i

Calcular as outras
varigveis.

Figura 5.2 - Diagrama de blocos do algoritmo SIMPLE,

Nao

4&3&1 ? Stm Firn,
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equacdo da continuidade e nenhuma corre¢dio na pressdo é necessdrio. O termo ¢ representa
entio, uma "fonte de massa", a qual a correcdo de pressdo (através de suas correcdes de
velocidades acopladas) devem eliminar.

Por agora, foi formulada todas as equagdes necessdrias para a obtencio das componentes
de velocidade e pressdo. O algoritmo para a compieta solugdo do problema pode ser visto em
(Patankar, 1980), o qual foi denominado como SIMPLE (Semi - Implicit Method for Pressure -

Linked Equations). O diagrama de blocos encontra-se na figura 5.2 e pode ser resumido como:

1. Estimar um campo de pressdo;

2. Resolver as equacdes do momento para obter u” e v';

3. Resolver a equacgdo para p';

4. Calcular p da equacdo (5.3);

5. Calcular u e v dos seus valores asterisco, usando para isto as formulas de correco de
velocidade (5.9) e (5.10);

6. Resolver as equacgoOes discretizadas para outras varidveis;

7. Tratar a pressdo corrigida p, como uma nova estimativa da pressdo p’, retornar ao passo 2 e

repetir o processo até que a convergéncia seja obtida.
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5.2.1. Discurssio da Equacio de Correcio da Pressdo

Serd lembrado que no inicio do capitulo decidiu-se que os termos com velocidade
asterisco seriam eliminados do lado direito da equagfio (5.6). E chegada a hora de explicar a

motivagio para isto e afirmar que nenhum dano foi gerado com esta agdo.

1. Se fossem mantidos os termos, eles deveriam ser expressos em termos das corregoes de pressao
e das corregdes de velocidade nas vizinhangas dos termos eliminados. Estas vizinhangas trariam
as suas, e assim por diante. No final, a formula de correcio da velocidade iria envolver a
correcio de pressdo em todos os pontos do dominio de célculo e a equagio de correcio da pressdo
resultante, tornaria-se inimagindvel. Poderia-se ir por este caminho, € resolver todo o conjunto
de equagdes de uma s6 vez, mas esta foi uma rota que Patankar decidiu ndo seguir. Este trabalho
também ndo seguiu pois isto implicaria em uma exigéncia de memoéria computacional muito
grande, o que ao certo inviabilizaria o trabalho atual e suas pretensdes futuras. A omissdo do
termo referido permitiu que a equac@o de corregao da pressdo tivesse a mesma forma geral que
as equagdes do momento, que € a forma geral para qualquer equacdo de conservacao, para 0
método dos volumes finitos.

2. A palavra Semi - implicit no nome SIMPLE foi usada com 0 conhecimento da omissdo do
termo em questdo. Ele representa uma influéncia indireta, ou implicita, da corregio de pressdo
na velocidade; corre¢des de pressdo prdéximas, podem alterar as velocidades vizinhas e entdo
causar uma correcao na velocidade do ponto em considerag@o. Ao nd@o se incluir esta influéncia,

trabalha-se com um esquema que ¢ apenas parcialmente, e ndo totalmente, implicito.

3. A omissdo de qualquer termo seria inaceitdvel se a solugdo final ndo correspondesse 2 solugio
verdadeira. Acontece que a solucao convergida pelo método SIMPLE, nao contém erro algum
resultante da omissao dos termos de velocidade asterisco. Na solucao convergida, obtém-se um
campo de pressdo, cujo campo de velocidade asterisco correspondente satisfaz a equagdo da

continuidade. Os detalhes da construgdo da equagdo para p, tornam-se entdo, irrelevantes.

4. E interessante focar a aten¢do i iteracdo final, depois da qual declara-se a convergéncia.



Capitulo 5 O algoritmo SIMPLE 63

Tendo-se p°, resultante da iteragdo posterior, resolve-se a equagdo do momento para se obter u”
e v. Deste campo de velocidade, calcula-se a fonte de massa ¢, da equagdo de corre¢io da
pressdo. Desde que esta ¢ a dltima iteracdo, o valor de ¢ serd praticamente zero, para todo o
volume de controle. Entdo pr = 0 em todos os pontos do dominio € uma solucfo aceitdvel, e as
velocidade e pressao asterisco serao, elas mesmas, as velocidades e pressdes corretas. Entdo, pr
= () em todos os pontos do dominio significa que o campo de pressio correto foi obtido, € que
a solucdo atual de p ndo € necessdria durante a iteracao final. Obviamente, a solucdo final
convergida € independente de qualquer aproximacio feita na derivacdo da equacdo de p' - uma

equacao que nao € usada na solugdo final.

5. A fonte de massa ¢, serve como um bom indicador de convergéncia. As iteraghes devem

continuar até que o valor de ¢ seja suficientemente pequeno, em todos 0s pontos.

6. A taxa de convergéncia do procedimento, entretanto, ird depender da formulacgdo particular

da equagdo para p. Se muitos termos sdo omitidos poderd ocorrer divergéncia.

7. As equagbes de corre¢do da pressdo sdo propensas 2 divergéncia, a menos que seja usado
subrelaxacdo. Este assunto e 0 método de solucdo indireta do sistema de equacoes estao contidos

no Apéndice 1.



CAPITULO 6

6. SIMULACAO

Partindo-se do algoritmo SIMPLE, desenvolvido no capitulo 5, fot implementada uma
rotina de cdlculo para computadores, em linguagem FORTRAN. O programa foi rodado em uma
estagio de trabalho SUN-SPARC STATION para mimero de Reynolds variados. As simulagoes
concentraram-se 4 nimero de Reynolds moderados, onde as aproximagdes da camada limite ou

de "creeping flow" ndo sdo vdlidas, impossibilitando um tratamento analitico representativo.
6.1. GERACAO DA MALHA

Antes de efetuar as simulagles era necessdrio fixar alguns pardmetros genéricos do
programa a saber:

1. Niamero de Pontos da Malha na Direcdo Axial (NZ)
2. Numero de Pontos da Malha na Direcio Radial (NR)

O método cldssico utilizado para determinacgio de tais pardmetros consiste em ir
aumentando o nimero de pontos da malha até que os resultados ndo sofram mais alteracdes com
niimero de pontos maiores, a menos de uma tolerncia. Desta forma € preciso que se realize uma
série de simulacdes até que se atinja o objetivo. Nao deve ser esquecida a interdependéncia dos
resultados com o nimero de pontos na direcdo axial e/ou radial.

3. Fator de Concentra¢ao da Malha na Direcao Axial (FZ)
4. Fator de Concentracao da Malha na Dire¢ao Radial (FR)

Estes dois pardmetros sao decorrentes da opcdo de se utilizar malhas varidveis. A malha
pode estar mais concentrada em determinadas regides do dominio (veja figura 6. 1) de acordo com
a conveniéncia. E desejado que ela se concentre nas regioes de maior gradiente, garantindo com
isto, nma maior reprodutibilidade do comportamento da fungdo. Conhecendo-se de anteméo o
comportamento das varidveis pode-se concentrar a malha nestas regides, porém fica dificil definir

quéo concentrada seria esta malha. Neste programa, pode-se concentrar a malha na entrada ou
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na saida do tubo e na parede ou no centro do mesmo. O tamanho de cada volume de controle,

em um determinada direcdo, é dado como segue:

Az, = Az, , x FZ

I

(6.1)

Ar; = Ar; , x FR

5. Fator de Relaxacio para a Velocidade Axial (a )

No método iterativo de solucdo adotado, é necessdrio o uso de fatores de relaxacao para
que seja atingida a convergéncia. Todas as varidveis calculadas foram subrelaxadas, mas a dnica
que mostrou influéncia no mimero total de iteragdes, e portanto no tempo final de execugdo, foi
a velocidade axial. Fixar tal varidvel num valor étimo por simples tentativa e erro é dificultado
pelo fato dela fornecer vdrios pontos de minimo local para o nimero de iteracdes (veja figura
6.2). Além disto ele depende do nimero de pontos usados, assim como dos fatores de
concentracdo da malha.

Devido as dificuldades em se fixar os cinco pardmetros em valores Gtimos pelo

procedimento convencional, foi procurado uma metodologia mais cientifica, através das

(8) ©

® @

Figura 6.1 - Disponibilidade de concentracdo da malha: (a) na entrada do tubo; (b) na saida
do tubo; () no centro do tubo; (d) na parede do tubo.
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ferramentas legadas pela matemdtica. Veio a idéia de se utilizar o método de otimizacdo
COMPLEX' para a fixacdo dos pardmetros em seus valores 6timos. Precisava-se agora,

relacionar tais pardmetros com o tempo de execucdo e a exatiddo da resposta obtida.

6.1.1. A Funciio Objetivo

O ndmero de pontos totais (NPT = NZ x NR) e o niimero de iteracdes (NI) foram
escolhidos como representantes do tempo computacional. Faltava agora, quantificar a exatidio
das respostas.

O perfil de velocidade esperado para a saida do tubo é o perfil parabdlico, pois 14, o
escoamento encontra-se em regime completamente desenvolvido. O erro relativo percentual
médio obtido entre a simulaco e a solugdo exata foi utilizado para quantificar a exatidao.

O passo seguinte foi relacionar os trés novos pardmetros de forma que o seu valor
minimo representasse uma condigdo 6tima entre as duas grandezas conflitantes exatiddo x tempo

computacional. Conflitantes porque para que se¢ consiga maijores exatiddes deve-se aumentar o
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Figura 6.2 - Variacdo do ndmero de iteragbes com o fator de relaxagio. Malha 25x30 e
Re==100.

'0 algoritmo do método encontra-se no apéndice II.
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nimero de pontos totais da malha, com prejuizos para o tempo computacional.

Através de alguns testes for possivel avaliar a ordem de grandeza dos diversos termos
envolvidos. O erro relativo percentual médio girava em torno de 0.1 - 0.2%, enquanto que para
uma matha representativa o nimero de pontos totais girava em torno de 10° com nimeros de

iteragOes também nesta ordem de grandeza. Foi proposta entdo a fungdo objetivo:

FO = (NPT + _Ag) x 1 x 10 + Erro

Desta forma, quando o erro atingia um certo valor tolerdvel (= 0.12%), aumentando-se
o numero de pontos a diminui¢do do erro era irrelevante e o nimero de pontos mais o nimero
de iteragbes, com os seu devido peso, passava a atuar como importantes na minimizacdo da

funcdo objetivo. Chegou-se afinal aos seguintes valores para a malha:

1. Nimero de pontos na direcio axial 1 20
2. Numero de pontos na direcdo radial : 49
3. Fator de concentracao axialmente : 1.20
4. Fator de concentracido radialmente : 1.00
5. Fator de relaxacao da velocidade axial : 0.32

2.00
1.80 /
g //
-
o
// | Dimensies da Malba

1.40 - § L 3 10 % 25

[ -~ 20 x 49

- 30 % 75

|
1.20
1.0C | 7 I ¥ 7 T

.00 005 010 15 0.20 0.25
(a3

Figura 6.3 - Andlise de convergéncia da malha.
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O critério de parada para o programa, nas simulacOes, consistiu em que o termo de
geracao de massa da equacgio de corregdo da pressdo fosse menor do que 10®. Este ndmero foi
obtido apds simulagOes com diversas tolerdncias e observou-se a partir de qual ndo havia
mudancas nos resultados de velocidade e pressio.

Como garantia de que a matha obtida era a 6tima, ou ao menos obtida de forma 6tima,
simulou-se para um mesmo caso (Re=10{), mas usando nimero de pontos diferentes do obtido
pelo COMPLEX. Foti usada uma malha com 50% de pontos a menos ¢ outra com 50% a mais,
em ambas as direcoes e observou-se os resultados. A figura 6.3 traz a velocidade no centro do
tubo em func@o de um parimetro adimensional {¢ = 2Z/Re R), que & uma representacdo da
posicdo axial. Além disto, a tabela 6.1 apresenta o resultado de parimetros importantes para
escolha da malha, como ntimero de iteragdes, tempo computacional e comprimento de entrada.
A partir destes dados pode-se dizer que a malha 20 x 49 apresenta resultado satisfatério.
Dependendo da precisdo com que se queira fazer a andlise, pode-se utilizar uma malha menor,
com considerdvel ganho no tempo de cpu. Este problema, contudo, é muito sensivel ao valor
da velocidade no centro do tubo, de forma que optou-se pela maltha anteriormente referida. A
diferenca entre oe para uma malha 50% maior € de cerca de 1%, enguanto para a malha 50%
menor, este niimero gira em torno de 5%.

Tabela 6.1 - Andlise de convergéncia da malha escolhida. Simulacdes para Re = 100.

Malha Tempo de cpu Niimero de g =
(min) iteracdes (2xZ)/(RxRe)
10 x 25 1.29 1057 0.2233
20 x 49 17.69 3285 0.2344
30x 75 87.43 7311 0.2372
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6.2. ESCOLHA DO ESQUEMA DE INTERPOLACAO

Tendo sido definida a malha, passou-se a analisar os esquemas de interpolac@o estudados
no capitulo 4. Fez-se uma série de simulagdes para variados nimeros de Reynolds e os resultados
foram comparados entre si e com outros encontrados na literatura. A tabela 6.2 traz estes
resultados. Os valores de Le/D foram obtidos por interpolagdo utilizando-se para isto o software
DAMFOR, desenvolvido no Laboratério de Modelagem e Simulagio de Processos Quimicos da
Faculdade de Engenharia Quimica da UNICAMP, o qual utiliza o método spline modificado
(Nunhez, 1990). Com ele determinou-se o valor de L/D para o qual a velocidade axial
adimensional no centro do tubo vale 1.98, ou seja, 99% da velocidade mdxima no perfil

completamente desenvolvido.

Tabela 6.2 - Valores de Le/D para os diversos esquemas de interpolacao.

N de Reynoids Diferenca Centrul Upwind Hibrido Lei de Poténcie Exponeneial Dombrosid et al
(1993)
10 0.765 {851 6776 0.782 £4.781 0.883
5 2671 3.140 3.065 3.066 3.066 2.984
03 4,769 5.927 5.865 5.860 5.860 5.745
153 6.833 §.668 8.611 B.607 8.007 §.504
200 8.941 11.413 11.352 11.35G 11.35¢ 5241
300 13.221 16.933 16.857 16836 158587 16.685
400 17.531 22477 22,383 72,385 ) 22384 el
500 . 21858 28036 27.926 37.925 27.925 27.665
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Os resultados obtidos pelo esquema da diferenca central mostram-se discrepantes em
relac@o aos outros, exceto para nimero de Reynolds baixos, o que j4 era esperado pela analise
dos esquemas de interpolagdo feita no capitulo 4 (ndmero de Reynolds faz o papel de Peclet para
transferéncia de momento}. O esquema Upwind mostra bons resultados, principalmente para
nimero de Reynolds maiores, podendo ser usado em uma andlise que nao exija tanta precisdo do
campo de velocidade quanto na determinacdo do comprimento de entrada em tubos cilindricos.
Os esquemas hibrido, de lei de poténcia e o exponencial mostram perfeita concordancia entre si.
A partir de uma comparagao entre o esquema de lei de poténcia e o exponencial, parece que este
Gitimo, desenvolvido para o caso unidimensional, realiza uma 6tima performance, também no
caso bidimensional.

Tabela 6.3 - Tempos de cpu e nimero de iteragdes para os diversos esquema de interpolacdo

Esquema Tempo de cpu (min) N° de iteracdes
Diferenca central 45.50 9287
Upwind 16.19 3285
Hibrido 17.69 3423
Let de Poténcia 51.97 3405
Exponencial 33.72 5341

Da tabela 6.3 pode-se escolher o esquema de interpolacao a ser utilizado nas simulagdes,
baseando-se nos tempos de cpu € no nimero de iteracdes requeridos para se atingir a
convergéncia. (O esquema upwind e o hibrido requerem um esforgo computacional semelhante,
mas devido a maior confiabilidade dos resultados obtidos pelo hibrido, dpta-se por este entre os
dois. Entre as trés opcdes remanescentes (hibrido, lei de poténcia e exponencial) a confiabilidade
das trés sAo semelhantes, mas as grandes diferencas entre 08 tempos computacionais ndo deixam

divida de que o esquema hibrido € o mais indicado para as simulacdes a serem realizadas.
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6.3. AS VANTAGENS DA ADIMENSIONALIZACAO

Antes de passar para a simulacdo, convém mostrar as vantagens da adimensionalizacdo.
Em primeiro lugar, a ordem de grandeza da velocidade calculada era uma fungao do nimero de
Reynolds, o que acarretava instabilidades numéricas, principalmente para nimero de Reynolds
baixos. A velocidade radial em certos casos girava em torno de 10®, fugindo assim da precisdo
numérica da maquina. Estes problemas de instabilidade podem ser vistos na figura 6.4, que
mostra os perfis de velocidade axial em fungio do raio para diversas posi¢des axiais. A figura
6.5 mostra os perfis obtidos para o mesmo caso, porém com o modelo adimensionalizado. Fica
claro que o problema de instabilidade que ocorre na figura 6.4 desaparece por completo, com a

simples adimensionalizacdo do modelo.
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20E-4 —
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Q.00 0.01 0.02 0.03 0.04 005

Raio (m)
Figura 6.4 - Perfis da componente axial de velocidade para vérios valores de ¢ utilizando o
modelo ndo adimensionalizado. Simula¢io para Re = 500.
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Tabela 6.4 - Comparacdo do esforco computacional das duas formas do modelo. Simulacio

realizada para Re = 1000.

Modelo Tempo de cpu (min) N de iteracoes
Nio adimensionalizado 37.96 4485
Adimensionalizado 17.69 3423

Outra importante vantagem € que o modelo ndo adimensionalizado, devido as
instabilidades, requer fatores de relaxacdo muito pequenos, o que leva a tempos computacionais

elevados. A tabela 6.4 traz uma comparac¢ido do niimero de iteracdes e do tempo de cpu para as

1.60

1.40

120

0.80

Velocidade Axial

| ]
060 — | Posigio Axial Adimensionsl H
T o %
- - 0.013 %
i —EE— ooz ]
0.40 s Ao o037
el L DSR 3
T ’ [P R :
0.20 - !

0.00 T ] } T : i ! | ! E T ]

000 010 020 030 040 050 060 070 080 090 1.00
Raio
Figura 6.5 - Perfis da componente axial de velocidade para vdrios valores de ¢ utilizando o
modelo adimensional. Simulacdo para Re = 500.
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duas formas do modelo, ficando evidente mais esta vantagem da adimensionalizagao.

6.4. SIMULACOES

As simulacOes foram realizadas em uma estacdo de trabalho SUN-SPARC STATION e
para a matha escolhida, obteve-se um tempo de cpu médio em torno de 17 minutos para cada

simulagdo. Varreu-se uma faixa de mimero de Reynolds de zero a mil.

6.4.1. Andlise das Simulacbes
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Figura 6.6 - Desenvolvimento dos perfis da componente axial de velocidade ao longo do eixo
de escoamento. Simulacdes para Re = 5.
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Foram escolhidos alguns casos para graficar, sendo estes representantes de escoamentos
a niimeros de Reynolds baixo, moderado e alto, porém mantidos em regime laminar. As figuras
6.6, 6.7 e 6.8 mostram o desenvolvimento dos perfis de velocidade em funcdo do raio, ao longo
do eixo de escoamento. E interessante notar que o maximo de velocidade, nas regides adjacentes
a entrada do tubo, ndo ocorre no centro deste, principalmente para nimeros de Reynolds baixos.
Este fato foi observado em quase todos os trabalhos apresentados na literatura. Uma explicacio
provével para o fendmeno € que nas regides muito préximas a entrada, o fluido perto da parede
comeca a "sentir" o efeito dela, diminuindo a sua velocidade. Na regido central, estes efeitos
ainda estdo longe de serem sentidos e o perfil reto inicial mudou muito pouco. Os médximos de
velocidade, com isto, aparecem perto da parede, de forma a satisfazer a equacio da continuidade.

Segundo Friedmann et al (Friedmann 1968) "para ndimero de Reynolds muito grandes, o perfil
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de velocidade uniforme inicial pode ser mantido através de um longo trecho a partir da abertura
do tubo. Os maximos do perfil de velocidade sdo entdo puxados para a parede do tubo.” ainda
segundo ele "para valores menores de Reynolds ndo somos presumivelmente capazes de manter
o perfil uniforme inicial, em escoamento no estado estaciondrio”. E verdade que o comprimento,
no qual escoamentos com Reynolds elevados mantém o perfil reto inicial, € maior que para
Reynolds baixos, assim com 0 $30 seus respectivos comprimentos de entrada. Porém, como frisa
o préprio Friedmann "[...] na aproximacio da camada limite - as equagtes do movimento tem
uma solu¢do de similitude em termos de z/(rxRe),r. Nestas coordenadas a faixa axial das
"dobras" dos perfis de velocidade tornam-se desprezivelmente pequenas”. Isto € verdade, quando

se trata apenas de escoamentos a Reynolds elevados, como pode ser visto, comparando-se as

figuras 6.6 ¢ 6.8. Para Reynolds baixos o escoamento completamente desenvolvido € obtido a
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Figura 6.8 - Desenvolvimento dos perfis da componente axial de velocidade ao longo do eixo

de escoamento. Simulacdo para Re = 1000.
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um pegueno trecho da entrada do tubo, porém quando os perfis sdo plotados em termos do
pardmetro de similaridade z/(rxRe), ou melhor 2xz/(rxRe) = o, percebemos que para Reynolds
baixos os mdximos, deslocados do centro, sdo mais frequentes. A figura 6.15 mostra a
tendéncia a universalidade dos perfis de velocidade para nimero de Reynolds elevados.

O cruzamento dos perfis de velocidade sdo requeridos para satisfazer a equacio da
continuidade, uma vez que a velocidade no centro vai aumentando, a velocidade na regido

préxima & parede vai diminuindo.
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A figura 6.9 traz o desenvolvimento dos perfis de velocidade radial ac longo do eixo de
escoamento, representado por ¢, para o caso de escoamento lento. Este perfil estd de acordo com
o perfil de velocidade radial apresentado por Dombrowski et al (Dombrowski, 1993) para
Reynolds zero. O comportamento deve ser segutdo para qualquer nimere de Reynolds baixo.
A figura 6.10 traz os perfis para niimero de Reynolds moderado, seguindo a tendéncia dos perfis
apresentados por Goldberg e Folk (Goldberg, 1988). Para Reynolds elevados, os perfis seguem
aproximadamente igual aos de Reynolds moderados , conforme pode ser visto na figura 6.11.
Pode-se notar que a influéncia da velocidade radial no escoamento a niimero de Reynolds elevado
€ bem menor. Ela reduz-se a valores bem préximos a zero a valores de ¢ bem menores do que

para Reynolds baixos, e mesmo para Reynolds moderados, validando, deste modo, uma das
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aproximacoes da camada limite para escoamento a Reynolds grandes.

As figuras 6.12, 6.13 e 6.14 trazem os perfis radiais de press3o para varias posicoes
axiais. A queda de pressio ao longo do tubo, pode ser observada fixando-se em uma posicao
radial e observando como varia a pressdo ao longo de z (ou o). Pode-se observar mais uma vez
que as aproximagoes da camada limite ndo sdo vilidas para escoamentos lentos. A figura 6.12
mostra que o gradiente radial de pressdo nao pode ser desprezado, para Reynolds baixos por um
longo trecho de escoamento. Para Reynolds 100 e bem perto da entrada do tubo, o gradiente
radial da pressdo também ndo deve ser desprezado, sendo a aproximacdo da camada limife uma
abordagem apenas razodvel para este caso. Para Reynolds elevados, como o da figura 6.14,

praticamente ndo existe gradiente radial de pressdo, sendo esta teoria, aplicdvel, no que se refere
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as consideracdes quanto a pressao. A partir deste grafico pode-se ver também que na entrada do
tubo a queda de pressio ndo ¢ constante, como no caso do escoamento completamente
desenvolvido. Ele vai diminuindo até alcancar este valor. Este resultado € esperado, € apesar de
se encontrar poucas explicacdes na literatura, a qual se restringem a constatar o fato, se for
observado o trabalho de Hagen (Tietjens 1934), ele sup0s que parte da perda de carga total é
usada para fornecer energia cinética ao fluido, enquanto a outra parte € necessdria para suprir a
resisténcia devida a fricco. Assim, logo na entrada, o termo de aceleracio da corrente livre &
bastante pronunciado, fazendo com que o termo responsivel pelo ganho de energia cinética seja
grande, acarretando um acréscimo na queda de pressdo predita para escoamento completamente

desenvolvido (apenas forgas viscosas). A medida em que avangamos no comprimento axial, a
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Figura 6.12 - Perfis radiais de pressdo ao longo do eixo de escoamento. Simulagdo para Re =
5.
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aceleracdo val diminuindo, 0 acréscimo na queda de pressdo para escoamento completamente
desenvolvido vai diminuindo até que, quando ele € atingido, ndo existe mais variagdo da
velocidade axial em relacdo a coordenada axial e 0 ganho em energia cinética vale zero, passando
a queda de pressdo a ser constante.

A tabela 6.5 traz uma comparagio entre o comprimento de entrada, obtido por
simulagdo, com o de outros trabalhos apresentados na literatura. Baseado nestes resultados e em
diversas formas de correlagOes sugeridas em (Dombrowski 1993) € proposta uma nova correlacao
para determinacio do comprimento de entrada para tubos cilindricos, esttendo sua faixa de

validade de Reynolds igual a 500 para 1000.
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Tabela 6.5 - Comparacgo entre os valores de Le/D obtidos por diversos trabalhos.

Re Le/D Le/D LeD | LeD Le/D
Este Trabalho SIMPLE Dm{tr;l;g}?’v)vslq Frgggxga)nn Langhaar
(1942)

I
fl 5 0.605 - 0.714 ] 0.288
10 0.776 - 0.883 0.880 0.575
20 1310 - 1.377 1.350 1.150
I 30 1.891 ] 1.921 - 1.725
40 2.486 - 2.483 2.440 2.300
50 3.069 - 2.984 ) 2.875
100 5.865 6.421 5.745 5.650 5.750
150 8.611 9.469 8.504 8.475 8.625
200 11.352 12.548 11.241 11.300 11.500
300 16.857 18.600 16.685 16.800 17.250
400 22.385 24.639 22.271 22.400 23.000
500 27.926 30.631 27.665 28.000 28.750
750 41.805 i . _ 43.125
1000 55.700 ] - i 7500

Nota-se que as aproximacoes efetuadas por Langhaar penaliza os seus resultados,

servindo no entanto como uma estimativa inicial para o comprimento de entrada. O SIMPLE

refere-se ao tratamento convencional dado as condicbes de contorno ¢ pode-se assim, ver a

sensivel melhoria nos resultados advindos de uma substituicio mais adequada das condicdes de

contorno (uma discursdo mais detalhada serd dada adiante).

Os resultados provenientes deste
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trabalho concordam com os resultados numéricos de Foumeny e Friedmann, com excessdo para
nimero de Reynolds muito baixos. A tabela 6.6 mostra os mesmos resultados da tabela acima,
porém ao invés de Le/D ela apresenta os valores de o, = (2xLe/(rxRe)). O tratamento analitico
mostra uma tendéncia a universalizacio dos perfis de velocidade adimensionais em fungdo de ¢
e portanto uma universalizacao para o.,quando o ndmero de Reynolds sdo suficientemente
elevados para permitir um aproximagio de camada limite. Os resultados de Langhaar (equacio
1.2), quando observados sob este prisma, mostram uma similaridade em o, para toda a faixa de
Reynolds e o valor de 0.23 é elevado, mesmo para Reynolds grandes. E esperado um
comportamento assintético para o, , © que € observado nos outros trabalhos. Os resultados de
Foumeny, entretanto, mostra uma pequena oscilagdo entre Reynolds 300 e 500, o que € no
minimo curioso. O comportanto dos resultados obtidos por Friedmann parece mais coerente, ndo
fosse a aproximacao em degrau a partir de Reynolds 100.

A figura 6.15 traz a velocidade no centro do tubo, em funcao da varidvel adimensional

o = (2xz)/(RxRe), e que varia com a posicdo axial. Este fator mostra uma tendéncia a
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universalidade com o nimero de Reynolds a medida que este vai aumentado, conforme apontado
por Friedmann. Langhaar utiliza o num gréfico semelhante ao da figura 6.15 e encontra que este
é independente do mimero de Reynolds. Desta forma, ele obtém uma relacdo linear entre Le/D
e ndmero de Reynolds (Le/D = 0.0575 x Re). Isto é devido as aproximagdes de linearizagio
dos termos convectivos, de ndo considerar a variacdo radial da pressdo, ndo ufilizar a equagéo
do momento radial. As aproximagdes feitas por ele sdo vdlidas no caso em que o nimero de
Reynolds ¢ alto, e onde a universalidade do parametro ¢ € valida.

A figura 6.16 faz uma comparacdo do desenvolvimento da velocidade axial no centro

do tubo obtido neste trabalho com o de outros provenientes da literatura.

Tabela 6.6 - Comparacgio entre os valores de o, obtidos por diversos trabalhos.

Re a, a, a, a, g,
Este Trabalho SIMPLE Dombrowski Friedmann Langhaar

(1993) (1968) (1942)
5 0.4840 - 0.5712 - 0.2300
10 0.3104 - 0.3532 0.3520 0.2300
20 0.2620 - 0.2754 0.2700 0.2300
30 0.2521 - 0.2561 - 0.2300
40 0.2486 - (.2483 0.2440 0.2300
50 0.2455 - 0.2387 - 0.2300
100 0.2346 0.2568 0.2298 0.2260 0.2300
150 0.2296 0.2525 0.2268 (.2260 0.2300
200 0.2270 0.2510 0.2248 0.2260 0.2300
300 0.2248 0.2480 0.2225 0.2240 0.2300
400 0.2239 0.2464 2227 0.2240 0.2300
500 0.2234 0.2450 0.2213 . 0.2240 0.2300
750 0.2230 - - - 0.2300
1000 0.2280 - - - 0.2300
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Pode-se observar que a solugdo obtida segue o comportamento da solugdo analitica
(Langhaar, 1942), mas os valores desta, em fungdo das simplificagdes j4 descritas, sdo apenas
aproximadas. Os resultados mostram boa concordéncia com as solugdes numéricas {Friedmann,

1968 e Asthana, 1978) e também com os dados obtidos experimentalmente por Nikuradse

(Tietjens, 1934).
6.4.1.1. A Condicio de Contorno
Os resultados reportados nas tabelas 6.4 e 6.5 mostram a grande melhoria proveniente

da substitui¢ao da condicdo de contorno via discretiza¢do das equagdes no centro. Os desvios

relativos entre o procedimento proposto e o tradicional gira em torno de 10%. As simulagdes
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realizadas pelo SIMPLE convencional durava em média 10 minutos, ou seja, uma reducac de
cerca de 40% no tempo de computacdo. Este aumento no esforco computacional € devido a
adicio do ponto singular r=(0, 0 que provoca instabilidades no sistema, aumentando a sua
tendéncia a divergéncia, exigindo com isto um fator de relaxagdo menor, aumentando assim o
nimero de iteragOes requeridas. Esta tendéncia a instabilidade foi sentida também concentrando
a malha em torno do centro, de forma a se obter pontos mais perto dele. Isto porém em nada
melhorava os resultados uma vez que em se fazendo isto a regido de gradientes radiais de
velocidade elevados (perto da parede) ficavam com a malha mais grossa e o fator de relaxacao
tinha que ser diminuido para que se atingesse a convergéncia, com 0 consequente aumento no

nimero de iteracoes e tempo de computagio.
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6.4.1.2. Propostas de Correlacbes para o Comprimento de Entrada

Baseando-se em modelos de correlagbes apresentados na literatura (Dombrowski 1993)
sdo propostas algumas correlagbes para a determinacdo do comprimento de entrada, para
escoamento laminar em dutos cilindricos. A escolha entre elas deve ser ponderada em razo da
precisdo requerida e da complexidade da correlagdo. Para o ajuste dos pardmetros foi utilizado
o "software” ESTATISTICA e foi utilizado o método de Rosenbrock e quasi-Newton.

A expressao (6.2) € baseada na universalidade dos perfis de velocidade (langhaar 1942)

L—; = 0.0603 X Re (6.2)

A equagdo (6.3) ¢ um novo ajuste da correlagdo proposta por Emery ¢ Chen (Emery,
1968), onde o valor 0.6 corresponde & declividade de Le/D x Re no limite em que © ntmero
de Reynolds tende a zero (Dombrowski 1993) e 0.0557 ao valor desta declividade quando
Reynolds tende a infinito (Re=1000 obtido via simulacdo). Com isto forcou-se que nos limites

a funcdo fosse bem representada.

Le 0.6 '
Y o= + 0. 7 R 6.3
D {x + 0.153 x Re) 0.0557 x ke ( )

A equacdo (6.4) € um ajuste da proposicao feita por Dombrowski et al (Dombrowski

1993) e mais uma vez os valores 0.6 e 0.0557 aparecem pelo mesmo motivo descrito.

-1
;%? =0.617 047X - 9. 861 exp(-0.00086 x Re) + 0.0557 x Re  (6.4)

A tabela 6.7 traz os resultados obtidos por estas correlagdes, enquanto as figuras 6.17
a 6.22 os trazem em representacdo grdfica. Fica evidente que a abordagem realizada pela
aproximagdes da soluc¢do da camada limite, resultando em um perfil universal de velocidades néo

¢ vélido, j4 que os desvios obtidos pela correlagdo linear apresemtam desvios acentuados em
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relagdo aos valores obtidos por simulacfo. A equagio (6.3) traz um erro médio em torno de 2
a 3%, e um erro maximo de 7%. A equacgdo (6.4) fornece um erro médio de 1.5%, com um

erro maximo de 3.5%, sendo o desvio calculado por:

Le/D_,,, - Le/D,

Le/Dg;,

Desvio = 1% % 100

Onde
Le/D,,.,= Le/ D obtido via simulacio e Le/D..= Le/D obtido pela correlagio.

Tabela 6.7 - Comparacio entre os valores de Le/D obtidos pelas correlagdes propostas com os
obtidos via simulagdo.

Re Le/D Lo/ Deavio LaD Desvie 1aly Pesvio

Sinulagdo Eq.(5.2} Eq.{6.2) Eq.(6.3) Eq.(6.3} Eq.i6.4) Eq.(6.4)
5 0.605 0302 -50.08 0.618 215 0.595 -1.65
HY 0.77% 0.603 -22.29 0.794 2.32 0.803 3.48
0 1318 1.207 -1.86 1.262 -3.66 1.322 4.92
30 189 1.810 -4.28 118 -5.08 1.869 -L.16
4G 2.486 . 2.414 -2.98 2302 -7.00 2,424 -2.49
S¢ 3.060 3017 -1.6% 2.854 By 2983 -2.80
166 5.863 6034 2.88 5.607 «4.40 5731 -1.26
156 8.611 9.052 512 8.382 -2.68 8.606 £0.06
200 11.352 12.068 6.31 11.159 190 1L4n .61
306 16.857 18103 6.88 16723 .79 17.049 1.14
400 22,385 24.138 7.83 22,250 042 2673 1.2%
500 21.926 30472 R.04 27.859 -0.24 28.292 £.31
750 41,8058 45,258 8.26 41,780 .06 42.325 124
1000 55,700 0.344 8.34 55704 04 56,337 14
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Modela: Le/BD=a*Re
Le/D=(0.060344*Re
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Figura 6.17 - Predigdo do comprimento de enirada em fungfio do ndmero de Reynolds
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Figura 6.18 - Desvio entre os valores do comprimento de entrada preditos ¢ os obtidos por simulacgo.
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Modelo: Le/D=0.6/1+b*Re)+0.0557*Re
Le/D=0 6/{1+(0.153038)*Re1+0.0557*Re
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Figura 6.19 - Predicio do comprimento de entrada em fungio do ndmero de Reynolds

Valores Observados versus Preditos
Yalores Observados = 013726 + 0.989708 * Valores Preditos
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Figura 6.20 - Desvio entre os valores do comprimento de entrada preditos e os obtidos por simulacéo.
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Modelo: Le/D=0.6%*(-1/(1+ra*Rej}+b*exp{-c*Re+0.0557*Re
Le/D=0 6% (~1/(1+(0.437123) Re)}+{-0.86097) exp(-(0.000860) Re)+0 0557 Re
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Figura 6.21 - Predicio do comprimento de entrada em funcio do nimere de Reynolds
Valores observados versus Predito
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Figura 6.22 - Desvio entre os valores do comprimento de entrada preditos e os obtidos por simulacéo.



7. CONCLUSOES E SUGESTOES

Foi possivel, a partir deste trabalho, obter uma maior familiaridade com o método dos
volumes finitos, adquirindo uma melhor compreensdo das suas caracteristicas e peculiaridades.
Com o estudo dos esquemas de interpolacgio utilizados na discretizacao das equagdes do modelo,
algumas observagoes interessantes puderam ser extraidas:

I. O método da diferenca central, conforme esperado, apresenta resultados sem
confiabilidade. Além disto, ele requer um nimero elevadissimo de iteracdes para alcancar a
convergéncia; em consequéncia, apesar de exigir um esforco computacional, por iteragio,
semelhante ao upwind e ao hibrido, consome um tempo de cpu muito maior que estes Gitimos.

2. O esquema de lei de poténcia, sugerido por Patankar, traz resultados semelhantes ao
upwind, hibrido e exponencial, mas € o que requer maior tempo de cpu e exige maior esforco
computacional, mesmo quando comparado com o exponencial.

3. O esquema exponencial, desenvolvido para o caso unidimensional, apresentou
excelentes resultados para o caso bidimensional.

4, A adigdo da discretizacdo das equacOes governantes ao eixo de simetria, apesar
das instabilidades decorrentes da presenca do ponto singular r = 0, trouxe uma melhoria
significativa aos resultados, quando comparados com aqueles obtidos via procedimento
convencional.

5. O método de otimizagio utilizado para geracio da malha e determinacdo dos seus
parametros, contornou uma fase tediosa e muitas vezes ineficiente para aqueles que trabatham
com simulacdo. Uma malha dtima foi gerada, dentro das restricdes impostas ao programa.

6. Para o fator de relaxacdo, com a abordagem rigorosa da condi¢io de simetria, €
sugerido ufiliza-]Jo em torno de 0.3 e ndo mais 0.85 conforme sugerido por Patankar (Patankar,
1980).

7. O método apresentou resultados para o comprimento de entrada compativeis com
aqueles reportados na literatura e mostrou um comportamento mais estivel do que os de

Dombrowski e os de Friedmann, claramente vistos quando se compara o pardmetro o.
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8. Pdde-se estender a faixa de validade das correlagbes para comprimento de entrada,
apresentadas por Dombrowski 1993, até Reynolds 1000, sendo a equacfo 6.4 a mais confidvel,
Fica evidente, pela equacao 6.2, que a dependéncia linear proposta nos primeiros trabalhos

(Boussinesq e Langhaar 1942) ndo ¢ vidlida, principalmente para Reynolds baixos.

Sao apresentadas, agora, algumas sugestdes de continuagdo para este trabatho:

1. Estudo da influéncia do deslocamento da malha e/ou volumes de controle. Ao se deslocar
a malha e os volumes de controle, na integragdo, apenas um ponto, para cada varidvel, entra
em todos os balancos (Meier, 1994). Com isto, as equagdes de consevagio s6 serdo satisfeitas
no limite em gue o nimero de pontos da matha for muito grande.

2. Estudo comparative entre os principais algoritmos para acoplamento pressao velocidade.

3. Extensdo do programa & sistemas com geometria diferente e/ou com escoamento
turbulento.

4. Aplicacdo do método a problemas de escoamento com fluidos ndo-newtonianos.



APENDICE 1

O METODO DA T.D.M.A.

A soluc8o das equagdes discretizadas pode ser obtida pelo método da T.D.M.A. (I7i
Diagonal-Matrix Algorithm), ou algoritmo de Thomas.

Serd desenvolvida a idéia do método para a situagdo unidimensional, a qual é
facilmente estendida para o caso bidimensional,

Tem-se:
a; b; = bi¢f+1 + ¢, + 4, (A-1)

A varidvel ¢, € relaciaonada as varidveis vizinhas ¢,,, e ¢,,. Para levar em conta a
forma especial das equagdes no contorno, ¢, = 0 e by =0, tal que ¢, e ¢y, ndo terdo
nenhuma fungdo. Se ¢, édado, a, = 1; b, = 0; ¢, = 0 e d, é o valor de ¢,.

Estas condigoes implicam que ¢, é conhecido em termos de ¢,. Quando i=2 a relagdo
¢ entre ¢,, ¢, € ¢.. Mas desde que ¢, pode ser expresso em termos de ¢,, esta relagio reduz-
se a ¢, € ¢,. Em outras palavras, ¢, pode ser expresso em termos de ¢,. Este processo de
substituicdo pode continuar até ¢, que é expresso formalmente em termos de ¢y,,. Mas
como ¢y, nao tem significado, obtém-se o valor numérico de ¢,. Com isto, pode-se,
através de substituigOes retroativas obter os valores de ¢y, ¢, até ¢,. Esta € a esséncia da
T.D.M.A. Serd apresentado o procedimento para a obtenco das relagbes de recorréncia para
se chegar as substituicdes.

Supondo que no processo de substitui¢do tem-se,

$; = Py + Q (A-2)
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logo depois de haver obtido

b = Pyd; v Qy (A-3)

Substituindo A-3 em A-1
ai¢i = bi¢i+i + ci(Pj-1¢j + Qi—l) + d,' (A“4)

que pode ser rearranjada de forma a parecer com a equacio A-2. Em outras palavras, os

coeficientes P, e Q, sdo:

po_ b (A-5)
g - Py
d + ¢
Q - 4+ Qi (A-6)
a; - P,

Estas sdo as relagdes de recorréncia, uma vez que elas fornecem P, e Q. em termos de P,, e
Q.,. Para comecar o processo de recorréncia, pode-se notar que a equacdo A-1 parai=1 ¢

da forma da equacgdo A-2. Entdo os valores de P, e Q, sdo dados por,

b d
P=2 Q, = Bty (A-T)
4 4

No outro extremo da sequéncia de P, e Q, by = 0. Isto levaa Py, = 0 e entdo, a

equacdo A-2 fica,

dy = Qy (A-8)

Chega-se ao ponto de partir para a substitui¢do retroativa através da equagdo A-2.
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o, - L0t ¢ (A-10)
ap

bp = &p + Z“nbj"b ta ¢;] (A-11)
P

onde o conteddo entre paréntesis representa a mudanca em &, produzida por uma iteracdo. Esta

mudanga pode ser modificada pela introdugdo de um fator de relaxacio o.

oot e[Estee )
ap
ou methor,
Py - ~ e (A-13)
""“;"'d)p = Za,,b@,,g, +a+ (1 C‘)?‘PP

Quando se atinge a convergéncia, isto €, &, torna-se igual a ®,”, implica que o valor de
¢ convergido satisfaz a equagdo original. Qualquer esquema de relaxacdo deve possuir esta
propriedade; a solu¢ao final, apesar der ser obtida através de fatores de relaxacfo arbitrarios,
deve satisfazer a equacdo discretizada final.

Quando o fator de relaxacdo estiver entre 0 e 1, seu efeito é o de subrelaxacdo, isto é,
os valores de ¢, mantém-se pertos de &,". Quando « é maior que, tem-se um caso de
aceleracdo.

Nao existe nenhuma regra para a escolha do melhor valor de . O valor 6timo depende
de diversos fatores como a natureza do problema, o nimero de pontos da malha, o espacamento
da malha e do procedimento iterativo usado. Normalmente, o ajuste de o é feito, baseando-se

na experiéncia e de simulacdes exploratérias, para problemas diversos.



APENDICE H

O ALGORITMO COMPLEX

A proposta do algoritmo COMPLEX € encontrar o minimo (ou maximo) de uma
func@o multivaridvel, ndo linear e sujeita a restricdes de desiguldades nfo lineares.

Nesie método € usada uma técnica de pesquisa sequéncial, mas nao requer o cdlculo
de derivadas. O procedimento procura encontrar um minimo global, uma vez que o conjunto
de pontos iniciais sdo espalhados randomicamente na regido permitida. Os passos do
algoritmo sdo:

1. E gerado um "Complex" original consistindo de N+ 1 pontos, onde N é o mimero de
varidveis independentes;

2. Os pontos selecionados devem satisfazer as restri¢des;

3. A funcdo objetivo € avaliada em cada ponto. O ponto tendo o valor mais alto €

substituido por:
x; j(novo) = ac(x,.,c - X; J(vetko}) * X

onde « € recomendado como 1.3 (Kuester 1973);

4. Se o ponto continua a fornecer o maior valor da fungfo, em tentativas repetidas, ele é
movido a metade da distdncia em relagdo ao centrdide dos pontos remanescentes { X, ) ;
5. O novo ponto € avaliado em relacio as restricdes e ¢ ajustado conforme 4 se elas sdo
violadas;

6. Se ndo hd diferenca nos valores da fungio objetivo em cada ponto (a menos de uma

tolerancia), assume-se convergéncia.
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FINITE VOLUME METHOD APPLIED TO A BIDIMENSIONAL FLOW IN
THE ENTRANCE REGION OF TUBES

“ABSTRACTS”

In this work is done a study of the Finite Volume Method, concerning about its
characteristics and particularities. A rigorous approach is done for the symmetry
conditions. A comparison between this procedure and the conventional one is done. The
physic problem is the development of the boundary layer in the entrance region of tubes
with circular cross sections, in laminar flow. The entry length are obtained for a large
range of Reynolds numbers, sustained in laminar flow. The results are compared with
other workers. Some correlations are proposed in order to correlate the entry length to
Reynolds numbers, and it proves that the correlations are non linear. An optimization

method (COMPLEX) is taken in the parameters determination for the grid used.



