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Resumo

Nunhez, José Roberto. Método Spline Modificado: Acoplamento do Método da Maxima
Verossimithanca ao Método Spline. Sob a orientagao do prol. Dr. Milton Mori.

O Método Spline Modificado foi desenvoivido para o alisamento de dados expe-
rimentais com incertezas em todas as variaveis medidas. Esie método é uma extensao do
Método Spline Estendido e é baseado no acoplamento do Método Spline ao Método da
Méxima Verossimilhanga. O Método Spline Estendido acopla o Método Spline ciibico ao
Método dos Minimos Quadrados. Este método foi desenvolvido anteriormente por Klaus
Van- Nessi?j. Sao apresentadas diversas aplicagoes a dados Termodinamicos como da-
dos de equilibrio liguido—vapor ( diagrama XversusY ), temperatura de ebulicao como
funcio da concentragao de um sistema binario ( diagrama TversusX } e calor de mistura
de certos sistemas com alcoois [ AH/X;XversusX; ). Em todos os casos o Método
Spline Modificado mostra melhores resultados do que o Método Spline Estendido.

Programas computacionais foram desenvolvidos nas linguagens BASIC e PAS-
CAL incluindo o Método Spline ciibico e 0 Método Spline Estendido como casos parti-
culares do Método Spline Modificado.
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Abstract

Nunhez, José Roberto. Modified Spline fit Technique: Coupling of the Maximum Like-
lihood Principle to the Spline fit Technique, under the direction of Milton Mori.

The Modified Spline fit Technique has been developed for the smoothing of ex-
perimental data with uncertanties in all measured variables. This method is a new fit
technique and is an extension of the Extended Spline fit Technigue and it is based on the
coupling of the Maximun Likelihood Principle to the Spline fit Technique. The Extended
Spline fit Technique couples the cubic Spline fit Technique to the Least Square Method.
1t was developed before by Klaus Van-Ness [7]. Several applications to thermodynamic
data such as vapor-liquid equilibrium of a binary system { XversusY diagram ), boiling
temperature as a function of the concentration of a binary sysiem { TversusX dia-
gram |} and heat of mixing data of certain alcohol systems ( AH/X; X, versusX; )
are presented, and the Modified Spline Method shows better results over the Extended
Spline fit Technique.

A computer program, in Basic and Pascal languages, has been developed and in-
cludes both the Spline fit Technique and the Extended Spline fit Technique as particular
cases of the Modified Spline fit Technigue.
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Nomenclatura

@ = parametro.

@ = matriz estimativa dos parametros a.

a; = valor do parametro e no ponto j.

A; = parametro da funcao de interpolagao da spline cubica.

A = vetor estimativa dos parametros A;.

A = vetor dos parametros Ag.

B; = matriz definida para resolugao do sistema linear por minimos quadrados.

C = parametro da fungao de interpolagao da spline cibica.

C = vetor estimativa dos parametros Cy.

¢ — {uncao exponencial. _

E(r) = média da varidvel continua z.

E = funcao objetiva do Método dos Minimoes Quadrados e Método dos Minimos Qua-
drados Ponderado.

f{z) = funcao densidade de probabilidade; funcao explicita de uma variavel dependente.
fe(z) = funcao spline cibica.

f(z) = primeira derivada da fungao spline cibica.

/3 {z) = segunda derivada da funcio spline cibica.

F = modelo matematico ou fungao; vetor for¢a definido para a determinacao dos
parametros das funcoes spline ctibicas; conjunto de restrigoes F;.

F; = modelo matematico ou fungao do ponto 1; restricao de convergéncia do ponto 1.
Fx. = derivada de F em relagao a x no ponto t.

Fy, = derivada de F em relacao a y no ponto 1.

Fx = matriz derivada de F em relacao a z.

Fy = matriz derivada de F em relagao a y.

F} = matriz derivada transposta de ¥ em relagao a z.

F} = matriz derivada transposta de F em relagao a y.

F, = matriz derivada de F em relagao a a.

Fy = matriz derivada de F em relacao a A.

12



Fr = matriz derivada de F em relagao a C.

F. = matriz derivada transposta de I’ em relagao a A.

F!. = matriz derivada transposta de F em relagao a C.

Fxx = matriz derivada de F em relagao a r duas vezes.

Fyy = matriz derivada de F em relagao a y duas vezes.

Fyy = matriz derivada de F em relagao a z e a y.

Fy. = matriz derivada de F em relagac a r e a a.

Fy, = matriz derivada de F em relacao a y € a a.

F.,. = matriz derivada de F em relacao a a duas vezes.

Fx 4 = matriz derivada de F em relagao a r e 2 A.

Fxe¢ = matriz derivada de F em relagaca r e a C.

F} , = matriz derivada transposta de F" em relagao a z e 2 A.
Fi . = matriz derivada transposta de F' em relacaoa z ea C.

g = vetor definido para resolugao dos Métodos Spline Estendido e Modificado; matriz
definida para a resolugao do Método da Maxima Verossimilhanga.
gx = fungao spline linear do intervalo k.

g:; = fungoes independentes entre si.

H = entalpia de mistura.

1 = contador.

] = matriz identidade.

7 = contador.

k = contador.

K = numero de intervalos.

! = contador.

L; = intervalo da funcao fi(z;).

L{X.#) = funcao de verossimilhanca da varidvel z e do pardmetro §.
M = ntimero de funcoes F;.

N = ntimero de pontos experimentais.

N(u,0?) = distribuigao Normal com média u e desvio padrao o.
n = grau do polinomio.

pla < r < b) = probabilidade da variavel x estar entre a e b.

P = pimero de pararnetros.

Q = niimero de varidveis continuas distintas.

R = matriz para resolucao do Método Spline Estendido; jacobiano para resolucao do
Método Spline Modificado.

R = matriz inversa de K.

R = conjunto dos numeros reais.

13



S = {ungao objetiva do principio da maxima verossimilhanca.
T = temperatura.

V(z)} = varianga da variave] z.

X = varidvel aleatéria continua.

X, = valor experimental da varidvel aleatdria no ponto z.
z = variavel continua.

z; = valor da varidvel z no ponto 2.

y = varidvel contlinua.

y; = valor da varidve) y no ponto 1.

Wyx. = inverso da varianga de z no ponto t.

Wy = inverso da varianga de y no ponto 1.

Letras gregas.

a; = multiplicadores de Lagrange.
o = vetor dos multiplicadores de Lagrange ¢;.
¢, = desvio absoluto no ponto 1. o
ey, = desvio absoluto da variavel z no ponto 1.
¢y, = desvio absoluto da variavel y no ponto 1.
¢ = valor bem pequeno.
¢ = qualquer variivel. _
¢ = vetor definido para a resolugao dos sistemas do Método Spline Estendido e Método
Spline Medificado.
f = parametro.
6 = estimador do parametro 8.
A; = multiplicador de Lagrange no ponto 1.
A = vetor dos multiplicadores de Lagrange A;.
pu = média de uma variavel.
7 = 3.1415926...
Il = produtério.
= desvio-padrao.
o; = desvio-padrao no ponto z.
ox. = desvio-padrao da variavel = no ponto 1.
oy, = desvio-padrao da variavel y no ponto 1.
¥ = somatorio.
¥y = matriz somatério dos desvios-padrao da varidvel .

14



Yy = matriz somatdrio dos desvios-padrao da varidvel y.

@ = resiricao de alisamento do Método Spline no intervalo k.
@, = conjunto das restrigoes ¢,.

® 4 = matriz derivada de ¢ em relacao a A.

&, — matriz derivada de ® em relagao a C.

$!, = matriz derivada transposta de ¢ em relagao a A.

&, = matriz derivada transposta de ¢ em relacao a C.



Capitulo 1
Introducao

O Método Spline Modificado é um nove método de ajuste de curvas que pode ser
aplicado a qualquer tipo de curva de duas varidveis. Ele foi concebido com a finalidade
de tentar ajustar certos tipos de curvas termodinamicas onde as correlagoes conhecidas
nem sempre proporcionam um ajuste satisfatorio.

O Método Spline Modificado leva. em conta os erros experimentais tanto da
varidvel dependente como da independente, associando um desvio-padrao a cada medida
experimental. Os parametros das fungdes splines cibicas sao obtidos pelo Método da
Maxima Verossimilhanga.

Com este novo tratamento o ajuste torna-se muito mais potente, pols ocorre uma
minimizacao em relagao aos parametros das splines cubicas e em relagao as varijveis.

Como no Método Spline Puro e na extensao de Klaus ~ Van Ness [7], o Método
Modificado permite realizar interpolagoes e calcular valores da primeira ¢ da segunda
derivada em qualquer ponio do conjunto de dados.

0O Método Sphine Modificado foi aplicado a diversos conjuntos de dados ter-
modinamicos e mostrou-se adequado para ajustar estatisticamente dados de equilibrio
liquido-vapor e de entalpias de mistura de liquidos dentre outros. O Método Modificado
apresentou melhor desempenho que a extensao de Klaus — Van Ness no ajuste de varios
conjuntos de dados termodinamicos da literatura. Este melhor desempenho foi eviden-
ciado por fornecer, em todos os casos, desvios absolutos entre os valores experimentais
¢ os valores calculados em média menores gue o Método Estendido.

O Método Spline Estendido, que é o Método Spline acoplado ao Método dos
Minimos Quadrados. é um caso particular do Método Spline Modificado e foi anteri-
ormente desenvolvido por Klaus - Van Ness |7|. A formulagao desenvolvida por Klaus
- Van Ness difere da formulagao aqui desenvolvida que insere mais um conjunto de

16



Introdugao

resiricoes. Tais restri¢oes resultam numa formulacac matematica mais simples e intro-
duzem uma importante condi¢ao de estabilidade para a resolucao do sistema nao-linear
do Método Spline Modificado.

No capitulo 2 é {eita uma revisao sobre os principais métodos de ajuste de curvas
utilizados atualmente. No capitulo 3 é desenvolvido o algoritmo Spline Modificado, No
capitulo 4 sdo mostradas diversas aplicagoes do Método Modificado a diversos conjuntos
de dados termodinamicos, sendo feita uma analise do desempenho do Métode em cada
caso. No capitulo 5 é apresentada a conclusao do trabalho. O apéndice 1 traz o programa
na linguagem Basic desenvolvido para o Mainframe Vax, o apéndice 2 traz o programa
em Quick Basic para micros PC - XT e, finalmente, o apéndice 3 traz detalhes do
algoritmo Spline Estendido desenvolvido por Klaus ~ Van Ness. Nas duas versoes foram
incluidos o Método Spline e o Método Spline Estendido como casos particulares do
Método Spline Modificado. Acompanha também um disquete do software DamFor ~ o
programa na linguagem Pascal - que foi o software premiado com um microcomputador

PC-XT no leconcurso interno de software da UNICAMP,

17



Capitulo 2

Revisao bibliografica dos métodos
de ajuste de dados experimentais

Os métodos de ajuste de curvas sao aplicados a analise de dados experimentais para a
verificacao da validade de um modelo matemaitico e. também, parz a determinacao de

seus pararnetros.
Serao analisados quatro métodos: Minimos Quadrados, Minimos Quadrados

Ponderado. Maxima Verossimilhanga e Método Spline.

2.1 Conceitos fundamentais [6]

Os métodos de ajuste de curvas sao todos analisados estatisticamente, de forma que
alguns conceitos basicos serao introduzidos a seguir:

e Funcao densidade de probabilidade

A funcao densidade de probabilidade ou, abreviadamente, funcao de densidade
de uma varidvel aleatdria continua X é uma funcao f(x) qualquer que satisfaz as

segulnies condigoes:

f{z) >0, Yz € R. (2.1)
/:-:o f(z)dz = 1. (2.2)

18



Revisao bibliografica dos métodos de ajuste de dados experimentais 19

A probabilidade de uma varidvel aleatéria continua X estar dentro de um intervalo
(a,b) é dada por:

b
pla <z <b) = / fl{z)dz. (2.3)
Quando a fun¢ao densidade de uma varidvel aleatdria X ¢ dada por;
1 _ 1e—pt)?
flz) = L —00 <z < +00 (2.4)
V2ro
onde —o0 < ft < +00 € >0,

diz-se que esta variavel tem distribuicao Normal. A distribuicao Normal tem
média igual a p e desvio padrao igual 2 0. Quando uma varidvel aleatéria X tem
distribuicao Normal utiliza-se a notagao X : N(u;0?%).

¢ Média de uma variavel aleatéria.

A média. ou valor médio, ou esperan¢a matematica é um valor representativo de
um conjunio de dados que tende se localizar em um ponto central da distribuicio.
Denomina-se como a média de uma varidvel aleatéria X o nimero:

p=Fla)= [ zf(z)ir (2.5)
e Varianc¢a

O grau ao qual os dados numéricos tendem a se dispersar em torno de um valor
médio chama-se varianga, variangao ou dispersao de dados, sendo que o termo
mais empregado é varianca. Denomina-se varianga de uma variavel aleatéria X o

nimero:

0% = V(1) = E|(z - E(z))?] = f“"(m ~ p)*f(z)dz. (2.6)

=]

» Desvio-padrao
O valor positivo da raiz quadrada da varianga de uma variavel aleatéria X é o seu

desvio-padrao.
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o Amosiragem

Para se fazer o estudo das caracteristicas de uma determinada populagio é ne-
cessario se observar toda a populagao. Como nem sempre 1ss0 € possivel, procura-
se observar apenas uma parte que seja representativa desta populagao, ou seja,
uma amostra.

¢ Estimador
E uma funcao das varidveis aleatérias que serd utilizada para estimar algum
parametro desconhecido.
Um estimador 8 de um parametro @ é nao viciado para # quando E(é) = . Define-
se o vicio de § por E(6 - 6).

O methor estimador de um parametro § € aquele que é nao viciado para f e possui
a menor varianga dentre todos os valores (estimativas) nao-viciados de 8.

o Funcao de Verossimilhanca
Seja X1,- ... An umaamostra aleatéria da varjavel aleatéria X e f{X}:8),..., f(Xn:8)

as funcoes distribuicao de probabilidade destas varidveis. Define-se a funcao de
verossimilhanca da amostra e de ¢ a fungao:

L(Xtee s Xni8) = f(X0:8).... f(Xn:6) = Hf(X,-:ﬂ). (2.7)

=1}

Considerando-se que a distribuicao de probabilidades de X; é uma distribuicao

Normal, A; : N(,u,';af), entao a funcao de verossimiihanca sera:

1N (X =)t
1 D

1 )N
NG .Hfilori.e oL (2.8)

L{X:, ..., Xn:8) = (
O estimador § é um estimador de Méxima Verossimilhanca de 8 se:

L{X1,...,Xx;0) = max|L(X,,..., Xn;0)], v, (2.9)

Para uma dada amostra, trata-se de determinar o maximo de uma fungao de 6,
que é equivalente a obter o valor de # que maximiza a probabilidade de se obter
a amostra observada.
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e Dados Experimentais

Em uma anilise de dados experimentais (amostragem), onde sao obtidos N pon-
tos, cada um composto por @ varidveis (X,!”, e ,X‘!Q}) \ t=1,...,N; nor-
malmente admite-se que estas varidveis estao sujeitas a erros experimentais que
seguem uma distribuicao gaussiana {Normal).

:‘” os valores médios ajustados nestas distribuicoes e definindo-se os

desvios ff” = X"—z!" | tem-se as distribuicdes Normais: Xl-m : N(.r(-”; o}”g) € E'(-”

N (0 0}”2).

Chamando-se z

o Modelos Matematicc:

O estudo de um problema fisico geralmente envolve a formulacao de um modelo
matematico que supoe-se representar este fendmeno.

O modelo matematico consiste de uma ou mais funcoes entre duas ou majs varidveis
e um ou mais parametros. Supondo que se tenha M funcoes F; com @Q variaveis
z!") ¢ P parametros g, associados a essas funcoes, onde Q > M, na sua forma
geral, o modelo matemadtico sera dado por:

Fk(I“],...,I(Q};a],...,ap):0 k=1,...,M. (2.10)

Algumas vezes, M dessas variaveis, chamadas dependentes, podem ser colocadas
como funcoes das demais varidveis, tomando a seguinte forma:

I{k}:f[ItM+k)a'"".I(Q);al-,----:ap) k:]'!"-':M- (2]1)

Quando as fungoes sao expressas como em (2.10), o modelo é implicito. Se elas
sao expressas como em (2.11) , o modelo é chamado explicito.

Se o modelo for explicito e puder tomar a forma :

P
2 = N g (MR ) E=1,...,M. (2.12)
=1

onde g;; sao independentes entre si das varidveis z(M*¥) _ 2(Q) dizse que o
modelo é linear em relacao aos parametros. Caso contrario, o modelo serd nao-
linear em relagao aos parametros.
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2.2 Principio dos métodos de ajuste de dados expe-
rimentais [6]

O objetivo de um método de ajuste, quando aplicado a um modelo matematico, é

. - - ' s . f f
enconirar as estimativas dos parametros a; e dos valores médios das varidveis z,{ ], mi-

. . . !
nimizando os desvios ef. ),

Os métodos mais utilizados atualmente - 0 Método da Maxima Verossimilhanca
e 0 Método dos Minimos Quadrados - que se supoe seguirem uma distribuicao Normal,
utilizam como critério para a minimizagao dos desvios ff—”, a maximizacao da funcao
de Verossimilhanca , equagao (2.8), sendo que para o Método dos Minimos Quadrados
seguem algumas consideragoes.

Para simplificagac, nos métodos de ajuste que serao apresentados, serd con-
siderado um modelo matematico sujeito a uma restricao (M = 1), envolvendo duas
variaveis, 71 = 2z e rl¥ = g (@ = 2). Entrelanto, o principio é vélido para
o caso geral. Excetua-se o0 Método Spline que é somente para duas varidveis.

O Método da Maxima Verossimilhanga supoe que os desvios-padrao das varidveis
X e Y sao diferentes de zero e diferentes entre si, ou seja, ¢, : N(O;oi,) e €
N{0; 0] ).

O Método dos Minimos Quadrados Ponderado, que é um caso particular do
Método da Mdaxima Verossimilhanga, assume que os desvios-padrao da variavel depen-
dente X sao nulos, ou seja, ¢, : N(0;0), enquanto que os desvios-padrao de ¥ sao
diferentes de zero e diferentes entre si, ou seja, ¢, : N{O;J:’,).

O Método dos Minimos Quadrados é um caso particular do Métodoe dos Minimos
Quadrados Ponderado, onde supoe-se que os desvios-padrao da varidvel dependente Y;
sao diferentes de zero e iguais entre si, ou seja, ¢, : N{0;0%). E como no caso anterior
€z, : N(0:0). Com esta restrigao, diminui-se um grau de liberdade do sistema, o que na
pratica significa que o Método dos Minimos Quadrados independe dos desvios-padrio
da variavel dependente, apesar de associar todo o erro experimental 3 mesma. Uma
apresentagao mais detalhada do Método dos Minimos Quadrados, dos Minimos Qua-
drados Ponderado e do Método da Maxima Verossimilhanca é encontrada na referéncia

i6..
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2.3 Método dos Minimos Quadrados [6]

2.3.1 Definigao

Dado um conjunto de N pontos experimentais (X;,Y;), que se supoe ser representado
por um modelo de tipo y = f(z;a,...,ap) , 0 objetivo é a determinagao dos parametros
a; do modelo. Assume-se que a varidvel independente X ¢é isenta de erros e todo o erro
experimental é associado a variavel Y.

A maximizagao da equagao {2.8) aplicada a uma varidvel, considerando seus
desvios-padrao constantes em todos os pontos experimentais, fornece a fungao objetiva

FE que deve ser minimizada.

N N
E=3%¢ =3 (Y- )* = minimo, (2.13)
i—1 i~1
onde:
W :f(z,':_ﬂ,h...,ap] . 1= l,.-.....Nr. {2.14)
=X, ., 1=1,....N. (2.15)
O ajuste é feito minimizando-se (2.13} em relacdo aos parametros a;-
oL i Y - 6‘_{ =0 ) =1 P 2.16
da; e Baj IE R (2.16)
onde N > P.

Uma interpretagao grafica do ajuste € dada na figura 2.1.

2.3.2 Determinagao das estimativas dos parimetros

A solugao da equagao {2.16) é a estimativa d; dos parameiros a; do modelo. Se a
restricao for um modelo linear em relacdo aos parametros como na equacgao (2.12) , o
sistema das equagoes (2.16) toma a forma:

ZIY Zakgk l-gs(X:) = j=1....P, (2.17)

=1

onde N > P.
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Variavel dependente

Variavel independente

Figura 2.1: Representacao grafica de um ajuste por Minimos Quadrados.

Definindo-se matricialmente:

N
R = ) gi{X3) - gu(X5). (2.18)
1=1

i = di. (2.19)

N
B, = Y Yigi(X). - (2:20)

=1

Chegamos que:

R.A = B. (2.21)

As estimativas serao dadas por:

A =R'B (2.22)

Neste caso, onde o modelo é linear em relagao aos parametros, o estimador A
dado por (2.22) é um estimador nao viciado dos parimetros A.
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2.4 Método dos Minimos Quadrados Ponderado [6]

2.4.1 Definicao

Dado um conjunto de N pontos experimentais (X,.Y;), que se supbe ser representado
por um modelo do tipo y = f(z,¢e;,...,ap}, 0 objetivo é a determinagao dos parametros
a2; do modelo. Assume-se que a variave] independente X é isenta de erros e todo o erro
experimental estd na variavel Y, sendo atribuido a cada ponto experimental um desvio-
padrao o,,. A maximizagao da equacao (2.8} fornece a funcao objetiva £ que deve ser

minimizada ao maximo:

N N
E= Zwmci = ZWL,..(Yt— - y,—]2 = minimo onde; (2.23)
=1 i=1
1 .
W, = —, i=1,...,N. (2.24)
ol
vi = f{zisey....,ap) 1= 1,..., N. {2.25)
z; = Xi, i=1,...,N. (2.26)

O ajuste ¢ feito minimizando a equagao (2.23) em relacao aos parametros a;:

dE N 3 .
———==2> W (Yi—-u)l=— ] =0, =1,..., P .
90, 2 (Y — 3) (aaj) i=1 (2.27)

onde N > P.
0O Método dos Minimos Quadrados Ponderado é uma generalizacao do Método

dos Minimos Quadrados. A dedugao é encontrada na referéncia [4], na pigina 108.

2.4.2 Determinacio das estimativas dos parimetros

A solugdo das equagdes (2.27) é a estimativa d; dos parametros a; do modelo. Se a
restrigao for um modelo linear em relagao aos parametros como na equacio (2.12), o
sistema das equagoes (2.27) toma a forma:

N r
> Wy [Yf - de-gk(k’e)} gi{(X)=0, j=1,...,P (2.28)
i=1 k=1

Definindo-se matricialmente:
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N
Rjk = Z W ,-.gj'(X,')-gk{X,'). (2-29)
i=1
Ay = d. (2.30)
N
Bj = )_W, Yig;(X)). (2.31)
=1
Chegamos que:
R.A =B. (2.32)

As estimativas serao dadas por:

A-R'B (2.33)

Neste caso, onde o6 modelo é linear em relacio aos parametros, o estimador A
dado pela equagao (2.33) é um estimador nao viciado dos parametros A.

2.5 Método da Maxima Verossimilhanca [6]

2.5.1 Definicao

Dado um conjunto de N pontos experimentais (X;,Y;}, que se supoe ser representado
por um modelo do tipo F(z,y; a;,...,ap) = 0, o objetivo do método é a determinacao
dos parameliros a; do modelo. Assume-se que tanto a variivel dependente como a
independente estao sujeitas a erros experimentais, com erros sujeitos a distribuigoes
Normais com desvio-padréo (o,,,0y,).

O ajuste é feito pela maximizacdo da equagdo (2.8} aplicada a duas varidveis em
relagao aos parametros a; € aos valores médios z; e y;, que corresponde a minimizagao

da funcao S [1,4] dada por:

N 1 N
3 [W &+ W, y!} EZ { - )+ W (Y — y,-]g] — minimo, (2.34)

=1

=R

t=1]

W, = —  i=1,...,N. (2.35)
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W, = —  i=1,...,N. (2.36)

F(z;,yi;e1,-..,ap) =0 1=1,....N. (2.37)

Como a minimizagao da funcao S é sujeita a N restricoes F = 0, ¢ interessante
o uso de multiplicadores de Lagrange A; [3].

(B%) Z""( %) 7=1...,P. (2.38)

1=1

Flz:yiar,...,ap) =0 i=1,...,N. (2.39)
a5 oF; .

— | + A = =1,....N. :
(ay,-) ‘(ay,-) 0 i=1,....,N (2.40)
oS\ IR\ - :
(5;:)*)\,(813)—0 1—1.,...,}\. (2._41)

Considerando S independente {explicitamente) aos parametros a; : ((aﬂé

2;

=0

L
o S

e considerando que cada ponto {z;, y;} € independente dos demais ( %) =0 e (g_?) -
para 1 # j), o sistema de equacdes (2.38 - 2.41) toma a forma:
N
A =0 1 =1,..., P ’
2 ( 3o, ) J=1, (2.42)
F(zi,yi301,...,0p) =0 1=1,...,N. (2.43)
oF :
“‘4;9.(}!‘—y‘)+A’( ) =10 ;:1,-_-’}\7- (2.44)
dy;
aF; :
—W’.X,—— i A,‘ =90 :1,..., . -
yi(Xi — 2} + (3::,—) i N (2.45)

O sistema de equagoes (2.42 - 2.45) pode ser colocado na forma matricial com-
pacta, definindo-se as seguintes matrizes:
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031 0 oy,
Ly = : : Lx =
0 oo, 0
X —x; Yi—w F
€x = €y = F = A=
Xx —zZN Yv —uyn Fy
(5) 0 (552)
Fy = : : Fy =
0 (3x) 0
() - (3)
F, = : :
(3) - (32)
Obtém-se:!
F'.A=0
F=0

28

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)
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O problema consiste na determinacao de N valores médios da varidvel X, N
valores médios da varidvel Y, N valores dos multiplicadores de Lagrange A e P valores

dos parametros a.
No caso do modelo poder ser colocado na forma explicita, F(z,y;a,,...,ap) =

y - f(ziai,...,ap) = 0, as equagdes (2.42 - 2.45)sao reescritas:

_Z,\ (af‘):o j=1...,P. (2.54)

a;

yi— flziian,...,ap) =0 i=1,. N (2.55)
by, T A =0 t=1,...,N. (2.56)
W, o + A (gi) _0  i=1,.. N\ (2.57)

Que pode ser rearranjado para:

—Zuﬂey_ (af’):o j=1,...,P (2.58)

da,
¥ — J{ziah,...,ap) = 0 1= 1, ... N. (2.59)
M~ Wy, =0 {=1,...,N. (2.60)
af, )
W, e, + W, —~0 —1,....N. 2.61
1 € 1 + (axi) i ( )

Uma interpretagao grafica do ajuste é dada na figura 2.2.

2.5.2 Determinacao das estimativas dos parametros

A determinacdo dos parametros e; e dos valores médios de z; ¢ y; pelo Método da
Méxima Verossimilhanga é sempre nao linear, independente do modelo matematico ser
explicilo, ou nao, em relagao aos parametros. Supondo um modelo simples como y = ax,

{em-se:
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Vioriavel dependente

Veriovel independente

Figura 2.2: Representagao grifica de um ajuste por Mixima Verossimilhanga.

W, X+ aW, Y,

= 1,...,N. 2.
W:‘_ + azwyy’ H b 3 ( 62]

Iy

Wy, X; + a?W, Y, .
= 2 : = 1,...,N. 2.
YT WLt e, o (2.63)

O calculo das estimativas dos parametros é dado pelo sistema nao linear:

B N WyI.WII.(aX,- — }",)(WLX‘ + aW'yi}/,-] — 0 (2'64)
(“72.' + a?Wm)z

=1

Vemos, entao, que para qualguer tipo de modelo matematico, a determinacao

das estimativas dos parametros envolve um método iterativo. Utilizando-se o Método
de Newton Raphson Estendido, a solugao das equacoes (2.50 — 2.53) sera dada por:

F. A Ha
F RS
9= oy Fea | 05T | Ay (2.65)

~T3 e + Fxh Nz
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/\FM F.;t )\Fa}’t AFaXt
P F, 0 Fy Fx
T | AFy. ' OIP+ AFyy A.Fxy
AFx, Fy A Fxy Ty + Mxx
R A = g,
gty = 2ln) Ae™
onde:
.AI] L’:\y} A/\] l Aa]
AX = Ay = f AX = : La = :
FAY 3 JANTIN JARYN J Lsan
8°F,
)tl ( 5:’]‘ ) 0
AFxx = : :
- 52
At (3—:}) 0 ]
AFyy = 5
3°F
0 w (55
3°F,
1 (3213;“) 0
AFyy = :

. aﬁf.)
0 e AN (3——LG‘3an

31

(2.66)

(2.67)

(2.68)

(2.70)

(2.711)
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n (55 o ]

AFxa = : : {2.73)
0 ow () |
M (55) o ]

AFya = : : (2.74)

(55 0
AFan = : : (2.75)
0 AN (%&)

O método converge quando ‘Ag‘t"} < E.

A vantagem de se determinar as estimativas dos parametros a; e dos valores
médios de 1, e y; de uma forma simultanea é a necessidade de poucas iteragdes para con-
vergéncia [12.6]. Em contrapartida. é requerido o uso de matrizes de grandes dimensoes.
No caso aqui estudado, a dimensao da matriz é de (3N+P) x {3N+P).

As referéncias [15.14] mosiram uma outra forma de resolugao, que nao é si-
multanea, onde A;. T;. € ¥, para cada ponto 1 sao resolvidos separadamente em cada
iteracao do conjunto de valores de a;. Esse método, além de fornecer um ntmero de
iteracoes muito maior, apresenta probiemas de convergéncia a medida em que o desvio-
padrao da varidve] dependente tende a zero (oy, — 0} [6].

Devido a nao linearidade do sistema, o estimador de Maxima Verossimilhancga
é sempre um estimador viciado {2,6] e o0 vicio serd sempre menor quanto maior for N. Se
o modelo mateméatico ajustar bem os dados experimentais, as variangas dos parametros
serao peguenas e, conseqieniemente, o vicio diminuira .

O vicio sempre existird quando o modelo for nao linear, mesmo para o caso do
Método dos Minimos Quadrados e dos Minimos Quadrados Ponderado (2] .

2.6 Meétodo Spline

Pode-se pensar que a qualidade de uma interpolagao polinomial aumenta com o incre-
mento do grau n do polindmio. Entretanto, para varias fungoes, as correspondentes
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interpolagoes polinomiais tendem a oscilar préximas a pontos pivotais & medida que se
aumenta o grau n do polindomio. Um exemplo conhecido é a funcao f(z) = ;1-15‘,-5 no
intervalo | -5 , 5 |, na qual para {z] > 3.64, o erro mdximo tende para infinito quando
n — oo [8. O Método Spline, que é apresentado a seguir, evita estes inconvenientes.
O Método de Splines foi iniciado em 1946 por 1. J. Schoenberg [13] e, desde

entao, tem-se encontrado diversas formas de aplicacao do mesmo.

2.6.1 Definicao

Em desenho, um spline é uma régua flexivel utilizada para desenhar uma curva através
de um conjunto de pontos. Matematicamente, spline é um conjunto de funcdes depen-
dentes entre si, onde cada funcao é definida entre pontos nodais consecutivos. Essa
dependéncia das fungoes spline é expressa pela igualdade das derivadas em ambos os
lados dos pontos nodais, exceto no primeiro e dltimo. As fun¢des passam pelos pontos
experimentais que as defineni. Com estas restrigoes, uma curva lisa é obtida. Assume-se
gue exisie um nimero suficiente de pontos experimentais para representar adequada-

mente o fenémeno.
As fungoes spline ciibicas sao as mais utilizadas. Elas fornecem bons resultados

e sao facilmente manipuladas matematicamente. Landis e Nielsen [10] e Klaus Van Ness

i7; discutem o método.

2.6.2 Determinacio dos pardmetros das splines lineares

Chamando gx{r) a fungao spline linear que se refere ao elemenio z; < = < 14,
k=1,..., N —1, temos dos critérios da definicao que:

gk(Ik) =Y} € gk(Ik+l) = Yis1, (2.76)

Discretizando a fungao g,{z), ela toma a forma:

Tpyy — X r — X
(Dy=a | 2" j+a ) onde : 2.97
() ( Lo ) o ( Ton ) (2.77)
Lii1 = Tps1 — Tk T < T < Tpqr. (2.78)

Logo a estimativa d, dos parametos q; é dada por:

dx = Yi k=1....,N. (2.79)
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Variavel dependenie

Veriovel independente

Figura 2.3: Representacao grafica de um ajuste pelo Método Spline linear.

A figura 2.3 traz um exemplo do Método Spline linear.
A estimativa d; dada por (2.79) € um estimador nao viciado dos parametros a.

2.6.3 Determinacao dos parametros das splines ciubicas

Chamando fi(z) a fungao clbica que se refere ao elemento Ty €7 < I3
k=1,...N — 1, temos dos critérios da definicao que:

o As fungoes splines devem passar pelos pontos experimentais que as definem.
felze) =Y e fi{lzen) = Yin (2.80)
k=1,...,N-1.

* A primeira e a segunda derivada das funcoes devem ser iguais em ambos os lados
dos pontos nodais, exceto no primeiro € no iltimo.

Jeor(ze) = filze) (2.81)
k=2,...,N-1.

fe-ilze) = Jel=e) (2.82)
k=2,...,N-1
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Como as fungoes de interpolacio sao ciibicas, a segunda derivada da funcao é

linear, logo:

fk"(m) = C, (M) + Crps (I — Ik) , onde : (2.83)
L Lyt

Lisy = 2p4r — 2 T £ 2 < Tyyy. (2.84)

Ci = fi(zx) k=1,...,N-1. (2.85)

Integrando-se duas vezes e fazendo 4x = Y = fi{zi), obtém-se:

Civy s Crey 3 [Ak-r-l Ck+lLk+J] Ay Colyyy
_ = . = -+ —Ip |7+ — -, — A —zl.
ff- (I] GLJ.--"] {I-‘-+] x] GLk-i-] (I’ Ilr') Lk+1 6 (I I") Lk-t—l G (IJ\‘E'I I)
(2.86)

Rearranjando:
_ ('Ik1 1 — ();.- _ 3 (i _ ] (Ak-{-l - Ai.‘) ~ ((FI;AJ -+ 2(“;;)

fj‘.(z] = ( 6L )(I Ih-) + 3 (-’5 3‘31-) + Lt 6 | Lisi|{z—zi}4 Al
(2.87)

A primeira derivada é:

) L.
(2.88)

Da igualdade da primeira derivada nos pontos nodais, exceto ne primeiro e no

ultimo, chega-se ao conjunto de restrigdes:

. Cr1 — O Apsr — Ax Ciyy + 20,
filz) = (_2—14:1—) (z~2:)" + Cilz — z4) + (—EH—) - (____t?__

(Lk+ Lk+l) C + Liy1Cry a Apy 4 (_}_ " 1 )A* _ Aps S
3 6 Ly Ly Ly Ly

(2.89)

k=2 _..,N—-1

Nesle caso, tem-se N parametros Cy a determinar ¢ N — 2 restricoes ¢;. de
forma que o sistema linear apresenta dois graus de liberdade.

Estes dois graus de liberdade podem ser eliminados se for definido o comporta-
mento da primeira ou da segunda derivada nos pontos nodais extremos. Normalmente
nao hé informagao do comportamento das derivadas nos pontos extremos, de forma que
sao criadas condigoes de contorno para estes pontos.

L
o = —6£Ck—1 +



Revisao bibliografica dos métodos de ajuste de dados experimentais

36

Se se assumir que nos pontos nodais extremos a segunda derivada é nula, tem-se

o Método Spline clbico natural.

Se se considerar que no primeiro e no Gltimo elemento as fungoes spline sao
preferencialmente parabélicas , chega-se facilmente que C; = Cy e Cy-y = Cy.
Definindo a matriz tridiagonal ®~ e os vetores C e F:

C}\’

Temos que:

1 -1 0
Lo (LG+L=) L»
G 2 G
S | o)
T L 1 Ly L Lo
: J\G ( K :;+ L) “E?'
0 1 -1 |
B (aed)ned
: [2.91)
Yoo _ ' -
L;\' I _(Lh?—l_{—b_l};)\}q_]-kﬁ
.C = F. (2.92)
= ‘1’('_] . F. (2.93]

Neste caso. onde o modelo € linear em relagao aos parametros , o estimador C
dado por {2.93) é um estimador nao viciado dos parametros C.



Capitulo 3
Método Spline Modificado

3.1 Introducao

Devida a inclusio do Método da Maxima Verossimilhanga, o Método Spline Modificado
leva em conta os erros experimentais tanto da varidvel dependente como da indepen-
dente, associando um desvio-padrao a cada medida experimental.

Além das restricoes de alisamento do Método Spline, foi inserido mais um con-
junto de restricoes, as fungoes de convergéncia F; = 0, que além de proporcionar esta-
bilidade na resolugao do sistema nao-linear do Método Spline Modificado, simplifica o
desenvolvimento matematico do algoritmo.

Foram desenvolvidos trés programas a partir do algoritmo, sendo dois na lin-
guagem BASIC e o outro na iinguagerm PASCAL.

3.2 Definicao

Dado um conjunio de N pontos experimentais com erros sujeitos a distribuicoes Nor-
mais com desvios-padrado (ox.,0y,), constroem-se intervalos com irés ou mais pontos
! aplicando-se 0 Método Spline acoplado ac Método da Mdxima Verossimilhanca, que
corresponde a minimizagao da fun¢ao objetiva S {1,4], equacao 2.34, aplicada a todos
0s pontos experimentais:

Ao se trabalhar com dois pontos por intervalo, existird somente uma curva spline ciibica, de forma
que neste caso nac sio levados em consideragiio os desvios-padrio das medidas neste intervalo.

]
~7
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1 2 2
S = EZ [wx'[)(,- ~ )t + Wy (Y — w) ] (3.1)
1=1
onde,
Wy = ! W ! ,
}',—;;:2‘ X:‘ZB}? t=1,...,N. (3.2)

(X:.},) = pontos experimentais.
(z:,¥;) = pontos ajustados.

Definem-se as restricoes de convergéncia abaixo aplicadas a todos os pontos

experimentais:
Fo=y-felzi) =0 (3.3)
1—1,...,N.
k=1....,K.

Ty < Zi £ ZTirga)e
onde fi(z;) ¢ a fungao spline clbica, equacao {2.87), e (z;,7;) sao os valores médios das
varidveis dependentie e independente ajustados no ponto 7. As funcdes spline cibicas

a0 reescritas:

A o % . Cy . a1~ Ay Cis1 + 20k
Jilzi) = (EET—'_A) (zi~ i) +'i(3-'-'—1u-a) +[(£ﬁ——) = (—ﬁ“i*z&) Lk-l-}} {(zi—zz))+ Ax.

GLiy) 2 Lisa 6
(3.4)
A, = fk[I(k]) Ce = f:[;:(k}) g Lz < Tik+1)-
Lk:.’f{k}"x{k_l} Tvzl,-..,N k:]_.,..-,K.

Os valores z(y) sao escolhidos como sendo fronteiras dos intervalos conforme

esquema abaixo:

=1 ; . = . =
| t-:2 =3 I t—l5 I .............. I

k=1 k=2 k= K+1

O conjunto de equagoes de alisamenio do Método Spline, equagoes (2.89), con-
tinua valido e € reescrito:
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L (Lk + Lk+l) Lei1Crar A ( 1 1 ) Arp
_ + .50 e ST — +|— 4+ A— =0 (35
g 6 L Ly Ly k Ly ( )

k=2,...,K.

O ajuste é feito pela minimizacao de (3.1) com as restricoes (3.3) e (3.53) em
relacao aos parametros A e C e aos valores médios de {z;, ;). Estas minimiza¢ées podem
ser feitas utilizando-se multiplicadores de Lagrange |3].

3.3 Calculo das estimativas dos parametros

0O Método Spline Modificado é um método de ajuste de curvas que envolve duas varidveis
W =ze M =y (@ = 2), sujeitas a duas restrigoes ou fungoes (M = 2). Ele é
representado por um modelo matematico composto por A fungoes fi(z} relacionadas

entre si.
De (3.3} nota-se que as restrigoes F; = 0 sao definidas utilizando-se as funcoes

spiine ciibicas fi(z). Devido a isto, temos que nos pontos nodais, exceto o primeiro e o
iltimo, sao duas fungoes que definem este ponto, ou seja:
Para r = z(4 :
y(z) = fimr(zm) = Telzw)- (3.6)
Isto equivale a se acrescentar mais uma restrigao nestes pontos nodais, pois as
restrigoes F;, neste caso, podem ser definidas de duas maneiras.
Para z = ) :

Fo=y- fk—l(I(k}) =0 (3.7
ou
Fo=y - fk(-’-‘:(k)) =0 (3.8)

O problema é simplificade aplicando-se a condigao abaixo a estes pontos:

[fk—l(-":[kl) + fk(—”(k})] (3.9)
k=2,...,K.

LR

fzw) = fiarlzg) = filzw) =

Desta forma, as fungoes de convergencia F; = 0 sao definidas agora por apenas
uma fungao spline cibica fi{z), independente do ponto ser, ou nao, extremo de intervalo.
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e Minimizagao em relagao aos parametros A:

. OF, b
aA +ZA"8A =0

7=1,
onde a;, Ay sao multiplicadores de Lagrange.
Como S = S{z,y):
3% _
Z“‘aA Z Maa A
j=1,
Como F, = y; — fi(zi), tem-se que:
0F _ 0filx)
a4;  BA;
— Paraj=k—-1:
3¢ 1
d4; Ly
- Paraj=k:
OF _ (i —zw)
0A; Ly, '
¢ 1 1
o _ 1 1
0A; Ly Ly
- Paraj=k+1:
aR _ _(I.’ - _’B[k))
aAJ' Lk+l )

40

(3.10)

LK+ L

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)
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o .1 (3.17)

aAj Lk+1

- Paraj# kk+1:

ar; 0
a4 = (3.18)
- Paraj# k—-1,kk+1:
8¢
— =0
54, (3.19)
¢ Minimizacao em relagao aos parametros C;
Analogamente aos parametros A:
N ad)
Z aa Z Mge =0 (3.20)

Como F: = y; — fe(z:), tem-se que:
OF _ 8ji(x)

5C. =~ ac, (3.21)
— Paraj=k~-1:
L
-t o2
- Paraj = &:
8F, (zi—zw)® [xi-zw\ | Lin
aC;, 6Ly ( 2 ) Ty e ). (5.23)

J
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O¢r Ly + Liny
A S (3.24)
— Paraj=k+1:
8F, _ _(zi- ) N Lis1(zi — 2g)) (3.25)
aCJ 6.Lk+] 6 ' ’
Otk Liws .
ac, ~ 6 (3.26)
— Paraj# k.k+1: .
9k, (3.27)
ac;
— Paraj# k- 1.k k+1:
Jdoy
—F Q. 3.28
ac, (3.28)
¢ Minimizacao em relacao a z;:
N K
Za, Z qs’“ = 0. (3.29)
3 _l 1 .f k= .‘r‘
7s=1,...,N
Como & = ®(A.C),
S o oo
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~ Paraj=1:
a5 W
a—z}: = Wy, (X; — z). (3.31)
aF;
Cl,'g‘r—j = (It'FX;. (3.32)
onde: 3 fulz:) ]
Vi — JxlZ 3fi(z:
Fy = = - .
X (9.1'3,‘ 3.'151' (3.33)
- Paraj #1:
as OF; 0
= o&;,— = .
7z, 9z, (3.34)
logo:
— WX!.(X,' _— I,‘) + CI,‘FI; = U, (3.35)
i=1,..., N,
Temos que:
_ ({Crn "Ck) - 2 _ Api1 — Ay Cry1 + 2C
= = (P53 o Cates ) - (=2 )4 (B9 )
(3.36)
o Minimizagao em relagac a y;:
Analogamente a z;:
Wy (Yi — i) + auF,. = 0. (3.37)
1= 11 ’AI_’
onde: a1 Te(2)
Yi — JelZs
e 3.38
- T (3.38)
logo:
— Hf}"(}: - y,} + a; = 0. (3.39)
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O sistema de equagdes formado por (3.3), (3.5), (3.11), (3.20), (3.35) e (3.39)
pode ser colocado na forma matricial compacta através da definicao das seguintes ma-

trizes:
ng 0 03(1 R ¢
y=| .o Yx=| 1 . 1] (3.40)
0 Uy;\.: 0 Ox:
Ay Ch o3 FXg
A= : c=1 : a=| : A= [(341)
Ak Ck+1 ay Ak
Ay — 1 J73] Y1 - in
&x = : y=1 : by = : (3.42)
Ay — 2 yn b YA~ yn
B 9F, _ ] [ aF, 9F, ]
A, T BAp+, ac, " 3Cx
Fa=| ¢ . |Fec=| ¢ - (3.43)
oFy Fy oFy OFy
| 8A, """ FApa4, | | 8¢, " 3Cr4s |
[ 942 Bz ] [ 8¢2 CL.2
gAr "7 0Ap ac; T A4
®a=4 Pc=| .. (3.44)
a¢x 9% 2ok RIS
| Fa 3Ar+: | | 3¢, 7 BCrg
Na forma matricial as equagoes (3.3} sao reescritas:
F=y+FA-A+Fc.C = 0. [345)

De (3.5)

®=PpA+Dc.C=0. (3.46)
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De (3.11):
Fi.a+®, . A=0. (3.47)
De {3.20):
Fo.a + ®E.) = 0. (3.48)
De (3.39)} :
ty — Zy.ﬂ =0. (349]
De (3.35) : *
tx — dox-Fx.a = 0. (3.50)

As estimativas A, C, # e § dadas pelo conjunto de equacoes (3.45 — 3.50} dos
parametros A e C e dos valores médios de z e y serao sempre estimativas viciadas devido
a nao linearidade do sistema.

3.4 Desenvolvimento Numérico

A determinacao dos parimetros A e C e dos valores médios das varidvels z e y compre-
ende a resolucio do sistema nao linear das equagdes (3.45 — 3.50). Com os pardmetros
A e C e os valores médios de z;, obtém-se qualquer valor para z ou y no intervalo
\T1.....Zn com as equagoes (3.4).

20]35:2;‘ =3y Zf\ =2xi Fy = Fx
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Utilizando-se 0 Método de Newton Raphson Estendido, a resolugao das equagoes
(3.45 -3.50) serd dada por:

Fio+ oL, A ] [ AA ]
Fh.o+ 3L AC
y+ Fa. A+ FelC Aa
g = L¢ = (3.51)
bs.A+ $0.C DA
€y — 2.y-Q AY
€&~ Lx-Fx.a | | AX
0 0 Fl oL, 0 Fi o ]
0 0 Fi 8. 0  Fieo
F, Fe 0 0 I Fx
R= (3.52)
9 $e 0 0 0 0
0 0 Yy o 17 0
| XxFya.0 YxFxe.o Tx.Fx 0 O I+ Ex. Fxx.a |

R("} . As-(ﬂ] — _,g{ﬂ}‘ (3_53)

ot = g g A, (3.54)

onde:
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A.Il Ay] A)'?-
Ax=| Ly=] Ar=| (3.55)
Azxn Lyn ARY's
&Ql AA] A01
Ao — 5 AA = : AC = : (3.56)
Nay DAkt ACk 11
0., (52) 0
Ty Fy = : : (3.57)
{ 3Fx
0 Oz, \5“5::)
1+ 05, (52) o) 0
I+ ZxFyxa = : : (3.58)
0 1+ ouy (558) aw
a?.F 32F|
1 (5;16113) 1 ee Oz (3215Ah'+1) al
SXFxA a = : .. (3'59)
aF 3°Fy
o-zh (B:NaA,) an e O—IN (33N6A5+l) an
Jz] (Bffgel) o) et ozl (3zja;gﬂ+1) o
YxFyca = : [3.60)
3°Fne . aﬂp':.
Ozx (aznac,) N --- Ozy (aznaf-'ml) aN
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onde: N N ,
I an d fk('rf)
Yx F = i O - == i Oz, i .
X Fxa a ; @ o A, Z}:  Bi0A. (3.61)
7=1,...,A + 1.
=1,..., K.
N JaF, ok 3% fiz:)
F = Oz, ot = = i Ox, . 3.62
Ex Fxc « ;a; %% 3, ;  92:0C; (3.62)
31=1,... .,h' -1
k=1,....K
o Paraj = k:
. a'fk[m,-] o; O,
Sy vl (3.63)
a?'fk(.?:,'] 1z — I{k)) LK+1
e s — (z - + Oz, 3.64
0—! a ' 3:{,—6’63' 2 Lk—{.] (I I[k)} 3 00 H ( )
e Paraj=Fk + 1:
Bgfk(x,-) . 1
0 oz,- 3.1:,'8}13- B _LK+] ’ (3.65)
*felz) | Mai—zw)? | Lkn
;0. 3200, | 2 Len + 5| &%z (3.66)
N 2
ad i
I+ Y¥x Fxx a= Z 1-o0, %k(—zzl ; (3.67)
&Ly

=1

=

s
I

Ll
o
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e Para1=j:

1l -0, ——— =14+
- dz;* Ly

O método converge quando ’Ag(“]i < E.

Neste caso, a dimensao damatriz Ré3. [N+ K +1) - 2.

3.5 Método Spline Estendido

Da mesma forma gue o Método dos Minimos Quadrados Ponderado e o Método dos
Minimos Quadrados sao casos particulares do Método da Médxima Verossimilhanga, o
Método Spline acopiado ao Método dos Minimos Quadrados Ponderado e o Método
Spline Estendido sao casos particulares do Método Spline.Modificado.

As minimizacoes para os parametros A e C e para os valores médios de e y,
continuam validas e considera-se ex = 0. Para o Método Spline Estendido segue que
=1

Desta forma, monta-se um sistema linear com as equagbes (3.45 - 3.49). A
resolugao deste sistema serd dado por:

gy

0 0 Fi @, 0]
0O 0 F. &. 0
R=|Fs Fo 0 0 I (3.69)

@y ¢ 0 0O O
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0] [ A ]
0 C
g=]0 $=| a (3.70)
0 A
LY LY
R.¢ =g (3.71)

O estimador ¢ é um estimador nao viciado dos parametros A e C e dos valores
médios de y;. Se Xy = I, tem-se o Método dos Minimos Quadrados Estendido,
que é o Método Spline acoplado ao Método dos Minimos Quadrados. O Método Spline
Estendido foi anteriormente desenvolvido por Klaus - Van Ness |7] e difere da formulagao
aqui aplicada que inclui as restricdes de convergéncia F; = 0. Os valores obtidos pela
formulacao aqui aplicada sdo ligeiramente diferentes dos obtidos por Klaus — Van Ness
devido a uma inconsisténcia na aplicacdo das equagdes (18) e (19) de seu artigo [7].
O apéndice 3 traz maijores detalhes sobre o desenvolvimento tedrico do Método Spline
Estendido por Klaus - Van Ness.

3.6 Desenvolvimento Computacional

Foram desenvolvidos trés programas computacionais, sendo um na linguagem BASIC
- PLUS - 2 para o computador Mainframe Vax, outro na linguagem Quick Basic da
Microsoft para IBM PC e compativeis e, finalmente, o terceiro programa em Pascal 1

que foi desenvolvido em um trabalhe de iniciagao cientifica [18].

O critério de convergéncia usado no método iterativo foi ‘/_\,gl") < €, onde:

TEste software foi premiado com win microcomputador PC XT no 1¢concurso interno de software da
UNICAMP
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¢ = i].6 para |¢| > v (3.72)
ou
¢ = ¢ para | < v, (3.73)

onde ¢ é qualquer uma das varidveis z;, yi, Ak, @;, Ax € Cp, sendo v =107 e § = 1073,
Nos programas em BASIC do Vax e em Quick Basic para microcomputador foi
utilizada dupla precisao (16 digitos}. O programa em Pascal utilizou varidveis single.

3.7 Diagrama de blocos

O diagrama de blocos dos programas em BASIC do Método Spline Modificado é apre-
sentado a seguir. :



Meétodo Spline Modificado

C Inicio

52

ontagem da matriz do sistema

)

!

Entrada de dados

;

Explica¢oes do programa

!

Resolugao do sistema por Gauss

!

impressao I

Ajuste
Spline
Estendido

Montagermn da matriz do sistema

|

Resolugao do sistema por Gauss

Ajuste
Spline
Modificado

|
impressao ]

//'

sim

Montagem do jacobiano

|

Resolucao do sistermna por Gauss

O sistema
convergiu

Calcula novas estimpativas

deseja
interpolar

sim

Calcula o valor da varidvel




Capitulo 4

Aplicagoes do Método Spline
Modificado

4.1 Introducgao

O Método Spline Modificado leva em conta os erros experimentajs tanto da varidvel
dependente como da varidvel independente, associando um desvio-padrao a cada medida
experimental. Os parametros das fungoes spline sao obtidos pelo Método da Maxima
Verossimilhanga.

Como no Método Spline puro e na extensao de Klaus — Van Ness |5, o Método
Modificado permite realizar interpolacoes e calcular valores da primeira e da segunda
derivada em qualquer ponto do conjunto de dados.

A modificacao proposta mostra-se adequada para ajustar estatisticamente dados
termodinamicos de equilibrio liquido - vapor e de entalpias de mistura de liquidos.
O Método Modificado apresentou melhor desempenho do que a extensao de Klaus -~
Van Ness no ajuste de véarios conjuntos de dados termodiniamicos experimentais da
literatura. Este melhor desempenho foi evidenciado por fornecer desvios absolutos, em

média. menores que o Método Estendido.

4.2 Aplicacoes do Método Spline Modificado

O Método Spline Modificado é um novo método de ajuste de curvas de aplicagao geral,
podendo ser aplicado a qualquer tipo de curva de duas varidveis.
0O Méiodo Spline Modificado foi particularmente aplicado ao ajuste de dados

53
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termodinamicos como curvas le equilibrio liguido-vapor e de entalpias de mistura de
liquidos. Foram escolhidos co:;juntos de dados dificeis de serem ajustados.
Os resultados foram comparados com os obtidos pelo Método Spline Estendido.

4.3 Critérios utilizados para a escolha do melhor
ajuste pelo Método Spline Modificado

A partir de uma tabela de dados (X,Y), com N pontos experimentais, com desvios-
padrio o., e 0, respectivamente, constroem-se intervalos com trés ou mais pontos para
o ajuste pelo Método Spline Modificado.

' Dependendo da escolha dos extremos de intervalos, obtém-se ajustes com re-
sultados diferentes. O principal critério para se analisar o melhor ajuste foi inicialmente
observar se o comportamento das curvas ajustadas era coerente com o fendmeno fisico
estudado, neste caso, a inexisténcia de inflexoes que nao representassem a tendéncia
dos pontos experimentais. Uma vez satisfeita esta condigao, escolheu-se dentre estes
o melhor ajuste estatistico, que corresponde ao que apresentou o menor valor de § da
equacao (3.1). '

Para o Método Spline Estendido, o critério de escolha foi 0 mesmo, sendo que
o melhor ajustle estatistico corresponde ao ajuste que apresentou o menor valor de £ na
equagao (2.13).

O Método Spline Modificado e 0 Método Spline Estendido trazem, no minimo,
trés pontos por intervalo porque ao se trabalhar com dois pontos por intervalo nao se
leva em consideragao a minimizacao das funcgoes objetivas S e E. Para intervalos com
dois pontos chega-se aoc Método Spline puro.

4.4 Metodologia utilizada para o estudo de cada
caso

De todos os conjuntos de dados analisados, os melhores ajustes foram a combinacao de
intervalos com no minimo trés pontos e, no maximo, quatro . Este fato ja era esperado
pela teoria, visto que 0 Método Spline ajusta os intervalos por fungoes cibicas de forma
que a aproximacao sera tanto mais vélida quanto menor for o intervalo considerado.
Devido a esta particularidade, o estudo de cada caso fica bem mais facil, porque
somentie se justifica um major numero de pontos por intervalo quando os ajustes que
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ulilizam trés ou quatro pontos por iniervalo nao sao coerentes com o fenémene fisico
estudado.

Apesar de nao servir como regra, na maioria dos casos estudados, o melhor
ajuste pelo Mélodo Spline Modificado apresenton os mesmos extremos de intervalos do
meihor ajuste pelo Método Estendido.

Para cada ajuste foram tabelados os valores experimentais das varidveis, os
desvios-padrao das medidas, os valores ajustados, os desvios absolutos entre os valores
experimenlals e 0s ajustados, além da primeira e segunda derivada da funqao.

Na conclusao deste capitulo, secco 4.6, sao indicadas algumas regras praticas
de como proceder no estudo de cada caso.

4.5 Resultados numéricos de aplicacoes a dados ter-
modinamicos

O Método Spline Modificado foi aplicado a diversos tipos de dados termodinamicos da
literatura como dados de equiiibrio liquido-vapor (sistema binario XversusY). tem-
peratura de ebulicao de um sistema bindrio em fun¢ao da concentragao (diagrama
TversusX) e dados de pressao de vapor de um sistema binario em fungao da con-
centracao (diagrama PversusX). além de dados de entalpia de mistura de liquidos de

um sislema binario.
Os diferentes conjuntos de dados foram analisados e sao descritos a seguir:

4.5.1 Dados de Pressiao de Vapor

O Método Spline Modificado foi primeiramente aplicado aos dados de pressiao de vapor
da mistura etanol — n-heptano a 30° C obtidos por Van Ness et all [17]. Estes dados sao
de particular interesse pois foram utilizados por Klaus - Van Ness em seu artigo onde
é introduzido o Método Spline Estendido [7}. Como observado por Klaus — Van Ness,
a curva de pressao de vapor € utilizada para o cdlculo da composicao da fase vapor,
tornando evidente que estes resuliados dependem muito da acuracidade do ajuste.
Dentre os diversos arranjos estudados, a Tabela 4.1 apresenta o melhor ajuste
obtido pelo Método Spline Modificado para estes pontos. A composicac dos extremos
- primeiro e dltimo ponto experimental - foi fixada como sendo a composigao dos
componentes puros. Para se fixar qualquer ponto experimental basta atribuir-lhe um
desvio-padrao igual a zero, o que equivale dizer que nao ha erro na determinagao deste

ponto.
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Da equagao (3.39):

Yi~w t o, . =

Se

Gy

=0 — Yi=yi

56

Tabela 4.1: Pressao de vapor versus composicao da fase liquida da mistura etanol -

n-heptano a 30°C. Método Spline Modificado.

" Pontn  Fragan  Desvio- Fragio Desvio Pressio  Desvie- Fressio  Desvie  Primeira  Segunda
Xy oTi- molar  padrio molar absoluto vapor  padrio ajustada  absoluto  derivada  derivada
mental ajusinda mm Hg mm Hg  mm Hg

T 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 58.7000 0.01000 58 700D £.0000 4750.1 -401605.6

2 00156 0.0010 0.0136 0.0620 942000 0.01000 94,2002  -0.0602 1056.7  -140097 .4
-3 0.0187 00010 0.0194 -0.0007 98.6000  0.01000 98,5000 ¢.0001 559.9 -20ZBGO
4 0.U216 [ERE LY [ER3Y.T 3 -27 Loy g uIul 10U 994 000G 433.9 -22000) .3

5 0.038& G.0010 00380 0.0008 1054000  0.01000  105.4003 -0.00G3 253.7 -3804.3
1] 00518 Q.0010 00510 0.0008 103 4000 0.01000 108 4004 -0.0004 200.8 -3372.%

7 0.0058% (1.0O010 00039 0.0014 114.6000 001000 1146015 -0.0015 92.G -1055.4

B 0.14G4 L0010 0.1473 -0.00G9 117.6000 0.03000 1175073 00027 35.3 -1885
G 0.3005 o010 0.306G3 0.0002 121.2000 0.01000 121.2015  -0.0015 11.5 -105.0
10 .5260 0.0010 .5260 0.0000 1221000  0.01000 1221000 0.0000 0.8 6.7
I 0.13542 1001 [IAVEY 1N 0.0002 1219000 001000  121.8971 0.0029 -G.& -126.7
12 0.720% 00050 U T2k 000036 1211000 001000 1211024 -13.0034 By 196G 4
13 0.7662 n.00¥) 1. TGE4 -0.0002 12001000 9.01000 1203007 -{1.0007 -26.3 -185.1
-14 08072 0.0010 LLALGH 0.0007 118.800¢ 0.01000 118.8979 0.0021 -33.6 -175.2
15 08710 [ARLA By 08713 -0.0003 115.4000 90.01000 115.4003 -1 0003 -89.1 -1538.3
-16 L9285 O 0.9272 -0.0007 107 4000 0.01000  107.4004 -0.0004 -208.0 -2714.4
17 0.9303 LG 0.930 0.0002 106 8000 0.01000 1067900 0.0001 -215 8 -2814.6
-18 04630 0.001u 0.0G22 Q.000&8 98.2000  0.01000 981998 0.0002 -5324.7 -3952.6
19 0.9860 00010 0.98GH -0.0005 85.000¢  0.01000 88.0001 -0.0001 -562.8 -1566G61.0
- 20 1.0000 L0000 1.0000 .0000 78.8000  0.01000 7880040 0.0000 -B17.G 22187 G

O asterisco (~) indica que o ponto é extremo de infervalo.

Conforme mostrado na Tabela 4.1, todos os valores calculados da pressao de
vapor apresentam seus desvios absolutos menores do que 0.01, indicando que todos
estao dentro da faixa de desvio-padrao da varidvel. Para a varidvel independente (fragac
molar), trés valores fogem da faixa de desvio-padrao das medidas.
Para comparacgao, a Tabela 4.2 apresenta o melhor conjunto ajustado pelo
Método Spline Estendido. Esta combinagao de intervalos nao coincide com a esco-
thida por Klaus — Van Ness em seu artigo . Neste trabalho os pontos foram melhor

"Todos o valores, com excegio das derivadas, sio apresentados com quatro algarismos significativos
apés a virgula. Apesar de na maioria dos casos nao ter nenhum significado fisico, procurou-se desta forma
mostrar o desempenlo computacional.
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ajustados, apreseniando resultados superiores sob o ponto de visia estatistico. Além
disso, mesmo escolhendo-se os mesmos extremos de intervalo, os resultados obtidos sao
ligeiramente diferentes dos obtidos por Klaus - Van Ness devido a uma pequena in-
consisténcia tedrica na aplicagdo das equagoes (18) e (19} do seu artigo [7], conforme
mostrado no apéndice 3. Pelo Método Spline Estendido, 18 valores fogem bastante da
faixa de desvio-padriao das medidas.

Tabela 4.2: Pressao de vapor versus composicao da fase liquida da mistura etanol -
n-heptano a 30°C. Método Spline Estendido.

Ponto Fragio  Pressio Pressao  Desvio Primeira Segunda

experi-  molar vapor ajustada absoluto derivada  derivada

mental mm Hg mm Hg mm Hg

'+ 1 0.0000 587000 58.6962 0.0038 4101.% -292007.9
2 0.0156 94.2000 95.0363 -0.8363 1063.1  -97536.2
+3 00187 98.6000 97.9251 0.6749 8206  -58891.2
4 0.0216 101.0000 100.0686 0.9314 661.6 -50774.7

+ 5 0.0388 1054000 1063112 -0.9112 202.3 -2635.5

6 0.0018 1084000 108.7261  -0.3261 169.9 -2351.8
7 0.0953 114.6000 114.1893 0.4107 88.2 -1402 4
+ 8 0.1464 117.6000 117.3510 0.2490 45.0 -287.1
9 0.3095 121.2000 121.5240 -0.3240 10.1 -141.3
+10 05260 1221000 121.9090 0.1910 0.4 92.2
11 0.6542 121.9000 121.8813 0.0187 -4.9 -135.2
+12  0.7203 121.1000 121.1931  -0.0931 -17.0 -231.8
13 0.7662 1201000 120.1709  -0.0709 -275 -224.3
+14  (0.8072 118.9000 118.8578 0.0422 -36.9 -217.5
15 0.8710 1154000 115.2629 0.1371 -89.0 -1428 4

+16 0.9265 107.4000 107.5807 -0.1807 -197.5 -2481.8
17 0.9303 106.8000 106.8113 -0.0113 -207.6 -2789.6
18 09630 98.2000 98.0606 0.1394 -342.1 -5438.2
19 0.9860 88.0000 BR8.0588  -0.0588 -957.9  -13325.6
+20 1.0000 788000 78.7859 0.0141 -778.0  -18126.6

O asterisco (+) indica que o ponto é extremo de intervalo.

Se 0 Méiodo Spiine Estendido fosse o Método Spline acoplado ao Método dos
Minimos Quadrados Ponderado, notar-se-ia que para o mesmo arranjo da Tabela 4.2,
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Tabela 4.3: Comparacao entre as funcoes de minimizagao para os dados de pressao de
vapor da mistura etanol - n-heptano.

1 Método Funcao objetiva de minimizagao para
a mistura etanol - n-heptano.
Método Spline Modificado S = 9.44209
{Tabela 4.1)
Método Spline Estendido E = 17108.1
(Tabela 4.2)

os valores ajustados seriam idénticos , visic que todos os pontos experimentais possuem
o mesmo desvio-padrao. Assim, é possfvel fazer uma comparagiao quantitativa sob o
ponto de vista estatistico. A Tabela 4.3 mostra esta comparacao.

O valor da fungao objetiva de minimizacao do Método Spline Estendido foi 1812
vezes maior que a do Método Modificado.

O Método Spline Modificado foi testado em condigoes severas de convergéncia.
A condi¢do limile para o teste de convergéncia é aplicar desvios-padrao nulos para a
variavel dependente., Para a condigao limite o, = 0 e ulilizando ¢, = 0.001 o méiodo
convergiu. A Tabela 4.4 traz estes valores.

Apesar de a literatura ainda nao ressaltar a grande superioridade do método
implicito em relagao ao explicito quanto a covergéncia na determinacéo de ajustes nao li-
neares, esta superioridade existe e foi observada por Guirardelo em sua tese de Mestrado
|6}

O Método Spline Estendido nesta formula¢ao nao traz como caso particular o
Método Spline puro, visto serem utilizadas apenas K — 1 restrigoes ¢%, de forma que
para N pontos, o numero maximo de intervalos ¢ N — 3, enquanto que o Método Spline
puro utiliza N — 1 intervalos.

A Tabela 4.5 traz o ajuste utilizando o maior niimero possivel de intervalos (17
intervalos) para os dados de pressao de vapor da mistura etanol — n-heptano. Os valores
da pressdo de vapor sao idénticos aos obtidos pelo Método Spline puro (Tabela 4.6).

A Figura 4.1 mostra os dados de pressao de vapor versus composicao da mistura
etanol — n-heptano ajustados pelo Método Spline Modificado. As Figuras 4.2 e 4.3 apre-
sentam respeclivamente os desvios absolutos das varidveis dependente e independente,
mostrando a boa qualidade do ajuste. Na Figura 4.4 é mostrado o comportamento da
primeira derivada da fungao, mostrando a coeréncia dos resultados com o fendmeno
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Tabela 4.4: Teste de convergencia do Método Spline Modificado.
FPonto  Fragho Desvio- Fracio Desvio Pressho  Desvio- Pressio Desvio  Primetra Sepunda
experi- molar padrio molar absoluto vapor padric  ajustada  absolute  dertvada derivad:z
mentn)  metanal ajustada mmHy mmHg mmHg
- 00800 0.0016 0.G00a3 -0.0003 58.7000 000000 BE.F000 .0000 4854.6  -419579.9
2 0.0156G 0.0010 0.0136 0.0020 a4 2000  Q.000HH) o4, 2000 {.00D0 1070.2 -1475117
-3 0.0187 040010 0.0194 -0.0007 98.6000 0.00000 98.6000 0.0000 556.9 -288G8.6
4 0.0216 0.0010 0.0243 00027  101.0000 O0.00008  101.0000 0.0000 4382.1 -22275.1
- b (.038E .0010 0.0380 Q.0008 105.4000  ©.00000 1054000 0.0000 253.8 -3808.0
G 0.051¢& .0010 0.0510 0.0008 108.4000 0.00000  108.4000 0.0000 206.9 -3376.2
7 0.0953 0.0010 0.0938 0.0015 114.6000 O0.00000  114.G000 {.0000 027 -1959.0
- & 0.1464 0.0010 0.1474 -0.0010  117.6000 0.CODDD  }37.GDOO ¢.0000 35.2 -188.4
9  0.3095 0.0010 0.3003 0.0002 1212000 0.00000 121.2000 0.0000 L5 -104.9
~10 0.52G0 0.0010 0.5260 0.0000 122,1000 0.00000 122.1000 Q0000 0.9 G.B
11 0.6542 0.0010 0.6530 0.0003 1219600 0.060000 121 .9000 £.0000 -G.B -127.3
~12 0.7203 .00¥0 0.7211 -0.0008 121.1000 0.00000 121.1000 0.0000 -17.8 -197.7
13 0.7662 0.0010 0.7663 -0.0001 1201000 0.00000 120.1000 (.0000 -26.4 -182.8
F14 0.8072 0.00160 0.80064 0.0008 1180000 C.00000  11B.0000 0.6000 -334 -169.6
15 Q.ETIN 0%0 08714 -1.0004 1154000  G.00000 11540600 0.0000 -85.2 -15h46.2
<16 0.9265 0.0010 0.9272 -0.3007 1074000 §.00000  107.4000 0.0000 -208.5 -27284
17 0.9303 0.00¥0 0.9300 0.0003 1068000 0.00000 106.8000 0.0000 -216.3 -2814.3
.18 0.9G30 110050 1.0623 0.0007 952000  0.00000 93.2000 0.0000 -3228 -3794.2
1§ 0.8B60 0.0010 09865 -0.0005 85 0000  0.00000 88.0000 0.0000 -560.2 -16512.4
20 1.0000 0.0010 0.9008 0.0002 78 8000 0.00000 78.8000 0.0000 ~f34.1 -234%0.0
Q asterisco {7) indics que o ponto é extremo de intervalo.
Tabela 4.5: Teste para chegar ac Método Spline puro.
Pontos  Fragia  Desvie-  Fragio Desvio Pressioc  Desvio-  Pressio Desvio  Primeirn  Segunds
experi- nclar padrio moiar absoluio vapor padric  ajustadn  absoluto  derivadn derivadn
mental  retanol ajustadn mmHy mmHy mmHy
-1 0.0000 100010 0.0000 0000 58.7000  1.00000 58.7000 00000 2046.5 130286.0
2 0.0156G 10000 0.0156G 0.0000 04 2000  1.00000 942000 G.0000 1717.7  -172436.9
-2 0.0187 }.0000 0.0187 0.0000 BB.6000  1.00000 98,6000 0.0000 1080.9 .2325034
-4 0.0216 1.0000 0.0216 0.0000 101.0000  1.00000 101.0000 00000 G40.2 -77564.6
- 5 0.0388 10000 0.0388 0.0000 105 4000  1.00000 145 4000 00000 154.1 230455
- G 085618 1.0000 9.0518 0.0000 108.4000  1.00000  108.4000 00000 247.3 -671G6.0
-7 0.0053 1.0000 0.0953 0.0000 1146000 1.00000 1146000  0.0000 79.1 -1014.3
v & {31454 1.0000 0.1464 0000 137 G000 T.00000 117 6000 0.0000 43 8 -369.1
-8 0.3005 1.0000 0.2005 0.6000 121.2000 100000 121.2000 0.00G0 8.8 -60.5
=10 0.5260 1.0000 0.5260 0.0000 1221000 100000 122.1000 0.0000 1.5 -G.4
‘11 0.6542 1.0000 06542  0.0000 121.9000 1.00000 121.9000  D.000D .73 -130.8
.12 0.7203 1.0000 0.7203 0.0000 121.1000 1.00000  121.1000 0.0000 -17.4 -175.3
13 0.7G62 1.0000 07662 0.0000 1201000 1.000060  120.31000 0.0000 265 -222.0
~14 0.8072 1.0000 0.8072 0.0000 18,9000 1.00000  118.9000 0.0000 -30.2 42.4
~15 0.8710 1.0000 0.8710 0.0000 115 4000  1.00000 115 4000 0.0000 -1055 ~2403.3
~1G 09265 1.0000 0.9264 3.0000 1G7.4000  1.00000 147 4000 0.0000 -154.7 630.9
-17 .9303 1.0000 0.9303 0.0000 106 8000  1.00000  106.8000 0.0000 -166.5 ~6300.4
~18 0.9630 10000 {0.9G30 0.0000 08.2000  1.00000 Q8 2000 0.0000 -885.0 -5203.0
19 0.9860 1.0000 D.ORGO 0.0000 88.0000  1.00000 88.0000 0.0000 -558.5 -12487.9
- 20 1.0000 1.0000 1.0000 0.0000 783.8000  1.00000 738.8000 0.0000 -7G5.0 -16867 .4

O asterisco (") indica gue o ponto é exiremo de intervaio.
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Tabela 4.6: Ajuste pelo Método Spline puro.

Fonto Fragaao Desvio- Fracio Desvio Pressac  Desvio- Pressio Desvic  Frimeira Segunda
experi- molar podrao melar absolute vapor  padrie gpjustada  absclutoe  derivada derivada
mental  metanol ajustada mmi g mmH g mmH g

-1 0.0000 1.0000 0.0000 £.0000 SB.7000  1.00000 58.7000 0.0000 2014 8 -81938.3

2 00156 1.0000 00156 0.0000  04.2000 1.00000 942000  0.0000 16365  -81938.3
.3 00187  1.0000 O.0187  0.0000  O8.6000 100000 086000 00000 11120 -256447.6
.4 00216 1.0000 00216 0.0000 1010000 1.00000 101.0000  ©.0000 6306  -75597.3
.5 00388 10000 0.0388 00000 1054000 100000 1054000  ¢.0000 1565  20469.6
.G 0OBI1®  1.0000 00518 00000  108.4000 1.00000 1984000  ©.0000 246.3  -6643.1
.7 00953  1.0000 00953  ©.0000 114.6000 100000 1146000  ©.0000 794 -103L7
.8 0.1464 10000  0.1464  0.0000  117.6000 100000 117.6000  ©.0000 437 -366.8
.9 03095 10000 03005  0.0000 121.2000 100000 121.2000  ©0.0000 5.8 -61.0
.10 05260 1.0000 0.5260 00000  122.0000 1.00000 1221000  0.0000 15 6.3
<11  0.6542  1.0000 0.6542 00000 1210000 1.00000 1219000  0.000u 7.3 -130.9
<127 07203 10000 0.7203 00000 1211000 1.00000 121.1000  0.0000 -17.4 -175.2
.13 0.7662  1.0000  0.7662  0.0000  120.1060  1.00000 120.1000  0.0000 -26.5 -222.1
.14 08072  1.0000 0.8072  0.0000  118.0000 1.00000 118.900C  0.0000 -30.2 126
<15 08710 10000 0.8710 00000 115.4000 1.00000 1154000  0.0000 21055  -2404.0
<16 ©.9265  1.0000 09265 00000 107.4000 100000 1074006  0.0000 -154.7 633.8
~17 09203  1.0000 09303 (0000  106.800¢ 1.000G¢: 106.8000  6.0000 21656 -6370.7
L18 09630 1.0000  0.9630 00000  98.2000 10000 9B.2N0  0.0000 -353.5  -5116.4
.18 0.9860  1.0000  0.9860  0.0000  £56.0000 1.00000 880000  £.0000 5645 -13230.8
.20 10000  1.0000  1.0000  0.0000  78.8000 1.00000 788000  C.OuG0 -749.8  -132308

O asterisco [~ ) indica que © ponte é extremo de intervale.
fisico estudado.

4.5.2 Dados de equilibrio liquido — vapor (Diagrama z versus y)

Para o estudo deste tipo de curva, foram analisados dois conjuntos de dados: equilibrio
liquido-vapor das misturas acetonitrila-dgua e 2-propanol-dgua. Ambas as curvas apre-
sentam um ponto de azeotropia e representam um conjunto de curvas muito utilizado
na termodinamica.

A Tabela 4.7 apresenta o melhor ajuste pelo Método Spline Modificado para
a composicao da fase gasosa em fun¢ao da composigao da fase liquida da mistura
acetonitrila-dgua. Os dados foram extraidos da referencia [5].

Os dados foram muito bem ajustados pelo Método Spline Modificado com sete
valores fugindo da faixa de desvio-padrao das medidas experimentais.

Comparando estes valores com os obtidos pelo Método Spline Estendido (Tabela
4.8), nota-se novamente a superioridade do Método Spline Modificado que apresenta
desvios absolutos bem menores que o Método Spline Estendido.

A Tabela 4.9 compara os valores obtidos para as fungoes de minimizagao de
ambos os métodos, fazendo-se as mesmas consideragées como na Tabela 4.3. A fungao
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Figura 4.1: Pressao de vapor da mistura etanol - n-heptano.
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Tabela 4.7: Diagrama z-y da mistura acetonitrila- dagua. Método Spline Modificado.

Ponte  Fr. molar  Desvio-  Fragao Desviu Fr. melar  Desvie-  Fragao Desvio  Primeira  Segunda
experi- liquida padrao ajus- absoluto Ensosa padrio ajus- absolute  derivada  derivada
mental aceton. tadn aceton, tada

| 0000 0.0 00 Q0000 0.0000 0.aa00 0.00000  ¢.0000 IR 16.6 8776
2 (.0270 00010 G.0254 0.001G {0.32130 0.00100 03132 -0.0002 85 254 4
-3 G.0780 a1 0.0783  -0.0003 05160 0000 5158 6.0002 1.3 ~136
4 0. 1380 00010 0.138} -0.0001 0.5730 0.00100  0.5728 3.0002 0.G BT

5 0.2330 0.0010 02318 00002 0GOS 000100 QG059 -0.0009 .2 -1.1

G 0.3620 0.0010 0.3G21 -0.0001 0.6250 0.00100 0.G237 0.0013 0.1 (U]

7T 0.4540 G.6010 04539  0.0001 06240  0.00100 ©6350  -0.0050 a.1 0.7

- & 0.4700 00010 D.4700 0.0000 06360 0.00100  Q.G38& 0.0002 0.2 (LR
Y 065000 0.0034G 0.6000 0.0000 0.6670 0.6C100  0.6669 0.00M 0.3 07
-10 0.89040 000140 0G94 0.0001 06900 26100 0.6903 -3.0003 0.3 a5
11 0.8230 (.0014 0.8240 -0.0010 0.7530 0.00100 0.7516 0.0014 0.7 b4
~12 Q.8u0 0.0030 O8B7G 0.0024 0.8070 0.06100  0.8001 -0.0021 1.1 T
13 0. 9240t o0 09276 -0.0016G G.RG20 0.00100  0.AGOY 0.0011 15 164 .4
- 14 1.0000 1O | RO 0.0000 106500 NECEVES 1.0000 0.0000 24 154

O asterisco {7) indicn que o ponto ¢ extremo de intervalo.

Tabela 4.8: Diagrama z—y da mistura aceionitrila - agua. Método Spline Estendido.

Ponto Fracao molar Fragdo molar  fragao Desvioc Primeira Segunda
experi- liquida gasosa molar  absoluto derivada derivada
mental  acetonitrila  acetonitrila  ajustada

% ] 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 15.9 -350.7
2 0.0270 0.3130° 0.3157 -6.0027 80 -235.5

+ 3 0.0780 0.5160 (1.5116 0.0044 1.5 -17.8
4 0.1380 0.5730 0.5757 -0.0027 0.7 -11.0

+ b 0.2320 0.6050 (.6059 -0.0009 0.1 -0.4
6 0.3620 0.6250 8.6223 0.0027 0.1 0.2

7 0.4540 0.6340 0.6352 -0.0012 0.2 0.6

+ 8 0.4790 0.6390 0.6392 -0.0003 .2 0.7
9 0.6000 (.6670 0.6674 -0.0004 0.3 0.6
+10 0.6900 0.6900 0.6901 -0.0001 0.3 0.6
11 0.8230 0.7530 0.7502 0.0028 0.7 5.5
*12 0.8900 0.8070 0.8119 -0.0049 1.2 8.0
13 0.9260 0.8620 0.8593 0.0027 15 99
+14 1.0000 1.0000 1.0000 0.0000 2.4 i39

Q asterisco(#) indica que o ponto é extremo de intervalo.
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Tabela 4.9: Comparagao entre as fungbes de minimizagao para o diagrama x versus y
da mistura acetonitrila-igua.

Metodo Funcao objetiva de minimizacao para o
diagrama r versus y da mistura acetonitrila-agua.
Método Spline Modificado § = 11.5479
(Tabela 4.7)
Método Spline Estendido E = 41.7508
(Tabela 4.8)

de minimizagac do Método Spline Estendido foi 3,6 vezes maior do que a do Método
Modificado.

Foi feita uma subrotina para a determinacao do ponto de azeotropia. A con-
centracao do ponto de azeotropia obtida foi ... = ¥Ya.. = 0.6903, praticamente igual
ao ponto experimental por arredondamento.

A Figura 4.5 mostra o diagrama x versus y da mistura acetonitrila agua ajus-
tado pelo Método Spline Modificado.

A Tabela 4.10 traz o melhor ajuste pelo Método Spline Modificado para a
composi¢ao da fase gasosa em fungao da fase liquida da mistura 2-propanol - dgua. Os
dados foram extraidos da referéncia |5|.

Os dados foram muito bem ajustados pelo Método Spline Modificado. com sete
valores fugindo da faixa de desvio-padrao das medidas experimentais. Comparando estes
valores com os obiidos pelo Método Spline Estendido, apresentados na Tabela 4.11, nota-
se que, apesar de haver apenas cinco valores que fogem da faixa de desvio-padrao das
medidas experimentais pelo Método Spline Estendido, estes valores apresentam desvios
absolutos bem maiores que os apresentados pelo Método Spline Modificado.

A Tabela 4.12 compara os valores obtidos para as fun¢oes de minimizagao dos
ajustes de ambos os métodos fazendo-se as mesmas consideragoes das Tabelas 4.3 € 4.9.
A funcao objetiva de minimizacio do Método Spline Estendidido foi 3,3 vezes maior que
a do Método Modificado.

A concentragao do ponto de azeotropia foi z,.. = y... = 0.6913.

A Figura 4.6 mostra o diagrama x versusy da mistura 2-propanol - igua .
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Figura 4.5: Diagrama r versus y da mistura acetonitrila-agua.
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Tabela 4.10: Diagrama r-y da mistura 2-propanol — dgua. Método Spline Modificado.

Pomtc  Fr. molar  Desvio  Fr. molar Desvio  Fraghce  Desvio-  Fragio Desvic Primeira  Segunda

experi- liguida padrio ajus- absolute  gnsosa padric ajue- absoluto  derivadn  derjvada
mental 2-prop. tada 2-prop. tadn

-1 £.0000 O.000G 0.0000 0.0000 0.0000 0.00000 00000 Q.0000 14.7 -300.9

2 0.04G0 {.0010 0491 -0.0031 9.4210 D.00100  0.4202 0.0008 37 -J45.5

-3 0.0050 D.00%( 0.0045 0.0005 Q4870 000100 0.4884 -0.0014 0.4 -1.8

4 0.1750 0.0010 0.1751 -0.0001 {1.5140 0.00100 Q513G 0.0004 0.3 09

- b 0.2810 0.0010 02812 -0.6002 (G.5400 0.00100 0.5392 {0008 0.2 0.4

G 0.4770 0.0010 0.4764 0006  0.5940 @00100 {5957 -G.0017 03 0y

-7 D.G040 £.0010 G.6047 -0.0007 0.G480 0.00100 .GAGS {.0015 0.4 09

[ 0.7700 0.0010 0.7606 0.0004 0.7400 000100 0.7400% -0.0005 0.7 2.0

9 .BG0O 0.0¢10 ¢.8601 -0.0001 0.8100 000100 G.E1BY D.00:01 1.0 35

-1 1.0000 0.0000 1.0000 0.0000 1.0000 (00000 1.0000 0.000( 1.6 50

O asterisco [7) indica que © ponto é extremo de intervalo.
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Tabela 4.11: Diagrama z-y da mistura 2-propano!- dgua. Método Spline Estendido.

Ponto Fragho molar Fragao molar Fragao Desvio Primeira Segunda
eXperi- ligmda gasosa molar  absoluto derivada derivada
mental  2-propanol 2-propanol  ajustada

* 1 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 15.2 -316.1
2 0.0460 0.4210 0.4179 0.0031 4.2 -162.6
+ 3 0.0950 0.4870 0.4923 -0.0053 0.2 0.8
4 0.1750 0.5140 0.5108 0.0032 0.3 0.5
* D 0.2810 (.5400 0.5395 (.0005 0.3 0.0
6 0.4770 0.5940 0.5970 -0.0030 0.3 0.6
¥ 7 0.6040 0.6480 (.6455 0.0025 0.4 1.1
8 0.7700 0.7400 0.7404 -0.0004 0.7 2.6
9 0.8600 0.8190 0.8193 -0.60003 1.0 3.5
+10 1.0000 1.0000 1.0000 0.0000 1.6 4.8

O asterisco{+) indica que o ponto é extremo de intervalo.

Tabela 4.12: Comparagao entre as fungoes de minimizagao para o diagrama z versus y

da mistura 2-propanol - agua.

| (Tabela 4.11)

Método Fungao objetiva de minimiza¢ao para
o diagrama r versus y da mistura 2-propanol — 4dgua.
Método Spline Modificado S5 = 9.6855
{(Tabela 4.10)
Método Spline Estendido E = 31.6567
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Figura 4.6: Diagrama z versus y da mistura 2-propano! - dgua.

4.5.3 Diagrama de temperatura de ebulicido em fungio da con-
centracio de uma mistura binaria

Para o estudo deste tipo de curvas foram analisados os mesmos dados que os da seccao
4.5.2, as misturas acetonitrila — dgua e 2-propanol — agua [5|. Estas curvas sao muito
utilizadas para calculos de equilibrio em projetos e processos quimicos.

A Tabela 4.13 apresenta os valores obtidos pelo Método Spline Modificado para
a mistura acetonitrila-dgua. Os dados foram extraidos da referéncia |5]. Os valores dos
extremos (componentes puros) foram obtidos pela correlacao de Antoine |5].

Os dados foram razoavelmente ajustados pelo Método Modificado, com sete
valores fugindo da faixa de desvio-padrao das medidas experimentais. Comparando-os
com os obtidos pelo Método Estendido (Tabela 4.14), nota-se que 0 Método Modificado
foi levemente superior, pois forneceu desvios absolutos, em média, menores.

A Tabela 4.15 traz os valores das fungées de minimizagao referente aos ajustes
das Tabelas 4.13 e 4.14, confirmando que 0 Método Modificado foi levemente superior.

A Figura 4.7 mostra o diagrama 7 versusz da mistura acetonitrila - agua.

Qs valores ajustados para a mistura 2-propanol - dgua sao mostrados na tabela
4.16, referéncia |5,.

Os dados foram bem ajustados pelo Método Modificado com apenas seis valores
fugindo da faixa de desvio-padrao das medidas experimentais. Comparando-se estes
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Tzoela 4.13: Diagrama Tversusz da mistura acetonitrila - dgua. Método Spline Modi-

ficzedo.

r:nto Fraghio  Desvio- Fragho Desvio Tempera- Desvio- Temperatura Desvio  Primetra  Segunda
el maolar padri molar absoluta tura padrio sjustadn absolute  derivada  derivada

—eyal ajustada " e ¢
1 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 100.0000 0. 30000 100.0007 -0.0007 -306G.1 GO2E. 3
P PR ¢ 0.0010 0.026% (:.000] 91 GO0 0.310000 41.597G 0.00:24 -236.8 48931
.3 0O7TE0  0.0010 D070 0.0000  84.2000  0.10000 84.204] -0.0041 -85.4 1033.5
4 012380 G001 0.1380 0.0000 80.7000 (110000 RO.6HT1 00029 -35.6 629.G
.5 02320 D.OOMG  0.2320  0.0000 70.20G0  0.10000 79.2011 -0.0011 -G.2 3.7
G 0.3620 0.0016 0.3620 0.K})0 78.4000 030000 78.391% 0.0081 -1 4.6
7 0.4540 0.001¢ 0.4530 0.6001 78.0000 0.310000 77.8570 0.1421 -5.4 10.4
- & 0.4790 0.amMo 0.4701 ~{.0001 77.5000 0310000 77.7243 -0.2248 -5.1 12.0
9 0.6090 0010 0.6000 0.600 77.4000 0.30000 77.2324 0.1G676 -1.9 35.2
10 O.6900 00010 0.6900 0.0{H0 77.1000 01006400 77.2232 -0.1232 19 54.5
-11 D.8230 0.0010 0.8232 -(.0002 78.2000 010000 TH.03G4 0.1636 10.9 814
12 D.800C 0.0010 {.8803 0.0007 78.6000 0.10600 789880 -0.3886 18.7 15340
13 0.9260 o010 (.4267 -0.0007 80,1000 0. 10000 79.8052 D.2048 25.2 193.5
14 1.0000 (-DO00 1.00G0 0.0000 §2.2000 014060 82.2389 -D.0339 422 2725

Q asterisco [ ) indich que o pontu é extremo de intervalo.

Tezela 4.14: Diagrama T versus r da mistura acetonitrila - agua. Método Spline

I=_endido. _

Ponto Fragao molar Temperatura Temperatura  Desvio Primeira Segunda
experi- molar °C ajustada absoluto derivada derivada
mental  acetonitrila °C B

% 1 0.0000 100.0000 100.0017 -0.0017 -395.5 6904.6
2 0.0270 91.6000 91.5939 0.0061 -236.5 48739

* 3 0.0780 £4.2000 £4.2101 -0.0101 -85.7 1038.2
4 0.1380 80.7600 80.6929 0.0071 -35.6 6319

* 5 .2320 79.2000 79.2011 -(0.0011 -6.1 -4.5
6 0.3620 78.4000 78.3936 0.0064 -6.1 413

7 0.4540 78.0000 77.8574 0.1426 -5.4 105

* 8 0.4790 " 77.5000 77.7249 -0.2249 -5.2 122
9 0.6090 77.4000 77.2316 0.1684 -1.9 383
10 0.6900 77.1000 77.2236 -0.1236 1.9 54.6
+11 0.8230 78.2000 78.0364 0.1636 10.9 81.2
12 0.8900 78.6000 79.0046 -0.4046 18.8 153.5
13 (.9260 80.1600 79.7888 0.3112 25.0 1824
*14 1.0000 82.2000 82.2394 -0.039%4 42.2 27222

C zsterisco(*) indica que o ponto é extremo de intervalo,
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Tabela 4.15: Comparacio entre as fung¢oes de minimizagao para o diagrama T versus
da mistura acetonitrila - dgua.

j Método ] Funcao objetiva de minimizagao para

o diagrama T versus r da mistura acetonitrila - 4gua.
“ Método Spline Modificado S = 195868

; (Tabela 4.13)

| Método Spline Estendido E = 20.1822

; (Tabela 4.14)
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Figura 4.7: Diagrama T versus r da mistura acetonitrila — 4gua.
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Tabela 4.16: Diagrama Tversus £ da mistura 2-propanol — 4gua. Método Spline Modi-
ficado.

Ponto  Fragho  Desvio- Fragio Desvic Tempera- Desvie-  Temperaturn Desvic Primeirn  Segunda
experi-  molar padria molar absoluto Lurn padric ajustadn abseluto  derivads  derivada
menta) ajustada e e e

-1 00000 0000C 00000  0.8000  100.0000  0.01000 95,0990 0.0004 4876 09909
2 0.04G0 0.0010 0.0504 -0.0044 85 BB00 0.01000 85 BO3T -(.0037 -118.0 4G76.5
-3 0.0050 0.0010 0.00472 {+.0005 83.7100 0.01000 83.7047 G.0053 -14.3 53.2
4 01750 ¢G.0010 0.1751 -0.0001 827100 B.01D00 82 . 7HIR -0 00U -10.5 41.3
5 02810 0.0016 02817  -0.0002  BL800O  0.01000 81.8033 -0.0033 -6.9 25.7
-6 0.4770  0.0010 04770  0.0000  #0.7600  0.01000 $0.7592 0.0008 4.7 .31
7 D.G040 0.0010 0.6033 0.0003 8012200 0.01000 #0.2058 0.0142 -3.5 21.8
8  0.7700 0.0010 0.7680 0.0011 80.0300 0.61000 80.0712 -0.0412 2.8 345
9 0.8600 Q.o01U 0.8632 -0.0032 80.6400 0.01000 80.6041 0.035% 8.8 731
<10 1.0000 0.0000 1.0000 0.4000 B2.5700 0.01000 B2.0775 -0.0075 20.7 1001

O asterisco {7) indicn gque o ponto € extremo de intervalo.

valores com os ajustados pelo Método Estendido (Tabela 4.17). nota-se novamente a
superioridade do Método Modificado. O Método Estendido apresentou nove valores
fugindo da faixa de desvio-padrao das medidas experimentais além dos desvios absolutos
serem, em média, maiores.

A Tabela 4.18 compara os valores obtidos para as fun¢des de minimizacio de
ambos os métodos. A fungao objetiva de minimizagao do Método Estendido foi 21,3
vezes maior que a do Método Modificado.

A figura 4.8 mostra o diagrama T versus T para a mistura 2-propanol - dgua.

4.5.4 Calor de mistura de uma solugao binaria

A Tabela 4.19 traz o melhor ajuste pelo Método Spline Modificado para os dados de
calor de mistura da solucio metano) — dgua. Os dados foram extraidos da referéncia
9.

Foi feita uma extrapolagao para se obter o calor de mistura dos componentes
puros. Os valores obtidos foram agua = 1681,1 cal/gmol e Metanol = 674,9 eal /gmol.
Para casos como este, onde nao existem os valores extremos e o intervalo para a ex-
trapolacido é pequeno, a mesma pode ser empregada, mostrando outra vantagem do
método. _

O ajuste foi comparado com o melhor ajuste obtido pelo Método Spline Es-
tendido {Tabela 4.20). Ambos os métodos ajustaram bem os valores, mas o Método
Modificado foi levemente superior.

A Tabela 4.21 compara os valores obtidos para as fun¢oes de minimizacao de
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Tabela 4.17: Diagrama 7T versus z da mistura 2-propanol- agua. Método Spline Esten-

dldO'Ponto Fracdo molar Temperatura Temperatura _Desv_i“o Primeira Segunda

experi- 2-propancl - °C ajustada absoluto derivada derivada
mental agua °C

* 1 0.0000 100.0000 98.9715 0.0285 -501.9 103458

2 0.0460 R5.8600 §6.0677 -0.2077 -141.0 53446

1 3 €.0950 83.7100 83.4436 0.2664 -9.6 17.2

4 0.1750 82.7100 82.7258 -(0.0158 -8.4 14.7

5 0.2810 81.8000 81.9171 -0.1171 7.0 - 115

* 6 0.4770 80.7600 80.7341 0.0259 -5.3 5.5

T 0.6040 80.2200 80.1598 0.0602 -3.3 26.0

8 0.7700 £0.0300 80.0932 -0.0632 3.2 52.9

9 0.8600 80.6400 80.6194 0.0206 8.7 67.5

*+10 1.0000 82.5700 825678 0.0022 19.7 90.2

O asterisco(*} indica que o ponto ¢é extremo de intervalo.

Tabela 4.18: Comparacao entre as fungdes de mintmizacao para o diagrama T versus 1
da mistura 2-propanol - agua.

Fungao objetiva de minimizacao para
o diagrama T versus z da mistura 2-propanol - dgua.

Método

Método Spline Modificado 5§ = 32.3225
(Tabela 4.16)
Método Spline Estendido E = 688.192

(Tabela 4.17)
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Figura 4.8: Diagrama Tversus x da mistura 2-propanol - dgua.

ambos os métodos. A Tuncgao objetiva de minimizagao do Método Modificado ol leve-
mente inferior a do Método Estendido.

A figura 4.9 mostra os dados de calor de mistura do sistema metanol - dgua.

A tabela 4.22 apresenta o melhor ajuste pelo Método Modificado para os dados
de calor de mistura do sistema etanol - dgua. Os dados foram extraidos da referéncia
9.

Foi feita uma extrapolagao para se obter o calor de mistura dos componentes
puros. Os valores obtidos foram agua = 2270.9cal /gmol e etanol = 379.7¢al /gmol

Os resultados do ajuste foram comparados o melhor ajuste obtido pelo Método
Estendido ( Tabela 4.23). Ambos os métodos ajustaram bem os valores, mas o Método
Modificado foi levemente superior.
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Tabela 4.19: Calor de mistura do sistema metanol-agua. Método Spline Modificado.

Fonto Fracio Desvio- Fragiu Desvie Calor de Desvio- Calor de Desvio  Primeirn  Segundn
experi- molar padriaa maolar absoluto mistura padrin mistura absoluto  derivada  derivada
mental  metanol ajustadn cal fgmal ayustado  cal fgmol
v 1 0.0287 0.0001 0.0287 0.0000G 1G50.2000 122134k 1661.9208 -11.7208 13738 -437G5.G
2 0.04452 0.0001 0.0492 0.0000 1541 8000 12. 14032 1625.3838 16.41G2 -2151.8 321487
3 0455 £.0001 0.0495 0.0004 1642.0000 12.15746 1624.7374 18.1G26 -2161.4 31978 8
4 0.NGT74 0.0001 n.nGév4 n.0N00 15607000 11 5401 1581.4497 -2, 7497 -2643.1 -21820 4
5 0.0873 0.0001 0.0a73 0.0HHW 14E86.9000 11.0030GG 1495.1936 -8.2436 ~3042.5 -4BE3 5
.6 01282 00001 01253  0000D  1417.0000 10.48380 1410.1757 6.8243  .2057.1 100844
7 0.1468 0.0001 0.14G8 4.0000 1352.5000 10.00850 1348.8185 3.6815 -2765.1 GB71.8
8§ 01903 00001 01903  ©0000  1230.5000  9.10570  1232.409¢ -1.9099  -2647.1 14489
o  (.2041 00001 0.204F  ©DO0O  1192.4000  8.8237G  1195.6436 34456 -2644.2 1881 .4
+10 0.2463 $.0001 0.24G3 0.0000 1093.0000 §.08820  10RB.9G5& 4.0342 -2349.9 12064.1
11 0.350G62 $.0001 0.35G2 0.0000 BEE.3000 G.57342 ED1. 5080 -3.2980 -1350.6 G121.G6
212 0.3455 0.0001 (1.3855 D.0000 844 5000 G. 24930 B42.7013 1.7987 -1151.8 39067
3 046389 0.0001 0. 4689 0.0000 7650000 5.69060 7G8.9502 08008 -B55.8 40687
- 14 (1.556R 0.Go01 0.55068 0.0000 710.8000 5.25992 U5 o460 1.2040 -404 .4 4155.1
15 (GO 0.0:611 0.G5048 0.0000 G765 4000 4 09790 GT7.3027 -1.94927 -163.2 22743
L1G 0.7823 00001 0.7823 0.00060 G673.56000 4. 98300 GOE.BGGS 4.6336G -21.G 376
17 0. 74900 O.0001 0.7900 0.0000 GGH. 000 4 92100 GGB.51438 -3.5148 -20.2 1334
~18 09348 0.0001 {.9345 00000 GGO. 4000 4.45304 C55.3053 Oo0d7 508 U125
O nsterisco { ') indiea que o ponto é extremo de intervalo.
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Figura 4.9: Calor de mistura do sistema metanol - dgua.
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Tabela 4.20: Calor de mistura do sistema metanol - 4gua. Método Spline Estendido.
Ponto  Fragao Calor de  Calor de Desvio Primeira Segunda
experi-  molar mistura mistura  absoluto derivada derivada
mental metanol cal /gmol  ajustado cal /gmol

+ 1 00287 1650.2000 1660.9887  -10.7887  -1219.6 -49842.4

2 0.0492 1841.8000 1626.4558 15.3442  -2103.6 -36404.8
3 0.0495 16429000 1625.8231 17.0769  -2114.5 -36208.2
4 0.0674 1560.7000 1582.799%  -22.0996  -2657.6 -244749
5 0.0973 1486.9000 1495.3174 -8.4174  -3096.4  -4875.7
*6  0.1253 1417.0000 1409.1054 78046  -2976.0 13478.1
7 0.1468 1352.5000 1347.8262 4.6738  -27436 8140.4
+ 8 0.1903 1230.5000 1232.7775 -2.2775 -2624.3  -2658.9
9  0.2041 1192.4000 1196.4242 -4.0242  -2635.9 984.9

+10 0.2463  1093.0000 1089.3740 3.6260  -2359.2 121276
11 0.3562 888.3000  891.3919 -3.0818  -13524 6194.4
#1272 0.3905 844.5000 842.4793 20207 -1150.7 4072.6
13 0.4689 769.0000 768.9884 0.0116 -851.8 4069.8
+14  0.5568 710.8000  T709.8292 0.9708 -494.3 4066.3
15 0.6598 $75.4000  677.3535 -1.9535 -166.8 22926

x16  0.7823 673.5000 66G8.8485 4.6215 -15.1 183.1
17 0.79890 665.0000 668.6220 -3.6220 -11.9 2036
+]18  (0.9348 669.4000  669.3952 0.0048 27.1 3709

O asterisco(*) indica que o ponto é extremo de intervalo.

Tabela 4.21: Comparacgao entre as fungoes de minimizacao para o calor de mistura do

sistema metanol — agua.

Método Fun¢ao objetiva de minimizagao para
o calor de mistura para o sisterna metanol - 4gua.
' Método Spline Modificado S = 5.852
(Tabela 4.19)
Método Spline Estendido E = 5.888
{Tabela 4.20)
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Tabela 4.22: Calor de mistura do sistema etanol — dgua. Mélodo Spline Meodificado.

Pomto  Fragic  Desvio- Fracio Desvio Calor de Desvio- Calor de Desvic  Primeirn Segtnd:

experi- molar padrio molar abseluto rHSturn padrao mistura absoluto  dertvada derivad:
mental  etanal ajustada cal fomol ajustado  eal fgmol

-1 0.0132 00010 0.0132 0.6000 2264 7000 36.23520 2273.2017 -8.5927 2123090 -127594 3

2 .0172 0.1 00172 00000 221716000 35345060 22G7.3403 4.2507 SIT3AF -122671 .06

3 0.0367 0.00110: Q.03G7 (.0000 22205000 3552800 2211.734 BTG9G -3893.9 -98G17.0

4 0.0772 0.0010 0.0772 ¢.0000 1584 8000 31.756880 108G 5520 -1.7520 -GRTT.0 -48554 4

3 01442 G000 (0.1443 -0.00011 1474.0000  23.58400 1478.3760 -4 3760 -735G.8 34242 4

G 02288 0.0010 0.2288 0.0000 074.8000 15.506&0 073.6G619 1.13581 -4G48.0 2URNG.3

-7 0.2861 0.00160 0.2859 0.0002 763.3000 12.21280 765.1526 £.1474 -302G.3 268902

& 0.33606 Q.0010 GQ.3368 -0.0002 6193000 0 O0R&0 G26.1775 -9 8775 ~HKG0.3 1148G.2

-9 (.34GR 0.0010 {1.3468 0.0000 10,1000 9 76160 GO, 1306 (1.0GO4 -19G65.2 TUEE. 1

10 0.4015 00010 04018 0.0000 514.2000 B.22720 512 GEZO 1.6180 -13531.5 F05Y 2

11 0.600& 0.0010 0.GoOT G.0001 324 4000 519040 321.5289 2.8711 -481.3 3GYT

12 0.7180 00010 0.7180 0.0000 294 4000 4.71040 291.9585 24415 108 43275

13 0.7214 0.0010 0.7314 0.04000 283.0000 452800 262.2036 -0.203G6 47 .G 4300 7

-14 O.8O7L D.0010 0.8071 -0.0001 318.5000 500600 308.8284 0.671¢ 3G .4 4817 O

15 {1.8G84 0.0010 0.BGR3 2.0001 336.0000 537600 3390.0549 -3.0549 542.0 -449.1

16 0.8774 0.G010 0.8776 -0.8002 2533000 5.GS2R0 344 0358 0.26G42 53s8.1 L7803

i7 0.BB07 0000 0.88056 0.0002 336.9000¢ 5.39040 345 G377 -8.7372 835.5 -1017.0

18 0.9487 0.0010 00487 0.0030 371.5000 5.950460 375.5758 -3.6758 2820 -G423 .G

<10 0.9596 0.0010 0.850¢ 0.0000 381.8000 6.10880 378.2600 3.5301 206.9 L7202 4

O asterisco () indica que o ponto € extremo de intervalo.
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Tabela 4.23: Calor de mistura do sistema etanol - dgua. Método Spline Estendido.
Ponto Fracao molar  Calor de  Calor de Desvic Primeira  Segunda
experi- molar mistura mistura absoluto derivada  derivada
mental etanol ajustado

+ 1 0.0132 2264.7000 2271.5026  -6.8026 -905.5 -138229.6
2 0.0172 2271.6000 2266.7892 48108  -1447.6 -132822]
3 0.0367 2220.5000 2214.9791 55200  -3780.6 -10G460.8
4 0.0772 1984.8000 1989.5212 -4.7212  -608386 -51710.3

* b 0.1442 1474.0000 1473.3240 0.6760  -7413.9 JB8G4.7

6

7

0.2288 974.8000  973.8267 0.9733  -4528.9 29339.1

* 0.2861 763.3000  758.9563 4.3437 -3032.6 228874
8 0.3366 619.3000 630.2061 -10.9061 -2161.3 11619.8

* 9 0.3468 610.1000  608.7261 1.3739  -2054 .4 9343.9
10 0.4018 514.2000  509.1998 5.0002  -1576.9 8016.6
*]11 0.6008 324.4000  322.4246 1.9754 -459.5 32142
12 0.7180 294 4000  293.0073 1.2927 -22.4 42439
13 0.7314 283.0000  293.0914 -10.0914 35.2 4361.6
+14 0.8070 318.5006  308.8521 36479 390.1 25,8
15 0.8684 336.0000  339.1185 -3.1185 o444 ~0.4
16 (0.8774 353.3000  344.0078 9.2922 541.0 -737.2
17 (.8807 236.9000  345.7887  -B.BBEY 538.2 -10G7.3
18 0.9487 371.9000  375.7651  -3.8651 280.4 -6573.8
19 0.9596 381.8000 378.4133 3.3867 203.9 -7466.0

O asterisco{+) indica que o ponto é extremo de intervalo.

A Tabela 4.24 compara os valores obtidos para as funcoes de minimizacao de
ambos os métodos. Como ji comentado, o Método Modificado {oi apenas levemente
superior.

A Figura 4.10 mostra os dados do calor de mistura do sistema etanol - agua.
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Tabela 4.24: Comparacao entre as funcoes de minimizacao do calor de mistura do
sistema etanol - dgua.

Método Func¢ao objetiva de minimizacao para
do calor de mistura do sistema etanol - dgua.
Método Spline Modificado 5 = 8.23699
(Tabela 4.22)
Método Spline Estendido E = 8.55
(Tabela 4.23)
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Figura 4.10: Calor de mistura do sistema etanol - dgua.
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4.6 Conclusao

O Método Spline Modificado mostrou ser um excelente método de ajuste de curvas
guando aplicado aos dados termodinamicos estudados neste trabaltho. Ele mostrou-se
adequado em todos os casos.

Como esperado pela teoria, o Método Modificado foi superior ao Método Es-
tendido em todas as situac¢oes, sendo que para diversos conjuntos de dados a sua su-
perioridade foi marcante, apresentando resultados condizentes com os de equagoes que
representam fielmente o fenémeno estudado, e nao com um método de interpolagio,
como é o Método Spline.

Notou-se que para trés conjuntos de dados: o diagrama T versus x da mistura
acetonitrila - dgua e o calor de mistura dos sistemas etanol — dgua e metanol - dgua o
desempenho do Método Modificado foi apenas levemente superior.

Foi possivel, a partir destes estudos, criar algumas regras praticas que facilitam
bastante o estudo de cada caso. Os passos a serem {omados devem ser 0s seguintes:

o Plotar inicialmente os pontos utilizando o Método Spline puro e observar onde
ocorrem os eventuais pontos de inflexoes e jocalizar os pontos experimentais proximos.

¢ Estudar arranjos utilizando o menor niimero possivel de pontos por intervalo (Lrés
pontos, no maximo, quatro}.

o Caso persistam pontos de inflexao, deve-se analisar no grafico do Método Spline
puro quais pontos que causam singularidade como, por exemplo, pontos experi-
mentais préximos e pontos que fogem da tendéncia da curva formada pelos pontos
experimentais. Normalmente, colocando-se estes pontos experimentais como pon-
tos internos do intervalo, as inflexdes desaparecem.

¢ Escolher dentre os arranjos que ajustam coerentemente o fenomeno estudado qual
representa o melhor ajuste estatistico {menor valor de S da equagao (3.1)).
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Conclusao

O Método Sphine Modificado mostrou-se adequado quandeo aplicado ao ajusie de dados
termodinamicos, proporcionando 6timos ajustes em todos os casos estudados.

Cormno esperado, o desempenho do Método Modificado foi superior ao Méwodo
Spline Estendido. Devido ao Método Modificado levar em consideragao os erros ex-
perimentais das varidveis envolvidas, o estudo do problema fica muito mais préximo
da realidade. Em trés casos os dois métodos forneceram resultados proximos sob o
ponto de vista estatistico, mas sempre com um melhor desempenho do Método Spline
Modificado.

Com este novo tratamento, o ajuste pelo Método Spline a dados termodinamicos
representou muito mais do que um simples método de interpolagao, pois mostrou resul-
tados condizentes com os de equagoes que representam fielmente o fenomeno estudado.
Os conjuntos de dados escolhidos sao dificeis de serem ajustados, mostrando o grande
potencial de aplicacao do Método Medificado.

Os autores esperam que o método seja aplicado a diversos tipos de curvas de
duas variaveis, pois eles tém a expectativa de que o desempenho do método seja ade-
quado a um grande numero de fenémenos fisicos que envolvem duas varidveis. Com o
Método Modificado ¢ possivel, além de realizar interpolagoes, calcular valores da pri-
meira e segunda derivada da funcao em qualquer ponto do conjunto de dados.

A escolha dos intervalos, que é arbitraria, segue algumas regras praticas como
mostrado na secao 4.6, facilitando assim o trabalho inicial de utilizagao do méirodo.

Como o desempenho do Método Modificado € diretamente ligado a acuracidade
da determinacao dos ponios experimentais, ressente-se em alguns casos de algum critério
estatistico eficiente que descarte com seguranca pontos mal obtidos experimentalmente.
Isto seria aplicado nao somente ao Método Modificado, mas a todos os métodos de

79
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ajuste de curvas.

Uma sugestao que teria grande utilidade para o meio cientifico seria uma ex-
tensao deste trabalho para o ajuste de curvas envolvendo uma variavel independente ¢
duas varidveis dependentes. Neste caso acrescentar-se-ia mais um conjunto de restri¢oes
de alisamento e outro de restricoes de convergéncia para a nova variavel dependente.
o que aumentaria a dimensao da matriz de resolugao do sistema nao linear do Método
Spline Modificado para 5N + 6K + 1.



Apéndice 1

Neste apéndice é apresentado o programa em BASIC - PLUS - II {eito para o compu-
tador Mainframe Vax.

5 MARGIN 132

10 REM - Programa de ajuste de curvas pelo metodo Spline -

15 OPTION TYPE=REAL,SIZE=REAL DOUBLE

16 DECLARE STRING INICID,ES1,ES2,ES3,CURVA,ABSC,ORDE,ES4,ESS,ES6,ES7 ,ESB

20 REM - MAXPLIN1

21 REM - ENTRADA DE DADOS -

22 PRINT "Este programa pode ajustar dades experimentais por 3 metodos:"

23 PRINTA\PRINT\PRINT "Metodo spline;"

24 PRINT "Metodo spline acoplade ao metedo dos minimos quadrados;"

25 PRINT "Metodo spline acoplade ao metodo da maxima verossimilhanca."\PRINT\PRINT\PRIKT
26 INPUT "Voce deseja ajustar seus dados por aigum(s) dos metodos acima?";inicio$

40 INPUT "Qual o numero de pontos a serem ajustados™;N

50 INPUT "Qual o numero de pontos extremos de intervalos”;LL

51 INPUT "{Qual e a curva que esta sendo ajustada?";curva$

62 INPUT "0 que temos na abscissa?";absc$

53 INPUT "0 que temos na ordenada?";orde$

60 Z=3=(LL+N)-2\Z1=2+1

70 DIM X(N),Y(N),L{N) P(LL) ,F(Z),ALF(E) DPX(N).DPY(N),DX(N) ,FEE$(N) ,DPXX(N),CSP(N).CMQ{LL) .CMV(L
90 DIM A(Z,Z1),P1(N},C1(N),A1(N) PDF(N), SDF(N),DY(N),X1(N),Y1(N) ,LAMB(N) ,DPYY(N) K ASP(N).AMQ(LL),
100 REM - Entrada deos pontos a serem ajustados

110 REM

120 FOR ¥=1 TO N

130 INPUT X(I),Y(I)

140 X1{(I)=X(II\Y1(D)=Y(I)

150 NEXT I

160 REM - Entrada dos extremos de intervalos -

170 FOR I=% TO LL

81
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180 IKPUT P(I)
160 NEXT 1
200 REM
210 INPUT "Voce deseja ajustar seus pontos pelo metodo spline (sim ou nao )?";ES1$
250 INPUT "Voce deseja ajustar seus pontos pelo metodo spline acoplade ac metodo
dos minimos quadrados { sim ou mnao )7";ES2%
260 INPUT "Voce deseja ajustar seus pontos pelo metodo spline acoplado ac metodo
da maxima verossimilhanca? (sim ou nao)}"; ES3%
261 REM
262 PRINT "0s dados da curva ";curva$\PRINT "serac ajustados pelos seguintes metodos:"\print\pri
263 LLL=LL-1\IF ES1$="SIM" THEN PRINT "Metodo spline."
264 IF ES2$="SIM" THEN PRINT "Metodo spline acopladc ac metodo dos minimos quadrados.”
265 IF ES3$="SIM" THEN PRINT "Metode spline acoplado aoc metodo da maxima verossimilhanca.®\PRINT
266 PRINT\PRINT\PRINT\PRINT "Numero de pontos experimentais= ";N;\PRINT\PRIRT
267 IF ES1$="SIM" THEN NS=N-1
PRINT "Numero de intervalos para o metodo spline= " ;NS
PRINT\PRINT
END IF
268 IF ES2$="SIM" OR ES3$="SIM" THEN PRINT “"Numerc de intervalos para o metodo spline
acoplado ao metodo ";
269 IF ES2%$="SIM" THEN PRINT "dos minimos quadrados";\IF ES3§="SIM" THEN PRINT "
ou ao *;
27¢ IF ES3$="SIM" THEN PRINT "metodo da maxima verossimilhanca®:
271 PRINT " =" LLL\PRINT .
272 PRINT "Na abscissa (x) temos a variavel ";absc$\PRINT
273 PRINT "Na ordenada (y) temos a variavel ";orde$\PRINT\PRINTAPRINT\PRINT
274 PRINT "Na tabela de respostas X(I) e Y(I) representam os pontos experimentais."”
275 PRINT "XC(I) e YC(I) representam os pontos calculados.”
276 PRINT "DX e DY saoc os desvios absolutos das variaveis x e y entre o valor cal-
culade e ¢ experimental."
277 PRINT "PDF(I) e SDF(I) sao respectivamente a primeira e a segunda derivada da
funcac no pento."
278 PRINT "S2 e a funcao de verossimilhanca, Sx2 e Sy2 sao as contribuicoes das va-
riaveis x e y"
279 PRINT "Rg e o coeficiente de correlacao global da curva. Rx e Ry sao os coe-
ficientes de correlacac das variaveis x e y"\PRINT
280 IF ES1$="siIM" THEN GOSUB 1500
GOSUB 10000
END IF



Apendice ]

282
285
287
200
296
297
208
299
300
310
330
345
360
370
380
390
450
460
470
472
475
476
478
479
480
490
500
510
520
525
530
540
542
544
548
550
663
bbb
1513

FOR I=1 0 N

CSP(I)=F(ID\ASP(I)=Y(1)

NEXT 1

GOSUB 9000

REM - Entrada dos valores de desvic padrao de Y
FOR I=1 TD N

INPUT DPY(I)

DPY(I)=DPY(I)+DPY(I)}

NEXT I

IF ES2$="NAD* GOTO 510

N1=3=LL+2+N-2

GOSUB 2000

GOSUB 10000

FOR I=1 TO LL-2

LAMB(1+1)=F(2+LL+N+I)

NEXT 1

FOR I=1 TO LL

A1(I)=F (INC1{I)=F (LL+I)\AMY (1) =A1 (II\CMQ(I)=C1 (1)
NEXT 1 :
FOR I=1 TO N

ALF(I)=F(2*LL+I)

Y1(I)=F(3+LL+N+I-2)

NEXT 1

GOSUB 6000

GOSUB 7000

GOSUB 9000

REM

IF ES3%="NAO" GOTD 689

IF ES2$="SIM" GOTO 555

GOSUB 1000

Ni=LL

GOSUB 10000

FOR I=1 TO LL

CL{I)=FII\A(D)=Y1(P(1))

NEXT I

GOSUB 8000

REM - Entrada dos valores de desvio padrao de X
FOR ¥I=1 TO N

INPUT DPX{(I)
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566 DPX(I)=DPX{1)+DPX(I)
567 NEXT 1
570 FOR 1=1 TC N
571 ALF(1)=0\LAMB(I)=1
b72 NEXT I
573 N1=3={LL+N)-2
575 GOSUB 2000
580 GOSUB 3000
60C GOSUB 10000
610 GOSUB 4000
630 ITER=ITER+1
640 IF ITER>20 THEN PRINT "0 PROGRAMA NAG CONVERGIU EM 20 ITERACOES"
GOSUB 6000
GOSUB 7000
GOTO 11000
END IF
650 IF CONVER=0 THEN GOSUB 6000
GOSUB 7000
FOR I=1 TO LL
CMV(I)=C1 (I)\AMV(1)=41(1)
NEXT I
PRINT\PRINT\PRINT "D programa convergiu em"iter;"iteracoes"
PRINT\PRINT\PRINT
END IF
660 IF CONVER=1 THEK GOSUB 9000
GOTD b75
. END 1IF
661 INPUT "4 funcao que voce esta calculando e um diagrama Y x X de uma mistura aze-
otropica (sim ou nao)";ES4$
662 IF ES4$="5IM" THEN GOSUB 5000
PRINT "0 ponte de azeotropia ocorre quanrdoe x= *;XA\PRINT\PRINT
end if
665 PRINT "Voce deseja interpolar algum valor para a variavel X ou y por algum dos
metodos calculados (gim ou mnaoc)";
666 INPUT ES5$
667 IF ESB$="NAO" GOTO 689
668 IF ES5$="SIM" THEN PRINT "(ual e o metodo que voce deseja utilizar para interpolar:"®
PRIKT "spline puro=sp"
PRINT "epline com minimos quadrados=sm"



Apéndice ] 5

6870
673

674

675

676

689

69C

reta
100C
1010
1020
1030
1040
1080
1060
1100
1110

PRINT "spline com maxima verossimilhanca=sy"
INPUT ES6$
END IF
PRINT "Se voce deseja algum valor para x digite x. Para y digite y";\INPUT ES7$
IF ES78="X" THEN INPUT "Qual e o valor de x";VARX
GOSUB 8000
PRINT "para x*= ";VARX;\PRINT "* f(x)= ";SOLY
PRINT
PRINT
END IF
IF ES7%="Y¥" THEN INPUT "Qual e o valor de Y";VARY
GOSUB B0OO
PRINT "para y= ";VARY:\PRINT " x= ";XA
PRINT
PRINT
END IF
INPUT "voce deseja interpolar mais algum valer (sim ou nac)";ESB$
IF ES8$="SIM" GOTO 668
IF ES2$="SIM" GOTC 11000
PRINT "Ds pontos nao foram ajustados. Execute o programa novamente e siga cor-
mente as instrucoes."\GOTO 11000
REM - subroutine para a estimativa de C(I) pelo metodo spline
REM - estimativa de €
FOR I=2 TO LL
L(D)=x(P(1))-X(P(I-1))
NEXT 1
U=LL+1
FOR I=2 TO LL-1
A(T,1-1)=L(I}/6
AT, D)=(L{I)+L(I+1))/3

1120 A(I,I+41)=L(I+1)/6

1130
1140
1150
1160
1500
1510
1520
1530

ACT,UX=(Y(P(I+1)}-Y(P(I)))/L(I+1)}-(Y(P(I))-Y(P(I-1)})/L(T)
NEXT I

ACL, 1Y=1N\AQL, 2)=-1IN\A(I+1, 1)=1\A(I+1,1+1)=-1

RETURN

REM - Bubroutine para ajuste pelo metodo spline

FOR 1I=2 TO N

L(I)=X(I)-X(I-1)

KEXT 1
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1540 Ni=M\U=N+1

1560 FOR I=2 TO N-%

1560 A(I,I-1)=L(E})/6

1570 A(I,1)=(L(I)+L(I+1)}/3

1580 £(1,I+1)=L{1+1)/6

1500 A(I,U)=(Y(I+1)-Y{(D))/L(I+1)~-(Y(I)-¥Y(I-1))/L(1)
1600 NEXT I

1610 A(1,1)=1\A(1,2)=-1\A(N,N-1)=1\A{N ,N)=-1

1620 RETURN

2000 REM Subroutine para o calculo dos parametros ajustando-se com minimos quadrades
2001 VARIMP=1

2002 REM - Calculo dos intervalos

2004 FOR I=2 TO LL

2006 L(I)=X1(P(I))-X1(P(I-1))

2008 NEXT I

2010 REM Matriz Fa e Fat

2020 FOR I=1 TO LL-1

2030 FOR K=P(I) TD P(I+1)-1

2040 V=2xLL+K

2060 A(I,V)=(X1(K)-X1(P(I)}))/L(I+1)-1

2062 A(V,I+1)=-(X1(K)-X1(P(I)))/L(I+1)

2070 A(V,I)=A(I,V)\A(I+1,V)=A(V, I+1)

2075 NEXT K

2080 NEXT 1

2085 A{2:LL+N,LL)=-1\A(LL,2xLL+N)=-1

2000 REM Matriz Fc e Fct

2100 FOR I=1 TO LL-1

2110 FOR X=P(I) TO P(I+1)-1

2120 V=2LL+K\W=LL+I

2130 AW, V)=(X1{(X)-X1(P(I)))*+3/(6xL(I+1))- (X1 (K)~-X1(P(I)))#+2/2+L(I+1)= (X1 (K)}-X1(P(1))}/3
2152 A(V,W+1)=- (X1 (K)-X1(P(1) ) =3/ (6L (I+1))4L{I+1)=(X1(K)-X1{(P(1))]} /6
2160 AV W)=A(W, V\A(W+1 V)=A(V W+1)

2170 NEXT K

2180 NEXT 1

29220 REM - Matriz das restricoes devide a continuidade

2230 REM - Derivadas em relacao a A
2240 FOR I=2 TO LL-{

2250 V=2:LL+N+I-1

2270 A(V,I-1)=-1/L{IX\A{I-1,V3=A(V I-1)
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2280
2290
2300
2400
2410
2420
2440
2450
2460
2470
2500
2510
2520
2530
2540
2545
2550
2700
3000
3001
3002
30056
3007
3010
3020
3030
3040
3080
3060
3070
3080
3083
3087
3080
3100
3110
3120
3130
3140

r.

AV, D) =1/L{I)+1/L{I+1\A(T, V)=A(V I}
A(V,I+1)=-1/L(T+1)\A(I+1,V)=A(V, 1+1)

NEXT I

REM - Derivadas em relacao a C

FOR I=2 TO LL-1%

V=2:LL+N+1~1\W=LL+I

AV, W-1)=L(I)/6\A{W-1,V)=A(V W-1)

AV, W)=(L(IY+L(I+1)}/3\A (W, V) =A(V W)

AV, W+1)=L(I+1)/6\A(W+1,V)=4(V W+1)

NEXT I

REM - Montagem da matrizes identidade, DPY e vetor forca
FOR I=1 TO N

W=3xLL+N+1-2\U=2=LL+]

AW . W)=1\A(U,W)=1

&4(W,U)=1\IF DPY(I)=0 THEN A(W.U}=0

AW, N1+1)=Y(I)

NEXT 1

RETURN

REM - Subroutine que contem os parametros da maxima verossimilhanca
VARIMP=2

FOR I=t TO N1

A(I,N1+1)=0

NEXT I

REM - Montagem da matriz @Fax*alfa

FOR I=1 TD LL-1

FOR K=P(I) TO P{I+1)-1

V=3=LL+2=N+K-2

A(T,V)=1/L(I+1)=ALF(ED\A(V, I)=A(T,V)=DPX(K)
A(I+1,V)=-1/L{I+1)=ALF(KI\A(V,T+1)=A(TI+1,V)=DPX(K)

NEXT K

REXT 1

A(I,V+1)=1/L(LL)*ALF(N)\A(V+1.I)=A(I,V+1)*DPX(N)
A{I+1,V+1)=-1/L(LL)Y=ALF (N)\A(V+1  I+1)=A(1+1,V+1}=DPX(K)
REM - Montagem da matriz @Fcx»alfa

FOR I=1 TO LL-1

FOR K=P(I) TD P{I+1)-t

V=3=LL+2+N+K-2\W=LL+1

AW, VI=(1/725 (X1 (X) -X1(PCI) ) )y =+2/L(1+1) - (X1(K}-X1(P(1)))+L(I+41)/3)=ALF(K)
AV, W)=A(W,V)=DPX(K)
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3150
3160
3170
3180
3183
3187
3190
3200
3210
3220
3230
(a1(
3240
3250
3260
3264
3267
3270
3280
3290
3300
3310
3320
3340
3345
3346
3347
3348
3349
3350
3360
3370
3380
3390
3400
3410
3420
3430
3440

.
w

AW+1,¥)=(-1/2+(X1 (K)-X1(P(E)})++2/L{I+1)+L(1+1}/6) «ALF (K)
A(V W+1)=A(W+1,V)=DPX(K)

NEXT K

NEXT I

A(W,V+1)=-L(LL) *ALF (N) /6\A(V+1 ,W)=A(W V+1)+DPX(N)

A(W+1,V4+1)=-L(LL) *ALF(N) /3\A(V+1 ,w+1)=A(W+1,V+1)*DPX(N)
REM - Montagem das matrizes somatorias xFx e Fx

FOR I=1 TD LL-%

FOR K=P(I} TO P(I+1)-1

W=2+LL+E\U=3xLL+2+N+K-2

AW, 0D =-(C1{I+1)-C1 (D))« (X1 {K)-X1(P(1)) )+x2/(2+L(I+1))-C1(I) = (X1 (K)-X1(P(1)))~
I+1)-A1 (D)) /L(I+1)+(C1(T+1)+2+C1{I) }*L(1+1)/6

AU W)=A(W,U)=DPX(K)

NEXT K

NEXT I
A(W+1,U41)=-L{LL)*(C1(I)/6+C1{I+1)/3)-(A1(I+1)-A1(1))/L(LL}
A(U+1 W+1)=a(W+1,U+1)=DPX(N)

REM - Montagem da matriz derivada da somatoria xFx*alfa
FOR I=1 TO LL-1

FOR K=P(I) TO P{I+1)-1

V=35LL+2xN+K~2
ACV,V)=1+DPX(K)*ALF(X)* (- (C1(I+1)-C1(I) )= (X1 (K)-X1{(P(I)))/L(I+1)}-C1(I))}
NEXT K

NEXT I

A(V+1 V4+1)=1-ALF(N)»>DPX(N)*C1(I+1)

FOR I=1 TO N

W=3+LL+N+I-2\U=2+LL+1

A{W,U)=DPPY(T)

KEXT I

REM - Vetor forca

FOR I=1 TO LL

FOR J=1 TD N

V=2+LL+ \W=LL+1

ACT Ni+1)=A(CT, Ni+1)+A(T, V)=ALF(J)

AW, N1+1)=A(W, B1+1)+A(W, V)=ALF(J)

NEXT J

FOR 3=1 TO LL-2

V=2+LL+N+J\W=LL+I

ACT N1+1)=A(T ,N141)+A(I,V)=LAMB{J+1)
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3450
3460
3470
3480
3490
3500
3510
3520
35630
3540
3550
3560
3570
3580
3590
3600
3610
3620
3630
3640
3645
3650
3660
3670
3875
3680
3685
3690
3695
3700
4000
4010
4050
4055

4060
4065

AW, N1+41)=A(W,N1+1)+A(W,V)*LAMB(J+1)
NEXT J

NEXT I

REM

FOR I=1 TO N

FOR J=1 TO LL

V=2+LL+I\W=LL+J

AV, N1+1)=A(V, N1+1)+A(V, ) =21 () +A(V W) =C1(T)
NEXT J

AV, N1+1)=A(V, N1+1)+Y1(I)

NEXT I

REM

FOR I=1 TO LL-2

FOR J=1 TO LL

V=2+LL+N+I\W=LL+J]

AV N1+1)=A(V, N1+1)+A(V, 1) A1 (1) +A(V, W) =C1(J)

NEXT J

NEXT 1

REM

FOR I=1 TO LL-}

FOR K=P(I) TO P(I+1)

V=3=LL+N+K-2\W=V+N

AOW. N1+1)=A(W, 2=«LL+K)}=ALF (K)+X1 (K) -X(K)

A(V,H1+1)=Y1(K)-Y(K) +ALF (K) #DPY(K)

NEXT K

NEXT 1

FOR I=1 TO N1

A(I,N1+1)=-A(T ,N1+1>

NEXT 1

RETURN

REM - SBubroutine para a convergencia do metodo maxpline

ET=10%~-3\CONVER=0

FOR I=1 TO LL

IF A1(I)=0 THEN CONVER=1 UNLESS ABS(F{(I))<ET*ET
ELSE CONVER=1 UNLESS ABS(F(I))<ET+ABS(A1(1})

END TIF

AL(I)=F(I)+A1(IX\IF ABS(A1(I))<10++-8 THEN A1(1)=0

IF C1(I)=0 THEN CONVER=1 UNLESS ABS(F(LL+I))<ET=ET
ELSE CONVER=1 UNLESS ABS(F(LL+I})<ET*ABS(C1(I))
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END IF
4070 C1(I)=F(LL+1)+C1(II\IF ABS(C1(I))<10==-8 THEN C1(I)=0
4080 NEXT 1
4100 FOR I=1 TO LL-2
4110 V=2:LL4+N+1
4115 IF LAMB(I+1)=0 THEN CDNVER=1 UNLESS ABS(F(V))<ET+ET
ELSE CONVER=1 UNLESS ABS(F{(V))<ET*ABS(LAMB(I+1))
END IF
4120 LAMB(I+1)=F(V)+LAMB{I+1)\IF ABS(LAMB(I+1))}<10%%-8 THEN LAMB(I+1)=0
4130 NEXT I
4140 FOR I=1 TO N
4150 V=2xLL+I\W=3+*LL+N+I-2\U=W+N
4155 IF ALF(I)=0 THEN CONVER=1 UNLESS ABS(F(V))<ET+ET
ELSE CONVER=1 UNLESS ABS(F(V))<ET*ABS(ALF(I))
END IF
4160 ALF(I)=F(V)+ALF(IX\TF ABS(ALF(I))<10%%-8 THEN ALF(I)=0
4165 IF Y1(I)=0 THEN CONVEK=1 UNLESS ABS(F(W))<ET=ET
ELSE CONVER=1 UNLESS ABS(F(W))<ET=ABS(Y1(I))
END IF
4170 Y1(I)=F(W)+Y1{I)\IF ABS(¥1(1))<10==-8 THEN Y1(I}=0
4175 IF X1(I)=0 THEN CONVER=1 UNLESS ABS(F(U))<ET+ET
ELSE CONVER=1 UNLESS ABS(F{U))<ET+ABS(X1(I))
END IF
4180 X1(I)=F(W)+X1(I)\IF ABS(X1(I))<10%+-8 THEN X1(I)=0
4185 XMV(1)=X1(I}
4190 NEXT 1
4200 RETURN
5000 REM Subroutine para determinar o ponteo de azeotropia
BO10 X&=.7\K=1
5020 FOR I=2 TO LL-1
5030 IF X{(P(I)}}<XA THEN K=I
5040 NEXT I
5050 FA=XA+(C1(K)-C1(K+1))*(XA-X1(P(K))}) =3/ {6sL(K+1))-C1{K) = (XA-X1 (P(K))) #*2/2+ ((A1(K)-
A (E+1)) /L{K+1)+(C1(K+1)+2xC1(K) )*L(K+1) /6) + (XA-X1{P{K})) - A1 (¥}
5060 FAD=1+(C1(K)-C1(K+1))=(XA-X1(P(X))) =2/ (2+L{K+1))-C1 {(K)=(XA-X1(P(K)))+{{A1(K)-
A1(K+1)) /L(E+1)+{C1(K+1)42%C1(X) )*L(K+1)/6)
5070 XN=XA
5080 XA=XA-FA/FAD
5000 IF ABS({(XN-XA)/X#)>10E-6 GGTO 50620



Apéndice ! 91

5100 RETURE
6000 REM - Subroutine para o calculo das funcoes estatisticas
6010 XM=0\YM=D\RXM=0\RYM=O\RT=0\SX=0\5Y=0\RXD=0\RYD=0\RX=0\RY=0\STOTAL=0
6035 FOR I=1 TO X
6038 DPXX(I)=(DPX(I)**0.5)\DPYY(I)=(DPY(I)#*%0.5)
6037 NEXT I
6040 FOR I=2 TO LL
6050 FOR K=P{1-1) TO P(I)
6060 DX (K)=X(K)-X1(K)
6070 DY(K)=Y(¥)-YI1(K)
6080 PDF(X)=-C1(1-1)/(2+L{I))=((X1(P(I)}-X1(K))=**2)+C1(I)/(2+L(I))=((X1(X)-X1(P(I-
1)))#x2)4(C1{I-1)-C1(D) ) /6=L (1) + (AL (1) -41(1-1))/L(I)
6090 SDF(K)=C1(I-1)}+(X1(P(I1))-X1(K))/L{I)+C1(T)={X1(K)-X1{P(T1-1)))/L(I)
6100 NEXT K\NEXT 1
6170 FOR I=1 TO N
61756 XM=XM+X{I)\YM=YM+Y(I)
6180 IF DPX(I)>0 THEN SX=SX+(X(I)-X1(I))==2/DPX(I)/2
6185 IF VARIMP=2 THEN SY=SY+(Y(I)-Y1(I))=*2/(2+DPY(I)) UKLESS DPY(I)=0
ELSE SY=8Y+(Y(I)-Y1(I))=x2/2
END IF
6187 STDTAL=SX+SY
6190 NEXT I
6161 XM=XM/N\YM=YM/N
6192 FOR I=1 TO N _
6193 SYC=SYC+(Y(I)-Y1(1))=%2/(2=DPY(I}} UNLESS DPY(I)=0
6104 NEXT I
6200 FOR I=1 TO X
6205 IF VARIMP=1 THEN RXM=RXM+(X1(I)-XM)*%32
RXD=RXD+ (X (I)-XM)*=2
6210 IF VARIMP=2 THEN RXM=RXM+Xt (I)%x2
RXD=RXD+X (1) %2
END IF
6220 IF VARIMP=1 THEN RYM=RYM+(Y1(I}-YM)x*%2
RYD=RYD+(Y{I)-YM)*=2
END IF
6222 IF VARIMP=2 THEN RYM=RYM+Y1(I)}*Y1(I)
RYD=RYD+Y(I)*Y (1)
END IF
6230 NEXT I
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6232 IF RYD>0 THEN RY=RYM/RYD

6237 IF RXD>0 THEN RX=RXM/RXD

6240 RT=RX*RY

6250 RX=RX*+, K b\RY=RY#* B\RT=RT*=* .5

6300 RETURN

7000 REM - Subroutine para a impressao dos resultados.

7005 FOR I=1 TO N

7010 FEE$(I)=* "

7015 NEXT I

7020 FOR I=1 TO LL

7025 FEE$(P(I))="="

7030 NEXT I

7031 PRINT\PRINT\PRINT "As respostas pelo metedo spline *;

7032 IF VARIMP=1 THEN PRINT "acoplado ac metodo dos minimos quadrados";
7033 IF VARIMP=2 THEN PRINT "acoplade ao metodo da maxima verossimilhanca";
7034 PRINT " fornece os seguintes"\PRINT "valores para a ";curva$\PRINT\PRINT

7130 PRINT " I ";* X(I)  ":;\IF VARIMP=2 THEN PRINT *  DPX(I) ™:v Xc(D)
" DX "

7132 PRINT * (1) ";\IF VARIMP=2 THEN PRINT " DPY(I) *;

7133 PRINT © YC(I) """ DY o PDF " SDF "\PRINT

7140 FOR I=1 TO H

7150 PRINT FEE$(I);\PRINT USING "##";1;\PRINT USING " # . ###8"  X(I) :\IF VA-
RIMP=2 THEN PRINT USING"  ####. ####" DPXX(I);

7152 IF VARIMP=2 THEN PRINT USING" # w##¥" X1(I);\IF VARIMP=2 THEN PRINT USING
" e R DX(I);

7155 PRINT USING * prugen #4448 " ¥Y(1)\IF VARIMP=2 THEN PRINT USING"  #### #####";DPYY(I);
7156 PRINT USING " #w#### ###4",Y1(I);\PRINT USING * ## _guran DY(1);

\PRINT USING "######## 4 *;PDF(L);\PRINT USING "##t#s##itss #" SDF(I)

7160 NEXT I

7192 PRINT\PRINT "0 asterisco (*) indica que o ponto e extremo de intervalo."\PRINT\PRINT
7200 PRIKT "A funcac de minimizacao 852 =";\IF VARIMP=2 THEN PRINT "5x2 +";

7205 PRINT " Sy2 fornece o seguinte resultado :"\PRINT

7210 PRINT "82 =";\IF VARIMP=2 THEN PRIRT SX;"+";

7220 PRINT SY;\IF VARIMP=2 THEN PRINT " = ";STOTAL

7225 IF VARIMP=1 THEN PRINT " S comp =";5YC

7230 FOR I=1 TO W

7240 PRINT DPY(I)

7250 NEXT 1

7370 RETURN
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8000 REM Bubroutine para interpolacao

8010 IF ES6$="SP" THEN

EKD IF
8020 IF ES68%="SM" THEN

END IF
8030 IF ES6$="SV" THEN

END TF

FOR I=1 TO X
X1(I)=X(1)

A1(I)=ASP(I)

C1(I1)=CSP(I)

P1(1)=1

L{I)=X(P1(I))-X(P1(I-1)) UNLESS I=1
NEXT I

PRINT "Pelo metodo spline puro,";
NL=N

FOR I=1 TD LL

X1 (P(I))=X(P(I))

A1(D)=AMQ(I)

C1(I)=CMQ(I)

P1(I)=P(I)

L(I)=X{(P1(I))-X(P1(I-1)) UNLESS I=1

NEXT I

NL=LL

PRINT "Pelo metodo spline + min quadrados,";

FOR I=1 TO LL

X1{(P(D))=xMV(P(1))

A1 (T)=AMV(I)

C1(I)=CMV(I)

P1(I1)=P(1)}

L{1)=X1(P1(1))-X1(P1(I-1)) UNLESS I=1

NEXT 1

NL=LL

PRINT "Pelo metodo spline + max verossimilhanca,";

8040 IF ES7§="X" GOTO 8070

8050 IF ES78$="Y" GOTO 8140

8060 REM Calculo para interpolacao em X

8070 IF VARX<X(1) OR VARX>X(N) THEN PRINT "0 sev ponto esta fora do intervalo de

ajuste™

extrapolacoes"
END IF

PRINT "D metodo spline nao e aconselhavel para
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BOBO K=1

8090 FOR I=2 TD NL-1

8100 IF X(P1(I))<VARX THEN K=1

8110 NEXT 1

8120 SOLY=(-C1(K}+C1(K+1))*(VARX-X1(P1(K)))}**3/(6+L{K+1))+C1(X)*(VARX-X1(P1(K)))=22/2-
((AT(K)-A1(K+1))/L(K+1)+(C1(K+1)+2xC1 (X)) +L(K+1)/6)* (VARX-X1 (P1(K)))+A1(K)

8125 GOTD 8280

8130 REM Caliculo para jinterpolacac em y

8140 YMIN=Y(1)\YMAX=Y(1)

8150 FOR I=2 TO K

8160 IF Y(I)<YMIN THEN YMIN=Y(I)

8170 IF Y(I)>YMAX THEN YMAX=Y(I}

8180 NEXT I

8160 IF VARY<YMIN DR VARY>YMAX THEN PRINT "Nao e possivel interpolar pois este va-
lor nao pertence a imagem da funcao"

8105 FOR I=1 TD NL-1

8196 FOR J=P1{(I)} TD P1{I+1)-1

8197 FUNC=(-C1{I1)+C1{I+1))* (X1 (D) -X1(P1(1)))=x3/(6+L(I+1))+C1 (D)= (X1{1)-X1 (P1{1)))+s2/2-
((A1{I)-A1(I+1))/L(I+1)+{C1(I+1)+2%C1 (I))=L(I+1)/6)=(X1(I)-X1(P1(1)))+A1(1)

8200 IF (VARY-FUNC)>0 THEW ¥=I

8203 NEXT J

8205 NEXT I

8208 XA=X(P1{K))\XN=XA

8240 FASVARY+(C1(K)-C1(K+1))=(XA-X1(P1{K)}))*x3/(6*L(K+1))-C1(K)*(XA-X1(P1(K)))*=2/2+({A1(K)-
AL(K+1) ) /L{E+1)+(CE(K+1)+2+C1(K) )=L{K+1}/6) * (XA-X1(P1{K)))-A1(X)

8260 FAD=(C1{K)-C1(K+1))=(XA-X1(P1(K)))++2/(2xL(K+1))-C1 (K)*(XA-X1(P1(K)}))+((A1(K)-
At (K+1))/L(K+1)+(C1(E+1)+2%C1(K) )+L(K+1) /6)

8260 XN=XA\XA=XA-FA/FAD

8270 IF ABS(XN-XA)>10%=-6 THEN GOTD 8240

8280 RETURN

8000 REM - Subroutine para zerar a matriz

9010 FOR I=1 TO N1

9020 FOR J=1 TO Ni+1

9030 A(I,I1)=0

9040 NEXT J

9050 NEXT I

9060 RETURN

10000 REM - SUBROUTINE PARA ELIMINACAO POR GAUSS

10010 FOR K=1 TO N1-1
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10020
10030
10040
10050

10070
10080

10170
10180
10190
10200
10210
10220
10230
10240
10250
10260
10270
10280
10280
10300
10310
10320
10330
10370
11000

A$="NAD"
PIVOT=A(X,K)
FOR 1=K TD Ni
IF ABS(A(I,K))>ABS(PIVOT) THER
PIVOT=A(I,K)
A$="SIM"
LINHA=I
ERD IF
NEXT 1
IF A$="SIM" THEN AUX2=A{LINHA,Ni+1)
A(LINHA ,N1+1)=8(K,N1+1)
ACK,N1+41)=AUX2
FOR I=1 TO Ni
AUX1=A(LINHA,I)
A(LINHA,I)=A(K.I)
A(K, I)Y=AUX1
NEXT 1
END IF
IF PIVOT=0 THEN PRINT "DETERMINANTE=0 NA LINHA ":X
FOR L=K+1 TG N1
FATOR=-A(L,K)/PIVDT
FOR C=K TD N1
A(L,C)=A(L,C)+A(X C}+FATOR
NEXT C
A{L,N1+1)=A(L Ni+1)+A(K,N1+1)=FATOR
NEXT L
NEXT K
F(N1)=A(N1,N1+1)/A(N1,N1)
FOR L=Ni-1 TD 1 STEP -1
SOMA=0
FOR C=N1 TO L+1 STEP -1
SOMA=SOMA+A(L,C)=F(C)
NEXT C
F(L)=(A(L,N1+1)-S0MA}/A(L,L)
NEXT L
RETURN
END

a5
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Este apéndice traz o programa em BASIC para microcomputadores da linha 1BM PC
e compativeis.

REM - Programa de ajuste de curvas pele metodo Spline -
REM - MAXPLINI
REM - EFTRADA DE DADOS -
PRINT "Este programa pode ajustar dados experimentais por 3 metodos:*
PRINT:PRINT:PRINT "Metodo spline;"
PRINT "Metodo spline acoplade ao metodo dos minimes quadrados;®
PRINT "Metodo spline acoplado ao metode da maxima verossimilhanca.":PRIRT:PRINT:PRINT
INPUT "Voce deseja ajustar seus dados por algum(s) dos metodos acima?®;inicio$
INPUT "Qual ¢ numero de pontos a serem ajustados”;N
INPUT "Qual o numero de pontes extremos de intervalos";LL
INPUT "Qual e a curva que esta sendo ajustada?";curva$
INPUT “0 que temos na abscissa?";absc$
INPUT "O que temos na ordenada?";orde§
2=3+{LL+N)-2:Z1=Z+1
DIM X(N) ,Y(N) ,L(XN},P(LL) ,F(Z) ,ALF(N) ,DPX(N} ,DPY(N) ,DX(N) .FEE${(N) ,DPXX(N) ,CSP(N).CMQ(LL),
DIM A(Z,Z1),P1(N),C1(N),A1(N),PDF(N),SDF(X) ,DY(N),X1{N),Y1(N),LAMB(LL) .DPYY(X) ,ASP{N) AM
REM - Entrada dos pontos a serenh ajustados
REM
FOR I=1 TO N
PRINT "X(";I,") , Y{(";I;")"
INPUT X(1),Y(I)
X1(1)=X(I1): Y1 (I}=Y(I)
NEXT I
REM - Entrada dos extremos de intervalos -
FOR I=1 TO LL
PRIHNT "Qual e o extremo de intervalo numeroc ";1

96
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INPUT P(I)
NEXT 1
REM
INPUT "Voce deseja ajustar seus pontos pelo metodo spline (sim ou nao )?":;ES1$
INPUT "Voce deseja ajustar seus pontos pelo metodo spline acoplado ao me-
todo dos minimos quadrados { sim ou nao )7";ES52%$
INPUT "Voce deseja ajustar seus pontos pelo metedo spline acoplado ac me-
todo da maxima verossimilhanca? (sim ou nao)"; ES3$
REM
WIDTH LPRINT 132
LPRINT "Os dados da curva ";curva$;
LPRINT "serao ajustados pelos segunintes metodes:":lprint:lprint
LLL=LL-1
IF ES1$="SIM" THEN LPRINT "Metodec spline."
IF ES2$="SIM" THEN LPRINT "Metodo spline acoplado ao metodo dos minimos guadrados.*®
IF ES3$="SIM" THEN LPRINT "Metodo spline acoplado ao metodo da maxima veressimilhanca. ":
LPRINT :LPRINT:LPRINT:LPRINT "Numero de pontos experimcntais= ";N;:LPRINT:LPRINT
IF ES1$="5IM" THEN
NS=N-1
LPRINT “Numero de intervalos para o metodo spline= ":N§
LPRINT:LPRINT
EXD IF
IF ES28="SIM" OR ES3$="SIM" THEN LPRINT "Numero de intervalos para o me-
todo spline acoplado ac metodo "
IF ES2$="SIM" THEN LPRINT "dos minimos gquadrados";
IF ES3$="SIM" AND ES2$="SIM" THEN LPRINT " ou aoc ";
IF ES3%$="SIM" THEN LPRINT "metodo da maxima verossimilhanca";
LPRINT " =";LLL:LPRINT
LPRINT "Na abscissa {x) temos a variavel "“;absc$:LPRINT
LPRINT "Na ordenadz (y) temos a variavel ";orde$:LPRINT:LPRINT:LPRINT:LPRINT
LPRINT "Na tabela de respostas X(I) e Y(I) representam os pontos experimentais.®
LPRINT "XC(I) e YC(I) representam os pontos calculados.”
LPRINT "DX e DY sao cos desvios absolutes das variaveis x e y entre o va-
lor calculado e ¢ experimental.”
LPRINT "PDF(I} e SDF(I) sao respectivamente a primeira e a segunda deri-
vada da funcao no peonto."
LPRINT "S2 e a funcao de verossimilhanca, Sx2 e 5y2 sao as contribuicoes

das variaveis x e y"
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LPRINT "Rg e ¢ coeficlente de correlacac global da curva. Rx e Ry sao os
coeficientes de correlacaec das variaveis x e y":LPRINT
IF ES1$="SIM" THEN

CALC=1
GDSUB 20
GOSUB 110
END IF
FOR I=1 TO N
CSP(I)=F(I1}:ASP(1)=Y(I)
NEXT I
GDSUB 100
CALC=1

REM - Entrada dos valores de desvio padrac de Y
CLS:PRINT "De os valores de desvio padrac para a variavel Y
FOR I=1 TO X
PRINT "DPY(" I;")"
INPUT DPy(I)
DPY(I)=DPY(I)+*DPY(I)
NEXT I
IF ES2$="NAO" GOTD 1
CALC=1
N1=3=LL+2+N-2
GOSUB 30
GOSUB 110
FOR I=1 TO LL-2
LAMB{I+1)=F{2+LL4N+1)
NEXT I
FOR I=1 TO LL
A(I)=F(I):C1{I)=F{LL+I): AMQ{I)=A1(I):CMQ(I)}=C1{I}
NEXT 1 '
FOR I-1 TO N
ALF(I)=F(2¥LL+1)
Y1(I)=F(3=LL+N+1-2)
NEXT 1
GOSUB 70
GOSUB 80
GOSUB 100
REM
1 IF ES3$="NaD" GOTOD 4
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IF ES2%="SIM" GOTD 2
GOSUB 10
N1=LL
GOSUB 110
FOR I=1 TO LL
CI(I)=F(I):A1(1)=Y1(P(1))
NEXT I
GOSUB 100
REM - Entrada des valores de desvic padrao de X
2 CLS:PRINT "Quais sao os valores de desvio padrac da variavel X
FOR I=1 TO K
PRINT "DPX(";I.")"
INPUT DPX(I)
DPX(1)=DPX{I)+DPX(1)

NEXT I

FOR I=1 TO N
ALF(I)=0
NEXT 1

N1=3= (LL+N)-2:CALC=1

3 GDSUB 30

GOSUB 40

GDSUB 110

GOSUB 50

ITER=ITER+1

GOSUB 70

LPRINT "ITERACAD NUMERO *;ITER
LPRINT "4 funcao de minimizacao S2=";
IF VARIMP=2 THEN LPRINT “Sx2 +";
LPRINT "Sy2 fornece o seguinte resultado :":LPRINT
LPRINT "82=";
IF VARIMP=2 THEN LPRINT SX;"+";
LPRINT SY:
IF VARIMP=2 THEN LPRINT * = ";STOTAL
IF ITER>20 THEN
LPRINT "O PROGRAMA NAD CONVERGIU EM 20 ITERACOES"
GOSUB 70
GOSUB 80
GOTO 120
END IF



Apéndice 2 100

IF CONVER=0 THEN
GOSUB 70
GOSUB 80
FOR 1=1 TO LL
CMV(I)=C1(I):AMV(I)=A1(I)
NEXT I
LPRINT:LPRINT:LPRINT "0 programa convergiu em",iter:"iteracoes"
LPRINT:LPRIKT:LPRINT
END TF
IF CONVER=1 THEN
GOSUB 100
GOTO 3
END TIF
4 IF CALC=0 THEN
CLS
LPRINT "Os pontos nao foram ajustados. Execute o programa
novamente e siga ceorretamente as instucves"
GOTO 120
END IF
CLS
INPUT "4 funcao gque voce esta calculando e um diagrama T x X de uma mis-
tura azeotropica (sim ou nao)";E54%$
IF ES4%="SIM" THEN
GOSUB 60

LPRINT "0 ponto de azeotropia ocorre quando x= ";XA:LPRINT:LPRINT

END TIF
PRINT "Voce deseja interpolar algum valor para a variavel » ou y por al-
gum dos metodos calculados (sim ou nao)";
INPUT ES5$
IF ESBE$="NAQ" GOTD 5
5 IF ES5$="SIM" THEN

PRIET "Qual e o metodo que voce deseja utilizar para interpolar:"

PRINT "spline puro=sp"
PRINT "spline com minimos quadrados=sm"
PRINT "spline com maxima verossimilhanca=gy"
INPUT ES6§
ELSE GOTD 120
END TF
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PRINT "Se voce deseja algum valor para x digite x. Para y digite y"; ' INPUT
EST$
IF ES7$="X" THEN
INPUT "Qual e o valor de x";VARX
GOSUB 90
LPRINT "para x= ";VARX;:LPRINT " {f(x)= ";SOLY
LPRINT
LPRINT
END IF
IF ES7$="Y" THEN
INPUT "Qual e o valor de Y":VARY
GOSUB 90
LPRINT "para y= "“;VARY,:LPRINT " x
LPRINT
LPRINT

" XA

END TIF
INPUT "Voce deseja interpolar mais algum valor {sim ou nao)"ES8$
IF ES8%="SIM" GOTD 5
GOTO 120
10 REM - subroutine para a estimativa de C(I) pele metodo spline
REM - estimativa de €
FOR 1=2 TO LL
L(1)=x(P(1))-X(P(I-1))
NEXT I
U=LL+1
FOR I=2 Td LL-1
AL I-1)=L(I)/6
AT, D =(L(1)+L(I+1})/3
A{I,1+1)=L(I+1)/6
AT, D)=(Y(P(I+1))-Y(P(I)))/L(I+1)-(Y(P(I))-Y(P(I-1)))/L{I)
NEXT I
A(1,1)=1:A(1,2)=-1:A(1+1,1)=1:A(T+1,1+1)=-1
RETURN
20 REM - Bubroutine para ajuste pelo metodo spline
FOR I=2 TO N
L{I)=X(I)-X{I-1I)
NEXT I
Ni=N:U=N+1
FOR I=2 TO N-1
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A(I,1-1)=L(I)/6
ACT,D)=(L(I)+L(1+41))/3
A(I,I+1)=L(I+1)/6
ACT,UY=(Y(I+1)-Y(I))/LCI+1)-(Y(I)-Y(I-1))}/L(I}
NEXT 1
A{1,1)=1:A01,2)=-1:4(N N-1)=1:A(N.N)=-1
RETURN
30 REM Subroutine para o caleculo dos parametros ajustando-se com minimos quadrados
VARIMP=1
REM - Calculo dos intervalos
FOR I=2 TO LL
L(I)=X1{(P(1))-X1(P(I-1))
NEXT I
REM Matriz Fa e Fat
FOR I=1 TO LL-1
FOR X=P(I) TO P(I+1)-t
V=2xLL+K
ACT.V)=(X1(K)-X1{P(I)))/L(I+1)-1
AV, I+1) =~ (X1 (K)-X1(P(1)))/L(1+1)
AV, D)=A(1,V):A(T+1,V)=A(V,I+1)
NEXT X
NEXT I
A(2<LL+N ,LL)=-1:A(LL,2+«LL+N)=-1
REM Matriz Fc e Fct
FOR I=1 T0 LL-1
FOR K=P(I) TO P{I+1)-1
V=25LL+K :W=LL+1
AW VI=(X1(K)Y-X1(P(1))) "3/(6+L(I+1))-(X1(K)-X1(PCI))) " 2/2+L{I+1)+ (X1 (K)-
X1{P(I))})/3
BV, W+1)=- (X1(K)-X1(P(I))) "3/ (6+L{I+1))+L{I+1)=(X1(X)-X1(P(1))) /6
AV W=A(W, V) A(W+1, WV)=2(V, W+1)
NEXT K
NEXT 1
REM - Matriz das restricoes devido a continuidade
REM - Derivadas em relacao a A
FOR I=2 TO LL-1
V=2=LL+H+1-1
A(V,I-1)=-1/L(1):A(I-1,V)=4(V . I-1)
AV, I}=1/L({1)+1/L(3+1) : AL, V)=A(V,I)
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40

AV, I+1)=-1/L(1+1) - A(TI+1,V)=A(V, I+1)
NEXT 1
REM - Derivadas em relacao a C

FOR I=2 TO LL-i

V=2+LL+N+1-1:W=LL+1

AV, W-1)=L(I1)/6:A(W-1,V)=A(V W-1)

AV W) =(L(I)+L(1+1))/3: AW, V)=A(V W)

AV WH+1)=L(T+3)/6: A(W+1,V)=A{V,W+1)

NEXT I
REM - Montagem da matrizes identidade, DPY e vetor forca
FOR I=1 TO N

W=3+LL+N+1-2:U=2=LL+1
AW, Wr=1:A(U,W=1
A(W,U)=1:IF DPY(I)=0 THEN A(W,U)=0
AW N1+1)=Y(I)
NEXT I
RETURN
REM - Subroutine gue contem os parametros da maxima verossimilhanca
VARIMP=2
FOR I=1 TO M1
A{(I.N1+41)=0
NEXT I
REM - Montagem da matriz @Faxwaliz
FOR I=1 T0 LL-1
FOR K=P(I) TO P(I+1)-1
V=3zLL+2xN+K-2
A{I,V)=1/L(T+1)=ALF(K) : A(V,I)=A(T,V}+DPX(K)
A(T+1,V)=-1/L(E+1)ALF(K) : A(V, I+1)=A(T+1,V) *DPX(X)
NEXT K
NEXT I
A{T,V+1)=1/L(LL)=ALF(X) : A(V+1 ,I)=A(I,V+1)=DPX(N)
A(I+1,V+1)=-1/L(LLY*ALF(N} :A(V+1,T+1)=A(I+1,V+1)=DPX(N}
REM - Montagem da matriz @Fcx=alia
FOR I=1 TO LL-1
FOR K=P(I) TO P(I+1)-1
V=3xLL+2xN+K-2:W=LL+1
AW,V =(1/2+(X1{K)-X1(P(I))})"2/L(1+1)- (X1 (K)}-X1 (P(I) ) )+L(1+1) /3) sALF(K)
AV, W)=A(W,V)=DPX(K)
A(W+1,V)=(-1/2x(X1(K) -X1(P(1))) "2/L(I+1}+L(I+1)/6)*ALF (K)
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AV, W+ =A(W+1 V) *DPX(K)
NEXT ¥
NEXT I
AW, V41)=-L{LL)#ALF(N) /6 :A(V+1 , W)=A(W V+1)*DPX(N)
A(W41 V+1)=-L{LL)=ALF (N)/3: A(V+1 W+1)=A(W+1 ,V+1)+DPX(N)
REM - Montagem das matrizes somatorias xFx e Fx
FOR I=1 TO LL-1
FOR K=P(I) TO P(I+1)-1
W=2:+LL+K : U=3+LL+2xN+XK-2
AW, 0Y=-(C1{I+1)-Ci{I) )= (X1 (K)-X1(P(I)) )2/ (2+L{I+1))-C1(I}+(X1(K)-
X1(P(I))) - (A1 (I+1)-AT(E))/L(I+1)+{C1(I+1)+2+C1(1))=L(I+1}/6
ACU,W)=A(W,U)=DPX(K)
NEXT K
NEXT I
A(W+1,U+1)=-L{LL)*{(C1(I)/6+C1(I+1}/3)-(A1(I+1)-A1(1))/L(LL)
A(U+1,W+1)=A(W+1,U+1)*DPX{N)
REM - Montagem da matriz derivada da somatoria xFx*alia
FOR I=1 TO LL-1
FOR K=P(I) TO P(I+1}-1
V=3+LL+2+N+K-2
AV, V)=1+DPX(K)*ALF (K)= (- (C1(I+1)-C1{I) )= (X1(K)-X1(P(1)))/L(I+1)-

C1(1))
NEXT K
NEXT 1
A(V+1,V+1)=1-ALF(N) *DPX(N) *C1(I+1)
FOR I=1 TD N

W=3=LL+N+I-2:U=22LL+]
A(W,U)=DPY(I)}
NEXT I
REM - Vetor forca
FOR I=1 TD LL
FOR X=1 TO X
V=2xLL+J:W=LL+1I
ACT N141)=A(I ,N1+41)+A(I,V)*ALF(J)
AW N1+1)=A(W NL+1)+A (W, V) =ALF(J3)
NEXT J
FOR J=1 TO LL-2
V=2:LL+N+J:W=LL+I -
ACI, N141)=A(I N1+1)+A(I,V)=LAMB(J+1)
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AW, N1+41)=A(W, N1+1)+A(W, V) *LAMB(J+1)
NEXT J
NEXT 1
REM
FOR I=1 TO N
FOR J=1 TO LL
V=2=LL+]:W=LL+J
A{V,N1+1)=A(V, N1+1) +A(V , D)=A1 (D +A(V,W}=C1(J)
NEXT J
AV, N1+41)=A(V N1+1)sY1(I}
NEXT 1
REM
FOR I=1 TD LL-2
FOR J=1 TO LL
V=25LL+N+1:W=LL+J
AV, N1+1)=A(V N1+1) +A(V, D) =A1 () +A(V, W) =C1 (I}
NEXT J
NEXT I
REM
FOR I=1 TO LL-1
FOR K=P(1) TO P(I+1)
V=3+LL+N+K-2:W=V+N
AW, N1+1)=A(W, 2*LL+K) *ALF (K) +X1(K)-X(K}
AV, N141)=Y1(K) -Y(K}+ALF(K)=DPY(K) .
NEXT ¥
NEXT I _
FOR I=1 TD N1
A(T,N1+41)=-A(I,N1+1)
NEXT 1
RETURN
50 REM - Subreoutine para a convergencia do metedo maxpline
4010 ET=10"-3:CONVER=0
FOR I=1 TD LL
IF A1{I)=0 AND ABS(F(I))>ET+ET THEN CONVER=1:LPRINT I
IF A1{I)<>0 AND ABS(F(I))>ET*ABS(a1(1}) THEN CONVER=1:LPRINT I
AL{(D)=F(I}+a1(1)
IF ABS(A1(I1))<10°-10 THEN A1(I)=0
1IF €1(I)=0 AND ABS(F{(LL+I)}>ET+ET THEN CONVER=1:LPRINT LL+I
IF A1(I) AND ABS(F{LL+I))>ET*ABS(C1{I)) THEN CONVER=1:LPRINT LL+I
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C1(I)=F(LL+I)+C1(I)
IF ABS(C1(I))<10"-10 THEN C1(I)=0
NEXT 1
FOR I=1 TC LL-2
V=2sLL+H+1
IF LAMB(I+1)=0 AND ABS(7(V))>ET*ET THEN CONVER=1:LPRINT V
IF LAMB(I+1)<>0 AND ABS(F(V))>ET+*ABS(LAMB(I+1)) THEN CONVER=1:LPRINT

LAMB(I+1)=F(V)+LAMB(I+1)
IF ABS{LAMB({I+1})<10°-10 THEN LAMB{I+1)=0
NEXT 1
FOR I=1 TO X
V=2+LL+1 :W=3+LL+N+1-2:U=W+N
Ir ALF(I)=0 AND ABS(F(V))>ET=ET THEN CONVER=1:LPRIRT V
IF ALF{I)»<>0 AND ABS(F(V))>ET=ABS(ALF(I)) THEN CONVER=1:LPRINT

ALF(I)=F({V,+ALF (1)
IF ABS(ALF{I})<10~-1C THEN ALF(I)=0
IF Yi(I)=0 AND ABS(F{(¥))>ET*ET THEN CONVER=1:LPRINT W
IF Y1(I)<>0 AND ABS(F(W))>ET=ABS{Y1({I)) THEMN CONVER=1:LPRINT W
YI(I)=F(W)+Y1(I)
IF ABS(Y1(I))<10"-10 THEN Y1(I)=0
IF X1(I)=0 AND ABS(F{U))>ET=ET THEN CONVER=1:LPRINT U
IF X1(I)<>0 AND ABS(F(U))>ET=ABS{X1(I)) THEN CONVER=1:LPRINT U
X1{1)=F()+X1(D)
IF ABS(X1(I))<i0~-20 THEN X1(I)=0
XMV (1)=X1(1)
NEXT 1
RETURN
60 REM Subroutine para determinar ¢ ponto de azeotropia
Xh=.5:K=1
61 FOR I=2 TO LL
IF X(P(I))<XA THEN K=I
NEXT I
FA=XA+(C1(K)-C1(K+1))* (XA-X1(P(K))) "3/ (6*L(K+1)}-CL1(K)+(XA-X1{P(K))) 2/2+ ( (A1 {K)-
A1(K+1)) /L(K+1)+(C1(K+1)+42#C1(K) )*L(K+1)/6} = (XA-X1(P(XK)))~A1(K)
FAD=14(C1(K)~C1(XK+1))*(XA-X1(P(K))) 2/ (2*L(K+1))-C1{K) »(XA-X1(P(K)) )+ ((A1 (X)-
AT (K+1))/L(K+1)+(C1(K+1)+24C1(K} ) *L(K+1)/6)
IN=XA
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XA=XA-FA/FAD
IF ABS(XN-XA)>10E-6 GOTD 61
RETURN
70 REM - Subroutine para o calculo das funcoes estatisticas
AM=0: YM=0:RXM=0;RYM=0:RT=0:5X=0:8Y=0:RXD=0:RYD=0:RX=0:RY=0;STOTAL=0
FOR I=1 TO XN
PPXX(I1}=(DPX(I)"0.5) :DPYY(I)=(DPY(I)-0.5)
NEXT 1
FOR I=2 TO LL
FOR K=P(i~1) TO P(I)
DX (K)=X{(K)-X1(K)
DY(K)=Y(K)-Y1(K)
PDF(K)=-C1(1-1)/(2Z*L (1)} ((X31{(P(I})-X1(K}) 2)+C1{I}/(2:L(1})+ ((X1(K)-
X1(P(1-1)))"2)+(C1(1-1)-C1(1)) /6L (I)+(A1(I)-A1(1I-1))/L(1}
SPF(K)=C1(I-1)+(X1{(P(D)}-X1(X)) /L(I}+C1(I)=(X1(K)-X1(P(I-

1}))/L(1)
NEXT X
NEXT I
FOR I=1 TO N
XM=XM+X (I} : YM=YM+Y(I)
NEXT I
AM=XM/N: YM=YM/L
FOR I=1 TO N
IF VARIMP=1 THEN .
RXM=RXM+ (X1(I)}-XM)"2
RXD=RXD+(X(I)-XM)"2
RYM=RYM+{Y1(I)-YM) "2
RYD=RYD+{Y(I)-YM)"2
SY=SY+(Y(I)-Y1(I))-2/2
IF DPY(1)>0 THEN SYC=SYC+(Y(I)-Y1(I))"2/(2+DPY(1))
END IF

IF VARIMP=2 THEXN

RXM=RXM+X1(I)"2

RXD=RXD+X{I)"2

RYM=RYM+Y1(I1)"2

RYD=RYD+Y (I)~2

IF DPX(1)>0 THEN SX=SX+{X(I)-X1(I})"2/(2«DPX(I))

IF DPY(I)>0 THEN SY=SY+(Y(I)-Y1(I))"2/(2+DPY(I))
END IF
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NEXT 1
IF RYD>C THEN RY=RYM/RYD
IF RXD>0 THEN RX=RXM/RXD
RT=RX+RY:STOTAL=SX+8Y
RX=RX~.5:RY=RY" .b:RT=RT".5
RETURN
8C REM - Subroutine para a impressac dos resultados.

WIDTH LPRINT 134
FOR I=1 TO N
FEE$(I)=" "
NEXT I

FOR I=1 TD LL

FEE$(P(I))="="

HEXT I
LPRINT:LPRINT:LPRINT "As respostas pelo metodo spline ";
IF VARIMP=1 THEN LPRINT "acoplado ac metodo dos minimos quadrados®;
IF VARIMP=2 THEN LPRINT "acoplado ao metodo da maxima verossimilhanca";
LPRINT * fornece os seguintes";
LPRINT "valores para a ";curva$:LPRINT:LPRINT

LPRINT " I mon X(I) "
IF VARIMP=2 THEN LPRINT " DPX(I)} ;v Xc(I) »; DX ",
LPRINT " Y(I) "
IF VARIMP=2 THEN LPRINT " DPY(I) ;
LPRINT " YC(I) " Dy ;v PDF m.®  SDF ":LPRINT
FOR I=1 TO N
LPRINT FEE$(I);:LPRINT USING "##";I;:LPRINT USING " #. ##887 X (1) ;
IF VARIMP=2 THEN LPRINT USING"  ####. ####" DPXX(I);
IF VARIMP=2 THEN LPRINT USING® #. ##H%"; X1(1);
IF VARIMP=2 THEN LPRINT USING " ### #a#ar  DX(I) ;
LPRINT USING " REFHBE RHAH V(D)
IF VARIMP=2 THEN LPRINT USING"  ####. ##R##" :DPYY(I):
LPRINT USING " ###### ####";Y1(I); :LPRINT USING " #He a#ae" DY(I);
LPRINT USING "########.# " PDF (1), LPRINT USING “##a#it##s# #";SDF(I)
NEXT I

LPRINT:LPRINT "0 asterisco (*) indica que o ponto e extremo de intervalo.":LPRINT:LPRINT
LPRINT "A funcao de minimizacao S2 =",

IF VARIMP=2 THEN LPRINT "5x2 +";

LPRIKT " Sy2 fornece o segulnte resultado :":LPRINT

LPRINT "82 =".
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IF VARIMP=2 THEN LPRINT SX;"+";
LPRINT 8Y;
IF VARIMP=2 THEN LPRINT " = ";STOTAL
IF VARIMP=1 THEN LPRINT * S comp =";8YC
LPRINT:LPRINT:LPRINT "0 coeficiente de correlacao da variavel X Rx e: ";RX:LPRINT
LPRINT "D coeficiente de correlacac da variavel y Ry e: ";RY:LPRINT:LPRINT
LPRINT "0 coeficiente global de correlacao Rg e: ",RT:LPRINT:LPRINT:LPRINT
RETURN
90 REM Subrountine para interpolacao
IF ES6$="5P" THEN
FOR I=1 TO N
X1(I)=X(1)
41(1)=45P(1)
C1(I)=CsP(I)
P1(I)=I
IF 1>1 THEK L{I)=X(P1(I))-X(P1(I-1})
NEXT 1
LPRINT "A variavel sera interpolada pelo metodo spline puro"
NL=X
END IF
IF ES6$="5M" THEN
FOR I=1 TC LL
X1 (P(1))=X(P(1))
A1(1)=AMQ(T)
C1(I)=cMQ(D)
P1(1)=P(1)
IF I>1 THEN L{I)=X(P1(I))-X{(P1(I-1))
NEXT I
KL=LL
LPRINT "A variavel sera interpolada pelo metodo spline -
minimos quadrados”
END IF
IF Eg6$="8V" THEN
FOR I-1 TO LL
X1(P(I))=XMV(P(I))
A1(1)=AMV(D)
c1(I)=cMv(1)
P1{I)=P(I)
IF I>1 THEN L{I)=Xi(P1(I))-X1(Pi(I-1))
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NEXT 1
NL=LL
LPRINT "A variavel sera interpolada pele metodo spline
- max verossimilhanca,";
END IF
IF ES7$="X" GOTO 91
IF ES7$="Y" GOTD 92
REM Calculo para interpolacac em X
91 IF VARX<X(1) OR VARX>X(N) THEN
PRINT "0 seun ponto esta fora de intervalo de ajuste®
PRINT "O metodo spline nao e aconselhavel para
extrapolacoes™
END IF
K=1
FOR I=2 TO NL-1
IF X(P1(1))<VARX THEN K=1
NEXT 1
SOLY=(-C1(K)+C1 (X+1) ) »(VARX-X1(P1(K}))~3/(6+L(K+1))+C1 (K) = (VARX-X1{P1(K))) "2/2-
(ALY -A1 (E+1)) /L(K+1)+{C1 (K+1)+2*C1 (K) ) *L(K+1)/6) = (VARX-X1 (P1(K)))+A1(K)
GOTO 83
REM Calculo para interpolacao em ¥
92 YMIN=Y(1):YMAX=Y(1)
FOR 1I=2 TO K
IF Y(I)<YMIN THEN YMIN=Y(I)
IF Y(I)>YMAX THEN YMAX=Y(I)
NEXT 1
IF VARY<YMIN OR VARY>YMAX THEN PRINT "Nac e possivel interpolar pois este
valor nac pertence a imagem da funcao®
FOR I=1 T9 NL-1
FOR J=P1(I) TC P1(1+1)-1
FURC={-C1{I)+C1{I+1))={X1(I)-X1 (P1(I)))"3/(BxL{I+1))+C1(I)=(X1(J)-
X1(P1(I)))"2/2-((A1(1)-A1(T+1) ) /L(I+1)+(C1{I+1)+2+C1{(I) ) *L(I+1}/6) = (X1(J)-X1{P1(I)))+41(1)
IF (VARY-FUNC)>0 THEN K=1
NEXT J
NEXT 1
Xa=X(P1{K)) :XN=XA
94 FA=VARY+(C1(X)-C1(K+1))={XA-X1(P1(K)))"3/(6+L(K+1))-C1{K)*(XA-X1(P1{(K))) " 2/2+({A1(X)-
B1CE+1))/L{E+1)+(C1(K+1)+2+C1 (K} ) *L{K+1)/6)+ (XA-X1 (P1(K)))-A1 (K)
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FAD=(C1(K)-C1(E+1))=(XA-X1(P1(K))) " 2/{2-L{F+1))-C1(K)= (XA-X1(P1(E)))+({a1(})-
A1(K+1))/L(E+1)+{C1{(K+1)+2:C1(K)) *L(K+1)/6)
XN=XA:XA=XA-FA/FAD
IF ABS(XN-XA}>10"-6 THEN GOTO0 94
g3 RETURN
100 REM - Subroutine para zerar a matriz
FOR I=1 TO Ni
FOR J=1 TO Ni+1
A(I,0)=0
NEXT J
NEXT I
RETURN
110 REM - SUBROUTINE PARA ELIMINACAD POR GAUSS
FOR K=1 TO Ni-1
A$="NAD"
PIVOT=A(K,K)
FOR I=K TD N1
IF ABS{A(I,K))>ABS(PIVOT) THEN
PIVOT=A(I,K)
A$="SIM"
LINHA=I
END IF
NEXT 1
IF A$="SIM" THEN
AUX2=A(LINHA ,Ni+1)
A(LINHA,N1+1)=A(K ,N1+1)
A{K , N1+1)=AUXZ
FOR I=1 TOD Ni
AUX1=A(LINHA,I)
A(LINHA,I)=ACK.I)
A(K,1)=AUX1
NEXT I
END IF
IF PIVOT=0 THEN PRINT "DETERMINANTE=0 NA LINHA ";K
FOR L=K+1 TC N1
FATOR=-A(L.K)/PIVOT
FOR C=K TO N1
ACL,CY=A(L,C)+A(K,C)+FATOR
NEXT ©
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AL, H1+1 =A(L Ni+1)+4 (K, Bi+1)+FATOR
NEXT L
NEXT
F(N1)=A{B1 B:+1)/A(N1,N1)
FoR L=N1-1 T0 1 STEP -.
SOMA=0
FOR ©=Ni TO L+1 §:2p -1
SOMA=S0MA+A (L, CY#F (£
NELY €
F(LY=(A(L Ni-+1)-S0MAY /0L, 1)
FEXT L
RETURN
120 END

I



Apéndice 3

Este apéndice traz o desenvolvimento do Método Spline Estendido por Klaus — Van
Ness |7].

Na secao 2.6 é desenvolvido o Método Spline cibico.

As restrigoes de convergéncia continuarm vilidas.

A funcao objetiva de minimizacgao é escrita de outra forma:

K-1 i

E = Z Z ek, |Ye, — fe(zy,)] = minimo, onde (.1)

k=] =1
n; = numero de pontos no intervalo k.
Y, = ponto experimental.
K = nimero de intervalos.
¢(,, = 2 para o primeiro e yltimo ponto nodal e pontos internosw aos intervalos.
€, = 1 para 0s outros pontos.
fe(zi,) = funcao spline cibica no ponto zy,.

e Minimizacao em relagao a A.

AE K 9¢;
Ey Z A A,

Substituindo:

ni{y-1) nj
Tij-1)i — Tj-1 \
~2 ) € [H(I{rni) - f:—l(-"(:'—l)e')] [——”—L_—i—]%}:cﬁ [y(zs) — fi-1{zje)]
1=1 1 151
Ty — T4 A 1 1
1- = ’]— 2 +A-( +——):o. .3
[ Lo | L O\LL L -3)
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Desenvolvendo e substituindo :

114

RS
‘)-rl Z(if(‘rﬁ B IJ')k €
i=1
{k] -
¥ Z‘J!y zi)(z5i - ). (-5}
=1
Chegamos que:
_ () (2) (3) {4) , {2) ALy (2)
g Ao o I P TSR | M M A ——’\J“’+2.4j N B S £ W £
L. LJ- 3 2]_13' GLJ- LJ‘ g+ Lf L3+1 L§+1
(4) (3) o4)
O Ys; 4s i 1
T et R A P AN Y e K A : (—
P 151 1 —+ /\ +
3 | L; ’ - " Lty L}+1 ! L;  Ljy
‘ (3) (4) (1 2)
L CinSin {1}}LJ+1 S () 24 Siv1 53['+1 A 9 {400 fm
3 L;‘+1 Sj+ Lfal S541 i Lis L?n L FH1 T L; +
(-6)
» Minimizagao em relagao a C
Analogamente aos parametros A
{3) (4) (6) i'ﬂ (4 3
U IEC R S G R 6 ISR M K I R
P Y 7 3 B 1 7MY P 2 3 6
(4) (3) (4)
2 _ Jm % ) Si+1 A
+A; |5l —GB T ol g gt 2L+ L
7 7+1 b L; SJ+1 j+1 Lj+l L_:-H + (LJ LJ+1)
l } (4) (2) 6
+C; LB, L _i_f:f_{’f+ 2an g2 553: S
6L2 AL A A 6 3 timiTErr Lo
3+ i
(5 s 12 {6} (4) {3)
+Cyn Sim | Sinkia S S5 Siv1 L) Si}l 33,£+}1 942
e —_— - — 5
3 6L, 6 2 LJ‘“ L +1

2Lin
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(3} {3} {1}
) AJ4]LJ'+1 ~ l'(?} N _r_J___ N tj+l _ fJ LJ _ gt{l} L. el
6 Tt ?)LJ 3LJ+I 3 ERES Rt b (“)

Para se ancorar o primeiro e o tltimo ponto sao colocadas mais duas restrigoes:

1= A - 58,7T=0 {tabelal, referéncia|7]) (-8)
on = An — 78,8 = 0 {tabelal,referéncia [7]) (.9)
As derivadas serao:
6@51 aﬁbl :
— L =1 —_— #=
A, e 74, 0 paray #1 (-10)
ddn J .
i = ﬂ =0 paray # N (-11)

1 e
JApN dA;

3¢ Jdon
3 _Cb}\f —0 ]-:15---3N (‘]2)

_ .. = 0
aC; © ac,

Ly e Ly, nao existem.
Para j = 1 0s trés primeiros termos nao existem. Para j = K +1 os trés dltimos

termos nao existem.
O erro tedrico no trabalho de Klaus foi nao colocar corretamente as derivadas

(.8)}-(.12) nas equacdes (.6) e (.7).
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