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Resumo 

Nunhez, José Roberto. Método Spline Modificado: Acoplamento do Método da Máxima 
Verossimilhança ao Método Spline. Sob a orientaçao do prof. Dr. Milton Mori. 

O Método Spline Modificado foi desenvolvido para o alisamento de dados expe
rimentais com incertezas em todas as variáveis medidas. Este método é uma extensão do 
!\·1étodo Spline Estendido e é baseado no acoplamento do Método Spline ao Método da 
Máxima Verossimilhança. O Método Spline Est.endido acoplao Mét.odo Spline cúbico ao 
Método dos Mínimos Quadrados. Este método foi desenvolvido anteriormente por Klaus 
Van-l\ess[7j. São apresentadas diversas aplicaçoes a dados Termodinâmicos como da
dos de equilíbrio líquido-vapor ( diagrama X versusY ), temperatura de ebulição como 
função da concentração de um sistema binário (diagrama TversusX) e calor de mistura 
de certos sistemas com álcoois ( L.H / X 1 X 2 versusX1 ). Em todos os casos o Método 
Spline Modificado mostra melhores resultados do que o Método Spline Estendido. 

Programas computacionais foram desenvolvidos nas linguagens BASIC e PAS
CAL incluindo o Método Spline cúbico e o 1\..fétodo Spline Estendido como casos parti
culares do Método Spline Modificado. 
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Abstract 

:i\unhez, José Roberto. Modified Spline fit Technique: Coupling of the Maximum Like
lihood Principie to the Spline fit Technique, under the direction of Milton Mori. 

The Modified Spline fit Technique has been developed for the smoothing of ex
perimental data with uncertanties in ali measured variables. This method is a new fit 
technique and is an extension of the Extended Spline fit Technique and it is based on the 
coupling o f the Maximun Likelihood Principie to the Spline fit Technique. The Extended 
Spline fit Technique couples the cubic Spline fit Technique to the Least Square Method. 
lt was developed before by Klaus Van-Ness [7]. Severa! applications to thermodynamic 
data such as vapor-liquid equilibrium of a binary system ( XversusY diagram), boiling 
temperature as a function of the concentration of a binary system ( TversusX dia
gram ) and heat of mixing data of certain alcohol systems ( 6HjX1 X 2versusX1 } 

are presented, and the Modified Spline Method shows better results over the Extended 
Spline fit Technique. 

A comput.er program, in Basic and Pascallanguages, has been developed and in
cludes both the Spline fit Technique and the Extended Spline fit Technique as particular 
cases of the Modified Spline fit Technique. 
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Nomenclatura 

a = parâmetro. 
â = matriz estimativa dos parâmetros a. 
ai = valor do parâmetro a no ponto j. 
Ak ::::: parâmetro da função de interpolação da spline cúbica. 
Â ;_;_ vetor estimativa dos parâmetros A.t-
A = vetor dos parâmetros Ak· 
Bi = matriz definida para resolução do sistema linear por mínimos quadrados. 
Ct :::::. parâmetro da função de interpolação da spline cúbica. 
ê = vetor estimativa dos parâmetros Ck. 
e = função exponencial. 
E(x) = média da variável contínua x. 
E = função objetiva do Método dos Mínimos Quadrados e Método dos Mínimos Qua
drados Ponderado. 
f(x) =função densidade de probabilidade: função explícita de uma variável dependente. 
f~o:(x) =função spline cúbica. 
f~(x) = primeira derivada da função spline cúbica. 
J;(x) =segunda derivada da função spline cúbica. 
F = modelo matemático ou função; vetor força definido para a determinação dos 
parâmetros das funções spline cúbicas; conjunto de restrições F,-. 
F; = modelo matemático ou função do ponto i; restrição de convergência do ponto i. 
Fx, = derivada de F em relação a x no ponto t". 

F}" = derivada de F em relação a y no ponto i. 
' Fx = matriz derivada de F em relação a x. 

Fr = matriz derivada de F em relação a y. 

FJ: :-:: matriz derivada transposta de F em relação a x. 
F1

1
• = matriz derivada transposta de F em relação a y. 

F,, = matriz derivada de F em relação a a. 
FA = matriz derivada de F em relação a A. 
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F c 
F' A 

F~ 

= matriz derivada de F em relação a C. 
= matriz derivada transposta de F em relação a A. 
= matriz derivada transposta de F em relação a C. 

Fxx :::::: matriz derivada de F em relação a x duas vezes. 
Fyy = matriz derivada de F em relação a y duas vezes. 
Fxy = matriz derivada de F em relação a x e a y. 
Fxo1 = matriz derivada de F em relação a x e a a. 
Fy., = matriz derivada de F em relação a y e a a. 
Fa" = matriz derivada de F em relação a a duas vezes. 
FxA = matriz derivada de F em relação a x e a A. 
Fxc =matriz derivada de F em relação a x e a C. 
FlA =matriz derivada transposta de F em relação a x e a A. 
Flc = matriz derivada transposta de F em relação a x e a C. 
g :::: vetor definido para resoluç~o dos Métodos Spline Estendido e Modificado; matriz 
definida para a resolução do Método da Máxima Verossimilhança. 
9k = função spline linear do intervalo k. 
g;1 .::.:. funções independentes entre si. 
H = entalpia de mistura. 
1. = contador. 
I = matriz identidade. 
j = contador. 
k = contador. 
K = número de intervalos. 
l = contador. 
L;; = intervalo da função fk(xi). 
L( X, 8) = função de verossimilhança da variável x e do parâmetro (J. 

M = número de funções F;. 
N = número de pontos experimentais. 
N(11,a 2 ) =distribuição Normal com média 11 e desvio padrão a. 
n = grau do polinômio. 
p(a < x < b) = probabilidade da variável x estar entre a e b. 
P = número de parâmetros. 
Q = número de variáveis contínuas distintas. 
R = matriz para resolução do Método Spline Estendido; jacobiano para resolução do 
Método Spline Modificado. 
R- 1 = matriz inversa de R. 
~ :=- conjunto dos números reais. 
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S = função objetiva do princípio da máxima verossimilhança. 
T = temperatura. 
V (x) = variânça da variável I. 

X = variável aleatória contínua. 
X, = valor experimental da variável aleatória no ponto i. 
I = variável contínua. 
x, = valor da variável x no ponto i. 
y = variável contínua. 
y; = valor da variável y no ponto i. 
Wx, = inverso da variança de x no ponto i. 
Hl}', = inverso da variança de y no ponto i . 

. Letras gregas. 

n; = multiplicadores de Lagrange. 
o = vetor dos multiplicadores de Lagrange o:;. 
E, = desvio absoluto no ponto t·. 

f X, = desvio absoluto da variável I no ponto i. 
f r, ::: desvio absoluto da variável y no ponto i. 
E = valor bem pequeno. 
ç = qualquer variável. 
~ = vetor definido para a resolução dos sistemas do Método Spline Estendido e Método 
Spline Modificado. 
(J = parâmetro. 
Ô = estimador do parâmetro fJ. 
À,. = multiplicador de Lagrange no ponto i. 
À = vetor dos multiplicadores de Lagrange À,-. 

J1 -:::: média de uma variáveL 
' ~ 3.1415926 ... 
n = produtório. 
a = desvio-padrão. 
o; = desvio-padrão no ponto i. 
ax = desvio-padrão da variável x no ponto i. 
ay :::: desvio-padrão da variável y no ponto i. 

' 
:.; -:-o somatório. 
Ex = matriz somatório dos desvios-padrão da variável x. 

14 



--

Ey = matriz somatório dos desvios-padrão da variável y. 
lPk = restrição de alisamento do Método Spline no intervalo k. 
4lk =conjunto das restrições tPk-
~ A = matriz derivada de $ em relação a A. 
~Pc = matriz derivada de$ em relação a C. 
$~ matriz derivada transposta de cJ> em relação a A. 
c)>~ = matriz derivada transposta de c)> em relação a C. 
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Capítulo 1 

Introdução 

O M<'t.odo Spline Modificado é um novo método de ajuste de curvas que pode ser 
aplicado a qualquer tipo de curva de duas variáveis. Ele foi concebido com a finalidade 
de tentar ajustar certos tipos de curvas termodinâmicas onde as correlaçÕes conhecidas 

nem sempre proporcionam um <~j'.!ste satisfatório. 
O Método Spline Modificado leva em conta os erros experimentais tanto da 

variável dependente como da independente, associando um desvio-padrão a cada medida 
experimental. Os parâmetros das funções splines cúbicas são obtidos pelo Método da 
Máxima Verossimilhança. 

Com este novo tratamento o ajuste torna-se muito mais potente, pois ocorre uma 
minimização em relação aos parâmetros das splines cúbicas e em relação as variáveis. 

Como no ~·1étodo Spline Puro e na extensão de Klaus- Van Ness [7], o Método 
Modificado permite realizar interpolações e calcular valores da primeira e da segunda 
derivada em qualquer ponto do conjunto de dados. 

O Método Spline Modificado foi aplicado a diversos conjuntos de dados ter
modinâmicos e mostrou-se adequado para ajustar estatisticamente dados de equilíbrio 
líquido-vapor e de entalpias de mistura de líquidos dentre outros. O Método Modificado 
apresentou melhor desempenho que a extensão de Klaus - Van :f\iess no ajuste de vários 
conjuntos de dados termodinâmicos da literatura. Este melhor desempenho foi eviden
ciado por fornecer, em todos os casos, desvios absolutos entre os valores experimentais 
e os valores calculados em média menores que o Método Estendido. 

O Método Spline Estendido, que é o Método Spline acoplado ao Método dos 
Mínimos Quadrados. é um caso particular do Método Spline Modificado e foi anteri
ormente desenvo!Yido por Klaus - Van Ness [7]. A formulação desenvolvida por Klaus 
- Van Ness difere da formulação aqui desenvolvida que insere mais um conjunto de 
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introdução 

restnçoes. Tais restrições resultam numa formulação matemática mais simples e intro
duzem uma importante condição de estabilidade para a resolução do sistema não-linear 
do Método Spline Modificado. 

No capítulo 2 é feita urna revisão sobre os principais métodos de ajuste de curvas 
utilizados atualmente. No capítulo 3 é desenvolvido o algoritmo Spline Modificado. No 
capítulo 4 são mostradas diversas aplicações do Método Modificado a diversos conjuntos 
de dados termodinâmicos, sendo feita uma análise do desempenho do Método em cada 
caso. 1\"o capítulo 5 é apresentada a conclusão do trabalho. O apêndice 1 traz o programa 
na linguagem Basic desenvolvido para o Mainframe Vax, o apêndice 2 traz o programa 
em Quick Basic para micros PC - XT e, finalmente, o apêndice 3 traz detalhes do 
algoritmo Spline Estendido desenvolvido por Klaus- Van l'ess. Nas duas versões foram 
incluídos o Método Spline e o Método Spline Estendido como casos particulares do 
l\·1étodo Spline Modificado. Acompanha também um disquete do software DamFor - o 
programa na linguagf'm Pascal- quf' foi o software premiado com um microcomputador 
PC-XT no ]9concurso interno de software da UNICAMP. 

17 



Capítulo 2 

Revisão bibliográfica dos métodos 
de ajuste de dados experimentais 

Os métodos de ajuste de curvas são aplicados à análise de dados experimentais para a 
verificação da validade de um modelo matemático e. também, pa!'-2. 3 determinação de 
seus parâmetros. 

Serão analisados quatro métodos: Mínimos Quadrados, Mínimos Quadrados 

Ponderado. Máxima Verossimilhança e Método Spline. 

2.1 Conceitos fundamentais [6) 

Os métodos de ajuste de curvas são todos analisados estatisticamente, de forma que 
alguns conceitos básicos serão introduzidos a seguir: 

• Função densidade de probabilidade 

A função densidade de probabilidade ou, abreviadamente, função de densidade 
de uma variável aleatória contínua X é uma função f(x) qualquer que satisfaz as 

seguintes condições: 

f(x) ? O, \fx E 'li. (2.1) 

/

+oo 
_ 

00 

f(x)dx ~ 1. (2.2) 
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Revisão bibliográfica dos métodos de ajuste de dados experimentais 19 

A probabilidade de uma variável aleatória contínua X estar dentro de um intervalo 
(a, b) é dada por: 

p(a < x < b) ~ { f(x)dx. (2.3) 

Quando a função densidade de uma variável aleatória X é dada por; 

f(x) -oo < x < +oo (2.4) 

onde -oo < 11 < +oo e a> O, 
diz-se que esta variável tem distribuição Normal. A distribuição Normal tem 
média igual a Jl e desvio padrão igual a a. Quando uma variável aleatória X tem 
distribuição Normal utiliza-se a notação X: N(JL;a 2 ). 

• Média de urna variável aleatória. 

A média. ou valor médio, ou esperança matemática é um valor representativo de 
um conjunto de dados que tende se localizar em um ponto central da distribuição. 
Denomina-se como a média de uma variável aleatória X o número: 

!+= 
11 ~ E(x) ~ -= xf(x)dx. (2.5) 

• Variança 

O grau ao qual os dados numéricos tendem a se dispersar em torno de um valor 
médio chama-se variança, varianção ou dispersão de dados, sendo que o termo 
mais empregado é variança. Denomina-se variança de uma variável aleatória X o 
número: 

o 2 !+= 2 a'~ V(x) ~ E[(x- E(x)) [ ~ -= (x -11) f(x)dx. (2.6) 

• Desvio-padrão 

O valor positivo da raiz quadrada da variança de uma variável aleatória X é o seu 
desvio-padrão. 
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• Amostragem 

Para se fazer o estudo das características de urna determinada população é ne
cessário se observar toda a população. Como nem sempre isso é possível, procura
se observar apenas uma parte que seja representativa desta população, ou seja, 
uma amostra. 

• Estimador 

É uma função das variáveis aleatórias que será utilizada para estimar algum 
parâmetro desconhecido. 

Um estimador Ô de um parâmetro (} é não viciado para O quando E( Ô) = (}. Define
se o vício de Ô por E(Ô - 0). 

O melhor estimador de um parâmetro O é aquele que é não viciado para O e possui 
a menor variança dentre todos os valores (estimativas) não-viciados de 8. 

• Função de Verossimilhança 

Seja X 1, ••• , X,., uma amostra aleatória da variável aleatória X e f(X 1; 0), ... , f(XN; O) 
as funções distribuição de probabilidade destas variáveis. Define-se a função de 
\'erossimilhança da amostra e de O a função: 

N 

L(XJ .... ,XN;O) = f(XI;O) .... f(XN;O) = Ilf(X;;O). (2.7) 
i= I 

Considerando-se que a distribuição de probabilidades de X,. é uma distribuição 
NormaL X,: JV(J.l;;a?), então a função de verossimilhança será: 

(2.8) 

O estimador Ô é um estimador de Máxima Verossimilhança de (} se: 

VO. (2.9) 

Para uma dada amostra, trata-se de determinar o máximo de uma função de O. 
que é equivalente a obter o valor de 8 que maximiza a probabilidade de se obter 
a amostra observada. 
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• Da.dos Experimentais 

Em uma análise de dados experimentais (amostragem), onde são obtidos N pon

tos. cada um composto por Q variáveis (X} 11 , ••. , X}Ql) , i = I, ... , N; nor~ 
malmente a.dmite~se que estas variáveis estão sujeitas a erros experimentais que 
seguem uma distribuiçao gaussiana (Normal). 

Chamando~se x;l) os valores médios aj11Stados nestas distribuições e definindo-se os 

desvios ((I)~ x(ll_x!'l tem~se as distribuições Normais· xrl)- N(x(l)_ u~w) e ((I) 
f I I l ' t ' f l ' I 

N(O;a)'l'). 

• Modelos Matemáticc: 

O estudo de um problema físico geralmente envolve a formulação de um modelo 
matemático que supõe-se representar este fenômeno. 

O modelo matemático consiste de urna ou mais funções entre duas ou mais variáveis 
e um ou mais parâmetros. Supondo que se tenha A1 funções F; com Q variáveis 
x(IJ e P parâmetros a} associados a essas funções, onde Q > M, na sua forma 
geral, o modelo matemático será dado por: 

F ( [l) [Q). ) -o k x , ... , x , a 1, ••• , ap - k = 1, ... ,M. (2.10) 

Algumas vezes, A1 dessas variáveis, chamadas dependentes, podem ser colocadas 
como funções das demais variáveis, tomando a seguinte forma: 

(k)- f( (M,J) (Q). ) :r - r , ... ,x ,aJ, ... ,ap k ~ 1, ... ,M. (2.11) 

Quando as funções são expressas como em (2.10), o modelo é implícito. Se elas 
sâo expressas como em (2.11) , o modelo é chamado explícito. 

Se o modelo for explícito e puder tomar a forma : 

p 

xl'l ~ L g,,(xiM+kJ, ... , xl'l) k~1, ... ,M. (2.12) 
J=l 

onde g,j sà.o independentes entre si das variáveis x(M+kl, ... ,x(Q), diz~se que o 
modelo é linear em relação aos parâmetros. Caso contrário~ o modelo será nâ.o-
linear em relação aos parámetros. 
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2.2 Princípio dos métodos de ajuste de dados expe
rimentais [6] 

O objetivo de um método de ajuste, quando aplicado a um modelo matemático, é 
encontrar as estimativas dos parâmetros ai e dos valores médios das variáveis x!1l, mi-

. • d d . (I) mm1zan o os esvtos í 1 • 

Os métodos mais utilizados atualmente- o Método da Máxima Verossimilhança 
e o Método dos Mínimos Quadrados- que se supõe seguirem uma distribuição Normal, 
utilizam como critério para a rninimização dos desvios d11 , a maximização da função 
de Verossimilhança, equação (2.8), sendo que para o Método dos Mínimos Quadrados 
seguem algumas considerações. 

Para simplificação, nos métodos de ajuste que serão apresentados, será con
siderado um modelo matemático sujeito a uma restrição (M = 1), envolvendo duas 
variáveis . .r(Jl = x e .r\ 2

) = y (Q = 2). Entretanto, o princípio é válido para 
o caso geral. Excetua-se o Método Spline que é somente para duas variáveis. 

O Método da Máxima Verossimilhança supõe que os desvios-padrão das variáveis 
X e}. são diferentes de zero e diferentes entre si, ou seja, íz, : N(O;a;,) e t:

11
,: 

N(O;a;.J. 
O Método dos Mínimos Quadrados Ponderado, que é um caso particular do 

Método da Máxima Verossimilhança, assume que os desvios-padrão da variável depen
dente X são nulos, ou seja, f:r, : N(O;O), enquanto que os desvios-padrão de Y são 
diferentes de zero e diferentes entre si, ou seja, í 11 , : N(O;a;,J. 

O Método dos }.tínimos Quadrados é um caso particular do Método dos Mínimos 
Quadrados Ponderado, onde supoe-se que os desvios-padrão da variável dependente Yi 
são diferentes de zero e iguais entre si, ou seja, (11,: N(O;a2

). E como no caso anterior 
(:z, : N(O: O). Com esta restrição, diminui-se um grau de liberdade do sistema, o que na 
prática significa que o Método dos Mínimos Quadrados independe dos desvios-padrão 
da variável dependente, apesar de associar todo o erro experimental à mesma. Uma 
apresentação mais detalhada do Método dos Mínimos Quadrados, dos Mínimos Qua
drados Ponderado e do Método da Máxima Verossimilhança é encontrada na referência 
i6:. 
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2.3 Método dos Mínimos Quadrados [6] 

2.3.1 Definição 

Dado um conjunto de N pontos experimentais (X;, Yi), que se supõe ser representado 
por um modelo de tipo y = f(x; a1, ••• , ap) , o objetivo é a determinação dos parâmetros 
a; do modelo. Assume-se que a variável independente X é isenta de erros e todo o erro 
experimental é associado a variável Y. 

A maximizaçâo da equação (2.8) aplicada a uma variável, considerando seus 
desvios-padrão constantes em todos os pontos experimentais, fornece a função objetiva 
E que deve ser minimizada. 

N N 

E = L>;, = :LO~- - yJ! = mínimo, (2.13) 
,-] ;-] 

onde: 

(2.14) 

X;= X, i= 1, ... ,N. (2.15) 

O ajuste é feito minimizando-se (2.13) em relação aos parâmetros Uj" 

j = I, ... ,P. (2.16) 

onde/\'> P. 
Uma interpretação gráfica do ajuste é dada na figura 2.1. 

2.3.2 Determinação das estimativas dos parâmetros 

A solução da equação (2.16) é a estimativa âi dos parâmetros ai do modelo. Se a 
restrição for um modelo linear em relação aos parâmetros como na equação (2.12) , o 
sistema das equações (2.16) toma a forma: 

" p 
I:fY;- L â,.g,.(X;)).g;(X;) =O, j = I. ... ,P. (2.17) 
i=l k=l 

onde!\' > P. 
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Figura 2.1: Representação gráfica de um ajuste por Mínimos Quadrados. 

Definindo-se matricialmente: 

N 

R,,= 2:: Yi(X,). gk(X,). (2.18) 
'"' 1 

Â.~: = â,~:. (2.19) 

N 

Bi = l::Y,.g,(X,). . (2.20) 
1"'1 

Chegamos que: 

R.Â B. (2.21) 

As estimativas serão dadas por: 

- -1 A =R .B. (2.22) 

Neste caso, onde o modelo é linear em relação aos parâmetros, o estimador Â 
dado por (2.22) é um estimador não viciado dos parâmetros A. 



Revisão bibliográfica dos métodos de ajuste de dados experimentais 25 

2.4 Método dos Mínimos Quadrados Ponderado [6] 

2.4.1 Definição 

Dado um conjunto de N pontos experimentais (X;, Y;), que se supõe ser representado 
por um modelo do tipo y = f(x, a 1, ••• , ap ), o objetivo é a determinação dos parâmetros 
ai do modelo. Assume-se que a variável independente X é isenta de erros e todo o erro 
experimental está na variável Y, sendo atribuído a cada ponto experimental um desvio
padrão o 11 ,. A maximização da equação (2.8) fornece a função objetiva E que deve ser 
minirnizada ao máximo: 

N N 
E= LW 11 ,.(~ .. = LW11,-(Yi- yi) 2 =mínimo onde; 

i=l i=l 

1 
V\111 =-.,, 1'=!, ... ,N. , a· ,, 

(2.23) 

(2.24) 

(2.25) 

(2.26) 

O ajuste é feito minimizando a equação (2.23) em relação aos parâmetros ai: 

aE N (ah) - = -2"w .(:lé- y·) - =o a L 11
' • • a ' ai i:=I ai 

j = l, ... ,P. (2.27) 

onde N > P. 
O Método dos Mínimos Quadrados Ponderado é uma generalização do Método 

dos Mínimos Quadrados. A dedução é encontrada na referência [4], na página 108. 

2.4.2 Determinação das estimativas dos parâmetros 

A solução das equações (2.27) é a estimativa âj dos parâmetros ai do modelo. Se a 
restrição for um modelo linear em relação aos parâmetros como na equação (2.12), 0 

sistema das equações (2.27) toma a forma: 

(2.28) 

Definindo-se matricialmente: 
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Chegamos que: 

N 

Rjk ~ LW,.g,(X,).g.(X,). 
i=1 

Ak = âk. 

N 

Bj ~ LW,.Y,.g1(X,). 
i=l 

R.Â=B. 

As estimativas serão dadas por: 

Â-R- 1 .B. 

26 

(2.29) 

(2.30) 

(2.31) 

(2.32) 

(2.33) 

Neste caso, onde o modelo é linear em relação aos parâmetros, o estimador Â 
dado pela equação (2.33) é um estirnador não viciado dos parâmetros A. 

2.5 Método da Máxima Verossimilhança [6] 

2.5.1 Definição 

Dado um conjunto de N pontos experimentais (X;,Y;), que se supõe ser representado 
por um modelo do tipo F(x, y; a1 , • •• , ap) = O, o objetivo do método é a determinação 
dos parâmetros a1 do modelo. Assume-se que tanto a variável dependente como a 
independente estão sujeitas a erros experimentais, com erros sujeitos a distribuições 
Normais com desvio-padrão (ox,.,a11 ;}. 

O ajuste é feito pela maximização da equação (2.8) aplicada a duas variáveis em 
relação aos parâmetros aj e aos valores médios X; e y;, que corresponde a minimização 
da função S [I ,4[ dada por: 

N N 

S =~L [w,,,;, + w,.':.J ~~L [w,.(X,- x;)' + w,,(Y;- y,)'] =mínimo, (2.34) 
i=i i=l 

I 
li\' = 

1/, o 2 

'· 
i=I, ... ,JV. (2.35) 
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'
'--! " - ' ... 'i~. (2.36) 

F(x.,y;;at, ... ,ap) =O i=I, ... ,N. (2.37) 

Como a minimizaçâo da função S é sujeita a N restrições F = O, é interessante 
o uso de multiplicadores de Lagrange À; [3]. 

(as) N (aF,) - +I:!.,. - ~o 
Ba; i==l Ba; 

j = I, ... ,P. 

F(x.,y;;a1, ••• ,ap) =0 t. = 1, ... ,.N. 

( as)~!.,. (aF,) ~ 0 
ay, ay, i=I, ... ,N. 

( as_)~ h (a F,)~ 0 
ax; ax; 

i= I, ... ,N. 

Considerando S independente (explicitamente) aos parâmetros aj : 

e considerando que cada ponto (x;, yi) é independente dos demais { ( ~) = O 

para i -:f- j), o sistema de equações (2.38- 2.41} toma a forma: 

j=!, ... ,P. 

i= I, ... ,N. 

- W,(l',- y.) + !.,. ( :~) ~o 

- W,(X,- x.) + !., (::)~O i= 1, ... ,]\l. 

(2.38) 

(2.39) 

(2.40) 

(2.41) 

(2.42)' 

(2.43) 

(2.44) 

(2.45) 

O sistema de equações (2.42 - 2.45) pode ser colocado na forma matricial com
pacta, definindo-se as seguintes matrizes: 
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" 
... o ., 

l:y ~ 
o 

[a' 
o . . . u;N l r a' 

Ex~ ~ 

fx = 
[ x,- x, ] 

X,..·~ XN 

{lli) a., 
Fx = 

o 

Obtérn-se: 1 

[Y,~y'] F~[j~] (y = 

YN- YN 

(l) l Fy ~ 
axr.; 

F.~r;:~ 
( ffi) 

l aar 

{ilf.K) a ar 

F ~o. 

~-' F ' .\ o "-'Y ·til+ Y · = · 

[ (!) 
.\~ 

28 

o l (2.46) 

a' 
'" 

r:~ J 
(2.47) 

o l (2.48) 

( iJf.K) ayl\' 

(2.49) 

(2.50) 

(2.51) 

(2.52) 

(2.53) 
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O problema consiste na determinação de N valores médios da variável X, N 
valores médios da variável Y, .l'V' valores dos multiplicadores de Lagrange À e P valores 

dos parâmetros a. 

~o caso do modelo poder ser colocado na forma explícita, F(x, y; a 1 , .•• , ap) :;:::: 
y- f(x;ah···,aP) =O. as equações (2.42- 2.45)são reescritas: 

j = l, ... ,P. (2.54) 

i= l, ... ,N. (2.55) 

i=I, ... ,N. (2.56) 

i=I, ... ,A'. (2.57) 

Que pode sn 1 earranjado para: 

j=l, ... ,P. (2.58) 

i=l, .... N. (2.59) 

À;- VV 11 ,.( 11, =O i= L ... ,l\'. (2.60) 

w w (iJj,) o ·,,.(x, + '11,E11 ,. 0
- = 

X i 
i=I, ... ,J\'. (2.61) 

Uma interpretação gráfica do ajuste é dada na figura 2.2. 

2.5.2 Determinação das estimativas dos parâmetros 

A determinação dos parâmetros a; e dos valores médios de x, e y; pelo Método da 
Máxima Verossimilhança é sempre não linear, independente do modelo matemático ser 
explícito. ou não, em relação aos parâmetros. Supondo um modelo simples como y = a:r, 

tem-se: 
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Figura 2.2: Representação gráfica de um ajuste por Máxima Verossimilhança. 

x, = 

y,:::::: 

\ " v ~ '" v ·•:~:;.1\i , any.-Ii 

W. '"' z.- ~a n 11, 
i=I, ... ,N. (2.62) 

t = I, ... ,N. (2.63) 

O cálculo das estimativas dos parâmetros é dado pelo sistema não linear: 

_f. W,,Wx,(aX,- l~)(Wx,Xi + aW,,Y.) ~O 
i=l (M'z, + a2WII.-F . 

Vemos, então, que para qualquer tipo de modelo matemático, a determinação 
das estimativas dos parâmetros envolve um método iterativo. Utilizando-se o Método 
de :Kewton Raphson Estendido, a solução das equa(ôes (2.50 - 2.53) será dada por: 

g~ 
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onde: 

..\F XX :::: 

ÀFuy
1 

F r 
Fr 1 I:}- 1 + À.Fvr 

À.Fx>· 

À (ª'4) 1 &:tj 
o 

À (~) N ax-
N 

o 

o 

o À (~) N ali!.· 

o 

À ( a' F. ) 
N 3:t,.,·3!1,,. 

[ 

À, (.0~,:~,.) 
ÀFxy ~ ] 

31 

(2.66} 

(2.67} 

(2.68) 

(2.69} 

(2. 70) 

(2.71) 

(2.72) 
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)q ( a' F ) o 

l ~ 

o À ( a'FN ) 
N âxNiJaN 

(2. 73) .\Fxa 

Àj ( ,,, ) o 

l ~ 

o À ( ô'FN ) 
N él!JN8aN 

>.F ya (2. 74) 

Àj (~) âa:; 
o 

..\F a a (2. 75) 

o À (&) N iJ<~]i: 

O método converge quando IDç(n)l <E. 
A vantagem de se determinar as estimativas dos parâmetros ai e dos valores 

médios de x, e y, de uma forma simultânea é a necessidade de poucas iterações para con
vergência 112.6!. Em contrapartida. é requerido o uso de matrizes de grandes dimensões. 
1\jo caso aqui estudado, a dimensão da matriz é de (3I\+P) x (3N+P). 

As referências [15.14) mostram uma outra forma de resolução, que não é si
multânea, onde À,. x,. e y, para cada ponto i são resolvidos separadamente em cada 
iteração do conjunto de Yalores de ai. Esse método, além de fornecer um número de 
iterações muito maior. apresenta problemas de convergência a medida em que o desvio
padrão da variável dependente tende a zero (o1·, -----+O) [6]. 

Devido a não linearidade do sistema, o estimador de Máxima Verossimilhança 
é sempre um estimador viciado !2,6] e o vício será sempre menor quanto maior for K. Se 
o modelo matemático ajustar bem os dados experimentais, as varianças dos parâmetros 
serão pequenas e, conseqüentemente, o vício diminuirá . 

O vício sempre existirá quando o modelo for não linear, mesmo para o caso do 
Método dos Mínimos Quadrados e dos Mínimos Quadrados Ponderado [2] . 

2.6 Método Spline 

Pode-se pensar que a qualidade de uma interpolação polinomial aumenta com o incre
mento do grau n do polinômio. Entretanto, para várias funções, as correspondentes 
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interpolações polinomiais tendem a oscilar próximas a pontos pivotais à medida que se 
aumenta o grau n do polinômio. Um exemplo conhecido é a função /(x) = I+~~ no 
intervalo ! -5 , 5 ], na qual para [x[ > 3.64, o erro máximo tende para infinito quando 
n ---4 oo [8]. O Método Spline, que é apresentado a seguir, evita estes inconvenientes. 

O Método de Splines foi iniciado em 1946 por I. J. Schoenberg [13] e, desde 
então. tem-se encontrado diversas formas de aplicação do mesmo. 

2.6.1 Definição 

Em desenho, um spline é uma régua flexível utilizada para desenhar uma curva através 
de um conjunto de pontos. Matematicamente, spline é um conjunto de funções depen
dentes entre si, onde cada função é definida entre pontos nodais consecutivos. Essa 
dependência das funções spline é expressa pela igualdade das derivadas em ambos os 
lados dos pontos nodais, exceto no primeiro e último. As funções passam pelos pontos 
experimentais que as definerri. Com estas restrições, uma curva lisa é obtida. Assume-se 
que existe um número suficiente de pontos experimentais para representar adequada
mente o fenômeno. 

As funções spline cúbicas são as mais utilizadas. Elas fornecem bons resultados 
e são facilmente manipuladas matematicamente. Landis e Nielsen IJO] e Klaus Van Ness 
:7i discutem o método. 

2.6.2 Determinação dos parâmetros das splines lineares 

Chamando 9k(x) a função spline linear que se refere ao elemento x1r: :S x :S .TJr:+h 

k = 1 , ... , A~ - 1, temos dos critérios da definição que: 

e (2.76) 

k ~L. .. ,./\' -I. 
Discretizando a função 9t(x), ela toma a forma: 

+ ak+I (x- x,), 
Lt+l 

onde: (2.77) 

(2. 78) 

Logo a estimativa âk dos parâmetos a1r: é dada por: 

k=1, ... ,Al. (2.79) 
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Figura 2.3: Representação gráfica de um ajuste pelo Método SplinP linear. 

A figura 2.3 traz um exemplo do Método Spline linear. 
A estimativa âk dada por (2.79) é um estimador não viciado dos parâmetros a. 

2.6.3 Determinação dos parâmetros das splines cúbicas 

Chamando /k(x) a função cúbica que se refere ao elemento 
k = 1. ... N ~ 1. temos dos critérios da definição que: 

• As funções splines devem passar pelos pontos experimentais que as definem. 

(2.80) 

k=l, ... ,N-1. 

• A primeira e a segunda derivada das funções devem ser iguais em ambos os lados 
dos pontos nodais, exceto no primeiro e no último. 

(2.81) 

k=2, ... ,N-L 

(2.82) 

k = 2, ... , N - 1 _ 
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Como as funções de interpolação são cúbicas, a segunda derivada da função é 
linear, logo: 

fdx) ~ 

!~r"(x) =c* (xk+l- x) + ck+l 
Lk+l 

Lt+l = Xk+l- Xk 

(x-x,), 
Lk+I 

onde: 

XJr :::; X :::; Xk+l· 

k=l, ... ,N-1. 

Integrando-se duas vezes e fazendo At = Yk = ft(x~r), obtém-se: 

Rearranjando: 

(2.83) 

(2.84) 

(2.85) 

(
Cq,+ZC,) l 

6 
L1.-+1 (x-xk}-t AL-. 

(2.87) 

A primeira derivada é: 

( C,~t- c,) ( 1, c ( 1 (A>+t- A,) (c>+!+ zc,) L 
X- Xk + k X- Xk + L - k+l· 

2Lt+t k+l 6 

(2.88) 
Da igualdade da primeira derivada nos pontos nodais, exceto no primeiro e no 

último, chega-se ao conjunto de restrições: 

(
_!__ + _1_) A,_ Ak+t =O 
Lt Lk+l Llr+l 

(2.89) 
k=2, ... ,N-l. 

"!'este caso, tem-se N parâmetros C~r a determinar e N - 2 restrições </>t, de 
forma que o sistema linear apresenta dois graus de liberdade. 

Estes dois graus de liberdade podem ser eliminados se for definido o comporta
mento da primeira ou da segunda derivada nos pontos nodais extremos. Normalmente 
não há informação do comportamento das derivadas nos pontos extremos, de forma que 
são criadas condições de contorno para estes pontos. 
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Se se assumir que nos pontos nodais extremos a segunda derivada é nula, tem-se 
o Método Spline cúbico natural. 

Se se considerar que no primeiro e no último elemento as funções spline são 
preferencialmente parabólicas, chega-se facilmente que 0'1 = C2 e CN-I = CN. 

Definindo a matriz tridiagonal ti> r e os vetores C e F: 

I -I o 

IDe ~ [ 

iJb ,,, 

l 
b.o (L~; L~) k 

a c, acN " G 

(2.90) 
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[ l F~ [ 

y (> >) I' 
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c, .u_ ~ - + - Yz + ____;;_ 
L~ L~ L 3 L~ 

c~ (2.91) 

CN }".~·-~ ~ (~+f-)YN-I+ !K 
LI\· J N- l /\' LN 

Temos que: 

<I> r· . C F. (2.92) 

c~ <I> c -I .F. (2.93) 

Neste caso, onde o modelo é linear em relação aos parâmetros , o estimador ê 
dado por (2.93) é um estimador não viciado dos parâmetros C. 



Capítulo 3 

Método Spline Modificado 

3.1 Introdução 

Devida a inclusão do Método da Máxima Verossimilhança, o Método Spline Modificado 
leva em conta os erros experimentais tanto da variável dependente corno da indepen
dente, associando um desvio-padrão a cada medida experimental. 

Além das restrições de alisamento do Método Spline, foi inserido mais um con
junto de restrições, as funções de convergência F; = O, que além de proporcionar esta
bilidade na resolução do sistema não--linear do Método Spline Modificado, simplifica o 
desenvolvimento matemático do algoritmo. 

Foram desenvolvidos três programas a partir do algoritmo, sendo dois na lin
guagem BASJC e o outro na linguagem PASCAL. 

3.2 Definição 

Dado um conjunto de N pontos experimentais com erros sujeitos a distribuições Nor
maig com desvios~ padrão (ax,, ay..), constroem-se intervalos com três ou mais pontos 
1 aplicando-se o Método Spline acoplado ao Método da Máxima Verossimilhança, que 
corresponde a minimização da função objetiva S II,4j, equação 2.34, aplicada a todos 
os pontos experimentais: 
--~~~------------~ 

J Ao ;:p t.rab;~Jh;~r colll doi;: pOIJt.o;: por intervalo, exi:;.tirá somente uma curva o;p)ine cúbica, de forma 
que JJe::<t.e ca:<o uiio ;;âo ]e,•ado::< em consideração o:;: de:;:víos-pa.drâo da:;: medidas neste intervalo. 
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N 

S =~L [wx,(X,- x,)' + Wy,(Y,- y,J'] 
i"-1 

(3.1) 

onde. 

w,. = 
I 

0}', 2 

(X;,):·) ~ pontos experimentais. 
(x;,y;) =pontos ajustados. 

i=l, ... ,N. (3.2) 

Definem-se as restrições de convergência abaixo aplicadas a todos os pontos 
experimentais: 

(3.3) 

i- l, ... ,N. 
k=I. ... ,K. 

X(k) S: I,- S: I(k+l)• 

onde fk(x;) é a função spline cúbica, equação (2.87), e (x;,y;) são os valores médios das 
Yariáveis dependente e independente ajustados no ponto i. As funções spline cúbicas 
são reescritas: 

A, = f,(X(kj) 
Lk = x(k) ~ x(k-I) 

c, = I: (X(kj) 
i= l, ... ,N 

X(k) :::: X; ::; I(k+I}· 

k = I, ... ,K. 

Os valores x(k) são escolhidos como sendo fronteiras dos intervalos conforme 
esquema abaixo: 

i~l i~4 i=N 
I i=;2 i=;3 1 i=s 1 
--'---~--~~-[___-~·----'---" ............ ·----'--

k = 1 k=2 k = K + 1 

O conjunto de equações de alisamento do Método Spline, equaçÕes (2.89), con
tinua válido e é reescrito: 
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A,_, ( 1 1 ) A>+, 
-L + -L +-L A,--L =O (3.5) 

t /c k+l k+I 

k= 2, ... ,K. 

O ajuste é feito pela minimização de (3.1) com as restrições (3.3) e (3.5) em 
relação aos parâmetros A e C e aos valores médios de (xi, y;). Estas minimizações podem 
ser feitas utilizando-se multiplicadores de Lagrange [3]. 

3.3 Cálculo das estimativas dos parâmetros 

O Método Spline Modificado é um método de ajuste de curvas que envolve duas variáveis 
xPl = x e xl2 l = y (Q = 2), sujeitas a duas restrições ou funções (M = 2). Ele é 
representado por um modelo matemático composto por K funções ft(x) relacionadas 
entre si. 

De (3.3) nota-se que as restrições F; =-= O são definidas utilizando-se as funções 
spline cúbicas ft(x). Devido a isto, temos que nos pontos nodais, exceto o primeiro e o 
último, são duas funções que definem este ponto, ou seja: 

Para x = X(t) : 

(3.6) 

Jsto equivale a se acrescentar mais uma restrição nestes pontos nodais, pois as 
restrições F;, neste caso, podem ser definidas de duas maneiras. 

Para x = x(k) : 

(3.7) 

ou 

(3.8) 

O problema é simplificado aplicando-se a condição abaixo a estes pontos; 

(3.9) 

k = 2, ... ,K. 

Desta forma, as funções de convergência F, =O são definidas agora por apenas 
uma função spline cúbica f~c(x), independente do ponto ser, ou não, extremo de intervalo. 
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• Minimizaçâo em relação aos parâmetros A: 

(3.10) 

i=l, ... ,K+l. 
onde a;, >.k são multiplicadores de Lagrange. 

Como S = S(x,y): 

(3.11) 

j=l, ... ,K+l. 

Corno F, = y, - [k ( xi), tem-se que: 

(3.12) 

- Para j = k - 1 : 

= aA, L, (3.13) 

- Para j = k: 
(x;- X(kJ) _I. 

Lk+t 
(3.14) 

(3.15) 

Para j = k + I : 

(3.16) 
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- Para j -=f k, k + 1 : 

- Para j I k - 1, k, k + 1 : 

à F. _.-o 
àA

1
- . 

• Minimizaçâ.o em relação aos parâmetros C: 
Analogamente aos parâmetros A: 

Como F; = y,- fk(xi), tem-se que: 

- Para J = k - 1 : 

- Para j == k : 

iJF, 
a c, 

à F, 
a c, 

of,(x,) 
ac, · 

aq,, L, 
= ac, 6 
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( 3.17) 

(3.18) 

(3.19) 

(3.20) 

j = 1,---,K +L 

(3.21) 

(3.22) 

(3.23) 
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- Para j = k + 1 : 

à F; (x,- X(kJ)
3 L,+I (x, - xi•J) 

6 àC; ~ - 6Lk+I 

- Paraj,'k.k+l: 

- Para j f k - I. k, k + 1 : 

• Minirnizaçao em relação a Xi: 

Como <l> ~ <l>(A, C), 

i} f: 
~~ =0. 
iJC J 

iJ<P, ~ o. 
a c, 
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(3.24) 

(3.25) 

(3.26) 

(3.27) 

(3.28) 

(3.29) 

i= l, ... ,N. 

(3.30) 

j= l, ... ,N. 
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- Para j = i: 

onde: 

- Para J. ~ z : 

logo: 

as , 
- = -Hx,(X;- x;). 
iJXj 

Fx = iJ(y;- J,(x;)) = - iJJ,(x;). 
' ax, ax, 

• Minimizaçao em relação a y;: 

Analogamente a xi: 

onde: 
iJ(y;- J,(x;)) 

F,. = é!y; =I. 

logo: 

- W>)Y, - y;) + a, = O. 
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(3.31) 

(3.32) 

(3.33) 

(3.34) 

(3.35) 

1. = 1, ... ,N. 

(3.37) 

(3.38) 

(3.39) 

i=-1, ... ,J\. 
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O sistema de equações formado por (3.3), (3.5), (3.11), (3.20), (3.35) e (3.39) 
pode ser colocado na forma matricial compacta através da definição das seguintes ma-
trizes: 

[a' o 

l Y, 

2:v= 
o ay~ 

N 

[

a' x, 

Lx = ~ 

A, 

l C= [ c~J A= 

AK+l 

y = [ :~ l 
r

QL. 
a A, 

ai" a A, 

lli 
ac, __!!!:i_] a c 1:, + 1 

~ 
acn-+1 

F c= 

l ;~: ,., l Bif>~ ... 
aA~;+ 1 ac1 

'I> A = . : <l>c = 
a,;n ..i!.1:JL B<Pn 
a., aA.n+J ac1 

,., l ac~;+ 1 

...2.!f:.K_ 
ac.n+l 

Na forma matricial as equações (3.3) são reescritas: 

F=y+FA.A+Fc.C=O. 

De (3.5) 

~ l (3.40) 
axo 

N 

(3.42) 

(3.43) 

(3.44) 

(3.45) 

(3.46) 
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De (3.11): 

F\.a + if>~.À =O. (3.47) 

De (3.20): 

(3.48) 

De (3.39) : 

(y- Ly.O =o. (3.49) 

De (3.35) : ' 

(3.50) 

As estimativas Á, é, i e fJ dadas pelo conjunto de equações (3.45- 3.50) dos 
parâmetros A e C e dos valores médios de x e y serão sempre estimativas viciadas devido 
a não linearidade do sistema. 

3.4 Desenvolvimento Numérico 

A determinação dos parâmetros A e C e dos valores médios das variáveis x e y compre
ende a resolução do sistema não linear das equações (3.45- 3.50). Com os parâmetros 
A e C e os valores médios de x;, obtém-se qualquer valor para x ou y no intervalo 
ix1 .... ,x1..,.; com as equações (3.4). 

2obs:z:=;. = 2::1· ; L~-x = Ls ; F~ = Fx 
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Utilizando-se o Método de I'ewton Raphson Estendido, a resolução das equações 

(3.45 -3.50) será dada por: 

F~.o +$~.À L'. A 

F~.o + $~ . .\ L'. C 

y + FA.A + Fc.C L'. a 

g~ L'.ç~ (3.51) 

<1> A·A + <t>, .. c L'..\ 

l 11 - Lr.o L'.Y 

(x- Lx.Fx.o L'. X 

o o F' A <I>' A o FiA.a 

o o F~ <I>' c o Fic·n 

FA F c o o I Fx 
R~ (3.52) 

<J>A <I> c o o o o 

o o J;y o I o 

I:.x FxA.a L.xFxc.a l:x.Fx o o I+ l:x.Fxx.a 

(3.53) 

(3.54) 

onde: 
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(3.55) 

[ 6a
1 l [ 6A

1 l [ 6C
1 l 

Do: = D.~N 
6A = : 6C= : (3.56) 

D.Ax+t 6CK+1 

(J (lli) 
o l LJ J:z:l 

:Ex Fx = (3.57) 
{aF" o 07" \fJ:z:N) 

(3.58) 

o 

0 ( a' F ) a l z, fJ:z:,OAK+l l 

a"FN 
0 7 • a' N c'h:N[JA.fi+J) /I 

(3.59) 

(3.60) 
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onde: 
N a F N a' J.(x.) 

Lx FxA o = L 0:; Oz, aAZ, = -L 0:; Oz; 
•=t J i==l ax;aAi 

• Para f =- k: 

O.j Oz, 

• Para j = k + 1: 

N a' f,(x;) 
I+ l:x Fxx a= I: I - u,, a ' U; 

i=l x, 
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(3.61) 

j=I, ... ,K+I. 
k = l, ... ,K. 

(3.62) 

j = I, ... ,K -I. 
k = l, ... ,K. 

(3.63) 

(3.64) 

(3.65) 

(3.66) 

(3.67) 

j = l, ... ,N. 
k = !, ... ,K. 



Método Spline Modificado 49 

• Para i = j : 

. a' J,(x;) _ 1 + . [(c,- CHI)(x,- x1, 1) c] 
] - a, Oz, a ., - Ct,Ox, L - k . x,.- t~l 

(3.68) 

O método converge quando IDç(n) I < c. 

]\"este caso, a dimensão da matriz R é 3 . (N + K + 1) - 2. 

3.5 Método Spline Estendido 

Da mesma forma que o Método dos Mínimos Quadrados Ponderado e o Método dos 
Mínimos Quadrados são casos particulares do Método da Máxima Verossimilhança, o 
Método Spline acoplado ao Método dos Mínimos Quadrados Ponderado e o Método 
Spline Estendido são casos particulares do Método Spline.Modíficado. 

As minimizaçôes para os parâmetros A e C e para os valores médios de e y,. 
continuam válidas e considera-se Ex = O. Para o Método Spline Estendido segue que 

a,, =I. 
Desta forma, monta-se um sistema linear com as equações (3.45 - 3.49). A 

resolução deste sistema será dado por: 

o o F' A <I>' A o 

o o F' c <I>' c o 

R~ FA Fc o o I (3.69) 

<j>A <I> c o o o 

o o Ey o I 
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o A 

o c 

g~ o ç~ " (3.70) 

o A 

y y 

R.( g. (3.71) 

O estimador ~ é um estimador não viciado dos pa:r..ârnetros A e C e dos valores 
médios de y;. Se Ey I, tem-se o Método dos Mínimos Quadrados Estendido, 
que é o Método Spline acoplado ao Método dos Mínimos Quadrados. O Método Spline 
Estendido foi anteriormente desenvolvido por Klaus- Van Ness [7] e difere da formulação 
aqui aplicada que incJui as restrições de convergência Fi = O. Os valores obtidos pela 
formulação aqui aplicada são ligeiramente diferentes dos obtidos por Klaus- Van Ness 
devido a uma inconsistência na aplicação das equações (18) e (19) de seu artigo [7]. 
O apêndice 3 traz maiores detalhes sobre o desenvolvimento teórico do Método Spline 
Estendido por Klaus - Van Ness. 

3.6 Desenvolvimento Computacional 

Foram desenvolvidos três programas computacionais, sendo um na linguagem BASIC 
- PLUS - 2 para o computador Mainframe Vax, outro na linguagem Quick Basic da 

Microsoft para IBM PC e compatíveis e, finalmente, o terceiro programa em Pascal t 
que foi desenvolvido em um trabalho de iniciação científica [18J. 

O critério de convergência usado no método iterativo foi j6çH I < t:, onde: 

tE;:t.e wft.wart' foi premiado com um microcomputador PC XT no 12concur;:o interno de ;:oft.ware da 

llNICAMP 
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' líl . 6 para líl > v (3. 72) 

ou 

< = ç' para líl :S v , (3.73) 

onde ç é qualquer uma das variáveis Xj, Yt.l Àt, ai, Ak e ck, sendo v= w-IO e é= w- 3• 

1\os programas em BASIC do Vax e em Quick Basic para microcomputador foi 
utilizada dupla precisão (16 dígitos). O programa em Pascal utilizou variáveis single. 

3. 7 Diagrama de blocos 

O diagrama de blocos dos programas em BASIC do Método Spline Modificado é apre
sentado a seguir-



Método Spline Modificado 

Início 

Entrada de dados 

Explicações do programa 

Ajuste 
Spline 
puro 

nao 

Ajuste 
Spline 

Estendido 

nao 

Ajuste 
Spline 

Modificado 

nao 

Fim 

sim 

Sim 

sim 
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~~Montagem da matriz do sistema 

Resolução do sistema por Gauss 

impressão 

ontagem da matriz do sistema 

Resolução do sistema por Gauss 

impressão 

Montagem do jacobiano 

Resolução do sistema por Gaussl 

nao 

O sistema 
convergiU 

Calcula novas estimativas sim 

nao deseja 
interpolar 

impressão 

Calcula o valor da variável 
sim L_ ___________ _j 



Capítulo 4 

Aplicações do Método Spline 
Modificado 

4.1 Introdução 

O Método Spline Modificado leva em conta os erros experimentais tanto da variável 
dependente como da variável independente, associando um desvio-padrão a cada medida 
experimental. Os parâmetros das funções spline são obtidos pelo Método da Máxima 
Verossimilhança. 

Como no Método Spline puro e na extensão de Klaus- Van Ness 15], o Método 
Modificado permite realizar interpolações e calcular valores da primeira e da segunda 
derivada em qualquer ponto do conjunto de dados. 

A modificação proposta mostra-se adequada para ajustar estatisticamente dados 
termodinâmicos de equilíbrio líquido - vapor e de entalpias de mistura de líquidos. 
O Método Modificado apresentou melhor desempenho do que a extensão de Klaus -
Van Ness no ajuste de vários conjuntos de dados termodinâmicos experimentais da 
literatura. Este melhor desempenho foi evidenciado por fornecer desvios absolutos, em 
média. menores que o Método Estendido. 

4.2 Aplicações do Método Spiine Modificado 

O Método Spline Modificado é um novo método de ajuste de curvas de aplicação geral, 
podendo ser aplicado a qualquer tipo de curva de duas variáveis. 

O Método Spline Modificado foi particularmente aplicado ao ajuste de dados 

53 
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termodinâmicos como curvas .le equilíbrio líquido-vapor e de entalpias de mistura de 
líquidos. Foram escolhidos co:,juntos de dados difíceis de serem ajustados. 

Os resultados foram comparados com os obtidos pelo Método Spline Estendido. 

4.3 Critérios utilizados para a escolha do melhor 
ajuste pelo Método Spline Modificado 

A partir de uma tabela de dados (X, Y), com N pontos experimentais, com desvios
padrão a:x, e a 11 , respectivamente, constroem-se intervalos com três ou mais pontos para 
o ajuste pelo Método Spline Modificado. 

Dependendo da escolha dos extremos de intervalos, obtém-se ajustes com re
sultados diferentes. O principal critério para se analisar o melhor ajuste foi inicialmente 
obserYar se o comportamento das curvas ajustadas era coerente com o fenômeno físico 
estudado, neste caso, a inexistência de inflexões que não representassem a tendência 
dos pontos experimentais. lima vez satisfeita esta condição, escolheu-se dentre estes 

0 melhor ajuste estatístico, que corresponde ao que apresentou o menor valor de S da 

equação (3.1). 
Para o Método Splinc Estendido, o critério de escolha foi o mesmo, sendo qur 

o melhor ajuste estatístico corresponde ao ajuste que apresentou o menor valor de E na 
equação (2.13). 

O Método Spline Modificado e o Método Spline Estendido trazem, no mínimo, 
três pontos por intervalo porque ao se trabalhar com dois pontos por intervalo não se 
leva em consideração a minimização das funções objetivas S e E. Para intervalos com 
dois pontos chega-se ao Método Spline puro. 

4.4 Metodologia utilizada para o estudo de cada 

caso 

De todos os conjuntos de dados analisados, os melhores ajustes foram a combinação dt> 
intervalos com no mínimo três pontos e, no máximo, quatro - Este fato já era esperado 
pela teoria, visto que o Método Spline ajusta os intervalos por funções cúbicas de forma 
que a aproximação será tanto mais válida quanto menor for o intervalo considerado. 

Devido a esta particularidade, o estudo de cada caso fica bem mais fácil, porqu<' 
somente se justifica um maior número de pontos por intervalo quando os ajustes que 
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utilizam três ou quatro pontos por intervalo não são coerentes com o fenômeno físico 
estudado. 

Apesar de não servir como regra. na maioria dos casos estudados, o melhor 
ajuste pelo Método Spline Modificado apresentou os mesmos extremos de intervalos do 
melhor ajuste pelo Método Estendido. 

Para cada ajuste foram tabelados os valores experimentais das variáveis, os 
desvios-padrão das medidas, os valores ajustados, os desvios absolutos entre os valores 
experimentais e os ajustados, além da primeira e segunda derivada da função. 

1\a conclusão deste capítulo, secção 4.6, são indicadas algumas regras práticas 
de como proceder no estudo de cada caso. 

4.5 Resultados numéricos de aplicações a dados ter
modinâmicos 

O Método Spline Modificado foi aplicado a diversos tipos de dados termodinâmicos da 
literatura como dados de equiiiDrio líquido-vapor (sistema binário XversusY), tem
peratura de ebulição de um sistema binário em função da concentração (diagrama 
Tversu.sX) e dados de pressão de vapor de um sistema binário em função da con
centração (diagrama PversusX). além de dados de entalpia de mistura de líquidos de 

um sistema binário. 
Os diferentes conjuntos de dados foram analisados e são descritos a seguir: 

4.5.1 Dados de Pressão de Vapor 

O Método Spline Modificado foi primeiramente aplicado aos dados de pressão de vapor 
da mistura etano! - n-heptano a 30" C obtidos por Van Ness et ali [17]. Estes dados são 
de particular interesse pois foram utilizados por Klaus - Van Ness em seu artigo onde 
é introduzido o Método Spline Estendido 17]. Como observado por Klaus - Van Ness, 
a curva de pressão de vapor é utilizada para o cálculo da composição da fase vapor, 
tornando evidente que estes resultados dependem muito da acuracidade do ajuste. 

Dentre os diversos arranjos estudados, a Tabela 4.1· apresenta o melhor ajuste 
obtido pelo Método Spline Modificado para estes pontos. A composição dos extremos 
- primeiro e último ponto experimental - foi fixada como sendo a composição dos 
componentes puros. Para sc> fixar qualquer ponto experimental basta atribuir-lhe um 
desvio-padrão igual a zero, o que equivale dizer que não há erro na determinação deste 
ponto. 
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Da equação (3.39): 
li - y; + a 11 ; • a; = O 

Se a 11 ,=o ----+ Yi :::: Yi 

Tabela 4.1: Pressão de vapor versus compos1çao da fase líquida da mistura etano) -
n-heptano a 30°C. Método Spline Modificado. 

' Pont ,,-•vo:,c"c,c 0 :--> 0 ,,c,o,c,~=---v<,c,c,-, 50 ::--c 0 c,o"o'c"---.p>.,c,c,.c,c,-'ê 0 c,c"o'c~-•r>.,c,c,c,c,--; 0 ",=•=•=••=-•r>=ncm=••=~=---. 5 c,c,.=,=•"•=-
exy;r'- mobr padrão molar ahsoluto vapor padrão ajustad~ ahsolut-o derivada derivada 

2 
3 
4 

- 5 

o 
7 

. ' 
o 

" " ., 
" .,. 
15 
7G 

" .]f, 

70 
-20 

U.UISG O.OOJO 0_0136 0.0020 94.2000 0.01000 94.2002 -0.0002 1056.7 -140997.4 
0.0187 0_0010 0.0Hl4 -0.0007 98.6000 0_01000 98.599!> 0.0001 559.9 -2928G_O 
U.U2Hi U.UUIU U.U240 -U.UU27 IUl.UUUU U.UIUUU IUU.!>9!M U.UUU0 43;U! -:W.iUU.3 
o 03811- 0.0010 0.03Mi 0.0008 105.4000 0.01000 105.4003 -0_0003 253.7 -3804.3 
0.0518 o 0010 (! 051(1 0.0008 108.4000 0.01000 108.4004 -0.0004 206.8 -3372.7 
ü_OQ53 0_0010 ll.l!U39 0_0014 114.6000 0_01000 114.6015 -O.OOif> 92.G -1955.4 
U.l4G4 0.0010 0.1473 -0.0009 117.6000 0.01000 117.&973 0.0027 35.3 -188.5 
0.309~. (1.0010 0.3093 0.0002 121.2000 0.01000 121.2015 -0.0015 11.5 -105.0 
0.5260 0.0010 0.5260 0.0000 122 10(1(1 0_01000 122.1000 0.0000 0_8 6.7 
0Ji542 11.0010 O.li54il 0.0002 121.91)lll 0.0)000 121.89íl 0.0029 -6.8 -116.7 
0.720.3 (J_Q(IJ(I lJ.720ll -0_0006 121 1000 0_01000 121 1034 -0.00.34 -J7_7 -1%.4 
0.7662 fl.OOID !!_7664 -0.0002 120.1000 0.01000 120_1007 -0.0007 -26.3 -185.1 
0.8072 0.0010 u_8065 0.0001 118.9000 0.01000 118.8979 0.0021 -33.6 -175.2 
0.8710 !1,0{111) [1_8713 -0.0003 11&.4000 0.01000 115.4003 -0.0003 -89.] -1538 . .3 
0.926fl !l,llll)ll 0.9272 -0.0007 107.4000 0.01000 107.4004 -0.0004 -208.0 -2714.4 
0.9303 lo OUJII 0.9301 0.0002 106 8000 0.01000 106.7999 0.000) -215_8 -2814.6 
0.9fi3(1 O.OUJll 0.9\l22 0.0008 98.2000 0.01000 98.1991:! 0.0002 -.324.7 -39fi2.G 
Q_[)8GO (I 0010 0.9865 -0.0005 88.0000 0.01000 88_0001 -0_0001 -562.8 -15661.0 

1.oooo o.oooo.__-i'~·oc;o;'oC;:o;:;c;io'i.oêoôo:i'oc::c-;;;;';'~'coêoê;oC,;ceio":.o'ô'i'"':oo':;;;c;C'c'c'~ooo~:c;;~oe.~o"oo~oc_ _ __c,"c'c·"e'_c·"'''"""'"·''-' 
O asterisco ( ·) indic<~ que o ponto é extremo de int.erv<~Jo_ 

Conforme mostrado na Tabela 4.1, todos os valores calculados da pressão de 
vapor apresentam seus desvios absolutos menores do que 0.01, indicando que todos 
estão dentro da faixa de desvio-padrão da variáveL Para a variável independente (fração 
molar), três valores fogem da faixa de desvio-padrão das medidas. 

Para comparaçao, a Tabela 4.2 apresenta o melhor conjunto ajustado pelo 
Método Spline Estendido. Esta combinação de intervalos não coincide com a esco-
lhida por Klaus ~ Van Ness em seu artigo . Keste trabalho os pontos foram melhor 

·Todo~ O:i' valore~, com exceção d:l$ derivada,;, são apre;;.eut.ado~ com quatro algarismo:" siguificativo;: 

a pÓ:< a vírgula. Apesar de na maioria dos C:l$0.<: não ter nenhum significado físico, procurott-se deo::t.a fonna 
mo:"trar o deo::empenl10 computacional. 
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ajustados, apresentando resultados superiores sob o ponto de vista estatístico. Além 
disso, mesmo escolhendo-se os mesmos extremos de intervalo, os resultados obtidos são 
ligeiramente diferentes dos obtidos por Klaus - Van Ness devido a urna pequena in
consistência teórica na aplicação das equações (18) e (19) do seu artigo /7], conforme 
mostrado no apêndice 3. Pelo Método Spline Estendido, 18 valores fogem bastante da 
faixa de desvio-padrão das medidas. 

Tabela 4.2: Pressão de vapor versus composição da fase líquida da mistura etano! -
n-heptano a 30"C. Método Spline Estendido. 

Ponto Fração Pressão Pressão Desvio Primeira ··Segunda 
exper1- molar vapor ajustada absoluto derivada derivada 
mental mmHg mmHg mm Hg 
-

' I 0.0000 58.7000 58.6962 0.0038 4101.5 -292007.9 
2 0.0156 94.2000 95.0363 -0.8363 1063.1 -97536.2 

' 3 0.0187 98.6000 97.9251 0.6749 820.6 -58891.2 
4 0.0216 101.0000 100.0686 0.9314 661.6 -50774.7 

' 5 0.0388 105.4000 I06.3ll2 -0.9112 202.3 -2635.5 

6 0.0518 108.4000 108.7261 -0.3261 169.9 -2351.8 
7 0.0953 114.6000 114.1893 0.4107 88.2 -1402.4 

<8 0.1464 117.6000 117.3510 0.2490 45.0 -287.1 

9 0.3095 121.2000 121.5240 -0.3240 10.1 -141.3 

>lO 0.5260 122.1000 121.9090 0.1910 0.4 52.2 

11 0.6542 121.9000 121.8813 0.0187 -4.9 -135.2 
:d2 O. 7203 121.1000 121.1931 -0.0931 -17.0 -231.8 

13 0.7662 120.1000 120.1709 -0.0709 -27.5 -224.3 
:d4 0.8072 118.9000 118.8578 0.0422 -36.5 -217.5 

15 0.8710 1]5.4000 115.2629 0.1371 -89 o -1428.4 
>16 0.9265 107.4000 107.5807 -0.1807 -197.5 -2481.8 

17 0.9303 106.8000 106.8113 -0.0113 -207.6 -2789.6 
<18 0.9630 98.2000 98.0606 0.1394 -342.1 -5438.2 

19 0.9860 88.0000 88.0588 -0.0588 -557.9 -13325.6 
:~o20 1.0000 78.8000 78.7859 0.0141 -778.0 -18126.6 

O asterisco (o~.) indica que o ponto é extremo de intervalo. 

Se o Método Spline Estendido fosse o Método Spline acoplado ao Método dos 
Mínimos Quadrados Ponderado, notar-se-ia que para o mesmo arranjo da Tabela 4.2. 
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Tabela 4.3: Comparação entre as funções de minimização para os dados de pressão de 
vapor da mistura etano] - n-heptano. 

i Método Função objetiva de minimização para 

I a mistura etano] - n-heptano. 

[ Método Spline Modificado s - 9.44209 
I (Tabela 4.1) 

Método Spline Estendido E - I 7108.1 
(Tabela 4.2) 

os valores ajustados seriam idênticos , visto que todos os pontos experimentais possuem 
o mesmo desvio-padrão. Assim. é possfvel fazer uma comparação quantitativa sob o 
ponto de vista estatístico. A Tabela 4.3 mostra esta comparação. 

O valor da função objetiva de minimização do Método Spline Estendido foi 1812 
vezes maior que a do Método Modificado. 

O Método Spline Modificado foi testado em condições severas de convergência. 
A condição limite para o teste de convergência é aplicar desvios-padrão nulos para a 
variável dependente. Para a condição limite o11 , = O e utilizando Ox, = 0.001 o método 
convergiu. A Tabela 4.4 traz estes valores. 

Apesar de a literatura ainda não ressaltar a grande superioridade do método 
implícito em relação ao explícito quanto a covergência na determinação de ajustes não li
neares, esta superioridade existe e foi observada por Guirardelo em sua tese de Mestrado 
16). 

O Método Spline Estendido nesta formulação não traz como caso particular o 
Método Spline puro, visto serem utilizadas apenas K- 1 restrições cfob de forma que 
para N pontos, o número máximo de intervalos é N - 3~ enquanto que o Método Spline 
puro utiliza N - I intervalos. 

A Tabela 4.5 traz o ajuste utilizando o maior número possível de intervalos (17 
intervalos) para os dados de pressão de vapor da mistura etano!- n-heptano. Os valores 
da pressão de vapor sâo idênticos aos obtidos pelo Método Spline puro (Tabela 4 .6). 

A Figura 4.1 mostra os dados de pressão de vapor versus composição da mistura 
etano!- n-heptano ajustados pelo Método Spline Modificado. As Figuras 4.2 e 4.3 apre
sentam respectivamente os desvios absolutos das variáveis dependente e independente. 
mostrando a boa qualidade do ajuste. Na Figura 4.4 é mostrado o comportamento da 
primeira derivada da função, mostrando a coerência dos resultados com o fenômeno 
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Ponto 
expen
mentOll 

1 

' 
4 

' G 

7 
8 
o 

.JO 
11 

·12 
13 

·14 
1.; 

-16 
17 

·" 19 

" 

PonTo 
experi
mental 

. 1 

' 
' 3 

' ' 
- 5 
' 6 
• 7 

' 8 

. ' 
-10 
·11 
·12 
·13 

Tabela 4.4: Teste de convergência do Método Spline Modificado. 
Fração 
molar 

metano! 

0.0000 
0.0}50 
0.0187 
0.02Hl 
0.038ti 
0.0511' 
0.0953 
0.1464 
0.3095 
0.5260 
0.6&42 
0.7203 
0.7GG2 
0.8072 
O.fl71fl 
0.\)265 
0.9303 
0.9630 
0.9860 
l 000(1 

Fraç;w 
mobr 

metano\ 

O.OOOC• 
0.015(, 

0.0187 
0.02](; 

0.038~ 

o 0518 
0.0953 
0.1464 
0.3005 
0.52130 
0.6542 
0.7203 
0.7662 
0.8072 
0.8710 
0.9265 
0.9303 
U.9íl30 
0.9860 
1 .000(1 

Desvio
padrão 

Fr,.çiio Desvio Press:\o De~vio.- Pressiio Desvio Primeira Seguncla 
derivada molar absolu~o v:..por padrãu ajustada absolulo deriv:~.dn 

0.0010 
0.0010 

0.0010 
0.0010 
0.0010 
0.0010 
0.0010 

o. orno 
0.0010 
0.0010 
0.0010 
0.0010 
0.0010 
o.or_•IO 
o Oillf\ 

0.0010 
0.0010 
lLOOHI 

0.0010 
o 0[110 

ajustada mmHg mmHg mmHg 

0.0003 -0.0003 58.7000 0.00(1(1{1 58.7000 0.0000 
o.Ot3G o.oo2o 94.2000 o.oonno 94.2noo o.oooo 
0.0194 -0.0007 98.6000 0.00000 98.6000 0.0000 
0.0243 -0.0027 101.0000 0.00000 101.0000 0.0000 
0.0380 
0.0510 
0.0938 
0.1474. 
0.3003 
0.5260 
0.6539 
0.7211 
0.7663 
0.8064 
0.8714 
0.9272 
0.930() 
0.0623 
0.9865 
0.999!< 

O.OOOf! 
0.0008 
0.0015 

-0.0010 
0.0002 
0.0000 
0.0003 
-0.0008 
-0.0001 
0.0008 
-0 0004 
-0.0007 
0.0003 
0.0007 
-0.0005 
o oooz 

105.4000 
108.4000 
114.6000 
117.6000 
121.2000 
122.1000 
121.9000 

0.00000 
0.00000 
0.00000 

0.00000 
0.00000 
0.00000 
0.00000 

121.1000 0.00000 
120.1000 0.00000 
118.9000 0.00000 
ll!i.4000 0.00000 
107.4000 0.00000 
106.8000 0.00000 
O.':.:woo o.ooooo 
88.0000 O.OOOüO 
78.8000 0.00000 

105.4000 

108.4000 
114.6000 
117.6000 
121.2000 
122.1000 
121.9000 
121.1000 
12U.IOOO 
118.9000 
115.4000 
107.4000 
106.8000 
98.2000 
88.0000 

78.8000 
O ast eriscu (') indica que o ponto é extremo de intervn.lo. 

0.0000 

0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.000[} 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
[}.0000 
0.0000 
0.0000 

Tabela 4.5: Teste para chegar ao Método Spline puro. 
Defvio- Fraç~o Desvio Pressão Desvio- Pressão Desvio 
paclrfon molar :.bso!ut.o vapor padrão ajustada absoluto 

aJu~tad.a mmH g mmH g mmH g 

1.0000 O.UOOO 0.0000 58.7000 1.00000 58.7000 0.0000 
i.OCIOlJ 

1.0000 
1.0000 
1.0UOIJ 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
l.UOOO 
].000() 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
J uooo 
1.0000 
1.0000 
1.0000 
1.0QUO 
1 0000 
1.0000 

0.0156 
0.0187 
0.0216 
0.0388 
0.0518 
O.U953 
0.1464 
0.30% 

0.5260 
0.6542 
0.7203 
0.7662 
0.8072 
0.8710 
0.9Z65 
0Jl303 
0.963(1 
0.0860 
1.0000 

0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
O.UOOO 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 

94.2000 1.00000 94.2000 
98.6000 1.00000 98.6000 

IUI.OOOO 1.00000 101.0000 
105.4000 1.00000 105.4000 
108.4000 1.00000 108.4000 
114.6000 l.OOOUO 114.6000 
ll7.GOOO 
121.2000 
12:2.1000 
121.9000 
121.1000 
120.1000 
118.9000 
115.4000 
107.4000 
106.8[}00 

98.2000 
88.0000 
78.8000 

1.00000 
1.0[}000 

1.00000 
1 noooo 
1.00000 
1.00000 
1.00000 
1.00000 
1.0000(1 
1.000[}0 
1.00000 

1.00000 
1.00000 

117.6000 
121.2000 
122.1000 
121.9000 
121.1000 
120.1000 
118.9000 
115.4000 
107.4000 
106.8000 
98.2000 

88.0000 
78.8000 

O :~sterisco ( ) indica que o ponto é extremo de intervalo. 

0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
0.0000 
o.ooou 
0.0000 
0.0000 
00000 
0.0000 
00000 
0.0000 

0.0000 
0.0000 

4854.6 
1070.2 

556.9 
432.1 
253.8 
206.9 
92.7 
35.2 
Jl.S 
0.0 

-6.8 
-17.8 
-26.4 
-33.4 
-89.2 

-208.5 
-216.3 
-322.8 
-569.2 
-834.1 

-419579.9 
-147511 7 

-28868.6 

-22275.1 
-3808.0 

-3376.2 
-1959.0 

-188.4 
-104.9 

6.8 
-127.3 
-197.7 
-182.8 
-169.6 

-Hi46.2 

-2728.4 
-2814.3 
-3794.2 

-16512.4 
-23459.0 

Pnmeira Segnnd:. 
deriv:o.d:. derivad:. 

2046.5 130286.0 
1717.7 -172436.9 
1080.9 -232593.4 

(>40.2 -77564.6 
154.1 21045.5 
247.3 -6716.0 

79.1 -1014.3 
43.8 

8.8 
u 

-7.3 
-17.4 
-26.5 
-30.2 

-105.5 
-154.7 
-165.5 
-955.0 
-559.5 
-765.0 

-369.1 
-60.5 

-G.4 
-130.8 
-175.3 
-222.0 

42.4 
-2403.3 

630.9 
-6300.4 
-5203.0 

-1%487.9 
-16867.4 
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Tabela 4.6: Ajuste pelo Método Spline puro. 
Ponto Fraçi".o Desvio- fraÇão DesvÚ> Pressi"w Desv1o- Pressf.o Desvio Primeira Segunda 

expen- mol:.r padrão molar ab5oluto vapor p;•dráo ajustada :>.bsoluto derivru:b deriv:>.da 
mental met.~nol njust.ada mmHg mmHg mmHg 

. I o.ooon ]_0000 0.0000 0.0000 58.7000 1.00000 58.7000 0.0000 2914.8 ~8Hl38.3 

• 2 (I 0150 ].0000 o 0150 0.0000 04.2000 I 00000 94.2000 0.0000 1636_5 -81938.3 
• 3 0.0187 I.CUOO 0.0187 0.0000 98.6000 1.00000 98.6000 0.0000 1112.0 -255447.6 
. 4 0.021G 1.0000 0.0216 0.0000 101.0000 1.00000 101.0000 0.0000 630.6 -75597.3 
. 5 0.03!<1< 1.0000 0.0388 0.0000 ]05.4000 1.00000 105.4000 0.0000 156.5 204G9.G 

. ' 0.0518 1.0000 0.0518 0.0000 108.4000 1.00000 108.4000 0.0000 246.3 -6643.1 
• 7 0.0953 1.0000 0.0953 0.0000 114.6000 1.00000 114.6000 0.0000 79.4 -1031.7 
. 8 0.1464 1.0000 0.1464 0.0000 117.6000 1.00000 117.6000 0.0000 43.7 -366.8 
• 9 0.3095 1.0000 0.3095 0.0000 121.2000 ]_00000 121.2000 0.0000 88 -61.0 
·lO 0.52GO 1.0000 0.5260 0.0000 122.1000 1.00000 122.1000 0.0000 15 -6_3 
•!I 0.6542 1.0000 0.6!>42 O.OOQO 121.!10(10 l.OQOOO 12Ul000 O.OO!Jt.r -7.3 -]3(1.9 
·12 0.72(13 l.OOOQ 0.7203 0.0000 121.1000 1.00000 121.1000 Q.OOOO -17.4 -175.2 
·13 Q.7662 1.0000 0.7662 0.0000 120.1000 1.00000 120.1000 0.0000 -26.5 -222.1 
·14 (1.8072 1.(1000 0.8072 O.OQQQ 118.900(1 1.00000 118.9000 0_000(1 -30.2 42.6 
·15 (1_871(1 1.0000 0.87)(1 Q.OOQO 115.4(10(1 1.00000 115.4000 0.0000 -105.5 -2404.0 
·16 0.9265 1.0000 0.9265 0.0000 107.40(10 l_OQO(I(I J07_40Q(i (I_QOOO -154.7 633.6 
·11 0_9303 1.00(10 0.9303 0.0000 1(16.8000 1.0000,. 106.8000 0.0000 -165.6 -6379.7 
·18 0.9630 1.0000 0.9630 0.0000 98.:!000 l.OOOUll 98.2000 u_ouuo -353.5 -!ill6.4 
·Hl 0.9860 1.0000 0.986(1 0.0000 88.0(100 1.00000 86.0000 0.0000 -5G4.5 -13230.8 
·20 ]_(1000 1.0000 LOQOO 0.0000 78.8(100 1.00000 78.8000 G_Qu(iü -749.8 -13230.8 

o asterisco r-) indica que o pon~o é extremo de mtenta)ú_ 

físico estudado. 

4.5.2 Dados de equilíbrio líquido- vapor (Diagrama x versus y) 

Para o estudo deste tipo de curva, foram analisados dois conjuntos de dados: equilíbrio 
líquido-vapor das misturas acetonitrila-água e 2-propanol-água. Ambas as curvas apre
sentam um ponto de azeotropia e representam um conjunto de curvas muito utilizado 
na termodinâmica. 

A Tabela 4.7 apresenta o melhor ajuste pelo Método Spline Modificado para 
a composição da fase gasosa em função da composição d.a fase líquida da mistura 
acetonitrila-água. Os dados foram extraídos da referência [5]. 

Os dados foram muito bem ajustados pelo Método Spline Modificado com sete 
valores fugindo da faixa de desvio-padrão das medidas experimentais. 

Comparando estes valores com os obtidos pelo Método Spline Estendido (Tabela 
4.8), nota-se novamente a superioridade do Método Spline Modificado que apresenta 
desvios absolutos bem menores que o Método Spline Estendido. 

A Tabela 4.9 compara os valores obtidos para as funções de minimização de 
ambos os métodos, fazendo-se as mesmas considerações como na Tabela 4.3. A função 
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Tabela 4. 7, Diagrama x-y da mistura acetonitrila- água. Método Spline Modificado. 
Pont.o Fr. molar De~vio- Fraç:m Desvie• Fr. molar DesVJ(r fraçao Desvio Primeira SeRund" 

expen- líquio;J;, padri>o :\j\1~- absolut.o gaso8a padrào ajus- absoluto derivada derivada 
ment.al 

' ' ' ' 
2 0.0270 0.0010 0.0254 O.OOIG 0.3130 0.00100 0.3132 -0.0002 8.5 ·25\J.>I 
3 0.07ii0 o O()] o 0.0783 -0.0003 0_51130 0.00100 0.515fi 0.0002 1.3 -I~ li 

4 O.l31l0 0.0010 0.1381 -0.0001 0.5730 0.00100 0.572!i 0.0002 O.G ·li 7 
. 5 0.2320 0.0010 0.231~ 0.0002 0_(-.(1{:,(1 0.00100 Q_(>(I5!J -O.OOOD 0.7 ·ll 

G 0.3620 0.0010 0.3621 -0.0001 0.6250 0.00100 o 6237 0.0013 0.1 00 
7 0.4540 0.0010 0.4539 0.0001 0.6340 0.00100 0.6350 ·0.0010 O I o:; 

. 8 O 47DO 0.0010 0.4790 0.0000 0.63(10 0.00100 0_638~ 0.0002 0.7 0.\\ 

' 0.(i090 O.OOHI O.Ci090 0.0000 0.6670 0.0('100 0.6669 0.0001 0.3 o; 
-lO 0.6\)(IQ o 0010 0.6899 0.0001 0.6000 .::.10100 o 6903 -0.0003 0.3 0.5 

11 O.fl230 0.001{1 0.8240 -0.0010 0.7á30 0.00100 0.7516 0.0014 07 5.4 
12 0.8!• lll 0.0010 0.8876 0.0024 0.8070 O.OOJOO 0.8091 -0.0021 1.1 .. 
'·' 0.92\i(l [)_(lOJO 0.9276 -0.0016 0.8620 0.00100 0.8609 0.0011 1.5 IH>~ 

14 J_(J(l(l(\ ll.UUOII l.lHfOfl o 0000 1.0(1011 0.0-0UOfl 1.0000 0.0000 24 I!> 4 
O ancrisce> ( ') indic" que o pont<> Ó! extremo de mtcrv,.]o_ 

Tabela 4.8: Diagrama x-y da mistura acetonitrila - água. Método Spline Estendido. 
Pont.o Fração molar Fração molar fração Desvio Primeira Segunda 
expen~ líquida gasosa molar absoluto derivada derivada 
mental acetonitrila acetonitrila :ajustada 

* I 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 15.9 -350.7 
2 0.0270 0.3130 0.3157 -0.0027 8.0 -235.5 

' 3 0.0780 0.5160 0.5116 0.0044 1.5 -17.8 
4 0.!380 0.5730 0.5757 -0.0027 0.7 -11.0 

'5 0.2320 0.6050 0.6059 -0.0009 0.1 -0.4 
6 0.3620 0.6250 0.6223 0.0027 0.1 0.2 
7 0.4540 0.6340 0.6352 -0.0012 0.2 0.6 

' 8 0.4790 0.6390 0.6393 -0.0003 0.2 0.7 
9 0.6090 0.6670 0.6674 -0.0004 0.3 0.6 

dO 0.6900 0.6900 0.6901 -0.0001 0.3 0.6 
11 0.8230 0.7530 0.7502 0.0028 0.7 5.5 

>tl2 0.8900 0.8070 0.81 I 9 -0.0049 1.2 8.0 
13 0.9260 0.8620 0.8593 0.0027 1.5 9.9 

•14 1.0000 1.0000 1.0000 0.0000 2.4 13.9 
-------

O asterisco( o~-) indica que o ponto é extremo de intervalo. 
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Tabela 4.9: Comparação entre as funções de minimizaçào para o diagrama :r 1'€T.5U." y 

da mistura acetonitrila-água. 

I 
Método Função objetiva de minimização para o 

diagrama :r versus y da mistura acetonitrila-água. 

Método Spline Modificado s - 11.54 79 
(Tabela 4. 7) 

Método Spline Estendido E - 41.7508 
(Tabela 4.8) 

de minimização do Método Spline Estendido foi 3,6 vezes maior do que a do Mi'todo 
Modificado. 

Foi feita uma subrotina para a determinação do ponto de azeotropia. A con
centração do ponto de azeotropia obtida foi Xau = Yazr = 0.6905, praticament<' igual 
ao ponto experimental por arredondamento. 

A Figura 4.5 mostra o diagrama :.r. versus y da mistura acetonitrila água ajus
tado pelo Método Spline Modificado. 

A Tabela 4.10 traz o melhor ajuste pelo Método Spline .Modificado para a 
composição da fase gasosa em função da fase líquida da mistura 2-propanol - água. Os 
dados foram extraídos da referência iSJ. 

Os dados foram muito bem ajustados pelo Método Spline Modificado. com sl't(' 
valores fugindo da faixa de desvio-padrão das medidas experimentais. Comparando('ste.s 
valores com os obtidos pelo Método Spline Estendido, apresentados na Tabela 4.11, nota
se que. apesar de haver apenas cinco valores que fogem da faixa de desvio-padrão das 
medidas experimentais pelo Método Spline Estendido, estes valores apresentam des\"io.s 
absolutos bem maiores que os apresentados pelo .Método Spline Modificado. 

A Tabela 4.12 compara os valores obtidos para as funções de minimizaçâo dos 
ajustes de ambos os métodos fazendo-se as mesmas considerações das Tabelas 4.3 e 4.9. 
A função objetiva de minimização do Método Spline Estendidido foi 3,3 vezes maior qur 
a do Método Modificado. 

A concentração do ponto de azeotropia foi Xaz• = Yau = 0.6913. 
A Figura 4.6 mostra o diagrama x versusy da mistura 2-propanol- água. 
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Figura 4 . .): Diagrama x versus y da mistura acetonitrila-água. 
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Tabela 4.10: Diagrama x-y da mistura 2-propanol- água. Método Spline Modificado. 
Ponto fr. molar De~v1o- F c molar Desvio Fr-ação De•vio- Fraçâ<> De..vi" Prirneir:> Segunda 

exper1- liquida p:~dr~w ajm- absoluto gasosa padr:•o aju~- absolu~o derivad:> derjvad:o 

mental 2-prop. tad:'l 2-prop. tada 

. I 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.00000 0.0000 0.0000 )4.7 -300.9 

2 0.0460 0.0010 0.0491 -0.0031 0.4210 0.00100 0.4202 0.0008 3.7 -145.5 
• 3 0.0050 0.0010 0.0945 0.0005 0.4870 0.00100 0.4884 -0.0014 0.4 -1.6 

• 0.1750 0.0010 0.1751 -0.0001 0.5140 0.00100 0.513(\ ü0004 0.3 .Q_!J 
. 5 0.2810 0.0010 0.2812 -0.0002 0.5400 0.00100 0.5392 0.0008 0.2 OA 

0 0.4770 0.0010 0.4764 O.OOOG O.f>940 0.00100 fl.f>957 -0_0017 0.3 0.7 
• 7 0.6040 0.0010 0.6047 -0_0007 0.6480 0.00100 0.646!> 0.0015 0.4 0.0 

' 0.7700 0.0010 0_76913 0_0004 0.7400 O.OlHOO 0.740[> -0.000[> 0.7 2.6 
o 0.8600 O.OQ-10 0.8601 -0.0001 0.8190 0.00100 0.818ll 0.0001 1.0 3_5 

.JU J_OUOO 0.0000 1.0000 0.0000 1.00[)0 0.00(10(1 1.0000 0.0000 J.ô õU 

O asterisco(') indica qu., o ponto é extremo de int.ervalo. 
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Tabela 4.11: Diagrama x-y da mistura 2-propanol- água. Método Splíne Estendido. 
Ponto Fração molar Fração molar Fração Desvio Primeira Segunda 

exper1~ líquida gasosa molar absoluto derivada derivada 
mental 2-propanol 2-propanol ajustada 

' I 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 15.2 -316.1 
2 0.0460 0.4210 0.4179 0.0031 4.2 -162.6 

' 3 0.0950 0.4870 0.4923 -0.0053 0.2 0.8 
4 0.1750 0.5!40 0.5108 0.0032 0.3 0.5 

' 5 0.2810 0.5400 0.5395 0.0005 0.3 0.0 
6 0.4770 0.5940 0.5970 -0.0030 0.3 0.6 

' 7 0.60-10 0.6480 0.6-155 0.00:!5 0.4 1.1 
8 O.i700 0.7400 0.7404 -0.0004 0.7 2.6 
9 0.8600 0.8190 0.8193 -0.0003 1.0 3.5 

;JO 1.0000 1.0000 1.0000 0.0000 1.6 4.8 

O asterisco("') indica que o ponto é extremo de intervalo. 

Tabela 4.12: Comparação entre as funções de minimizaçâo para o diagrama x versus y 

da mistura 2-propanol- água. 

Método Função objetiva de minimização para 
o diagrama x versu.s y da mistura 2-propanol- água. 

Método Spline Modificado s - 9.6855 

(Tabela 4.10) 
Método Spline Estendido E - 31.656i 

' (Tabela 4.11) ' 
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Figura 4.6: Diagrama x versus y da mistura 2-propanol- água. 

4.5.3 Diagrama de temperatura de ebulição em função da con
centração de uma mistura binária 

Para o estudo deste tipo de curvas foram analisados os mesmos dados que os da secção 
4.5.2, as misturas acetonitrila - água e 2-propanol - água 15]. Estas curvas são muito 
utilizadas para cálculos de equilíbrio em projetos e processos químicos. 

A Tabela 4.13 apresenta os valores obtidos pelo Método Spline Modificado para 
a mistura acetonitrila-água. Os dados foram extraídos da referência ]5]. Os valores dos 
extremos (componentes puros) foram obtidos pela correlação de Antoine 15]. 

Os dados foram razoavelmente ajustados pelo Método Modificado, com sete 
valores fugindo da faixa de desvio-padrão das medidas experimentais. Comparando-os 
com os obtidos pelo Método Estendido (Tabela 4.14), nota-se que o Método Modificado 
foi levemente superior, pois forneceu desvios absolutos, em média, menores. 

A Tabela 4.15 traz os valores das funções de minimizaçâo referente aos ajustes 
das Tabelas 4.13 e 4.14, confirmando que o Método Modificado foi levemente superior. 

A Figura 4.7 mostra o diagrama T ver.susx da mistura acetonitrila- água. 

Os valores ajustados para a mistura 2-propanol - água são mostrados na tabela 
4.16, referência !5~. 

Os dados foram bem ajustados pelo Método Modificado com apenas seis valores 
fugindo da faixa de desvio-padrão das medidas experimentais. Comparando-se estes 
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Tc.:.ela 4.13: Diagrama Tversusx da mistura acetonitrila ~água. Método Spline Modi-

fc-~do. 
: :.-nh~ Fração Desvio· Fraçiio Desvio Temper:•- Desvio- Temperatura Desvw Primetra Segund~ 

~:::::..,ri· molar pndr'"' molnr ab~oluto htrn pndriw :.ju~lada absoluto derivada derivad:. 
-::~_,_;.] ajustad;~ "'(" "C ··c 

. I 0.000(1 0.000(1 0.000(1 0.0000 100.0000 0.10000 100 0007 -0.0007 -396.1 6928.3 

' 0.0270 o 0010 o 0269 0.0001 91 6000 0.10000 91.5976 O.OV~4 -236.8 4893_] 
3 0.0780 0.0010 0.0780 0.0000 84.2000 0.]0000 84.2041 -0.0041 -85.4 1033 5 

• 0.1380 Q_tl010 0.1380 0.0000 80.7000 0.10000 80.6971 0.002~ -35.6 629 G 
5 0.2320 0.0010 0.2320 0.0000 79.2000 0.10000 79.20) J -0.0011 -6.2 -3.7 

" 0.3620 0.0010 0.3620 0.0000 78.4000 0.10000 UL39I!J 0.0081 -6.1 4.6 
7 0.4540 0.0010 0.4539 0.0001 78.0000 0.10000 77.8579 0.1421 -5_4 10_4 

' 0.4790 Q_(lfi)Q 0.4791 -0.0001 77.5000 0.10000 77.7248 -0.2248 -S.I 12.0 

' 0.6090 O.í· ·lO 0.6090 0.0000 77.4\100 0.10000 77.23;!4 0.1676 -L9 38.2 
10 0.6900 (I_(,UJO 0.6900 0.0000 77.1000 0_1(1000 77.2232 -0.1232 LO 54.5 
11 0.8230 0.001(1 0.8232 -0.0002 78.2000 0.10000 78.0364 0.1636 10.9 81.4 
12 0.890(1 0.00}!1 O.&il03 0.0007 78.6000 0.10000 78.08RG -0_3886 18.7 153_0 

13 0.92GO O.UOHI 0.!7267 -0.0007 80.100(1 0.10000 70.8052 0.2948 25.2 103.5 
H 1.0!100 ()_(l()(l(l 1.0000 0.0000 82 2\100 0.10000 82.2389 -0.0389 4~.2 272.8 

O ;1~teri~co ( · ) indica que o ponl-v i! extremo de int.erv;,[o 

TG.Jela 4.14: Diagrama T versus x da mistura acetonitrila ~ água. Método Spline 
Lo-.endido. 

Ponto Fração molar Temperatura Temperatura Desvio Primeira Segunda 
expen- molar 'C ajustada absoluto derivada deri\·ada 
mental acetonitrila 'C 

* 1 0.0000 100.0000 100.0017 -0.0017 -395.5 6904.6 

2 0.0270 91.6000 91.5939 0.0061 -236.5 4873.9 
• 3 0.0780 84.2000 84.2101 -0.0101 -85.7 1038.2 

4 0.1380 80.7000 80.6929 0.0071 -35.6 631.9 
• 5 0.2320 79.2000 79.2011 -0.0011 -6.1 -4.5 

6 0.3620 78.4000 78.3936 0.0064 -6.1 4.3 
7 0.4540 78.0000 77.8574 0.1426 -5.4 10.5 

'8 0.4790 77.5000 77.7249 -0.2249 -5.2 12.2 

9 0.6090 77.4000 77.2316 0.1684 -1.9 38.3 

lO 0.6900 77.1000 77.2236 -0.1236 1.9 54.6 

•li 0.8230 78.2000 78.0364 0.1636 10.9 81.2 

12 0.8900 78.6000 79.0046 -0.4046 18.8 153.5 

13 0.9260 80.1000 79.7888 0.3112 25.0 192.4 

'14 1.0000 82.2000 82.2394 -0.0394 42.2 272.2 

c- lõ5terisco( ~-) indica que o ponto é extremo de intervalo. 
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Tabela 4.15: Comparação entre as funções de minimização para o diagrama T versus :r 
da mistura acetonitrila · água. 

Método 

Método Spline Modificado 
(Tabela 4.13) 

:Método ::;p]ine Estendido 
(Tabela 4.14) 

"'"" 

Função objetiva de minimização para 
o diagrama T versus x da mistura acetonitrila- água. 

s 19.5868 

E 20.1822 

-I\_ 
-

~ 
::> -~ 
ID 00.00 -
o. 
E : 
~ -

: 
0.00 

' ' ' ' :,)., ' ' ; ... ,_ 
Frocco molar 

Figura 4.7: Diagrama T versus x da mistura acetonitrila- água. 
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Tabela 4.16: Diagrama Tversus x da mistura 2-propanol- água. Método Spline Modi-
ficado. 

Ponto FraçáD Desvk•· Fr-.ç5.o Desvit• Temper:o- DesvJcr Tempernturn Desvio Primeira Segumb 
experÍ· molar padr5o molar absolut.D tur;o padráo ajus~ada absoluto derivnd" derivad<L 

ment-al aJustad:> "(' "(' "C 

. I 0.0000 0.0000 0.0000 0.000(1 100.000(1 0.01000 98.999{) 0.0004 -487.6 9990.9 

' 0.04(i0 0.0010 0.0504 -0.0044 85 8G0(J 0.01000 85.1'.637 -0.0037 -118.0 4676.5 
• 3 0.0950 0.0010 0.0942 O.OOOfl 83 7JO[J 0.01000 83.7047 0.0053 -14.3 53.2 

4 0.1750 0.0010 0.1751 -0 0001 82 71Ul! lLOlOOU 82.710~ -0.0008 -10.5 4L3 

' 0.2810 O.OOiú 0.2812 -0.0002 8!.R00!1 0.01000 lil.8033 -0.0033 -6.9 25.7 
• 6 0.4770 0.0010 0.4170 o.uoor, 80.760!1 0.01000 80.7f>92 0.0008 -4.7 -3.1 

7 0.6040 0.0010 0.6035 0.0005 80.220(1 0.01000 80.205!'1 0.0142 -3.5 21.!'1 
8 0.7700 0.0010 0.7689 0.0011 80.0300 0.0100[1 80.0712 -0.0412 2.8 54.S 
9 0.8600 0.0010 0.8632 -0.0032 80.040(• 0.01000 80.6041 0.035~ 8.8 731 

·lO 1.0000 0.0000 1.0[100 0.0000 82.570(1 0.01000 82.5775 -0.0075 20.7 100.1 
O :>1'1-erisco ( ') indic" que o po])to é extremo de intervalo. 

valores com os ajustados pelo Método Estendido (Tabela 4.17). nota-se novamente a 
superioridade do Método Modificado. O Método Estendido apresentou nove valores 
fugindo da faixa de desYio--padrão das medidas experimentais além dos desvios absolutos 
serem, em média, maiores. 

A Tabela 4.18 compara os valores obtidos para as funções de minimização de 
ambos os métodos. A função objetiva de minimizaçâo do Método Estendido foi 21,3 
vezes maior que a do Método Modificado. 

A figura 4.8 mostra o diagrama T versus x para a mistura 2-propanol- água. 

4.5.4 Calor de mistura de urna solução binária 

A Tabela 4.19 traz o melhor ajuste pelo Método Spline Modificado para os dados de 
calor de mistura da solução metano] - água. Os dados foram extraídos da referência 
j9j. 

Foi feita uma extrapolação para se obter o calor de mistura dos componentes 
puros. Os valores obtidos foram água= 1681,1 cal jgmol e Metano! ~ 674,9 caljgmol. 
Para casos como este, onde não existem os valores extremos e o intervalo para a ex
trapolação é pequeno, a mesma pode ser empregada, mostrando outra vantagem do 
método. 

O ajuste foi comparado com o melhor ajuste obtido pelo Método Spline Es
tendido (Tabela 4.20). Ambos os métodos ajustaram bem os valores, mas o Método 
Modificado foi levemente superior. 

A Tabela 4.21 compara os valores obtidos para as funções de minimização de 
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Tabela 4.17: Diagrama T versus x da mistura 2-propanol- água. Método Spline Esten-

dido. -
Ponto Fração molar Temperatura Temperatura Desvio Primeira Segunda 

expen- 2-propanol - "C ajustada absoluto derivada deri\·ada 
mental água "C 

' 1 0.0000 100.0000 99.9715 0.0285 -501.9 10345.8 
2 0.0460 85.8600 86.0677 -0.2077 -141.0 5344.6 

,_ 3 0.0950 83.7100 83.4436 0.2664 -9.6 17.2 
4 0.1í50 82.7100 82.7258 -0.0158 -8.4 14.7 
5 0.2810 81.8000 81.9171 -0.1171 -7.0 11.5 

'6 0.4770 80.7600 80.7341 0.0259 -5.3 5.5 

' 0.6040 80.2200 80.1598 0.0602 -3.3 26.0 

8 0.7700 80.0300 80.0932 -0.0632 3.2 52.9 
g 0.8600 80.6400 80.6194 O.ü206 8.7 67.5 

·10 1.0000 82.5700 82.5678 0.0022 19.7 90.2 

O asterisco(,.) indica que o ponto é extremo de intervalo. 

Tabela 4.18: Comparação entre as funções de minimização para o diagrama T versus I 

da mistura 2-propanol - água. 

I Método Função objetiva de minimização para 

I o diagrama T versu.s x da mistura 2-propanol- água. 

j Método Spline Modificado s ~ 32.3225 

1 (Tabela 4.16) 

1 Método Spline Estendido E - 688.192 

(Tabela 4. 17) 
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Figura 4.8: Diagrama Tversus x da mistura 2-propanol- água. 

ambos os méwdos. A função objetiva de minimização do Método Modificado foi leve
mente inferior a do Método Estendido. 

A figura 4.9 mostra os dados de calor de mistura do sistema metano! - água. 

A tabela 4.22 apresenta o melhor ajuste pelo Método Modificado para os dados 
de calor de mistura do sistema etano! - água. Os dados foram extraídos da referência 

19:. 
Foi feita uma extrapolaçâo para se obter o calor de mistura dos componentes 

puros. Os valores obtidos foram água= 2270.9caljgmol e etano]= 379.7caljgmol 
Os resultados do ajuste foram comparados o melhor ajuste obtido pelo Método 

Estendido ( Tabela 4.23). Ambos os métodos ajustaram bem os valores, mas o Método 
Modificado foi levemente superior. 
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Tabela 4.19: Calor de mistura do sistema metanol-água. Método Spline Modificado. 
Ponto Fração Desvio- Fraçfw De5vio Calor de De5vi<,_ Calor de Desvio Pnme1T:> Segund:> 

expen- mobr padrií.o n1c1br ;~.bsolutn m!ST.IIra padrfir_o mJstur;, absoluto derrvad:> derivada 
ment:!l metano] :ljll~t.:-.d:> cal jg-m~>l aJUSt:>do cal Jgmol 

• 1 o 0287 0.0001 0.0287 0.0000 J(l50.2000 12.2l148 1{;61.9208 -11.7208 -1373.8 -43765.9 

' 0.0492 0.0001 0.0492 0.0000 1641.8000 12.14932 l62S.383fl 16.4162 -2151 _8 -321487 
3 0.0495 0_0001 0.0495 0.0000 l(i42.90()(1 12.15746 16!4.7374 18.1626 -2161.4 -3197iUi 
4 ()_0674 0.0001 o OG74 0_0001) ]!',(;0_7000 11 5491;<; 1581.4497 -20.7497 -2643 I -21829 4 
5 0.0973 0.0001 0.0973 o.oono 1486.9000 11.0030G 1495.1936 -8.2936 -3042 5 -4883 5 

• (i 0.1253 0.0001 0.1253 0.0000 1417.0000 10.48580 1410.1757 6.8243 -2957_1 10984 4 
7 0.1468 0.0001 0.1468 0.0000 1352.5000 10.00850 1348.8185 3.6815 -2765.1 6871.8 

. ' 0.1903 0.0001 0.1903 0.0000 1230.5000 9.1057(1 1232.409!' -1.9099 -2647.1 -IHfUl 
9 0.2041 0.0001 0.2041 0.0000 1192.4000 8.8237G 1 HJ5_o.;:;6 -3.4456 -2644.2 1881.4 

·lO 0.2463 0.0001 0.2463 0.0000 1093.0000 8.08820 1088.9658 4.0342 -2349.9 120G4.1 
ll 0.3562 0.0001 0.3SG2 0.0000 888.3000 6.57342 891.5980 -3.2980 -13&0.6 6121.(; 

. 12 0.3955 0.0001 0.3955 o_oooo 844.5000 G.2493!J 842.7013 1.7987 -11S1.8 399(;_7 

13 O 4G89 Q_(l(l(l) 0.4089 0.0000 709.000(1 5.09000 708.9902 0.0098 -855.8 4008_7 
.J4 U.55G8 (I_(ILJ01 0.~566 0.0000 710.800(! fi.2:-.992 709.fi%(] 1.20~0 -404.4 415:;_} 

!f, (1_(;591' 0.0001 O.G591\ o 0(100 675.4000 4.9979(; f,77 3<J27 -1.9927 -163_2 2274 3 
. J(i 0.7823 0.0001 0.7823 0.0000 673.&00(! 4.98300 66iH'!ll64 4.6336 -21.6 37.6 

l7 0.7990 0.0001 0.7900 o oouo 665.0000 4.9210U (\66.5148 -3.51411 -20.2 133.4 

'18 0.9348 (LOOOI 0.93411 0.0000 (;(;9.40()(1 4.9535(\ (_(;0}_3953 ()_0047 50.8 9125 
O :-.~T.eri~co ( ) mdtca que o ponto ê extremo de intervalo. 
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Figura 4.9: Calor de mistura do sistema metano! - água. 
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Tabela 4.20: Calor de mistura do sistema metano]- água. Método Splinc Estendido. 
Ponto Fração Calor de Calor de Desvio Primeira Sf.>gunda 

expen- molar mistura mistura absoluto derivada derivada 
mental metano] cal jgmol ajustado cal jgmo/ 

' I 0.0287 1650.2000 1660.9887 -10.7887 -1219.6 -49842.4 
2 0.0192 1611.8000 1626.4558 15.3442 -2103.6 -36404.8 
3 0.0495 1642.9000 1625.8231 17.0769 -2114.5 -36208.2 
4 0.0674 1560.7000 1582.7996 -22.0996 -2657.6 -24474.9 
5 0.0973 1486.9000 1495.3174 -8.417 4 -3096.4 -4875.7 

' 6 0.1253 1417.0000 1409.1054 7.8946 -2976.0 13478.1 
7 0.1468 1352.5000 1347.8262 4.6738 -2743.6 8140.4 

' 8 0.1903 1230.5000 1232.7775 -2.2775 -2624.3 -2658.9 
9 0.204.1 1192.4000 1196.4242 -4.0242 -2635.9 984.9 

dO 0.2463 1093.0000 1089.3740 3.6260 -2359.2 12127.6 
li 0.3562 888.3000 891.3919 -3.0919 -1352.1 6194.4 

~ 12 o.::.~<l5 844.5000 842.4793 2.0207 -1150.7 4072.6 
13 0.4689 769.0000 768.9884 0.0116 -851.8 4069.8 

d4 0.5568 710.8000 709.8292 0.9708 -494.3 4066.3 
15 0.6598 675.1000 677.3535 -1.9535 -166.8 2292.6 

oo~.l6 0.7823 673.5000 668.8485 1.6515 -15.1 183.1 
17 0.7990 665.0000 668.6220 -3.6220 -11.9 203.6 

d8 0.9348 669.4000 669.3952 0.0018 27 .I 370.9 

O asterisco(*) indica que o ponto é extremo de intervalo. 

Tabela 4.21: Comparação entre as funções de minimizaçâo para o calor de mistura do 
sistema metano! - água. 

Método Função objetiva de minimizaçâo para 
o calor de mistura para o sistema metano! - água. 

Método Spline Modificado s - 5.852 
' i (Tabela 4.19) 

Método Spline Estendido E - 5.888 

(Tabela 4.20) I 
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Tabela 4.22: Calor de mistura do sistema etano! - água. Método Spline Modificado. 
Ponto fraç;w De~VH>- fração Desvio Calor de Desvio- Calor de Desvio Pr,meir~ Sep:mld!l 

experi- molar p:uir:oo mobr ahsolut.o m1stura padrão mistura absoluto deriv:-od~ denvarl:o 
mental el'liJOl ajustad;o 
=· 

cal jgmol ajustado cal [g-mol 

I 0.0132 0.00}(1 0.0132 0.0000 22G4.7000 36.23f>20 2273.2927 -8.5927 -123\).\) -127fo!lCi 

z 0.0172 O.Olll\1 0.0172 O.Oi)OO 2271.6GOO 3íl.34f.(">() 2267.3493 4.2507 -173llll -122G71.t; 

3 0.0367 0.0010 0.0367 0.0000 2220.5000 35.52800 2211.7304. 8.7696 -3893.9 -98(\Ji.O 

4 0.0772 0.0010 0.0772 0.0000 1984.8000 31.7:.680 10!16.5520 .. J. 7520 .. (;87i.(l -4Kro54.4 ,, 0.144:2 0.0010 0.1443 -0.0001 1474:.0000 23.58400 1178.3760 -4.3760 -73<.6.8 34242.4 

0 0.2281'- 0.00]0 0.221\6 0.0000 074:.8000 Hi.5968D 973.6610 I 1381 -4G41'o.O 29115G.3 
7 0.2861 o 0010 0.2859 0.0002 763.3000 12.2121'0 755 1526 8.1474 -302G.3 2G89U.2 

' 0.336(· 0.0010 o 3368 -0.0002 619.3000 9.90880 620.1775 -9.8775 -2(1(10.3 1 Hl8G.2 

' 0.34G6 0.00}() 0.3466 0.0000 610.1000 0.76160 600.1306 0.9604 -l%5.2 7!.ll\!i.l 
!O 0.401& 0.0010 0.4018 0.0000 514.2000 8.22720 512.0820 1.518(1 -15;>1.5 705~ ~ 

·li 0.6008 0.001(1 0.0007 0.0001 324.4000 5.10040 321.5289 2.8711 -4"1.3 3@7 ,; 

JZ 0.7180 0.0010 0.7180 0.0000 294.4000 4.71040 201.0585 2.4415 -IU.8 4327.11 

13 0.7311 0.0010 0.7314 0.0000 283.0000 4.52800 292.2036 -9.2036 47 .(i 439!.!.7 
14 0.80711 0.0010 O.il071 -0.0001 3HUoOOO 5.09600 30il.8284 9.6716 ~%4 4il07 (I 

Jó 0.8684 0.0010 0.8683 0.0001 336.0000 5.37600 330.0549 -3.0549 542.0 -4!.1.1 
!0 0.8774 o 00]0 0.87713 -0.0002 3&3.3000 &.65280 344.0358 9.2042 53!<.] -7110.3 
17 0.8807 0.0010 0.8805 0.0002 336.DOOO 5.39040 345.13372 -8.7372 535.5 -1017.0 
16 0.9487 0.00!0 0.9487 0.0000 371.9000 5.95040 375.5758 -3.67&8 282.0 -6423.li 

·10 0.9596 0.0010 0.9596 0.0000 381.8000 6.10880 378.2609 3.5391 206 9 -7292.4 
O asterisco(') indica que o ponto é extremo de intervalo. 
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Tabela 4.23: Calor de mistura do sistema etano!- água. hl~t.odo Spline_ Estf'ndido. 
Ponto Fração molar Calor de Calor de Desvio Primeira Segunda 

ex per!- molar mistura mistura absoluto derivada drri,·ada 
mental etano! ajustado 

' 1 0.0132 2264.7000 2271.5026 -6.8026 -905.5 -138:!29.6 

2 0.0172 2271.6000 2266.7892 4.8108 -1447.6 -1328:!2.1 
• 0.0367 2220.5000 2214.9791 5.5209 -3780.6 -106460.8 " 
4 O.Oí72 1984.8000 1989.5212 -4.7212 -6983.6 -51710.3 

' 5 0.1442 1474.0000 1473.3240 0.13760 -7413.9 38864.7 

6 0.2288 974.8000 973.8267 0.9?33 -4528.9 29339.1 

' 7 0.2861 763.3000 758.9563 4.3.J3i -3032.6 22887.-4 
8 0.3366 619.3000 630.2061 -10.9061 -2161.3 11619.8 

* 9 0.3468 610.1000 608.7261 1.3739 -2054.4 9343.9 

!O 0.4018 514.2000 509.1998 5.0002 -1576.9 8016.6 

*11 0.6008 324.4000 322.4246 1.9754 -459.5 3::!1-1.3 

12 0.7180 294.4000 293.0073 ! .:!927 -22.4 4::!-13.~ 

13 0.7314 283.0000 293.0914 -10.0914 35.2 4361.6 

<14 0.8070 318.5000 308.8521 9.6-179 390.1 5025.8 

15 0.8684 336.0000 339.1185 -3.1185 544.4 -(1.4 

16 0.8í74 353.3000 344.0078 9.2922 541.0 -737.2 

17 0.8807 336.9000 345.7887 -8.8887 538.2 -100i.3 
18 0.9487 371.9000 375.7651 -3.8651 280.4 -6573.8 

<19 0.9596 381.8000 378.4133 3.3867 203.9 -i.J.GG.O 

O asterisco(*) indica que o ponto é extremo de intervalo. 

A Tabela 4.24 compara os valores obtidos para as funções dE" minimizaçào df' 
ambos os métodos. Como já comentado, o Método Modifirado foi apenas. ltoH•ment.f' 

superior. 

A Figura 4.10 mostra os dados do calor de mistura do sistema et.anol- água. 
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Tabela 4.24: Comparação entre as funções de minimização do calor de mistura do 
sistema ct.anol - água. 

I 
Método 

! Método Spline Modificado 
; (Tabela 4.22) 

' 

Método Spline Estendido 
(Tabela 4.23) 

"' " ~ 
o 
õ 
u 

Função objetiva de minimização para 
do calor de mistura do sistema etano) - água. 

s - 8.23699 

! 

E - 8.55 

'·' -+-rrr-rrr-rrr-rrr-rrr-rrr..-1 ,..,.. .... 
Fracao molar 

Figura 4.10: Calor de mistura do sistema etano! - água. 

I 
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4.6 Conclusão 

O Método Spline Modificado mostrou ser um excelente método de ajuste de curva." 
quando aplicado aos dados termodinâmicos estudados neste trabalho. Ele mostrou-s<' 
adequado em todos os casos. 

Corno esperado pela teoria, o Método Modificado foi superior ao Método E~
tendido em todas as situações, sendo que para diversos conjuntos de dados a sua su
perioridade foi marcante, apresentando resultados condizentes com os de equações qiH' 
representam fielmente o fenômeno estudado, e não com um método de interpolação, 
como é o Método Spline. 

Notou-se que para três conjuntos de dados: o diagrama T versus T da mistura 
acetonitrila- água e o calor de mistura dos sistemas etano! - água e metano! - água o 
desempenho do Método Modificado foi apenas levemente superior. 

Foi possível, a partir destes estudos, criar algumas regras práticas que facilitam 
bastante o estudo de cada caso. Os passos a serem tomados devem ser os seguintes: 

• Plotar inicialmente os pontos utilizando o Método Spline puro e observar ond{' 
ocorrem os eventuais pontos de inflexões e localizar os pontos experimentais próximos. 

• Estudar arranjos utilizando o menor número possível de pontos por intervalo (tri>!-1 
pontos, no máximo, quatro). 

• Caso persistam pontos de inflexão, deve-se analisar no gráfico do Método Splint' 
puro quais pontos que causam singularidade como, por exemplo, pontos experi
mentais próximos e pontos que fogem da tendência da curva formada pelos pontos 
experimentais. Normalmente, colocando-se estes pontos experimentais como pon
tos internos do intervalo, as inflexões desaparecem. 

• Escolher dentre -os arranjos que ajustam coerentemente o fenômeno estudado qual 
representa o melhor ajuste estatístico (menor valor de S da equação (3.1)). 
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Capítulo 5 

Conclusão 

O Método Spline Modificado mostrou-se adequado quando aplicado ao ajust.{'- de dado:-; 
termodinâmicos, proporcionando ótimos ajustes em todos os casos estudados. 

Como esperado, o desempenho do Método Modificado foi superior ao Método 
Spline Estendido. Dc--..:ido ao Método Modificado levar em consideração os E>rros ex
perimentais das variáveis envolvidas. o estudo do problema fica muito mais próximo 
da realidade. Em três casos os dois métodos forneceram resultados próximoo soh o 
ponto de vista estatístico. mas sempre com um melhor desempenho do Método Splinr 
Modificado. 

Com este novo tratamento: o ajuste pelo Método Spline a dados termodinâmicos 
represent-ou muito mais do que um simples método de interpolação, pois mostrou rf"sul
tados condizentes com os de equações que representam fielmente o fenômeno estudado. 
Os conjuntos de dados escolhidos são difíceis de serem ajustados, mostrando o grandC' 
potencial de aplicação do Método Modificado. 

Os autores esperam que o método seja aplicado a diversos tipos de cunas d<' 
duas variáveis, pois eles têm a expectativa de que o desempenho do método S('ja adP
quado a um grande número de fenômenos físicos que envolvem duas variáveis. Com o 
Método Modificado é possível, além de realizar interpolações, calcular valores da JHi
meira e segunda derivada da função em qualquer ponto do conjunto de dados. 

A escolha dos intervalos, que é arbitrária, segue algumas regras práticas ('_orno 
mostrado na seção 4.6, facilitando assim o trabalho inicial de utilização do mét.odo. 

Como o desempenho do Método Modificado é diretamente ligado a acuraddade 
da determinação dos pontos experimentais, ressente-se em alguns casos de algum nit.ério 
estatístico eficiente que descarte com segurança pontos mal obtidos experim<>ntalment.C'. 
Isto seria aplicado não somente ao Método Modificado, mas a todos os métodos dt' 
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Conclusão 

ajuste de curvas. 
Uma sugestão que teria grande utilidade para o meio científico seria uma ex

tensão deste trabalho para o ajuste de curvas envolvendo uma variável indepcndcnl.f' t' 

duas variáveis dependentes. Neste caso acrescentar-se-ia mais um conjunto de rcstriçÕC'!'i 
de alisamento e outro de restrições de convergência para a nova variá\'<'l dependPllt('. 
0 que aumentaria a. dlmensão da matriz de resolução do sistema não linear do Método 
Spline Modificado para 5J\ + 6K + 1. 



Apêndice 1 

Neste apêndice é apresentado o programa em BASIC - PLUS - II feito para o compu
tador Mainframe Vax. 

5 MARGIN 132 
10 REM - Programa de ajuste de curvas pelo metodo Spline -
15 OPT!ON TYPE=REAL,SIZE=REAL DOUBLE 

16 DECLARE STRING INICIO,ES1,ES2,ES3,CURVA,ABSC,ORDE,ES4,ES5,ES6,ES7,ES8 
20 REM - MAXPLIN1 
21 REM - ENTRADA DE DADOS -
22 PRINT "Este programa pode ajustar dados experimentais por 3 rnetodos:" 
23 PRINT\PRINT\PRINT "Metodo spline;" 
24 PRINT "Metodo spline acoplado ao rnetodo dos mínimos quadrados;" 
25 PRINT "Metodo spline acoplado ao metodo da maxima verossimilhanca."\PRINT\PRINT\PRIH 
26 INPUT "Voce deseja ajustar seus dados por algum(s) dos metodos acima?";inicio$ 
40 INPUT "Qual o numero de pontos a serem ajustados"-;N 
50 INPUT 11 Qual o numero de pontos extremos de intervalos";LL 
51 INPUT "Qual e a curva que esta sendo ajustada?" ;curva$ 
52 INPUT 11 0 que temos na abscissa?";absc$ 
53 INPUT "0 que temos na ordenada?";orde$ 
60 Z=3*(LL+N)-2\Z1=Z+1 
70 DIM X(N),Y(N),L(N),P(LL),F(Z),ALF(N).DPX(N),DPY(N),DX(N),FEE$(N),DPXX(N),CSP(N).CMQ(LL),CNV(L 
90 DIM A(Z,ZI),PI(N),C!(N),A!(N).PDF(N),SDF(N),DY(N),XI(N),Y!(N),LAMB(N),OPYY(N),ASP(N),ANQ(LL), 
100 REM - Entrada dos pontos a serem ajustados 
110 REM 
120 FOR 1=1 TO N 
!30 INPUT X(l),Y(I) 
!40 XI(I)•X(I)\YI(I)•Y(I) 
150 NEXT I 
160 REM - Entrada dos extremos de intervalos -
170 FOR !=1 TO LL 
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180 JNPUT P(J) 
190 NEXT I 
200 REM 

210 INPUT "Voe e deseja ajustar seus pontos pelo metodo spline (sim ou nao )?" ;ESl$ 
250 INPUT "Voce deseja ajustar seus pontos pelo metodo spline acoplado ao metodo 
dos mini mos quadrados ( sim ou nao )?" ;ES2$ 

260 INPUT "Voce deseja ajustar seus pontos pelo metodo spline acoplado ao metodo 

da maxima verossimilhanca? (sim ou nao)"; ES3$ 

261 REM 

262 PRINT "Os dados da curva "; curva$\PRINT "serao ajustados pelos seguintes me todos: "\print \pri 
263 LLL=LL-1\If ES1$="SIM" THEN PRINT "Metodo spline." 
264 IF ES2$="SIM" THEN PRINT "Me todo spline acoplado ao me todo dos mini mos quadrados." 

265 IF ES3$="SIM" THEN PRINT "Me todo spline acoplado ao metodo da maxima verossimilhanca. "\PRINT 

266 PRINT\PRINT\PRINT\PRINT "Numero de pontos experimentais= ";N;\PRINT\PRINT 

267 IF ES1$="SIM" THEN NS::N-1 

END !F 

PRINT "Numero de intervalos para o metodo spline== ";NS 
PRINT\PRINT 

268 IF ES2$= 11 SIM" OR ES3$=="SIM" THEN PRINT "Numero de intervalos para o metodo spline 

acoplado ao metodo "; 

269 IF ES2$= 11 SIJI.l" THEN PRINT "dos mínimos quadrados";\IF ES3$="SIM" THEN PRINT" 

ou ao "; 
270 IF ES3$="SIM" THEN PRINT 11 metodo da maxima verossimilhanca"; 

271 PRINT "=";LLL\PRINT 

272 PRINT "Na abscissa (x) temos a variavel ";absc$\PRINT 

273 PRINT "Na ordenada (y) temos a variavel 11 ;orde$\PRINT\PRINT\PRINT\PRINT 

274 PRINT "Na tabela de respostas X (I) e Y(I) representam os pontos e>.:perimentais." 
275 PRINT "XC(I) e YC(I) representam os pontos calculados." 

276 PRINT "DX e DY sao os desvios absolutos das variaveis x e y entre o valor cal

culado e o experimental." 
277 PRINT "PDF(I) e SDF(I) sao respectivamente a primeira e a segunda deri\•ada da 

f une ao no ponto." 
278 PRINT "S2 e a funcao de verossimilhanca, Sx2 e Sy2 sao as contribuicoes das v-a

riaveis x e y" 
279 PRINT "Rg e o coeficiente de correlacao global da curva. Rx e Ry sao os coe

ficientes de correlacao das variaYeis x e y"\PRINT 

280 IF ES1$=="S1M" THEN GOSUB 1500 
GOSUB 10000 

END !F 
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282 FOR I=l TO N 
285 CSP(I)=F(I)\ASP(I)=Y(I) 
287 NEXT I 
290 GOSUB 9000 
296 REM - Entrada dos valores de desvio padrao de Y 
297 FOR I=l TO N 
298 INPUT DPY(I) 
299 DPY(I)=DPY(I),DPY(l) 
300 NEXT I 
310 IF ES2$, 11 NAD" GOTD 510 
330 N1:3*LL+2*N-2 
345 GOSUB 2000 
360 GOSUB 10000 
370 FOR J:l TO LL-2 
380 LAMB(1+1):f(2*LL+N+I) 
390 NEXT I 
450 FOR 1"'1 TO LL 

460 Al(I)=F(I)\Cl(I)=F(LL+I)\AMQ(I)=Al(I)\CMQ(I)=Cl(I) 
470 NEXT I 
472 FOR I=l TO N 
475 ALF(I):F(2*LL+I) 
476 Yl(I)=F(3>LL+NH-2) 
478 NEXT I 
479 GOSUB 6000 
480 GOSUB 7000 
490 GOSUB 9000 
500 REM 
510 IF ES3$:"NA0 11 GOTO 689 
520 IF ES2$:"S!Mt1 GOTO 555 
525 GDSUB 1000 
530 Nl=LL 
540 GOSUB 10000 
542 FOR 1=1 TO LL 
544 Cl(I)=F(I)\Al(I)=Yl(P(I)) 
548 NEXT I 
550 GOSUB 9000 
553 REM - Entrada dos valores de desvio padrao de X 
555 FOR I=1 TO N 
565 INPUT DPX(I) 
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566 DPX(J)=DPX(I),DPX(l) 
567 NEXT I 
570 FOR !=1 TO N 
571 ALF(I)=O\LAMB(l)=1 
572 NEXT I 
573 N1=3,(LL+N)-2 
575 GOSUB 2000 
580 GOSUB 3000 
600 GOSUB 10000 
610 GOSUB 4000 
630 ITER;ITER+1 
640 IF ITER>20 THEN PRINT "0 PROGRAMA NAO CONVERGIU EM 20 ITERACOES" 

GOSUB 6000 
GDSUB 7000 
GDTO 11000 

END !F 
650 IF CONVER;Q THEN GOSUB 6000 

GOSUB 7000 
FOR 1;1 TO LL 
CMV(I)=C1(I)\AMV(J)=A1(!) 
NEXT I 

!'-1 

PRINT\PRINT\PRINT "0 programa convergiu em"; i ter, "i teracoes" 
PRINT\PR!NT\PR!NT 

END !F 
660 IF COJJVER;1 THEN GOSUB 9000 

GOTO 575 
END IF 

661 INPUT "A funcao que voce esta calculando e um diagrama Y x X de uma mistura aze

otropica (sim ou nao}";ES4$ 
662 IF ES4$;"SIM 11 THEN GOSUB 5000 

PRINT "0 ponto de azeotropia ocorre quando x= "; XA\PRINT\PRINT 
end if 

665 PRINT "Voce deseja interpelar algum valor para a variavel x ou y por algum dos 
metodos calculados (sim ou nao)"; 
666 INPUT ES5$ 
667 IF ES5$= "NAO" GOTO 689 
668 IF ES5$;"SlM'1 THEN PRINT 11 Qual ê o me todo que voe e deseja utilizar para interpolar:" 

PRINT 11 spline puro=sp" 
PRINT "spline com minimos quadrados=sm" 



PRINT "spline com maxima verossimilhanca"'sv 11 

INPUT ES6$ 
END IF 

670 PRINT "Se voe e deseja algum valor para x digite x. Para y digite y"; \INPUT ES7$ 
673 IF ES7$="X" THEN INPUT "Qual e o valor de x";VARX 

GOSUB 8000 
PRINT "para x= ";VARX;\PRINT" f(x)= ";SOLY 
PRINT 
PRINT 

ENO IF 
674 IF ES7$,"Y" THEN INPUT "Qual e o valor de Y" ;VARY 

GOSUB 8000 
PRINT "para y= ";VARY;\PRINT" X"' ";XA 
PRINT 
PRINT 

END IF 
675 INPUT "\roce deseja interpolar mais algum valor (sim ou nao)"; ESB$ 
676 !F ESS$:"SIM" GDTD 668 
689 IF ES2$:"SIM" GDTO 11000 
690 PRINT "Os pontos nao foram ajustados. Execute o programa novamente e siga cor
retamente as instrucoes. "\GOTO 11000 
1000 REM - subroutine para a estimativa de C(I) pelo metodo spline 
1010 REM - -=-stimativa de C 
1020 FOR !=2 TO LL 
1030 L(l)=X(P(l))-X(P(l-1)) 
1040 NEXT I 

1080 U=LL+1 
1090 FOR I=2 TO LL-1 
1100 A(l,I-1)=L(l)/6 
1110 A(l,I)=(L(l)+L(l+1))/3 
1120 A(I,I+1)=L(l+1)/6 
1130 A(l,U)•(Y(P(l+1))-Y(P(l)))/L(l+1)-(Y(P(I))-Y(P(l-1)))/L(I) 
1140 NEXT I 
1150 A(1.1)=1\A(1,2)=-1\A(I+1,I)=1\A(I+1,1+1)=-1 
1160 RETUR!~ 
1500 REM - Subroutine para ajuste pelo metodo spline 
1510 FOR I=2 TO N 
1520 L(l)•X(l)-X(I-1) 
1530 NEXT I 
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1540 N1=N\U=N+1 

1550 FOR I=2 TO N-1 

1560 A(I,I-1)=L(I)/6 
1570 A(I,l)=(L(l)+L(l+1))/3 
1580 A(I,I+1)=L(I+1)/6 
1590 A(I,U)=(Y(I+1)-Y(I))/L(!+1)-(Y(!)-Y(I-1))/L(I) 
1600 NEXT I 
1610 A(1,1)=1\A(1,2)=-1\A(N,N-1)=1\A(N,N)=-1 
1620 RETURN 
2000 REM Subroutine para o calculo dos parametros ajustando-se com mínimos quadrados 

2001 VARIMP=-1 

2002 REM - Calculo dos intervalos 

2004 FOR 1=2 TO LL 

2006 L(I)=X1(P(I))-X1(P{I-1)) 
2008 NEXT I 

2010 REM Matriz Fa e Fat 

2020 FOR I=1 TO LL-1 

2030 FOR K=P(I) TO P(l+1)-1 
2040 V=2*LL+K 

2050 A(!,V)=(X1(K)-X1(P(I)))/L(I+1)-1 
2062 A(V,I+1)=-(X1(K)-X1(P(I)))/L(I+1) 
2070 A(V, I)=A(I, V)\A(I+l,V):A(V ,1+1) 

2075 NEXT K 

2080 NEXT I 
2085 A (2~LL+N, LL) ::::-1 \A (LL, 2*LL+N)=-1 

2090 REM Matriz Fc e Fct 

2100 FOR 1=1 TO LL-1 

2110 FOR K=P(I) TO P(I+1)-1 
2120 V=2~LL+K\W=LL+I 
2130 A(W,V)=(X1(K)-X1(P(I)))*+3/(6*L(I+1))-(X1(K)-X1(P(I)))++2/2+L(I+1)+(X1(K)-X1(P(I)))/3 
2152 A(V,W+1)=-(X1(K)-X1(P(I)))++3/(6+L(I+1))+L(I+1)+(X1(K)-X1(P(I)))/6 
2160 A(V,W)=A(W,V)\A(W+1,V)=A(V,W+1) 
2170 NEXT K 
2180 NEXT I 
2220 REM - Matriz das restricoes devido a continuidade 

2230 REM - Derivadas em relacao a A 
2240 FOR 1=2 TO LL-1 
2250 V=-2~LL+N+I-1 

2270 A(V,I-1)=-1/L(I)\A(I-1,V)=A(V,I-1) 
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2280 A(V.J)o1/L(I)•1/L(I•1)\A(I.V)oA(V.I) 
2290 A(V,I+1)~-1/L(I+1)\A(I+1,V)=A(V,I+1) 
2300 NEXT I 
2400 REM - Derivadas em relacao a C 
2410 FOR 1=2 TO LL-1 
2420 V=2*LL+N+I-1\W=LL+I 
2440 A(V,W~1)"L{I)/6\A{W~1,V)oA(V,W~1) 
2450 A{V,W)=(L(I)•L{I•1))/3\A{W,V)oA{V,W) 
2460 A(V,W•1)oL{I•1)/6\A{W•1,V)=A{V,W•1) 
2470 NEXT I 
2500 REM - Montagem da matrizes identidade, DPY e vetor forca 
2510 FOR 1"1 TO N 
2520 W=3'>LL+N+ I -2\U=2~'LL+ I 
2530 A{W,W)o1\A(U,W)=1 
2540 A{W,U)o1\IF DPY{I)oO THEN A{W,U)=O 
2545 A{W.N1<1)=Y{I) 
2550 NEXT I 
2700 RETURN 
3000 REM - Subroutine que contem os parametros da maxima verossimilhanca 
3001 VARIMP=2 
3002 FOR !=1 TO N1 
3005 A(I,N1+1)=0 
3007 NEXT I 
3010 REM - Montagem da matriz @Fax*alfa 
3020 FOR !=1 TO LL-1 
3030 FOR K=P(I) TO P(I+l)-1 
3040 V=3"-LL+2,:-N+K-2 
3050 A {I , V) =1/L{I •1) •ALF {K) \A {V, I) o A (I, V) •OPX (K) 
3060 A(I•1,V)=~1/L{I<l)•ALF{K)\A{V,I<1)"A{I<1,V)*OPX{K) 
3070 UEXT K 
3080 NEXT I 
3083 A{I,V•1)=1/L{LL)*ALF{N)\A(V<1,I)=A{I,V+l)*OPX{N) 
3087 A(I+1,V+1)=-1/L(LL)*ALF(N)\A(V+1,I+1)=A(I+l,V+1)*DPX(N) 
3090 REM - Montagem da matriz ®Fcx*alfa 
3100 FOR 1=1 TO LL-1 
3110 FOR K=P{I) TO P{I+1)~1 
3120 V=3*LL+2*N+K-2\W=LL+I 
3130 A{W,V)={1/2•{X1(K)~X1(P{I)))••2/L{I<1)~{X1{K)~X1(P{I)))<L{I<1)/3)•ALF{K) 
3140 A{V,W)=A{W,V)•DPX{K) 
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3!50 A(W+!, V)=( ·1/2* (XI (K) ·XI (P(I)) )* '2/L{I +J)+L{I•1 )/6) *ALF(K) 
3!60 A(V,W+!)=A(W+!,V)*DPX(K) 
3170 NEXT K 
3!80 NEXT I 
3183 A(W,V+1)=-L(LL)+ALF(N)/6\A(V+l,W)=A(W,V+!)+DPX(N) 
3187 A(W+1,V+1)=-L(LL)+ALF(N)/3\A(V+l,W+!)=A(W+!,V+!)*DPX(N) 
3190 REM - Montagem das matrizes somatorias xfx e Fx 
3200 FOR I=1 TO LL-1 
3210 FOR K=P(I) TO P(I+l)-1 
3220 W:2*LL+K\U:3*LL+2*N+K-2 
3230 A(W,U)=-(G!(I+J)-G!(I))+(XI(K)-X!(P(I)))++2/(2•L(I+I))-G!(I)*(XI(K)-XI(P(I)))
(Al(I+I)-A!(I))/L(I+1)+(CI(I+1)+2+CI(I))+L(I+!)/6 
3240 A(U,W)=A(W,U)+DPX(K) 
3250 NEXT K 
3260 NEXT I 
3264 A(W+!,U+I)=-L(LL)+(G!(I)/6+CI(I+1)/3)·(A!(I+I)-A1(I))/L(LL) 
3267 A(U+1.W+1)=A(W+1,U+1)*DPX(N) 
3270 REM - Montagem da matriz derivada da somatoria xfx*alfa 
3280 FOR I=1 TO LL-1 
3290 FOR K=P(I) TO P(I+!)-1 
3300 V=3sLL+2*N+K-2 
33!0 A (V, V) =I +OPX (K) *•ALF (K) * (- (GI (I +I) -GI (I))* (XI (K)-XI(P (!)))/L(! +I) -C!(!)) 
3320 NEXT K 

3340 NEXT I 
3345 A(V+1.V+1)=1-ALF(N)*DPX(N)*C1(I+1) 
3346 FOR 1=1 TO N 
3347 W=3*LL+N+I-2\U:2*LL+I 
3348 A(W,U)=DPY(I) 
3349 NEXT I 
3350 REM - Vetor forca 
3360 FOR 1=1 TO LL 
3370 FOR J=1 TO N 
3380 V=2*LL+J\W=LL+l 
3390 A(I.N1+1)=A(I.N1+1)+A(I.V)*ALF(J) 
3400 A(W.N1+1)=A(W.N1+1)+A(W.V)*ALF(J) 
3410 NEXT J 

3420 FOR J=1 TO LL-2 
3430 V=2*LL+N+J\W=LL+I 
3440 A(l,N1+1)=A(I.N1+1)+A(I.V)*LAMB(J+1) 
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3450 A(W ,NI +I) =A(W, Nl +l)+A(W, V) 'LAMB(J+I) 
3460 NEXT J 
3470 NEXT I 
3480 REM 
3490 FOR 1=1 TO N 
3500 FOR J=1 TO LL 
3510 V=2*LL+I\W=LL+J 
3520 A (V, Nl +I) =A (V, Nl +1) +A (V, J) *Al(J) +A (V, W) *C I (J) 

3530 NEXT J 
3540 A(V,N1+1)=A(V,N1+1)+Y1(I) 
3550 NEXT I 
3560 REM 
3570 FOR 1=1 TO LL-2 
3580 FOR J=l TO LL 
3590 V=2~LL+N+I\W=LL+J 
3600 A (V. Nl +1) =A (V, N1 +1) +A (V, J) *A1(J) +A (V, W) *C1 (J) 
3610 NEXT J 
3620 NEXT I 
3630 REM 
3640 FOR 1=1 TO LL-1 
3645 FOR K=P(l) TO P(I+1) 
3650 V=3~LL+N+K-2\W=V+N 
3660 A(W,NI+!)=A(W,2*LL+K)*ALF(K)+XI(K)-X(K) 
3670 A (V, Nl+ I) =Y! (K)-Y (K) +ALF (K) *DPY(K) 
3675 NEXT K 
3680 NEXT I 
3685 FOR 1=1 TO N1 
3690 A(I,N1+1)=-A(I,N1+1) 
3695 NEXT I 
3700 RETURN 
4000 REM - Subroutine para a convergencia do metodo maxpline 
4010 ET::l0>->-3\CONVER::O 
4050 FOR J::l TO LL 
4055 !F AI(I)•O THEN CONVER=! UNLESS ABS(F(I))<ET*ET 

ELSE CONVER•I UNLESS ABS(F(l))<ET*ABS(AI(l)) 
END IF 

4060 A!(I)•F(I)+A!(I)\IF ABS(AI(I))<ID**-8 THEN Al(l)•O 
4065 IF C1(I)=O THEN CONVER::l UNLESS ABS(F(LL+I))<ET*ET 

ELSE CONVER•1 UNLESS ABS(F(LL+l))<ET<ABS(Ci(l)) 
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EliD IF 
4070 C1(I)<F(LL+l)+Cl(I)\IF ABS(Cl(I))<lOH-8 THEll C1(I)=O 
4080 NEXT I 

4100 FOR 1=1 TO LL-2 
4110 V=2o!<LL+N+I 

4115 JF LAMB(I+1)=0 THEN CONVER=l UNLESS ABS(F(V))<ET+ET 
ELSE CONVER=1 UNLESS ABS(F(V))<ET*ABS(LAMB(I+1)) 

EliD 1F 
4120 LAMB(I+1)=F(V)+LAMB(I+1)\IF ABS(LAMB(I+l))<l0**-8 THEN LAMB(I-+1)=0 

4130 NEXT I 

4140 FOR 1=1 TO N 
4150 V=2*LL+I\W=3*LL+N+I-2\U=W+N 

4155 IF ALF(I)=O THEN CONVER=1 UNLESS ABS(F(V))<ET*ET 

ELSE CONVER=1 UNLESS ABS (F (V) )<ET+ABS (ALF(J)) 
END IF 

4160 ALF(I)=F(V)+ALF(I)\IF ABS(ALF(I))<l0++-8 THEN ALF(I)=O 
4165 IF Yl(I)=O THEN CONVER=1 UNLESS ABS(F(W))<ET+ET 

ELSE CONVER=1 UNLESS A8S(F(W))<ET+ABS(Yl(I)) 
END JF 

4170 Y1(I)=F(W)+Yl(I)\IF A8S(Yl(I))<10*+-8 THEN Y1(I)=O 
4175 IF Xl(I)<O THEN CONVER<1 UNLESS A8S(F(U))<ET+ET 

ELSE CONVER<l UNLESS ABS(F(U))<ET*A8S(X1(I)) 
END IF 

4180 Xl(I)<F(U)+X1(I)\IF ABS(X1(I))<10++-8 THEN X1(l)=O 
4185 XMV(I)<X1(I) 
4190 NEXT I 

4200 RETURN 

5000 REM Subroutine para determinar o ponto de azeotropia 

5010 XA=. 7\K=1 

5020 FOR 1=2 TO LL-1 

5030 IF X(P(I))<XA THEN K=I 
5040 NEXT I 

90 

5050 FA<XA+ (Cl (K) -Cl (K+l)) + (XA- XI (P(K))) ++3/ (6+L(K +1)) -Cl (K) * (XA- X1 (p (K))) ++2/2+ ( (Al (K)
A1(K+1))/L(K+1)+(C1(K+1)+2+Cl(K))+L(K+1)/6)+(XA-X1(P(K)))-A1(K) 
5060 FAD=1 + (C1 (K) -Cl (K+l)) * (XA-X 1 (P(K))) *'2/ (2*'L(K+l)) -Cl (K) + (XA- X1 (P (K))) + ( (Al (K)
A1(K-+1))/L(K+1)-+(C1(K-+1)+2*Cl(K))*L(K-+1)/6) 

5070 XN=XA 

5080 XA=XA-FA/FAD 

5090 IF ABS((XN-XA)/XA)>10E-6 GOTO 5020 
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5100 RETURN 
6000 REM - Subroutine para o calculo das funcoes estatisticas 

6010 XMoO\YM=O\RXM=O\RYM=O\RT=O\SXoO\SYoO\RXOoO\RYOoO\RXoO\RYoO\STOTALoQ 
6035 FOR Jo1 TO N 
6036 DPXX (I) o (DPX (I) **O. 5) \DPYY (I) o (DPY ( !) '*0. 5) 
6037 NEXT I 
6040 FOR 1~2 TO LL 

6050 FOR KoP(I-1) TO P(I) 
6060 DX(K)oX(K)-X1(K) 
6070 DY(K)oY(K)-Y1(K) 

!Jl 

6080 PDF(K)o-C1(l-1)/(2*L(l))*((X1(P(l))-X1(K))**2)+C1(!)/(2*L(l))*((X1(K)-XI(P(I-
1)))**2)+(C1(I-1)-C1(l))/6=L(l)+(A1(!)-A1(I-1))/L(l) 
6090 SDF(K) oC1 (I -1) ,. (XI (P(I))- X! (K)) /L(I)+C1 (I)* (XI (K)- XI (P (I -I))) /L (I) 
6100 NEXT K\NEXT I 
6170 FOR 1=1 TO N 

6175 XM=XM+X(I)\YM=YM+Y(I) 

6180 !F DPX(I)>O THEN SXoSX+(X(I)-XI(l))**2/DPX(I)/2 
6185 !F VARIMPo2 THEN SYoSY+(Y(I)-YI(I))•*2/(2*DPY(!)) UNLESS DPY(I)=O 

ELSE SYoSY+(Y(I)-YI(l))**2/2 
END !F 

6187 STOTAL=SX+SY 

6190 NEXT I 

6!91 XMoXM/N\YMoYM/N 
6192 FOR 1=1 TO N 
6193 SYC=SYC+(Y(I)-Y!(I))H2/(2•DPY(I)) UNLESS DPY(I)oO 
6194 NEXT I 
6200 FOR 1=1 TO N 

6205 1F VAR1MP~1 THEN RXM~RXM+(X1(I)-XM)**2 

RXD=RXD+(X(1)-XM)**2 

6210 1F VARIMP=2 THEN RXM=RXM+X1 (I) **2 

RXD"=RXD+ X (I) **2 

END IF 

6220 IF VARIMP=l THEN RYM=RYM+(Y1(I)-YM)**2 

RYD=RYD+(Y(I)-YM)**2 

END IF 

6222 IF VARIMP=2 THEN RYM=RYM+Yl(I)*Yl(l) 

RYD=RYD+Y(l)*Y(l) 
END IF 

6230 NEXT I 
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6232 !F RYD>O THEN RY=RYM/RYD 

6237 IF RXD>O THEN RX=RXM/RXD 

6240 RT:RX*RY 

6250 RX=RX**.5\RY=RY**.5\RT=RT**.5 

6300 RETURN 

7000 REM ~ Subroutine para a impressao dos resultados. 

7005 FOR I=1 TO N 

7010 FEE$(1):." " 

7015 NEXT I 

7020 FOR 1=1 TO LL 
7025 FEE$(P(I))="'" 

7030 NEXT I 

7031 PRINT\PRINT\PRINT "As respostas pelo metodo spline 11 ; 

7032 IF VARIMP:::l THEN PRINT "acoplado ao metodo dos minimos quadrados"; 

7033 IF VARIMP=2 THEN PRINT "acoplado ao metodo da maxima verossimilhanca 11 ; 

7034 PRINT 11 fornece os seguintes"\PRINT "valores para a 11 ;cnrva$\PRINT\PRINT 

7130PRINT 11 I 11
;" X(I) ";\IFVARIMP=2THENPRIN1"' DPX(I) "·" XC(!) 

";'
1 DX "· 

7132 PRINT " 

7133 PRINT 11 

7140 FOR !=1 TO N 

y (!) 

YC(I) "." . 
";\IF 

DY 

VARIMP=2 THEN PRINT 11 

";" PDF 

7150 PRINT FEE$(1);\PRINT USING "##";I;\PRINT USING" 

RlMP=2 THEN PRINT USING" ####.####";DPXX(I); 

DPY(I) " . . 
" ... . SDF 11 \PRINT 

#.####";X(I) ;\IF VA-

7152 IF VARIMP=2 THEN PRINT USING" #. ####" ;Xl(I); \IF VARIMP=2 THEN PRINT USING 

" ###.#### 11 ;DX(I); 

7155 PRINT USING " ######.#### 11 ;Y(I) ;\!F VARIMP=2 THEN PRINT USING 1
' 

7156 PRINT USING" ######.####";Y10};\PRINT USING" ### .####" ;DY(I); 

\PRINT USING 11 ########_# 11 ;PDF(I);\PRINT USING "#########.#";SDF(I) 

7:!60 NEXT I 

####. ##### 1'; DPYY( I); 

7192 PRINT\PRINT 11 0 asterisco (*) indica que o ponto e extremo de intervalo. "\PRINT\PRINT 
7200 PRINT "A f une ao de minimizacao S2 ,.., ; \IF VARIMP=2 THEN PRINT 11 Sx2 + 11 ; 

7205 PRINT " Sy2 fornece o seguinte resultado : "\PRINT 

7210 PRINT "82 =="; \IF VARIMP==2 THEN PRINT SX; "+"; 

7220 PRINT SY;\IF VARIMP==2 THEN PRINT" "'";STOTAL 

7225 IF VARIMP:1 THEN PRINT " 

7230 FOR 1==1 TO N 

7240 PRINT DPY(I) 

7250 NEXT I 

7370 RETURN 

S comp =" ;SYC 
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8000 REM Subroutine para interpolacao 
8010 IF ES6$="SP" THEN FOR 1=1 TO N 

X1(1)=X(I) 

END IF 

A1 (I)=ASP(J) 
C1 (I)=CSP(I) 
P1 (I)=! 
L(l)=X(P1(1))-X(P1(!-1)) UNLESS 1=1 
NEXT I 
PRINT "Pelo metodo spline puro,"; 
NL=N 

8020 IF ES6$="SM" THEN FOR 1=1 TO LL 
X1(P(I))=X(P(1)) 
A1(I)=AMQ(l) 

END !F 

C1 (l)=CMQ(J) 
P1 (I)=P(I) 
L(1)=X(P1(!))-X(P1(I-1)) UNLESS 1=1 
NEXT I 
NL=LL 
PRINT "Pelo me todo spline + min quadrados,"; 

8030 IF ES6$="SV" THEN FOR 1=1 TO LL 
X1(P(1))=XMV(P(1)) 
A1 (I)=AMV(I) 
C1(1)=CMV(l) 
Pt(I)=P(I) 

END IF 

L(1)=X1(P1(1))-X1(P1(1-1)) UNLESS 1=1 
NEXT 1 
NL=LL 
PRINT "Pelo metodo spline + max verossimilhanca, 11 ; 

8040 IF ES7$="X" GOTO 8070 
8050 IF ES7$="Y" GOTO 8140 
8060 REM Calculo para interpolacao em X 
8070 IF VARX<X(t) OR VARX>X(N) THEN PRINT "0 seu ponto esta fora do intervalo de 
ajuste" 

extrapolac oes 11 

END IF 

PRINT "0 metodo spline nao e aconselhavel para 
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BOBO K•1 
8090 FOR 1~2 TO NL-1 
8100 IF X(P1(I))<VARX THEN K•l 
BllO NEXT I 
B120 SOLY•(-C1(K)+C1(K+1))+(VARX-Xl(P1(K)))++3/(6+L(K+1))+C1(K)+(VARX-Xl(P1(K)))++2/2-
((A1(K)-A1(K+1))/L(K+l)+(Cl(K+1)+2+C1(K))+L(K+1)/6)•(VARX-X1(P1(K)))+A1(K) 
8125 GOTO 8280 
8130 REM Calculo para interpolacao em y 
B140 YMIN•Y(1)\YMAX•Y(1) 
8150 FOR 1=2 TO N 
8160 IF Y(I)<YMIN THEN YMIN~Y(I) 
8170 IF Y(I)>YMAX THEN YMAX=Y(I) 
8180 NEXT I 
8190 !F VARY<YMIN OR VARY>YMAX THEN PRINT "Nao e possivel interpelar pois este va
lor nao pertence a imagem da func:ao 11 

8195 FOR 1=1 TO NL-1 
B196 FOR J=P1(I) TO P1(!+1)-1 
8197 FUNC•(-C1(I)+C1(I+1))+(X1(J)-X1(P!(I)))++3/(6+L(I+1))+C1(I)+(X1(J)-X1(P1(I)))++2/2-
((A1(I)-A1(I+1))/L(I+1)+(C1(I+1)+2+C1(I))+L(l+1)/6)+(X1(J)-X1(P1(I)))+Al(I) 
8200 IF (VARY-FUNC)>O THEN K~I 
8203 NEXT J 
8205 NEXT I 
8208 XA•X(P1(K))\XN•XA 
B240 FA•VARY+ (C! (K) -C1 (K+1)) * (XA- X1 (P1 (K))) **'3/ (6+L (K +1)) -C1 (K) + (XA- X1(P1 (K))) *'2/2+ ((AI (K)
Al(K+l))/L(K+!)+(C!(K+l)+2+CJ(K))+L(K+l)/6)+(XA-Xl(P1(K)))-Al(K) 
B250 FAD•(Cl(K)-Cl(K+l))+(XA-Xl(Pl(K)))++2/(2+L(K+1))-C!(K)+(XA-Xl(P1(K)))+((A1(K)
Al(K+l))/L(K+!)+(Cl(K+1)+2+Cl(K))+L(K+1)/6) 
8260 XN=XA\XA=XA-FA/FAD 
8270 IF ABS(XN-XA)>10B*-6 THEN GOTO 8240 
8280 RETURN 
9000 REM - Subroutine para zerar a matriz 
9010 FOR !=1 TO N1 
9020 FOR J=1 TO N1+1 
9030 A(I,J)=O 
9040 NEXT J 

9050 NEXT I 
9060 RETURN 
10000 REM - SUBRDUTINE PARA ELIMINACAO POR GAUSS 
10010 FOR K=1 TO N1-1 
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A.péndirr I 

10020 A$~"NA0" 
10030 P!VOT~A(K,K) 
10040 FOR I=K TO Nl 
10050 If ABS(A(l,K))>ABS(PIVOT) THEN 

P!VOT=A(l,K) 

END lf 
10070 NEXT I 

A$="SIM" 
LINHA=! 

10080 IF A$="SIM" THEN AUX2=A(LINHA,N1+1) 
A(LINHA,N1+1)=A(K,N1+1) 
A(K,N1+1)=AUX2 

END IF 

FOR 1=1 TO Nl 
AUX1=A(LINHA,l) 
A(LINHA,I)=A(K,l) 
A(K,I)=AUX1 
NEXT l 

10170 IF PIVOT=O THEN PR!UT 11DETERMINANTE=O NA LINHA ";K 
10180 FOR L=K+l TO Nl 
10190 FATOR~-A(L,K)/PIVOT 
10200 FOR C=K TO N1 
10210 A(L,C)=A(L,C)+A(K,C),FATOR 
10220 NEXT C 
10230 A(L,Nl+1)=A(L,N1+1)+A(K,N1+1)*FATOR 
10240 NEXT L 
10250 NEXT K 
10260 FO~l)=A(Nl ,N1+1)/A(N1,N1) 
10270 FOR L=Nl-1 TO 1 STEP -1 
10280 SOMA=O 
10290 FOR C=Nl TO L+1 STEP -1 
10300 SOMA=SOMA+A(L,C),f(C) 
10310 NEXT C 
10320 f(L)=(A(L,N1+1)-SOMA)/A(L,L) 
10330 NEXT L 
10370 RETURN 
11000 END 
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Apêndice 2 

Este apéndicc traz o programa em BASIC para microcomputadores da linha IBM PC 
e compatíveis. 

REM Programa de ajuste de curvas pelo metodo Spline -
REM MAXPLINl 
REM EJ.:TRADA DE DADOS -
PRINT "Este programa pode ajustar dados experimentais por 3 metodos:" 
PRINT PRINT · PRINT "Me todo spline;" 
PRINT "Metodo spline acoplado ao rnetodo dos rninimos quadrados;" 
PRINT "Metodo spline acoplado ao metodo da maxima verossimilhanca.":PRINT:PRINT:PRINT 
INPUT "Voce deseja ajustar seus dados por algum(s) dos me todos acima?"; inicio$ 
INPUT "Qual o numero de pontos a serem ajustados.,;N 
INPUT "Qual o numero de pontos extremos de intervalos";LL 
INPUT "Qual e a curva que esta sendo ajustada?";curva$ 
INPUT "O que temos na abscissa?" ;absc$ 
INPUT "O que temos na ordenada?";orde$ 
z~3.;e {LL+N) -2; Zl =Z+l 

DH1 X(N), Y(N) ,L(N) ,P(LL) ,F(Z) ,ALF(N) .DPX(N) ,DPY(N) ,DX(N) .FEE$(N) ,DPXX(N) ,CSP(N) ,CMQ(LL), 
DIM A(Z,Z!),P!(N),Cl(N),Al(N),PDF(N),SDF(N),DY(N).X!(N),Yl(N),LAMB(LL).DPYY(N),ASP(N),AM 
REM Entrada dos pontos a serem ajustados 
REM 

FOR I=l TO N 

PRINT "X(";!;") , Y(";I;")" 

INPUT X(I),Y(I) 
X!(I)oX(I),Yl(I)=Y(I) 
NEXT I 

REM - Entrada dos extremos de intervalos -
FOR 1=1 TO LL 
PRINT "Qual e o extremo de intervalo numero ";I 

96 
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REM 

INPUT P (I) 

NEXT I 

INPUT "Voce deseja ajustar seus pontos pelo metodo spline (sim ou nao )?":ES1$ 

acoplado ao me-INPUT "Voce deseja ajustar seus pontos pelo 

todo dos mini mos quadrados ( sim ou nao )?" ;ES2$ 

INPUT "Voce deseja ajustar seus pontos pelo 

todo da maxima verossimilhanca? (sim ou nao)"; ES3$ 

REM 

WIDTH LPRINT 132 

LPRINT "Os dados da curva 11 ; cunra$; 

roetodo spline 

metodo spline acoplado ao me-

LPRINT "serao ajustados pelos seguintes metodos: ": lprint: lprint 

LLL='LL-1 

!F ES1$="SIM 11 THEN LPRINT "Metodo spline." 

IF ES2$="SIM" THEN LPRINT "Metodo spline acoplado ao metodo dos mini mos quadrados." 

IF ES3$='"SIM" THEN LPRINT "Metodo spline acoplado ao metodo da maxima verossimilhanca. ": 

LPRINT. LPRINT: LPRINT :LPRINT ''Numero de pontos experin..;11tais= ";N; :LPRINT:LPRINT 

IF ES1$="SIM" THEN 

END lF 

NS=N-1 

LPRINT "Numero de intervalos para o me todo spline= "; NS 

LPRINT:LPRINT 

IF ES2$="SIM" DR ES3$="8IM" THEN LPRINT "Numero de intervalos para o me-

todo spline acoplado ao metodo "; 

IF ES2$="SIM" THEN LPRINT "dos mínimos quadrados"; 

IF ES3$="SIM" AND ES2$="SIM" THEti LPRINT " ou ao "; 

IF ES3$="SIM" THEN LPRINT "me todo da maxima verossimilhanca"; 

LPRINT 11 =";LLL:LPRINT 
LPRINT "Na abscissa (x) temos a variavel ";absc$:LPRINT 

LPRINT "Na ordenada (y) temos a variavel ";orde$:LPRINT:LPRINT:LPRINT:LPRINT 

LPRINT "Na tabela de respostas X (I) e Y(I) representam os pontos experimentais." 
LPRINT 11 XC(I) e YC(I) representam os pontos calculados." 

LPRINT 11 DX e DY sao os desvios absolutos das variaveis x e y entre o va

lor calculado e o experimental." 

LPRINT "PDF(I) e SDF(I) sao respectivamente a primeira e a segunda deri

vada da funcao no ponto." 

LPRINT 11 S2 e a f une ao de verossimilhanca, Sx2 e Sy2 sao as contribuicoes 

das variaveis X e y" 



-~ 

LPRINT "Rg e o coeficiente de correlacao global da curva Rx e Ry sao os 
coeficientes de correlacao das variaveis x e y" :LPRINT 

!F ES1$="SIM" THEN 

END IF 

CALC=l 
GOSUB 20 
GOSUB 110 

FOR 1=1 TO N 

CSP(!)=F(!);ASP(I)=Y(I) 
NEXT I 
GOSUB 100 
CALC=l 

REM • Entrada dos valores de desvio padrao de Y 
CLS:PRINT "De os valores de desvio padrao para a variavel Y" 

FOR 1=1 TO N 
PRINT "DPY(";I;")" 
INPUT DP!(I) 

DPY(!)=DPY(l),DPY(!) 
NEXT I 

IF ES2$="NA0 11 GDTD 1 

CALC=l 
N1=3"-'LL+2*N-2 
GOSUB 30 

GOSUB 110 
FOR 1=1 TO LL-2 
LAMB (I+ 1) =F (2~'LL+N+ I) 

NEXT I 
FOR 1=1 TO LL 
Al(l)=F(!):Cl(I)=F(LL+l);AMQ(I)=AI(I);CMQ(!)=Cl(l) 
NEXT I 

FOR 1"'1 TO N 
ALF (I) =F (2*LL+ 1) 

Y1(I)=F(3~LL+N+I-2) 

NEXT I 
GOSUB 70 
GOSUB 80 
GOSUB 100 
REM 

1 If ES3$="NA0" COTO 4 



!F ES2$~"SIM" GDTD 2 
GOSUB 10 
N1=LL 
GDSUB 110 

FOR 1=1 TO LL 

C1(I)=F(!)oA1(I)=Y1(P(I)) 
NEXT 1 

GOSUB 100 
REM - Entrada dos valores de desvio padrao de X 

2 CLS:PRINT "Quais sao os valores de desvio padrao da variavel X" 
FOR 1=1 TO N 

3 

PRINT "DPX(" ;I;"}" 

INPUT DPX(I) 
DPX(I)=DPX(I)'DPX(I) 
NEXT I 

FOR 1=1 TO N 
ALF(I)=O 
NEXT I 

N1=3*(LL+N)-2 CALC=l 
GOSUB 30 
GOSUB 40 
GOSUB 110 

GOSUB 50 
ITER=ITER+l 

GOSUB 70 
LPRINT "ITERACAO NUMERO ••; !TER 
LPRINT "A funcao de minimizacao S2="; 
IF VARIMP=2 THEN LPRINT "Sx2 +"; 

LPRINT "Sy2 fornece o seguinte resultado :" :LPRINT 

LPRINT "52="; 

IF VARIMP=2 THEN LPRINT SX; "+"; 

LPRINT SY; 
IF VARIMP=2 THEN LPRINT " = ";STOTAL 
IF ITER>20 THEN 

END IF 

LPRINT "O PROGRAMA NAO CONVERGIU EM 20 ITERACOES" 

GOSUB 70 
GOSUB 80 
GOTO 120 



!F GONVER"O THEN 
GOSUB 70 
GOSUB 80 

FOR 1"1 TO LL 
CMV(I)"C1 (I): AMV(l)"A1 (I) 

NEXT I 

100 

LPRINT: LPRINT: LPRINT "O programa convergiu em"; i ter;" i teracoes" 
LPRINT·LPRINT:LPRINT 

END IF 
IF CONVER=1 THEN 

END !F 
4 !F CALG"O THEN 

GOSUB 100 
GOTD 3 

CLS 
LPRINT "Os pontos nao foram ajustados. Execute o programa 

novamente e siga corretamente as instucoes'1 

END !F 
CLS 

GDTO 120 

INPUT "A funcao que voce esta calculando e um diagrama T x X de uma mis
tura azeotropica (sim ou nao)";ES4$ 

IF ES4$="SIM" THEN 
GOSUB 60 
LPRINT "0 ponto de azeotropia ocorre quando x= ";XA:LPRINT:LPRINT 

END IF 
PRINT "Voce deseja interpelar algum valor para a variavel x ou y por al

gum dos metodos calculados (sim ou nao)"; 

INPUT ES5$ 
IF ES5$="NAO" GOTD 5 

5 IF ES5$="SlM" THEN 

END IF 

PRINT "Qual e o metodo que voe e deseja utilizar para interpelar: n 

PRINT "spline puro=sp" 
PRINT "spline com minimos quadrados=sm" 

PRINT "spline com maxima verossimilhanca"'sV 11 

INPUT ES6$ 

ELSE GDTO 120 
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PRINT "Se voce deseja algum valor para x digite X. Para y digite y"; ·INPUT 

ES7$ 

IF ES7$:"X" THEN 

END IF 
IF ES7$="Y" THEN 

INPUT "Qual e o valor de x" ;VARX 
GOSUB 90 
LPRINT "para X"' ";VARX; :LPRINT" 
LPRINT 
LPRINT 

INPUT "Qual e o valor de Y" ;VARY 
GOSUB 90 

f(x)= ";SOLY 

LPRINT 1'para y= ";VARY;:LPRINT" X"' ";XA 

LPRINT 

LPRINT 
END IF 
INPL.iT "Voce deseja interpelar mais algum valor (sim ou nao)'';ES8$ 

IF ES8$="SIM" GOTD 5 
GOTO 120 

10 REM subroutine para a estimativa de C(I) pelo metodo spline 

REM - estimativa de C 

U=LL+1 

RETURN 

FOR 1=2 TO LL 
L(I)=X(P(I))-X(P(I-1)) 
NEXT I 

FOR I=2 TO LL-1 

A(; .I-l)=L(l)/6 
A(I,I)=(L(I)+L(I+l))/3 
A(l,I+l)=L(I+l)/6 
A(I,U)=(Y(P(I+l))-Y(P(I)))/L(I+t)-(Y(P(I))-Y(P(I-1)))/L(I) 
NEXT I 
A(1,1)=1:A(l,2)=-l:A(I+l,I)=1:A(I+1,I+1)=-1 

20 REM - Subroutine para ajuste pelo metodo spline 

FOR I""2 TO N 
L(I)=X(I)-X(I-I) 
NEXT I 
Nl=N U=N+l 

FOR !=2 TO N-1 



RETURN 

A(! ,I-1)=L(l)/6 
A(!, I)= (L(l)+L(l+1) )/3 
A(I,I+1)=L(I+1)/6 
A(l,U)=(Y(l+1)-Y(I))/L(l+1)-(Y(I)-Y(I-1))/L(I) 
NEXT I 
A(1, 1)=1 oA(l ,2)=-LA(N,N-1)=1 oA(N ,N)=-1 

lll:_' 

30 REM Subroutine para o calculo dos parametros ajustando-se com minimos quadrados 

VARIMP=1 

REM - Calculo dos intervalos 

FOR I"'2 TO LL 

L(I)=X1(P(I))-X1(P(I-1)) 
NEXT I 

REM Matriz Fa e Fat 

FOR 1=1 TO LL-1 

FOR K=P(I) TO P(I+1)-1 
V=2*LL+K 

A(I.V)=(X1(K)-X1(P(I)))/L(I+1)-1 
A(V,I+1)=-(X1(K)-X1(P(I)))/L(I+1) 
A(V,I)=A(I,V)oA(I+1,V)=A(V,I+1) 
NEXT K 

NEXT I 

A(2~LL+N,LL)=-1:A(LL,2*LL+N)=-1 

REM Matriz Fc e Fct 

FOR I=1 TO LL-1 

X1(P(l)))/3 

FOR K=P(I) TO P(l+1)-1 
V=2sLL+K:W=LL+I 

A(W,V)=(X1(K)-X1(P(I)))-3/(6oL(I+1))-(X1(K)-X1(P(I)))-2/2+L(l+1)•(X1(K)-

A(V,W+1)=-(X1(K)-X1(P(!)))-3/(6oL(I+1))+L(I+1)•(X1(K)-X1(P(I)))/6 
A(V,W)=A(W,V):A(W+1,V)=A(V,W+1) 

NEXT K 
NEXT I 

REM Matriz das restricoes devido a continuidade 

REM Derivadas em relacao a A 

FOR I=2 TO LL-1 

V=2>i'LL+N+l-1 

A(V, 1-1)=-1/L(l) oA(l-1, V)=A(V, I -1) 
A(V,I)=1/L(I)+1/L(I+1)oA(I,V)=A(V,I) 
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I(V,l+1)•-1/L(l+1),1(!+1,V)•A(V,l+1) 
NEXT I 
REM - Derivadas em relacao a C 

FOR !•2 TO LL-1 
V=2><LL+N+I-1:W=LL+I 
A(V,W-1)•L(I)/6,A(W-1,V)•A(V,W-1) 
A(V,W)•(L(I)+L(I+1))/3,A(W,V)•A(V,W) 
A(V,W+1)=L(I+1)/6:A(W+1,V)=A(V,W+1) 

NEXT I 
REM - Montagem da matrizes identidade, DPY e vetor forca 

FOR 1=1 TO N 

RETURN 

W=3*LL+N+1-2:U=2*LL+I 
A(W,W)•1,A(U,W)•1 
A(W,U)•l,IF DPY(I)•O THEN A(W,U)•O 
A(W,N1+1)•Y(I) 
NEXT I 

40 REM - Subroutine que contem os parametros da maxima verossimilhanca 
VARIMP=2 
FOR !=1 TO N1 
A(I,N1+1)=0 
NEXT I 
REM - Montagem da matriz @faX*alia 

FOR 1=1 TO LL-1 
FOR K=P(I) TO P(I+l)-1 
V=3-;,LL+2:,N+K -2 
A(I,V)•1/L(I+1)*ALF(K),A(V,J)•I(J,V)*DPX(K) 
A(I+1,V)•-1/L(J+1)*ALF(K),A(V,I+1)•A(I+1,V)>DPX(K) 
NEXT K 

NEXT I 
A(I,V+1)=1/L(LL)*ALF(N):A(V+1,I)=A(I,V+1)~DPX(N) 

A (I +1 , V+l) =-1/L(LL) *ALF(NJ: A (V+l, I i-l) =A (I+ 1, V+1) *DPX (N) 
REM - Montagem da matriz ~FCX*alfa 

FOR 1=1 TO LL-1 
FOR K=P(I) TO P(I+l)-1 

w:; 

V=3><LL+2$N+K-2:W=LL+I 
A(W,V)•(1/2•(X1{K)-X1(P(I)))-2/L(J+1)-(I1(K)-X1(P(I)))+L(I+1)/3)*ALF(K) 
A(V,W)•A(W,V)*DPX(K) 
A(W+1,V)•(-1/2•(X1(K)-X1(P(l)))-2/L(I+1)+L(I+1)/6)*ALF(K) 



:\pfndirc :t 

A(V,W+I)=A(W+I,V)*DPX(K) 
NEXT K 

NEXT I 
A(W,V+1)=-L(LL)*ALF(N)/6:A(V+I,W)=A(W.V+I)oDPX(N) 
A(W+1,V+1)=-L{LL)~ALF(N)/3:A(V+1,W+1)=A(W+1,V+1)~DPX(N) 

REM - Montagem das matrizes somatorias xFx e Fx 
FOR I=-1 TO LL-1 

FOR K=P(I) TO P(I+I)-1 

llll 

W='2*LL+K:U=-3>eLL+2*N+K-2 
A(W,U)=-(Cl(I+I)-CI(I))o(Xl(K)-Xl(P(I)))-2/(2•L(I+!))-CI(I)•(Xl(K)-

XI(P(I)))-(A1(1+1)-Al(I))/L(I+I)+(C!(I+1)+2+CI(I))+L(I+1)/6 
A(U,W)=A(W,U)•DPX(K) 

C! (I)) 

NEXT K 
NEXT I 

A(W+!,U+!)=-L(LL)•(C1(I)/6+Cl(I+I)/3)-(Al(I+I)-A1(1))/L(LL) 
A(U+l,W+l)=A(W+l,U+1)*DPX(N) 

REM - Montagem da matriz derivada da somatoria xFx*alfa 
FOR !='1 TO LL-1 

FOR K=P(I) TO P(I+!)-1 
V=3*LL+2~'N+K -2 
A (V, V)=! +DPX(K) •ALF(K)o (-(C! (I+!) -C! (I))+ (XI (K) -X! (P(I)) )/1(1+1)-

NEXT K 
NEXT I 
A(V+1,V+1)=1-ALF(N)>eDPX(N)*C1(I+l) 

FOR 1=1 TO N 
W=3e,LL+N+ I -2: U=2>:-LL+ I 
A(W,U)=DPY(I) 
NEXT I 

REM - Vetor forca 
FOR I=-1 TO LL 

FOR J=l TO N 
V=2*LL+J:W=LL+I 
A(l,N1+1)=A(I,Nl+l)+A(I,V)*ALF(J) 
A(W,N1+1)=A(W,N1+1)+A(W,V)*ALF(J) 
NEXT J 

FOR J=-1 TO LL-2 
V=2*LL+N+J:W=LL+I 
A(I,N1+1)=A(I,N1+1)+A(l,V)*LAMB(J+1) 



REM 

REM 

REM 

RETURN 

A(W,Nl<!)=A(W,Nl+l)+A(W.V)*LAMB(J+!) 
NEXT J 

NEXT I 

FOR I=! TO N 
FOR J=l TO LL 
V=2*LL+I:W=LL+J 
A(V,Nl<!)=A(V,Nl<l)+A(V,J)*Al(J)+A(V,W)*Cl(J) 
NEXT J 
A(V,N1+1)=A(V,N1+1)+Y1(I) 

NEXT I 

FOR !=1 TO LL-2 
FOR J=l TO LL 
V=2*LL+N+I:W=LL+J 
A(V ,Nt+t )=A(V ,Nl +1) +A (V, J)*Al (J)<A(V, W) =C! (J) 
NEXT J 

NEXT I 

FOR 1=1 TO LL-1 
FOR K=P(I) TO P(I+l) 
V=3~LL+N+K-2:W=V+N 

A(W,N1+1)=A(W,2~LL+K)~ALF(K)+Xl(K}-~(K) 

A(V,Nl<!)=Yl(K)-Y(K)+ALF(K)*DPY(K) 
NEXT K 

NEXT I 
FOR I=l TO Nl 
A(I,N1+1)=-A(I.N1+1) 
NEXT I 

50 REM - Subroutine para a convergencia do metodo maxpline 
4010 ET=10--3:CDNVER=O 

FOR 1=1 TO LL 
IF Al(l)=O AND ABS(F(l))>ET*ET THEN CONVER=l:LPRINT I 

J(),'j 

IF Al(l)<>O AND ABS(F(I))>ET*ABS(Al(l)) THEN CONVER=l:LPRINT I 
A!(I)=F(I)+AI(I) 
IF ABS(A1(1))<10--10 THEN Al(I)=O 
IF Ci(l)=O AND ABS(F(LL+I))>ET*ET THEN CONVER=l:LPRINT LL+I 
IF Al(I) AND ABS(F(LL+I))>ET*ABS(Cl(I)) THEN CONVER=l:LPRINT LL+I 



v 

v 

!{lb 

Cl(I)•F(LL+!)+Cl(l) 
IF ABS(Cl(l))<lO'·JO THEN Cl(l)•O 
NEXT I 

RETURN 

FOR 1=1 TO LL-2 

V=2~-LL+tHI 

IF LAMB(l+l)•O AND ABSl '(V))>ET•ET THEN CONVER•l:LPRINT V 
IF LAMB(I+l)<>O ANO ABS(F(V))>ET+ABS(LAMB(l+l)) THEN CONVER•1:LPRINT 

LAMB(l+l)=F(V)+LAMB(I+l) 

IF ABS(LAMB(l+1))<10'·10 THEN LAMB(l+l)•O 
NEXT I 

FOR 1•1 TO N 
V=2*LL+I:W=3*LL+N+l-2:U=W+N 

IF ALF(I)•O AND ABS(F(V))>ET+ET THEN CONVER•l:LPRINT V 
IF ALF(l)<>O ANO ABS(F(V))>ET+ABS(ALF(I)) THEN CONVER•1:LPRINT 

ALF(I)•F(V)+ALF(I) 
IF ABS(ALF(I))<10'·10 THEN ALF(I)•O 
IF Yl(I)=O ANO ABS(F{V.'))>ET*ET THEN CONVER=l :LPRINT W 

IF Yl(I)<>O AND ABS(F(W))>ET+ABS(Y1(l)) THEN CONVER•1:LPRINT W 

Yl (I) •F (W) +Yl (I) 

IF ABS(Yl(I))<l0'-10 THEN Y!(I)•O 
!F Xl(I)•O ANO ABS(F(U))>ET+ET THEN CDNVER•1:LPRINT U 
IF X!(I)<>O AND ABS(F(U))>EPABS(Xl(I)) THEN CONVER•LLPRINT U 

Xl(I)•F(U)Hl(I) 
IF ABS(Xl(I))<I0-·20 THEN Xl(l)•O 
XMV(l)•Xl(l) 
NEX1' I 

60 REM Subroutine para determinar o ponto de azeotropia 

XA:.5:K=1 

61 FOR I=2 TO LL 

IF X(P(I))<XA THEN K=I 
NEXT I 

FA•XA+(Cl(K)-C1(K+1))+(XA-X1(P(K)))·3/(6+L(K+1))-C1(K)+(XA-X1(P(K)))"2/2+((A1(K)· 
Al(K+1))/L(K+l)+(C1(K+1)+2+Cl(K))+L(K+l)/6)+(XA-Xl(P(K)))-A1(K) 

FAO•l+(Cl(K)·Cl(K+!))+(XA-Xl(P(K)))·2/(2+L(K+l))-Cl(K)•(XA-Xl(P(K)))+((A1(K)-
Al (K+l)) /L(K +1) +(C i (K +1)+2*C1 (K)) ~'L (K+l) /6) 

XN=XA 
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XA~XA-FA/FAD 

IF ABS(XN-XA)>10E-6 GOTO 61 

RETURN 

70 REM - Subroutine para o calculo das funcoes estatisticas 
XM::Q:YM::Q:RXM=O:RYM=O:RT=O:SX=O:SY=O:RXD"'"O:RYD=O:RX=O:RY=O:STOTAL=O 

FOR 1=1 TO N 
DPXX(l)~(DPX(I)-o.5)oDPYY(l)•(DPY(I)-0.5) 

NEXT I 

FOR I=2 TO LL 
FOR K•P(I-1) TO P(l) 
DX(K)~X(K)-Xl(K) 

I O~ 

DY(K)•Y(K)-Yl(K) 
PDF(K)•-Cl(l-1)/(2•L(I))o((Xl(P(l))-Xl(K))-2)+Cl(I)/(2•L(!))•((Xl(K)-

Xl(P(l-1)))-2)+(Cl(l-1)-Cl(!))/6+L(l)+(Al(I)-Al(l-1))/L(l) 
SDF(K)•Cl(l-l)•(Xl(P(l))-Xl(K))/L(I)+Cl(I)•(Xl(K)-Xl(P(!-

1)))/L(I) 
NEXT K 

NEXT I 
FOR 1~1 TO N 
XM~XI<+X(l) oYM•YM+Y(I) 
NEXT I 

XM=XM/N: YM'"YM/i: 
FOR I=1 TO N 

IF VARIMP=l THEN 

END lF 

RXM•RXM+(Xl(l)-XM)-2 
RXD•RXD+(X(I)-XM)"2 
RYM~RYM+(Yl(!)-YM)-2 

RYD•RYD+(Y(I)-YM)"2 
SY•SY+(Y(I)-Yl(I))"2/2 
!F DPY(l)>O THEN SYC•SYC+(Y(l)-Y1(1))"2/(2•DPY(!)) 

IF VARIMP=2 THEN 

RXM=RXM+X1 (I) ~2 

RXD=RXD+X(IV2 

RYM=RYM+Y1(I)-2 

RYD=RYD+Y(I)-2 

IF DPX(I)>O THEN SX•SX+(X(I)-Xl(l))"2/(2•DPX(I)) 
IF DPY(I)>O THEN SY•SY+(Y(I)-Yl(I))"2/(2+DPY(l)) 

END IF 
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NEXT I 
IF RYD>O THEN RY=RYM/RYD 
IF RXD>O THEN RX=RXM/RXD 

RT=RX*RY:STOTAL=SX+SY 
RX=RX~.5:RY=RY-.5:RT=RT-.5 

RETURN 

80 REM - Subroutine para a impressao dos resultados. 
WIDTH LPRINT 134 

FOR I=l TO N 

FEE$(1)=" " 

NEXT I 
FOR I•! TO LL 
FEE$ (P (I)) •" ''" 
NEXT I 

LPRINT:LPRINT:LPRINT "As respostas pelo metodo spline "; 

lO~ 

IF VARIMP=l THEN LPRINT "acoplado ao metodo dos minimos quadrados''; 
IF VARIMP=2 THEN LPRINT "acoplado ao metodo da max.ima verossimilhanca"; 

LPRINT " fornece os seguintes"; 
LPRINT "valores para a '';curva$ :LPRINT :LPRINT 
LPRINT" I ";" X(I) "· 

IF VARIMP=2 

LPRINT " 

THEN LPRINT " DPX(I) "." . XC (I) "." DX . 
Y(l) 

IF VARIMP=2 

LPRINT " 

THEN LPRINT 

YC(l) "." 
FOR 1=1 TO N 

" 
"' 

DPY(I) "' ' 
DY "." ,PDF "." . 

LPRINT FEE$ (I) ; : LPRINT USING "##";I; : LPRINT USING " 

SDF 

IF VARIMP=2 THEN LPRINT USING" #### .####" ;DPXX(I); 
IF VARIMP=-2 THEN LPRINT USING" #.####";Xl(I); 
IF VARTMP=2 THEN LPRINT USING" ###.####";DX(l); 
LPRINT USING " ######.#### ";Y(l); 
IF VARIMP=2 THEN LPRINT USING" ####. #####" ;DPYY(I); 

"' 

": LPRINT 

#.####";X(l); 

LPRINT USING" ######.####";Yl(I);:LPRINT USING" ###.####";DY(I); 

LPRINT USING "########.# ";PDF(l);: LPRINT USING "#########.#"; SDF(l) 
NEXT I 

LPRINT LPRINT "O asterisco(*) indica que o ponto e extremo de intervalo.":LPRINT:LPRINT 
LPRINT "A funcao de minimizacao S2 "'"; 

!F VARIMP=2 THEN LPRINT "Sx2 +"; 
LPRINT " Sy2 fornece o seguinte resultado :" :LPRINT 
LPRINT "S2 =": 



IF VARIMP=2 THEN LPRINT SX;"-l- 11
; 

LPRINT SY; 

IF VARIMP•2 THEN LPRINT " • ";STDTAL 
IF VARIMP:1 THEN LPRINT " 

JOD 

S comp :";SYC 
LPRINT LPRINT:LPRINT "0 coeficiente de correlacao da variavel x Rx e: ";RX:LPRINT 
LPRINT "O coeficiente de -correlacao da variavel y Ry e: ";RY:LPRINT:LPRINT 

LPRINT "0 coeficiente global de correlacao Rg e: 11 ;RT:LPRINT:LPRINT:LPRINT 

RETURN 
go REM Subroutine para interpolacao 

IF ES6$="SP" THEN 

END !F 

FOR I=l TO N 
X!(I)•X(I) 
AI (l)•ASP(I) 
C! (I)•CSP(I) 
Pl(I)•I 
IF 1>1 THEN L(I)•X(Pl(I))-X(Pl(I-1)) 
NEXT I 
LPRINT "A variavel sera interpolada pelo metodo spline puro" 
NL•N 

IF ES6$="SM 11 THEN 

mínimos quadrados" 
END IF 

FOR 1=1 TO LL 
Xl(P(I))•X(P(I)) 
AI (I)•AMQ(I) 
C!(I)•CMQ(I) 
Pl (l)•P(l) 
IF I>! THEN L(I)•X(Pl(I))-X(Pl(I-1)) 
NEXT I 
NL:LL 
LPRINT "A variavel sera interpolada pelo metodo spline -

!F ES6$"'"SV" THEN 
FOR !:1 TO LL 
Xl(P(I))•XMV(P(I)) 
AI (I)•AMV(I) 
C!(I)•CMV(I) 
P!(I)•P(l) 
!F I>! THEN L(I)•Xl(Pl(!))-Xl(P!(I-1)) 



NEXT I 
NL=LL 

I lll 

LPRINT "A variavel sera interpolada pelo metodo spline 

max verossimilhanca, 11
; 

END IF 

IF ES7$" "X" GOTO 91 

lF ES7$="Y" GDTO 92 

REM Calculo para interpolacao em x 
91 !F VARX<X(l) OR VARX>X(N) THEN 

extrapolacoes" 

END IF 
K=l 

FOR 1=2 TO NL-1 

PRINT no seu ponto esta fora do intervalo de ajuste" 

PRINT "0 metodo spline nao e aconselhavel para 

!F X(P1(!))<VARX THEN K=I 
NEXT I 

SOLY=(-C1(K)+C1(K+1))o,(VARX-X1(P1(K)))"3/(6+L(K+1))+C1(K)+(VARX-X1(P1(K)))"2/2· 
((A1(K)-A1(E+l))/L(K+1)+(C1(K+1)+2+C1(K))+L(K+1)/6)+(VARX-X1(P1(K)))+A1(K) 

GQTO 93 

REM Calculo para interpolacao em y 

92 YMJN=Y(l) •n!AX=Y(1) 
FOR 1=2 TO N 

!F Y(I)<YMIN THEN YMIN=Y(J) 
!F Y(I)>YMAX THEN YMAX=Y(I) 
NEXT I 

IF VARY<YMIN OR VARY>YMAX THEN PRINT "Nao e possivel interpelar pois este 

valor nao pertence a imagem da funcao" 

FOR 1=1 TO NL-1 

FOR J=Pl(l) TO Pl(l+l)-1 
FUNC=( -C! (I)+C1 (1+1) )+(X! (J) -X! (Pl (I))) "3/(6,+L(I+1) )+CJ (I)o [Xl (J)-

X1(P1(I)))"2/2-((A1(1)-A1(1+1))/L(I+1)+(C1(!+1)+2•G1(l))oL(I+J)/6)•(X1(J)-X1(P1(I)))+A1(l) 
IF (VARY-FUNC)>O THEN K=I 

NEXT J 

NEXT 1 
XA=X(Pl(K)),XN=XA 

94 FA=VARY+(C1(K)-C!(K+!))•(XA·X!(P1(K)))"3/(6oL(K+1))-C1(K)+(XA-X1(P1(K)))"2/2+((A1(K)
A 1 (I •1)) /L(K+l )+(C! (K+1)+2+C1 (K)) ••L (K+!) /6) * (XA-XJ (PJ(K))) ·A! (K) 
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FAD=(CI(K)-CI(K+1)),(XA-X1(P1(K)))-2/(2,L(K•1))-C1(K)'(IA-X1(P1(K)))•((A1(K)
A1(K+l))/L(K+1}+(C1(K+1)+2~C1(K))~L(K+1)/6) 

XN=XA:XA=XA-FA/FAD 
If ABS(XN-XA)>I0--6 THEN GOTO 94 

93 RETURN 

100 REM - Subroutine para zerar a matriz 
FOR I=l TO Nl 

FOR J=l TO N1+1 
A(l,J)=O 
NEXT J 

NEXT I 
RETURN 

110 REM - SUBRDUTINE PARA ELIMINACAD POR GAUSS 

FOR K"'l TO Nl-1 

A$="NA0" 
PIVOT=A(K,K) 

FOR I=K TO Nl 
!f ABS(A(I,K))>ABS(PIVOT) THEN 
PIVOT=A(l ,K) 
A$="SIM" 
LINHA=! 

END IF 
NEXT I 

IF A$="SIM" THEN 
AUX2"'A (LINHA, Nl +1) 

A(LINHA,N1+1)=A(K,N1+1) 
A0:,Nl+l)=AUX2 

END IF 

FOR I=l TO Nl 
AUXl'='A(LINHA,I) 

A(LINHA,I)=A(K,l) 
A(K,I)=AUX1 

NEXT I 

IF PIVOT:O THEN PRINT "DETERMINANTE=O NA LINHA "; K 
FOR L=K+l TO Nl 
FATOR=-A(L,K)/PIVOT 

FOR C=K TO Nl 
A(L,C)=A(L,C)+A(K,C),fATDR 
NEXT C 
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NEXí 

A(L ,Nl +1 ~A (L, lll·q) +/i 0: ,N1 ,.1 )*Fl.T•JR 

NEXT L 

F(Nl)=!.(l\1 ,N1+1)/A(N1,Nl) 

FD:l I/Hl-1 TO 1 GTEP 

SOMA=O 

RETURN 
120 END 

FOR C=Ni TO L+l s·~:Z? -1 
S0f.li1.'"SO!>;}, +A (L, C) *F (C) 

ll"Eil C 

F(L)~(A(L,N1·~1)-SOMA)/A(L,L) 

NEXT L 

I "' ,_ 
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Apêndice 3 

Este apêndice traz o desenvolvimento do Método Spline Estendido por Klaus - Van 

t\ess \7]. 
1'\a seção 2.6 é desenvolvido o Método Spline cúbico. 
As restrições de convergência continuam válidas. 
A função objetiva de minimização é escrita de outra forma: 

K -1 11~ 

E ~ L L ''• [Y,, - J,(x..J] ~mínimo, onde 
k::::J i=I 

nk :.;; número de pontos no intervalo k. 
}'k, = ponto experimental. 

K = número de intervalos. 
(k, = 2 para o primeiro e último ponto nodal e pontos internosw aos intervalos. 
(t, = 1 para os outros pontos. 
fk(xk,) =função spline cúbica no ponto Xk,· 

• Minimização em relação a A 

i:! E ~' i:! <i>, 
~ + ~ >-, i:!A ~ O 
aAm k+ 2 m 

( .1) 

( .2) 

m=l, ... ,K+l 

Substituindo: 

(.3) 
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Apéndirc :3 

Desenvolvendo e substituindo : 

n, 
-=- L (;,(:r;;- :r,)t 

i=l 

n, 
=L (;;y(x;i)(x1;- x;)k. 

i=l 

Chegamos que: 

[ 

(2) l 2A1_1 8(1)- si _;...2Ci-I 
L 1 L J J 

3 [ 

(3) (<) l [ (l) (2) l si+I (1) L- _ S1+I + (2) , 2A 8j+1 _ si+I _ ÀJ+t _ 2 -L - si+I J+I L2 si+I -, ;+1 L· L'l L· -
J+l J!l J+l j-11 J+l 

• Minimizaçâo em relação a C. 

Analogamente aos parâmetros A. 

[ 

(5) 
si+I 

+C1 +t -L--+ 
2 j+l 

1'1 L' 5 ;+t j+l 

3 
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( .4) 

( .5) 

[ 

11 I ] f(O) -L "!i_+ ti-..-1 
'+ 1 

' L· L J J -1 

( .6) 
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(. 7) 

Para se ancorar o primeiro e o último ponto são colocadas mais duas restrições: 

<Pt .::0: AI - 58, i = o (tabela!, referência[7]) ( .8) 

'PN ~A,.~ 78,8 ~o (tabela!, referência [7]) ( .9) 

As derivadas serão: 

aq,. 
I aq,. = o paraj i 1 

a A. 
e a A, (.10) 

aq,N 
I 

aq," paraj f N e -~o 
aAN a A, (.11) 

aq,. 
=0 

aq,N 
~o j;::::.1, ... ,]\r - e ----· 

a c ac, J 

( .12) 

L 1 e LK+'2 não existem. 
Para j = 1 os três primeiros termos não exiStem. Para j ;::::_ K + 1 os três últimos 

termos não existem. 
O erro teórico no trabalho de Kiaus foi não colocar corretamente as derivadas 

(.8)-(.12) nas equações (.6) e (.7). 
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