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Resumo

PEGORARO, Marna Fernanda Longuim, Desenvolvimento de um elemento finito hierdrquico,
para andlise de placas e cascas, a partir do elemento isoparamétrico triangular
quadrdtico, Campinas,: Faculdade de Engenharia Mecéinica, Universidade Estadual de
Campinas, 2000. 220 p. Tese (Doutorado)

Inicia-se este trabalho com o desenvolvimento de um elemento finito isoparamétrico
triangular quadrético, considerando-se a andlise de placa e casca a partir de suas superficies
médias. Esta formulacdo, mostra-se eficiente pela sua simplicidade e, principalmente, pela
possibilidade de se considerar o efeito das tensbes de cisalhamento ao longo da espessura do
elemento.

Posteriormente, apresenta-se, a partir do elemento isoparamétrico, uma formulagdo
hierdrquica baseada no conceito da aproximagio do tipo p. Esta formulagio resulta em um
sistema computacional interessante, visto que em uma reandlise, obtida através do refinamento do
tipo p, todos os resultados anteriormente encontrados podem ser reaproveitados.

Mostram-se, em seguida, virios exemplos de aplicacdio da formulagdo e seus resultados,
para placas, cascas € vigas com diversas configuragdes de carregamento € contormno concluindo-
se, principalmente, que a formulagdo hierdrquica desenvolvida € capaz de diminuir a
caracteristica de rigidez excessiva, encontrada, particularmente, nas situagdes de placas e cascas
finas.

Palavras Chave

Elemento Finito, Elemento Finito Hierdrquico
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Abstract

PEGORARO, Maria Fernanda Longuim, Development of a finite hierarchical element for
analysis of plates and shells, starting from gquadratic isoparametric triangular element,
Campinas,: Faculdade de Engenharia Mecénica, Universidade Estadual de Campinas,
2000. 220 p. Tese (Doutorado)

This work begins with the development of one isoparametric triangular quadratic element,
considering the analysis of plate and shell starting from their mid-surfaces. This formulation
proves itself efficient by its simplicity and mainly by the possibility of considering the effect of
shear stresses along the thickness of the element.

Afterwards, is shown starting from the isoparametric element, one hierarchical
formulation based upon the concept of the approximation of type p. The formulation results in an
interesting computational system, being that in one reanalysis obtained through the refinement of
type p, all the results found before may be reutilized.

It is shown immediately, various examples of application of the formulation and its results
for plates, shells and beams with many configurations of loading and contour concluding,
principally, that a developed hierarchical formulation is able to diminish a characterstic of
excessive stiffness, found, particularly in situations of thin plates and shells.

Key Words
Finite Element, Hierarchical Finite Element
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Capitulo 1

Introducdo

Uma casca € um corpo solido no qual uma de suas dimensdes é consideravelmente menor
do que as outras duas, conforme Feodosyev [30].

Considera-se, como sua superficie média, aquela que se encontra equidistante de suas
superficies limites: superior e inferior. Da mesma forma, a dimens@o normal ao plano médio e
compreendida entre essas superficies limites ¢ a espessura £ da casca. O comportamento desses
corpos depende muito da relagdo que se estabelece entre essa espessura f € suas outras duas
dimensdes.

Se a superficie média de uma casca € um plano, a casca € chamada de placa. As placas sdo
classificadas de acordo com o tipo do seu contorno externo. Sendo assim, as placas podem ser:
quadradas, circulares, retangulares, trapezoidais, etc. Igualmente, se a superficie média forma
parte de uma esfera, cone ou cilindro, a casca ¢ designada como esférica, conica ou cilindrica,
respectivamente.

~As cascas possuem um amplo campo de aplicagdio na engenharia como componentes
estruturais, sendo, portanto, o seu comportamento de grande interesse.
Dependendo da relacfio entre a sua espessura ¢ ¢ a sua dimens#o caracteristica a, as placas

¢ as cascas podem, de uma maneira geral, ser classificadas da seguinte forma, segundo
Timoshenko et al. [31}:

s Placas e cascas finas, com pequenas deformacdes, quando a relagdo ¢/ a for menor do que
1720 (¢/a < 0,05);

» Placas e cascas moderadamente grossas, com pequenas deformacdes, quando a relagfo ¢ / a for
maior ou igual a 120 (f/a = 0,05).

1. 1 - Placas e cascas finas com pequenas deformagcées (t/a < 0,05):

Supondo-se que as deflex0es apresentadas por essas placas e cascas sejam pequenas
quando comparadas com a sua espessura f, pode-se considerar as seguintes hipoteses de
Kirchhoff [ 18], relativas ao comportamento dessas estruturas:

1 Qualquer elemento reto da placa ou casca, que inicialmente é normal ao seu plano médio,
permanece normal a sua superficie média ap6s a deformacfo, mantendo o seu comprimento
inicial 1inalterado . Esta hipétese proporciona a possibilidade de desconsiderar-se as fensdes de
cisalhamenio atuantes na diregdo da espessura, assim como de negligenciar a deformacdo

1



gspecifica nesta diregio;

2 As tensGes normaiy & superficie média da placa ou casca sio pequenas em relagdo as outras
tensdes e, portanto, podem ser desconsideradas. Sendo assim. pode-se ignorar a energia dv
deformagdo correspondente a estas tensdes.

1.2 - Placas e cascas moderadamente grossas com pequenas deformacées (1/a 2 0,03):

¢ as deflexOes apresentadas pela placa ou casca moderadamente grossa, quando
solicitadas transversalmente, s80 pequenas em comparagio com a sua espessura, conforme a
hipdtese basica de Reissner {16]. ndo é mais possivel desconsiderar as rensdes de cisalhamento
que atuam na dire¢do de sua espessura. Isto deve-se ao fato de qua. apds a deformacfio, os
elementos retos da placa ou casca que anteriormente eram normais & superficie média. passam a
ndo ser mais perpendiculares a ela. Todavia, o comprimento desses elementos permanece
inalterado, e portanto, ignora-se a deformacdo normal na direcio de sua espessura, da mesma
forma que para o caso de placas ¢ cascas finas,

Em 1570, Ahmad et. al., conforme relatado por Moreira [4). apresentou uma formulacio
baseada na degenerac@o de um elemento solido tridimensional, de acordo com a figura 1.1. Tal
formulagdo admite que o elemento da placa inicialmente normal a sua superficie média, apds a
deformacdo n#o mais permanece perpendicular 2 mesma. Sendo assim, € possivel, eatio,
considerar as tensdes de cisalhamento ao longo da espessura, conforme a hipdtese de Reissner
para placas moderadamente grossas.

(2)

Figura 1.1 - (a) Elemento solido tridimensional; (b) elemento d2 casca obtido a partir da
degeneracio do elemento sélido tridimensional.

[



Nessa formulagfo, a defini¢do da geometria do elemento, ¢ dada considerando-se as
coordenadas dos nos, i, situados na superficie média e os versores nodais ¥,,,
pontos situados fora desta superficie.

Com relagéo ao campo de deslocamento, admitem-se 5 graus de liberdade por noé: Os
deslocamentos u; , vi, ¢ w;, em relagiio ao sistema de referéncia global, e as rotagdes: a;, e 5, do
versor v;, em torno de dois outros versores: ¥, e ¥,,, normais a ele, conforme observa-se na
figura 1.1.

Obtém-se a matriz de rigidez do elemento através da integragio numérica da expressio:

que definem os

[ 1 [ 18V D81 dg.dn.ac

Os resultados encontrados com a formulagdio proposta por Ahmad mostraram-se
excelentes com relaglo a placas e cascas moderadamente grossas. Todavia, 0 mesmo nfio ocorreu
para placas e cascas finas, conforme Zienkiewicz et al. [55]. Observou-se que com a diminuicio
da espessura do elemento, sua rigidez aumentava em demasia e os resultados obtidos nfo eram
confiaveis.

Desde entdo muitos autores tém pesquisado esse tipo de elemento e feito propostas para
melhorar o seu comportamento, principalmente no que se refere a placas finas.

1.3 - Objetivo:

O objetivo desse trabalho ¢ o de apresentar uma formulacio hierdrquica, que se mostre
eficiente na analise de placas e cascas, especialmente, no que se refere a placas e cascas finas.
Partindo-se, portanto, de um elemento isoparamétrico triangular quadrético, diferente do
elemento de Ahmad, pretende-se refinar a solugdo obtida por esse elemento, pela introdugdo de
polinémios de terceira ordem. A formulacio hierdrquica desempenha uma funco importante no
sistema computacional, uma vez que tendo ocorrido uma determinada analise, para uma dada
aproximagéo, os dados gerados pela mesma podem ser reaproveitados em aproximacdes de
ordem superior, o que resulta em um ganho computacional consideravel. Da mesma forma, a
formulag@o exposta admite a aplicagdo de expansdes polinomiais diferentes ao longo de lados e
elementos diferentes.

(8]



Capitulo 2

DESENVOLVIMENTO DO ELEMENTO FINITO
ISOPARAMETRICO TRIANGULAR QUADRATICO,
PARA ANALISE DE PLACAS E CASCAS

2.1 - DEFINICAO DA GEOMETRIA DO ELEMENTO

2.1.1 - Introduciao

Considere-se um elemento de casca, conforme apresentado pela figura 2.1, com seus
respectivos nos 7, de 1 a 6, situados em sua superficie média. Apresenta-se também nesta figura o

sisterna de referéncia local, constituido das coordenadas de 4rea: L; , L, e L; , assim como a

coordenada linear £, na direcio da espessura do elemento, a qual varia entre - J e + ], de tal

forma a definir as faces externas do elemento.



Figura 2.1 - Elemento de casca, sua superficie média e os nds i a ela associados

A variag@o das coordenadas de drea, L, , L, e Ly, em relacdo aos nés i, de 1 a 6, sdo

apresentadas pela figura 2.2:

L,= L, =172 L,=1
- 3
Ly=1
6 . L3 = 1/2
1/ 4 w2 Ly=0
L,=1 L, =172 L ,=0

Figura 2.2: Variacdo das coordenadas de area



2.1.2 - Determinacio dos pontos situados sobre a superficie

média do elemento

Conforme mostra a figura 2.3, associando-se ao elemento de casca um sistema de

referéncia cartestano (X, Y, Z), denominado global, um n6 i, genérico de sua superficie
média , serd determinado pelo vetor T; com componentes ; , y; € z , de acordo com os

eixos X, Y e Z. Portanto,

P-4, @

=]

el

Figura 2.3: NO / e ponto O, pertencentes a superficie média do elemento e o sistema

cartesiano de referéncia (X, Y, Z), denominado global.



Com relagdo ao ponto O , genérico, da superficie média, o mesmo serd dado pelo
vetor 7 que pode ser interpolado através dos vetores 7, e das fungdes de forma N, de cada

no6 desta superficie, segundo Coons [19] e Forrest [20]. Sendo assim:

G
HL.L) =D N,.F (2.2)

i=1

As funcdes de forma N;, para o clemento triangular quadritico, sio dadas da

seguinte maneira :

Ny(L)=(L,-1).L, (2.3)
Ny(Ly =(2L,- 1).L, (2.4)
Ny (Ly Ly =(2Ly- 1)Ly (1-2L, -2L). (I-L, L) (2.5)
Ny(L, Ly=4L,. L, (2.6)
N, L) =4L,.L=4L(1- [-L ,) .7
No(Ly, L) =401y = 4L{ 1-L-L,) (2.8)
onde: Ly + L, + Ly = eportanto: Ly =1 - 1L, - L,

Segundo o sistema de referéncia global, se as componentes do vetor 7 siox, y e z,

entdo a equagdo (2.2) pode ser reescrita como:

(x(L;,L,) 6 xlg
F(L.Ly) = {3, L)} = 2 Ny, (2.9)
2L, Ly, %

Sendo assim,



X(Ly, L) = Ny(L)-xy + Ny(Ly)-xy + Ny(Ly, L))oy + No(Ly. L)%y

i i s 2.10
+ Ny(Li,Ly)oxg + No(L.Ly).xg = D N,.x, (210)
i=1
(i, L) = Ny(L)oy + Ny (L) oy, + Ny(Ly, L) ys+ Ny(L, L)y,
" , i 5, . (2.11)
+ Ns(Lys L) ys + No(Ly, Ly). g = ZNi-J’;
i=1
2Ly L) = Ny(Li)z + Ny(Ly).zy + Ny(Ly, L)z + Ny ( Ly, L) .z,
6
) 2.12
+ Ns(L, L)z + No(Ly, L))z = D N,.z, @12
IE)

As equagdes (2.10), (2.11) e (2.12), fornecem, dessa forma, as coordenadas x, y e z
de um ponto genérico situado sobre a superficie média do elemento de casca. Estas
equacdes fazem, entdo, o “mapeamento” da superficie média do elemento de casca, do

espaco local para o espago cartesiano, como mostra a figura 2.4.

X

Espaco Local Espago Cartesiano

Figura 2.4 - "Mapeamento” da superficie média do elemento de casca



2.1.3 - Determinac¢io dos pontos situados fora da superficie

média

Conforme apresenta a figura 2.5, definindo-se no ponto @ um vetor T;, normal &
superficie média nesse ponto , determinado a partir do produto vetorial de dois vetores 7 e

%, tangentes a esta superficie e obtidos, conforme Leithold [5], através de:

-
AL, L) = ﬁ(ﬁL][Q) (2.13)
) F(0, L)
ALy, L) = a, (2.14)
Dessa forma:
ALL) = AL, L) AB(L, L) (2.15)

Considere-se agora como componentes do vetor 7 @ #,. Hy € Ky, segundo,
respectivamente, os eixos X, ¥ e Z do sistema de referéncia global ¢ da mesma forma as
componentes: 5, fn € Fp; para o vetor %. Sendo assim e com o auxilio da expressio

(2.9), pode-se escrever que:

rll(L1=Iﬂ) ~ (x,- {xi
5 1& S.AN, |
R R vaz.iy,- =25 (2.16)
=1 i=1 1
oL ) ’ €



ou ainda:

i"’zi(fdialfz)1 ol l{ .
Rl L) = ”22([%[2) =3 ZN;-J :
wlion), U7

Py (Lys

10

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)



Figura 2.5 - Vetor 7, normal a superficie média e os vetores 7 e 7, tangentes a ela.

Associando-se ao sistema de referéncia global, os trés vetores unitarios 7, j ¢ &,
que formam uma base para o espaco vetorial tridimensional, pode-se assim escrever para o

vetor 7. com o auxilio da expressdo (2.15):

(L, Ly) i j k
L ly) = (L L) =1y (Ls L) 1p(Lys L) 154 L) (2.24)
ral Ly, Ly) (L. L) mo (L Ly) 15(L, L)

Resolvendo-se a expresséo (2.24), chega-se a:

7‘32(121»12)); éfiZ(thQ)‘ 05( L. Ly) - 034 L) oLy, Ly) l
AL, L) = 732(1;1:['2)5}:;1’;3@1:[0)- 0 (L, L) - 03 (L, L) s (L, Ly)
ra(L L)) (L L) i (L L) - (L, L)y (L, Ly)

§ (2.25)

11



Substituindo-se as componentes dos vetores T, e Ty, na equacio (2.25), pelos seus

respectivos valores que se encontram nas expressées (2.18) a (2.23), chega-se a:

F

(L. Ly) = ZZ —z.5;) (2.26)
i=l j= 7 O
'_‘f\ 0
2(L;,L7)~ZZO IREED (2.27)
i=l j= =
N AN,
Pl L) = ZZC;L Gy - i) (2.28)
I ..

i=l j=l

Determinando-se o vetor 7, pode-se assim , conforme apresenta a figura 2.6, definir

em um ponto O, o versor V., normal a superficie média e dado por:

’B(L, L)
(L, Ly) = gy 2.29
3 IL2 F"(LULZ” ( )
onde %f‘3 (I,l,lg)ﬁ ¢ o modulo do vetor A(L;,L,) e obtido da seguinte forma:
15 VR Ly, L)+ (L, L) + 15 (L, 1) (2.30)

i2



212

Figura 2.6 - Versor ¥;, normal a superficie média do elemento no ponto O, e versor .,

normal a esta superficie no no 7.

Considerando-se como componentes do versor V@ vy, vy, € vy segundo o

sistema de referéncia global, a equacdo (2.29) pode ser reescrita como:

vl L) L D)
(L, Ly) = Vi (L, Ly) mm j"32(L1:Lz)L (2.51)
vis(Ly, Ly) el ”ss(Lfoz)J
ou ainda,
V(L L) = ryy (L L) (L L) (2.32)
v (L, L) = rp (L. L) /s ( Ly, L) (2.33)
skl Lp) = ri3(Ly, Ly} !§r3(L1Jg)§\ (2.34)



Em relagdo ao n6 i, de coordenadas L,; e L,; , o versor ¥, (figura 2.6), normal a

superficie média neste nd, pode ser dado por:

;'3:' = ‘%(Lls:Lz;‘) (2.35)

€ as suas componentes vy, ¥y, € vy Segundo o sistema de referéncia global X, Ye Z,

respectivamente por:

vay = v ( Ly, Do) (2.36)
Vaor = Vo (L, Ly ) (2.37)
Vag, = Va3 Ly, Lyy) (2.38)

Conforme apresenta a figura 2.7, sendo ¢, a espessura do elemento de casca no no i,

determina-se qualquer ponto P ao longo desta espessura através do vetor iz, obtido da

seguinte maneira:

(2.39)

Figura 2.7 - Espessura f; do elemento de casca no nd i e os vetores i, e .

14



Determinando-se o vetor 7, pode-se agora encontrar o vetor i, que define
qualquer ponto Q fora da superficie média (figura 2.7). Sendo assim, o vetor i, em um

determinado ponto O desta superficie, 0 qual possui as coordenadas L, e L, constantes
(E10: Lag), 30 muda, neste caso, em relagdo a coordenada C. O vetor # deve, portanto, ser

interpolado a partir dos vetores 7, e das fungdes de forma N, de cada né desta superficie:

6
() =Y N, (2.40)
i=1

Através da equac@o (2.39) obtém-se o valor do vetor n;, € substituindo-0 na

equacéo (2.40), encontra-se :

6
() =Y M%

fa=i

e (2.41)

O vetor 7, como mostra a figura 2.7, define os pontos situados fora da superficie

média do elemento, de tal forma que, quando { = +1, o ponto encontra-se na superficie

superior e quando C = -1, tem-se um ponto da superficie inferior.

2.1.4 - Definicio da geometria do elemento de casca

Conforme mostra a figura 2.8, a posi¢fo de qualquer ponto do elemento de casca é

dada pelo vetor R, o qual € obtido através da soma de dois outros vetores: 0 vetor F, que

define a posicdo de qualquer ponto da superficie média e o vetor 1, que define a posicio

de um ponto genérico fora desta superficie. Portanto,



R(Li.Lp,0) = (L, L) + (S) (2.42)

i

A4

Figura 2.8 - Vetor R que define a posicio de qualquer ponto @ do elemento de casca
Considerando-se agora os valores dos vetores 7 e /i, dados pelas equacdes (2.9) e

(2.41), respectivamente e substituindo-0s na expressio (2.42), encontra-se:

% |
i 6 fz-

G
R(L, L0 = DN 1y, +§.ZN1..5.173,. (2.43)
j=] iwl

4

Se x, y e z séo as coordenadas do vetor R , segundo o sistema de referéncia global,
assim COmo Viyy;, Y5y € Vg SH0 as componentes do versor ¥y, pode-se reescrever a

equacdo (2.43) da seguinte forma:

16



x(Li.1n,8) | B 6 3y

R(LyL2.0) = ¥(Li Ly &) 1= 2Ny p+ £ 2 N qvsy, (2.44)
(L. L) Tz =l V33
ou ainda,
6 6
XL 1,8) = D N+ § 3 N Loy, (2.45)
i=] (=1
6 6
W1y, 8) = 2Ny + £ N dvsy, (2.46)
i=] i=1
6 6
2L 1p.0) = 2 Nz + £y N vs3 (2.47)
=1 i=1 -

Portanto, as equagdes (2.45), (2.46) e (2.47) fornecem as coordenadas x, yezdeum

ponto genérico do elemento de casca.

A figura 2.9 apresenta o “mapeamento” do elemento de casca, do espaco local para

0 espaco cartesiano, onde para cada ponto de coordenadas L, L, e { no espaco local,

corresponde um ponto de coordenadas x, y e z, no espaco cartesiano.

17



X

{(a) Espaco Local (b) Espaco Cartesiano

Figura 2.9 - “Mapeamento” tridimensional do elemento de casca

I8



2.2 - CAMPO DE DESLOCAMENTO

2.2.1 - Introduciao

A figura 2.10 apresenta em um ponto O qualquer da superficie média do elemento
de casca, a defini¢do de um sistema cartesiano de referéncia local, composto dos eixos x’, y’

e ', com seus respectivos versores: ¥, ¥, e 7.

Figura 2.10 - Sistema de referéncia local (x7, 37, 2°), associado ao ponto O .

A defini¢do do versor ¥;. normal & superficic média do elemento, j4 foi dada
anteriormente através da equacfio (2.29). Quanto aos versores V, ¢ ¥,, tangentes a

superficie media, 0os mesmos podem ser obtidos através das seguintes relacdes:

19



»"%(me:—wm_—tmwf’l?)

— - 2.48
AT, L] (249)

onde:

i € o versor da dire¢do X do sistema de referfncia global e que pode, no caso de
coincidéncia entre i e Vs, ser substituido pelo versor 7 da direcdio V.

Sendo assim, para a determinacio de ,:

Vo (L,Ly) =V, (L. Ly)Av, (L, Ly) (2.49)

Definindo-se: I?;(LI,IQ) = fAif"B(Iq,IQ) e levando-se em conta as componentes do

versor | (1,00}, segundo o sistema de referéncia global X,Y,Z e as componentes

Vi, V3o € V33 do versor v, o vetor V, serd dado por:

Vil L) i 7 k
AURAEIAURS IS 0 0 |
V]}(Ll ,lq) %‘*’31(%[0) Vsz(Llle) Vss(Lx:L).) |

(2.50)

Resolvendo-se a expressdo acima, as componentes do vetor V), podem ser dadas da
seguinte forma:

MlL.Ly) =0 (2.51)
Vil L. L) = —vis(L,.1,) (2.52)
Vl:(l‘i’lﬁ) = Vsz(Lzng) (2.33)

20



Considerando-se como componentes do versor ¥, : v, Vi3 € Vi3, a equacgdo (2.48)

pode ser reescrita como segue:

(m(L},LZ)} } (ML, L))

v, = L gy ——— é
WLy, Ly) =y va(dy, L) ) Kz(L;,Ll)j (2.54)
VEB(LI'JLZ)) LVzg(LGLg)

onde:

7L L) = VE(LL L) + VAL L) + V(L L) é 0 médulo do vetor 7(L.L,).
As componentes do versor ¥,(L;,L,), substituindo-se os valores do vetor

Vi(L,,L,) . podem ainda ser escritas da seguinte forma:

V; Li> 2
m(@@bﬁ%ﬁ: @2.53)
14 (L, L) —vi3(L, L)
L. L) =2 - = ; 2.56
ethe b VL. L) P, L) (20
Vol L) vip(L. L) 057

J(L, L) =% e
e T R ) T .l

Considerando;se tambem o versor ¥,, de componentes: vy, vy, € vy; , segundo o
sistema de referéncia global ¢ apos a determinagdio do versor ¥, . pode-se agora, executar o

produto vetorial dado pela expressio (2.49):

VZI(LI:IQ)E E i j k
vo(Ly, L) = VZZ(LULZJJREVB’Z(I‘PL2) Vs ( Ly, Ly ) vy (L, Ly)

i{"’zs(il L)

(2.58)

Vir(Lis Ly) vip (4, Ly) V;s(Li,Lz)g

obtendo-se:

21



[VEI(LPLE) Vi (L. Lo vis (L. Ly ) = v (L, Ly) V33(L;>Lz)1
Vo (L, Ly =3 v (L), Ly)p = V33(L;,L2)VII(L1,L2)~vBl(Li,LZ)vB(Li,LQ)%} (2.59)
Va3 (L, Ly) Var(Lys Ly (Ly, Ly) = vaa (L, Ly) Vu(Lsz)J

ou

Var(LyLo) = vy (L. ko) - vip (L Lo ) = vip (L By) - v (L)L, ) (2.60)
voa (L Do) = v (Ly Ly )y vy (L)L Ly ) = vy (L4 L, ) vis(LyLy)  (2.61)
vas(Li,La) = vy (L Ly) o v (L, Ly ) = v (L Ly) - v (LyLLy)  (2.62)
Portanto, as equagbes (2.55), (2.56), (2.57), (2.60), (2.61), (2.62), (2.32), (2.33) e

(2.34), determinam as componentes dos versores Vy, V5 e V4, 0s quais definem o sistema

de referéncia local (x’, y" e z’) , associado ao ponto O.

Conforme mostra a figura (2.11), tendo-se em conta o no i de coordenadas L, e L, ,

o sistema de referéncia local a ele associado serd dado pelos seguintes versores:

v, = vl Lyy) (2.63)
vy = (L, Ly) (2.64)
v = (L. L) (2.65)



Figura 2.11 - N6 i ¢ o sistema de referéncia local (x°, 3°, 2°) a ele associado.

Com relagdo as componentes dos versores ¥, ¢ 7¥,;, as mesmas serfio definidas,

segundo o sistema de referéncia global, por:

Vi = Vi (Ly.Ly)
Viai = Viz (L. Lyy)
Vis = Vi3 (L, Lyy)
Vaii = vy (L5, L)
Vg = Vo (g Lg)

Vg = Va3 { Ly, Lyy)

(2.66)
(2.67)
(2.68)
(2.69)
(2.70)
(2.71)

Quanto ao versor Vs;. as suas coordenadas ja foram obtidas anteriormente e so

dadas pelas expressdes:(2.36), (2.37) e (2.38). Sendo assimn, as componentes dos versores

Vii. Vo; € Vg; que definem o sistema de referéncia local (x°, y°, z°) . associado ao né i, sio

dadas pelas equagfes: (2.66) a (2.71), (2.36) a (2.38).

I~
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2.2.2 - Determinaciao do campo de deslocamento do elemento de

casca, considerando-se o elemento isoparamétrico.

De acordo com a figura (2.12), tendo o elemento de casca se deformado em fungdo

de uma solicitacdio qualquer, 0 seu no i, genérico e situado em sua superficie média,

apresentara um deslocamento &;, cujas coordenadas nas direcdes X, Y e Z do sistema de

referéncia global sfo, respectivamente: u; , v, e w;.

24



Figura 2.12 - Deslocamento 8, apresentado pelo né i.

Conforme ¢ modelo cinemdtico de Reissner [16], o qual possibilita considerar,
também, as tensdes de cisalhamento ao longo da espessura, se um elemento reto da casca é
normal a sua superficie média, apds a deformacio, ele conserva-se reto, mantém seu
comprimento inicial (€,, = 0), entretanto, no permanece mais normal aquela superficie.

Sendo assim, o estado de deformacgio especifica do elemento de casca, com relagio ao

sistema de referéncia local (x°, y°, 27), devera conter as seguintes componentes: Evs & s

}/x’y’ . ;Vx,."., & %"z!.



Figura 2.13 - Deslocamento A i» apresentado pelo ponto P.



Portanto, considerando-se o vetor /7; , como se verifica através das figuras (2.7) e

(2.13), perpendicular a superficie média e definindo o ponto P fora desta superficie, apos a

deformagdo ele deverd permanecer reto, ndo mais normal aquela superficie e manter seu
comprimento inicial. Dessa forma, para o caso mais geral de solicitacdo, o vetor 71; devera
apresentar duas rotagdes: @; ¢ f; ao redor dos eixos y’ e x’, respectivamente, como mostra
a figura (2.13). Sendo assim e de acordo com esta figura, o ponto P assume a posicio P,

indicando em conseqiiéncia deste fato, um deslocamento A;, o qual, admitindo-se a

hipotese de pequenos deslocamentos e deformacdes, sera dado por:

A; =8 4m.0, Yy —m B, .V, (2.72)

sabendo-se que m; € 0 modulo do vetor A7 , o qual, conforme verifica-se através da

expressdo (2.39) é definido por:

m(G) = C% (2.73)

Substituindo-se a equagfio (2.73) na expressio (2.72), chega-se a:

- - £ _ _
A Q) =9, 'H;-Ei'ai'vji -C=B vy (2.74)

Portanto, a equagio (2.74) permite determinar o deslocamento apresentado por

qualguer ponto P ao longo da espessura t; do nd i. Sendo assim, o deslocamento A de um

ponto Q qualquer do elemento de casca podera ser interpolado através dos deslocamentos

A; e das fungdes de forma N de cada né da superficie média, segundo Zienkiewicz et al.

[9]:

4
AL L.£) =D VLA Q) (2.75)
i=1]



Admitindo-se o elemento como sendo do tipo isoparamétrico, as funcdes de forma

ﬂ ir

/], sdo iguais aquelas utilizadas para interpolar a geometria do clemento e sdo dadas

através das equacdes (2.3) a (2.8). Dessa forma,

Ni=N, (2.76)

e reescrevendo-se a equacdo (2.75), obtém-se:

AL, 1,.¢)

6
> N.ALG 2.77)
=]
Substituindo-se, agora, a equaco (2.74) na éxpressio (2.77), resulta:

6
A(L,,L,. C)—Z\é 5 +¢. ZN woc I, =N, 3 L, (2.78)
l l '=1
Considerando-se como componentes do deslocamento A: u . v e w

respectivamente nas direcdes X, Y e Z do sistema de referéncia global, a equacio (2.78)

pode ser reescrita da seguinte forma:

U(Llaja-é:) 4 ; Yiu 5 ¢ szh‘

v(L,L,.0) =ZNi. +§ZN’ —2— .3 Vi wg.ZAff.E'.ﬁ.ivzzj

wily, [,.{)] = W, | = Vi = stug
(2.79)

ou ainda:
6_ I3} t
UL las6) = 2Nk + 43 N0 vy - :ZNI 5B (2.80)
i=1
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(=2

6 6 _
Wb Lot = 2N 6 TN Sy ~E XN Ao, 281)
i=1 i=]

(L, L.¢) = va W, M’Zf\ Vi~ §ZN; S Ay (2.82)

Através das fungdes de forma, equagBes (2.3) a (2.8). obtém-se os termos da

expansdo polinomial, conforme mostra a figura (2.14).

1 ... cte.
L, L, .. 1° grau
X L, 3 oo 2% grau

Figura 2.14 - Termos da expans&o polinomial para o elemento triangular quadratico,
Observa-se pela figura (2.14) que a expansio polinomial satisfaz os critérios de
convergéncia, ou seja, além de ter garantida a continuidade C°, apresenta o termo constante

e possui o polindmio do primeiro grau.

As equacdes (2.80) a (2.82) podem, também, ser escritas na seguinte forma:

=

(L, L0 | v,
v(L, L.) 1= D IN;(Ly. L, O w, (2.83)
w(L, L. 7 a

¥z

sendo que []‘v"i(Ll,Lz,.,f” )] ¢ uma matriz (3x5), composta das fungdes de forma N, e dos

pardmetros referentes ao né £ : espessura #; e componentes dos versores V|; e V,;. Portanto,
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(N2, L)) =

. 4
“MZ'(L“LZ) O O’ g.i?\fj(L],Lz).:;.Vi“

. g
0 N(Lp.Ly 0 g-Nf(List)-_z"Vlzf

. !
NALLLS) g’.x\’j(Li,Lz).g.vmj

3
—Z. Nf(LkLQ)-*;*- Y

: :
“Q’-Nz(LpLz)*;-szf

!
_g'Ni(LDIQ)'_z_'VZSi

(2.84)

Considerando-se, agora, {af} como sendo uma matriz coluna {5x1), constituida dos

deslocamentos ¢ rotacdes relativos ao né #:

pode-se, entdo, reescrever a

RS

=

E

=R

equagdo (2.83) da seguinte forma matricial:

(2.85)



\{aé},
(2.86)

Observa-se, assim, que para cada né i da superficie média do elemento de casca,

corresponde cinco graus de liberdade: trés translagdes (i , v; € w;) e duas rotagdes (o e

B

Pode-se, também, reescrever a equacio (2.86) na forma compacta:
{} =[N]{a} (2.87)

onde, {uj € uma matriz coluna (3x1). composta pelos deslocamentos:, u([q,Lz,c:),

v( L, L,.C ) e w(Ll, L,.¢ ), [N] € uma matriz (3x30), constituida das funcdes de forma N;
e {a} ¢ uma matriz coluna (30x1), constituida dos deslocamentos e rotacdes nodais: Uy, Vi,

w; o e .



2.3 - ESTADO DE DEFORMACAO ESPECIFICA

2.3.1 - Introducio

Conforme mostra a figura 2.15, um ponto @ qualquer do elemento de casca, sujeito
a uma solicitaciio genérica, apresenta segundo o sistema de referéncia global (X, Y, Z), o

seguinte estado de deformagdo especifica , segundo Przemieniecki {141

o = OUxy.2) (2.88)
X 8X .
. ov(X,v.Z) (2.89)
L= vy.2) .
oy
_wsyn) (2.90)
oz
au(xayaz) a\’(X,V;Z)
- N ; 2.91
- > .~ (2.91)
- av({,y,z) L oWxy.7) (2.92)
: oz oy
o = 00YD) | BuCy.2) 29%)

oz ox

considerando-se que #(x, ¥, 7), v(x, 3, 7) e w(x, ¥, z) sio os deslocamentos apresentados pelo

ponto @ em relagdo ao mesmo sistema de referéncia. Entretanto, conforme apresenta as
equacdes (2.80), (2.81) ¢ (2.82), u, v e w sdo fungdes das coordenadas de drea Ly ¢ L,, e da
coordenada linear £, assim como também as coordenadas do ponto @ : x, v ¢ z, de acordo

com as expressdes (2.45), (2.46) e (2.47). Sendo assim, utilizando-se a regra da derivacdo



em cadeia, pode-se obter as derivadas dos deslocamentos em relaciio as coordenadas

globais x, y e z, através da seguinte forma matricial;

A & v A&
K KK a, 4, 4,
an oW [T ar & oW (2.94)
¥ & A, d, d,
@ oy a & o
G & oL dy &
onde {J] ¢ a matriz Jacobiano da transformacio, dada por:
(& & & ]
& & (2.95)
[/]=
Ad, 4, 4,
X 4 Z
RZ SN2
Z R [l 4
= X

Figura 2.14 - Elemento de casca com um ponto genérico Q.

(W8]
(VS



Considerando-se que as coordenadas do vetor R sfo x, y e z. de acordo com o

sistema de referéncia global , assim como : R=7+m (equacdo 2.42), pode-se entio,

reescrever a expressdo (2.95) da seguinte forma.:

R [ag+m) | [ & an
28 Z —é{: TMC:’WLM;
[/]= R|_|AE+@m) || F L on
L, A, A, A,
R AT + ih) F o an
a L& 1L &

pode-se reescrever a equagdo (2.95) como:

Il
gt} N2 R |

SECIESI R

3

(2.96)

(2.97)

(2.98)

onde T, e T, sdio 0s vetores tangentes 4 superficie média do elemento de casca, os quais

podem ser obtidos através das equagdes (2.13) ¢ (2 14) e \73 ¢ um vetor normal a essa

superficie dado por:



v, (LI,LE)—Z\I —2— Vi (2.99)

Admitindo-se que 15, V3, e Vi; s@o as coordenadas do vetor V;, segundo o

sistema de referéncia global, pode-se reescrever a equacio (2.99) como:

[VSI(LD 1) 6 Vi
Vil Ly) = 1V32(L1, L)p= D> Nt v, (2.100)
Via( Ly, Ly) ! Vi3,

Sendo assim,

6
s ] I!
Vallido) = 2N, 5wy (2.161)
izl
6 ;
Vi (L. L) = Zf\i-j‘”szf (2.102)
i=l
t.
Vsl Ly, Ly) “ZN v (2.103)

i=]

Tendo-se determinado a matriz Jacobiano da transformagfo, pode-se, agora, obter a

sua matriz inversa, dada por:
-1 1
[7] = 1BAV; VAT FAL | (2.104)

oude |J| é o determinante da matriz Jacobiano, obtido da seguinte forma:
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Tl =7 .(5AV;) = 1 (L Ly ) [0 (L, Ly ) Vas (L, Ly ) = 15 (L. Ly ) Vo (L1
_rlz(LloLz)'[TZI(Ll st)V33(L1 :Lz) _r23(L;:L2)V31(L1:L2 }]
(2.103)

+13 (L Lo ) I (L) By ) Vs (L Ly ) =1 (L, L5 ) V3 (L)L L)]

onde as coordenadas dos vetores f, e T, sdo dadas pelas equacdes (2.18) a (2.23) e as do

vetor V3 através das expressdes (2.101) a (2.103).
2.3.2 - Estado de deformacio especifica segundo o sistema de

referéncia local (x’°, y’, 7°)
Admitindo-se um ponto @ qualquer do elemento de casca, conforme apresenia a

figura (2.15), o seu estado de deformacdo especifica em relagdo ao sistema de referéncia
(2.106)

local (x’. y’, z’), associado ao ponto O, sera dado por:

8u|
€ = —
axl
£y = % (2.107)
ou' v
Y 1t T —— “}" 2.168
{X} 8}" axu ( )
du’  ow'
T e 2.109
PR 8y ( :
q,wzg’f__k_ﬁﬂ"ﬁ; (2.110)
GZF O,yt



onde #’, v' e w’ s@0 os deslocamentos apresentados pelo ponto Q, com relago ao sistema

de referéncia iocal.

X

Figura 2.15 - Sistema de referéncia local (x’, y’, ") , associado ao ponto O.

Verifica-se, entretanto, que para determinar-se este estado de deformacdo especifica
¢ necessario obter as derivadas dos deslocamentos locais (&', v e w’) com relacdo as

coordenadas locais (x°, ¥, Z°). Isto torna-se possivel através da seguinte relacfio:

Al & G A & G

& & & & & &

Al N W o A & (4] (2.111)
&y & & & & & |

al oW d & Sw

a & & & & &




na qual [8] ¢ uma matriz quadrada constituida dos cossenos diretores do sistema de

referéncia local com relagfio ao sistema de referéncia global. Portanto:

[0]=[¥ ¥, V] (2.112)

onde v,,V, e V5 sio dados, respectivamente, pelas equacdes (2.54), (2.59) e (2.31).

Substituindo-se a equagdo (2.94) na expressdo (2.111), chega-se a:

A& o] A& o]
& K X A, ., d,
Al &' AW 7 A & Aw (2.113)
— = = =T 16]
g oy oy A, d, d,
ar a & o
Nz A A Rz G-
Utilizando-se as equacdes (2.104) e (2.112), pode-se escrever que:
1 " |
o1 [T =17 % |[BAV; VAR BAR] (2.114)
B

ou ainda:

{a.@mfb i(VAR) WLEAR)
7 B (BATS) . (VAR) vy (FAR) (2.115)
EL%.(@A?«) v (V5AR) 1. (EAR)



Todavia, (1“’2!\173) e (I%Aﬁ) s30 vetores tangentes a superficie média e (Fi AT ) €
um vetor normal a ela, o que resulta:
7. (RAF) = 5. (T3AR) = 0.(7AR) = 1,.(RAR) = 0

(2.116)

Sendo assim,

1 Al] AIZ O
[ﬁfiLfT}=];ﬂ Ay Ay O 2.117)
Lo 0 Ay
onde:
Ay (L Ly) = V(L L) (P (L L) AT (L, L)) (2.118)
Ay (L Ly) = JZ(L]JLZ)-(FZ(L]:Lz)Afs(LpLz)) (2.119)
Ay (L. L) = % (L LA (L, L) AR (L, L ) (2.120)
Aoy (Ly. Ly) =y (L), L,)(V5 (L, L )AR (L, L, ) (2.121)
ALy L) = ﬁs(LzaLz)-(’i(Li=L2)AF2(LIJ Lz))m vy(Ly, Ly). 75 (L, Ly) (2.122)

O apéndice B apresenta os resultados dos produtos: escalar e vetorial das equagdes

(2.118)a(2.122).

Portanto, a equagdo (2.113) pode ser reescrita da seguinte forma:



Al &AW AL & Aw
& A& & 4 AL o 1% A Ay 7
it 2 - - Vit Var Wy
N S R o S ~ 2 ] -y
ar ' ow 1 Al N dw E (2.123)
& & & | e Y G g | e e
o mn A 0 0 Ass_% - S L v s VSS,]
arl & ow a &N AW
oA AR/ o d&

Efetuando-se a expressdo (2.123). encontram-se as derivadas necessdrias para a

definicio do estado de deformagdo especifica do ponto @, com relacio ao sistema de

referéncia local. Desta forma:

al 1
ET:E—E'{AH'%I Ay Az Apavy Apevp Alz"‘"zs]'
| - Ly (2.124)
17T A R T A Y
L’Li A, d, d, 4, ij
&1
‘éT:a’[Azl-Vzl Agp ¥y Ay vz Agy vy Ay Azz-‘/z.%}‘
| - L r (2.125)
A X w A N B
o, d, 4, dd, 4, d,
o'
5}“‘?“]}"{‘[1421-"11 AV Ay vz Apvy Anvp Azz%s}'
Al
. . . . . AT (2.126)
N W u N AW
{012 a, 4., d, d, éLj
a1
W@FZD—J.[A“‘VH Ay Ajpves Apovyy Aoy, A12~V23]‘
- - - (2.127)

(gz & v w & bw |
LéLl éLE éLl al’l éLZ d‘?
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,=U|'[A21'V31 A Vi Ay Ajlvy Ay Azz-"’33]‘
|

&
- . . . . AT (2.128)
L A - I 7 Y
{é’Li a, d, d, a, éLJ
a1
“2;,‘=;‘JTI‘[AH Vo AqpVy A Ay Apavy A Vss]
~ _ _ . _ AT (2.129)
o A v i & Aw
L:Ll a, 4, d, 4a, éLJ
5 1 & & A
w 7
= o3 AoV Asa Ve A Vi L) — e —— 2.130
] [ 33-¥1 Sa3-Mp A 13]{&; & 5} (2.130)
&1 o &
= A Vo AngVhy Au Vs || o e e | 2.131
Yy [ 33-Y21 A33-Vpp A 23}{5{: % &”Vé’j ( )
Sendo assim e de acordo com as equacdes (2.106) a (2.110), chega-se a:
Ex'mD“'[AH-VH AV Apvis Apovy Apevy, A12-V13]'
“ 3 - (2.132)
X W A N A
1
5}-':‘:}{‘[‘421-"21 AgiVyp Ay Ve Agpvyy Ay vy Azz-"zs]‘
' ) (2.133

a & o a x|
C?L] é‘{"'i éLl C}I’Z éL?, éf“?_J
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1
Yy = 7l [(A'?l vis T A vy ) (Agpviy Ay v) (Ayyavig + Ay va)

(Ao vyt A va) (Ap.vp 45 vy) (Azz-V§3+Aiz-V23)]o (2.134)
& & A N Av ]|
b, ., d, &, d, 4,
1
P’x-:‘:m [Ali'v31 A Ay Aoy dpaovy Alz-‘ﬁs]‘
OW.lT 1 [A A (21»,—)
. ar. Vi ar. Vin 123
A, A, A, a4, 4, 4, I e >
][2“_ & a
Wl oa)
1
?/»-':D—E'{AZI 5t Ag Ve Ay Vi Apavyy Ay Agy ]
|
g___:i,é‘ AN U awT {A AL, (2.136)
Ay, ¥ ] éﬁ é’v_ il '
330 %23 ﬁé’ 54— 0/'
As equagdes (2.132) a (2.136) podem também ser dadas na seguinte forma:
&
K A AW A !
’ 1 2 0\/ ai R ;U P OW
Yoy b= ld( D, L)) = - = — (2.137)
IJi aL, aL a., d, d, d, & & A
Vs
;Vy':
onde:
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a1
dSi
dy

ld(L. L)) =

51

Os elemento

sdy 0 0 0
cdy 0 0 0
5 d46 d47 d48 C§‘49
dSS dﬁ() dS'f d58 659_

d44
d54

s da matriz [d(L,.L, )], sdo apresentados no apéndice B.

(2.138)

Para a determinacfo do estudo de deformacdo especifica no ponto Q, segundo o

sistema de referéncia global, obtém-se, agora, as derivadas dos deslocamentos globais u, ve

w com relagd@o as coordenadas L, L, e , levando-se em consideracio as equacdes (2.80),

(2.81) e (2.82):

&u(L,,L,.0) &N, 2. 6N, t; &8N, t,
— .ﬂl..[_/'. oy OR"]_C‘ 1._2.\/,) B,
oL, éaLl > i;aLl 2 ’ éag,i 5 Vai B
av(L,,L,.0) & oN, LS ON; 6 BN, t
r = B F . Y - C L Vgt ;
oL, i;:aL1 P éé‘Ll o T ;511 5 VP
w(L,.L,.0) &N, L < ON; Tt SON, 1
s — “l +, - _...W..._.V 31 a’] .}’. .——2 ﬂ...n..E.. 31 . i
oL, ?;aLl h’;@Lx 2 ! 5; L, 2 Vsh
7 o .u_lwg_d. s Y ; G.] C Cmeee Y L. 1
oL, éaL2 - EaLz > Vi ;al;, 5 Vau P
8L2 - 8L2 Pt ~ 8L3 2 12i i “ E‘Lz 7 221 H
e W ) Wy TG B S F R TR TS Voo b
oL, éaLz gﬁLg 2 Z(’:?L 2P

(2.139)

(2.140)

(2.141)

(2.142)

(2.143)

(2.144)



Dk Sk St -4 3 ! 6N L (2.145)
du(L,.L,.8) _ Yoy by By
( Iy 2 ‘ZNi > Vi o9y Z S Y

3 U 2.146)
L,.L,,5) 5 o ._§N,.ML.V1..Bi (2.
LW E N; "“‘2 Vigi U - Py
5.t SR Q. (2.147)
M 2Ny = XN v oy

As equagdes (2.139) a (2.147) também podem ser dadas na seguinte forma matricial:

all,, L,,o)
.,
W(Lt L&)
a,
ow( Ly, 1,.8)
L,
au L, L,,S) 1

cly
MLy, L, 0} {G(Q Q]
L,

(L, 1,.0)
L,
anly, L,,£)
Z4
ALy, L,.0)

* (2.148)
5”’(@»%»@
a

= 8

RS

I
Mo

= R

onde [Gf(Li, L. )] ¢ uma matriz (9x5), dada por:
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_é]}i_ 0 0 /'éjw_l _{L Vi - 0’?\;!' EL
AL, a2t g, o
0 i O gﬂiv —;’éﬁf“ ‘l"{“.V .
a, L, 2 a2
éN, éN,; ¢, EN; 1,
V0 T St ey
N, Z\R? 2\’
ar, o 0 4’-}};'2 Vi ”Q’g_-g- 21i
énN, éN, 1, éN, 1,
[Gi(Li’Ll’g)}z 0 "gi: U é"g[:-“é""’zzz ‘g-g,;“-”i"'vzzf
AN, N, ¢ AN, 1,
L 0 E}_’; g;i-z-"m - -'0252' 5 Va3
t, z‘,.
0 0 0 Ni‘—z_'vilr - Ni-'z_'vﬂz
It’ i
0 0 0 Ni-‘g-”a?: - N; 5 Yo
00 0 NFwy, oo N (2.149)

sendo que as expressOes das derivadas das fungdes de forma sfo apresentadas no apéndice

A.
Utilizando-se a equacdo (2.148) na expressdo (2.137), chega-se a:
&y ”
&y v
5 1 i

Vay [ = ZF [d(iz» Q)]-[Gf(fq, Lg..g”)].< W (2.150)
Yy - &
Vyz Jé

ou ainda:



gx» U
& 6 ¥,
Yoy 1= 2 B4 L) w, (2.151)
}/x;:, i=1 CXI-
yy':' /3;
na qual [Bi(Ll e )} € uma matriz (5x5), dada por:
I |5 |5 ]
B 1 Blzi 813'1 4’53141' Q'“;“Blsf
5 5
Bl’,lz' Bzzi sti 4"; 824: 4’_7" st:'
4 |5 .
[Bf(LzaLz 4')] =| By, Bay By Cf”é““ By, C:‘; Bys; (2.152)
ti ) té ti tl
By By By 4534@ + E’C@f g"z' Bs; Ecﬁi
Bsi; Bay B g“—;Bsm + ?Csfzz -C:’””f;" Byg; + _7“C>:z

Os elementos da matriz [Bi( L. L& )] sdo apresentados no apéndice B.

A equacio (2.151) pode ser reescrita da seguinte forma:
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£y
vovt =] Bl 0.0 [Ba(0.22.0)] - [B(5. 1.0}
Vi
Yz
{a,} (2.153)
{a,}
’ [Bé(Llf[/lsé’)] ] {C;}
tag}
ou ainda, de maneira compacta:
(¢} =[Blia) (2.154)

onde,

* {&'} ¢ uma matriz coluna (5x1), constituida das deformagdes especificas e distorgdes no

ponto @, segundo o sistema de referéncia Jocal;
* [ B ] ¢ uma matriz (5x30), constituida da derivada das funcdes de forma;

* {a} € uma matriz coluna (30x1), constituida dos deslocamentos nodais: u; , v; , w; e das

rotagbes a; € f;.
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2.4 - DETERMINACAO DAS PROPRIEDADES
CARACTERISTICAS DO ELEMENTO
ISOPARAMETRICO

2.4.1 - Introducao

A figura2.16 apresenta o estado de tensio em um ponto @ qualquer do elemento de casca,
segundo o sistema de referéncia local (x’, ), 27), associado ao ponto O, o qual € representado pela

figura 2.16.

f\ld

Figura 2.16 - Estado de tensio no ponte Q.

Conforme mostra a figura 2.16, admite-se a tensdo normal G,,- nula, de acordo com as

hipéteses basicas de Kirchhoff [18]. por ser esta desprezivel em relacio as demais tensdes.
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O estado de deformagéo especifica no ponto @, segundo o sistema de referéncia local (x7,
¥, 7°), considerando-se o material do elemento de casca homogéneo, isotrépico e eldstico linear, é

obtido através da Lei de Hooke Generalizada , segundo Timoshenko [12];

i
£ = 7 -(crx.xf - V-O‘yrys) (2.135)
I
& =0, -vo) (2.156)
2(1+v)
z . (2.157)

:Z(H»v).r 2158
x'z E x'z ( Ao )
21+ v)
o = T (2.159)

onde, E ¢ o mddulo de elasticidade longitudinal do material e v o seu coeficiente de Poisson.

As equagdes (2.155) a (2.159) podem ser dadas na seguinte forma matricial:

£ —1 -V ] 0 0 i o
gy’ I -~V 1 0 O 9 (}‘y-y.
Yoy [ = "f 0 0 2(I+w) 0 U R (2.160)
Vo 0 0 0 2(1+v) 0 T,
Yy 00 0 0 200+v] g,
ou ainda, na forma compacta:
e} =21 {o} (2.161)



Na expressdo (2.161), [@’] ¢ uma matriz quadrada (5x5), simétrica, constituida das

constantes eldsticas do material ¢ {0"'} € uma matriz coluna (5x1), composta das tensGes atuantes
no ponto @, de acordo com o sistema de referéncia local (x°, )", 7).

Resolvendo-se a expressdo (2.161) para as tens8es, tem-se:

{o} =[@]" {e} (2.162)
ou entao:

o't =[D]-{e] (2.163)

1] ""1_ .
[D) =[] e 0 0 5 0 0 (2.164)
(1-v)
0 0 0 3 0
0 0 o o ¥
5 2]

Observando-se que a distribuicio da tensdo de cisalhamento ao longo da espessura do
elemento de casca ¢ de placa nédo € uniforme, mas aproximadamente parabolica, segundo Volterra

et al. {13], adota-se uma constante & de valor igual a 1,2 na matriz [D'], nos termos relacionados

com as tensGes de cisalhamento T,..- e T,.,:, com 0 objetive de considerar-se este efeito. Portanto:



E 1.
[D’]:(l_yz)-() 0(;) 0 0 (2.165)
(1-v)
00 0 P o0
(1-v)
0 0 0 o

Substituindo-se a expressio (2.154) na equacio (2.163), chega-se a:

to'y =[D1-[8] {a} (2.166)

2.4.2 - Determinacio das caracteristicas do elemento de casca

Admite-se o elemento de casca sujeito a forcas de superficie §, com componentes g, ., g, €
g.», em relagio ao sistema de referéncia local (x°, 7, 27), assim como a forgas de corpo b, cujas
componentes em relagéo a esse sistema de referéncia sdo: by, b,, e b,. Dessa forma, se em
funglo do carregamento atuante, os deslocamentos #’, v’e w’ apresentados pelos pontos do

elemento, sofrerem , respectivamente, 0s incrementos du’, &' ¢ dw’, 0s quais sdo denominados
deslocamentos virtuais, o estado de deformacfo especifica desses pontos (equagdes 2.84 a 2.89),

sofrerd os seguintes incrementos, designados deformacdes especificas virtuais:

Se. = oo (2.167)

et

08, = (2.168)



gou'  dov'

&y o = 2.169
i ¥ 6.y| axl ( )
sy, = 200, oW (2.170)
o e
odv'  oow'
Yy = e 2.171
‘J} &z &' ( )

Sendo assim, como resultado dos deslocamentos virtuais. o trabalho virtual, OW, realizado

pelas forcas de superficie e de corpo, serd obtido, conforme Przemieniecki [14], por:
Ab}-dV (2.172)

onde:

{Ou’} € uma matriz columa (3x1) composta pelos deslocamentos: du’, ov’ e Sw’. Portanto:
&zl
{ou'} =46v (2.173)
w

{g’} ¢ uma matriz columa (3x1) constituida pelas componentes das forgas de superficie:

q. 4, €4, Dessaforma:

qr]
lq) =14, } (2.174)

q:

R4
[



{b’} ¢ uma matriz columa (3x1) constituida pelas componentes das forcas de corpo: b,

b},, e b_. Sendo assim:

6} =1b,¢ (2.17%)

Da mesma forma, a energia de deformacdo virtual, OU, acumulada no elemento de casca,

como conseqiiéncia do estado de tensdo em seus pontos e do estado de deformacio especifica

virtual, correspondente, serd dada, conforme Przemieniecki {14], por:

sU = [ {os} (o} -av (2.176)

onde:

{0’} é wma matriz coluna (5x1) composta das deformagdes especificas virtuais:

{8} =16y, (2.177)

{07} é uma matriz coluna (5x1) constituida das tensBes atuantes nos pontos do elemento,

conforme o sisterna de referéncia local (x°, 3. 2°):

e
[V8)



(2.178)

Portanto, empregando-se o principio dos trabalhos virtuais , conforme Przemieniecki [14],

chega-se a:

SW = 5U (2.179)

ou entao:
[ 1o} {g)-aa+ [ 1o (o} -av = [ {se) {0} -av (2.180)

Verifica-se que, com o auxilio da equacdo (2.87), encontram-se os deslocamentos {u},
segundo o sistema de referéncia global. Entretanto, necessita-se dos deslocamentos {u’} , em

relagdo ao sistema de referéncia local. Sendo assim, pode-se fazer a seguinte transformagéo:
tu) =[] -{u} =[6]"-[V]-{a} (2.181)
onde [8] ja foi definido anteriormente através da expressdo (2.112).
Da mesma forma, pode-se escrever gue:
lg =61 g} (2.182)

{0} =16]" - {b} (2.183)



sendo que:

{q} = forcas de superficie em relagfio ao sistema de referéncia global;

{b}= forgas de corpo segundo o sistema de referéncia global.

Considerando-se a equago (2.181), os deslocamentos virtuais {ou’} podem ser dados,

segundo Zienkiewicz et al. [9], por:

{ouw} =16]" [ N]-{sa} (2.184)

Da mesma forma, levando-se em conta a expressdo (2.154), as deformacdes especificas

virtuais, { 08"}, podem ser dadas, conforme Zienkiewicz et al. [9]. por:

(et =[B]-{6a} (2.185)

Nas equagdes (2.184) e (2.185), {&u} & a matriz coluna, composta pelos deslocamentos

virtuais correspondentes aos deslocamentos nodais.

Substituindo-se as expressdes (2.166), ¢ (2.182) a (2.185) na equagiio (2.180), chega-se a:

[ (a2 (N (o110 {g} -+ [ tan) " [WT -[o]-{o) - {8} -av -
- (2.186)

Sabendo-se que [O] ¢ uma matriz quadrada que possui colunas ortonormais, pode-se

escrever, conforme Lipschutz [15], que:

[8]-[6]" =[1] (2.187)



onde {I] ¢ a matriz identidade. Portanto, a equacfo (2.186) pode ser reescrita da seguinte forma:

[ faat [NV {q} -da+ [ {aa) [N (b} - =
(2.188)

- T ~ - ~ .
sabendo-se ainda que {da}’ e {fa} sdo constantes para as integracfes na drea e no volume:

(S INY - Lgf-da+ [INT {8} -avy = (g ([ [B][D)-[B]-av)-{a}  (2189)

Considerando-se que a expressfo (2.189) ¢ valida para qualquer deslocamento {6a}”,

encontra-se:;

[[N dA+jV beav=([ (B Bl-dvy-{a} (2.190)

onde:
I (2.191)

LINY (8} -av = {£7} (2.192)

A expressdo (2.191) é uma matriz coluna (30x1), correspondente &s forcas de superficie e a

equagio (2.192) também ¢ uma matriz coluna (30x1), relativa as forcas de corpo.

Da mesma forma:



[1B]" [D)[B]-av =[k?] (2.193)

sendo que {Ke] ¢ uma matriz quadrada e simétrica (30x30). denominada matriz de rigidez do

elemento. Portanto, pode-se reescrever a expressdo (2.190) como segue:
(&) da = et () = {7 (2.194)

na qual { f "’} ¢, dessa forma, o vetor de carga do ¢lemento, correspondente as forcas de

superficie e de corpo.

2.4.3 - Determinacio da matriz de rigidez do elemento de casca

O diferencial de volume, dV, da equagfo (2.193), a qual possibilita determinar a matriz de

rigidez do elemento, ¢ dado segundo o sistema de referéncia global (X, Y, Z). Sendo assim:
dV = dx.dy.dz (2.195)

Considerando-se que os termos da matriz [B] sdo fun¢Ges das coordenadas de area L, e L.
assim como da coordenada linear, { , o diferencial de volume, d¥, deve ser definido também

segundo este sistema de referéncia. Pode-se, todavia, efetuar a transformacio necessaria através

de um procedimento padrdo que envolve o determinante, kJ(LI,LZ), da matriz Jacobiano

(expressﬁo (2.93)). Este determinante € dado a partir da equacdo (2.103). Portanto, conforme

Kaplan [17]:

av = J(L.1,} 4L, dL,.dL (2.196)
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Utilizando-se a expressdo anterior, a equagdo (2.193) pode ser reescrita da seguinte

maneira:

Substituindo-se a matriz [B] na expressio (2.197), chega-se a:

<= 111,

(&)= [ [ [BY -[DV[BY 1Ly, L) -y -, -d¢

_[Bi(LiaL?_»‘:)]T_

[B:(Li.L,.0)]

_[Bé(leLZ rQ]T_

DBy L1 1.0} B (L 1.0

|Be(Ly, L, 0| W( Ly L) -dLy -dL, - d

(2.197)

(2.198)

Resolvendo-se a equagfio anterior, determina-se a matriz de rigidez do elemento, dada por:

c1-

. :Klj] {Km]

. K’J] {Kz‘f»]
- :Kej] [

2.4.3.1 - Determinacio da submatriz [Kﬁ]

(2.199)



Conforme mostra a equaglio (2.198), a submatriz {KU] sera definida pela seguinte

expressio:

(&)= [ L LB L] [PV[BAL L. O, L) dly -l -de (2.200)

Considerando-se ainda as expressoes (2.152) e (2.163), reescreve-se a equaciio anterior:

Blh B?,ll B311 Bdlz
By, By By B
[Kg'} = _E_Efl By, By, By Basi
1 t; t; t 1
65 B &5 By 5 By ({5 Buy +5 Cusy)
Z; L L 4 l;
5’2‘ By 4“2_ By ¢ 5 By, (&7 By + ‘é‘czzs;')
1 v 0 0 0 i
Bﬁii Blij B%Z_}'
v 1 0 0 0
Bi?.i E (1 V) BZI_] B22j
Bss, .(l—vz). 0 0 2 0 0 By Bay
f I# ) B By
¢ 5 Bsy; + 5 Csa 0 0 0 (1-v) 0 i *
2k Bs;;  Bsy
I i -
CMLBSDJ _iCDSr 0 0 0 (i - V)
2 z 00 2k |
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t; t, i
B, g”ﬁ“B;qj ,5“2“31:;
t, t
B23j g B B243 4’5 B”;}
t; t.
By &5 By & Bss) (L, Ly)|-dLy - dL, - d (2.201)
f f; l; l;
343_} é’midedj +5C44j 553431 +_2—C4-\J
f t ;, t,
Bss; 4’”7‘3341*”2(?4, é’;Bssﬁf"“Css;

ki ki kg kg ks

Ky Ky Koy koy ks

[Kg]" ko ks kss kg ks

ka kg Kgg kyg ks

ks ks ksy kg ks

na qual:
_E_L_[_ (i (Bilz+VBZII) By + (Vgiu‘?”Bzxz)'Bzzj
(1-1) 1

+ > ‘B3ai‘331;] sz ) (3415'3411”*”3311 Bsu)}
Ly L) -dLy - dLy -d¢
ky = LL_{ i(I (BiZI + VByy;)- By, o+ (VBias + By} Bay

+(§‘—2V)_332[~B31j]+—§m1—;—7) (B_Qi Bﬂii; + Bs, Bﬁj)}

ALy, L) -dLy - dL, - dS
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(2.202)

(2.203)

(2.204)



-CLf {(1 Bl3i + VB’BI) By, + (VB§3l + Bz;;) By,

1-—
52 8 'B“f‘]* 2k(1}+ 55 (B By = BBy )

(L, Ly)|-dLy -dL, -ds

ky = E- -L-[)—[l { ')(1 BI‘“ + VBM!) 5, L +(VB}45 +B24")'BZU

(I-v) r
+ 5 P 3@] m—)[g(g% By + By, - B:lj)

+(Cagr-Bay + oo By (L L) el Ly -

ks =E- .LJ:.[{ 2(1 BISI+VBZ>z) By, =+ (VBlsf“‘f“stf)'Bzu
L=y
2

Z
‘B35i' 3U}"§“ 4k(1+v) '[4(3455 ‘B4sj Byn BDIJ‘)

+(Casr By + G- By |}, L)L -y -

12 B -[)L-[ {(1»— B“f * VBZI!) Bi’f +(VBilr + B?]z) Bzzj
(I-v) 1

g BBy [ (B B+ B B )

V(Lo Ly)|-dly - dL,y -dS

by = £ -[}.[J.[ {(1 3121 +vBy,)- B 12+ (VBua +‘822i)'822j
(I-v) 1

+ EEcr i 32]]+m‘(342,'84?j+3 BDZJ)}

L L) dLy Ly -dg

61

(2.205)

(2.206)

(2.207)

(2.208)

(2.209)



[
foy = E- .EL£ A (I (Blaz + By ) By, +(VBy3; + By} B

(1-v) 1
+ 3 ‘3335'%2;]*%'(&&'&2;*&3; Bsz;)}

(L L)L, -dLy - dS

b = £ LLE { 2(1- (BMz + VB74I) 12/ +(VB§4i + Bz4f)‘Bzzj
i- t;
+( 2V)'Bs4s' 32;} 41+ ) {4’(344: Bzzzj“”Bam BJZJ)

+(Casr - B, + Co ~Bﬂj)]} NI(L L) dLy -dL - de

! t
ks, = E- .[:-[)»[;{42(1: ) '[(315; + VBsz) By, +(VBys; + stf) - By

1- d
44 V)-Basf'Bgzj]*'Ifg(ll-r—v}'[{(Bftm‘ Bypj + Bssi - BS?J)

+(Cusr+ Bus, + G By )|} L)l L -

ki = LEJ‘. {(I—— Blh VB, ;) Bys; +(vByy; + Bzu)'st;
Ld-v ]..3331-]%—5(11—‘/) (Bui+ Bysy + By BDJ,)}

| L)|-dL, -dL, -d¢

=E- _ELf {(1 B}h + VBzzr) By, + (VBlzi +B?.2:‘)"823j

L(1-v)

* By 'BSBj] + Zk(l: ) ‘(342;' By + By - B )}

L L) dLy -dLy - dS

62

(2.210)

(2.211)

(2.212)

(2.213)

(2.214)



e [

1-v) 1
T B 3”] 2k(1+ v)

2) '[(Bl3z + Vstf)‘Bm (VBm + 323:) 23/

+ By, - B

)

(L L) L, - dLy - dg

(343;' "B

437

L«E-[ { 2(1_ BMJ + VBZ:};) B]_,j (VBMi + 824:')' 8231'

_{»(l—v) l

5 By - B_‘;3J‘] 4k(1{+ " [ (344; “Byy; + Bsy; - B\”)

+(Caas- Bz, + sy m)}} J(L, Ly dLy - dLy -l

: I
ks:s = E- 'E-’.O-El{gz(l _ V;_) '{(Blii + VB251')' B13j ”*‘(VBLS; + stz)' BZBj

(I-v) l;
+““”2“_‘B35i 'Bsaj}+m‘[§(845f "By, + Bss; - Bﬁj)

“*“(C45f Bz + Cssy Bss; )n 'IJ([@:]Q)‘ -dLy-dL, - d¢

hg = b —QLL { 2(1~ (B”f + VB%) BHJ +(VBlh +lez) B’>4J

+(1;V)_B3;, _}4]] 4}{(;;;/) [ (3415-844j -rB 834))

+(Bay - Caa, + By 34),)]} \J(Ly,Ly)|-dL, -dLy - dL

kpy = E - LL[ { e (B + vBas,) By, + (vByy, + Bay;)- By,
(i-w t
) e 34j]+ 4k(lj+ V) .[5(842‘ Bus = Brai- B“‘J)

+(B4zf'c4aj + B, Ca4j)]}'EJ(Llst)J'dLl‘d—Lz‘dg

(2.215)

(2.216)

(2.217)

(2.218)

(2.219)



P I,
ky = E- L.LL{Q':Z(E_}VZ '[(3132 VBys ) Bus; + (VBiz = Bos,) - Bas,

)
(I-v) 1y
- 5 - By, - 34;]+m'[§(343;'344j+3331 B>4j) (2.220)

+(B43z Cya; + Bszy C’\-ij)]} ']J(I‘lvlﬂ)g'd‘[’% dl, -dd

=FE- E_[)_[ { 4(1 (314; + VBzm) By, +(VBm, +Bﬁ4:) By,
(1"1/)‘ B [i'.rf . ZB . B.. . +B.. -B.
Ty o J“f]+ 8k(1+ 1) (B By~ B B ) (2.221)

+§(B:;41 Caay + Bsyy- C:>4;) (Cam Cqy Gy Oy )]

t | ,
8k(]+~ V) [g’( aai Baay + Csgp 8341)}}-§J(11,L2)|.4L].d[Q.d(:
ks = £ LLJ: { 4(1 Bl si T VBZJ!) Bm; (VBm +sti)‘824j
{(I-wv) t -t
* Bssi ‘B34j] + Sk(l—:v) '[42(3451 * By + Bss, 'Bs4j) (2.222)
C( F 44; + Bss; - C:ar.ij) (C45f 'C44J + G C34j)]
[Jf 'rz' - ;
k(1+v) '{"'(C“if “Bagy + Css 3341) 'iJ(lef-z}! -dLy-dl, - dg
fis = E- L-Ej { 2(1- B“f+VB’11) Bys, +(vBy, *”Bzu)‘stf
(i-v)

¢,
——— —.—J, - n )
) By, 'BSSJ‘}‘}' k(1 + ) '{Q(Bmf ) B:zs; + By, - Bssj) (2.223)

(841; Cys + Bsy - C}Dj)]} '%J(Llﬂl?;)l'dl’l ~dly -dd
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J:LL { 20— BlZa + By} Bys; +(VBiy, + Ba,)- Bos 5j

i (1;‘/) - By 'B35j]+£“]€(‘%;)“[§(3421 Bys; + By B::;)

+(B4v, Cysj + Bsyi - Css; )}} WLy L)Ly -dLy - dE

s=L- .[).U:{ 2(1— 3131 1/3231.)-315}+(VB]3[+B;_3,-)-B

257
L=

By, ‘Bssj]“*“ 4]{(;;_ 0 ’[g(Baai “Bys; + By B:a;)

+(Busy Casy + Besy - G || (L. L)L, Ly -

s=E- E.[)f {~ 4(1 (Bl4z +vByy)- B 15) +(vBy, + By, )- By,

+(1;V). 34 35;] gﬁ(l%/_)‘ {é’ (344, +Bys; + Bsy; - Bm)
+§(B45’i Casy * Boai s ) (C44f asj + Csag 'Cssj)]+

r"ii
Sk(ji+v) [é’(C:M: B43_;+C:>4r BDDJ)J}'EJ(LiﬂLl)"dLi'sz.dé’

ks = £ L.[;.f_ {41 A1~ (‘Biﬁf + vBys;) - Bys; +(vBys; +B:25i)'325j‘
1 I )
+( ZV) 35J]+8k(1_:v).[§ (B45i‘B45j+BSSi'BSSj)

4( ssi " Cas; + Bss Cw) (C@ Casj+ G5y Ciss )}

355
FR

;i

Sk(JlJr V} '[é’(Cf%Si 'B4>j +C3:n B’l}j)}l}'}‘(l’l’l‘z)idl“l d]’), d.{

(2.224)

(2.225)

(2.226)

(2.227)



Sendo assim, para obter-se a matriz de rigidez, a integracio na direcio da coordenada linear
C serd feita analiticamente, com o objetivo de reduzir o tempo de computacic e para as

coordenadas de area L, e L,, a integracdo sera numeérica, considerando-se o processo da

quadratura de Gauss , segundo Zienkiewicz et al. [9]. Portanto, levando-se em conta gue:

Eldg =9
' 2de =0 (2.228)
[

1 2
L{".dg"=2/3

¢ assumindo-se que L]? e L 2 sejam as coordenadas de drea do ponto de integracdo p , W, o fator

de pondera¢fo, associado a este ponto e m, o numero total de pontos de integragdo, conforme

Zienkiewicz et al. [9], as equacdes anteriores tornam-se:

=z 2
ko= E'Z{a__—l/?)-'[(glif(LIPSLQp)+VBZii(Llp’LZp))'BIU(Lip5L2p)

Pl
+(VBlli(L1p9L2p)+ B2li(Lip=IQP))'BEEj(L}p=L2p)

(1-v)
By L, ) B (L )|+

-+

k(l-i—v)‘ (2.229)
(B4if(L1p=L2'1;)‘341J'(L19=L2p) + Bizf(Llpslzp)‘Bsu(sz:sz))}

% .IJ(LIP L, )] W,
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-E Z{(l [(Bu"(L‘P’LzP) VBl L, ))'Bzu(Llp Ly ,)

p=l
+(Vszi(L1p »sz )+ Bzzr(lqpasz ))'BZU(LIP *sz)

L4=v
2

(Bt L) B (L L)+ B (1)) By (DI

1
L,
2

1
Bypy(Ly,, 1y ) By (L s L, )} Ky (2.230)

- 2{0 (Bt 1) B, 1)) By, )

p=l
S (IR AREY SRR [T WA A
(1— v)

2

{BiaLay Lo, By o))+ Bl Lo ) By )|

1
By, L) Byl L, )} KAy (2.231)

41 4k(1 Z {(CMi(Llp’ép).B4lj(L1p’IQP)+C‘S4i(L]p’sz).‘BSU(LIP!IQP)):%
~ (2.232)

E
ks = AkL+v)

S{{Cat, L) Byl 1)+ Gl 1) By 0y, ) -

67



|

4 2
ki =E- Z{(l —174) -L(B”"(L?p L)+ VBZ“(L%’LZP))'BW(L]?’ L2y

p=1
Bl L))+ Byl L)) By (L L)

(1-v) :
5 Bl L) By (L, ’1%)]+ k(14 v)

+

'(leh‘(Llp’IQp)'B42_;'(L1P=LZP)+BSI:‘(LIP’LEP)‘Bszj(L}p’LJ_p))}

1 %
S, L) W,

m 2
kyy = E";{m'[(’glh(l‘lp=[’2p)+ VBzzi(LEpsL?_p))'Bl2j(Llpr2p)

+(VBzzi(L1p=sz) + Bzz;(Lapasz))‘Bzzj(L1p=L-_>p)

1_
+Wl'3325(ﬂ1p’[’3p)'B32J(L‘F’LZP)]+

2 k(1+v)

'(3421'(sz=sz)‘B4zj(L1pasz)*Bszi(Laanzp)‘Bszj(sz:L,ap))}
|

1 |
Eﬂéj(LlP’IQP)i'WP

{

i 2
ki = E'Z{(lmvz) '[(Bm@xpalfzp)*‘ VBzm(Llp:sz))’Buj(Lsp»Lgp)

VB Ly L))+ By L)) By (L )

a-v
2

+ '3331(1;1;,’1’2;;)'B32f(L‘p’[QP )]+ k(1+v)
.(B43i(Llij2p)‘B42j(L]p’sz)+ BSS{(LIp’I/-)-p)'BSEJ(LIP:[QP))}

1 |
5.1'](}:1?’[%)1-1%
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(2.234)

(2.235)

(2.236)



2 Cuahiy B, ) By Ly L)+ Co (o ) By (1 L)

4k(1+ V) o

(2.237)
(L,

E m
o= T 2t ey B (o ) Gl ) B (L )|
= o3
WOANA A
=E- Zi{(i—v 2 [(Blii(LlprL’lp)"'VBZIE(LIPSlﬂp))'BIBj(Llpvjﬁp)
+(VBIIE(LTp>[’ZP)+B21i(L1p=L2p))'BZEj(L1p7I’Zp)
U=V 5 L 3
TS (L, ) Bys(Ly p)]+k(1+v) (2.239)
'(Ban(Llp»[fzp)‘B4aj(sz=12p)*“ :}z(Ll L2 ) BU(L 2y ))}
-E ;{(1 - [(BEZ!(L}P’I’ZP)+ VBzzf(Lip’sz )).Blsf(L‘p’sz)
(VB (Lo Lo )+ B L)) Bas (L 1)
( ~ V)
#T Bl L) B (L, | s (2240)

(Bou(Lyy L) B (Lo )+ Byl 1) By ()|

L)W,
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I
i
h‘}
Ms

27
{{} N L(BIBi(Llp:LZP)":h Vstf(Llpasz))‘B;3J(L1P»sz)

VBl oLy )+ Bog(Ls Lo )| Busy Ly L)

LA g L, B 2241
3 Bl ) B (Lo T )| (2.241)
(B, By (o L )+ B o) B (1 1y ))}
1
>
P iz.[c (LoD ) Byl 1 )+ Ca(Ly L) B (L I )]
43 4k(1+v).pxll. 441 1p? 2y 43 lp’ £ 54¢ 1 537 lp’ 2p (2242)
!
-lJ(Ll,,,lgp)y%
kﬁ=4k(1w)';%'[C‘”fuiw[’zﬁ)‘"843f(L1p’[ﬂp)+ CsilLy, s p)'"BSSJ(Llp’I%)] (2.243)
|, ),
kia = 4k(i+ pZ: [B41j(L1P’L2p)'C“‘U(L‘p’l%)JrB“"(L‘p’%p)'CS"“J'(LIP’I?P)] (2.244)
| ;
ij(Llpalap)"Wp
Koy = 4k(1 PZ [42i(L1p=£2p)'C44j(L1pﬂL?.p)+B£~2i(L] 2,0 341(['1!;»[2},)]'(2‘245)
.iJ(Llp’ Zp
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3 By, (L LQ)C(L>L2)B;(L ) Csg i (Ly s :
= 4k(1+ ; [43 D aa; (L 53 Lz 54,04, %p) 0246

! !
Wy, L) W,

m 'f i_
" Z{éa- ‘L(BM*‘“IPJ%)*"Bz«%vfap>)‘314f<%paflzp>

p=l

+(VB145(L1P=[QP)+Bz:zi([qpaﬁzp))‘324J(sz>lzp)

L By By, e
34§ ’ 34 1
2 ! 12k(1+v) (2.247)
(Bl oy B+ Bty ) By, )+
£,
W(CM;(L}? )CA4;(L Ly )+C341(L Lz) 341(111;,»[4215))}
S, ),
mo[f e,
k54=E‘;imw)" [( Bys; (Llp Ia )+VB231(L1 Ly )} BM;(L L) )
VBl Bl L)) By (L 1)
+—(~1———).B (L Lz V- By (L Lz)}_]_mﬁl__
2 TERTe T A T k(14 ) (2.248)
Bty Lo, ) B By Loy )4 By 1) B (L 1) <
foot
oGty ) Cu (L 1)+ Gl ,zo_p)-csau(ﬁlp,ln_p))}
1 E
S L) W,
b= 5] Zr | By, 1)) Cogy Ly, o))+ By (L, L) e
Cosf (L, 1| L 1) 7,
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Ft

52 Badly o) Coy Ly L) = B o L)

P=

fas = 4k(1

Coss (o1 )| [ 1o ),

kss = 4k(i pZ [(3431‘(]‘1 : ) 43;(['%;3:[9;))‘3'Bﬁzi(Llp--sz)-

Coy (L] (L, )

m(oret
ks = L Z{‘éﬁ__“ ir(BMi([‘lp:LZp)"'VBZ4;‘(L1P7[QP))'BiSj(Llp=L2P)

OSSO ARSI SO

1_ r.f.
+( 2 2. Bl oLy ) Bys Ul Ly )} m

Bty 1)) By 1))+ B L Lo ) Bis (L, 1))

[

T )( wi( Lyl )) Cagy( Ly, Lo )+ Caag(Ly L ) sw(%%p))}

1
S, ) W,
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(2.251)



L L, )

1p°"2p

o= E- 2{6(1 U (Ll 12 )“*“VB?;I(L; Ly )) b;

+(v8 m@p,zzpnstfmp,zgp)J-st,,-<L§p,z%)

o ) t, 'IJ

(2.253)
[(Bésf-wp:sz)-%wp;lgp)fv Bl 1y ) S,J,(L]p,f%))J

t s
4]{(} )( 431( 1 >L2 } Cd,aj(‘l’l l’l )+ JDI(L % ) 33J(L}p’lzp))}

1 |
EI!J(LlpﬁLQP)E'Wp

2.4.4 - Determinac¢io do vetor de carga do elemento

Isoparamétrico: {7}

Verifica-se através das equagles (2.191) e (2.192), as quais definem o vetor de carga do
elemento, que o diferencial de volume (d¥}, assim como o diferencial de area (dA), sdo dados

com relacio ao sistema de referéncia global, divergindo portanto dos elementos da matriz IN] .
que sdo fungbes das coordenadas de drea L; e L,. Sendo assim, torna-se necessario que os

diferenciais de area e de volume sejam dados segundo este sistema de referéncia.

O diferencial de volume ja foi definido anteriormente através da expressio (2.196) e para a

obtencdo do diferencial de area, utiliza-se o procedimento padrio, através do mddulo do vetor

éFB(Ll L)

t,(L,.L,), normal a superficie média: I, dado pela equagdo (2.30). Portanto,

conforme Kaplan [17]:

ad=|7(L,. 1, )-dL, -dL, (2.254)



2.4.4.1 - Determinacio do vetor de carga correspondente as cargas

distribuidas nas faces externas do elemento : { f;}

Considerando-se, por simplicidade, a carga distribuida na superficie média do elemento,

onde £ = 0, os deslocamentos de interesse estardo relacionados com os pontos desta superficie.

Sendo assim, a submatriz [Nf(Lz: L.¢ )] . dada pela equagdo (2.84) e que compde a matriz [N] da

expressao (2.191), pode ser reescrita da seguinte forma:

N(L. L) 0 0 00
[N (L L, €)| =[N b )] = 0 N(L.L) 0 00 (2.255)
0 0 N{L.L) 0 0

Considere-se, ainda, que a carga distribuida associada ao no i seja , , com componentes

Qi Qy: © g - de acordo com o sistema de referéneia global (X, Y, Z). Portanto, a carga

distruibuida na superficie média do elemento, §. podera ser interpolada utilizando-se as fungdes

de forma N, dadas pelas equacdes (2.3) a (2.8):

§(L,.1,)= sz g, (2.256)

Supondo-se que as componentes de § segundo o sistema de referéncia global sejam q, . q,

e q, . aequacdo (2.256) torna-se:

glL,.L,) (2.257)

it
r-—’\—\
/--.
b~
b~
jevd
S’
gl
|
£
.
A —
b~
{-._,‘
3
H
M=
=
Wy
=



Ul

4
Qx(‘z’l 7L2) = Z ’{Vi'Qxi
i=1
6
qy(LzaLz) = Z"Vi'Qyi
i=1

b
qr(LI,L2)= ZN;'-Q':z'
=1

Levando-se em conta que {qf} ¢ uma matriz coluna (5x1), composta por:

Gxi
Qyi
{ql} = (:Zzi

(2.259)

(2.260)

(2.261)

onde q,;. g,; ¢ 4;; 30 as componentes da carga distribuida relativa ao no i, segundo o sistema de

referéncia global. As expressdes anteriores podem, também, ser dadas da seguinte forma

matricial:

{9’1}

qx(anLz) :

ol ) =1a, (1L = [V V] V) e
Qz([‘E?LZ 5

{%}

(2.262)



Considerando-se as expressdes (2.254), (2.255) e (2.262), a equacdo (2.191) pode ser

reescrita como:

{fi}“ LE [N;-]T '[[Nx]---[Nf]-"[f\"e]]° :{%} VAL L) dldL, (2.263)

Portanto, resolvendo-se a equacio (2.263) chega-se ao vetor de carga do elemento, relativo

a acio da carga distribuida sobre suas faces externas:

et =11 (2.264)

2.4.4.1.1 - Determinagfo de {quj :

A submatriz { fql} estd associada ao nd i do elemento de casca e € dada por:

T

ad = LIINT 2] (e 2y e, (2.265)

F=t
ou, levando-se em conta as expressdes (2.255)y e (2.261):
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N0 o] 4y
0 N, 0| [N, 00 00 |g,
1l .
{fqi}z_[)L 0 0 Ny - 200 Ny 0 009q,A(L.L) d-d, (2.266)
00 0 o oN 00 0
00 0] T o
Resolvendo-se a equaciio (2.266), chega-se a:
7
e
{fqi}z /3 (2.267)
Ja
s
onde:
&
fi= LIN N g (L)) a -, (2.268)
J=1
f= L5 2N ay R L) -, (2.269)
6
A= LIV 2N, a0 a (2.270)
=1
fy=1f,=0 (2.271)

Utilizando-se a Integragdo numérica em relagio as coordenadas de area L, ¢ L. com m

sendo o numero total de pontos de integracdo, as equagdes (2.268) a (2.271) podem ser reescritas

como!



§

i 6
7 = ZN: 'Z‘?Vj gy
p=i J=t1

P

I

m 6 |
fr = ZN! ZN; by i
p= i= ‘

m 6 E
IADND RIS Tewep A
p= J :

-1

f42f520

2.4.4.2 - Determinacio do vetor de carga correspondente a acio das forcas de

corpo : { f;}

Admitindo-se como componentes da for¢a de corpo b: b, b}, e b,, de acordo com o sisterna

de referéncia global e utilizando-se as expressdes (2.86), (2.87) e (2.196), pode-se reescrever a

equacio (2.192) como se segue:

b= L1 [M-(A{@@}T

N1, 1,.0)
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Resolvendo-se a equagdo anterior, encontra-se o vetor de carga do elemento referente a
acao das forcas de corpo:

f{fgﬂ}
{ be}: {fbr}

(2.277)
Ui
2.4.4.2.1 - Determinacio de {fm} :
A submatriz {f b,—} refere-se ao no i, genérico, do elemento de casca e é dada por:
- N, 0 0 ]
0 ; 0
0 0 N, {b
1l t; t, t; P
{fbi} - -L-LL C:-Ni'E'VHi é’-Ni°5"/12i SN T v izy (2.278)
i L L W=
—-¢.N; 5 - Yaii -¢-N; o Vazi ¢-N; ;'V?_Si

i

(L, L) dr, L, a2

Efetuando-se a equagio anterior chega-se a;
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n
J2
) =1/ (2279)
Ja
Js
onde:
fi= LT Vb (L 1) s de (2.280)
fo= [ 1L Nob o 1) iy diy.dg (2.281)
fo= [ LI Nob o L, dr, ag (2.282)
fo=[LT { No-(Viiby + Vi, + visib )}EJ(Lf,lQ)i dL,.dL,.d¢ (2.283)
J;L [ [ (vmbﬁ Vi, + Visd )}‘J(LI,LZ)I dL,.dL,.d¢ (2.284)

Utilizando-se a expresséo (2.228), pode-se, agora, efetuar a integragfo analitica na diregao
€ , assim como a integragio numérica em relagdo as coordenadas de 4rea L; e L,. Sendo m o

nimero total de pontos de integracio, reescreve-se as equacdes (2.280) a (2.284) da seguinte

forma:

il

d H
fi=2.N,b, -;J(LIP,IQP)I W, (2.285)

p=l

30



x |
fr=2.N;-b, '|J(I~1pslqp)l W, (2.286)
p=1

fo= 2N b (L L) W, (2.287)
p=1

Ja=fs=0 (2.288)
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Capitulo 3

DESENVOLVIMENTO DO ELEMENTO FINITO
DO TIPO HIERARQUICO, A PARTIR DO
ELEMENTO FINITO ISOPARAMETRICO
TRIANGULAR QUADRATICO

3.1 - INTRODUCAO

Com o objetivo de aproximar-se mais da solugiio exata de um problema qualquer, busca-se

o refinamento da solucdo aproximada, o qual pode ocorrer, de forma geral, através:

[. da criacdo sucessiva de malhas mais refinadas, introduzindo-se novos elementos, mas com

reducio da dimenséo caracteristica k dos elementos ( refinamento tipo £ );

o]

. do aumento do grau p do polindmio utilizado na solucdo aproximada ( refinamento tipo p );

(8]

. do refinamento do tipo r, que seria uma combinacdo entre o refinamento do tipo k mais o

refinamento do tipo p.

No presente trabalho, admite-se para o refinamento da solucfo aproximada, uma malha
constante ¢ aumento sucessivo na ordem p do elemento, ou seja, refinamento do tipo p .
Entretanto, quando se utilizam as func¢des de forma padrio, como as apresentadas pelas equagdes
(2.3) a (2.8), para cada mudan¢a na ordem p da expansfio, hd um aumento correspondente no
namero de nds do elemento, conforme mostra a figura 3.1 . Dessa forma, novas fungdes de
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forma devem ser geradas, o que leva, consequentemente, todos os seus calculos a serem refeitos,
mutilizando-se assim, os calculos efetuados anteriormente ao refinamento. De acordo com o que
fo1 exposto, seria conveniente considerar a aproximaciio como uma série, na qual as fungdes de
forma fossem independentes do numero de nés do elemento, reutilizando-se os termos j&
existentes ¢ mantendo-os inalierados.

Sendo assim, pode-se aumentar o grau da expansdo considerada, de forma a aproveitar a
aproximaco original, empregando-se funcées de forma hierdrquicas, as quais representam,

simplesmente, um refinamento de ordem superior, conforme Zienkiewicz et al. [8].

Lk

3 3

()

(a)

(b)

p
il "
4 4
Figura 3.1 - Elementos da familia triangular: a) linear, b) quadratico e c) cibico [9], onde p

representa ¢ grau do polindmio completo utilizado na expansio.

3.2 - DETERMINACAO DO CAMPO DE
DESLOCAMENTO

Dessa forma, pode-se obter o refinamento da expanso quadratica apresentada pela equacio
do deslocamento (2.78), adicionando-se a mesma as fun¢des de forma hierarquicas M (L,L,, de
ordem superior a dois, as quais sdo definidas a partir dos lados do elemento. Nessa funcio, &
refere-se ao grau p do polindmio utilizado na expansdo, assumindo neste trabalho o valor 3,

estando este associado a cada um dos lados j do elemento, que variam de 1 a 3, conforme



apresenta a figura 3.2 . Portanto, a equagdo (2.78), obtida anteriormente para o elemento

isoparamétrico. pode ser reescrita para o elemento do tipo hierdrquico, da seguinte forma:
- 6 ~ 6 / 6y 3
- r - roa = A v 5 3
A(Lh[’za‘f;)_ ZA- é: +§'ZA{: ’ 5 TG Wy _';w'ZNJ ’ 3 )Br Vg TZMRj 519 ERY
i=1 =1 i=1 J=1

onde o termo Ok da expressdo (3.1) € um vetor constituido de parimetros hierdrquicos associados
aos lados do elemento, sem significado fisico, o que também nfio se faz necessario. segundo

Zienkiewicz et al. [8].

~
>

(lado 3) {lado 2)

Figura 3.2 - Definigdo dos lados do elemento triangular.

Igualmente, a figura 3.3 apresenta 0s termos necessirios para que se possa ter um

polinémio cormnpleto de até sexto grau, através do tridngulo de Pascal, conforme Zienkiewicz et al.

8]:

34



i ...constante

L, L, ..1° grau
L L,L, L} ... 2°% grau
L Lz, L.L: L ...3% grau
L LL, Y5 L.z LY ..4° grau
L LL, L L Ly L) ...5° grau
L LL, LY L 121 L., 15 ..6°grau

Figura 3.3 - Triangulo de Pascal, apresentando os teraos necessarios para se ter um polinémio

completo de até sexto grau.

Logo, as fungdes de forma hierdrquicas de terceiro grau, associadas a cada um dos lados do

elemento, conforme definicio dada pela figura 3.2, sdo:

My(L, L) =3(- L L, + L, 13) (32)
ML L) =320 —3B + L+ BL, + 3L, 2 - 2L, L,) (3.3)
My(L,Ly)=3(-20 438 - [ =301, - L +2L,1,) (3.4)

as quais, adicionadas a expanso quadratica anteriormente obtida e mostrada pela figura 2.14,

resultam em um polindmio completo de 3° gran, como o apresentado na figura 3.4.

r L. cte.
L, L, 1° grau
; L,L, |- 2° grau
1L, L15 |5 3° grau

Figura 3.4 - Expanso ctbica obtida com o uso das fungdes de forma hierdrquicas de grau 3.
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Observa-se pela figura mostrada anteriormente, que, além do polindmio completo de 3°
grau, a Mmesma nao apresenta termos parasiticos, ou seja, termos de ordem superior & expanséo
pretendida. Mostra-se também nas figuras 3.5 a 3.7, a representagdo da variacio das fungdes de

forma hierdrquicas utilizadas sobre o elemento.

Figura 3.6 — Variacdo da fun¢fo de forma M;,, de 3 grau, sobre o lado 2 do elemento.
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Figura 3.7 - Variagao da func8o de forma Mg, de 3° grau, sobre o lado 3 do elemento.

Todavia, conforme relatado por Zienkiewicz et al. [8], o mimero de fun¢des de forma
hierérquicas definidas a partir dos lados do elemento, poderiam vir a ser insuficientes -para
determinar um polindmio completo de grau p. Sendo assim, funcdes de forma hierarquicas
internas (fungdes do tipo bolha), as quais resultam no valor zero por todo o contorno do
elemento, necessitariam ser introduzidas, nesse caso, de forma a boderem con-zpletar 0s termos
ausentes para determinado polindmio de grau p. Portanto, apesar de as mesmas ndo se mostrarem
necessarias, a priori, optou-se pelo uso dessas fungdes, neste trabatho, para futuras comparacoes
e conclusdes.

Diante do exposto, foi introduzida a funcio de forma hierdrquica do tipo bolha, ou seja,

My(L;,L2). Essa funcdo esta associada ao elemento e &, neste caso, refere-se ao grau do polindmio

adotado, o qual vale 3. Desta forma, o deslocamento A (L:.L:.0), dado pela equagdo (3.1), pode

ser dado agora por:
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- é - & t. oot - 3 -
AL, L, 6) = ZNHE":' +§'2Ni‘mi}_'ai'vii “g-ZA"f-“z"‘“-ﬁ;-Vzi ”"“Z,ﬂle;(L}»Lz)ﬁkf +
i=1 il il '

M, (La L )51\

onde o termo &, da expressdo (3.5) é um vetor constituido de pardmetros hierdrquicos associados
ao elemento.

A funcio de forma hierdrquica do terceiro grau, do tipo botha, associada ao elemento, seria

dada entdo pela seguinte expressao:
MAL,L)=L,.L, L, (3.6)

A figura 3.8 apresenta os termos da expansdo gerada pela fungfio de forma hierarquica

definida pela equago (3.6), assim como a figura 3.9 mostra a representacdo da variac@io da

mesma scbre o elemento.

L,L, ....2° grau incompleto

5

L’L, | 3° grau incompleto

Figura 3.8 - Termos obtidos através da funco de forma hierarquica M;, dada pela equagéo (3.6).
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2

Figura 3.9 — Variac@o da funco de forma, do tipo bolha, sobre o elemento.

Para obter-se uma defini¢do conveniente do campo de deslocamento, o mesmo deve

satisfazer os critérios de convergéneia a seguir expostos e verificados através da figura 3.4, a

saber, conforme Desai [1]:

1. 4 fung@o deslocamento deve possibilitar a considerag@o dos deslocamentos de corpo rigido
do elemento. Observando-se que tal estado requer uma condicéo de deformacio especifica nula

e que a mesma ¢ obtida pela derivada primeira dessa fungfio deslocamento, necessita-se entio,

que a expansdo polinomial apresente o termo constante;
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2. A funcdo deslocamento deve possibilitar a consideracdo do estado de deformagdo constante
do elemento. A necessidade desse requerimento deve-se a condigdo de elementos
infinitesimais apresentarem, individualmente, deformacio aproximadamente constante, A

solicitagdo apresentada pode ser alcancada empregando-se na expansfo polinomial o

polindmio de 1°. grau.

(VS

. Os deslocamentos devem ser compativeis entre elementos adjacentes, o que significa que os
mesmos devem se deformar sem causar aberturas, sobreposicdo ou descontinuidades entre si.
Sendo assim, as fungdes de forma utilizadas devem ser continuas na interface entre elementos,

ou seja, funcgdes de continuidade CO. Esse critério também sera satisfeito, caso os pardmetros

hierarquicos (), que estdo associados aos lados do elemento, apresentem o mesmo valor no

elemento adjacente, garantindo portanto, a unicidade da aproximacfo em relac¢fio ao lado em

questfo, segundo Zienkiewicz et al. [8].

Considerando-se como componentes dos parametros hierarquicos (8 ): ay, by; € ¢, assim

como de (5k): a,. b, e ¢, segundo respectivamente os eixos X, Ve Z do sistema de referéncia

clobal, a equacdo 3.5 para o deslocamento A pode ser reescrita como:

— G _ [ t. . I t _
AllL.L.¢) = ZN!af +§'ZN"'§"(X"V1£ —g’_ZN,«””él”.ﬁi.vgi
i=] il i1
. A a, (3.7)
+Z_JJ=1MRE(L”L2) bki +Mk(LI=L2) blc

Cy;

ki Ck

ou entdo:
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4 6
) T, b .
u(L, L, .{) = Nj.u,J.—é'.ZN,,.ui'nai‘V”, -y i’\",—%ﬁi-vzs,
i=l i=] i=1

3 (3.9)
+> My(L,, Ly )a, + M, (L,,L,)a,
=
B G . [ . t; & ) 1
v(L, L, &)= ; N,v, + é’-;]\’;-g-ai Vg é’; ‘Ni'_;'ﬁi Vo,
: (3.9
+> M, + M,\L, L, )b,
=1
& i ] 1. [§] t
W(Ly, Ly §) =Y Now, +{Y Nyma v =4 N,_?i_/j’i Vo,
i=l f=] = -
; ‘ (3.10)
+> Mye, + ML, L),
F=l
Pode-se ainda reescrevé-las como:
u!
Wl O] v %] a,
WL L, &) b= 2 VAL LS+ Sl (L. L)k by 4 [ (2.1, (3.11)
w(ly.L,.0) " a; . %j Sk

para a qual [M(L,,L;)] ¢ uma matriz (3x3) composta pelas funcdes de forma hierdrquicas M, de

grau & associada aos lados j do elemento, ou seja:

M}_(}(L}:'Lz) 0 0
b, Lyl= o MyL.L) 0 3.12)
0 0 Mki(LhLz)

e [M(L,.L;)] € uma matriz (3x3) composta pelas fun¢des de forma hierdrquicas M, de grau k e

associadas ao elemento:
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M, (L,.L,) 0 0 1
[0 L)]=| 0 M, (L, L;) 0
0 0 M(L,,L,) ]

(3.13)

A matriz [N(L,,L,.Z)]. (3x5), é definida pela equacéo (2.84) ¢ a matriz coluna {a;}, (5x1), ¢
determinada pela equacéo (2.85). Da mesma forma, {a,} ¢ uma matriz coluna (3x1), constituida

dos pardmetros hierdrquicos associados aos lados do elemento como mostrado a seguir:

a
{a@.} - r@. (3.14)

C;g-

e {a,}, uma matriz coluna (3x1), formada por parametros hierdrquicos associados ao elemento,

definido como:

la} = bkj (3.15)

A equacio (3.11) também pode ser reescrita como:
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(u(Ly.1,:)
(L, L8 b= [N Ly O VAL L OV N L OV NG (L. 1,0
IW(L!,[Q{)

[Mf31 (La Ly )1> [lwfq(Ll Ly )lﬂ[Mk (L1 =L2)] ]‘ {a.o}

(3.16)

ou ainda de uma maneira compacta:

{ut =[N l{a} (3.17)

onde:

¢ {u} é uma matriz coluna (3x1) constituida dos deslocamentos u(L,L,¢), v(L wlyl) €
w(L,,L,¢), respectivamente nas direcdes X, Y e Z, do sistema de referéncia global;

e [N] ¢ uma matriz (3x42) constituida das funcées de forma Ni (L,,L,), dadas pelas equacdes
(2.3) 2 (2.8), das fungbes hierarquicas M(L,.L,), dadas pelas equagbes (3.2) a (3.4) e
M.(L,,L,), definida pela equagfo (3.6),

e {a} ¢ uma matriz coluna (42x1) constituida dos deslocamentos e rotacdes em relacio ao né i:

;. v, W, a; e [5, , assim como dos pardmetros hierdrquicos: a,;, by, ¢, a;. b, ¢ ¢



Observa-se também na equacdo (3.16), que se as funcBes utilizadas para avaliar o0s
deslocamentos {u} restringirem-se as funcdes [N.], ou seja, IMu(LLL)) = IMLLL)Y = [0], o
elerm:n{cof ¢ chamado isoparamétrico ( conforme apresentado pela equacio 2.86). Caso contrério,
fazendo-se uso das fungdes hierarquicas M,; (L,L,) e M, (L,L,), a expansio adotada para
interpolar o campo de deslocamento ¢ de ordem maior do que a adotada para interpolar a

geometria e tal elemento € chamado, portanto, de subparamétrico, conforme Zienkiewicz et al.

(9]
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3.3 - ESTADO DE DEFORMACAQ ESPECIFICA PARA O
ELEMENTO SUBPARAMETRICO

Para a obtengdo do estado de deformacdo especifica no ponto genérico Q do elemento de
casca, segundo o sistema de referéncia local (x’, y” e 77), deve-se considerar agora o item 2.3

assim como também as relagdes dadas pelas equagdes (3.8) a (3.10). Portanto,

(L. Ly, 0) SN, 1, S AN 1,
(3.18)
+iaM,g.(Ll,L2) o M, (L,.L,) .
j=1 Ly e Ly T
byl SN N L © N, 1,
0‘35; Z i é 5'2;1 2 VIZi ar C: ; L§ 2 V22i 131
(3.19)
M, (L,.L,) , M (L;, L)
= éLy ¥ aLy :
(L, Ly, &) & avy N, 1, SN,
= ) ey F —_—v.ea — )
OLi pur 5,%1 i " &1 2 13i i é’ ; &1 2 23i [))r
(3.20)
. iéMkj(Ll’LE) ¢ W&(LH[’Z)
£ é)LI o éz‘i g
Ly L .0) A AT
§L2 Z ’12 1 IZ 012 2 Vl}( ar é’ ; &2 2 V,,?,ig ﬁj
(3.21)




(L. Ly.6) “imi e Z‘ﬁzdf\f 5 iﬁ'\f t,
- k) i e I .
ﬁL? i=1 L':‘ i=1 Lz 2 12: al = e él_) 2 220 ﬁz
3.22
Ly Mlliol) ALz, (22
§W(L},L2>() 8 éf\fﬁ 07\]’ t G OW f
cw, + £ el NI D
Ly ;f%z fT ;&2 o Vit & ;ﬁlz 5 Vo 2
3 ~ 2'3
. s Myllols) o an(Ln) =)
o A, a, -
du(L,,L,.,0) & 1 sy,
g = XNy Ve 4 = XN v By (3.24)
“s = - i=1 2
év(L,,L,.0) t,
iar ZN Vi WZN ‘Q“'szi B (3.25)
> il
ow(L,.L,.5) 6 ‘
e ZN 2 Vs inNi ‘j"’zsi By (3.26)
= =1

onde k, nesse caso, € igual a 3.

As equagdes (3.18) a (3.26) também podem ser dadas na seguinte forma matricial:
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(L, L5.8)
L,
L, L,,8)
L,
ﬁ’v(i’b‘l’l’é’)
AL,
d’[(ﬁhlésé’) u
L, "
a, -
&-W(LE?LZ=§)
L,
au Ly, 1,,6)
24
ALy, L, 6)
a
MLy, 14y.6)
o

3 Ay [ak }

[G.(L.1,.0] 4w, +Z[szj(g,zq)} by, +[Gek(Ll,L2)]ibkf

z =

H
Mm

i

Jj=1
Cy

LA

o= R

(3.27)

onde [G(Ly. L,.¢)] ¢ uma matriz (9x5), dada por (2.149), (61,1, 1,)] ¢ uma matriz (9x3), dada

por:
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oMgg-

e 0 0
My
0 e 0
0 o G
KEM;g-
Hy 0 0
M g
0 0
i
[lej(L§ ’ LZ)] = ? Sy
0 0 i
da
0 0 0
0 0 0
_0 0 0 | (3.28)

aM g
G000
My
o ZE o
0 0o ZF
Ay
S 00
0 ZE 0
aa
|Gee(L,. 1)} = o o %
E2)
0 0 0
0 0 0
L0 0 0 (3.29)
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Introduzindo-se as equagdes (3.28) e (3.29) na expressdo (2.137), chega-se a:

&y U,

N : (9
v 61 Vi 3 i |
Yoy (™ ;H-[d(Lg,lg)]-{G,-(Lf,Lg,é’)]-'* W Zm:_}“ [ ( )] [Glfg([' IQ)]{
Yz % Cy
¥y A

Definindo-se a seguir:

81 1¢)) = 7 el )6, 2,.0)

- E}g.[d(Ll,Lg):-:Glfg(Li’l’l)]

Be,(L.2,)) = 7 Ja( 1)) G (1,1

Z[ (5 )] i{%(a,e)}{bfL[Bek(f:} zo)]{zf}
a| 7 chgj o
J:
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onde [Bi(LE,[Q,é’)} ¢ uma matriz (5x5) dada pela equacdo (2.152) e seus elementos sio

apresentados no apéndice B. Da mesma forma, [BZE(L],[Q)] e [Bek([q,lq)] $&o matrizes (5x3)

definidas por:

Blyy Blyy Bly
Blyy, Blyy Blyy

L3

B, (L.1)| = | Bl Blay Bl (3.35)

o)

Blyy Blypy Blyy
_BZSIA;," Bisyy; Bl

.Jigf__

Beyy, Beyy, Bey
Beyy Beyy Beyy
[Bek(LE!LZ)]z Bey, Bey, Beyy (3.36)
Beyy, Begy, Beyy,

Besy, Besy; Besy |

e seus componentes séio expostos no apéndice C.

Portanto, a equacdo (3.34) pode ser reescrita da seguinte forma:
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- =[ [B(L0 O Bl Lo €)oo [ BL L)oo [ B 11 L ) [ B2, L))

Yz
Yy
{ai}
{‘fz}
{‘fi}
[Bl,g(Ll,Lz)],....,[Bek(Ll,1,2)]} {ag}
{a?l}
{“_fv}
{ak}
(3.37)
ou ainda:
{e} =[8]-{d} (3.38)
onde:

»

{&'} ¢ uma matriz (5x1) constituida das deformacdes especificas apresentadas no ponto Q,
segundo o sistema de referéneia local (X, ¥°, 2°): €4, €, . Yoy Yy € Voep &

[B] ¢ uma matriz (5x42)constituida das derivadas das func¢des de forma ¥, M, e M,

{a} € uma matniz coluna (42x1) constituida dos deslocamentos: u, v, w,, ¢, e £, assim como

também dos pardmetros hierdrquicos: a, by, ¢, a, b, e ¢,.
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34 - DETERMINACAO DAS PROPRIEDADES
CARACTERISTICAS DO ELEMENTO
SUBPARAMETRICO

Conforme ja foi mencionado anteriormente no item 3.2, na consideracdo do elemento
subparamétrico para o presente trabalho, deve-se fazer uso das fun¢des de forma hierarquicas.
Sendo assim, as propriedades caracteristicas desse elemento s@o determinadas com o auxilio das

expressdes My (L,L,) e, para efeito de comparagdes e conclusdes, das fungbes M(L,L,), dadas

por (3.2) a (3.4), e (3.6), assim como pelo item 2.4.

3.4.1 - Determinacio da matriz de rigidez do elemento

A equagdo (2.193), a qual possibilita determinar a matriz de rigidez do elemento:

(&)= [ [ L[BY -[DV[BY (L, L, -, L, - dg

pode ser reescrita para o elemento subparamétrico substituindo-se a matriz [B]. com o auxilio

dado pelas equagdes (2.152), (3.35) e (3.36), como se apresenta a Seguir:
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)= 11| )

_3131(L1=[aa§):

:Bf,g-(Ll,Lz,g):T

il

-Bek(LlﬂLZﬂg)j

3o

:_Bl_';l(LpLZ:é’)} |81y (L1: Lo Q)| Ber (1. 1.2)]]

........

\J(L. L,).dL,.dL,.d¢

Considerando-se a resolugiio da equac@o acima, encontrar-se-4 a matriz de rigidez do

elemento, a qual sera dada por:



[Ku]’."[f{u]'.”[f(m] [KijSI]'":Ki-,mn:“.:}ijl,iﬁ] [-Km]

Kb k] (Ko [} 5] ]

[Ksz ] "[Kef ] ' '[K(Sé] :Ks,m ] . Ksm - :K6,33] [Kﬁm]

[Ke]z [K31,1]~'[K3a.z]'--[Ksm: :stsii"'iKal,mn]”'[Km;,] {KBI,m]

Kb K (K] [Ken] o (Ko Kies] [Kin] (3.40)

3.4.1.1 - Determinag¢io da submatriz [K,]

A submatriz /Kj;j] esta relacionada com os nos i e /, ambos variando de 1 a 6 , sendo que a
mesma caracteriza o elemento isoparamétrico. Essa submatriz jd foi determinada anteriormente

no item 2.4.3.1.

3.4.1.2 - Determinacio da submatriz [K .}

A submatriz [Kj sp/ caracteriza o acoplamento entre o elemento isoparaméirico com 0
elemento hierdrquico, concernente ao refinamento dos seus lados. Nessa submatriz, i refere-se
aos noés do elemento, os quais variam de 1 a 6. Da mesma forma, m esta relacionado ao grau da
expansdo utilizada no refinamento, o qual vale 3, assim como 7 relaciona-se com o lado do

elemento, variando de 1 a 3.
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Essa submatriz pode ser definida da seguinte forma:

[Kom) = L0 [B(0.22.0)] (D) B (L L) (0 1), -ty - (3.41)

Considerando-se agora, as equagdes: (2.152), (2.165) e (3.35), a equagao anterior pode ser

reescrita como:

'Bilz BZli Bftli ‘B4Ii
BEZ: 8222 B321 B42z
[Ki,mn] = _E _E L By B By, By
ti ¥ ti i i
g 9 BM: C:“éLBZKH 55 3341 (é’_:): 447 + ) C441)
fl- ti t ti ;
_4’5 Bis; 55 By & 2] By, (5:"”2"’““ By + 5 Cysi)
I v 0 0 0
BS]:‘
2 v 1 0 0 0
52i
E i-
By, E oo U g
. (1-v") 2
(é’”zi*Bsm ‘"*“é_csm) 00 0 (t-v) 0
; ; 2k
({L By, +2C..) (1-v)
o) 55 ) 35 0 0 0 O
- - - L 2k
—Bllimn Bll2mn Bllsmn |
BZZlmn Blzlmn BZ’Jmn )
BZBImn B32mn BZ”Smn IJ(LISLZ)' dLi d‘[’.)_ (: (342)
B l41mn B !42mn B Z4Jmn
_Bliimn Bl 32mn B:an




A partir da resolucfio da equaclo anterior, obtém-se:

[K!,mn} = KBli,mn K32i,mrz K
K41i mn K42£.mn K43f‘ nin
_Kili,mn K52i,mn K:Bt’,mn

ou ainda:

1—
Kitimn = (T%?)" .E ,C L{ [Bllimn(Blli + VB?,};‘)'E' Blzlmn(VBl L Bzh.)+-(——-—ﬂ,

2k

3lmn

(KBl s Bsvs + Blaspue-Bug + Blsgye- By )| WH(Lr. 1y ) | Ly dlL, dC

E I 1-
Kzimn = m JZ £ E1{ [Bllzmn(glii * VBzu)"*‘ BZ}Zmn(VBHI + Bz;i)+( V)-

2k
(kBIBflmrt‘BBli + Bl42mn‘B4li + BliZmn'Biii)] }iJ(LlsLZ) ldleZ/)_dé,

. 1-
RKisimn = G{%Ej E -ﬁ L{ [Blwmn(gih + VBzzf)+ Bl VByy; + Bzu)“’*‘ (“—*‘i)‘

2k
(kB"IBan'BNi + Blyyp- By + Blian'BSli)} }EJ([‘I:LZ) %-dQ‘dQ-dg

E 1~
Klli,mn = m 'E -E »[:{ {BII lmrz(Bli’;i + V"BZZE) + BZ.?,}mn(VBi2i + BZZI‘)+ ( V) .

2k
(szﬂmn‘BB?,i + Bg&llmn'Ba@Zz‘ + Blilmn'Bﬂi)] }I‘J(LULZ) !dleLJ_dé’
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(3.47)



'[; _[)J' [le'?mn BIZ + VB”I) + B[27mn(v“8121 + B”Z:) (I;k‘/) .
(3.48)
(kBIB2mn'B32! + By, By + BZSZmn'BSZi)] }EJ([‘bjﬂ) l.dLl.de.dé’
E 1—
Kozt = m” _E,EL{ iiB!lSnm(BlZi + VBzzf)+ Bl23mn(v‘812i + Bzz:) - (_i’k"l (3.49)
(szgamn ‘8321 + B!43mn'B42z + B“’:Smrz Bﬁli)] }iJ(LI'L?.) JdleLQd(;
1—
Kayimn = i 2 LLI i:le}mn Bl: - VBZS:)+BZZEmn(VB§ i+ By ;) "(_2];")' (3.50)
(kam, 550 % Blatn- By + Bl By )| Y102 L) |- Ly L,
371 mn ,[) ,[Jj [BZIEHM Bl 3t VBE3:)+ BlZ’mn(VBbr + BZJ:) (1_”__3)..
2k (3.51)
(kgzﬂm Bss, + Bliymy-Bus + Bl By )| 1L, 1) LdL,.dL,y.dg
LLJ [Bz + VB3, )+ Bl (VBis, + By )+ U
33i,mn 1 V l.mm 23 23mn 134 23 2% . (352)
(kBZwmn-B + Bl By + Blsy e BSB:‘)] }FJ(leLz) %'dL]'dLZ'déP
K.ﬂ.]g nin { llmn ‘Blth + VBzéh) + BlZlmn(VBM + 8241)
I t {1
+(—2V1‘B]31mn‘834i] (4k V)[Blﬁrlmﬂ ( B44' +C44i) (353)

+ Bl £ Bogy + oy, )| (L, 1, ) | Ly L
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Kizim = (1 _EV2)~ _C ,E EE{Q%{B"IQW(BM: + "324:) + Blzzmn(VBmz + B24i)

(1~v)
2

(1
,Blﬂm.Bﬁ] + L \éik )[thﬂmn (§ By +C441)

- Bli?.nm(é" Bid,z‘ + Cirit' )] l‘] LI? I",Z ;dLIdL?.dé,

E _
Kyzimn = (1 - V;g)‘ E E E]{(;‘%{Bll'jmn(BMf + VB )+ Bl’)?amn("gm - 3245)

(1_ ) ff(l‘— ’)
+ 5 - W‘:—_[‘BLLSHIH‘(g‘ By + C44f)

Bl 6B+ Co)| W)

Blyy,, By | +

{ Blllmn ‘Blbr + VBZD:) Blzlm”(VBlsi - BZSi)

1 -
+( 21/) _‘ﬂ_k")[gzgm,(gﬂw +Cys;)

+ Blyyl&. Bss, + Cai)| H( L1 L) Ly dLy.d

311 mi

'BZSImn‘BBSi] +

Ksaimn = (1 _Evg) . E _E f_l{f-%{lezm(*Blsz + VB’.’S:‘) + Blzzmn(VBlsz + stf}

1- M-
%( V) 2 B ] z,(4kV)[ Lomn AL Bus: + Cas;)

2 s e S350
+B]52mn(§-855z+C55i)] }éj(List “dLl-sz-df

}(‘ iixd

{ B, Bw + VBZSi)+ BllSmn(VB!5i + stz‘)

(1~ v) (i~ v)
2 Ak - [Bf‘bf?m ( 843: TC&}:;)

* Bl (¢ Bos + G| YL 1) Ly Ly dg

+ -8’333”@”-3351‘] +
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Igualmente ao item 2.4.3, utilizando-se a equagfo (2.228), a integracdo na direcdo da

coordenada linear ¢ sera feita analiticamente, ¢ para as coordenadas de 4rea L ; € L,, aintegracio
sera numerica, considerando-se novamente o processo da quadratura de Gauss | segundo
Zienkiewicz et al. [9].

Admitindo-se L,, e L,,, como sendo as coordenadas de area do ponto de integraco p. Wpo
fator de ponderagdo, associado a este ponto e mh, o nimero total de pontos de integracio, as

integrais anteriores tornam-se:

E mh
Kivimm = (1 ~ Vz)‘};{Blﬂmn(l’l‘o’LZP){BHI(LIP’[Q;}) + V-Bzii(sz:sz)} +

1~
Blz}m"(Llp’sz’)'{v'B“i(Llp’[ﬂp) + BZii(LlpﬁLlD)} + ( V).

oy (3.59)
k. Bl (Lys L) By (Lo L) + Bl (L L) By (L. L)
+ Bl (Lips L) By (Liys Lo )| Ls . L, ) W
E mh
Kisin = (I_M_Vmij'pzx}{BllZmn(‘LEp’ZQp)[Blli(Llp>l‘2p) + V'Bﬂi([‘lp’ sz)] +
(1-v)
Bl b L) [V Bl o) + Byl L)+ =2 (3.60)

[k‘BfBZmn(Lip=LZp)'BSIi(LIpDQp) + Bl42mn(["ipf’ I?,p)'B4li(Lip>L2p)

+ Blj2mn(’[‘§p’ Lip)‘BSh’(Ll,WLZp)]'iJ(L]vaQp)"Wp

Bl (L L) B Ly L)+ v.Bay (L. 1) +

1—
BlZ?!mn(Llp’I‘Zp)‘[v‘Blli([‘lp’L?,p) + BZii(Lip’LZp)} + ( Zk‘/)’ (3.61)

{k'Ble”(L‘P’ IQP)'BW(LIW l?p) + Bz43mn(‘['ip= LZp)-B:}li(Lip L)
i stg’mn(Llp’ LZP)'B'E“(LEP’ %P)]'IJ(Lipv LQP)E'WP
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E b
KZii‘mn = ( _ V2)‘Z{BZI}mn(Lipv[Qp)[BQi(L}p‘[’lp)+V'BZZI(LEp’IQp)]+

p=

—

)

2k
[k'Bl'jlmﬂ(Llp" [’Zp)'Bﬁi(Lip’LZp) + Blﬁllmn(l‘lp?L’_’p)‘BilZi(LEp’ L2p)

+ Blﬁlmn(l‘lp’ Iﬁp)‘BSZi(LIp?LQp)]"iJ(Lipﬂ L?_p)EWp

Blytmn (Lo L) |V B (L L) + By (L )] +

E mh
Z% Bl}?_mn(Lip?L?_p)[‘BQi(Llp’LQp) + V'BZEI(LI,U?IQ;))] +

p=1

1
Bl’Zlmn([‘lpﬂ%p)'[V‘BlZi(Llp7‘L2p) + BZZi(L]pﬁl’Zp)] +L51;Y‘)“ (363)

[k‘Blfomn(I‘ip![Qp)’BEZE(L]pﬁL'lp) + BZ42mn(pr’L2p)‘ B42£(Llp=l‘2p)
| ;
+ Bl (Lo L) By (L 1o )| 1 (Lo L )|

p=1

mh
KZSz‘,mn = (1 _ Vz)'Z{Blgmn(l‘lp![Qp)[BQi(LIp’LZp) + V‘B221‘(L1p’[’2p)] +

1-
Bl (Ligs Lo ) [V By (L o) + B (L L)+ ( 2;:)‘

[k'BI%mn(Llp:[’?.p)‘BBZé(Lipi‘lﬁp) + BZ43mrz(L}p9 l’.’.p)’B4?.z‘(Llp9L2p)

¥ Bligy (Lo Ly ) B Ly L )WL )| W

(3.64)

ory
i

'Z{BEElmn(LEpﬁLEp)[‘BIBi(LIpﬂiﬂp) + V‘BBi(Llp?Llp)] +

' (1«*1/).

By (Lige Lp) V- Bis (L L) + By Ly L) |+ =
[k'BfB]mn(L1p>L2p)‘BSEz'(L1p7 LZp) + B!4]mn(L]p7[‘2p)'B£13§(Llp’ LZp)
4 Bl (L L) By (L L)L 1) WP
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E nih
KSEi,mn = ( 2)'Z{BZIZmrz(Llp’l’lp){Bl.’:i(Llpﬂ L2p)+ V'BEBJ(LEP:LQP)] +

=]

o

.
Blzzm(L;p,I.zp).[v_Bm(LEp’ LZp) + BZSi(L]p’Llp)]'*' ( sz) ;

[k BZszn(Llpﬂ[Qp)'BSSz‘(LLD’LZ )wi”Bl42mn(L]pﬂl‘2p)‘B43i(L1pﬂI?p)
+B"72mrz(l’§p [’7 ) DBz(L]p’I’lp)] }’J(Llp’lQp)le

E
K33i,mn = (1 _ Vz)'Z{BZan(L]pv LZP){BIBi(Llpﬂl’Zp) + V'BB:‘(LIP’I’Z,D)]”*"

3

11—
Bzan(Lip,sz}'[v' Bl3f(£1ﬁ’ LZ.D) + BZBi(Llp’I’J-p)] + ( ’)].;V) .

[k Bzaan(Llprli )'BS3i(L§p:IQp) + BZ43mn(L§p>L2p)'B4Si(LIp=sz)

+Bl}3mn(‘£]p [2;;) 33;(L1P,Irzp)] }.‘J(Llp,[}lp)é‘Wp

K4§Lmn = k(l-i— V) ;4 {{ l‘;imi’l(’LIpEI‘Q_p)‘Cé‘,dj(Lip!ZQP)+

::]mn(Llp LZp) 41(L1p L’J )] iJ(Lip sz i

Kazimn = 1+V) Z {[3142”1?2(1’1,0:‘[?;9)‘Cd-&i(Llp?l?,p)+
BZ}"mn(‘Lip5 ) C\41(Llp?[” )]% ‘J(LIP7L2p);Wp
KfiSi.mn = k(1+ V)‘;Z'{[BE43mn(Llp=Iﬁ’,p)'cil-éi(l’lp?]’).p)—f—

Blsamn (L Lo ) Gy L (L 1, 10
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mh

KSli,mn = k(]'r ) Z {[BZJHMH(L]P’[?-P)'C455(L{P’IQ'P)+ (371)

Bl Lo L) Cosi (Lo Lo )|} 1L L2, )] W

E mh t,‘
KSEE.,mn = k(l'!' V) 'pzzig'{]:Blﬂmn(l’lﬁrI‘QP)'C45i(L}paLZ;‘J)+ (3 77)

Bl Lips L) G (L Lo (L )]

K~>31 Jgnn k(l*%" V) Z {[83431?1;7(1’}10?LQp)'C:%Si(Lip:LQp)+

an(‘["ip '[Qp) bvz(LlpBLZp)]}'I‘](Lip:'[’?,p)i"wp

3.4.1.3 - Determinacio da submatriz [Ky; ,,,]

A submatriz [Kjj mp/ caracteriza o elemento hierdrquico, concernente ao refinamento dos
seus lados. Nessa submatriz, £ e m estdo relacionados ao grau da expansio utilizada no
refinamento, o qual vale 3, assim como j e »n relacionam-se com os lados do elemento, variando

de 1a3.

A submatriz em questdo pode ser determinada como a seguir:

Ky mn] = LIT B [Q)r (D1 Bl (L. )| (L. 1) | -, -ar, -ag (3.74)

Levando-se em conta as equagdes: (2.163) e (3.35), a equacfo anterior pode ser reescrita

COINo.
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Sk

[K@‘,mn] LL," Bl]ij BZE.?ig 3132;;; Blaz}g Blszig "“””“'E_a““

(1-v?)
B[Bkj Blzsig stfsig' 8143@ Bzﬁkj J
1 v 0 0 0 i
14 1 0 0 0 Bll imn Bilan Bli.)mn
(] - V) Bz2lmn BEEZmn ‘Bl”.’imn ‘
00 2 0 0 N Bhi  Biuww Bl '}J(LE!LQE ~dly-dl, £
1' Bf mn Bl?mm Blgmn
0 0 0 ( V) 0 41 4 43
2k ( ) thilmr7 BLEmrz BSan A
1-v
6 0 0 0
L 2k
(3.75)
Resolvendo-se a equacéo anterior, chega-se a:

K} 1&f,me K]ZAj_mn KISkj mn _I
[Klg',mn] = KZlﬁ:j,mﬂ K22kj.mn K""r’g mn (376)

K3 1if mn KB?.kj. mn K?:Skj.mn J

ou ainda:
E el (1 )
Kty = T’E} ,[) L LLBZHmn(B[mg + VB[QIQ)+ BIZImn(VBZij + szuj) ok

( -V (3.77)

(kB

3lmn:

‘813111] + Blﬁlimn‘B]‘ij + Blbimn Jikj)] "j Ll: ‘ dL dlz dL.



2k

Rz = E:E;:’_j -E -E E}[BZEZmn(BIiIAj + vBlga,vg.) + BEEZW(VBEW + szug) + (- V)_

(KBl - Blsyyy + Blisn- Blayy + Bl Bl ]g)] (L, L,) LdL,.dL,.d¢

KlSkj_nm = -6-:%5- E _E EE!:B[ﬁmn(Blnkj + Vszllg)-i- Bl’);)mf?(VBli T Blzlr’q-) + (12—kV).

(kBls3yun- Bl + Blisy Blyyg, + Bzﬁm.gzsw)] (1, L) | dL,.aL,.d¢

Korggm = (f—iﬂ L' E EI[BZ] el Bliagy + VBl )+ Blopy(VBliyy + Blany, )+ -v

2k
(kBI,

Jimn-

4lmn-

Bl&lkj + Bl}imn )7Aj)] IJ(LU‘LZ) dLEdLZdL:

Koy = (—1—:%;5 [f fl{lezmn(Bzgz o+ VBlyy )+ By VBl + Bl | + t-»

2k

(KBl Blszy + Blize-Blayy + Blig-Blioy )| [ (10, 1) | L.y

Kasig.me = r LLJ [3133’””(311’@ + VB]27kj)+ Bl’)Smn(VBllZig * B]')Z.Tg) - s/)-

2k

(kBls3 - Bl + Bliapun-Blisyy + Blsr- B 2@)1 (L. L,) dL,.dL,.d¢

-

2k

.
Kstgmn = ﬁ'%’“{" _E _E ElLBlllmn(Bll3kj + VB]ZSIQ’) . Blztmn(VBlmg + BIZBkj) +

(kBLs, 1y By, + B,

Imn”

- Bl + Bl B@w)] (L. L) | dLydLy dg

a-v)

Kty = -(—1—"7 EL j {BIWH(BJI iy + VBlsy )+ Blyy VBl + Blasy |+

(kB[JZmn Blysy + Blyypy Blysy + Blsy - Blszy )] IJ L. L derer’-;
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(3.84)



E {1—v)

K}S.Rj_,mn = (1—"“““‘“)" J: L‘ EI{BZ]3MN(BZE3}'§," + VBZB@-) + Bzﬁmn(VB[ls@‘ + szyg ) + _‘,;k_
-V

(3.85)
(Blys- Blisy + Blisy- Blgy + Bl Bl )] (L1 L, di,.de

Admitindo-se a integracdo analitica na direcio ( e a integracio numérica para as
coordenadas de area L, e L,, sendo mh o namero total de pontos de integragio, as equacdes

anteriores resultam em:

=]

E mh
Kllp’g‘.mn = (i— VZ)‘Z{BZI§mn([‘2p7Llp)[Blllfg'(LZp>Llp) + V'Blzi!g'(lﬁp=Lip)]+

b~

Byt (L Lip)| V. Bl (Lo 1) + Bl (L )] +

(i) (3.86)
— v
ng?‘[k‘glﬂfg‘([ﬁp’Lip)'BZﬁmﬂ(IQp?LEp) + Bl (Lo L)
Bl Lops L) + Bl (Lo 1) Bl (Ly o L) (21, 2,) |7
E mh
K]ij,mn = (l _ Vz)‘Z}{BZIEHM([’J,}?:Llp)[Bllilgj'(lQPELlp) + V'Blzl/g'(IQp’Llp)}%
p:
Bl Loy Ly )| V. Bl (Lo L1,) + Bl Ly Ly, + )
(3.87)

(1-v)

2% ‘[k'BZBIAj(Llp=Llp)'BIS.’Zmn(‘LZp?Llp) + Bl41kj([’2p=];1p)’

Bliam(Lap: Lap) + Bliyg(Lyy. L) Blip (L L) (L 1) [



E mh
KISkj,mn = (1 _ Vz)'Z{Blil"mn(l‘?,p’Llp)[Bllilg(L?,p>L1p) + V‘Bl2lkj(L.2p’L1p)] +

p=l

Blys(Laps )| V- Bl (Lo L) + Bl (Lo L) |+
1-v) _
( % [k Blyyyy(Ly o Ly)- Blygy, (Ly g Ly ) + Blyyy(Ly g Ly ).

BZ43mn(LQp>Llp) +Bl5}/g’(l’2p31;1p) BI; ”mn(LZpﬂLip)]} i‘] LPIO ! Wp

mh

E ‘
Kzikj._mn = M‘Z{Blllmn(L?prLlp){Blekj(LprLip) + V'B!Ekj(lﬁpbl‘ip)]'l"

p=l
Blygp(Lap L)V Bliay (L. L) + Bl (L 1)+

(1=
2k [k Bl"2kj(l’2p’Llp) BZEimrz([’lp>Llp)+Bf42@(12p=‘£’}p

4imn([/)p’“[‘1p)+BISZ@([’ZpﬂL]p) B)lmn(lﬁpvl’lp ]} t (LE’L") '

E
Korkiom = (1 B vz) -Z{Blzzmn([/zpsLlp)lBllzkj(qusLlp) + Vvazzfg(sz»Lip)]“?“
BlZZmﬂ(IQpﬂL]p)[V'BZIZRj(LZp!Llp)+Bl22n’g‘(1’}_p7l‘]p)]+
(1-v)
2% [k BlB’ig(LZpﬂLip) Bl37mn(L2p=Llp)+Bi42@(I’7 Lip)

Blisy(Laps Lip) + Blsay (Lo L) Bl (Lo L) || (11 1) |

E nth
KZ}.@',mn = (1 _ Vz) 'Z{Bli?ymrz([?p?Lip)[BIIZJg'(I’Zp‘JLIp) + V'BZEZﬁg'([’_Zp=Llp)] +

p=l
Bl (L Lip)|v- Bl (Lo L) + Bloagy (Lo L,) |+
(1-v)
2k
Bl-iamn(LZp’Llp) + B!\?Ig([’lp Llp) B Dsmn(%p?‘[’lp)]}‘l‘]([‘bl‘?) ;\Wp

[k Bl3”ig(%p’l’lp) Bi33m?’t(L2p>L1p)+BZ47]g(L”p’L1p)
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(3.88)

(3.89)

(3.90)

(3.91)



E mh
(i B Vz)-zl{&’] Emn([‘Zp’Llp)[BIISkj(lipﬂ‘[’lp) + V-Blzyguzp:Lip)] +
o=

KBlkj,mn

Blzlmn([q,mLip)[V-Blmg(szsLlp) + ”812319'(1'2,05L1p)] +

(-9 (3.92)
- Bl (L1, Blyypy(Lyy L) + Blisy (L, L, ).
4lmn([Qp’Llp)+ B[}fi}g(%pﬂl‘lp) Bl ]nm(IstLip)]} lJ L]a ) in

E mh
KBZ[g‘ﬁmn = (1 _ Vz) Z{leZmn(Iﬂp’Llp)[BIIBFQ(LZpﬁLIp) + v B[’JBIQ(%;; ip)}

Pt

BZ22mn([’2p5Llp)[V'BlB]g(IQpDLIp) + BZESFQ’(IQ.DD‘LIP)} +

(1-v)

(3.93)
Sk Bl (L 1) Bl (L L) + Blegy (L, 1),

42mn(L25=L}p) + Blg}ﬂg(lqpa L]p) B jzmn(sz,L]p)}}.i.](Ll,Lz) le

E mh
Kistymn = (1 B Vz) 'pzmi{Bfwmn(IapaL;p)[Blisfg(szsL]p} + V'BZ23!g'(L2p9Llp)] +

Bl Lo Lip)| V- Blisg (L 1) + Blosy (L ) +

a-v

(3.94)
2% [k BZ:BJI"{}(QP’LLD} B 3mn([‘2 Llp) + 3]4_1@1(%‘0 Llp

B!43mn(%p9[‘1p) + 8[53&:'([9,05Llp)‘Blﬁmn([’Zp'—‘LEp)]}'J‘](Liﬂ [’.3) ‘Wp

3.4.1.4 - Determinacio da submatriz [K, ;)]

A submatriz [Kjj j/, assim como a submatriz [Ki mn/, caracteriza o acoplamento entre o
elemento isoparamétrico com o elemento hierdrquico, concernente ao refinamento dos seus
tados. Nessa submatriz, ! refere-se aos n6s do elemento, os quais variam de 1 a 6. Da mesma

forma, k esta relacionado ao grau da expansido utilizada no refinamento, o qual vale 3 e

relaciona-se com o lado do elemento, variando de 1 a 3.
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Sendo assim, essa submatriz pode ser definida da seguinte forma:

EME _E_E_[][Bf,g-(Li,Lz)]T-[D’]-[B[(L,,LZ)]-!J(LI,LZ)‘-dL1~dL2 dc=|K,,| (93

lembrando-se que /K ;y,/ encontra-se determinada no item 3.4.1.2.
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3.4.1.5 - Determinacio da submatriz [K,,_]

A submatriz [Kjp,] caracteriza a jungfo entre o elemento isoparamétrico ¢ a parte do
elemento hierdrquico, relativa ao refinamento do elemento. Nessa submatriz, 7 refere-se ao no,
que varia de 1 a 6 e m refere-se ao grau da expansgo utilizada no refinamento, o qual vale 3.

Esta submatniz pode ser definida como a seguir:

J= L1180 2] 10V [Bey( L )] (1 12) | d, -d, -a (3.96)

Levando-se em conta as equagdes: (2.163) e (3.36), a equacgfo anterior pode ser reescrita

COmo:

By B,y By By
Byy; By Bsy By
[Kim] = _EEJ: By, By B, B
éj—iBm 55'324‘ gt] By, (évh“BM* i CM]
2" 2 ! 2 2 o2
I i 1, i P
g "é“ B ¢ _i," By & 3 B, (é’ 5 Bysi 2 6451}
I v 0 0
Bsu vl 0 0
Bsy,; E (1-v)
By, 5710 0 0 0
(-=v7) 2
LC: Bacs: C:m) 0 0 0 (Isz)
(é 5t C:m) 00 0 0 (12‘;)
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Beyy,, Bep, Bep,

BeZim Be22m BeZEvm

Bey,, Bes, Bes, o |J(.Ly)dLydly-dS (3.97)
Beyy,  Bey, Bey,
_Besy,,  Bes,, Bey,

Resolvendo-se a equagio anterior, pode-se escrever que:

Klirm KIZim Kbrm
KZirm K22:‘m K23zm
[Kin] = | K3 Ksow  Ksaim (3.98)
Kd]im K421‘m Ké}im
wKiiim ‘KSZim K 3im

ou ainda:

Kypm = ”(“{:% E _E j:[Bel lm(Blli + VBZI:‘) + BeZIm(VBHi + B.’Zli) + (1;;)'

(3.99)

(kBeBm‘BEli + Begyp By + Besyy 311)] (Ll Lz) dL,.dL,.dg
E 1—

Ko = m E ‘E EI[Belzm(Bm + "’lei) + Bezzm(VBm + Bzu) + ( EkV)' 5.100)
- .
(kBenm-Bsu + Begy - By + Besy,, 511)]] L, L 1 dL,.dLy.dg

Kizim = ‘(g——“j LL _C {Bewm(B“, + vBy )+ Beyy,, (VB + Boy ) + ( 7;). .100)

(ABessn- By + Beysy By, + Bess By )| (L. L) |- dLy.dIy.d
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E 1~
K\ = (—1:“";2% J; E JjjBt?] 1;?1(8121' + VBzzi) + Bezlm(V812i + ng,—) + ( 2kV).

(kBeglm 324 Be4lm B421 + Bes Sim- 321)} J(Ll ) idle‘[’;’dé’

Ky, = (1—-——5 L_E_[ {Beizm (B + VB, ) + Bey, (VB + 8221)+( 9}{1/).

(kBe:Qm Bﬁz Beiﬁm B42 + Be}’lm 32,)] (L ,[Q) EdleLQdé'

Kozim = - L,U: I:Bele 312: + VBzm)*‘ Be?:m(VBIZI + 8221) (12]{ )
(k3933m- 30 Beay By, + Bess,,. By, ]‘J L. L, 1-dL1-dL2-d§
K —-mw—_EL_[{Be By +vB )+Be (VB + B ) (-v)
3lim T (1 ilm 13 234 2im 134 237 2k .

(kB€3§m ‘B_a3r + Be»ﬂm B43: + Be::lm 33:)] (L [Q) d[’l d‘l’l dg

Kipim = ——-w(l £ 2) . £ _[: J:li{iBeum(Bm + VBB,.)-P Bezzm(VBm + BZB;‘)"" (1-v)
-V

(kBesy By + Beyyyy- Bis, + Besy,, Bey, )| (L, Ly ) L, L, ag

K33 = (lw» LLL [Beum (B + VBy, )+ Beys,, (VB + By, )+ (lng)-

(kBEBEm‘BBSE + Beys,,. Byy, + Besy,,. B:ss)]

L, L) | dLy.dLy.ds

2k

(3.102)

(3.103)

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)



Kot = ) L Lj { [ Beyy(Bray +vBoy,) + Bey,(vBiy; + Boyy)

| 1
+( v Bey,. B ]+r(4k )[Be4m(5844a+c44*)

2 3lm 344
+Besy (. Bogy + s )| [ L. 1) Ll dLy . d

Ko = E
42im (1_ Vz)'

_C_EJ: {g'%'{gellm(‘gmi + VBze;i) + Bezzm(VBm + 8245)

+(1—1/) t(1-v)
2

M?*BeiZm( Bsy; + Gy ] lJ LI ldLl di,.dg

'Beszm-Bsaxz} +

{ Bebm By + VBM:) - BeZBm(VBM + 3241}

41—~
‘Beasm-Bsz;z] + Ir(d”c 2 [3343:«4-(5‘ By + C44£)

+Bess, (¢ By + Cag)| (1. 1) | Ly 4L,

Ksim = LLJ { [‘Bellm Bys, + VB23:)+ Be?lm(VBh: + B25r‘)

1 A1 -
+( ) .Bey, . . B, } [i(4k )[394;,"-(4'-3451'”*“@5:‘)

3im 35
+Beﬂ,,,( By, + Cag )| WL 1) Ly dLy.dg

K525m = (1 _ V?_)' E E F]{g'%'[Be}?m(Blm + VBZJJ)+ BeZZm(VBlii + 8251')

- {1~
+ ( 2V) 'Be32m.B355]+%[B€42m (g 45 C45f)

+B€szm(§-355i +C55i)} HJ(Lzst “dLl'dI’i-d‘;‘

ik [Betmn (é’ By + sz)

(3.108)

(3.109)

(3.110)

(3.111)

(3.112)



ng,-m = _ 2 ‘CLJ- { Bele B st VBz::)+ BeEJm(VBIJz + ‘825:)

1— Al—v
( ?_V)-Begsm-Bgsf] ”(4k )[Be4,m (¢ Bys, + Cu) (3.113)

+Begsl. Bes, + Ca )| J1I(L0. L) |-dL g

-

Para as equagdes anteriores, a integracio na direcdo da coordenada linear ¢ sera feita
analiticamente, e para as coordenadas de érea L, e L,, a integracfo sera numeérica.
Admitindo-se L, e L,,, como sendo as coordenadas de area do ponto de integracio p, Wp o

fator de pondera¢do, associado a este ponto e mk, o numero total de pontos de integracéio, as

integrais em gquestdo tornam-se:

5
Kyt = (1_‘/”) Z{Bellm(L]p7L7 )[Bm(ﬂxpalzp)”*“vBzu(Llp:La )}

p:

-
Bezlm([’lpssz)-[V-an(Lapssz)+ Bzif(Llp:sz)}“'“(““ﬂv_)- (3.114)
(- Besin(Lip L) By (Lo L) + Be( Ly Ly ). Byyi( Ly Ly )

+ Besiy (Liys L) Boyi( Lo L) ||y 1) 9

/i

by
2

iBenm(L;p,Lz Bl L)+ v By Ly Lo )]+

o
I
———
b
{
‘Q
\-__.-/
"::

1—
Beysn(Lips Lop) | V- Biy(Lyps Lnp) + Boy(Liy. )| + ( : k"). (3.115)

(k- Besy (L 1) Bari (L L) + Begyy(Ly e Ly, )- By (Lo Ly )
TBe:Qm(LEp?I’Zp) 31: Epr H'](LIP’LZ ) Wp



ol

(1 _Evz) 'i{Belsm(Llp’LZp)[BIH(LEP,LZF) + V'”lei(Llp’[’lp)] +
=

- _
Al 3im T

iw
Be23m(Lip,L2p).[v. Bi(Ly,Ly,) + Bzu(L;p,Lgp)] + ( 2kv).

[k'Be33m(L}p5L2p)‘BSU(L1p’L'lp) + B€43m(Llp9L2p)'B4li(‘Llp9LZp)
+ BeSBm(LlpﬂLZp)‘BSIi(Llp’lﬁp)]'lJ(‘Lipﬂ‘[’J_p)"Wp

B

E - .
Kotim = (1 B Vz) ‘Z{Beilm(LlpﬂLZp)[BIZS(Llp>LZp) + v BZZI(Llp’LZp)] +

p=1

(1-v)
Bezl”’(Ll-”’]J-’*P)'[V'Bizf(‘L1P=I’2p) + By (L, [Qp)} TN

k. Besmal Lips Lop)- Biai(Ligs L) + Begi(Lips L) Bagy (Lips L)
¢ Besyy(Lips Lo)- By (Lyps Lo ) (L Lo )1 3P

3

E h
K?_ij = (1 _ Vz)'z{Be%lm(Llp=L?.p)[BEZi(Llp"[’Zp)+ V'B22i(Llp9[’2p)]+

=1

]

I-v
Beny( Ly L) V-Brai(Lipe Loy) + BEALIP,LQ,})%%;).
{k‘BQSEm(LEpﬂ LZp)'”BBZi(Lip’ L?,p) + Be42m(L1p9 IQp)‘B425(L1p5L2p)

+ Bey (L Lo, Bogy(Ly o Lo )| ( L L) W

E mh

Kospm = (1 Vg)-Z{Bel3m(L1p»sz)[B1zs(Llpalqp)+ Vﬂzz:(@;;:%;;)]*
- pr

(1-v)
Bezsmuix‘"LZP)'[V'B*Zf(LiwLZp) + BZZ:‘(LEP’LEP)] * ok

{k“BeBm(LIF’I’.’_p)‘Bf':?,i(Llp‘ LZp} + BedBm(‘LIpﬂ L’lp)‘B—’l?.i(Llp?[Qp)
; s
+ Bess(Lips L) By (Lo Lo )| | (Lyps Ly,

124

(3.116)

(3.117)

(3.118)

(3.119)



mh
3im = £ 2 'Z{Beﬂm(LlpDI’Zp){BBi(Llp=I’.Zp)+ V‘BQ3£(L1p"Z‘2p)]+
(1“" ) p=l

1
BeZlm(LIp’LQP)‘{V'BBI‘(LW’IQP) + BZ_":!(LLD’LZ;?)] * ( Zky)'

k- Besy (L L) By (Lo L) + Begyy (Lo L) Bis (L o L)
+ Besiy (L Ly,). Bis (L L)L, L)

E wih
Kipie = (1_ Vz) Z{Bepm([‘lp sz [313;(11;; L )"’*V 8231(L1p"£2p ]
iy
B (1_ V)
el Lo V-Bisi (L. L) + By L) 455
[k BeB"’m(L]p I"Z )83.N(L1p Iﬁp)+Beffz7m(Lip ‘[’7 ) 431(L1p=L2p)
+ Bess,y(Lps L) By (L Ly ) | [ (L L)
E mh
Kssim = (1 2)'Z;{Bei3m('L1p?LZp)[BBE(L}p’sz) + V‘B231(Llp7lQp)}+

(1-v)
2k
{k Be:am('l‘ip LZ ) .uz(Ll,w% )+B€43m(‘[‘1p L2 )B4oz(L§p LZp)

+ Besy (L Ly,)- B (L 1 )| (L L )|

Beysn(Lips Lo V- Bisy(Lipe L) + By (Lo )]+

E mh Ir'
Kf{-lim iS m';Z‘{{Beﬁm(I’Ip’ L?_p)‘c»%i('l’lp512p) +

Bequn(Lips L) Ca( Lo )| Ly L )|

mh

Kim = k(l+ V) Z {{Be‘*zmullﬁ’LlP)'C‘*‘”(LIp’[ﬂp)"§'

Besz,,xLlp,fqp>.(354g<ap,zgp)}}.lmp,izp)g.%

(3.120)

(3.121)

(3.122)

(3.123)

(3.124)



K43fm = k(}. T ) Z {[8643171(1‘1}9’Iﬂp)'CM-i(I‘}p’LZp)+

Besy(Liys L) ConiCaps Lo )] (L L)

Wp

Kﬁiim - ]C(1+ ) Z {[Be4lm(Llp5LZp)‘C4Si(L1p:L?”p)+

Beﬂm(LiP,qu>-Cssf<Llp,sz)];]J(Llp,Lgp)é.Wp

K = k(H )Z {[Bean(Zip Top)- Cosi( Ty Loy +

Beﬂm(‘Llp’ZQp) JDJ(Llp:‘sz)}}'iJ(L]pDLZp)l-Wp

Ko = 70 52 Z L ([ BetsnpoLay)-Cas(Lip o) +

Bess(Lips To)-Cosy (L Lo || (L L)

3.4.1.6 - Determinacio da submatriz [Kkj,m]

(3.

125)

126)

127)

128)

A submatriz [Kjj p/ caracteriza a junc8o entre o elemento hierdrquico, no que diz respeito

ao refinamento de seus lados, e o elemento hierdrquico, no que se refere ao refinamento do

elemento. Nessa submatriz, £ é o grau do polindmio adotado no refinamento, valendo 3, j esta

relacionado ao lado do elemento, o qual varia de 1 a 3 ¢ m que também € o grau do polindémio, ©

qual € igual a 3.

Esta submatriz pode ser definida como a seguir:

(Kyn]= [T [B (0 2)] (D] [Benl s, L] (1, o)

126

\-dL,-dL,-d¢

(3.129)



Levando-se em conta as equagdes: (3.35) e (3.26), a equacdo anterior pode ser reescrita

comao:

9

Blyy  Blyy, Bly, Bl Blsy, | E
Bll}kj Bll?)kj 3133@' B%;g 8153@'
1 1% 0 o0
1 0 0 ~ )
Bellm BelEm Bel3m
(1 - ‘5/) BeZlm Be22m Be??}m
00 2 v 0 Besy,,, Bey, Bess,, "J(L1»L2)§'dll dLy &
I-v Be Be Be,-
0 O O ( ) 0 41m 42m 43m
2k ( _BeSIm BeSZm BeSSm
1-v)
‘0 0 0 0 K
(3.130)
A equacdo anterior, uma vez resolvida, torna-se:
K, Tm Ku/g,m K3 m
Kin] = | Kotgr Ko Koy (3.131)
KB]JQ’,m K32.@'.m K33kj,m

ou ainda:
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(1-v)

Ko = (___Eng (] f}{gel o Bl + VBl )+ Bey, (VBLL,,, + Bly, )+
-V

(kBes,yy. Blyyys + Begyy. Blyyy + Besy, Bzﬂb)} (L, 1,) | dLy.dL,.ds

Kizgn = (T_EMVE— E E E]{Beum(mmy + VBlﬂkj) + Bezzm(VBlz]kj + Bfw‘j) + - V).

2k

(kBesayn. Blyygs + Begy, Blygy, + Beszm.Bzw)] (L, 1) | dLydi, g

]_ﬂg m LL_[ { €3 m( 1y T 21@)+BQQQW(VBZ”&, ""BEZI/\J) (lz_kV)

i t
(k3633m.5z31 y + Begsn. Bl + Begs, . BL, ,g)] (L, L,) LdL,.dL,.d¢

2k

Kyygyom = (1""_‘%/5”5 _E E _E[Be”m(Bfiz@ + VBIZij)-k Bezlm(vBlmj + B".Zz;y) + (- V)'

(kBesi. Bligg + Besyy Bligyy + Beilm.stzkj)} (L. 1,) | dL,.dL,.d¢

Kongym = (—l—:‘%ﬁ [f _E‘[Be]?_m(Blm o+ VBl )+ Beyy,(VvBlyy, + Bl )+

(kBesy,, Bliy + Begsy- Blysy + Besy,,. Bl )] J(L,L,) \dL,.dL,.dS

K

2k

(KBessyy-Blipyy + Begsy-Blinyy + Bessye. B, ,,g)] L. 1) LdL.dL,.dg

a-v

2k

Kstggom = (1"“”““1/— _LLJ {Bei lm(‘Blbkj + VB[z3kJ} BeZEm(VBl§3A_; + Blz;/g)
(kBellm Blsy, + Beyy,. Blisy, + Bes,, ,g)] (L, L,)|.dL,.dL,.d¢

128

2k

-

2k

23km = (_1,%,2_) -E -E .‘:{B%m(mzziy - VBlzz;g) + 3623,,1(1/8!12,,9, + Blm,g,) + (- V)_

(3.132)

(3.134)

(3.136)

(3.137)

(3.138)



_E 1 ol E_ E (1—— v)
Kipgm = o [ L L Bewn Blisg + VBl )+ Bey, (Bl + Bly, |+ .

2k

Bl

(kBess Bliyg + Beys,,. Bliyy, + Besy, Bl )} (L. L) LdL,.dL,.d¢

32m

E
K. -

3Bhim T (1 B Vz) : ,E _Cfl{Benm(Bf]m + VB[23,9,-) + Bezm(vBlim + Blzyg.) + M

2k

(kBessyy- Blisyy + Beys,,. Blysy + Besy,. Blsy, )] (L L) |.dr, L, dg

(3.139)

(3.140)

Admitindo-se, agora, a integracdo analitica na direcio { e a integracdo numérica para as

coordenadas de area L, e L,, sendo m# o nimero total de pontos de integraco, as equacdes

anteriores resultam em:

o

E n
Kil/g'.m = (1 _ Vg)'zz{Bellm(LZPDLlp)[Bllh’g‘(I’ZpﬁLlp) + V‘BIEIIg'(LZptLlp)]_F
p:

‘Belim(LZpﬂLlp}[V'Blllkj(l’Zp?Lip) + BlEij(‘[th‘Llp)} +

(t-v
——2k—.[k.Bl3§ w(Lap- L) Bes (L L) + Blyyy (L, ).

B€4im([‘2p=Lip) + BlSllg‘([Qp’L]p)‘Beﬂm(LZp’ Llp)]}éj([‘}’ LZ) 'Wp

5.

i

E mt
Kizig.m (’1 _ Vg)'z{Belzm(sz:L1p)[331;kj([2palf1p) + V‘Blzlfgl'(‘[f)_pﬂl‘]p)]+

=]

!

BBZZm(IQp?Llp)[V'Bfllﬁg'(lQp=L1p) + BlEl!g,l’(LZpJL}p)]'i“

(1-v)
kBl (L 1) Besyy (L L) + Bl (L L),

Befllm(Lﬁp’Llp) + BZSEIQ([‘ZPELIp)'BQSEm(L?.pS Lip)]}i‘](‘[‘] ’LZ) EW:D

(3.141)

(3.142)



E mh
Kisggm = (1 ~ V?_)‘Z{BeISm(LvaLip)[Blillg(LZp?Llp) + V"B!Zl:’g'(LQpDLlp)] +

p=1

Bess (Lo L) V- Bl (Lo ) + Bl (L L) |+
(1-v

W_z-k_‘[k‘BlEiAj(LZpSLEp)'BeBm([‘Zp= Lip) + Blyy (Lyys L)

Be43m(‘l?_p?‘£lp) + Blﬁikj(lﬁpﬂLlp)‘BeSBM(LvaLlp)}} i‘j(Li’L?) 1Wp

E mh
Koigm = (1 - Vg)'Z}{BelEm(]‘2p’Llp)[BZIij(‘L?paLlp) + V‘BZZZ/gj([Qp?Llp)] +

Bezim(lﬂpﬂLip)[V'Bllzlg‘(l’lpi‘L[p} + szzig(sz:Llp)} +

(1-v)
w-—zk—.[k.Bl‘gz,g.(IQp,Llp).BeBIm(LQp,Llp) + Bl (Ly . Ly )

Beun(Laps L) + Bligyy (Lo Lny)-Besyy (L L) [ |1 1) | W

ol

.,

E
Kosjm = 7)'Z{BeiEm(Iﬂp?Llp)[Bllz.@'(LZp’Llp) + V'B[22kj([’2p?‘l‘ip)] +

p=1
Beys( Loy L) v Bliog (Lo o L) + Bl (Ly 0 L) | +

(- ,
S kBl (Lo L) Bessy(Lap. L) + Blisy (L, L),

Be(Lops L) + Bl (Lo Ly, Bes (Lo L)) (L 1) LW

ol

E 71
Kosiym = )‘Z[BEIBm(LZP’Llp)[Bz]ZkJ(IQP’Lip) + V-Blzzéf(lﬂp’l“lp)] +

p=1
Bess(Lyps L)V Blingy(Laps L) + Blooyy (L 1) +

(i-v)
kBl (Lo Liy).Bessy (Lo L) + Bligg (Lo L),

Be43m(Lgpe~L1p) + stzkf(sz» Llp)‘BQSSm([?,pELIP)}}‘IJ(LI’I’-’-) EWP

(3.144)

(3.145)

(3.146)



E &
Ksvigm = (1 Vz)'Z{Beilnz(['?_p=Lip)[BlBkj([QpﬂLlp) + V‘BZ231g‘(L?_pﬁLlp):i+
- =1

Bezim(lzpnsz)[V-Bllskj(lqp=sz) + B"zw(lfzp:Llp)] +

(i-v)

(3.147)
-E};—.[k.Blwg.(sz,Llp).Bemm(sz, L)+ Bl (Lyy, L),

B€4lm([’2p=Llp) + Bgﬁl‘g‘('[ﬂp’L]p)‘BeSIm(I’)_p?Iﬂp)]}'lJ(‘LESIQ) ’Wp

E mh
KS?Jg}.m = (I _ Vg)-z{Beum(L;:pssz)[Bllsfg(sz»Llp) + V‘BZE3@(L?,p>L|p)}+

p=l

BeZZm(LZ;ﬂLlp)[V‘BZIB»’g'([?,p=L§p) + B[Bkj(l"lp?‘[‘fp)} +

(1-v)

(3.148)
S KBl (12 L) Bess (L 1) + Bl (Lo, L),

Bean(Laps L)+ Blisy (Lo Iy, Besa (Lo L)L I(L,, L) |

E mh
Kasgym = (1 ~ Vg)-z{BewmuzpaLlp)[B!zskj(szaLip)+ V-Blzszg([o.psLlp)]+
P

=1

BeZ:Sm(l’)_p’i]p){v‘31131g'(£2p"[’]p) + Bl (Ly Llp)] +

(1-v)

(3.149)
""z'}c_~[k-stsxg(IQP>L1p)-Beasm(sz=L1p) + Bl (Lo Ly ).

Besn(Lop. L) + Blasy (L. 11,)- Bes, (L L) | (L, 1) |

3.4.1.7 - Determinacio da submatriz [K,_]

A submatriz [Kjy/ caracteriza o elemento hierdrquico, no que diz respeito ao refinamento
do elemento. Nessa submatriz, k € m sfio o grau do polinédmio utilizado no refinamento e ambos

valem 3.

Esta submatriz pode ser definida como a seguir:



(K= (1T [Benn)] (01 (B0 )} (0.1 -

Levando-se em conta a equacio (3.36), a expressdo anterior pode ser reescrita como:

1 v 0
v o1 0 0
(1-v)
0 0
0 0 5
(1-v)
0
0 0 4] K

2k

(1-v)

Beyy,

_Be

Be,y,

Bey,,

Be,,,,

3im

Bey,,

Slm

Beyy,

Beys,

Beyy;

Beys,

Beys,,
Beyy,
Be"f&m

3

Be,,

s

Be..

[22m

A equacdo anterior, uma vez resolvida, torna-se:

ou ainda:

E
Kivim = "(_1:/—2] _C Ll EI{BeHm(Be“k + vBezlk)+ Bezm(vBem + Bem)-w— .

(kBe,

Ki1om
[Kkm] =1 DB2tkm

LKB‘lkm

T

Kika

K?.Ekm

KSka

Beyy Besy

[Kkm}:E_Efl Beyy,  Beyy Beyp, Bey, Begy;
Bey, Bes;, |

. E .
(1-v")

AL L)) dLy -dL, ¢

(1-v)

2k

sum- B34 + Beyyy Beayy +B€51m-B€51k)] !J(Li,l,)_) E.dLl.sz.dQ’

(3.150)

(3.151)

(3.152)



(1-+) EL f [Beum(Bem‘ + VBezlk)+ Be?zm(VBBUA + Bevm) (1 -~ V).

2k

2m-Besyy + ey, Bey, + Besy,,. Bes,, )| (L. L,) | dL,.dL, a2

J;L_[ [Bebm Benk + VBegu)-E- Be%m(VBe“k . Bealk) (1~ V).

yil
wm«iw)», _E _[: El[BeHm(Bemk + VBezzk)-P Bezm(w?em + Bezzk)"*"

2k

e B3y + Beg,, Begy + Bessm-Bem)} iJ(L;Lz) rdLy.dL,.d¢

(1-v)

- Besgy + Beyy,,. Besy, + Bes,,, Begy, )| | (1. 1,) L dL, dL, .dz

L L f [Beum Bem 4+ vBeyy ) + Beazm(vBem + Bem{) (

1-v)
2k

(kBesyy- By + Begy,,. Beyy, + Besy, . Beoy, ) (L. 1,) Ldr,.dr,.ac

' 'E 'E L[Be]}m(}%m + VBeyy )+ Beys,,(1Beyy + Beyy, ) + (- V).

2k

(kBess,y- Besyy + Beys,,. Beyy, + Bess,. Besy, )| |( Ly, L,) | dL,.dL, ¢

(kBesy,y. Beysy + Beyy,,. Begs, + Bes,

Kz = (1
(k833
Ky = (1"'“""
(kBess
Kflikm = (1
(k883
Koo = (E—
E
Kosiom = (‘;_‘;;T"
KS]km = m
K = “(““I"WW""

(kBess,,

: ’) E E E{Benm(Bem + VBeysy )+ Bey, (vVBeys, + Beyy, ) + (—l:wf)

2k

wBess )| 1L, 1,) LdL, L.z

Bessy + Beyy . Begy, + Bes,,.

o
W8]
(U]

_G_L _[ [Belzm Bem + VB@ZQ,{) + Bezzm(vBem + Beggk) G — V).

2k

Beg, )| | /(1. 1,) |LdL,.dL,.d¢

2k

(3.154)

(3.156)

(3.157)

(3.158)

(3.159)

(3.160)



a-v

E
Kisim = '(“1__-:5“ _E E ,Ei:BeBm(Beiiik + VBezak) + Bezsm(VBelsk + Bezsk) + 3k

(kBeﬁ .Besy, + Beys,,. Beys, + Bes,,, Begy, HJ L. L, ) ) dL,.dL,.d<

(3.161)

Admitindo-se novamente a integracio analitica na direcfio { e a integraco numérica para

as coordenadas de area L, e L,, sendo mh o ntmero total de pontos de integragdo, as equagdes

anteriores resultam em:

E mih
K = 2)2 {Benm(szaLlp)[Bel1;;(]—2;:»]4}9) + V-Bezlk(szasz)] +

p=l

BeZlm(L?.p>Llp)[V'BelEk(L’_prL]p)+BeZlk([’.’_p-‘LEp)]+
1-
( 2k ) [k Be JIA(IQPBLEP) Be3]m(L7 Llp)+Be4lk(L2p Lip)

Beqin(Lap: Lnp) + Besy(Lypo Lip)- Besin( Ly 0 L) P [J(fq L) WP

E mh
Kiziw = (1 ~ Vz)'z}{Beum(l?,p-“[‘lp){Ber(lQP’Llp) + ""Bez1k(lapaﬂzp)]+
p:

Beysy (Lo L)\ v-Beyy (L L) + Besy (Lo L)) +
(1-v)

2k
Be&i—Em(L'ZpﬂLlp) + BeSik(L2p= Llp)-Beszm(szs Llp):l}'EJ(LD'LZ) {WP

[k Besy (Lo, L) Besy o Lo L) + Beayy (Lo Loy,

E mh
Kispm = (1_ Vz)‘Zl{Belfam(‘[’lp’Lip)[Beﬂk(LZpﬂLlp)+ V‘BeZlk(LZP’L!p)]+
-

Bez3m(L2p7Lip)[V'Bellk(lflp=Lip) + BeZlk(Lprllp)] +

( 2;) [k Besyy (L L) Besyn( Ly o L) + Begyy (L, Ly )

Begsn(LyyLip) + Bem(lwqu>.3e53m<ff_;p,L;g]}.éJ(Ll,Lz) Wy

(3.162)

(3.164)



E sh
Kotem = “(“i"”’:“’"”;ﬁ’j-z{Benm(lap»sz)[Beizk(lqpsllp)+ V-Bezzk(lfzpalip)]‘*“

p=1

Belim(l’lp’ Llp)[V‘BEIZk(Lvailp) + Be?lk(l’lp?[‘lp)] +

a-v
2k

Beyi(Lays L)+ Besyy (Ly . Ly, ). Bes (L Ly )]} (L, 1) |

(3.165)
kBen (1. 1,,). Bey (L. 1,,) + Bewy (L, L),

E mh
T2 By Loy 1) Bepse (Lo L) 4 v. By (L, Ly, +

p=l

Beyan(Lop L) v-Ber (Loys Lyy) + Beny (L, 1)+

1—
( 2kv)_[k-B€32k(L7,p:Llp) Be«z,n(sz Llp)-l- Be42k([,}p,[4p)

(3.166)

Bepn( Loy L)+ Besy (L. Ly,). Beg (L L) || I 1) |

(1 __EVZ) 'mzl{Bel_?m(LQp’Llp)[‘BeIQk(lQp?Llp) + V-Bezzk(lgpaL;p)} +
p=

23km

BeZBm('lQprLlp)[V‘BEIZk(I’ZP=LIp) + B€22k(L2p"Llp)] +

1__
(Zk V) [k Bey, (L. Ly,)- Bess,, (1, ,, L p) T Begy (Ly,, Ly ).

(3.167)
Begsu(Lays L)+ Besyy (L L) Bessy (Lo L) || (L. 1) |7
E mh
KSMm = M'g{Bellm(LZprLlp)[BeBk([Qp:L]p)+ V'Be23k('[‘2p=‘[‘§p)}+
Beyn( Ly L) v Beysy (Lo 1y,) = Beysy (L, 1) +
(1-v
_ik_'[k'BeSSk(LZp?Llp)'Bef’u]m(‘Llp!Lip)+Be43k(L2p’Llp)‘

Beg (Lo L)+ Besyy (L. L) Besy( Ly L2 1) | 9
|

(3.16%)



E ik
32km T (1 _ Vg)'ple{Bel?_m(L'Zp’Llp)[Be!Bk(LZpﬂLip) + V'Be23k(%p?[’1p)] +

Ber( Ly L)\ V- ey (Lo, L) + Bersy( Ly, 1)+

() (3.169)
-
2k '[k-Beszk(Iap»Lip)-Benm(qu»Llp) + Beyy (L, Lo y)

Be42m(12p’]‘ip) + BeiSk([’Zp9Lip)'BeSZm(L?,p5L§p>]}'%J(LE=LZ) I-WP

E mhj
Kiyp = (1 - Vg)-Z:l (Bewm(lﬂpjl‘lp){BeBk(I‘prLip) + V‘Bez3k(l’2p’LEp)]+

p=
Beysy(Loys Ly V- Bery (Lo L) + Bey Ly 1)) + G170)

(i-v)
Y '[k"Be33k([QpJLlp)'BQBBm(l’ZpaLlp) + Bey (Lyps Ly )

Beys(Lay 1) + Besse(Lap 1) Bessy (L, I | (L 1) L7

3.4.1.8 - Determinacio da submatriz [K, ]

A submatriz [Kjj] caracteriza a junc@o entre a parte do elemento hierdrquico, relativa ao
refinamento do elemento e o elemento isoparamétrico. Nessa submatriz, k refere-se ao grau da
expansdo utilizada no refinamento, o qual vale 3 e / refere-se ao no, que variade 1 a 6.

Esta submatriz pode ser definida como a seguir:

(K]= [T (et )] (DT80 L) bty -d =[] a7

sendo que a submatriz /Kjy,/ ja foi obtida anteriormente no item 3.4.1.5.



3.4.1.9 - Determinacio da submatriz [K, ]

A submatriz [K mp] caracteriza a juncdo entre a parte do elemento hierdarquico, relativa ao
refinamento do elemento e a parte desse mesmo elemento, correspondente ao refinamento de seus
lados. Nessa submatriz, £ e m referem-se ao grau da expansio utilizada no refinamento, o qual
vale 3. Da mesma forma, j refere-se ao lado do elemento, variando de 1 a 3.

Esta submatriz pode ser definida como a seguir:

Ko = DL [Be )] 10V (B )] (L. 1) -, -, - = %] Gim)

sendo que a submatriz [K;g; m/ ja foi obtida anteriormente no item 3.4.1.6.



3.4.2 - Determinacdo do vetor de carga do elemento

Anteriormente, no item 2.4.4, determinou-se o vetor de carga somente associado ao
elemento isoparamétrico. Agora, considerar-se-a para a resolugio desse vetor o refinamento do

elemento, admitindo-se para esse fim as funcdes de forma hierarquicas M, (L,,L,) e M(L,L,).

3.42.1 - Determinacio dc vetor de carga correspondente as cargas

distribuidas nas faces externas do elemento: { f qe}

i

Conforme o item 2.4.4, no qual {fq"’}: L[N]T.{q}.a’A e dd=

AL L) - dL, - dLy

considerando-se a carga distribuida na superficie média do elemento, onde £ = 0, assim como as

fungdes de forma hierarquicas M (L, L)) e M (L,L,), pode-se reescrever a equacdo (2.263) da

seguinte forma:



THE EE :M31({;,Lz):f ,HN;(L],Lz)]...[N;(L],Lz)]...[]\fs(Li,Lz)]]. {‘*’_’} JR(L,, L)) dL,.dr,

(3.173)
ou seja:

7

{f;} = {{fgl}'“{f%}---{fgé}{fQ31}"'{kaj}---{fQBS}{ka}} (3.174)

a qual representa o vetor de carga correspondente a acio da carga distribuida sobre a superficie

media do elemento.

3.4.2.1.1 - Determinacio da submatriz: {fqi}

A submatriz { fq,-} esta relacionada ao né i, o qual varia de 1 a 6 , sendo que a mesma

caracteriza © vetor de carga associado ao elemento isoparamétrico. Essa submatriz jé foi



3.4.2.1.2 - Determinagio da submatriz: | /7, |

A submatriz { Jaq ;g} caracteriza o vetor de carga associado ao elemento hierdrquico, no que
se refere ao refinamento dos seus lados. Nessa submatriz, & estd relacionado ao grau da expansfio
utilizada no refinamento, o qual vale 3, assim como ; relaciona-se com os lados do elemento,

variando de 1 a 3.

A submatriz em questdo pode ser determinada como a seguir:

r 6
fq,:\, ££ MAJ(L“L? ] 2 ANHULL L)) g B(L. L) dL, -dL, (3.175)

=1

ou, levando-se em conta as expressdes (3.12), (2.254) e (2.255):

My(L;.Ly) 0 0 o [N 0 0 0 0]
g} = E_E 0 MyL.Ly) 0 Slown, 0 0ol
0 0 ML, Ly TL0 0N, 00
Ty (3.176)
4y
I |
ay (L. 1)) -dr, - dr,
0
04

Resolvendo-se a equagdo anterior, chega-se a:

/i
{quj} =1/ (3.177)
fs
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onde:

o
S = EEM@'(L!’LQ)'!ZNI‘%'J’s(LlJa)”'dL] -dl, (3.178)
=]
6 5
fr= EEM@'(LI’Q)‘ENW%;‘Hf’s(iniz)if'dil‘sz (3.179)
6 i i
fi= £ _E M@.(LI,L?_).ZN! g, rl%(ﬂle)LdLi dL, (3.180)
=]

Utilizando-se a infegracdio numérica em relacdo as coordenadas de area L, e L,, com hm

sendo o numero total de pontos de integracio,.as equagdes anteriores podem ser reescritas como:

him 6 !
ﬁ=ZM;\j(Iqst)-;Nz-qxﬂ W, (.181)
p=] P

B

;%(LIP’L’-P) “

A 6
- - .
1> =Z;1Mkj(LlaL2)'§]\"1'qyz' FB(LIpslzp) !-E‘Wp (3.182)
p= = ,

I
ﬂwZM;g(L L,)- ZM g !2 , (3.183)

e, )

3.4.2.1.3 - Determinacio da submatriz: { fq k}

A submatriz { qu} caracteriza o vetor de carga associado ao elemento hierdrquico, no que

se refere ao refinamento do elemento. Nessa submatriz, k esta relacionado ao grau da expansio

utilizada no refinamento, o qual vale 3.
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Essa submatriz pode ser determinada como a seguir:

6
(el = [ (ML, ] S INAL L] {5 (L L) -d (3.184)
I=1

ou, levando-se em conta as expressdes (3.13), (2.254) e (2.255):

ML, L) 0 0 T .~ 00 00
{fgk}mEE 0 M, (L,.L,) 0 S0 N, 0O 0 0}
0 0 M (L.Ly)| "0 0N, 00
T (3.185)
' !
a9, 051 L) -dLy - dL,
0
0
Resolvendo-se a equagfio anterior, chega-se a:
h
et =1/ (3.186)
f3
onde:
6 :
fi=[ DM 1) YN g (L, 1) [ary -, (3.187)
=1
)
fz:_EEIMk(L]’LE)Z‘N[q}IH%(Liilﬂ) “dleLz (3188)
I=1
6
fi= [ LMt 2N g i ) |ty (3.189)



Procedendo-se, agora, com a integracdo numérica em relacdo as coordenadas de area L,e
L,, com hm sendo o nimero total de pontos de integracdo, as equacdes anteriores podem ser

reescritas como:

him 6 éi_’ i

/i zszk(leLz)';Nz'qxf‘Fi”a(szasz) H-?)"Wp (3.190)
o= = e
i g i I 1

fa= ;Mk@l,ﬁz)-;m-qﬂ-[fa(ﬂwffzp) PR (3.191)
At 6 |

S5 szk(Lan)-!Zquz;- %(L1p=lgp) ”-;-Wp (3.192)
7= =1 “

3.4.2.2 - Determinacéo do vetor de carga correspondente 3 acio das forcas de

corpo no elemento : { f;}

Admitindo-se como componentes da forca de corpo b: b, by e b, de acordo com o sisterna

de referéncia global ¢ empregando-se as expressdes das funcdes de forma hierdrquicas M (L,,L,)
e M(L,L,). pode-se reescrever a equacdo (2.276) para o elemento do tipo hierdarquico como se

segue:



(ML .0

[N, 5,0

x

=117 [Mm({l,Lz)f 1

[AF6(LDIQ»‘:)]T h 3
[ y%-|J(L§,L2) \dL,.dL,.d¢ (3.193)
|

[Mss(Lan)]T
ILAUNA

Resolvendo-se a equagio anterior, encontra-se o vetor de carga do elemento referente a

acdo das forgas de corpo:

=1 1) (3.194)
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3.4.2.2.1 - Determinagio de { /7, }:

A submatriz { jb,-} refere-se a0 no i, o qual varia de 1 a 6. A referida submatriz caracteriza

o vetor de carga associado ao elemento isoparamétrico. tendo sido determinada antertormente

através do item 2.4.4.2.1.
3.4.2.2.2 - Determinagio de { b |-

Esta submatriz esta relacionada com o grau k do polinémio empregado na expansio, o qual
vale 3, e lado j do elemento, sendo que esse varia de 1 a 3. A mesma caracteriza o vetor de carga

associado ao elemento hierdrquico, no que se refere ao refinamento de seus lados. Portanto:

bx
{fbkj} = ML[M@(%L:)}T' b, MW(Ly. 1) | dL,.dL,.d¢ (3.195)

-

Utilizando-se a expressio (3.12), encontra-se:

My(L;.Lyy 0 0 , 1
0 M, (L,,L,) 0 o
teut= 111 S P,
d 1 0 0 *Mkj(LlaLz) ) (3.196)
WLy, L,) | dL, d, dg
Efetuando-se a equacdo anterior chega-se a:
/i
{fb;g-}= S (3.197)
7



onde:

A= LT b (L. 1) L, Ly .dc (3.198)
fo= LI T My, (2 1,) Ly dLy dg (3.199)
fi= LT Mybos(1.1) | dL dL, g (3.200)

Utilizando-se a expressio (2.228), pode-se, agora, efetuar a integracdo analitica na direco
C, assim como a integragfo numeérica em relagéo as coordenadas de area Ly e L,. Sendo /m o

nimero total de pontos de integracéo, reescreve-se as equacdes anteriormente dadas da seguinte

forma:

hm

fi=2 My b, J(Llp,],zp) W, (3.201)
p=1
hm E A

fo=2 My b, -gJ(Llp,sz) W, (3.202)
p=1 ‘
i l

fS:ZM;g.'b__-\J(LIP,sz)g-WP (3.203)
p=l f
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3.4.2.2.3 - Determinacio de { ﬂ?k} :

Esta submatriz esta relacionada com o grau 4 do polindmio empregado na expansio, o qual

vale 3. A mesma caracteriza o vetor de carga associado ao elemento hierdrquico, no que se refere

ao refinamento do elemento. Portanto:

)= P L0 [t ) (e )ty i

Utilizando-se a expressdo (3.13), encontra-se:

M (L,Ly) 0 0 b}

0 M (L,,L,) 0 x

(md=[[L 0 o MLy, Ly) | (5
b

W(2,.1,) LdL, dL, d¢

Efetuando-se a equacio anterior chega-se a:

onde:

JL,.1,) .dL dL,.d¢

fi= -CEE:Mk'bx’

fo= Mf‘ Myb, (L. 1,) LdL,.dL,.d¢
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(3.204)

(3.205)

(3.206)

(3.207)

(3.208)



fi= _E £ [1 My J(L, L) dLydLy . dg (3.209)

Da mesma forma realizada anteriormente, pode-se, agora, efetuar a integracdo analitica na
dire¢dio £ , assim como a integra¢do numérica em relagio as coordenadas de area L; e L,. Sendo

hm o namero total de pontos de integracdo, reescreve-se as equacdes (3.207) a (3.209), da

seguinte forma:

hin |
fi= 2 Mebo WL, ), (3.210)

p=l !

hm |
fi= M, b, - J(LIP,IQP) W, (3.211)
b=l

i
i
pl P

hm
f3:2Mk-b_,_-IJ(Lip,L, )5-W (3.212)
p=1 :

148



Capitulo 4

DETERMINACAO DAS PROPRIEDADES
CARACTERISTICAS DO SISTEMA

4.1 - INTRODUCAO:

Tendo-se obtido as equagdes para todos os elementos de uma forma individual, é preciso,
agora, reuni-las de forma que o equilibrio se verifique por todo o sistema.

Observando-se que as condigBes de equilibrio j& foram impostas para o elemento, quando
da consideragdo do Principio dos Trabalhos Virtuais, necessita-se, portanto, estabelecer a
condi¢do de equilibrio para todos os nds do sistema discretizado, de forma a alcangar-se a solugdo
completa do conjunto.

Lembrando-se que:
] -{ab = {7}

e considerando-se determinados a matriz de rigidez /K°J e o vetor de carga {f°}, para cada
elemento que faz parte do conjunto, resta desse modo, unir essas equacdes algébricas de forma
que as condi¢des de equilibrio para cada né do sistema discretizado sejam levadas em conta.

Se as condigdes de equilibrio de um tipico né i, sfo estabelecidas, cada componente do
vetor de cargas {fif, tem que ser igualada & soma das componentes de forca que contribuem para

os elementos do conjunto e que se encontram neste nd. Sendo assim, e considerando-se todas as
componentes, tem-se:

{f;}:g{m @)

para a qual m € o nimero total de elementos que comp&em o sistemna.
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Observando-se que { ff} ¢é o vetor de carga correspondente ao elemento isoparamétrico,
verifica-se a necessidade de proceder da mesma forma para o elemento hierarquico, em relag@o as

componentes de 3 /51 ¢ { /¢, 08 quais foram determinados pelo item 3.4.2. Portanto:
p ki q p

{f@-} = i{fé} (4.2)

e=1

(7} =21 @

Sendo assim, pode-se escrever para cada elemento e do sistema:

{reh=1&:l- {e 1}{5 }[ o1 {an 1Ko Han b A k5 | fan }+[Be] 7 ) (4.4)

+.. +[

{f;g} [K;g; { }”*“ +[K;g,n} {a} [Kzz',al]'{asl}”*‘”-”‘”[Ki;,az]'{aaz}*”[ff;,i]‘{ﬁl}

{ }1 (4.5)

{f,f} = [Kj;’l] - {a1}+...+[K§n]-{an} + [K,im]-{aﬁ }+,..+[K§’3I} : {ay} —1—{1?,51] : {51}
+...+{f,f,,,] . {&""m}

(4.6)

nas equacgdes acima, tem-se que:

s n = namero total de nds do sistema;
e | = nimero total de lados do sistema;

. {al} ) ..,{an} = deslocamentos nodais correspondentes aos nés do sistema;
. {a31},...,{a3,}= pardmetros hierdrquicos correspondentes ao refinamento dos lados do
sistema;

. {a‘l},...,{ﬁm} = parimetros hierdrquicos correspondentes ao refinamento dos elementos do
sistemna;

[ Kfi], ) ,[K:;’,] = submatrizes relacionadas ao elemento isoparamétrico;
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[ fﬁ],...,[}’(fy]“—" submatrizes que caracterizam o acoplamento entre o elemento

isoparameétrico ¢ a parte do elemento hierdrquico em relagfio ao refinamento dos lados do
sistema,

[Kﬂ,,[ﬁfn]x submatrizes que caracterizam o acoplamento entre o elemento

isoparamétrico € a parte do elemento hierdrquico relacionada com o refinamento dos
elementos do conjunto;

Ky 1],, . .,[K gn] = submatrizes que caracterizam o acoplamento entre a parte do elemento
hierdrquico correspondente ao refinamento dos lados do sistema e o elemento isoparamétrico;
K 31},. . ,[Kg-,gl] = submatrizes correspondentes ao elemento hierdrquico no que se refere ao

refinamento dos lados do sistema;

K“,j,l],{ff ,;m] = submatrizes que caracterizam o acoplamento entre a parte do elemento

hierdrquico correspondente ao refinamento dos lados do sistema e a parte do elemento
hierarquico no que se refere ao refinamento dos elementos do sistemas

[ffl][ffn] = submatrizes que caracterizam o acoplamento entre a parte do elemento
hierdrquico relacionada com o refinamento dos elementos do sistema e o elemento
isoparamétrico;

[K_f 31],...,{17{“;’31]: submatrizes que caracterizam o acoplamento entre parte do elemento

hierdrquico relacionada com o refinamento dos elementos do sistema e aquela concemente ao
refinamento dos lados do sistema;

{ f(mﬁl],[f{—;,} = submatrizes correspondentes ao elemento hierdrquico no que se refere ao
refinamento dos elementos do sistema.

4.2 - Determinaciio da matriz de rigidez global e do vetor de

carga global do sistema

O vetor de carga global pode ser encontrado através da substitui¢io das equacgdes (4.4),

(4.5) e (4.6), respectivamente nas equacdes (4.1), (4.2) e (4.3), como segue:

g{fﬁ}ﬂg[m])-{a1}+...+(§[f<;]).{a,,}+(82:[ f,g}])-{a31}+...+(§[f({3‘,}).{gy}
+(§:} [ffﬁ])-{aa}+~l+(§:[m)-{am}
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Y {7t = SR D{a)r +QEe ] o} + SRew]-lan a3 Ko ] an)

ea=1 e=] e=} e=1 e=1
+ QO [EaD @k~ Q&) {a,)
e=1 e=]

4.7

As equages descritas anteriormente sio as equacdes de equilibrio do sistema, as quais
podem ser abreviadas da seguinte forma, conforme Desai [1]:

[K){a} ={r} (4.8)
Sendo assim, encontra-se como segue:

o a matriz de rigidez global do sistema, K]

(K] = i{f;?] (4.9)

ex}

o o vetor de carga global do sistema, { ! } :

{rt= g{f} (4.10)

As equagdes (4.9) e (4.10) ainda podem ser dadas da seguinte forma:
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DAEAS WA

S [ 2]

o lksl X (ks 2’;’1[&?31] :

exl [K: 3 } [

Zl[Kfsl]E:Ll[Klesl] qu[m ] ) .g-;[
2:1 1[K=e31} 2?1[ 831’] Zzil{mn]” :II[K—;*]
a8 Z"iiK‘f]

PURECHIEDMHLEH Z’".JKsm] Zz"wl[Ki ] [Km] 2K
o Snle) Bole] Shlsid Bl i::[” b3
S lkb-Sole] Solkd-Enla] SR} TR
LG RELR] B[R R R Efl[k‘ }_ "R
SofRb AR SoRe) SHR) SRSk
St TR Sl SR S-SR
(4.11)
o =[Sk 800 306 Sl 816 344 $lak-

Da mesma forma, o vetor relacionado com os deslocamentos nodais e pardmetros

hierdrquicos do sistema, {a}, pode ser definido como:
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{a} = [{al}'“{az}”'{an} {asl}“'{%}'“{a31} {51 }'“{Ek }{Em}} ! (4.13)

O meétodo desenvolvido e apresentado pelas equagdes (4.11), (4.12) e (4.13) é muito
conveniente, porque tao logo um coeficiente para um dado elemento seja achado, o mesmo pode
ser imediatamente colocado no local apropriado para a resolucgio computacional do sistema. Com
este proposito, define-se um esquema de numeragfio que identifique todos os nés, lados e

elementos que compdem o corpo a ser analisado. Através dessa representacdo, determina-se a
conectividade da malha de elementos.

4.3 - Resoluciao do sistema estrutural

4.3.1 - Determinacdio do sistema de equacées lineares

4.3.1.1 - Sistema isoparamétrico

Para a resolugio do sistema estrutural, é necessério que o sistema de equagles lineares,
definido pela expressdo 4.8, seja solucionado para os deslocamentos, ou seja, deve-se obter o
vetor de deslocamentos {faf. A principio, com este propésito, resolve-se o sistema isoparameétrico;

(Kol {810} = {F00} (4.14)

Na equacio anterior, {aﬂo} € constituido somente de seus deslocamentos nodais

(rotagBes e translacdes), sem consideragiio dos parimetros hierdrquicos. Da mesma forma, a
matriz de rigidez e o vetor de carga ndo possuem formulagio hierarquica.

Portanto:

AR i3

[K.]=] : (4.15)

< I Yl <N
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i
{fol=1 ¢ 4.16)

PRI

{a}}
{amt=1 (4.17)

{a.}

sendo que # é o nimero total de varidveis isoparamétricas (deslocamentos nodais).

4.3.1.2 - Sistema hierarquico

Resolvendo-se o sistema isoparamétrico e tendo este nfio apresentado a solugdio de forma
satisfatéria, pode-se fazer, a seguir, a primeira reandlise do sistema, através do refinamento dos
seus lados, com a introducdio da formulagdo hierdrquica dada no capitulo 3. Sendo assim, 0
primeiro refinamento da solugdo € introduzido com as fungdes de forma hierarquicas do terceiro
grau.

[Kiso] [Kiso,hierl] {aiso} B {fiso}

. = 4.18)
[Khieri,iso ] [Khz‘erl ] {ahierl } {fhifffl }

nessa cxpressio, como a aproximagio ¢ refinada, as matrizes obtidas pela andlise antenior
([ Km] , { f,.m} ) reocorrem e ndo precisam ser recomputadas.

Considerando-se que mj é 0 numero total de pardmetros hierdrquicos introduzidos na
primeira reandlise do sistema, tem-se que:

[Kmkim] ¢ uma matriz (n x #;), responsavel pelo acoplamento entre o sistena isoparamétrico
e hierdrquico que ocorre nesse primeiro refinamento;

. [ K kim] é uma matriz (n; x 1), correspondente 2o sistema hierdrquico;
. { £ hml} éo vetor de carga (n; x 1) associado ao sistema hierarquico;

. {ahmrl} ¢ o vetor (n; x 1) constituido pelas varidveis hierdrquicas.

Desejando-se nova reandlise, a mesma pode ser obtida através das funges de forma de
terceiro grau do tipo bolha:
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{Kisa ] [Kiso,kz'erl ] [Kiso,hz‘erz ] {aiso } {fiso }
[Khieri,iso ] [ Kiiert ] [Khz‘erl,hierz } . {akierl } = {f hierl } (4.19)
[Khierz,isa ] {KhierZ,hierl ] [Khierz ] {ahfé?‘?- } {fhierz }

onde [Kfm] , [ kam]’ [Kmmﬂ], { fm} e { fhm} foram obtidos pelas analises anteriores.

Se nz € o nimero total de pardmerros hierdrquicos introduzidos na segunda reanélise do
sistema, tem-se que:

. [ Koo, hr‘erZ] € uma matriz (# x 1y, responsével pelo acoplamento entre o sistema isoparamétrico
e hierdrquico que ocorre nesse refinamento;

. [Khie,,z] € uma matriz (n; x n;), correspondente ao sistema hierdrquico;
. { fhzerz} € o vetor de carga (n; x 1) associado ao sistema hierarquico;

. {ahier.?} € o vetor (n; x ]) constiufdo pelas varidveis hierdrquicas.

Observa-se pelo exposto, que para cada reandlise, é sornente necessario calcular as
submatrizes relacionadas as novas varidveis hierdrquicas introduzidas, reaproveitando-se, dessa
forma, todo o calculo computacional ja efetuado e portanto, um ganho computacional
considerdvel.

4.3.2 - Resolugao do sistema de equacées lineares

Uma vez tendo-se determinado o sistema de equagdes lineares dado por [K].{a} = {7 }

equacdo 4.8, as mesmas s6 poderdo ser resolvidas apés terem acrescentadas as condicdes de
contorno, as quais modificam o sisterna de equacdes lineares inicialmente definido. As condic¢des
de contorno sdo as restrigdes impostas & estrutura e que equilibram o carregamento. Sem elas, a
matriz [K] seria singular, conforme Desai [1]. Uma maneira de se impor essas restricdes € a de
transformar a linha e coluna de [K] correspondente aquela condiciio nula, com excessio da
posigéo diagonal, a qual recebe o valor 1.

Da mesma forma, o valor desejado para o deslocamento em questfio € inserido no vetor de

carga, sendo que este pode ser zero, no caso de apoio, ou diferente de zero, para o caso de
recalque diferencial de fundagdo, como um exemplo, segundo Desai [1].

Posteriormente a introducio das condigSes de contorno, procede-se com a resolucio do
sistema de equagdes resultante. Com tal objetivo, utilizou-se o algoritimo de Cholesky, conforme
Caputo [33], o qual consiste na seguinte decomposicao:
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(K] = [ Lo} | T 4.20)

onde [LI-SO] ¢ uma matriz auxiliar do tipo triangular inferior dada por:

L, O 0 0 0
Ly Ly 0 0 0
[Liso]z Iii liz e Ly 00 0 (4.21)
lﬂ ZJZ Zﬂ if 0
_lni lnz lm’ lnj lnn

1 4, hy 1y by
0 1 Iy by Lan
[Z.]=]0 0 - 1 ¢ - 4, (4.22)
0 1 ,
0 0 0 0 1]

ku klz klj kln

kll kzz ij k2n
Kis _ 4.23)
[ 0] kjl ka k_g‘ kjn

_knl knz ’ krzj knn_

na qual n refere-se a0 nlimero de deslocamentos nodais.
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Considerando-se que:

{fuod =111t (4.24)

e que:

o} =14, (4.25)

n

ou seja, o vetor de carga global apés a introdugdo das condicdes de contorno e o vetor de
deslocamentos nodais final; pode-se escrever que:

o} (4.26)

[‘Liso]'{ Tgso]'{aiso} = {

Definindo-se l; como sendo os coeficientes da matriz triangular inferior {L,-m] € ty como

0s da matriz triangular superior {'I}so] , 0s mesmos podem ser dados por:

t,=1 (i=1,...,n) (4.27)
I, =k, (i=1,...,n) 4.28)
{i-1) ]
j>1
Zf;f - kl]' - mZ:llim Lo {J < (4.29)
ky; j>i
I, = 4
Yk, {j= (+Dan 0
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Tem-se ainda que:

[I;so]‘{aiso} = {Siso}

onde {Siso} ¢ uma matriz auxiliar, de componentes s;, as quais sdo definidas como:

=1}
fz’ - 2 Zz‘m‘Sm
el

f“—i————

1f

O esquema dado pela equaciio 4.32, pode ser reescrito da seguinte forma:

fio fy 1y L
0 1 Iy Iy Ton
i tin
0 1 »
0 0 0 0 1
onde, sei=n:
an = Sn

n
a; = §; — zz‘fm.am

m={i+1)

j7i

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

Portanto, a partir das expressdes (4.35) e (4.36), encontram-se os deslocamentos nodais

procurados.
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4.3.3 - Reandlise do sistema de equacées lineares

Na reandlise utilizada para o refinamento do sistema isoparaméirico anteriormente
descrito, com a introducdo das novas varidveis hierdrquicas de quantidade definida como n;, é
necessario somente calcular os novos termos /; e #;, os quais estio relacionados com essas
variaveis hierarquicas adicionais. Sendo assim:

=1 {i=(n+]). . (ntny) } (4.37)
[y =ky {i=(m+]), . (ntny } (4.38)
(i1} ;
J>L..(n+n)
L=k, — > -1 .
v mz=1 im Iy {i ={n+1),..,(n+n) 39
k..
h, = -]éii {i=m+1,...(n+n) (4.40)
0 ety =2, {n+n)-1
m=1 4 J=m+h,..(n+n)
(=1}
f;’ - lemsm
5, = 2L i=(n+1),....(n+n) (4.42)

it

Observa-se pelas equagdes dadas anteriormente que todos os coeficientes i .t e s
calculados na andlise anterior, permanecem inalterados e sio reaproveitados.

As préximas reanalises, se assim desejadas, podem ser feitas utilizando-se as mesmas
expressdes (4.37) a (4.42). De uma maneira geral, para a i-ésima reanilise, com as novas B;
varidveis hierdrquicas introduzidas, pode-se reescrever:

t;, =1 {i=[(ntry+. A )+1], . (ntng+. +neg+n) 3 (4.43)

Iy =k {i=[nvnp+. n)+1], Lty b (4.44)
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(i-D ]
J> L., (m+m+n_+n)
L=k - Y1 -f 4.4
v mz=§ " {i ={(n+m+n_p)+1,...(n+at.tn_ ) (449
k. .

hy = é {j =[(n+m+n_ )+l .(n+nt. g +n) (446
- X “(JZ_D lxml‘mj J > ls--'s(n+n} +ni-—§ +ni) (4 47‘)
A i=[n+n+n_)+1...(n+n+.tn_ +n) '

(i~D
f} - lmz S

5, = -———m;iw-——— {i=[(ntn+. +u)+1]. . (rng+o Fstn) b (448)

4.3.4 - Programa Computacional

Ap6és a definicBio da formulacio mostrada anteriormente, buscou-se a sua
implementacdo em linguagem de computagdo C™*, com a programacio baseada em objetos,
ou a OOP (Object - Orniented Programming). Em C*™ , esses objetos sdo chamados classes,
conforme a teoria dada em Swan [56].

Considerando-se a programagio convencional, os dados sdo passados de uma fungio para
outra fung¢o; na programacgio baseada em objetos, as classes encapsulam dados e funcdes, da
forma apresentada a seguir:

Programagao Convencional Programagio Baseada em Objetos

dados » funcio

"N

Figura 4.1 - Programacdo Convencional e Programagio Baseada em Objetos

Sendo assim, o programa foi desenvolvido de forma que um arquivo de projeto
manipulasse as classes de interesse.
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Os dados do sistema a ser analisado: coordenadas e incidéncias nodais, tipos ¢ valores de
carregamentos ¢ restrioes nodais foram passados para o programa através de arquivos - textos.

Um arquivo - fonte principal dirigiu esses dados, as propriedades do material e também o
tipo de andlise requerida (andlise do elemento isoparamétrico ou hierdrquico), para a classe
responsavel em:

Montar a matriz de rigidez global [K];

Montar o vetor de carga global {f};

Inserir as restrigbes de apoio;

Passar [K] e {f} para a classe encarregada da resolugio do sistema de equacbes lineares,

através do algoritimo de Cholesky. Os resultados obtidos dessa resolucio eram enviados para
um arquivo - texto.

O fluxograma do programa computacional é apresentado através das figuras 4.2 e 4.3.

ENTRADA DOS DADOS

- Coordenadas Nodais

- RestrigGes Nodais

- Incidéncias Nodais

- Tipos € Valores dos Carregamentos
- Propriedades do material

»‘

Formulacio isoparamétrica
7

Y

Formulacdo hierdrquica
Loop sobre elementos

Y

Montagem da matriz de rigidez
global [K]

Y

Montagem do vetor de carga
global {f}

Y

Solucdo do sistema e montagem|
do arquivo de resultados

Figura 4.2 - Fluxograma do programa computacional
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Formulacéo
isoparamétrica

Fungdes de Forma

Vetores e Versores

Y

Jacobiano [J]
Matriz [A]
Matriz [d]

Y

Matriz [B]
isoparamétrica

hJ

Matriz de rigidez
1soparamétrica do
elemento [K°]

Y

Vetor de carga
isoparamétrico do
elemento {f°}
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Formulacio
hierarquica

Funcdes de Forma
hierarquicas

Y

Matriz [B]
hierarquica

X

Matriz de rigidez
hierarquica do
elemento [K*]

Y

Vetor de carga
hierdrquico do
elemento {f°}

Figura 4.3 - Fluxograma da formulagio isoparamétrica e hierdrquica do programa computacional



Capitulo 5

EXEMPLOS DE APLICACAO E ANALISE DOS
RESULTADOS

5.1 - INTRODUCAO:

Os exemplos de aplicagio do elemento proposto, ou seja, elemento triangular hierdrquico
a partir do elemento isoparamétrico triangular quadrético, tém seus resultados apresentados nas
tabelas que se seguem, para vérias configuragbes de condi¢des de contorno e de carregamento.
Esses resultados referem-se a andlise estdtica de placas, sejam quadradas ou retangulares, assim
como para casca e vigas. Nos exemplos em questfio, variou-se a espessura das estruturas, no caso
das placas, conforme indicado em suas respectivas tabelas.

Considerando-se o objetivo deste trabalho, de refinar a solucdo obtida pelo elemento
isoparamétrico pela introdugio de polindmios de 3° ordem, optou-se pela escolha de malhas de
discretizagéo grosseiras, de tal forma que o refinamento hierdrquico pudesse ser observado.

Verificou-se, a principio, qual seria o nimero de pontos de integracio necessdrio para
obter-se um melhor desempenho por parte do elemento.

Sendo assim, ap0s tal verificacdo, optou-se por iniciar os exemplos com os elementos
isoparamétricos (p=2), com integrago consistente (3 pontos de integracio).

Observou-se que considerando o refinamento hierdrquico de 3° grau (p=3), o melhor
desempenho do elemento ocorria utilizando-se 3 pontos de integragio para o acoplamento
quadratico-cibico e 6 pontos de integra¢do para o acoplamento ciibico-ciibico.

Considerando-se a bolha de terceiro grau, utilizou-se 3 pontos para o acoplamento
quadratico-ciibico, 6 pontos de integragdo para o acoplamento ciibico-bolha de 3° grau e 6 pontos
de integracdo para o acoplamento bolha de 3° grau - bolha de 3° grau.

Resolveu-se primeiramente os exemplos para o elemento isoparamétrico (p=2) e, em
seguida, prosseguiu-se com o refinamento da soluglo obtida através da introducio dos
polindmios de terceiro grau (p=3), associados aos lados do elemento, assim como da bolha de
terceiro grau, associada ao elemento. Optou-se por refinar todos os lados e interior de cada
elemento.

O procedimento descrito, refere-se a todos os exemplos analisados, onde D é definido
como sendo a rigidez da placa dada por Timoshenko et al. [31]:
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E.f

T12(1-47) -1

Nesta expressdo, E € o médulo de elasticidade longitudinal do material da placa, v seu
coeficiente de Poisson e £, a espessura da placa.

Para placas moderadamente grossas, no caso de nfo se ter solugo analitica disponivel, os
resultados serdo comparados com aqueles encontrados utilizando-se o programa ANSYS - versdo
5.2 ( elemento STIF93).

5.2 - Placa submetida & acfio de uma carga uniformemente

distribuida e perpendicular ao seu plano

5.2.1 - Placa quadrada simplesmente apoiada em seus lados

No caso da placa quadrada, apresentam-se os resultados encontrados para ©
comportamerito da estrutura para diferentes relagdes { t/ a ), nas quais t se refere a espessura da
placa e a, ao seu lado.

As deflexdes w, no centro da placa, sdo apresentadas como resultado e normalizadas com

ga®

relac@o ao fator 'n - para o qual g € o valor da carga distribuida ¢ D € dado pela equagzo (5.1).

Posteriormente, estes resultados s3o comparados com aquele da Teoria de Elasticidade
Tridimensional, segundo Pagano [43].

Em fungfio da simetria geométrica e de carregamento, modelou-se apenas um quarto da
placa, utilizando-se, primeiramente, para verificar a convergéncia do elemento isoparamétrico
malhas de discretizacdo de 8, 12, 14 ¢ 16 elementos. Os resultados desta andlise de convergéncia
para a relagfo t/a = 0,010 sio apresentadas no grafico 5.1
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numero de elementos da malha

Grifico 5.1 - Curva de convergéncia do erro envolvido na anilise em fungio do refinamento da
malha para o elemento isoparamétrico

A tabela 5.1 mostra o refinamento hierdrquico obtido a partir do elemento isoparamétrico
com a malha de discretizagio de 12 elementos apresentada na figura 5.1

Figura 5.1 - Malha de discretizacio correspondente a um quarto da placa
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Tabela 5.1 - Placa quadrada simplesmente apoiada em seus lados e submetida ao carregamento
uniformemente distribuido. Deflexdo w., normalizada com relagdo ao fator
qa"/]), para diferentes relacbes ¢/ & .

Solucdo Elemento proposto
t Exata: p=2 p=3 bolha 3° grau
a o
[43] ¢ Erro o Erro o Erro

0,005 ]0,004060 | 0.003762| -7.3% |0.003773| -7.1% |0.003776 | -7.0%
0.010 | 0,004061 |0.003831 | -5.7% |0.003845 | -5.3% |0.003851 | -5.2%
0,050 | 0,004111 {0.004138 1.1% 10.004175 1.6% 10004183 | 1.7%
0,100 | 0,004263 |0.004547 | 6.7% |0.004575| 7.3% [0.004581 | 7.5%

a.q.at
W, = D

Observa-se através da tabela 5.1 que o elemento proposto, quando submetido ao
refinamento hierarquico (p=3 e bolha do 3° grau), apresenta uma redugdo na sua caracteristica de
rigidez nos casos de placas finas (#a < 0.050), como se pretendia inicialmente. Observa-se
também um bom comportamento para 0 caso de placas moderamente grossas (¢/a = 0.050).

5.2.2 - Placa retangular simplesmente apoiada em seus lados

Para a placa retangular, apresentam-se os resultados encontrados para o comportamento da
estrutura para diferentes relacdes ( t/ a ), nas quais t se refere & espessura da placa e a, ao seu

lado maior.

As deflexdes w, no centro da placa, sfo apresentadas como resultado ¢ normalizadas com
relacdo ao fator gb"/D, para o qual g é o valor da carga distribuida, D é dado pela equagdo (5.1) e
b o seu lado menor.

Posteriormente, estes resultados sio comparados com aqueles da Teoria Cldssica de
Kirchhoff, segundo Timoshenko et al. [31], para o caso de placas finas (¢/a < 0.050) e para placas
moderadamente grossas (¢/a > 0.050), com a solugio numérica apresentada pelo elemento STIF93
do programa ANSYS, utilizando-se a malha de discretizagfo, composta por elementos
quadrilaterais quadréticos, de 4x4 elementos. A comparagio com o modelo numérico, da-se em
virtude dos resultados analiticos ndo estarem disponiveis na literatura.

Em funcéio da simetria geométrica e de carregamento, modelou-se apenas um quarto da
placa, utilizando-se uma malha de discretizagio de 12 elementos, conforme mostra a figura 5.2.
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a
Figura 5.2 - Malha de discretizagio correspondente a um quarto da placa
Tabela 5.2 - Placa retangular simplesmente apoiada em seus lados e submetida ao

carregamento uniformemente distribuido. Deflexio w,, normalizada com relacéo
ao fator gb*/D, para diferentes relagdes #/ 4, sendo a o lado maior da placa.

Valores Elemento Proposto
z Comparativos p=2 p=3 bolha 3° grau
a o
o Erro o Erro o Erro
0,005 | 0.010130" | 0.009702 | -4.2% |0.009749| -3.8% | 0.000772 | -35%
0,010 | 0.010130") | 0.009884 | -2.4% |0.009913]| 2.1% | 0.009952 | -1.8%
0,050 | 0.010470% | 0.010759 | 2.8% |0.010805| 3.2% | 0.010833 | 3.5%
0,100 | 0.011451% | 0.012137 | 6.0% |0.012238] 6.9% | 0.012256 | 70%
(1) Solugdo analitica para placas finas (v =0.3 ; a/ b = 2) -Timoshenko et al. [31]
(2) Solugio numérica obtida a partir do programa ANSYS (elemento STIF 93)
_ a.q.b*

Wc = D

Verifica-se através da tabela 5.2, que o elemento proposto, quando submetido ao
refinamento hierarquico (p=3 e bolha do 3° grau), mostra uma reducéio na sua caracteristica de
rigidez nos casos de placas finas (#/a < 0.050), como se pretendia inicialmente. Para o caso de
placas moderamente grossas (e = 0.050), admitindo-se que o elemento STIF93 do programa
ANSYS aproxime de maneira adequada a solugiio do problema, observa-se que o elemento
proposto apresenta um bom desempenho.
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5.2.3 - Placa quadrada engastada em seus lados

Para essa placa, apresentam-se os resultados encontrados para o comportamento da
estrutura para diferentes relagdes ( t/ a ), nas quais t refere-se a espessura da placa e a a0 seu
lado.

As deflexdes w, no centro da placa, sdo apresentadas como resultado e normalizadas com

4
relacdo ao fator 4 - para o qual g € o valor da carga distribuida e D € dado pela equacéo (5.1).

Posteriormente, estes resultados siio comparados com aquele da Teoria Cléssica de
Kirchhoff, segundo Timoshenko et al. [31], para o caso de placas finas (v/a < 0.050) e, para placas
moderadamente grossas (¢/a > 0.050), com a solug@io numérica apresentada pelo elemento STIF93
do programa ANSYS, utilizando-se a malha de discretizagiio, composta por elementos
quadrilaterais quadréticos, de 6x6 elementos. A comparagio com o modelo numérico, dd-se em
virtude dos resultados analiticos ndo estarem disponiveis na literatura.

Em funcdo da simetria geomélrica € de carregamento, modelou-se apenas um quarto da
placa, utilizando-se uma malha de discretizagio de 32 elementos, conforme mostra a figura 5.3.

Figura 5.3 - Malha de discretizagio correspondente a um quarto da placa.
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Tabela 5.3 - Placa quadrada engastada em seus lados e submetida ao carregamento
uniformemente distribuido. Deflex3o w,, normalizada com relacio ao fator qa"/D,

para diferentes relacfes ¢/ a.

Valores Elemento Proposto
? | Comparativos p=2 p=3 bolha 3° grau
a o
o Erro o Erro o Erro
0,005 | 0.001260'" | 0.001061 | -15.8% |0.001070] -15.1% | 0.001083 | -14 0%
0,010 | 0.001260” | 0.001140 | 95% [0.001149| -8.8% |0.001158| -81%
0,050 | 0.001327) | 0.001311 | -1.2% |0.001313] -1.0% |0.001315]| -0.9%
0,100 | 0.001504® | 0.001501 | -0.2% |0.001502| -0.1% |0.001503] -0.1%
(1) Solugo analitica para placas finas (v = 0.3) - Timoshenko et al. [31]
(2) Solugdo numerica obtida a partir do programa ANSYS (elemento STIF 93)
a.q.a’

WC = D

A tbela 5.3 mostra que o elemento proposto, quando submetido ao refinamento
hierdrquico (p=3 e bolha do 3° grau), apresenta uma redugéio na sua caracteristica de rigidez nos
casos de placas finas (#a < 0.050), como se pretendia inicialmente. Considerando-se as placas
moderamente grossas (¢a = 0.050), admitindo-se que o elemento STIF93 do programa ANSYS
aproxime de maneira adequada a solugiio do problema, observa-se que o elemento proposto
apresenta um 6timo desempenho.

5.2.4 - Placa retangular engastada em seus lados

Para a placa retangular, apresentam-se os resultados encontrados para o comportamento da
estrutura para diferentes relagSes (t/ a ), nas quais t se refere 4 espessura da placa e a, a0 seu
lado maior.

As deflexdes w. no centro da placa, sdo apresentadas como resultado e normalizadas com
relacdo ao fator qb"/D, para o qual g € o valor da carga distribuida, D é dado pela equacdo (5.1) e
b o seu lado menor.

Posteriormente, estes resultados sZo comparados com aquele da Teoria Cléssica de
Kirchhotf, segundo Timoshenko et al. [31], para o caso de placas finas (va < 0. 050) e, para placas
moderadamente grossas (¢/a 2 0.050), com a solug@o numérica apresentada pelo elemento STIF93
do programa ANSYS, utilizando-se a malha de discretizagio, composta por elementos
quadrilaterais quadraticos, de 6x6 elementos. A comparacio com o modelo numérico, di-se em
virtude dos resultados analiticos nfo estarem disponiveis na literatura.

Em fun¢do da simetria geométrica e de carregamento, modelou-se apenas um quarto da
placa, utilizando-se uma malha de discretizagio de 32 elementos, conforme mostra a figura 5.4.
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Figura 5.4 - Malha de discretizagio correspondente a um quarto da placa.

Tabela 5.4 - Placa retangular engastada em seus lados e submetida ao carregamento
uniformemente distribuido. Deflex3o w,, normalizada com relagdo ao fator qb"/D,
para diferentes relacdes ¢/ a, sendo @ o lado maior da placa.

Valores Elemento Proposto
t | Comparativos p=2 p=3 bolha 3° grau
a o
o Erro o Erro o Erro

0,005 | 0.002540"" 10.002360 71% |0.002376| -6.5% |0.002392] -5.8%
0,010 | 0.002540" {0.002458 232% 10.002470| -2.7% |0.002481] -2.3%
0,050 | 0.002892” {0.002886 02% [0.002887| -0.2% |0.002890{ -0.1%
0,100 | 0.003947® 10.003947 0.0% 10.003947| 0.0% |0.003953| 0.1%
(1) Solugéo analitica para placas finas (v = 0.3 ; a/ b = 2) -Timoshenko [31]
(2) Solucfio numérica obtida a partir do programa ANSYS (elemento STIF 93)

_ a.q.b?
WC = D

Analisando-se a tabela 5.4, verifica-se que o elemento proposto, quando submetido ao
refinamento hierdrquico (p=3 e bolha do 3° grau), apresenta uma reducfio na sua caracteristica de
rigidez nos casos de placas finas (#/a < (.030), como se pretendia inicialmente. Considerando-se
as placas moderamente grossas (¢/a = 0.050), admitindo-se que o elemento STIF93 do programa
ANSYS aproxime de maneira adequada a solugdo do problema, observa-se que o elemento
proposto apresenta um bom comportamento.
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5.3 - Placa submetida a acdo de uma carga concentrada

perpendicular ao seu plano

5.3.1 - Placa quadrada simplesmente apoiada em seus lados

No caso da placa quadrada, apresentam-se os resultados encontrados para o
comportamento da estrutura para diferentes relagdes ( t/ a ), nas quais t se refere a espessura da
placa e a, ao seu lado.

As deflex8es w, no centro da placa, sdo apresentadas como resultado e normalizadas com
relacdo ao fator Paz/ D, para o qual P é o valor da carga concentrada e D é dado pela equacio
(5.1).

Posteriormente, estes resultados sdo comparados com aquele da Teoria Classica de
Kirchhoff, segundo Timoshenko et al. [31], para o caso de placas finas (va < 0.050) e, para placas
moderadamente grossas (& > 0.050), com a solucfio numérica apresentada pelo elemento STIF93
do programa ANSYS, utilizando-se a2 malha de discretizagio, composta por elementos
quadrilaterais quadréticos, de 6x6 elementos. A comparagio com o modelo numérico, di-se em
virtude dos resultados analiticos ndo estarem disponiveis na literatura.

Em funcdo da simetria geométrica e de carregamento, modelou-se apenas um quarto da
placa, utilizando-se uma matha de discretizacio de 16 elementos, conforme mostra a figura 5.5.

Figura 5.5 - Malha de discretizagdo correspondente a um quarto da placa.
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Tabela 5.5 - Placa quadrada apoiada em seus lados e submetida a uma carga concentrada
central. Deflexdo w,, normalizada com relacdo ao fator Pa‘?/D, para diferentes
relacdes [/ a.

Valores Elemento Proposto
1 |Comparalivos p=2 p=3 bolha 3° grau
a p
B Erro B Erro B Erro

0,005 0.011600 0.010904 | -6.0% [0.010935| -5.7% |0.010948| -5.6%

0,010 0.011600 0.011074 | 45% |0.011127} -41% |0.011152| -3.9%

0,050 0.012135 0.012276 1.2% |0.012304] 14% [0.012350] 1.8%

0.100 0.013751 0.014067 23% 10.0141971 3.2% |0.014289| 3.9%

(1) Solugio analitica para placas finas (v = 0.3) - Timoshenko et al. [31]
(2) Solucdo numérica obtida a partir do programa ANSYS (elemento STIF 93)

B.P.a’
w. ="

Verifica-se através da tabela 5.5, que o elemento proposto, quando submetido ao
refinamento hierarquico (p=3 e bolha do 3° grau), apresenta uma redug¢do na sua caracteristica de
rigidez nos casos de placas finas (/a < 0.050), como se pretendia inicialmente. Considerando-se
as placas moderamente grossas (t/a = 0.050), admitindo-se que o elemento STIF93 do programa
ANSYS aproxime de maneira adequada a solugdo do problema, observa-se que o elemento
proposto apresenta um comportamento satisfatorio.

5.3.2 - Placa retangular simplesmente apoiada em seus lados

Para a placa retangular, apresentam-se os resultados encontrados para o comportamento da
estrutura para diferentes relagSes ( t/ a ), nas quais t se refere & espessura da placa e a, ao seu
lado maior.

As deflexdes w, no centro da placa, sdo apresentadas como resultado e normalizadas com
relacio ao fator Pb2/ D, para o qual P ¢ o valor da carga concentrada, D € dado pela equacio

(5.1) e b o seu lado menor.

Posteriormente, estes resultados sfo comparados com aquele da Teoria Classica de
Kirchhoff, segundo Timoshenko et al. [31], para o caso de placas finas (#/a < 0.050) e, para placas
moderadamente grossas (¢/a = 0.050), com a solugiio numérica apresentada pelo elemento STIF93
do programa ANSYS, utilizando-se a malha de discretizagio, composta por elementos
quadrilaterais quadraticos, de 6x6 elementos. A comparagio com o modelo numérico, dd-se em
virtude dos resultados analiticos ndo estarem disponiveis na literatura.

Em funciio da simetria geométrica e de carregamento, modelou-se apenas um quarto da
placa, utilizando-se uma malha de discretizagfio de 34 elementos, conforme mostra a figura 5.6.

174



g
i, -

Figura 5.6 - Malha de discretizagdo correspondente a um quarto da placa.

Tabela 5.6 - Placa retangular apoiada em seus lados e submetida a uma carga concentrada
central. Deflexdo w,, normalizada com relagio ao fator PH™/D, para diferentes
relacbes 1/ a.

Valores Elemento Proposto
! | Comparativos p=2 p=3 bolha 3° grau
a p
B Erro B Erro B Erro

0,005 | 0.016510") | 0.015303 | -7.3% |0.015392| -6.8% |0.01544C] -65%

0,010 | 0016510 | 0.015824 | -4.2% |0.015926| -3.5% |0.015984| 3.2%

0,050 | 0.018631% | 0.018830 1.1% {0.018974| 1.8% |0.019075] 24%

0,100 | 0.024985® | 0025132 | 0.6% |0.025685| 2.8% |0.025986| 4.0%

(1) Solugao analitica para placas finas (v =0.3 ; a/b = 2) -Timoshenko [31]

(2) Solugdo numérica obtida a partir do programa ANSYS (elemento STIF 93)
B.Pb

W, = a

Verifica-se através da tabela 5.6, que o elemento proposto, quando submetido ao
refinamento hierdrquico (p=3 e bolha do 3° grau), apresenta uma reducio na sua caracteristica de
rigidez nos casos de placas finas (¢/@ < 0.050), como se pretendia inicialmente. Considerando-se
as placas moderamente grossas (¢/a = 0.050), admitindo-se que o elemento STIF93 do programa
ANSYS aproxime de maneira adequada a solugdo do problema, observa-se que o elemento
proposto apresenta um bom comportamento.
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5.3.3 - Placa quadrada engastada em seus lados

Para essa placa, apresentam-se os resultados encontrados para o comportamento da
estrutura para diferentes relacBes ( t/ a ), nas quais t se refere 4 espessura da placa ¢ a, ao seu
lado.

As deflexdes w, no centro da placa, sio apresentadas como resultado e normalizadas com
relac@o ao fator Pa’/D, para o qual P é o valor da carga concentrada e D é dado pela equagio
(5.1).

Posteriormente, estes resultados sfio comparados com aquele da Teoria Cldssica de
Kirchhoff , segundo Timoshenko et al.[31], para o caso de placas finas (¢/a < 0.030) ¢, para placas
moderadamente grossas (¢a = 0.050), com a solugdo numérica apresentada pelo elemento STIF93
do programa ANSYS, utilizando-se a malha de discretizacio, composta por elementos
quadrilaterais quadraticos, de 6x6 elementos. A compara¢@o com o modelo numérico, di-se em
virtude dos resultados analiticos ndo estarem disponiveis na literatura.

Em fun¢do da simetria geométrica e de carregamento, modelou-se apenas um quarto da
placa, utilizando-se uma malha de discretizag@o de 34 elementos, conforme mostra a figura 5.7.

Figura 5.7 - Malha de discretizacdo correspondente a um quarto da placa.
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Tabela 5.7 - Placa quadrada engastada em seus lados e submetida a uma carga concenirada
central. Deflexio w,, nommalizada com relagio ao fator Pa’/D, para diferentes
relagdes 7/ a.

Valores Elemento Proposto
! | Comparativos p=2 p=3 bolha 3° grau
a p
B Erro B Erro B Erro

0,005 | 0.005600') | 0.004762 | -15.0% |0.004812| -14.1% | 0.004854 | -13.3%

0,010 | 0.005600" | 0.005097 | 9.0% |0.005141| -8.2% |0.0051781 -7.5%

0,050 | 0.006166 | 0.006097 | -1.1% |0.006119| -0.8% |0.006145| -03%

0,100 | 0.007835® | 0.007746 | -1.1% |0.007843| 0.1% |0.007916| 1.0%

(1) Solugio analitica para placas finas (v = 0.3) - Timoshenko et al. [31]

(2) Solugdo num¢rica obtida a partir do programa ANSYS (elemento STIF 93)
_ B P.a?

We=""7

A tabela 5.7 mostra que o elemento proposto, quando submetido ao refinamento
hierdrquico (p=3 e bolha do 3° grau), apresenta uma redugiio na sua caracteristica de rigidez nos
casos de placas finas (¢ < 0.050), como se pretendia inicialmente. Considerando-se as placas
moderamente grossas (¢a = 0.050), admitindo-se que o elemento STIF93 do programa ANSYS
aproxime de maneira adequada a solugio do problema, observa-se que o elemento proposto
apresenta um bom comportamento.

5.3.4 - Placa retangular engastada em seus lados

Para a placa retangular, apresentam-se os resultados encontrados para o comportamento da
estrutura para diferentes relagSes (t / a ), nas quais t se refere i espessura da placa e a, ao seu
lado maior.

As deflexdes w. no centro da placa, sio apresentadas como resultado e normalizadas com
relacdo ao fator sz/ D, para o qual P € o valor da carga concentrada, D é dado pela equagio
(5.1) e b 0 seu lado menor.

Posteriormente, estes resultados sdo comparados com aquele da Teoria Classica de
Kirchhoff, segundo Timoshenko et al. [31], para o caso de placas finas (¢ < 0.050) e, para placas
moderadamente grossas (¢/a = 0.050), com a solugfo numérica apresentada pelo elemento STIF93
do programa ANSYS, utilizando-se a malha de discretizagdo, composta por elementos
quadrilaterais quadréticos, de 6x6 elementos. A comparagio com o modelo numérico, d4-se em
virtude dos resultados analiticos nfo estarem disponiveis na literatura.

Em func¢do da simetria geométrica e de carregamento, modelou-se apenas um quarto da
placa, utilizando-se uma malha de discretizagio de 34 elementos, conforme mostra a figura 5.6.
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Tabela 5.8 - Placa retangular engastada em seus lados e submetida a uma carga concenirada
central. Deflexdo w,, normalizada com relacio ao fator Pb/D, para diferentes
relacbes t/a.

Valores Elemento Proposto
t | Comparativos p=2 p=3 bolha 3° grau
a p
B Erro B Erro B Erro

0.005 | 0.007220Y | 0.006089 | -15.7% 10.006192| -14.2% |0.006247 | -13.5%

0,010 | 0.007220" | 0.006571 | -9.0% |0.006673| -7.6% | 0.006733| -6.7%

0.050 | 0.009438% | 0.009197 | -2.6% |0.009316| -1.3% [0.009412]| -0.3%

0.100 | 0.016017° | 0.015258 | -4.7% |0.015797| -14% |0.016094| 0.5%

(1) Solug¢do analitica para placas finas (v = 0.3 ; a/ b = 2) -Timoshenko [31]

(2) Soluciio numérica obtida a partir do programa ANSYS (elemento STIF 93)
B.P.b*

We=""1

Observa-se através da tabela 5.8 que o elemento proposto, quando submetido ao
refinamento hierirquico (p=3 e bolha do 3° grau), apresenta uma reducgio na sua caracteristica de
rigidez nos casos de placas finas (& < 0.050), como se pretendia inicialmente. Considerando-se
as placas moderamente grossas (#/a = 0.050), admitindo-se que o elemento STIF93 do programa
ANSYS aproxime de maneira adequada a solugdio do problema, observa-se que o elemento
proposto apresenta um 6timo comportamento.

5.4 - Vigas retas em balanco

Para essa analise foram consideradas trés vigas retas em balanco submetidas a diferentes
condigdes de carregamento: flexdo pura (plano xy), flexdo no plano (carregamento na dire¢ao do
eixo y do plano xy) e flexdo fora do plano (carregamento na dire¢do do eixo z, perpendicular ao
plano xy), conforme mostra a figura 5.8.
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Flex#o no plano

P
Flexdo pura Flex#o fora do plano

Figura 5.8 - Vigas submetidas a diferentes carregamentos

As vigas foram submetidas a forgas P de valor 5.0 para o caso de flexdo pura e de valor
0.5 para os casos de flexdo no plano e fora dele.

Desconsideram-se as unidades de medidas empregadas nas dimensdes das vigas, assim
como de suas constantes eldsticas, da mesma forma que em Macneal et al. [54]. Logo, adotaram-
se os seguintes valores: comprimento = 6.0, largura = 0.2, espessura = 0.1, médulo de elasticidade
E = 1.0 x 10, coeficiente de Poisson v = 0.3 .

As malhas de discretizaghio utilizadas sio apresentadas pela figura 5.9, para suas
respectivas solicitagGes ¢ os resultados encontrados sdo apresentados nas tabelas que se seguem,
os quais sdo comparados a solugdo analitica de cada problema, dada por Macneal et al. [54].

Flexdo pura Flexao fora do plano Flex&o no plano

Figura 5.9 - Malhas de discretizacéo para as 3 vigas consideradas.
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Tabela 5.9 - Viga submetida a flexdo pura

Solucio Elemento Proposto
Exata: p=2 p=3 bolha 3° grau
flecha
flecha Erro flecha Erro flecha Erro
0.02703 0.0270 0.1% 10.027058 0.1% 10.027058 ] 0.1%

A tabela 5.9 mostra que o elemento proposto, quande submetido ao refinamento
hierdrquico (p=3 e bolha do 3° grau), apresenta um comportamento satisfatério em relagdo a

solugdo analitica da viga submetida a flexio pura.

Tabela 5.10 - Viga submetida a flexdo no plano

Solugao Elemento Proposto
Exata: p=2 p=3 bolha 3° grau
flecha
flecha Ero flecha Erro flecha Erro
0.1081 |0.101401 | 6.2% |0.102239 54% [0.102334 5.3%

Observa-se pela tabela 5.10 que o elemento proposto, quando submetido ao refinamento
hierarquico (p=3 ¢ bolha do 3° gran), apresenta um bom comportamento em relagio a solugio
analitica da viga submetida a flexio no plano.

Tabela 5.11 - Viga submetida a flexdo fora do plano

Selugio Elemento Proposto
Exata: p=2 p=3 bolha 3° grau
flecha
flecha Erro flecha Erro flecha Erro
0.43210 |0.400562 | 7.3% |0.400391 | 7.3% |0.400526 7.3%

Verifica-se através da tabela 5.11 que o elemento proposto, quando submetido 2o
refinamento hierdrquico (p=3 e bolha do 3° grau), apresenta um comportamento satisfatério em
relagio & solugfo analitica da viga submetida & flex&o fora do plano.
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5.5 - Placas circulares e cascas

5.5.1 - Placa circular engastada submetida a carga distribuida

Apresenta-se nesse exemplo, uma placa circular engastada na borda e submetida a uma
carga uniformente distribuida, perpendicular ao seu plano.

Considerando-se a simetria geométrica e de carregamento modelou-se apenas um quarto
da placa, utilizando-se uma malha de discretizacio de 45 elementos, conforme mostra a figura
5.10.

O resultado apresenta-se como a deflexio no centro da placa (w.), o qual é comparado
com aquele da teoria classica de Kirchhoff para placas finas, segundo Timoshenko et al. [31].

Caracteristicas da placa:

raio = 4,0 cm;

espessura = 0,004 cm;

médulo de elasticidade = 2,1 . 10° kgf/em®
coeficiente de Poisson = 0,3

carga distribuida = -0,001 kgf/cm®

90° 80°
60°

05 05 10 10 | 10
Figura 5.10 - Malha de discretizac@o de 45 elementos.
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Tabela 5.12 - Placa circular

Solugdo Elemento Proposto
Exata: p=2 p=3 bolha 3° grau
We
cm w.(cm) Frro w.(cm) Erro we(cm) Erro
-0.325 |-0.272179 | -16.2% |-0.274659 | -15.5% |-0.277244| -14.7%

Observa-se pela tabela 5.12 que o elemento proposto, quando submetido ao refinamento
hierdrquico (p=3 e bolha do 3° grau), apresenta um desempenho satisfatério em relagao a solugdo
analitica da placa circular.

5.5.2 - Casca cilindrica de cobertura submetida a a¢io do seu peso
proprio

A casca de cobertura mostrada na figura 5.11 foi solucionada considerando-se como
carregamento somente a agdo do seu peso préprio € como condigdo de contorno do problema,
foram empregados diafragmas rigidos em duas de suas extremidades, conforme indicado.

Em fungdo da simetria geométrica e de carregamento, modelou-se apenas um quarto da
casca; foram utilizados 32 elementos em sua matha de discretizacdo. A figura 5.3 mostra a
projecdo no plano da malha empregada.

Como resultado, de acordo com o sistema de referéncia global, apresentam-se as deflexdes
v;, w2 e w3, nos nos 1, 2 e 3 respectivamente, dadas na tabela 5.13. Os valores encontrados sao
comparados s solugdes analiticas obtidas por Macneal et al. [54].

raio = 25 ft

comprimento = 50.0 ft;

espessura = 0.25 f1;

médulo de elasticidade = 4.32 x 10° k/ft?
coeficiente de Poisson = 0.0

peso préprio = -0,3599 K/ft’
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Diafragma“ Rigido

R=25ft

u=0ew=0

Figura 5.11 - Casca cilindrica de cobertura.

Borda Livre

Tabela 5.13 - Casca cilindrica de cobertura submetida “a a¢do do seu peso préprio

Solugdo Elemento Proposto
Deflexio | Exata: p=2 p=3 bolha 3° grau
{(ft) Deflexdo Erro Deflexfio | Emo | Deflexdo Erro
2 -0.01250 | -0.011636 | -6.9% | -0.012358 | -1.1% | -0.012560 | 0.5%
W) +0.04510 | +0.035753 | -20.7% | +0.037890 | -16.0% | +0.039384 | -12.7%
W3 -0.30080 | -0.265677 | -11.7% | -0.280879 | -6.6% | -0.287597 | -4.4%

A tabela 5.13 mostra que o elemento proposto, quando submetido ao refinamento
hierdrquico (p=3 e bolha do 3° grau), apresenta um bom comportamento em relagdo 4 solugdo

analitica da casca cilindrica de cobertura.
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Capitulo 6

Conclusodes e Sugesties

De acordo com o que foi pesquisado, é necessario primeiramente afirmar que, para 0
elemento triangular, nfo se pode fazer uso de um sistema de versores locais qualquer.
Diferentemente do que ocorre com o elemento quadrilateral, € determinante, neste caso, a escolha
de um sistema de versores locais obtido a partir da fixagdo de um versor na diregio X ou Y do
sisterna de referéncia global, conforme definido pelo item 2.2.1 do Capitulo 2.

A formulag@o apresentada, analisando-se um elemento de placa ou casca a partir de sua
superficie média, mostra-se eficiente pela sua simplicidade e principalmente pela possibilidade de
se considerar o efeito das tensdes de cisalhamento ao longo da espessura do elemento.

A natureza hierarquica da formulacéo resulta em um sistema computacional interessante,
visto que em uma reandlise, obtida através do refinamento do tipo p, todos os resultados
anteriormente encontrados podem ser reaproveitados.

Considerando-se os resultados apresentados no Capitulo 5, assim como os objetivos deste
trabalho, pode-se concluir que, de um maneira geral, a formulagdo hierdrquica desenvolvida €
capaz de diminuir a caracteristica de rigidez excessiva encontrada particularmente nas situacoes
de placas e cascas finas.

Pode-se concluir, também, que apesar da funcio de forma do tipo bolha ndo ser necessaria
para complementar a expanso polinomial obtida, conforme o tridngulo de Pascal, foi com a sua
introdugio que se obtiveram os melhores resultados.

Dentre 0s temas possiveis para a continuacfio deste trabalho sugere-se, principalmente, o
estudo e a implementacdo de novas fungdes de forma hierdrquicas de 4° grau, estudo e
implementagdo de elemento finito para andlise dinimica de placas e cascas, estudo e
implementacio de elemento finito para andlise de estabilidade de placas e cascas, estudo da
influéncia da integracio numeérica nos elementos finitos do tipo hierdrquico para anélise de placas
e Cascas.
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APENDICE A

DERIVADAS DAS FUNCOES DE FORMA DO ELEMENTO
TRIANGULAR QUADRATICO

ON,(L{,L;)

=4L., -1 Al
oL, 1 (A1)

ON, (1{.L,) _

0 A2
T (A2)

ON;(L{,L,)

=4(L; +1.,)~-3 A3
oL, (L, ) (A3)

ON,(L).Ly)

=41 A4
oL, 2 (A.4)

BNS (LI’LZ) _

- 41, A5
L, 2 (4.3)

ONg(L;.L,)

=4(1-21L,-L A6
3L, ( 1 2) (A.6)
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CANCTREY

0 (A7)
JL,
N (L Ly) gy (A8)
aL,
8N3 (Lj ,LQ )
O ) gL, +L,) -3 (A.9)
3L, (Ly +Ly)
ON4 (L) _ gy (A.10)
oL,
aN5 (ngLz) '
TS 2] —4(1-L, - 2L (A1)
3L, (1-L, 2)
NGy Lp) _ 41, (A.12)
dL,
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APENDICE B

ELEMENTOS DAS MATRIZES: [ A (L.Lo) 1, [ d (L1,L) 1, [ B;
(Li,Lp) 1e [ Bl (I1,1L) ]

B.1 - Elementos da matriz [ A (L,L,) ]

A (L Ly)y= vy (LlaLz)-(”zz (L L) Vs (Ly, Ly) —rs (L, Ly )-V32(L1=L2))
= V2 (Ly, Lz)-(”zx(ﬁl o Lo ) Vas(Ly, L) =15 (L, L) V5 (L, Ly )) (B.1)
V5 (Ly L) (roy (L L) Ve (L, 1) =g Ly, L) Vg (L, L)

Ay Ly, Ly)y=vy (L, L, )-(”22 (Ly, L)V ( Ly, Ly)—7y5( Ly, L) Vg (LI’LZ))
Vo (Ly s L) (L0, L) Vs (Ly s Ly )= 1o (Ly, Ly). Vg (Ly, Ly)) (B.2)
+ Vs (L, L2)~(”21(L1,L2)~V32(L1aLz)””zz(Ll’Lz)-Vsl(L;’Lz))

A (Ly, Ly) = vy (L, Ly). (’”is(Ll Lo ) Vi (Ly, Ly)=rp(Ly, Ly ). V35 ( Ly, Ly ))
Vi (L, L) (ris (Lo Ly)Vag (Ly Ly) =1y (Ly, L) V55 (Ly, L)) ®.3)
+V13(L1,L2).(r12(l,1,Lz).V31(L1,L2)~r11(L1,L2).V32(L1,Lz))

Ay (L, Ly )= v (L, Lz)-("w (Ly, L3) Va3 (Ly, L)) —mp (g, Ly) Va5 (L, Lz))
+V23(L1*L2)'(r12 (L1, Ly} Vs (Ly, Ly)=my (Ly, L) Vs (4 Lz))

193



A (L, Ly)=vy (L, Ly) oy (g, By ) + v, (L, Ly ) (L4 L)

B.5)
+v5 (L, L,) 155 (L. L)

Nas equacdes (B.1) a (B.5), as componentes do versor V, sio dadas pelas equagGes (2.51),
(2.52) e (2.53), as do versor V, através das expressdes (2.56), (2.57) e (2.58), assim como as do

vetor Ty, através das equagdes (2.26), (2.27) e (2.28).

B.2 - Componentes da matriz [ d (L,,L,) ]

d; (L, Ly) = AL Ly)vy (L, Ly) (B.6)
dpp (Ly.Ly) = A (L, Ly (L, Ly) B.7)
di;(L.Ly)=A (L, Ly)vis (L Ly) (B.8)
d (Ly.Ly) = A (L Ly) vy (L, L) B.9)
dis(Ly,Ep) = Ap (L, Ly)vip (L, Ly ) (B.10)
dig(LysLy) = A (L L) vis (L, Ly) B.1D)
dy (Ly.Lo) = Ag (L, Ly ) vy (L. Ly) (B.12)
dy (L. Ly ) = Ag (L, Ly vy (L, Ly) (B.13)
dos(Ly-Ly) = Ay (Ly, By ) vas (L, Ly ) (B.14)
d%(Ll,Lz)&?ﬂ Ay (Ly, Ly vy (L)L L) (B.15)
dos(Li-Ly) = Ap (L, Ly vy (L. Ly) (B.16)
dye (L, L) = Ap (L, Ly ) v (L. Ly) B.17)
dyy(LyLy) = Ay (Ly,Ly )y (L Ly )+ Agy (Lyo Ly ) vy, (L, L) (B.18)
dyp (By.Lo) = Ag(Ly Ly ) v (B, Ly ) + Ay (L5 Ly v (T, L) (B.19)
dys (Ly.Lo) = A (L, Ly v (L Lo ) + Ay (L Ly ) vas (g, Ly) (B.20)
dys (L Lo) = Ap (L, Ly v (L L) + A (L. Lo ) vy (L, Ly ) B.21)
dys(LyLy) = Ag (Ly, Ly )Vyy (Ly,Ly )+ Agy (Ly Ly Vs (Ly,Ly) (B.22)
dag(LyaLa) = Apy (L, Ly ) vy (LyuLy) + A gy (Ly, Ly )V (L, Ly ) (B.23)
dg (L L)y = A (L Ly vy (L, Ly) (B.24)
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dy(Ly. Ly = A (L, Ly v, (L, Ly)
dg(Ly>Lo) = Ay (L, Ly )V (L, 1y)
dgg (Lys Lo ) = A (Ly, Ly vy (B, L)
dys(Ly L) = Ap (L. Ly)vey (L, L)
Ay (Ly:Ly) = Ap (L, Ly) vy (L, L)
dy (L;,Ly)Y = A (L ,Ly)v (L, .L,)
de(L,,Ly)=A5(L . Ly)v, (L, ,Ly)
da(L;, Ly ) = A5 (L, Ly)vis (L, L,)
dg; (Ly.Ly) = Ay (L By ) vy (I, Ly)
ds; (Ly.Lo) = A (L1, Ly v (L, L)
ds3 (L1, ) = Ay (L, Ly)vas (L. Ly)
dss (Ly.Ly) = Ag (Ly,Ly)vy (Ly,L,)
dss(LysLg) = Ay (L, Ly vy (L, Ly)
dse(Ly.Ly) = Ap (Ly.Ly)vss(LyLLy)
dsy (Ly.Ly) = Ay (L. Ly) vy (L, Lp)
dsg(Li.Lg) = Ay (L, Ly)vy (L), Ly)
dso (L1, Lg) = Ass (L, Ly ) Vs (L. Ly )

B.3 - Componentes da matriz [ B; (IL;,1,) ]

N, aN,)

Blir([‘l Lz) m( 11 oL, ”§'d14§;

N, oN,
lel(Ll Lz) m(dzl +d24;-E;J

an, AN,
B31;(L1 Lz):r"[ 3175 —*-+dy, c?l,,]
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(B.25)
(B.26)
(B.27)
(B.28)
(B.29)
(B.30)
(B.31)
(B.32)
(B.33)
(B.34)
(B.35)
(B.36)
(B.37)
(B.38)
(B.39)
(B.40)
(B.41)

(B.42)

(B.43)

(B.44)



o, N,
B411(Ll LZ) IJI( 41 69[,1 —i—deémI«:)

AL N,
Bs;f(Lu%)“—‘ (dSI L yd ___rJ

all 54 aLz

Y

i

N, N,
Bu(Li. L) Im( 2 +d‘5§}:ﬂ

N, N,
Bzz;(lq IQ) |J1[d22 oL +d23m5..[‘:}

AR AN,
BS2:(L1 Lz) "D“J'{ 32 oL, — +dss HLZJ

il

3421(1'1 Lz) r“‘[ QQN +d éy—-]

o
BolLi,L,) = T}}(dﬂ% +ds %]
Bl L) = IJI( aN’@dm%J
Bl L) =1 ﬂ( 23?9];,, d%%J
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(B.45)

(B.46)

(B.47)

(B.48)

(B.49)

(B.50)

(B.51)

(B.52)

(B.53)



BSB:(LI Lz)zg'—{dB&N +d; ﬂ]

a, L,
AN, AN,
431(14 Lz) M( Ay oL, +d46—azz—J

N, N
B53I(LI IQ) |-]i( 33 C?Ll 5652:)

14;(1'1 Lz) = r{ ( 1My T iV "*‘d13V13f)

ON.
H
+ (d14V11z' +disVy; +d16VI3i)

oL,

AN,
824:(11 l@) = i_l}‘— (dzl"in TV + d23V13f)

Al
i
+ (dz:;‘*’lu +dysVig; t+ d26V13i)

L,

11}V,
BS4i(L1’ IQ) = I_'[;{]j” (d31V11i +dypVy +d, 3"'13:)

HN
(9[9 (duvuz + 35V, + dsgVyy; )}

( Vi Vi, +d43"13:)

3441-([1’['2) =1 I [&Ll

dN,
+ (dMVﬁr’ +dysVyy + dzusvmf)J

L,
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(B.54)

(B.55)

(B.56)

(B.57)

(B.538)

(B.59)

(B.60)



3541'(1’1’ Lz) = ];1 [BN

BlSi(I’l’Lz)z

Bl L) =

Bssz‘(LbLZ) -

B45i(L1’ LZ) =

Bis(L. L) =

(d51Vz§x +dsVip + ds3V13f)

L,

312 (d54Vm +dssVyy, o+ dﬁﬁ"ﬁz)}

1

3L2 (d14Vzn +disVyy, +d 6V231):}
1| N,
l 7l [ e (dzr"zn +dyVay, "‘”d23V23z)

AL
+ E'z“ (dzzsvzu + sy, + dzs"'zy):‘

1

N,
Dl" {E‘ (d31 Vo + dyp Vi, F d33V23:‘)

oL,

ON.
= (d34"'21z' +dysVhy, + d”6V231)

1]aV,
T [__ (dm"’zu + dpVay, + d43V23i)

Y

AN,
I
+ (d44 Voy T dgsVan; + d46v23i)

L,

i,

11N,
l 7] [ oL, (dSEVZIz +dsy Vg, + d53V23:)

N,
+ —az (d54 Voy + dssVa; + dsgVay; )}
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N,
- Dj‘ [Z(dn"zu +dpVy, + d13V23i)

(B.61)

{B.62)

(B.63)

(B.64)

(B.65)

(B.66)



1

Cous( Ly 1) W

[Ni(dﬂvlii +dygVip, + d49v13i)]

1
Csd,z'(Lx , Lz) = m[Ni(dS';’vlli +dsgVio; + d59V13i)]

1
C45i(L1 > Lz) == D}“{N i (d47V21f +dgVay; + d49‘*’23:‘)]

1
Ciﬁf(Ll , IQ) = wm[Ni(dS'valz +dsgVa; + dw"za)}

199

(B.67)

(B.68)

(B.69)

(B.70)



APENDICE C

FUNCOES DE FORMA HIERARQUICAS E SUAS
DERIVADAS

As fungdes de forma hierdrguicas inseridas neste trabatho, assim como também as suas

derivadas em relagfio as coordenadas de area L; e L, encontram-se apresentadas a seguir:

e Funcdes de Forma My(L ;L)) ¢ suas derivadas, para as quais, k refere-se ao grau do polindmio

utilizado na expansio e j que estd associado a0 lado do elemento:

0 Funcdes de Forma do terceiro grauw:

¢ Para o lado 1 do elemento:

My(Ly, L) =3(- BL,+ L) (C.1)
My (L.L,) _

i 315 -2LL,) (C.2)
My, (I, L)

F 3.1 +2L,L,) (C.3)
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g~

¢ Para o lado 2 do elemento:
My(Li.L) =326 =313 + L+ BL, +3L,13 -2, 1)

%éfﬁl =3.3L-2L,+2L1,)

f—M—”é(——WLI:’I‘zmlms.(1+L§+6L§w2Ll—6Lz +6L,L,)

+ Para o lado 3 do elemento:
ML, 1L,) =328 +38 ~ L, =331, - L2 +21L,1,)

%%L%lm3.(~1w6ﬁ—11§~%64 +2L,-6L1,)

ML, L,
m%%_gl.—,s.(-smzzl—uqé)

ao grau do polindmio utilizado na expansdo, ou seja, 3:
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(C4)

(€.5)

(C.6)

(C.7

(C.8)

(C.9)

» Funcfo de Forma My(L;,L>} e suas derivadas,ou seja, funcdo do tipo bolha, na qual, & refere-se

(C.10)

(C.11)



Mzgmz_g_lﬁ_g (C.12)

Componentes da matriz [ Bliy(Ly,Lo) |

Bhy(L., Lz)zii( g 8229 +dy, agi’“ ) (C.13)
BhylLi,L,) = Iﬂ( . QZ"” +d%(i";29) (C.14)
Bl (L, L) = ! Ji( . agz’g +dy, (ZZ’Q ] (C.15)
Bl L. L,) ;T{ " 822’9' +dy, ajzg} (C.16)
Bl (L.1,) = 7 [dﬂ ‘?2’9‘ dsy (?2‘7} (C.17)
Bl (L, L,) =!~}ﬁ(d12 %@+d;5 &ij J (C.18)
Bl (L,,L,) =a—“~(d22 c?;\zg +dys i\f’” } (C.19)
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Blyy(L,.L,)

Bl421g(LivL2) -

Bloy(L,,L,)

BZISig’(LI’ Lz)

Bl (L, L,) =

Blyy, (L, L,)

Blyy(L.L,) =

Blyy(L,,L,)

1A
i@

7| 4o aL, +dys JL,
¥

/1

11

171

1 oM W M ;
d32 35
JL, oL,

1 (d M,

2o +

55 07[,2

1 (d M,

M,
13 aL!

16 t?Lz

M, aM,g.J

1
—ld
AB%*%%

1 My, My
[d” a, s QLZJ

M, c?M;gJ

1
| dan +d

1 p c?M,g. 4 BM;Q-
$oL, 4T
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(C.20)

(C.21)

(C.22)

(C.23)

(C.24)

(C.25)

(C.26)

(C.27)



Componentes da matriz [ Bex(L,L>) ]

Bey, (L, L) = ﬁ[du ‘Zﬂi" +dy, '?i“) (C.28)
Bey(Li,1,)= lj1 (dm %ﬁi’c +d,, ';3;}‘ ) (C.29)
By (L, L,) = !;1 [du a;f" +dsy, ‘Zﬁ" ] (C.30)
Beyy(Li,L,) = I—}(dﬂ iﬂi‘f +dy, ‘Z‘Z"J (C.31)
Besy (L, L,) = iji( o a;sz +ds, ‘Zﬂi" ) (C.32)
Bepi(L,L,) = [fﬂ (dm ‘fj;" +dys ?2 } (C.33)
Beyi(Li,L,) = {——lﬂ{dn %ﬁi“ +dys ‘?;Z "J (C.34)
Bey, (L, L,) = r{dﬁ a;g +dss "?i"} (C.35)
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Be42k(l‘l ,Lz)

1
B€52k(L1 Ly ) = m(dﬁ £
1

Bel3k(L1

Beys, (Ll

Besy, (L1

Begs; (Ll Ly )

Begy; (Iq ,

Y

Y

M

Bz

1 M, oM,
[d.faz aLE +dys —---—3L2 ]

M, d aM,

55 C?Lz

1 oM, M,
(dEB aLl +d16 WBLE J

1 M, oM,
(dz:’} aL] + d26 —-—"aLz J

L M, M,
[d33 aLl + d36 —""““—'—aLz )

1 M, oM
|7 [ 43 aL, dag oL, )

L oM, M,
Sy (d” o, " %e gL, ]
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(C.36)

(C.37)

(C.38)

(C.39)

(C.40)

(C.41)

(C.42)

UNICAMY
SIBLIOTECA CENTRA
SECAQ CIRCULANT



