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Resumo

Portilho de Paiva, William, Andlise de Problemas de Trincas Interfaciais Usando o Método dos
Elementos de Contorno, Campinas, Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade

Estadual de Campinas, 2000 86 p. Dissertagio (Mestrado).

Esta dissertagdo apresenta um procedimento para a determinagiio dos fatores de intensidade
de tensdo devido a presenga de trincas na interface de um componente bimaterial O
procedimento faz uso do método dos elementos de contorno baseado na formulagio para
problemas bidimensionais isotrépicos, carregados em modo I ou modo misto. Utilizou-se o
metodo das sub-regies para descrever cada um dos diferentes subdominios, representados por
cada um dos materiais. O dominio € dividido em duas sub-regides e na interface sio impostas
condigbes de continuidade de deslocamentos e equilibrio de forgas, com excegdo da regido
correspondente a trinca. O sistema de equagBes para 0 dominio completo & escrito adicionando-se
o sistema de equagdes de cada sub-regifo. O procedimento proposto usa uma formulagio direta
de elementos de contorno juntamente com elementos de ponto a um quarto com singularidade de
forcas de superficie para melhor descrever o campo de tensdes na ponta da trinca. Qs fatores de
intensidade de tensdo sdo calculados através de equacdes dadas na literatura. O trabalho apresenta
exemplos numéricos de chapas carregadas puramente em modo I ou em modo misto (modos I e II
acoplados) . Esses exemplos mostram um estudo de convergéncia dos resultados devido ao
refinamento de malha no qual se constata que os resultados dos problemas de trincas interfaciais
pouco dependem da discretizagdo do modelo, apresentando bons resultados mesmo para malhas
grosseiras. Através da comparagéo dos resultados deste trabalho com resultados disponiveis na
literatura mostra-se que existe uma boa concordéncia entre ambos.

Palavras Chave

- Meétodo dos Elementos de Contorno, Mecanica da Fratura, Materiais Compdsitos, Trincas
Interfaciais.
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Abstract

Portilho de Paiva, William, Analysis of Interfacial Cracks Problems Using the boundary Element
Method, Campinas, Faculdade de Engenharia Mecénica, Universidade Estadual de

Campinas, 2000 86 p. Dissertagiio (Mestrado).

This thesis presents a procedure for computation of stress intensity factors due to the
presence of interfacial cracks in bimaterial components. The procedure makes use of boundary
elements method based on the formulation for bidimensional isotropic problems loaded either in
mode I or in mixed mode. The method of subregions was used to describe each one of the
different subdomains, represented by each material. The domain is divided in two subregions.
Conditions of displacement continuity and tractions equilibrium are imposed at the interface,
except in the corresponding crack region. The system of equations for the full domain is written
adding the system of equations for each subregion. The considered procedure uses a direct
boundary element formulation together with traction singular quarter point elements that is very
accurate to describe the stress field at crack tip. The stress intensity factors are computed using
equations given in the literature. Analysis of results convergence due to mesh refinement is
carried out. It is shown that the results have little dependence on the model discretization and
good results are obtained even when a coarse mesh is used. A comparison between the results
obtained in this work and those from literature show that they are in good agreement.

Key Words

- Boundary Elements Method, Fracture Mechanic, Composite Materials, Interfacial Cracks,
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Capitulo 1

Introdugdo e revisdo bibliografica

1.1. Introducdo e objetivos

Os objetivos deste trabalho sdo relacionados ao desenvolvimento de uma formulagio de
elementos de contorno voltada para a analise elastostatica de tensBes em componentes mecénicos
bidimensionais. Inicialmente, a matéria prima considerada serd composta por duas laminas de
materiais isotropicos coladas um ao outro formando um laminado, que pode conter uma ou mais

descontinuidades, chamadas trincas, na interface entre os materiais (figura 1.1).

¥ Material
E- Material 1-

Trinca interfacial

Figura 1.1: Trinca interfacial em um laminado.

A matéria-prima acima mencionada ¢ dado o nome de compdsito. S#o definidos como

materials compositos aqueles formados por dois ou mais materiais distintos, chamados fases, que



apresentam uma interface bem definida entre si quando vistos numa escala macroscopica. As
fases, também chamadas constituintes, podem ser metalicas, cerdmicas ou poliméricas. No
presente trabalho considera-se que os materiais usados s30 compésitos laminados, os quais,

inicialmente, serio considerados isotropicos.

A motivagdo para o desenvolvimento dessa formulagio advém da crescente utilizacio dos
materiais compositos, em especial daqueles de origem polimérica, devido as suas excelentes
propriedades. A principio com utilizagfo restrita 4 inddstria aeroespacial, atualmente a utilizacdo
de compodsitos vem se estendendo aos mais diversos ramos industriais, dentre os quais podem se
destacar as industrias automobilistica, de construgo civil, maritima, eletroeletrénica, de materiais

esportivos e de lazer, de seguranga e defesa.

Como qualquer material empregado em construgdes mecinicas, os compdsitos também
estdo sujeitos aos esforgos decorrentes dos carregamentos que lhes sio aplicados e também a
falhas oriundas dos processos de fabricagio, de esforgos acima daqueles inicialmente previstos,
de envelhecimento ou desgaste da estrutura, etc. Dentre os varios modos de falha a que um
material compdsito pode estar sujeito o mais importante é a delaminagfio, que é o descolamento
entre suas laminas. Este descolamento ocorre através da propagagio de uma trinca interfacial que
pode ser analisada no dmbito da mecénica da fratura. Em principio a ocorréncia de trincas deve
ser evitada ou limitada de forma que seu crescimento no venha a comprometer o desempenho do
componente. Uma vez que dificilmente uma estrutura estard livre da presenca de trincas seu
projeto inicial ou plano de inspecio apds estar em servigo deve levar em conta uma estimativa de
sua resisténcia a essas falhas, que podem ser simuladas com o auxilio de programas baseados em

ferramentas numeéricas tais como o método dos elementos finitos e o método dos elementos de

contomo.

O método dos elementos de contorno tem se mostrado bastante apropriado para a
modelagem de componentes contendo trincas e nesse panorama insere-se a formulagio

desenvolvida, o qual também pode ser usado para calculos de componentes nio trincados, sejam

eles bimateriais ou nfo.



A aplicago da mecédnica da fratura tem tido grande aceitagfio na predigfo de falhas em
estruturas metalicas € varios métodos de teste tem sido desenvolvido para determinar a
tenacidade a fratura K. e curvas de resisténcia & propagagio de trincas para os casos onde a
propagacfo estavel da trinca € possivel. Além disso, no decorrer dos anos, tem se avangado na
elaboragdo de procedimentos de projeto levando em conta a mecénica da fratura em casos de
propagacio de trincas por fadiga os quais sdo baseados em inspegBes periddicas para
monitoramento de trincas visiveis e previsfo da vida residual usando critérios de crescimento de
trincas. Com base nos métodos desenvolvidos para estruturas metalicas, varias aproximacdes tem
sido feitas para adequar sua aplicagdo na prevengéo de falhas em compdsitos contendo trincas ou
entalhes passantes. Os problemas de trincas na interface de um material compdésito formados por
materiais dissimilares sfo de importdncia pratica muito grande e tem sido analisado por varios

pesquisadores.

Inicialmente foi criado um programa computacional, escrito em linguagem C, usando a
técnica de programagdo procedimental, no qual uma formulagio de elementos de contorno para
analise elastostatica usando elementos constantes foi implementada. Esse programa serviu de
suporte para o desenvolvimento de um segundo programa, no qual foram implementados os
elementos quadraticos, a técnica de sub-regides e os elementos de ponto a um quarto, sendo isso
um dos objetivos deste trabalho. O programa desenvolvido ¢ compilavel e tem o codigo fonte
acessivel. Isso torna o codigo aberto e lhe da a caracteristica de ser facilmente alterado, o que
possibilita a sua expansio através da implementacio de novas rotinas que contemplem os casos
ainda ndo previstos, quais sejam, novos elementos, solugdes fundamentais ou esquemas de

calculos.

A formulagdo implementada faz uso da técnica de sub-regides, para a modelagem dos
subdominios do meio bimaterial, ¢ dos elementos de contorno de ponto a um quarto, para
descrever os campos de tensdes e deslocamentos na ponta da trinca. Uma rotina de formatacio de
dados foi incluida, com o objetivo de facilitar a entrada de dados por parte do usuario. A entrada
de dados pode ser feita de duas formas: digitando-as num arquivo texto ou usando uma interface
grafica, desenvolvida especialmente para este fim. A geometria do problema é passada ao

programa informando-se apenas os pontos iniciais e finais de cada linha, ¢ no momento da



discretizagdo, ¢ necessério apenas informar namero de elementos em cada linha. O programa,

automaticamente, localiza a ponta da trinca, onde coloca elementos de ponto a um quarto.

1.2. Revisdo bibliografica

Os conceitos de mecénica da fratura elastica linear para trincas interfaciais em materiais
isotropicos foram revistos por Rice (1988) que introduziu as bases para que sua interpretagio no
campo da mecénica da fratura elastica linear tivesse o mesmo sentido fisico dos procedimentos
estabelecido para os corpos homogéneos quando a zona de contato mecinico ou de resposta ndo

linear do material na ponta da trinca é pequena.

Hamoush e Ahmad (1989) apresentaram um meétodo numérico para analise do fator de
intensidade de tens@o em modo misto de uma trinca interfacial entre dois materiais isotropicos
dissimilares baseado no meétodo dos elementos finitos e na aproximagio da integral de
fechamento da trinca em conjunto com as relacdes fundamentais da mecanica da fratura. O
metodo caleula a taxa de liberagdo de energia de deformago total e permite o calculo dos fatores
de intensidade de tensdo em modos I e II através da imposigio de solucdes auxiliares conhecidas.
Sugeriram ainda que o método apresentado também poderia ser utilizado em conjunto com o

método dos elementos de contorno.

O meétodo dos elementos de contorno usando a estratégia de sub-regides e elementos de
ponto a um quarto foi proposto por Tan e Gao (1990) para tratar problemas de trincas interfaciais
em corpos bimateriais em duas dimensdes. Em trés dimensdes, alguns problemas de trincas
interfaciais em corpos bimateriais com axi-simetria também foram analisados por Tan e Gao

(1991) que, da mesma forma, aplicaram o método dos elementos de contorno usando sub-regides

e elementos de ponto a um quarto.

Algumas aplicagdes do método dos elementos de contorno para a analise de adesiio em
juntas coladas de corpos bimateriais, tensfo residual e fator de intensidade de tensdo, calculado
por técnicas de extrapolagdo, em trincas interfaciais foram apresentadas por Yuuki e Xu (1994).
Além da solugdo de Kelvin, também implementaram a solugio de Hatenyi como solucdo
fundamental, que ndo necessita de discretizacdo da interface, quando esta for uma linha reta, por

4



satisfazer exatamente as condigOes de adesio perfeita na interface para juntas compostas de dois

materiais isotropicos.

He er al. (1994) apresentou um elemento quadratico isoparamétrico singular, chamado de
“o-point” na lingua inglesa, para a analise de trincas que terminam em uma interface, ou seja,
normal a interface entre dois materiais homogéneos elasticos. A singularidade da deformacso
préoximo a ponta da trinca € captada por esse elemento que tem seu nd central deslocado. A
estratégia € baseada nos elementos de ponto a um quarto, porém nesse caso a posigio do néd

central ¢ definida por um ajuste polinomial de acordo com a relagdo singular desejada.

Um material composito pode apresentar descolamento na interface entre uma fibra e a
matriz, quando sujeito a um carregamento na dire¢io transversal em relago 4 direcdo das fibras.
Esse descolamento pode ser tratado como uma trinca e, normalmente, tem comprimento
suficientemente longo, na direg@o das fibras, para que condigGes de estado plano de deformacéo
perpendicular ao eixo das fibras possam ser consideradas. Isso possibilita o estudo do problema
de crescimento de uma trinca na diregiio circunferencial. Paris er al. (1996) estudaram este
problema e caracterizaram o dano originado pela falta de uma adesiio completa entre fibra e
matriz realizando anilise de tensdio em nivel micromecinico de uma seccio transversal de uma
fibra parcialmente descolada da matriz e apresentaram uma analise numérica usando o método
dos elementos de contorno no estudo de uma trinca em forma de arco na interface de uma tinica

fibra em uma matriz infinita.

Zhao e Botsis (1996) realizaram estudos experimentais de resisténcia, propagagio de trinca
e evolugdo do descolamento fibra-matriz em compésitos laminados unidirecionais. Foram
usados corpos de provas compactos em tragio em vérias situacdes em que variaram os materiais
da matriz e das fibras, o didmetro e o espagamento das fibras, com o carregamento sempre
coincidindo com a diregdo das fibras, levantando os dados experimentais usados por Beldica e
Botsts (1996) na comparagio com os resultados de fator de intensidade de tensio obtidos
numericamente pelo método dos elementos de contorno para analisar 0s mesmos problemas
usando modelos discretos, onde a matriz e as fibras sio modeladas, € modelos homogeneizados,

onde as propriedades das fibras e da matriz s§o combinadas em um (tnico material homogéneo.



A analise do problema de uma trinca de forma circular formada pelo rompimento de uma
fibra elastica isolada em uma matriz elastica infinita de um compoésito usando uma aproximagado
pela equacio integral que governa o problema e outra pelo método dos elementos de contornos

foi mostrada por Selvadurai (1996).

Um método para analise de problemas de mecénica da fratura elastica linear que envolvem
bimateriais anisotropicos usando a formulacgio de elementos de contorno sem a necessidade de se
empregar sub-regides foi proposto por Pan e Amadei (1999). Nesta formulagio a equagio
integral de deslocamento ¢ aplicada somente ao contorno nfo trincado e a equacdo integral de
forga de superficie ¢ aplicada somente em uma das faces da trinca eliminando a necessidade de se

discretizar a interface exceto na regido da trinca.



Capitulo 2

Introdugdo aos materiais compositos

2.1 Introducdo

Neste capitulo sera apresentada a defini¢iio de material comp6sito e uma visio geral sobre
suas caracteristicas tais como propriedades mecanicas e composi¢io. Também serdio abordados

0s casos em que esses materiais s3o aplicados, as vantagens e desvantagens em que isso mmplica.

2.2 Definicdo e considera¢des preliminares

A palavra conipésito significa constituido de duas ou mais partes, portanto, um material
que tenha dois ou mais materiais constituintes distintos, também chamados fases, pode ser
considerado como um material compésito. No entanto esta definicio é muito vaga e pode
abranger, por exemplo, os materiais metalicos, pois em geral sio constituidos por varios
elementos de liga, ou os pléasticos, que recebem grande numero de aditivos e pigmentos em sua
composi¢do. Dessa forma, procura-se estreitar um pouco mais esta classificagdo considerando-a
valida somente quando as fases constituintes tém diferencas significativas entre suas propriedades
fisicas e as propriedades do composito resultante sejam sensivelmente diferentes das
propriedades de seus constituintes isolados. Tais diferenas geralmente serio mais evidentes
quando uma das fases estiver em forma de ldminas ou fibras, representando mais de 10% do
volume total do material e a relagdo entre as propriedades mecinicas dos constituintes for igual

ou maior que 5 (Agarwal e Broutman, 1990).



Resumidamente, pode-se dizer que compdsitos sio materiais constituidos por dois ou mais
materiais quimicamente distintos, quando vistos numa escala macroscopica, os quais apresentam

uma interface bem definida separando-os.

As primeiras aplicagBes de materiais compésitos que se tem noticia sfio atribuidas aos
egipcios que, supde-se, foram os precursores do uso de madeira compensada, do papel-maché e
dos tijolos de barro reforgados com palha. Atualmente nota-se que nfio hi limites quando se
combinam diferentes materiais com o objetivo de produzir um compésito buscando um material
no qual as vantagens se reforcem e evitando aqueles onde as desvantagens se combinem (Staab,
1998).

Os compositos formam, atualmente, uma importante classe de materiais de engenharia que
oferece propriedades mecénicas excepcionais, flexibilidade de projeto e facilidade de fabricacdo
unicas. Vantagens adicionais incluem alta relaggio entre resisténcia e peso, resisténcia a COrrosao,
excelente resisténcia a fadiga e niveis de isolamento aciistico acima dos apresentados pelos

metais (Agarwal e Broutman, 1990).

2.3 Caracteristicas gerais dos materiais compdsitos

S&o caracteristicas apresentadas por este tipo de material: baixa massa especifica aliada a
resisténcia e rigidez especificas altas, grande resisténcia a fadiga, possibilidade de escolha da
dire¢io de maior resisténcia, versatilidade de projeto, grande variedade de possibilidade de
combinagBes de constituintes, grande resisténcia & corrosio, estabilidade dimensional, baixa
transmissdo de ruidos, vida longa, pequena quantidade de energia requerida durante o processo de

fabricacéo.

Os constituintes de um composito sdo, geralmente, arranjados de forma que uma ou mais
fases descontinuas sdo embebidas em uma fase continua. A fase continua é chamada de matriz e a

descontinua € chamada de reforgo pois, normalmente, ¢ muito mais resistente que a fase continua.



Dentre as varias classes de matrizes podem ser citadas as poliméricas, cujas resinas mais
comumente utilizadas s&o: a epoxi, a fendlica e a poliéster. Dentre os reforgos mais comumente
utilizados estfo as fibras de vidro, de Kevlar, de grafite e de boro, as quais podem ter o didmetro
variando desde milésimos de milimetro até alguns centimetros. A tabela abaixo resume as

propriedades basicas de alguns metais, fibras e matrizes para efeito de comparagio.

Tabela 2.1: Propriedades basicas de alguns metais, fibras e matrizes (Nabarrete, 1998).

) E G Grup. € Tmax
Material k;m3 MPa MPa | Vv MPpa % C

. Aco 7800} 205000| 79000/0,3 | 400a 1600! 1,82 10 800
Metais 112 de Al 2800]  75000| 29000 0.3 450 10 350
Vidro E 2600 81000 | 330000,22 2600 4.9 700

Vidro S 2500 89000 37000:0,2 4400 5,7 700

Reforgos | Kevlar 49 1450 130000, 1200004 3600 2,8 200
Carbono HR 1750 230000; 40000:0,3 33G0 1.4 >3000

Carbono HM 1900 390000| 2100004 2400 0,6 >3000

Matrizes Epdxi 1200 4500 1600|0,4 130 2] 90a200
Poliéster 1200 4000| 1400|0,4 80 2,51 60a200

Como normalmente os valores tedricos de resisténcia mecinica dos materiais sio muito
maiores que aqueles reais obtidos na pratica credita-se esta disparidade 4 presenca de
imperfei¢des ¢ falhas nos materiais. Como a populacio de falhas e defeitos em um solido é
proporcional as suas dimensdes, a redugiio destas implica em uma reducio da ocorréncia de
defeitos. Com base nisso percebe-se que ao transformar determinado material em fibra reduz-se
muito o volume em relagdo a area, resultando na diminuigio da quantidade de defeitos que
poderia estar presentes no material com conseqiiente aumento de sua resisténcia mecdnica

(Agarwal e Broutman, 1990).

Entretanto, a utilizagdo de fibras diretamente como material de construgio mecanica €, de
certa forma, impraticavel devido a possibilidade destas se embramarem e torcerem e, também, 2
dificuldade de dar-lhes uma forma particular e ainda transmitir e distribuir o carregamento entre
si. Quando associadas a uma matriz para formar um composito, as fibras sdo unidas pela matriz
que as mantém dispostas de maneira organizada. A matriz também é responsavel pela
transferéncia do carregamento as fibras, por protegé-las de ataques do meio, por facilitar o

manuselo e assegurar a forma do componente mecénico.



O comportamento mecénico dos materiais compoésitos é complexo e determinado,
principalmente, pelas fibras. As fibras sdo fornecidas na forma de fios, mantas, tecidos e fios
picados. Dependendo de como seus constituintes sdo combinados as caracteristicas do compésito
podem variar enormemente quando fabricados por diferentes processos ainda que materiais
constituintes idénticos sejam utilizados. Isto ocorre porque ¢ processo afeta diretamente a

microestrutura do produto final (Sih, 1987; Staab, 1998).

As propriedades fisicas e mecdnicas dos compositos sdo dependentes das propriedades,
geometria e concentragdo dos constituintes. Aumentando o volume de reforgo a resisténcia e a
rigidez do material podem ser aumentadas até um limite a partir do qual tornam a diminuir
devido ao volume de reforgo ser tdo grande que o volume de matriz se torna insuficiente para
manté-los separados e eles perdem a ades#o entre si. A adesfo entre as fibras e a matriz é muito
importante pois o comportamento mecénico dos compositos é, também, dependente da interacio

fibra-matriz.

No projeto de um componente de material composito ainda deve ser levado em conta, além
das propriedades do refor¢o e da matriz, o arranjo geométrico que define a disposigiio do reforco
na matriz, a fragdo de volume de cada uns dos constituintes na mistura, o carregamento ao qual o

componente sera submetido quando em operago e o ambiente em que estara trabalhando.

2.4 Classificagdes de materiais compodsitos

Os materiais compositos podem ser classificados de vérias formas conforme sua
caracteristica preponderante. Tomando como referéncia o reforgo estes podem ser classificados
como reforgados por particulas ou como reforgados por fibras. Conforme a disposi¢io do reforco
na matriz obtém-se um material unicamada, multicamada, unidirecional, etc. Porém, nio sio
estas as unicas variaveis que vdo influenciar o comportamento do material, pois suas
propriedades vo depender da forma final do componente fabricado, da geometria das fibras, das
dimensdes das fibras, da distribuigdo, do volume, do alinhamento e da concentracio das fibras na
matriz. Devido a tantas variaveis ¢ possivel moldar ou construir um sistema composito adequado
¢ perfeitamente ajustado a uma aplicagdo em particular, o que, no entanto, pode ocasionar

variagOes enormes em suas propriedades (Noor, 1992).
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Tomando como ponto de partida o sistema compdsito mais simples de ser estudado temos o

composito unidirecional, que consiste de fibras paralelas inserida em uma matriz (figura 2.1).

Transversal

x1 /

Longitudinal
Figura 2.1: Composito unidirecional.
Este sistema € chamado de l8mina. Um compdsito laminado é um sistema formado por

varias laminas disposta em uma seqiiéncia de orientagdo conveniente, tal que o laminado

resultante apresente as caracteristicas desejadas.

2.5 Comportamento mecénico

O comportamento mecinico dos materiais compositos € determinado, principalmente, pelas
fibras. Em outras palavras, um dos fatores determinantes das propriedades dos compositos ¢ a
fracio de volume que € nada mais que a porcentagem de fibras contida em um volume
representativo de material. Alternativamente, em alguns casos, a fragio de peso também é usada.

O volume total do material € igual ao volume de fibras mais o volume da matriz, expresso por:

v, =V Y, (2.1)
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Assim, o volume de fibra presente no composito é dado por

V.=-L 272
- (2.2)
e o0 volume de matriz € dado por
V, = (2.3)
VC

Nas equagBes (2.1}, (2.2), (2.3) e nas que se seguem, ¢ representa o composito, representa

a fibra e m representa a matriz. Assim, v, € o volume de compdsito, v - €ovolume de fibrae v_

¢ o volume de matriz. V', ou V, € a fragdo de volume de matriz ou fibra.

Levando em conta o peso especifico p de cada material e substituindo v por w, onde
w=p-v, e substituindo V' por W, onde W = p-V, nas equagdes (2.1), (2.2) ou (2.3) obtém-se a

fra¢do de peso. Dessa forma a equag@o (2.1) fica escrita da seguinte forma

PeVe=Pr Vet p, v, (2.4)

0 que permite escrever as seguintes relagBes entre peso e volume:

Pr
W, =-4-.7 (2.5)
r p. f
=Ly, 2.6)
P
Je;
V,=2¢W (2.7)
f pf f
v, :&.Wm_ (2.8)
P

12



Para materiais compostos por mais de dois constituintes as equagdes (2.5) ou (2.6) podem

ser escritas conforme (2.9)

mrfwz (2.9)

e, da mesma forma, as equacdes (2.7) ou (2.8) resultam em (2.10)

v=Lew. (2.10)
2

A contribuigdo das propriedades das fibras e da matriz nas propriedades médias dos
compositos € proporcional & fragdo do volume. A relagdo entre suas propriedades é chamada

regra das misturas. Para dois constituintes calcula-se a tensfo total do composito usando a

seguinte relacéo:
o,=0,V,+c,V, (2.11)

e para um compdsito formado por mais de dois constituintes,

n

o.=2 0.V, (2.12)

iwl
com 7 sendo 0 nimero de constituintes do material.
O mesmo ocorre com o modulo de elasticidade, que pode ser dado por

E. =E.-V,+E_-V_ 2.13)
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para um composito formado por dois constituintes. Para um caso geral, (2.13) resulta em (2.14)
E zZE.-V., (2.14}

Da equacfo (2.14) obtém-se:

E_c_z{—giwlj-\/f%-i. (2.15)

m

Uma vez que as razdes entre a tensdo e o modulo de elasticidade de cada parte sio iguais,

a

Ztln Lo, (2.16)
Ef Em Es
entdo
o _E,;
—_——t 2.17
o E. (2.17)
e
o _E;
ez =L 2.18
— (2.18)
Como a tenséo € dada por
2
o=—, 2.19
; @19)

sendo F a forga aplicada e A4 a 4rea resistente, substituindo (2.19) em (2.16), (2.17) ou (2.18)

encontra-se uma relagio entre a forca aplicada em cada um dos constituintes dada por:
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E_ogd BV

= = (2.20)
Fm Um : Am Em Vm
ou
E,
F o.-A _E_
L= S = —m (2.21)
F, o divo,-4, bV,
E, V,
Outro fator importante a ser observado € o volume de vazios, que € dado por:
= PGP (2.22)
pe,

onde J'v € o volume de vazios, pec, € o peso especifico tedrico do compésito ideale pc, é o

peso especifico do compdsito real.

Se o material apresentar um volume de vazios menor que 1% pode ser considerado bom.
Um volume de vazios de 5% ou mais compromete seriamente o material (Agarwal e Broutman,
1990). A preocupaco com relagfo a existéncia de vazios leva a consideracdes sobre as trincas e
fraturas nos compositos cuja crescente utiliza¢do requer um maior conhecimento dos mecanismos

de fratura que possibilite uma utilizagio segura.

2.6 Falhas de materiais compdsitos

As falhas internas em materiais compositos geralmente iniciam-se muito antes que qualquer

mudanga em sua aparéncia ou comportamento macroscopico possa ser observada.

As falhas em compositos podem ser melhor expressas em termos de danificacio sobre uma
area ou volume. Em geral os processos de fratura em compésitos sio complexos. Estudos
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realizados em varios sistemas compodsitos tém mostrado que, durante a fratura, diversos
mecanismos podem ocorrer simultinea e cumulativamente. Dentre estes mecanismos podem ser

citados: as trincas na matriz; rompimentos e deslizamentos das fibras; separagio entre as fibras e
‘ a matriz, chamados descolamentos; separagio entre as laminas de um compésito laminado,

chamado delaminagdo; etc. (figura 2.2).

a) Trincas da matriz b) Delaminacéo

descolamento

¢) Descolamento fibra-matriz d) Descolamento e ruptura das fibras

Figura 2.2: Mecanismos de falhas em materiais compésitos.
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O objetivo da analise dos mecanismos de fratura é a predigiio do carregamento critico para
o inicio do crescimento de uma fratura em um corpo contendo uma trinca de um certo tamanho e
sob um conjunto de cargas aplicadas. Nos materiais compositos a aplicagio dos mecanismos de
fratura tem esbarrado em muitas dificuldades. Isto acontece porque a fratura nestes materiais é
fortemente dependente da ordem de laminag#o, orientagdo das ldminas e relagBes constitutivas
(Kim e Dharan, 1989).

A resisténcia do material composito depende do estado de tensfo-deformagio-danificagio
que & caracterizado pela frag@o das fibras rompidas (razio entre o nimero de elementos rompidos
pelo total dos elementos estruturais) e pelo comprimento relativo (razio entre o comprimento
medio dos descolamentos pelo comprimento total das fibras) em um volume ¥ definido. Supondo
dois casos: o composito danificado da figura 2.3.a e o volume com partes eliminadas da figura

2.3.b sdo equivalentes.

Figura 2.3: Volumes equivalentes.

Os compositos laminados de fibra de alta resisténcia e rigidez com matrizes de polimeros
de alta dureza, por exemplo, tém consideravel interesse comercial desde que oferecam uma
vantagem de peso consideravel sobre os materiais convencionais, o que ¢ um resultado muito
natural numa estrutura na qual estas propriedades estfio disponiveis no plano do laminado. Porém
0 mesmo n&o ocorre nas outras diregdes, para as quais a resisténcia e rigidez caem a valores
proximos as caracteristicas da matriz. No projeto de estruturas é conveniente, e muito
interessante, explorar estas propriedades no plano em que estdo disponiveis, entretanto, algumas

formas de carregamento induzem falhas entre as camadas do material, que sfo chamadas
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delaminagdes, que sdo freqiientemente os fatores limitantes da estrutura (Williams, 1987). Uma
das grandes desvantagens dos compdsitos laminados é exatamente essa tendéncia a delaminacfio.
Em compoésitos formados por matrizes frageis a delaminagio pode se propagar ainda mais
rapidamente quando comparada com trincas perpendiculares ao plano do laminado. A nucleagio
e crescimento da delaminagdo pode reduzir consideravelmente a rigidez e a tenso de compressio

dos compositos.

Uma maneira de aumentar a resisténcia 4 delaminaciio dos compositos é aumentar a
resisténcia da matriz. Entretanto isto pouco contribui para um aumento da resisténcia se a adesio
entre as fibras e a matriz ndo € muito boa, pois a resisténcia 4 fratura interlaminar é altamente
dependente deste fator. Assim algumas formas alternativas de aumentar a resisténcia a fratura
interlaminar s3o: aumentar a adesdo por meio de um tratamento superficial da fibra por meio da
alteragdes quimicas e modificagdio da secgdo da fibra de cilindrica para triangular, quadrada,
hexagonal ou até em forma de estrela, com o objetivo de se ter uma maior 4rea de contato entre
as fibras e a matriz (Sih, 1987). Em condigGes de carregamento de tragfio transversal, por
exemplo, a qualidade da interface fibra-matriz pode influenciar o surgimento e propagacdo de

trincas de delaminacdo.

Um exemplo sdo os compdsitos de fibras naturais em matrizes sintéticas que normalmente
apresentam uma quimica superficial que € incompativel com uma boa adesio. Alteragdes na
superficie da fibra podem ser feitas para melhorar esta situagio, porém ha restricbes de ordem
econdmica que ndo podem ser desprezadas. E necessario que isso seja considerado no
desenvolvimento de uma nova estrutura, uma vez que é muito comum a falha na interface fibra-
matriz, isto €, quando a fibra impregnada em uma resina n3o se rompe mas simplesmente se

descola da matriz e desliza para fora do envelope adesivo (Allan, 1986).

A delaminago geralmente ocorre nas regides com maiores concentragdes de resinas, entre
as camadas de um laminado e podem surgir como defeitos de fabricagio ou podem ser criadas
devido a coalescéncia de pequenos vazios na interface, ou devido a impactos de objetos estranhos
durante a vida do componente, ou devido a campos de tensdes peculiares proximos a
descontinuidades geométricas da pega como arestas livres, furos, degraus, trincas transversais ou
juntas coladas (MIL-HDBK-17, 1997).
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2.7 Vantagens e desvantagens do uso de materiais
compositos

Os compositos reforgados com fibras ja tém se firmado como excelentes materiais de
construgdo mecénica. Um exemplo € a substituicio das ligas de aluminio convencionais por
compdsitos reforgados com fibras de carbono, que superam as propriedades mecinicas das ligas
de aluminio em cerca de trés vezes, em aplicagdes aeronauticas. Além disso a fabricacio de
qualquer componente em compésito consome muito menos energia que a fabricagio do mesmo
componente em aluminio uma vez que um quilograma de material compdsito requer somente um
sétimo da energia necessaria para a produgdo do mesmo componente usando aluminio. Outra
grande vantagem dos compositos sobre os metais mais comumente utilizados é que estes nio

sofrem corrosio.

Por outro lado componentes fabricados com compésitos tém alguns inconvenientes: a
matéria-prima em si ¢ mais cara que a maioria dos metais comumente utilizados o que eleva o
prego do componente; a reparagdo de pecas danificadas é mais dificil; apresentam niveis de
qualidade muito baixos ao serem reciclados. Infelizmente, os materiais compdsitos, quando
danificados, apresentam ainda um outro problema: embora componentes fabricados com
compositos sejam capazes de absorver energias de impacto consideravelmente maiores que
similares fabricados com metais, quando falham apresentam uma fratura fragil, isto €, falham
sem aviso. Assim, um impacto forte pode separar a matriz da fibra sem produzir sinais
externamente visiveis. Isso aponta, posteriormente, para uma falha de um componente
aparentemente intacto, ao contririo daqueles fabricados com metais, que ao serem submetidos a
impactos se deformam, o que, em termos de seguranca, ¢ interessante, pois possibilita a detecgio

visual da falha.

Um grande problema enfrentado pelas companhias aéreas ¢ a manutencio de suas
aeronaves. Embora o material laminado normalmente permaneca néio danificado exteriormente,
finas camadas se separam umas das outras no interior do material. Granizo ou péssaros batendo
contra aeronaves sdo, algumas vezes, suficientes para iniciar esse processo. Infelizmente, nestes
casos, a peca inteira deve ser trocada, encarecendo a manutencio do equipamento. Entretanto a
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troca da pega € necessaria apenas nos casos em que o componente é de muita responsabilidade,
pois, pelo lado da inddstria automobilistica, € muito comum a execugdo de reparos em partes de

componentes com grande sucesso.

2.8 Aplicacdes

Atualmente os compositos reforgados com fibras sdo rotineiramente usados nas mais
diversas aplicagOes: aeroespaciais, automobilisticas, na construgio civil, em plataformas
maritimas, contéineres e tubulagdes, na fabricagio de materiais esportivos e de lazer, na

fabricagdo de artigos de seguranca e defesa, de aparethos eletrdnicos e eletrodomésticos.

A utilizagdo de materiais compositos tem crescido muito nos tltimos anos, comecando a
ganhar um carater de otimizaciio estrutural devido as suas caracteristicas de alta resisténcia
mecénica aliada ao baixo peso especifico, o que vem ampliando seu campo de aplicagdo. Além
da industria aeroespacial que foi uma das primeiras a utiliza-los, outra industria que vem
aumentando sua utilizagdo € a automobilistica. Ja nos anos S0 compésitos de fibra de vidro e
epoxi comegaram a ser utilizados pela Citroén na fabricagio do D-19 com uma producio anual de
70.000 veiculos e também pela General Motors na fabricagio do Corvette, com uma producio

anual de 10.000 veiculos (Nabarrete, 1998).

Nos anos 60 comegaram a ser introduzidos os primeiros compdsitos em avides de
passageiros. A principio eram usados compositos de fibra de vidro em painéis. A partir de 1980 o
Airbus A310 passou a utilizar “spoilers”, lemes para estabilizadores verticais e outras partes
estruturais fabricados com compésitos reforgados com fibras de carbono que representam cerca
de 8% de contribuigdo no peso estrutural total da aeronave, enquanto no A320 essa contribuigio é
de 12% chegando a 16% no A340 (Hilgert, 1994).

Na Alemanha ja se projetam cabines de locomotivas feitas totalmente de compdsito
reforado com fibras de carbono em matriz epoxi, reduzindo seus pesos para cerca de um terco

em comparagio com as fabricadas em aco.
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No Brasil a inddstria automobilistica faz uso macigo de compésitos na construgio de
autopegas como para-choques, capds, e até cabines para as linhas de &nibus e caminhdes. Além
das vantagens j4 citadas em termos de peso e resisténcia as cabines de compésitos tém ainda
outros pontos positivos: sdo mais silenciosas que suas concorrentes em ago, gragas as melhores
propriedades de absorver sons dos materiais compositos e ao contrario das fabricadas com aco,

nao apresentam corrosdo.
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Capitulo 3

Principios de elasticidade e mecénica da
fratura

3.1 Introducdo

Este capitulo introduz os conceitos bésicos da teoria da elasticidade e sua aplicagdo na
analise da mecénica da fratura. Este trabatho faz uso da teoria da elasticidade linear cléssica, a
qual € baseada em duas suposi¢Oes de linearidade: linearidade fisica e linearidade geométrica. A
primeira assume que a equagdo constitutiva dada pela relagiio tensio-deformagfio é linear. A
segunda assume que as deformagSes podem ser representadas linearmente em termos de
gradientes de deslocamentos conforme o tensor de deformagéo infinitesimal de Cauchy. As
equagdes basicas da elasticidade linear sdo o ponto de partida para a obtengdo das integrais de

contorno requeridas pelo método dos elementos de contorno.

As convengOes da notagdo indicial e de tensores cartesianos serio empregadas neste
trabatho, salvo nos casos em que o contrario for mencionado. De acordo com a notacdo indicial a
somatoria esta implicita pela repetigdo de indices, eliminando o simbolo X e a virgula
precedendo um indice indica uma derivada parcial com relacio a este indice como em

o, ; =00, /0 x,. Nos problemas tridimensionais os indices variam de 1 a 3 e indicam os eixos X,
y e z respectivamente. O delta de Kronecker 0, € uma matriz especial, cujos componentes s3o:
lsei=jeOsei=j.
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Os modos de deformagdo da trinca sdo revistos neste capitulo onde também serio
introduzidos os fatores de intensidade de tenséio como condigdes limitantes do campo de tensBes

proximo & ponta da trinca.

3.2 Revisdo de elasticidade

Na mecénica dos solidos necessita-se considerar estados de tensdo e deformagdio no corpo.
Ambos sdo inter-relacionados pelas equagBes constitutivas, que procuram descrever o

comportamento do material, e estabelecem as relacdes entre tensio e deformacgo.

Partindo da definigdo de tensdo o =F/4 sendo F a forca aplicada ao corpo ¢ A4 a éarea
resistente, considera-se um cubo unitario de um dado material colocado em um sistema de
coordenadas de forma que suas faces estejam alinhadas com os eixos do sistema e sujeito as

tensdes aplicadas em suas faces conforme a figura 3.1.a.

Verifica-se entdo que a tensdo aplicada em cada um dos planos das faces do cubo tem trés
componentes. Dessa forma pode-se verificar que o estado de tensio ao qual o corpo esta

submetido € descrito em termos de nove varidveis dentre as quais trés sio componentes normais

(o,. 0, € 0,_) e seis componentes tangenciais ou de cisalhamento (04 Oy O, 0,0, ¢

o, ). Na notagdo utilizada o primeiro sufixo indica a diregdo normal ao plano em que a tensio

atua e o segundo a direcdo que ela atua (Brebbia e Dominguez, 1989; Cruse, 1998). O estado de

tensdo em um ponto em termos dos componentes de tensdo é definido por

gy On Oy
Gy On Oy . 3.1

Gy Oy Oy

Aplicando-se momentos sobre as arestas do cubo conforme a figura 3.1.b pode se mostrar

que

o, =0, (3.2)



Isso significa que o tensor de tensdes é simétrico. A condigio de simetria reduz o nimero
de variaveis de nove para seis de forma que o estado de tensio em um volume elementar de um
corpo tridimensional sujeitc a um carregamento pode ser definido em termos de seis

componentes de tensdo (Brebbia e Dominguez, 1989; Cruse, 1998).

|

=
Fute)”
-
@ (b)

Figura 3.1: (2) TensGes nas faces de um cubo conforme o sistema de coordenadas adotado;
(b) Momento aplicado sobre aresta do cubo.

Dois importantes requisitos fisicos de (I) equilibrio de estado de tensio e (II)
compatibilidade de deslocamentos, apontam para relacdes diferenciais envolvendo tensdes e

deformagées.

3.2.1 Equilibrio de estado de tensfo

Na auséncia de forgas de corpo como forga da gravidade ou forcas centrifugas, o equilibrio
na direcio de cada eixo do sistema de coordenadas resulta nas trés equagdes de equilibrio

apresentadas a seguir,
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o, 060, do

o .

+ =
x dy Gz

do_ So, &
79, 2% P9 . (3.3)
fx oy lz

o, ¢0, do

X2 ZZ

+ + =0
cx gy Jz

Usando a notagdo indicial podemos representar as trés equagBes de equilibrio (3.3) em uma

sO, conforme mostrado a seguir

fo, doy 2o,

i

+ + =
éx, Jdx, Ox,

(3.4)

ou ainda,
o;, =0. (3.5)

Os componentes de tensdo quando projetados em um elemento diferencial de contorno 87

produzem forgas de superficie, denotadas por ¢,, tais que

L =0, +o,R, +0,0,
L, =08 +OuR, + 0, (3.6)

Ly =0y + Oyl + Oy
sendo n,, n, € n, cossenos diretores da normal n com relagdo aos eixos x,, x, e x, dados por

n, = cos(n, x,)
n, =cos(n,x, ) (3.7)
n, = cosln, x,)
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As equacdes (3.6) podem ser escritas em notagio indicial
t,=on em I, (3.8)

Considerando um corpo (2 delimitado por um contorno 7/ , assume-se que o0s

deslocamentos sdo conhecidos em 7] e as forgas de superficie sdo conhecidas em 7, (Brebbia e
Dominguez, 1989).

7

Figura 3.2: Condicdes de contorno em um sélido.

As forgas de superficie sdo chamadas condi¢des de contorno naturais do problema, assim

I
Bl

N
I
et

(5]

em [ (3.9)

t

O
Il
P,

w2

Essas condi¢des implicam que as forgas de superficie aplicadas devem estar em equilibrio
com os componentes de reagSes na superficie, isto €,

t,=o.n =i em I, (3.10)

Uma vez que € mais facil aplicar condigdes de contorno em termos de deslocamentos que

em termos de deformagdes, em 7] as seguintes condi¢des essenciais podem ser definidas
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=
I
&1

—

[

=
)

]

i~
™

em I (3.11)

&
w
il
=
L)

onde # sdo valores prescritos. Notar que o contorno /- éiguala 7+ 7.

3.2.2 Compatibilidade de deslocamentos

As deformagdes do contorno sio fungdes dos deslocamentos que tem componentes u,, u, e
u; em cada ponto. Quando um corpo sofre uma deformagio devido a agiio de tensdes as

alteragbes em sua geometria € descrita em termos dos vetores de deformagiio u. Normalmente

considera-se essa deformagio muito pequena quando comparada com a menor dimensio do
corpo (Cruse, 1998).

o
T

Figura 3.3: Deformagdo normal.

A deformagdo normal € um alongamento unitirio em uma dada direcio que, em termos de

engenharia, é dada por

g=2t (3.12)
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sendo /=0 x e Al=0—F conforme a figura 3.3. Uma vez que a deformagfio ¢ muito pequena,

entio a deformagio normal na direcdo x é dada por

au"@x
_4A_o6x  Ou
= ] Ox Ox

e semelhantemente, deformagéo normal na diregio y ¢ dada por

cu
£, = 2
oy
R?
R
I 1 - Suyx
8y
. auy
o 8x
By \ 0’
—
pf" ] i
iy
L] ¥
L
P Q
dx o

T

Figura 3.4: Deformagio de cisalhamento.
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As deformagdes devido ao cisalhamento podem ser descritas como alteragdes do 4ngulo
entre dois segmentos de retas orientados nas diregGes x e y. A figura 3.4 mostra trés pontos P, O
¢ R tomados sobre um corpo que, ligados por segmentos de retas, formam, inicialmente, um
angulo reto no ponto P . Apds a deformagdo os pontos sdo chamados P', ' e R' e os novos
segmentos de retas por eles definidos ndo formam mais um &ngulo reto em P'. As deformacdes

resultantes do cisalhamento sdo definidas como a média da soma dos angulos formados entre os

segmentos de reta antes e depois da deformacfo, ou seja,

5
ng%.@“x w—ﬁ”yj (3.16)
y 0Ox

¢ a média da soma dos angulos formados entre PQ ¢ P'Q’ eentre PR ¢ PR (Cruse, 1998).

As deformagdes normal e de cisalhamento descritas pelas equages (3.14), (3.15) e (3.16)

podem ser escritas conforme a notagéo indicial.
& = l(uz.,j. +uj‘1.) (3.17)
2

Assim como o tensor de tensdes, o tensor de deformagdes dado por

2 én (3.18)

¢ simétrico, de forma que

&y =& (3.19)
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Pode-se verificar que a equagiio (3.17) € perfeitamente aplicavel nos casos de deformagio

normal. Tomando-se como exemplo a equacgio (3.14) pode-se ver facilmente que

. ml(a“x + auxj _ou. (3.20)
2 cx

ox Ox

Para garantir uma solugdo Unica para os deslocamentos ,, as componentes de deformagio
&, mndo podem ser dadas arbitrariamente mas devem satisfazer certas condigBes de
integrabilidade ou compatibilidade. Essas condigBes podem ser obtidas pela eliminagdo de #, nas
equagles dadas em (3.17) através da diferenciagio desta com relagio a x, e x, e trocando a
ordem da derivada, resultando na equagdo de compatibilidade de deslocamentos dada por
8%, O's, d°e,

e A S N (3.21)
ox; 0y, dx,0x,;

ou
Sy T Euy ~ €y —Epa =0 (3.22)

3.2.3 Equagdes de Navier para elasticidade

As propriedades de um material em particular sdo introduzidas usando a lei de Hooke. A
relagio entre tensBes e deformagBes para um material eldstico e isotrépico ¢ dada pela lei de
Hooke que declara que as componentes da tensdo normal, o, so linearmente relacionadas com
as componentes da deformagio normal g;. Conhecendo as constantes de Lamé u e v, expressas

em termos dos modulos de elasticidade longitudinal e transversal e do coeficiente de Poisson v,
dadas por (Cruse, 1998)
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vE
(1-2v)(1+v)

-_E
700y

(3.24)

pode-se escrever as deformagdes e tensdes em termos de £ e v. Em coordenadas cartesianas sio

representadas por

oty ol ey =1t
gw—E[dw_V(gm+Jv)]= yz ZHTVO}Z
Szzﬁ‘é—[a'zz“fr’(o-n'*'aw)], é‘zxm%ﬁz

ou

Yo s T4y
6“.-—-—0“& IJ'*}"———-—O'U
E

A relago inversa das equagdes (3.26) é dada por

o*—-E—— ——Fm_é'g +g
Tolav|l-oy PR

(3.25)

(3.26)

(3.27)

Substituindo as equagdes (3.17) nas equagdes (3.27) e, por sua vez, substituindo-as nas

equagBes de equilibrio (3.5), e usando a notagio indicial, chega-se a (Aliabadi e Rooke, 1991;

Kane, 1994)
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s, +(u+rAu, =0 (3.28)

que sdo as equagOes de equilibrio escrita em termos de deslocamentos, chamadas de equagdes da

elasticidade de Navier.

3.2.4 Solugdo de Kelvin

A solugdo de Kelvin para as equagSes de Navier envolve a resposta de um meio eldstico,
isotropico, homogéneo, infinito, tridimensional a uma carga pontual, ou seja, relaciona uma carga

unitaria ej(x*) aplicada em um ponto x* com os deslocamentos e forgas de superficies

produzidos em outro ponto x, dada por

u,(x)=U,(x,x*)e,(x*) (3.29)

1{x)= ?}J,.(x,x*)e}.(x*). (3.30)

Ambos os tensores de deslocamento U, e tragdo I, sio singulares. Maiores detalhes

podem ser vistos no capitulo 4, na sec@o que trata das solucdes fundamentais.

3.3 Mecanica da fratura

A fratura em materiais sélidos estruturais, tais como madeiras, metais ou compositos é
geralmente iniciada por alguma falha do tipo trinca ou entalhe, a qual ¢é causadora de altas
tensOes em seu entorno. A ocorréncia de trincas em pegas ou componentes gera elevados custos
pois sua presen¢a aumenta o tempo e os esforcos despendidos na manutengdio e reparo de
componentes, e que, se negligenciada, pode levar & fratura do componente e consequentemente a
falha da estrutura, que pode até colocar em risco vidas humanas. Em 1982 relatorio divulgado
pelo Departamento de Comércio dos Estados Unidos trazia uma estimativa que apontava para
custos de falhas devido a fraturas em torno de 120 bilhdes de ddlares, o que representava cerca de
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4% do Produto Interno Bruto do pais naquele ano, o que torna de grande importincia a tentativa
de se entender melhor os mecanismos de fratura com o objetivo de reduzir seus efeitos (Duga,
1983).

Uma vez que € quase impossivel estar livre da ocorréncia de trincas, ¢ interessante estudar
seus mecanismos e propor procedimentos para quantificar e prever o comportamento de
estruturas trincadas sob condi¢3es de trabalho. As trincas podem estar presentes como pequenas
falhas no estigio de manufatura do material, podem surgir durante a fabricagdo do componente

ou podem ser resultado de danificagGes por fadiga, impacto, corrosio, etc., da estrutura final.

Normas e procedimentos sistematicos para caracterizar trincas e seus efeitos e para prever
se, e quando, elas poderdo comprometer a seguranca durante a vida operacional da estrutura sio
objetivos de estudo de um ramo da engenharia, chamado mecénica da fratura que tem surgido
como valiosa ferramenta para andlises de projetos e para estabelecer niveis de tolerincia aos
danos e defeitos presentes no material. A presenca de uma trinca em uma estrutura normalmente
induz altas concentragdes de tensdo na ponta da trinca. A mecanica da fratura prové meios pelos
quais o campo de tensSes na ponta da trinca, bem como as deformacdes elésticas podem ser
caracterizadas. Sua principal fungfio é a caracterizagio e predicio do fator de intensidade de

tensio.

A mecénica da fratura pode ser dividida, basicamente, em cinco categorias de acordo com
as caracteristicas do material estudado. Os materiais que apresentam comportamento linear
elastico, ndo dependente do tempo, nos quais as deformagdes plasticas na ponta da trinca sio tio
pequenas quando comparadas com as dimensdes da trinca que podem ser desprezadas, sdo
estudados no ambito da Mecinica da Fratura Elastica Linear (MFEL). Os materiais que
apresentam comportamento ndo dependente do tempo, nos quais a deformacBes plastica ja ndo
podem ser desconsideradas sdo objetos de estudo da Mecanica da Fratura Elastoplastica (MFEP).
Os materiais que apresentam comportamento dependente do tempo podem ser enquadrados na
Mecanica da Fratura Dindmica, Mecnica da Fratura Viscoelastica ou na Mecanica da Fratura

Viscoplastica.



O enunciado fundamental da Mecénica da Fratura Elastica Linear postula que o
comportamento da trinca {quando ocorrera o crescimento instavel da trinca) é determinado,
unicamente, pelo valor do fator de intensidade de tensdo. No caso de carregamento ciclico, o
fator de intensidade de tensdo indica o qudo rapido sera esse crescimento. Na mecénica da fratura
elastica linear as deformagBes nio elasticas na vizinhanca da ponta da trinca devidas a
concentragdo de tensdo s@o consideradas pequenas quando comparadas com o comprimento da

trinca e outras dimens3es caracteristicas (Banerjee, 1994).

A modelagem do comportamento da ponta da trinca faz uso de trés modelos primérios de
deformagao de corpos trincados de acordo com o tipo do carregamento aplicado ao componente.
Estes trés modelos sdo caracterizados por trés movimentos cinematicos independentes das
superficies inferiores e superiores da trinca uma em relacio a outra e sio mostrados na figura 3.5,
Eles sdo referenciados como modo de abertura ou modo I, quando as duas superficies sdo
separadas por forgas que as puxam em sentidos contrérios devido & tensio normal; modo de
escorregamento, cisalhamento ou modo II, quando uma das superficies da trinca escorrega sobre
a outra ao longo da linha da trinca (dire¢do x;) devido as tensSes no plano e modo de rasgamento
ou modo IIl, quando uma das superficies da trinca escorrega sobre a outra em direcdo

perpendicular a linha da trinca (diregdo xs) devido aos esforgos cortantes (Hertzberg, 1996).

NE

Modo 1 Modo IT Modo Il

Figura 3.5: Os trés modos primarios de carregamento de um corpo trincado.

3.3.1 Defini¢do e consideragdes preliminares

O primeiro critério de fratura foi proposto por Griffith e baseava-se na primeira lei da
termodinémica, que postulava que a redugdio na energia de deformagio devido a propagacio de

uma trinca ¢ usada para criar novas superficies de trinca. A taxa de liberagdo de energia de

34



deformacio, &, ¢ definida como a redugio na energia de deformagio (ou aumento na energia
potencial) devido a uma extens@o infinitesimal da trinca. Uma propagacdo catastrdfica da trinca
ocorre quando esta taxa atinge um valor critico, &. Para uma trinca passante de comprimento 2a

em uma chapa sujeita a tensdes de tragfo, a taxa de liberagdo de energia pode ser expressa em

termos de a e das propriedades do material.

O critério proposto por Griffith contemplava somente o primeiro modo (modo I). Irwin
mostrou que as tensdes na ponta da trinca podem ser expressas por um conjunto de equagdes de
trés pardmetros cujos valores tipicos governam o fendmeno do crescimento instavel da trinca. K,
Ky, Kyr, chamados de fator de intensidade de tensfo em modo I, modo I e modo III séo fungBes
das dimensdes da pega e das cargas aplicadas. O conceito de falha baseado no valor critico do
fator da intensidade de tensiio tem se mostrado equivalente aquele proposto por Griffith em
termos de taxa de liberagio de energia critica (&5, G, G). Irwin também sugeriu o uso do
valor critico da taxa de liberagfio de energia total como pardmetro que governa a falha, conquanto

que a faltha ocorra de maneira similar a propagagéo de trinca.

3.3.2 Fratura em material composito

Os compositos laminados reforgados com fibra sdo superiores aos metais tradicionais em
muitos aspectos devido as suas caracteristicas de alta resisténcia e rigidez especifica. Entretanto o
maior problema para estes materiais é a delaminago e o descolamento entre a fibra e a matriz.
Tanto a delamina¢do quanto o descolamento podem ser vistos como trincas interfaciais, a
primeira como trinca na interface entre duas ldminas e o segundo como trinca na interface fibra-
matriz. A resisténcia a fratura interfacial para materiais compositos reforcados com fibra é a

caracterizagdo da resisténcia isolada mais importante de seus comportamentos mecinicos.

A qualidade da interface fibra-matriz influencia o surgimento e propagagio de trincas de
delaminac@o. A resisténcia ao crescimento da trinca tem sido caracterizado pela tenacidade &
fratura ou pela taxa critica de liberagdo de energia, sob modos I, I, TI e condicdes de
carregamento em que estes aparecem combinados. As condigdes de carregamento em modo I sdo
usadas como um teste basico para avaliar as propriedades de adesdo fibra-matriz. Uma viga

engastada ¢ um dos tipos de corpos de prova mais usados para a determinacfio da taxa critica de

35



liberagdo de energia &i. devido & sua geometria simples e apresentar um crescimento de trinca
estavel em carregamento sob controle de deslocamento (Ricards ez al., 1996). A figura 3.6 mostra
um corpo de prova proposto pela ASTM (D 5528) para o ensaio de um viga engastada em modo
L

Figura 3.6: Corpos de prova para ensaic de delaminaco conforme ASTM D 5528.

Uma trinca interlaminar inicial ¢ introduzida em uma chapa de composito laminado
unidirecional colocando-se um filme de material antiaderente de espessura de 40 um entre as
camadas (Ricards ef al., 1996). Na figura 3.6 a, é o comprimento do filme usado para introduzir a
pre-trinca de delaminagdo em modo I. &, A, [ e outras dimensdes sio dadas pela norma. Dois
blocos de aluminio sdo colados em cada lado do laminado em direcdo paralela & trinca por meio

dos quais a carga ¢ aplicada.

3.3.3 Campos de deslocamentos ¢ tensdes na ponta da trinca

O conhecimento dos campos de deslocamento e tensdo é essencial para a andlise da
resisténcia residual de um corpo bimaterial contendo uma trinca. As deducdes das relagdes
analiticas para os campos de deslocamento e tensio na vizinhanca de uma trinca interfacial entre
materiais dissimilares € bem documentada na literatura (Tan e Gao, 1990). A figura 3.7 apresenta
uma trinca interfacial entre os materiais I e II de um corpo bimaterial. Sistemas locais de

coordenadas polares e cartesianas sfo fixados na ponta da trinca.
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SR R

Ponta da trinca

Figura 3.7: Coordenadas locais na ponta da trinca .

No sistema de coordenadas adotado define-se a parte da interface que permanece colada

como #=0° e as superficies criadas pela trinca como 8=-7 para a face pertencente ao

material I e @ = 7 para a face pertencente ao material I,

Definindo deslocamentos e tensdes complexos escritos na forma

U, =u,, +iuy, (3.31)
G, =0, +ic,_, (3.32)
Tag = Cpgp T10,44 (3.33)

e usando o método dos potenciais, os campos de deslocamento e tensio na ponta da trinca
interfacial s3o dados por (Tan e Gao, 1990)

u = 2\/5;2((;;%?3,)’1 {[frﬁ- [Kzei(i_l)g —gia¥ ]+mi‘[ewi(l+:’.‘)€ mei(l-f)g]} (3.34)

_ COSh(ﬂf) = A i ~ili+ i R I n
SN W {K” [sze{ Mot E)Q]M?K”l[" i et )E]} (3.35)

cosh(n¢) | ] iy —H{1ea) -1lg ilex = i1-I n
;= vest S Sl el ORI ] RCED
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- cosh(zg) b= a4 ia-1f _ -illsaf Eei)s —i(+z¥ T i(-3¥
o, b@(1+y) 14 [ye e ]+ WKr L?e ( 2)e ]} (3.37)
_ cosh(7g) Iz aal iaay apildf | T At -i0+2F  iG-iY
O —————————W ) 4 [e ”e ]+ AKr {e et ]} (3.38)

_ cosh(zg)

G “m Ty it [?ez'().w]}s LAy ]+ /”T)K?‘IMI [ewz‘(imi)" _ei{1+2)g]} (3.39)

Nas equagdes (3.34) a (3.39), a barra define o conjugado complexo,

g ;—Lln?, (3.40)
P
e
o= ﬂ]+7f1ﬂ2 (341)
Ko R

sendo x, o modulo de elasticidade transversal para cada um dos materiais.

Para o estado plano de deformac8o, x ¢ dado por

K=3-4y, (3.42)
e para o estado plano de deformacio, por
3—-v
k=212 3.43
1+v, ( )

sendo v, o coeficiente de Poisson para cada um dos materiais. O fator de intensidade de tensdo

complexo K ¢ definido por
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K =K, +iK, =lim 2w (o, +ir,9)19_0 (3.44)
Ainda,
1, .
=il (3.45)

3.3.4 Fator de intensidade de tensio

Os fatores de intensidade de tensdo sio coeficientes das singularidades de tensdo na ponta

da trinca definidos como

K, =o,\2zxr = K, =0, 27F (3.46)

K, =0,27r. (3.47)

Nos problemas onde o corpo analisado ¢ bimaterial os fatores de intensidade de tensio sio
acoplados e o comportamento da ponta da trinca ¢ caracterizada por um fator de intensidade de
tensdo complexo conforme pode ser observado na equagio (3.44). Sua separacio em modos I ou

IT ¢ possivel somente em circunstdncias limitadas onde os materiais sejam suficientemente
similares (Rice, 1988).

3.3.5 Oscilagdo da singularidade na ponta da trinca

Da mesma forma que em meios homogéneos, trincas na interface entre dois materiais
induzem campos de tensdo singulares na ponta da trinca. Porém, constata-se a partir das equagdes
(3.34) a (3.39), que os campos de tensdo e deslocamento na ponta de uma trinca interfacial
apresentam, ainda, um comportamento oscilatério com as tensdes variando entre valores

positivos e negativos tendendo ao infinito, como mostrado na figura (3.8).
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Figura 3.8: Comportamento oscilatério da singularidade da tensio e do deslocamento proximo a
ponta de uma trinca interfacial.

A distribuigfo de tensdio proximo & ponta de uma trinca na interface entre dois materiais
elasticos isotropicos pode ser definida como (Yuuki e Xu, 1994)

—| (3.48)

K, +iK, (r)”
| ulr
onde K, e K, sdo os fatores de intensidade de tensdo para uma trinca interfacial, a € o

comprimento total da trinca e y € uma constante do meio bimaterial definida pelas propriedades

dos materiais que o compde dada por

K. 1
1 v it
w =—In Hy (3.49)
7
bh B
sendo x, dado por
3-4v, (para estado plano de deformagéo)
K=93Y, . (3.50)
" (para estado plano de tensdo)
Vi
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4 o mobdulo de elasticidade transversal ¢ v o coeficiente de Poisson para cada material. Se
yr = 0 significa que os materiais possuem propriedades elasticas diferentes e, neste caso, a tensdo

apresenta uma singularidade oscilatéria. O deslocamento também apresenta um comportamento
oscilatério como se uma face da trinca penetrasse na outra. Tais problemas sdo discutidos por

Rice (1988).
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Capitulo 4

Método dos Elementos de Contorno

4.1 Introducdo

Este capitulo apresenta a formulag@io basica do método dos elementos de contorno para
elastostatica em meios isotropicos. E desenvolvida a equagio integral de contorno a partir do
teorema de Betti, e detalhada a obtengio da solugio fundamental, a partir da resolucdo do
problema de Kelvin. E mostrada como a integragdo numérica é realizada, tanto nos casos em que
as integrais sdo regulares como nos casos em que possuem uma singularidade fraca. O método
das sub-regiSes ¢ apresentado e detathado. Finalmente, a formulagio para o calculo dos fatores de
intensidade de tensdo, usando elementos de ponto a um quarto com singularidade de forcas de

superficie € mostrado.

O método dos elementos de contorno vem sendo desenvolvido j4 ha varias décadas e
através dos anos vem se consolidando como uma ferramenta de analise computacional
extremamente Util em varias disciplinas de engenharia. Sua aplicacio em mecénica da fratura tem
sido objeto de estudos desde o inicio dos anos 70. Esta trajetoria pode ser vista em Aliabadi
(1997) e Cruse (1998). Esse método tem sido aplicado com sucesso em problemas eldsticos
lineares em dominios contendo defeitos ou ndo. Os defeitos, internos ou superficiais, quando nio
incluem nenhuma éarea ou volume e através dos quais o deslocamento ¢ descontinuo sio definidos

como trincas.
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4.2 Solucdes fundamentais

A formulagio de equages integrais de contorno para elastostatica a ser descrita adiante
requer 0 conhecimento de solugdes para problemas de elasticidade. Nesses problemas as
propriedades do material consideradas sdo as mesmas do componente que se quer analisar, mas
correspondente a2 um dominio infinito carregado com uma carga pontual unitiria. Essa ¢ a
solu¢do fundamental da elastostatica, ou solugio de Kelvin para as equagdes de Navier (Brebbia e

Dominguez, 1989).

Se as equagdes de equilibrio sfo expressas em termos de componentes de deslocamento

chega-se a equacdo de Navier. Considere-se a equagdo (3.5), aqui repetida

Substituindo a equagio (3.27) que relaciona tensdo e deformagio dada por

o ..,.E“____‘i'___gg +&
oltvil-ow TECT

[

na equagio (3.5) e em seguida substituindo a equagdo (3.17) dada por
i

i
&= E(uz‘.j +uj,i)

nas duas anteriores obtém-se, como resultado, as equagdes de Navier, ou equacdes de equilibrio

em termos de deslocamentos

1
(l—zvj o Ty =0 @1

ou

HU; +(J“+;L)”f,ﬁ =0 (4.2)
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As equagbes de equilibrio em termos dos deslocamentos sdo chamadas equacdes de
elasticidade de Navier. As quinze relagdes mostradas anteriormente (trés equagdes de equilibrio,

seis relagOes tensdo-deformacdo e seis equagBes constitutivas) foram reescritas em somente 3

equagdes diferenciais parciais de segunda ordem envolvendo trés deslocamentos U,

desconhecidos. O inconveniente € que essas equagdes sdo acopladas, isto &, cada uma das trés

equagdes envolve deslocamentos nas trés diregBes, como pode ser visto a seguir (Kane, 1994)
MUy TR g U 5 U, (/” + "1) LTS (zu +ﬂ)+u3,31 (ﬂ '}‘ﬂ*): 0 (4.3)

Dentre as varias aproximagdes disponiveis para desacoplar as equacdes de Navier esta a

aproximag@o pelo vetor de Galerkin. Nessa aproximagfo o componente #, dos deslocamentos na

equagio (4.2) ¢ substituida na equagio (4.3) por uma expressdo envolvendo a derivada segunda

de um vetor de Galerkin G (Brebbia ¢ Dominguez, 1989; Kane, 1994)

1
u; i.mm 2(1w V) ntim ( )

O deslocamento em qualquer ponto do dominio, devido a uma carga pontual, considerando

cada diregdo como independente, pode ser escrita como
u, =uge, (4.5)

onde ulj representa o deslocamento em qualquer ponto na direcio j quando uma carga pontual é

aplicada em um ponto “%” na diregdo 7. De acordo com a equagio (4.4) pode-se escrever

. 1
u, =G, — —2—(1—:7)(?,”‘ i (4.6)

sendo G, o j-ésimo componente do vetor de Galerkin em qualquer ponto quando uma carga

unitdria € aplicada em “k” na diregéo 7, dado por
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G, =Gd, 4.7
sendo
G=—1 ln(ij (4.8)
8mu ¥

de forma que a solugdo fundamental para problemas bidimensionais em estado plano de

deformagdo em termos de deslocamento ¢ dada por

* 1

1
| {3 e —0.. Fo|. .
U, ) [( 4v)ln ~5, + r:,r_lj| (4.9)

As forgas de superficie no contorno /~ com normal n podem ser escritas como
1, =te, (4.10)
sendo

. 1

I = "m{%[@ -2v)3, +2r,r, (- 20) b, ~mr, )} (4.11)

A formulagdo detalhada das solugdes fundamentais pode ser vista em Brebbia e Dominguez
(1989) e Kane (1994).

4.3 O teorema de Betti e a identidade de Somigliana

A solucio de uma equagio integral de contorno é ¢ objetivo do método dos elementos de
contorno. A identidade de Somigliana ¢ um método de formulagio de equagdes integrais de
contorno obtida a partir do teorema de Betti para problemas de elasticidade (Kane, 1994). O

teorema de Betti declara que o trabalho que um conjunto de forgas de superficie ¢ e forcas de
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corpo, em equilibrio, aplicadas em um sistema, exerce nos deslocamentos de um segundo sistema
u;, ¢ igual ao trabalho que as forgas de superficie #” e forgas de corpo deste segundo sistema
exerce nos deslocamentos u; do primeiro. O simbolo (*) denota o segundo sistema (Kane, 1994).

O teorema de Betti pode ser derivado como segue.

A relagdo tensio-deformagdo (3.27) para o material isotropico linear pode ser escrita como

(1+v)o, = E(au. + 1~V2V gkko;j (4.12)

para o primeiro sistema e

Q+v)o, = E[g,.].“ +$gkk*5§) : (4.13)

para o segundo sistema.

Multiplicando a equacio (4.12) que relaciona tens3o e deformagio para o primeiro sistema,
pela deformagio ¢, do segundo sistema e, também, a equacdo (4.13) que relaciona tensdo e
deformacio para o segundo sistema pela deformaco &; do primeiro sistema e subtraindo uma da

outra resulta
Oy —0; & =0, (4.14)

Devido aos tensores de tensGes serem simétricos, implica que

*®
Ju, « O u,
"% 0x
;

=0 (4.15)

g o=
C

i

e por estarem em equilibrio,
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P =2 20, _ (4.16)

¢ (ﬁ&-u: - o;j.*ui ): 0 (4.17)
X;
¢ a integrac@o sobre todo o corpo resulta em
2 (Gijui* - og.j*uz. )6 02=0. (4.18)

ﬂaxj

Usando o teorema da divergéncia de Gauss, na auséncia de forgas de corpo, a seguinte

integral sobre o contorno 7 pode ser obtida
'L(O'U.ui -0y ui)nde :_fr(tiui -1, uz.)df": 0 (4.19)
que ¢ conhecida como teorema reciproco de Betti, onde I é o contorno do corpo.

A identidade de Somigliana € um método de formulagio de equagdes integrais de contorno

obtida a partir do teorema de Betti para problemas de elasticidade (Kane, 1994) dada por
* +I (x* x)u ()dr(x) j U, {x* x)t (x)dr(x). (4.20)

O primeiro sistema sera tomado como aquele a ser resolvido e o segundo como aquele cuja
soluglo € conhecida. A solugio de Kelvin € singular e o campo de deslocamento #;*(x), devido a

uma carga pontual concentrada e;*(x*) ¢ dado por
ui*(x):Uzj"(xﬂx')ef*(x*) (4.21)
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sendo U, éa solugio fundamental dada por (4.9).

¥

A forga de superficie correspondente & carga pontual é dada por

() T(xx) (x*)

(4.22)
sendo 7, dado pela equacéo (4.11).
Figura 4.1: Ampliag&o do contorno para determinagdo do valor principal de Cauchy.
Substituindo as equagdes (4.9) e (4.11) na equago (4.19) resulta
J (Ue —uTe ar=o (4.23)

}
para x* no dominio £2, onde /¥ ¢ igual ao contorno /" menos a calota de raio », devido a

ampliagdo do contorno para determinagio do valor principal de Cauchy, mostrada na figura 4.1.

A equagiio (4.23) também pode ser escrita da seguinte forma

{ I (U, -u1,)ar } (4.24)

r
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e como ¢;* sdo vetores base, em qualquer sistema de coordenadas, e podem assumir quaisquer
valor, entdo para que a equagdo (4.24) seja verdadeira (igual a zero) a expressio entre colchetes

deve ser zero. Entdo

j(tU —u,T,)dl =0 (4.25)

iy
-

Considerando a pequena calota, a equagio (4.25) toma a seguinte forma

( + I[z‘ (x)U, (x x' ui(x)]’:}.(x,x*)}df(x)z(). (4.26)

r

A equagdo (4.26) ¢ aplicada para pontos localizados no interior do corpo. Assumindo que
este ponto tende para o contorno tem-se uma contribui¢do extra ¢; na integragio da matriz 7

que para pontos sobre um contorno suave vale

72 (4.27)

e a equacio (4.26) pode ser escrita como
-, (x*)uj(x*)+ .f { t(x)U, (x,x*)mui ()T, (x, x*) ]df(x) =0 (4.28)
2

Uma solug8o analitica para a equagdo (4.28) dificilmente sera encontrada e uma solugio
numeérica se faz necesséria. Para isso o contorno 77¢ dividido em # elementos de contorno lea

equacio (4.28) pode ser escrita como

-3

e, () () +

[ 16U, (e x")=u,0) 7, (%) Jar () = 0. (4.29)

e=l 1
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A equagfo (4.29) € aplicada em cada um dos nds do elemento de tal forma que a equagio

integral de contorno € transformada em um sistema linear de equacgdes algébricas
Hu =Gt (4.30)

onde as matrizes H e G contém as integrais das solugdes fundamentais de forgas de superficie T;
e de deslocamentos Uy, e os vetores t e u contém todas as forgas de superficies ¢ deslocamentos
conhecidos ou ndo. Através de algumas manipula¢es algébricas podemos isolar as incognitas em

um vetor f de forma que o sistema (4.29) possa ser representado por

Ax=f (4.31)

onde uma unica solugio pode ser obtida.

4.4 Elementos de contorno

Elementos constantes, lineares e quadréaticos sdo os tipos de elementos de contorno mais
usados em aplicagdes de elasticidade. A principal limitagdo do uso de elementos constantes e
lineares € que eles ndo representam muito bem geometrias curvas. Neste trabalho serdo apenas
utilizados elementos de contorno quadriticos, pois estes, além de poderem representar mais
facilmente contornos curvos, ainda interpolam melhor altos gradientes de deslocamentos, forcas

de superficie e tensBes, o que € bastante desejavel na modelagem de problemas de fratura.

4.4.1 Elemento de contorno quadratico continuo

Os elementos de contorno quadratico continuos sio versateis e eficientes para modelar
contornos curvos. Os vetores de forcas de superficie e deslocamentos nodais, t e u,

respectivamente, para um elemento quadratico continuo podem ser dados por
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O elemento de contorno quadratico continuo mostrado na figura 4.2 tem todos os valores
associados a ele, simbolizados por v. Esses valores incluem coordenadas geometricas x;, 0S seis

componentes dos deslocamentos #; € os seis componentes das forgas de superficies 7.

x2

v = valores nodais de u ou ¢

063 2
(xpxy) j

{xp.xz)

(xhxi} ; | (

(a) (b)

Figura 4.2: Elemento de contorno quadratico isoparamétrico.

A variagdo da resposta entre os nos é descrita usando-se funcBes de interpolagdes

polinomiais simples, dadas por
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N, :%5(5“1)
N, =1—§2 (4,34)

1
Ny = 55(& + 1)
onde £ ¢ a coordenada homogénea ao longo do elemento (figura 4.2.b).

A avaliagdo das integrais ao longo da equagiio de contorno (4.20) requer o uso de um

jacobiano dado por

_i[ex 2 ox, 2 or, ~
/e \/(65} J{afj L (439
assim,

8rI,=J)o¢ (4.36)

Substituindo (4.32), (4.33) e (4.36) em (4.29) a equagdo integral de contorno pode ser

expressa Como

e, + 2 [ @ @M Er -1, O Ou =0 e

As integrais sobre o elemento na equagio (4.37) pode ser avaliada pelo esquema de
quadratura de Gauss unidimensional padréo. A equagdo (4.37) ¢ entdio aplicada seqiiencialmente
para cada nd, no processo chamado colocagdo nodal. Em cada direcio de cada né ha um

componente de deslocamento e forga de superficie.
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4.4.2 Elemento de ponto a um quarto com singularidade de forcas de
superficie

Conforme as equagdes (3.36) a (3.39), o campo de tensdes proximo & ponta da trinca

apresenta um comportamento do tipo 1/+/7 , com uma singularidade na ponta da trinca. A menos
que se faga 0 uso de uma malha bastante refinada, este tipo de comportamento nio pode ser
modelado com o uso de elementos quadraticos padrdes. Porém, se os campos de deslocamentos e
forgas de superficie forem interpolados com fungGes de forma que ji apresentam o seu tipo de

comportamento, uma boa modelagem € obtida, mesmo com uma malha pouco refinada.

Muitos tipos de elementos foram propostos para a modelagem de problemas de fratura,
conforme pode ser visto em Aliabadi e Rooke (1991). Conforme mostrado por Martinez e
Dominguez (1984) para problemas simétricos e por Smith (1988) para problemas com
carregamento em modo misto, o elemento de ponto a um quarto com singularidade de forcas de
superficie apresenta pouca dependéncia da discretizagio utilizada, o que nfio ocorre com outros
tipos de elementos, analisados por esses autores. Neste trabalho foi utilizado o elemento de ponto

a um quarto com singularidade de for¢as de superficie, cuja formulagdo sera apresentada a seguir.

g=-1

!
®)

Figura 4.3: (a) Elemento quadratico padrio; (b) Elemento singular de ponto a um quarto.

Se um elemento quadratico padrdo tem a geometria retilinea ¢ o ponto central colocado a
um quarto de seu comprimento /, uma relacdo simples entre ¥ e £pode ser encontrada.

Considerando que r pode ser representado por
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r=Nr+Nyr,+N;r,, (4.38)

sendo N,, N, e N, dados pelas fungdes de forma (4.34), pode se escrever as seguintes relagdes

Leenosli-e) e Ly - oLt
r=o€E-00+(-8) 1+ (4Dl = (48 (-9 1+ +1)¢r

§=(1+r:)[(1—~§)-};+—21~5} ave)3-% 2] = 35 - Leg)

4
(1+§)2=f3‘— - 1+&= ar
l i
das quais se obtém a seguinte equagdo
E=2./—-1 (4.39)

que sera substituida nas fungdes de forma dadas por (4.34).

Substituindo (4.39) na primeira fungdo de forma N,, tem-se

w=£2f [2 gml]z_[z‘g_ll _

4—~4\/7+1 2\/74?1 4m—6\/; 2

que resulta em

54



N, = 27-3\/; +1 (4.40)

Da mesma maneira, a fungio de forma N, pode ser obtida de

N =1-¢ = ~41+4\j’£.
2 4 7 7

Assim,

N, = w47+4 - (4.41)

e o

chega-se a

N,=2-— = (4.42)

Para maior clareza, as trés funges de forma dadas pelas equagbes (4.40) a (4.42),

modificadas para incluir a singularidade Jr , obtidas para elementos de ponto a um quarto, s3o

mostradas a seguir:
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ﬁ}:25—3J5+1
I V1

N,=-4l14 "
i I
fa ¥

=2 |
S B

Conforme equagio (4.33) as forgas de superficie ¢, podem ser dadas por
=N, +N,it, +N,t,. . (4.43)

Substituindo as fungbes de forma (4.40) a (4.42) em (4.43), conforme mostrado a seguir,

7, = 21—3Jz+114+ u41+4JE o+l 25— D,
) / ! / { !
¥ ¥ ¥ r ¥ s
£, =2—l-tA u3\/;tA +7, —47t8 +4\/;13 +2—l—tC ——\/;rc
r r ¥ ¥ r r
Ii ﬁrA “3J*-Z:IA +4\/‘l-f3 “\/;fc +27tA +'—4—l-fB +2-Z—tc

chega-se a

q3q+%J§+%§ (4.44)
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onde os termos independentes s3o substituidos por a,, os termos em fungfo de 7/ por g, e os

termos em fungdo de r// por a,, dados por:

a =t, (4.45)
a, =31, +41, 1, (4.46)

a, =21, +-4¢t,+21, (4.47)
Tomando a equagio (4.44) e muitiplicando-a por «//r a equagio de tragdo com

singularidade de forgas de superficie € obtida.

mal\/g+a2+a3\/§ : (4.48)

Ao usar elementos de ponto a um quarto com singularidade de forgas de superficie na ponta
da trinca, tanto as forcas de superficies quanto os deslocamentos serio corretamente

representados.

Os fatores de intensidade de tens@o podem ser calculados de varias maneiras, sendo a mais
direta usando os valores nodais de forgas de superficie. Relacionando a equagio (4.48) com as
equagdes dos campos de tensdes na ponta da trinca interfacial dadas por (3.36), (3.37), (3.38) ¢

(3.39), a seguinte equagfo pode ser obtida

e L S (4.49)

cosh(ze)

4.5 Integracdo sobre o elemento que contém o ponto
fonte

As solugdes fundamentais dadas pelas equagdes (4.9) e (4.11) sdo dadas em fung¢do do raio

r (figura 4.4) entre o ponto fonte e o ponto campo.
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Eiemento que estd
sendo integrado

Ponto campo

Ponto fonte

Figura 4.4: O raio r entre o pontos campo e o ponto fonte é dado por x—x" .

Observa-se uma condigdo singular quando o ponto fonte e o0 ponto campo estfio no mesmo
elemento. Na matriz H isso ¢ resolvido de forma relativamente simples, aplicando-se a
considera¢do de corpo rigido. Assumindo um deslocamento de corpo rigido unitario na diregfio

de um dos eixo do sistema de coordenadas cartesianas, as forgas de superficie devem ser zero:
HI? =0 (4.50)

sendo I um vetor de deslocamentos unitarios na direcio g e zero nas demais. Entéio pode-se ter
H =->"H’ (4.51)
J=1

o qual resulta na diagonal da matriz H. Em (4.51) os indices nfo implicam em soma.

O tratamento da singularidade da matriz G é mais complexo. Na integragdo observa-se que
0 raio apresenta uma parte singular e uma parte nfio singular, sendo que no primeiro caso usa-se
Gauss logaritmico e no segundo usa-se quadratura de Gauss padrio. O desmembramento do raio
em parte singular € ndo singular ¢ mostrada a seguir. A solucio fundamental de deslocamentos

dada por (4.9) ¢ singular quando 7 tende a zero, sendo » dado por
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r=yle-xf +(y-yF . (4.52)

Os pontos de integragfio (pontos de Gauss) x e y sobre o elemento sdo dados por

x=xN +x,N, +x.N, (4.53)

y=ynN +y,N,+y,N, (4.54)
sendo x;, x; e x; 0s nos do elemento.

Substituindo as fungSes de forma (4.34) em (4.53) e (4.54) resulta em
x:}wézx —15 X, +x, —&Ex +E§2x +—1-§x (4.55)
2 i 2 1 2 2 2 3 2 3- .

Colocando os termos comuns em evidéncia, a equacio (4.55) pode ser reescrita para os

pontos fonte e campo:

X = %_(Jﬁ -2x, +x3)+~~§—(x3 —x1)+x2 (4.56)

2
x = —é’;‘}—(x1 —-2x, +x3)+—(’;"—(x3 —x, )+, . (4.57)

O raio 7, dado por x—x", é entdo calculado:

oyt :[éi(xl ~2x, +x3)+g(x3 mx})-i-ch-]«r:%'f—(x1 ~2x, +x3)-l~§—2°(x3 ux})+ xz]

e

2 2
x—x¥= %—(xl -2x, +x3)—-§2?~~(x1 ~2x, +x3)-&——§—(x3 ~—x])——é-;2(x3 —x, )+ X, —x,
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colocando em evidencia e usando fatoracio, chega-se a:

e = (-GN 6+ )6 -2+ ) e —x] @59)

Usando o elemento quadratico padriio, que tem o no central exatamente no meio do

elemento, tem se

!
xz = x] "’}“E
(4.59)
X, =x +!
conforme pode ser visto na figura 4.5,
. ! -
® L  J
x; x2 ‘x3
x+172
ha 3
x,+1
Figura 4.5: Integragio quando o ponto fonte pertence ao elemento.
Reescrevendo (4.58) em termos de x,
« 1 I
X-x :5(§m§0) (€+&,)] x —-2x, —2o 4%+l by o, (4.60)

obtém-se
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« 1
X—x :5(5—50)1. (4.61)
Assim, se o elemento quadratico for o padrio, tem-se
(E+& ) ~2x, +x ) +x, ~x, =1, (4.62)

ou seja, independentemente das coordenadas x,, x, e x; e de qual seja o ponto fonte, esta parte é

sempre igual ao comprimento do elemento na direg3o x. Da mesma forma,

y=y" == E)E+8)00 234 3, )+ 3 - 0] (469
com
(€+&) 0 -2+ y )4y -3 =1, (4.64)
para elementos quadraticos padres.

Voltando 4 equacdo de » dada por (4.52), In(r) em (4.9) pode ser deduzido conforme
segue

o ] T - (BT

2
- \/[é_{é@wj (2+12)- 5“;50 Fir = éfzi 1 (4.65)

b
S parie nic
parte singular  singuiar

Escrevendo (4.65) na forma geral
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m(r)zfn\/(i;—%]z{(m)(xi—zxz+x3)+x3—x112+[((:+fse)(yl—zy2+y3)+y3—y112}

ou

In(r)zin(“g‘;ij'f‘m\/[(f*go)(xl —-2x, "*“xs)'*‘xs _x}}z '%"[(5'*'50)()’1 -2y, +y3)+_V3 _}’*1]2
(4.66)

Na equagdo (4.66) a primeira parcela ¢ a parte onde a singularidade deve ser tratada. A
segunda possui valor constante e igual a0 comprimento do elemento, conforme j4 demonstrado,
para o elemento quadratico padrdo adotado. Obviamente a segunda parcela nunca é singular,

pois o comprimento do elemento ¢ sempre maior que zero.

A integragdo logaritmica da parte singular é dada por

[ In[ Jf(x)ax zf(x w,. (4.67)

Uma vez que os limites da integral da parte singular é de -1 a | e na integracdo logaritmica

€ de 0 a 1, uma transformacido de coordenadas se faz necessaria.

m(ﬁ % ] E > j In(n)|J]8 7 (4.68)
Conforme a localizag@io do ponto fonte, &, recebe os seguintes valores:
£, =—1quando o ponto fonte € o primeiro n6 do elemento;
&, = 0quando o ponto fonte é o segundo no6 do elemento:

£, =1quando o ponto fonte € o terceiro né do elemento.

Quando o ponto fonte é o primeiro n6
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=& _E-) _gwl oy,
=3 2 y e

(4.69)

,7:§+ ,aﬂ:a_f-)agzzaryejzz. (4.70)

1
2

Quando o ponto fonte € o segundo nd, a integral é dividida em duas partes, uma do

primeiro ao segundo no e outra do segundo a0 terceiro

né

GW = fNu“

SNVl = [NV [T ar

J|og (4.71)

de maneira que

==& n=—0&>J, =-1
n,=0 (4.72)
N, =P 0, =0&2J,=1.

Finalmente, quando o ponto de colocagio € o terceiro no,

U:%}. = £=27+1 4.73)
e
=52 07=530s=20n>7=2. (4.74)
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4.6 Formulagdo de sub-regides

A analise estrutural pelo método dos elementos de contorno algumas vezes requer que o
dominio seja dividido/particionado em mais de uma regifo. Isso pode ocorrer devido a presenca
de trincas na estrutura, ou devido a existéncia de diferentes materiais no dominio, como na
analise de interface de chapas laminadas. A derivagio da formulagio de multidominio ou sub-
regides € uma extensdo direta dos procedimentos de elementos de contorno descritas nas secdes

anteriores {Sollero, 1994),

1
+
SL

1} l-_—|2

Figura 4.6: Divisdo de um dominio em duas sub-regiGes

Considere por simplicidade que o corpo ¢ particionado em duas sub-regides I e I (os
sobrescritos indicam a sub-regido e ndo implicam em soma) separados por uma interface / como
mostrado na figura 4.6. Os deslocamentos u' e as forcas de superficie t' no contorno I de cada
subdominio devem satisfazer a continuidade dos deslocamentos e as condicdes de equilibrio das

forgas de superficie que podem ser expressas como

u; ()=ul(x)=u’ (4.75)

t()=-t;(x)= t' (4.76)
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onde u' e t' s30 somente incognitas ao longo da interface /.

O sistema de equagdes (4.30) quando aplicado & sub-regido / resulta em

I, H;]{z;}-:[cl G}]{:;} 4.77)

i 1

e quando aplicado a sub-regido 2, resulta em

|, H;]{:;}z{(;, G;]{t‘} (4.78)

I
2 tZ

Combinando as equacdes (4.77) e (4.78) o seguinte sistema pode ser obtido

u, lrtl

H H o0 0 ! ! | ¢
1 i . ul — Gl Gl O OI 1 (4 . 79)

0 0 H, H,| u 0 0 G, G,||t,

u, t)

impondo a compatibilidade de deslocamentos e o equilibrio de forgas de superficies, temos

5 g oll™ G, G' o (t‘l
ot = ! . t). (4.80)
0 H. H, 0 -G! G, tJ

2

Sendo desconhecidos os deslocamentos e as forgas de superficie na interface, o sistema

resultante pode ser reordenado conforme mostrado a seguir
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iy
B R
0 H, G, H, |t 0 G,|it,
“z
Finalmente apds a substitui¢do das condigdes de contorno, o sistema resultante pode ser
reordenado como dado.

Hu=Gt (4.82)

Esse sistema de equaces € similar ao sistema da equagio (4.30), com excegfio de que as

matrizes H e G agora apresentam blocos de zeros.
Convem salientar que, embora a formulaglio de sub-regides seja bem simples, a

implementa¢do ¢ bem complexa. Uma rotina de formatagdo de prévia de dados muito bem

planejada se faz necessaria, sem a qual a implementagZo pode se tornar quase impossivel.
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Capitulo 5

Resultados numéricos e discussoes

5.1 Introdugdo

Neste capitulo serdo apresentados alguns exemplos da aplicagio da formulacdo
desenvolvida nos capitulos anteriores. O objetivos dos exemplos apresentados é demonstrar a
aplicabilidade do método em problemas reais e assegurar que seus resultados estdo em boa
concordancia com resultados da literatura. O primeiro problema trata de uma trinca central na
interface de uma chapa bimaterial infinita, o qual tem solu¢Bo analitica. Dessa forma os
resultados obtidos pela solugio analitica podem ser usados para comparagio com aqueles obtidos
numericamente. O segundo exemplo traz o problema de uma chapa de largura finita, sujeita a
tensdes normais uniaxiais aplicadas remotamente, o qual também tem resultados mostrados na
literatura, que podem ser usados para verificar a veracidade dos dados numéricos. Embora o
problema seja de trinca interfacial, neste segundo exemplo os materiais considerados sdo os
mesmos. Por Ultimo, € analisada uma chapa de dimensdes finitas constituida de dois materiais
com trinca interfacial. Os resultados para esse problema sio comparados com resultados
numéricos obtidos por outros autores e mostram boa concorddncia. Em todos os exemplos
numéricos os resultados sdo mostrados para diferentes malhas e pode ser constatada a pouca

dependéncia dos resultados em relagdo i malha utilizada.

Nas analises numéricas realizadas investigou-se o efeito das mudancas nas relagdes entre os
médulos dos materiais na precisio dos resultados obtidos. Também foi investigado o efeito do
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comprimento / dos trés elementos da ponta da trinca com relagio ao tamanho a da trinca (figura
5.1).

Figura 5.1: Comprimento dos elementos em relago a0 comprimento da trinca.

5.2 Chapa bimaterial infinita com trinca interfacial
carregada remotamente em modo misto

A figura 5.2 mostra o problema fisico considerado: uma trinca central, de comprimento 2a,
na interface de uma chapa bimaterial infinita. A chapa esti sujeita a tensdes normais aplicadas
remotamente. Na analise numérica, entretanto, foi considerada uma chapa finita, porém, assumiu-
se que uma relacdo entre o comprimento da trinca e as dimensdes da chapa de 20 vezes seria
suficiente para que as condigdes de carregamento remoto pudessem ser consideradas. Também

foi assumido estado plano de deformagio.

P Hter

‘ ‘ }(Gy)mi ; ‘

Figura 5.2: Chapa bimaterial infinita com trinca na interface sujeita a tensdes normais.
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Para garantir a condigdo de continuidade das deformacgBes £_ na interface do material a

tensio (o, ) aplicada foi considerada como

i
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sendo E; e E; os modulos de elasticidade dos materiais [ e 1T respectivamente.

Devido a simetria somente metade do problema fisico foi modelado. A figura 5.3.2 mostra
a malha de elementos de contorno empregada, bem como as condicdes de contorno aplicadas. A
discretiza¢do adotada nos caso em que a relagdo /i, entre o comprimento / do elemento e o
comprimento a da trinca, varia de 0,06 a 0,/5 foram usados 6 elementos na interface, sendo o
comprimento dos dois primeiros elementos mais proximos da ponta da trinca igual a 0,/5a. O
comprimento adotado para os demais elementos da interface foi sempre o dobro do elemento
antertor, a partir do segundo elemento da ponta da trinca. Essa regra também foi utilizada na
discretizagdo das faces da trinca, onde foram usados 4 elementos. As linhas que formam a
simetria foram discretizadas usando-se 4 elementos de comprimentos variaveis, sendo o menor
proximo a ponta da trinca. Nos casos em que a relagdo /4 era 0,04 foram aplicadas as mesmas
regras descritas acima, usando-se 6 elementos na interface, 5 elementos nas faces da trinca e 5
elementos nas finha de simetria. Da mesma forma, onde a relagdo /i era 0,02, foram usados 7

elementos na interface, 6 elementos nas faces da trinca e 5 elementos nas linhas de simetria.

Foram analisadas quatro diferentes relacdes entre s, e z; e para cada uma dessas relagdes o

comprimento do elemento da ponta da trinca foi variado de 0,02a a 0, /5a. A tabela 5.1 apresenta

os valores normalizados dos fatores de intensidade de tensio (K /K )1 , sendo K dado por
K =lo, ), (5.2)

obtidos da anélise do método usando a equagdo para forgas de superficie conforme
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K, _ 2l G+ (5.3)

cosh(zs)
L RS
T 5 s Eay ES L s
pens e =
Lol + [ S— ES
-k F A 5
cat i = it ?:
15 —> 5
10 S w !
5 S 5 ;
|
g t o= g i
g B J’ v ¥
(a) (b)

Figura 5.3: (a) Discretizagdo e condigSes de contorno aplicadas; (b) Malha deformada.

A tabela 5.1 mostra os resultados obtidos neste trabalho, para o problema proposto neste
exemplo, juntamente com outros resultados encontrados na literatura. Observa-se na tabela 5.1
que, para uma mesma discretizacfdo os menores erros sdo obtidos com / entre 0,06a e 0,08a.
Blandford er al. (1981) recomenda, para um erro menor que 3 porcento, que a relagdo entre o
comprimento do elemento da ponta da trinca e o comprimento da trinca seja 0,05</[/a<0,25. Ja
Martinez e Dominguez (1984) sugerem um valor para /g em torno de 0,/. Em qualquer dos dois
casos observa-se que os dados apresentados estdo de acordo com aqueles apresentados na

hiteratura. Observa-se porém que, conforme aumenta /4, para um mesmo erro, € necessario wm

{/a menor.

A solucdio analitica (K,/K)

analitico

fol dada por Rice e Sih (1965). Tan e Gao (1990)

apresentaram resultados numéricos (KO /K )T usando elementos singulares de ponto a um quarto
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Fatores de intensidade de tensdo pa/j1 =1

1.01
1 € |

% 06 |
T 0.
S 0.97 + —&—Analitico R X
E 096 -
s —-- Presente trabalho
< (.85
% 004 L —¥—Forcade superficie (Tan e Gao, 1990).

0.93 1 —%—Deslocamento (Tan e Gao, 1990) ~

0.92 ; . : :

.15 0.1 0.08 0.06 0.04 0.02

Relacdes Ha

Figura 5.4: Comparacfo entre os fatores de intensidade de tensdo em fungfo das relagBes I/a para
relagdo entre médulos de elasticidade w, /g, =1.

Fatores de intensidade de tensao p2fp1 =5

1.03 -

1.02
o 101 }wx\
E 1 m P PR
N 099 ® % S = e
® 0.98
g 0.97 - —8— Analitico
= g-gg ¢ Presente trabalho
X 004 | —¥—Forca de superficie (Tan e Gao, 1990}

g-gg | —#— Deslocamento (Tan e Gao, 1990)

0.15 01 (.08 0.06 0.04 0.02
Relagdes lfa

Figura 5.5: Comparagdo entre os fatores de intensidade de tensfo em fungfo das relagdes [/ para
relagfio entre modulos de elasticidade w1,/ =5.
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para forgas de superficie e (KG /K )D usando elementos singulares de ponto a um quarto para

deslocamentos. A coluna ERRO corresponde a relagdo entre os resultados obtidos neste trabatho
e os resultados analiticos. ERROr correspondem aos erros entre os resultados obtidos por Tan e
Gao (1990) usando elementos de ponto a um quarto com singularidade de forgas de superficie e
os resultados analiticos. Por fim, ERROyp correspondem aos erros entre os resultados obtidos por
Tan e Gao (1990) usando elementos de ponto a um quarto com singularidade de deslocamentos e

os resultados analiticos.

Tabela 5.1: Fatores de intensidade de tensfo normalizados para uma trinca interfacial em uma
chapa bimaterial infinita sujeita a carregamento remoto.

u, LK) / (nggm) ERRO | (K, | ERROy (é’g ERROp
Ly LE analitico a \KM A% LK 7 A% K /b A%

51 025 0,995 -0,51 1,004 0,4

10,990 “1,0] 0,999 201

0,087 131 0,997 203

! 1,000 0,083 -1,7] 0,994 0.6

0,975 2.5 0,990 1.0

0,949 -5,1 0,975 -2.,5

1,004 1,5] 1,018 2,9

0,998 0,90 1,013 2.4

0,996 0,7 1,011 2.2

> 0,989 0,992 0,27 1,008 1,9

0,983 -0,6] 1,004 1,5

0,958 -3.21 0,989 0

1,004 2,50 1,022 4.3

0,999 20| 1017 3.8

0,997 1,7] 1,015 3.6

20 0,980 0,993 1,3] 1,012 3.3

0,979 -0,11 1,008 .9

0,961 -2,00 0,992 1,2

1,006 3,1 1,024 49

1,001 2.6 1,017 472

0,999 2.3 1,013 4.0

100 0,976 0,995 1,97 1,012 3.7

0,987 .21 1,006 3.0

0,963 -1,3| 0,985 0,9

A tendéncia dos resultados pode ser vista nos graficos mostrados nas figuras 5.4 a 5.7
plotados a partir dos dados apresentados na tabela 5.1. Cada uma das figuras apresenta os dados

referentes a uma relagdo entre os modos de elasticidade.
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Fatores de intensidade de tenséio p2/p1 =20

1.03

1.02 Foan
o 101 ‘\}\‘_\‘b\‘qx\
T 1. e
= 0.99 B — o P
£ 098 2 = g A& =
S 0.97 +-
< 096 1. - Analitico \
§ 3‘95 —;t -z Presente trabalho

O. 94 Mj ——Forga de superficie (Tan e Gao, 1990)

' —3#~— Deslocamento (Tan e Gao, 1960)
0.93 +— ; ,
0.15 0.1 0.08 0.06 0.04 0.02
Relagdes l/a

Figura 5.6: Comparagio entre os fatores de intensidade de tensfic em funcdo das relagdes //a para
relaglo entre médulos de elasticidade u, /g, =20.

Fatores de intensidade de tensdo p2/pn = 100

1.03

1.02 MM

1.01
§ ) e \asc\
N ngo W\
€ o8 P e
é 0’97 B = 2 MR — e =
Q u. -
= 0.96 - ~—B— Anaiitico \”4
§ 0.95 w -2 Presente trabalho

0. 94 || —3—Forga de superficie (Tan e Gao, 1990)

0' 93 ~#--Deslocamento (Tan e Gao, 18980) _

015 0.1 0.08 0.06 0.04 0.02
Relacdes l/a

Figura 5.7: Comparagfio entre os fatores de intensidade de tensfio em funcdio das relag8es [/z para
relagdo entre médulos de elasticidade 1, / 11, =100.

Pode-se verificar que tanto nos casos em que as relagdes entre as propriedades dos
materiais foram variadas quanto naqueles em que a relagiio entre comprimentos do elemento ¢ da
trinca foram variados, em geral, o erro estd abaixo de 1% em relacfio ao valor analitico. Também

pode ser notado que em todos os casos os resultados obtidos neste trabalho apresentam erros
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menores que os apresentados por Tan e Gao (1990). Talvez o fato de terem usado precisio

simples e o presente trabalho usar precisdo dupla explique esses resultados melhores.

5.3 Chapa homogénea de largura finita com trinca
central

Para se verificar a concordincia dos resultados obtidos neste trabalho com os resultados
obtidos por Isida (1962) através de uma expansio em série de poténcias com 36 termos, fol
modelado uma chapa homogénea de largura finita e comprimento infinito contendo uma trinca

central.

O problema fisico de uma trinca central, de comprimento 2a, na interface de uma chapa de
largura finita ¢ mostrado na figura 5.8. A tira esta sujeita a tensOes normais uniaxiais aplicadas
remotamente. Assumiu-se que, se o comprimento de uma chapa for 4 vezes maior que sua

largura, pode ser considerado infinito. Foi considerado estado plano de deformacio.

ERECORRE

e —— e

(1)

(M

e it e

EREZERE

Figura 5.8: Chapa homogénea de largura finita com trinca na interface sujeita a tensdes normais
uniaxiais.

Devido a simetria somente metade do problema fisico foi modelado. A figura 5.9 mostra a

malha de elementos de contorno empregada e também as condi¢Bes de contorno e simetria
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consideradas. A tabela 3.2 traz o nimero de elementos usados na interface e nas faces da trinca

em cada uma das relagdes a/b verificadas. O restante da malha nfo foi alterado.

Tabela 5.2: Discretizago adotada nas linhas da interface.

Relacdo a/b N° de elementos na interface N° de elementos na face da trinca
0,1 ) 5
0,2
0,3 5 4
0.4
0,5 .
0.6 3 4
0,7
> 2
0.8 . 4

(a) (b)

Figura 5.9: (a) Discretizacfo e condicdes de contorno aplicadas; (b) Malha deformada.

A tabela 5.3 apresenta os valores normalizados dos fatores de intensidade de tensio

(K /K )1 , sendo K dado por

l
J (5.4)
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conforme expansdo em série de poténcias de (a/h)" usando 36 termos, conforme apresentada por

Isida (1962). Verifica-se que os resultados obtidos apresentam, em sua maioria, um erro menor

que 1%, excete para as relagdes a/b=90,7 e a/b=10.8. O aumento do erro neste caso é devido a

diminui¢fio das rela¢des entre a largura e o comprimento da chapa, e o comprimento da trinca.

Tabela 5.3: Fatores de intensidade de tensdo para uma trinca interfacial em uma chapa
homogénea de largura finita, sujeita a carregamento uniaxial remoto.

a/b Ko Kisida [“%‘] iﬂf

0,1 25,4321 25,2167 1,0085 0,8542
0,2 36,6269 36,3211 1,0084 0,8418
0,3 46,2735 45,9212 1,0077 0,7673
0,4 55,9213 55,6171 1,0055 0,5471
0,5 66,6209 66,5144 1,0016 0,1601
0,6 79,6439 80,0221 (,9953 -0,4726
0,7 96,9942 98,6962 00,9828 -1,7244
0.8 124,8905 128,7510 0,9700 -2,9984

No grafico apresentado na figura 5.10, obtido a partir da tabela 5.3, pode se observar a

tendéncia dos resultados.

Fatores de intensidade de tensdo - pa/p=1

0.1 02 0.3 04 05 06 07 08
Relacdo i/a

{m@- Presente trabaiho & Expansio em série de poténcias (Isida, 1962)

Figura 5.10: Comparag¢fo entre os fatores de intensidade de tensfio em funcéio das relacdes la

para material homogéneo.
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5.4 Chapa bimaterial finita com trinca interfacial central

O terceiro problema analisado € o de uma chapa bimaterial de dimensdes finitas contendo
uma ftrinca central interfacial, de comprimento 2g, sujeita a tensbes uniaxiais remotas. Os
materiais da chapa analisada neste exemplo sfo considerados dissimilares, com relagdes u/f/u2
variande de [ a 100. Consideraram-se os coeficientes de Poisson v1=v2=073 Estudou-se também
os valores dos fatores de intensidade de tensfo em fungdo do tamanho da trinca. A figura 5.11
mostra o problema fisico, no qual a geometria considerada foi /b = I para a/b variando de 0,/ a

0.4. No modelo numérico considerou-se b =20 .

oy

bhb oottt

Figura 5.11: Chapa bimaterial de dimensdes finitas com trinca na interface sujeita a tensdes
normais uniaxiats.

Devido a simetria somente metade do problema fisico fot modelado. A figura 5.12.a mostra

a malha de elementos de contorno empregada, bem como as condi¢des de contorno aplicadas.
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Figura 5.12: (a) Discretizagfio e condigdes de contorno aplicadas. (b) Malha deformada.

Na discretizagfo adotada no caso em que a relagdo /b, entre o comprimento / do elemento ¢
a largura b da chapa era 0,0/ foram usados 6 elementos na interface e 5 elementos nas faces dag
trinca. Nos demais casos em que /b foi variado de 0,2 a 0,4 foram usados 5 elementos na

interface e 4 nas faces da trinca.

Na tabela 5.4, a coluna (K K ) traz os resultados obtidos neste trabatho juntamente con
os obtidos por Tan e Gao (1990) usando elementos de ponto a um quarto com singularidade de
forgas de superficie (KO /K ),f e elementos de ponto a um quarto com singularidade de
deslocamentos (KD /K )D - Neste caso nfio foi encontrado na literatura consultada solugdo

analitica ou por expansio em série, motivo pelo qual Julgou-se methor ndo calcular erros

relativos, uma vez que os dados disponiveis para comparacdo sdo, também. numéricos. Todavia
observa-se que os resultados obtidos neste trabalho estdo bastante proximos daqueles obtidos por

Tan e Gao (1990).
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Tabela 5.4: Fatores de intensidade de tensio normalizados para uma trinca central em uma
chapa bimaterial de largura finita sob carregamento uniaxial.

K, Tan e Gao (1990)
a | K ! X
'i; ) - ! Com elemento de ponto a um Com elemento de ponto aum
1 a quarto com singularidade em | quarto com singularidade em
forca de superficie deslocamento

1 0.10 1.019 1.023

0.06 1.012 1.019

0.10 1.013 1.019

01 1 10 5% 1.006 1.015

100 0.10 0.991 0.976

0.06 0.984 0.99]

] 0.10 1.053 1.052

0.06 1.046 1.048

0.10 1.039 1.036

02 1 10 57 1.033 1.032

0.10 1.014 1.013

100 506 1.007 1.009

1 0.10 1.102 1.100

0.06 1.102 1.095

0.10 1.076 1.071

0.3 10 0.06 1.670 1.067

100 0.10 1.046 1.042

0.06 1,039 1.038

I 0.10 1.173 1.168

0.06 1.166 1.163

0.10 1.130 1.123

0.4 10 0.06 1.123 1.118

0.10 1.092 1.088

100 0.06 1.085 1.083
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Capitulo 6

Conclus®es e propostas para trabalhos
futuros

6.1 Conclusdes

Neste trabalho foi proposto um procedimento para o calculo dos fatores de intensidade de
tensdo para trincas interfaciais em corpos bimateriais compostos por diferentes materiais
isotropicos. O procedimento baseia-se no método dos elementos de contorno e faz uso da técnica

de sub-regides para modelar cada um dos diferentes materiais que comp&em o corpo.

Os fatores de intensidade de tensdo foram calculados a partir dos valores de forgas de

superficie nodais obtidos através de elementos de ponto a um quarto com singularidade de forgas

de superficie, por ser um elemento que descreve o comportamento 1/ Jr verificado na ponta da
trinca. Dessa forma a superficie da trinca pode ser modelada com uma malha relativamente
grossa. Os estudos de convergéncia de malha mostram que os resultados s3o pouco dependentes
da discretizagdo, porém verificou-se que uma boa relaggo entre o comprimento de um elemento e

o comprimento dos elementos adjacentes esta entre 1 € 2.

No caso da modelagem de chapas infinitas pode ser mostrado que modelando-se uma chapa
cujas dimensdes sdo cerca de 20 vezes o comprimento da trinca, consegue-se uma boa

concordancia com os resultados analiticos para chapa infinitas apresentados na literatura.
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Em problemas sem restricbes de deslocamentos héa a necessidade de restringir os
deslocamentos em alguns nds para se evitar movimentos de corpo rigido do modelo. Deve ser
tomado um cuidado especial para que estas restrigdes ndo influenciem os resultados obtidos,

procurando aplica-las de acordo com as condigBes de simetria dos problemas.

Tanto o calculo do fator de intensidade de tensio em modo I como em modo misto
mostraram boa concordancia com os resultados disponiveis na literatura. De acordo com os
resultados mostrados neste trabalho pode se concluir que a abordagem utilizada é adequada para
o tratamento de problemas de meios bimateriais contendo trincas interfaciais, podendo os
materiais serem iguais ou mesmo com uma diferenca bastante acentuada entre as constantes

elasticas dos materiais.

Pode se dizer que a abordagem adotada apresenta-se como bastante vantajosa no que diz
respeito a tempo de processamento e meméria requerida, embora esses fatores ndo fossem tio
importantes nos problemas aqui tratados devido a sua simplicidade, devido a dois fatos: o método
dos elementos de contorno necessita de discretizagio apenas no contorno e na interface dos
materiais e bons resultados poderem ser obtidos mesmo quando uma malha bastante grosseira for

utilizada, conforme mostrado no presente trabalho.

6.2 Propostas para trabalho futuros

Como propostas para futuros trabalhos nesta linha de pesquisa sugere-se:

estender a aplicagdo do programa para materiais ortotropicos e anisotropicos pela

inclusdo de solugdes fundamentais que contemplem esses €asos;

- estender a aplicago do programa para estudos de propagacdo de trincas interfaciais;

- estender a aplicagdo do programa para problemas de dinimica através do uso de
formulacBes de elementos de contorno para elastodinimica;

- estender a aplicagdo do programa para problemas tridimensionais;

- implementar condi¢des de compatibilidade na interface que permitam a modelagem

representar a presenca de adesivos na interface.
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O programa pode ter suas capacidades estendidas mediante:

- implementacdo de rotina de formatacio de dados que contemple geometrias curvas;

- implementagdo de um esquema de discretizagio varidvel incremental mais eficiente
(baseado numa progressdo, por exemplo);

- conversdo do codigo para programagio orientada a objeto.
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