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Resumo

NORITOMI, Pedro Yoshito, Desenvolvimento de um Programa Base em Elementos de Contorno
para Aplicagdes a Analises Mecé@nicas Tridimensionais em Bioengenharia, Campinas,
Faculdade de Engenharia Mecénica, Universidade Estadual de Campinas, 2000.

Dissertagio (Mestrado)

Este trabalho apresenta o desenvolvimento de um programa base, em elementos de
contorno, aplicado a analise tridimensional de tensdes, para utilizagdo como ferramenta de
investigagdo do comportamento estrutural de ossos. A analise de tensbes em estruturas dsseas ¢é
uma aplicacdo de grande interesse dentro da biomec@nica, principalmente na area ligada 2
ortopedia. Esse tipo de aplicagdo exige que o programa possibilite a modelagem de geometrias
complexas, tipicas de estruturas ésseas, além de dispor de uma via aberta para a implementagio
de novas formulacOes, mais adequadas aos fendmenos naturais de materiais 0sseos. Para realizar
a analise tridimensional de tensdes foi desenvolvido o programa E-Con3D, que utiliza elementos
de contorno do tipo continuo, quadrilateral de oito nods, quadratico e isoparamétrico. A solugio
fundamental implementada € a isotropica linear homogénea. Embora o modelo de material
isotropico seja simples em comparagdo com o comportamento observado para o material 6sseo,
este consiste num primeiro passo para o desenvolvimento futuro de modelos mais adequados.
Além disso, a utilizagio do modelo isotropico ¢ suficiente para o estabelecimento da
funcionalidade do programa frente a aplicagGes envolvendo geometrias reais de estruturas dsseas.
O programa foi implementado em linguagem MatLab. O programa MatLab ¢é apresentado como
uma ferramenta poderosa no desenvolvimento de programas para analise numeérica, pois contém
fungdes pré-programadas que possibilitam a implementagdo do método numeérico em uma
programacio de alto nivel assim como a visualizaco e analise dos resultados obtidos, como sdo

apresentadas no trabatho.
Palavras-chave

- elementos de contorno, osso do fémur, analise de tensdo tridimensional
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Abstract

This work presents a development of a boundary elements program applied to the
tridimensional stress analysis and its use in the investigation of the structural behavior of a femur
bone. The stress analysis in bone structures is an application of great interest in biomechanics,
mainly at the area of orthopedic applications. This kind of application requires a program which
enables the modeling of complex geometries, typical of bone structures, and presents an
expansion capability for implementation of new formulations more fitting to the natural
phenomena that occurs in the bone material. Considering the tridimensional stress analysis a
program called E-Con3D was developed. This program uses continuous, quadrilateral, eight
nodes, and quadratic isoparametric boundary elements. The fundamental solution implemented is
the isotropic linear homogeneous. Although the material isotropic model is quite simple when
compared with the behavior observed on the bone material, this model consists in a first step to
the future development of more fitting formulations. Beyond this, the use of an isotropic model is
sufficient to the functionality verification of the program when applied to real geometries of bone
structures. The program was implemented in MatLab® language. The MatLab® program is
presented, in this work, as a powerful tool for the development of numerical analysis programs,
once contains pre-programmed functions that makes possible the numerical method
implementation using a high level programming language. The same may be used to the results

visualization, making possible an efficient results interpretation.
Key Words

- boundary elements, femur bone, three dimensional stress analysis
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 Objetivo

O objetivo deste trabalho de mestrado é a construgdo de uma ferramenta basica,
capaz de suportar 0 desenvolvimento de métodos numeéricos aplicados & bioengenharia no
ramo da ortopedia, principalmente no que diz respeito a novos modelos de materiais,
novos métodos de calculo e estudos aplicados a fendmenos relacionados ao
comportamento, in vivo ou ndo, de 0ssos. Sendo assim, € necessario que sejam destacados

alguns aspectos, 0s quais serdo relevantes para nortear e justificar alguns dos caminhos

seguidos, o que sera feito durante a introdugéo.

1.2 Consideracdes iniciais

Quando se pensa em bioengenharia aplicada a ossos estd se pensando no estudo do

comportamento mecénico de estruturas presentes no corpo constituidas desse material.



Isso significa que € necessario descrever o material 0sseo do ponto de vista da engenharia,
a fim de que seja possivel utilizd-lo como se fosse um material de engenharia em
simulagbes numéricas computacionais. Ou seja, € preciso encaixar o material 0sseo em
um modelo matematico, o que envolve muitas simplificagdes e exige testes a fim de que

se possa comprovar a validade do modelo desenvolvido.

Alem disso, na bioengenharia aplicada a ossos, existem fendmenos tipicos do osso
vivo, os quais ndo podem ser estudados apenas com os métodos de calculo comumente
aplicados em analises numéricas de engenharia. Fenémenos como o remodelamento
dsseo, que envolve o crescimento ou reabsorgdo de material segundo condiges definidas,

precisam ser implementados como mnovas técnicas de calculo nos métodos

computacionais.

Finalmente, a tltima caracteristica contemplada e que serviu de parimetro para o
desenvolvimento do trabalho, refere-se a complexidade das geometrias envolvidas nos
estudos de bioengenharia. Diferentemente das estruturas de engenharia, para as quais a
geometria ndo costuma ser um problema, uma vez que é concebida por um engenheiro, as
estruturas Osseas sdo desenhadas de acordo com sua fungfio, obedecendo a critérios
naturais. Isso faz com que as geometrias envolvidas sejam, via de regra, muito complexas
e de dificil modelagem. Como a modelagem geométrica constitui etapa primordial para a
realizagdo de qualquer andlise numérica computacional, ¢ necessario que o programa

disponha de uma ferramenta capaz de descrever as geometrias envolvidas.

Dessa forma, a ferramenta computacional basica, cujo desenvolvimento serd

descrito neste trabatho, deve atender a trés caracteristicas fundamentais:

» flexibilidade para a implementagéo de novos tipos de material, a fim de que se

possa aproximar melhor o comportamento do material dsseo;

o possibilidade de amphiagdo das técnicas de calculo do micleo do programa, para

que seja possivel avaliar fendmenos como o remodelamento;
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e capacidade de descrever modelos de geometrias complexas, tais como as

presentes em 0Ssos reais.

Para atender as caracteristicas de flexibilidade e possibilidade de ampliagdo do
ntcleo de calculo do programa optou-se por implementar um coédigo préprio, de
arquitetura aberta. Isso torna possivel que usudrios posteriores sejam capazes de alterar a
estrutura basica do programa, tornando-o mais adequado para a realizacdo de testes para

novas implementagdes ou para o desenvolvimento de novas tecnologias.

Para atender a caracteristica de capacidade de modelagem de geometrias complexas,
tridimensionais, tipicas de estruturas Osseas, optou-se por desenvolver uma técnica de
comunicagio com programas comerciais que possibilitasse o uso dos bancos de dados
gerados por esses aplicativos. Assim, o que se pretende ¢ utilizar a capacidade de
modelagem de um aplicativo comercial para descrever a geometria complexa e utilizar os
dados gerados no programa desenvolvido nesse trabalho. Para isso, € necessario o

desenvolvimento de uma técnica para migragdo da base de dados do aplicativo comerctal

para o programa desenvolvido.

Essas necessidades, aliadas a caracteristica académica do trabalho, levaram a
escolha do método dos elementos de contorno aplicado a elasticidade tndimensional

como método de solugdo numérica a ser implementado no nicleo do programa.



CAPITULO 2

ASPECTOS TEORICOS

2.1 A bioengenharia

Tradicionalmente, a imagem que se tem de medicina esta relacionada a um médico e
um paciente, uma doenga e um remedio para curéd-la. No entanto, com os avangos da
ciéncia e da tecnologia, principalmente os ocorridos neste século, tem havido uma
progressiva alteragdo na perspectiva desse relacionamento, dando a paciente e médico a

possibilidade de evitar a doenga ao inves de apenas trata-la.

Além da conduta profilatica, novas tecnologias e descobertas no ramo da biclogia e
farmacéutica possibilitaram o desenvolvimento de remédios mais eficientes, fornecendo
um novo arsenal quimico para o combate a doengas que antes eram incuraveis, ou de alto

tisco para a vida do paciente.

Tais avangos tiveram como conseqiiéncia primeira o aumento da expectativa de vida
das pessoas, mas ndo somente isso. Juntamente com 0 aumento da idade veio o aumento
na qualidade de vida, o que significou um envelhecimento mais saudavel e ativo. Além
disso, o estilo de vida moderno, no qual o trabalho ocupa a maior parte da vida, vem
contribuindo para que uma grande quantidade de pessoas em idade avangada, livres de

4



obrigagbes de trabalho, se interessem em desenvolver atividades de lazer diversas. Isso
tem sido facilitado, uma vez que diversas doengas anteriormente incapacitantes e tipicas
de idades avangadas tém sido evitadas gracas aos novos remédios e tratamentos da
medicina (Workshop de Biomaterias (1999)).

No entanto, essa nova conduta dos pacientes mais idosos despertou nos médicos um
outro tipo de preocupacdo. Se agora as pessoas idosas, em grande parte, estavam livres de
problemas de sadde provocados por doengas, quais seriam os efeitos dessa
super-atividade sobre as estruturas de sustentagdo do corpo, desgastadas e envelhecidas,

ou seja, quais as conseqiiéncias sobre os sistemas dsseos do corpo.

Sintomas dessa alteragdo no modo de vida das pessoas puderam ser vistos na
ortopedia, ramo da ciéncia médica que cuida da preservagdo ou restauragdo funcional do
~ esqueleto humano, através do aumento dos casos de fratura de ossos longos em pessoas
de idade avangada (Lotz el al. (1992), Gharpuray et al. (1990)). Tipicamente, as causas
desse tipo de fratura eram quedas ou esforgos originados de atividade fisica exagerada e
sem orientacdo adequada, associados a uma condicéo de deficiéncia de calcio nos 0S50S,

osteoporose (Etchebere (1998)).

O aumento da incidéncia desse tipo de problema despertou o interesse da
comunidade médica em estudar que tipos de esforgos s3o suportados pelos ossos e quais
as condi¢Bes que levam a um risco maior de ocorréncia de uma fratura. Tais interesses
podem ser traduzidos como uma necessidade de realizar algum tipo de analise mecénica
na estrutura ¢ssea dos seres humanos, ou seja, algo semelhante a se fazer uma analise
mecinica numa estrutura de engenharia. Nascia assim um ramo da bioengenharia
concentrado na aplicag@o de ferramentas de analise estrutural de engenharia 3 solugio de

problemas de medicina ortopédica.

Note que a bioengenharia nio estd restrita apenas a esse tipo de aplicagfo, que
envolve o uso de ferramentas de anélise estrutural para o estudo de ossos e problemas de

ortopedia. Ela € muito mais que isso. Diz respeito também ao estudo e desenvolvimento

5



de novos materiais para aplicagdes em medicina, ao desenvolvimento de novos
equipamentos para auxilio em tratamentos ¢ procedimentos médicos, ao desenvolvimento
de novas técnicas cirargicas com a utilizagdo de dispositivos protéticos ou sintéticos;
enfim, toda uma gama de novas atividade que envolvem o estudo e o desenvolvimento de
solugdes para problemas biologicos atraves do uso de técnicas ou dispositivos que sejam
projetados de acordo com oS procedimentos da engenharia (Workshop de Biomaterias
(1999)).

No entanto, como o foco deste trabalho € o estudo e desenvolvimento de um
programa base adequado ao estudo estrutural de ossos, sera dado destaque ao ramo da
bioengenharia relacionado com o0 desenvolvimento de técnicas para adaptagdo de
ferramentas de engenharia ao uso em andlises de estruturas Osseas, daqui para frente

chamado genericamente de bioengenharia.

Sob esse ponto de vista, ¢ possivel evidenciar duas abordagens principais para a
analise estrutural dos ossos presentes no esqueleto humano. Uma que pode ser chamada
de abordagem experimental, cuja fundamentagio esta na realiza¢fio de ensaios mecanicos,
segundo normas definidas para materiais de engenharia, em 0ssos. Isso tem por finalidade
tentar caracterizar 0 0sso como um material de engenharia ou adaptar normas existentes a
esse novo material. Outra pode ser chamada de abordagem matematica, que visa elaborar
uma metodologia de calculo que possa ser considerado suficiente para representar o
material 6sseo em uma aplicagdo especifica. Essa abordagem possibilita o uso de um
codigo numérico computacional para estudar situagdes de interesse sem a necessidade de

um procedimento experimental, geralmente mais custoso e demorado.

Apesar de aparentemente desconectadas e das grandes diferencas existentes entre a
abordagem experimental ¢ a matematica, ambas estdo infrinsecamente ligadas. Na
verdade, para que a abordagem matematica possa desenvolver modelos mais adequado e
representativos para as aplicagbes a que se destinam, ela necessita de dados fornecidos

pelos experimentos realizados a partir de uma abordagem experimental, seja para

6



completar e particularizar 0 modelo matematico a um tipo especifico de material, ou para
confirmar a validade dos resultados obtidos em relagdo ao fendémeno real que se deseja

representar.

Por outro lado, para que a abordagem experimental possa desenvolver novos
procedimentos mais adaptados as novas caracteristicas e particularidades do material
0sseo, ela necessita da velocidade e versatilidade das analises numéricas feitas a partir da
abordagem matematica. A grande vantagem das analises realizadas com base na
abordagem matematica é que sdo capazes de realizar um némero maior de simulagdes em
tempo € a custos menores que ensaios experimentais, facilitando na determinacio de

informagdes essenciais que os ensaios devam buscar a fim de caracterizar o material.

2.1.1 Abordagem experimental

A primeira aplicagdo basica e natural de um método experimental a materiais 6sseos
¢ na determinagiio de propriedades desse material. Quando se fala em propriedades, do
ponto de vista da engenharia, esta se buscando caracteristicas intrinsecas ao material, tais

como seu modulo de elasticidade, coeficiente de Poisson, médulo de cisalhamento, etc.

No caso da maioria dos materiais, utilizados em engenharia, ¢ necessario apenas um
valor de moédulo de elasticidade e um coeficiente de Poisson, além de outros dados

eventuais como densidade, temperatura, etc.

Em casos mais complicados, para novos materiais, pode ser necessario o uso de um
conjunto de valores de moédulo de elasticidade e coeficientes de Poisson para diversas
orientagdes do material. Mesmo assim, as orientagdes das propriedades de interesse sio,

na maioria das vezes, conhecidas ou mesmo controladas a fim de que se ajustem aquelas

supostas durante o projeto.



O osso ¢ um desses casos em que existe um conjunto de valores para as
propriedades tipicas como o médulo de elasticidade e coeficiente de Poisson. No entanto,
a diferenca é que, para o 0sso, tanto o valor das propriedades quanto a dire¢do na qual
estas apresentam validade podem ser consideradas anisotrdpicas, gerando a necessidade
de técnicas capazes de determinar ambos os valores da propriedade, ou seja, seu valor e

diregdo de atuagdo.

No caso do osso, a medicina oferece um subsidio para o desenvolvimento de
técnicas para obtengfio das propriedades de interesse. As teorias mais recentes ddo conta
de que o 0ss0 ¢ um material que se altera de maneira funcional. Isso significa que tanto as
propriedades quanto diregbes nas quais se mantém razoavelmente constantes sdo
determinadas por fatores relacionados com as solicitagdes mecanicas as quais 0 0SS0

estiver submetido durante o historico de sua vida.

Isso faz com que as propriedades apresentem grande variagdo em seu valor absoluto
para um pequeno raio de dispersdo. Além disso, as linhas de aglo de cada valor de
propriedade ndo sdo uniformemente orientadas, mas sim dispersadas de acordo com a

solicitag@o pontual a que foi submetida a estrutura Ossea.

Toda essa teoria permite concluir que um primeiro procedimento para obtencgdo de
propriedades gerais de um 0sso exige que se possa fazer isso de forma pontual, ou, pelo
menos, de maneira a que regides significativas sejam coletadas para representar o
comportamento total do osso. No entanto, tentativas de realizar esse tipo de procedimento
tém se mostrado muito custosas e, mesmo assim, ainda existe a variagdo individual nas
caracteristicas dos ossos, o que dificulta a generalizagdo das propriedades obtidas a partir
de uma amostra para todos os casos. Sob esse ponto de vista, o que tem sido feito ¢ tentar
definir um conjunto de valores aplicados a determinadas regides de ossos a fim de

reproduzir o0 comportamento desejado em situacdes especificas de interesse.



Na verdade, as tentativas séo no sentido de tentar desenvolver diversos modelos de
0ss0 que sejam capazes de reproduzir, com uma aproximagio razoavel, uma ampla gama

de caracteristicas encontradas em apenas um tipo de material.

Essa técnica visa fornecer subsidios para os métodos nio experimentais, a fim de
que possam realizar simulagbes mais eficientes e préximas da realidade do mundo

experimental.

Natali (1989) descreve o tensor de flexibilidade, [Sins]. proposto para um modelo

matematico ortotrépico aplicado a material dsseo
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sendo E; os moédulos de Young, vy 0os coeficientes de Poisson e Gy os modulos de
cisalhamento. Todos determinados para cada diregéio 7 ou combinagdo de diregdes ij do

material.

Como pode ser notado, o tensor ¢ bastante genérico. Sua caracterizagdo depende da
insergdo das propriedades do material. Segundo Natali (1989), a determinagfio dos

parametros necessrios para a caracterizagio dessa matriz através de testes mecénicos é




problematica. Isso se deve a algumas caracteristicas dos ensaios a serem realizados com o

material 0sseo.

Um problema, relacionado com caracteristicas dos testes, refere-se a obtengdo do
dos médulos de Young e coeficientes de Poisson. Como pode ser visto na matriz (1), ha
necessidade de trés modulos de Young distintos e quatro coeficientes de Poisson. No
entanto, para cada teste com um espécime de material, apenas um valor de modulo de
Young e dois coeficientes de Poisson podem ser determinados. Isso ndo serta um
problema, visto que bastaria realizar o teste mais duas vezes e obter todos os valores
necessarios, ndo fosse uma caracteristica mtrinseca do material ésseo que € a extrema

variagdio de suas propriedades de uma regido para outra.

Na pratica, seria como efetuar duas andlises de materiais distintos e considerar seus
resultados como complementares na determinagdo de propriedades de um mesmo

material, mas em dire¢3es distintas.

Uma alternativa, proposta pelo autor, é a utilizagio de testes de ultra-som para
determinacdo dos modulos de Young e coeficientes de Poisson a partir de somente um
espécime, no entanto ainda existem controvérsias sobre a validade da aplicacfo desse tipo

de procedimento a materiais ndo homogéneos.

Outras propriedades de interesse sdo aquelas relacionadas com a mecanica da fratura
de materiais 6sseos. Basicamente, o enfoque que tem sido dado ¢ restrito a obtengdo de
valores de K;, vélidos para o material 6sseo sob determinadas condigdes. Quando se fala
em K. esta se admitindo um comportamento elastico linear do material 4 fratura, ou seja,
a hip6tese basica ¢ a de que o material ndo sofre deformagio plastica na ponta da trinca,
permitindo, entre outros fatores, que o raio da ponta da trinca permane¢a 0 mesmo,
praticamente nulo, durante a propagagio. O problema com essa hipétese esta no fato de o
material 6sseo ndo se comportar como material elastico. Na verdade, existem apenas
aproximagdes para descrever 0 comportamento desse material, uma das mais aceitas

atualmente é a de que o comportamento pode ser entendido como viscoelastico (Juricic et
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al. (1972), Knauss (1970), Lee (1996), Mueller (1971), Williams (1972)) com

caracteristicas de amortecimento importantes.

De qualquer maneira, a abordagem mais utilizada tem sido a de realizar ensaios
baseados nas normas ASTM para materiais metalicos, tais como a ASTM E399, a partir
de corpos de prova padronizados do tipo CT confeccionados com material 6sseo. A

figura 1 mostra uma montagem utilizada para esse fim.

Figura 1 - Espécime do tipo compacto montado em dispositivo para ensaio de

tragdo. (Bonfield et al. (1978))
Esse tipo de abordagem tem produzido resultados diversos.

Wright (1977) realizou experimentos com amostras de 0sso bovino, proveniente da
regido média diafisaria de um fémur de animal adulto, transformadas em corpos de prova
compactos segundo norma ASTM E399-70T, dispondo as fibras em orientagdo

longitudinal. Admitindo a validade da mecanica da fratura elastica linear para o 0sso em
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questdo, o objetivo do ensaio realizado foi obter o parAmetro de intensidade de tenséo Ky,

e sua variacio com parimetros como a densidade do material.
Esse procedimento gerou resultados como os apresentados na Tabela 1.

Tabela 1. Alguns valores de K;. de acordo com a espessura do corpo de prova e a
densidade do material. (Wright et al. (1977))

Espessura  Densidade K. G, (N-m/m*)

(cm) (g/em®)  (MNm™?)
0,190 1,956 3,219 936,1
0,190 2,016 4,356 1862,2
0,312 1,949 3,131 1061,7
0,312 2,012 4019 1422.2

Como pode ser visto, os valores apresentam comportamento condizente com a teoria
da mecanica da fratura elastica linear, uma vez que os valores de K, mostram diminuigo
com o aumento da espessura do corpo de prova. Por outro lado, o aumento na densidade
para uma mesma espessura Jevou a um aumento nos valores de K. Esse tipo de resultado
pode ser bastante atraente, visto que abre um caminho para relacionar perda de calcio dos
ossos, identificada através da redugdo da densidade do material, com uma maior

fragilidade, ao que se chama, em medicina, de osteoporose (Elchebehere (1998)).

Por outro lado, Melvin (1993) faz wma critica a vérios trabalhos sobre determinagdo
de pardmetros da mecanica da fratura em ossos, entre eles o trabalho de Wright (1977).
Uma das criticas de Melvin refere-se ao caminho seguido pela trinca que pode ter diversas
orientagdes, de acordo com a disposi¢do das linhas de maior resisténcia do matenial,
formadas por feixes tubulares de colageno reforgados por material mineral, em relagdo ao

eixo de solicitagio do ensaio. Isso pode ser visto na figura 2.
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Figura 2 — Perfis de fratura de corpos de prova compactos, testados com a orientagdo

inicial da trinca variando desde longitudinal até transversal em relagdo ao eixo

microestrutural do osso cortical. (Melvin (1993))

2.1.2 Abordagem matematica

Mais recentemente, a abordagem matematica por métodos numéricos, conjugada
com 0 uso de recursos computacionais, tem sido aplicada a diversas situagBes em
materiais 6sseos. Atuando de forma complementar 3 abordagem experimental, a
abordagem numérica procura fazer uso de teorias e modelos matematicos para descrever o
comportamento do material dsseo em determinadas situagdes, tais como solicitagGes
dindmicas para propaga¢do de trincas ou remodelamento, ou solicitagdes estaticas para

verificagéo de resisténcia a esforgos promovidos por préteses implantadas ¢ afins.
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Geralmente, as teorias e os modelos matematicos sdo bastante genéricos, sendo
aplicados a uma gama de materiais diferentes. Para promover a particularizagdo do
modelo ao material 6sseo sdo utilizados os valores das propriedades levantados nos

ensaios e testes elaborados pela abordagem experimental.

Do ponto de vista computacional dois métodos tém sido utilizados para a geracdo de
modelos numéricos: o método dos elementos finitos e o método dos elementos de

contorno.

O mais popular e conhecido no meio da engenharia é o método dos elementos
finitos, que tem encontrado aplicagdes na area médica em simula¢des do comportamento
mecanico de partes Osseas quando submetidas a esforgos determinados ou em interagéo
com implantes ortopédicos. Um exemplo desse tipo de trabalho foi desenvolvido por Lotz
et al. (1991), no qual se realizou uma analise por elementos finitos da geometria da
cabega do fémur quando submetida a esforgos do tipo impacto provocado por quedas.
Numa primeira etapa, foi proposto um modelo linear para o material Gsseo, admitindo
propriedades médias entre aquelas verificadas no material dsseo verdadeiro. Numa
segunda etapa foi proposto um comportamento néo linear para o material, com a
finalidade de tentar representar as diferengas de comportamento entre o osso cortical e o
trabecular. Os resultados mostraram uma boa aproximagéo do modelo linear no que diz
respeito ao comportamento de resisténcia do osso como um todo. No entanto, para
caracteristicas mais especificas como a deformag&o das superficies externas, que pode ser
medida no osso real a partir de extensdmetros, os resultados foram pobres. Quanto ao
modelo ndo linear, mostrou precisio tanto na determinagfo da carga de escoamento
quanto na de fratura em relagdo aos valores obtidos com as amostras por métodos
experimentais. No entanto, o custo computacional desse tipo de analise mostrou-se muito

maior que aquele exibido pela analise linear.

Outro método cuja utilizagdo tem crescido nos Giltimos anos, principalmente devido

ao advento de processadores e computadores mais rapidos e baratos, € o dos elementos de
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contorno. Segundo esse método o modelo é descrito apenas por seu contorno externo.
Essa caracteristica tem levado os pesquisadores a desenvolverem modelos NUmEricos,

nesse método, mais voltados a analisar os fenémenos caracteristicos do contorno.

Um desses fendmenos ¢ o do remodelamento, que consiste no crescimento do 0sso
sob um determinado tipo de exigéncia, seja ela advinda da utilizagdo natural, ou da

presenga de um implante, ou de um dispositivo de sintese para recuperagio.

Sadegh et al. (1993) propds um método numérico baseado em equagdes integrais de
contorno, aplicando o método dos elementos de contorno, para predizer o comportamento
do material 0sseo quanto ao crescimento sob determinadas condigdes. Os resultados
mostraram que o modelo foi adequado para prever a forma final do osso maduro, apds
finalizado o processo de crescimento, no entanto, qualquer comparagfo com estigios

intermediarios nio foi valida.

Wolfe (1993), desenvolveu um trabalho de analise de tensio para implantes
enddsseos utilizando o método dos elementos de contorno. Nesse trabalho, foi realizada
uma compara¢do com o método dos elementos finitos, concluindo que ambos oferecem
resultados numeéricos semelhantes, mas com uma maior facilidade para o método dos
elementos de contorno, devida ao fato de necessitar da discretizagdo apenas do contorno,

o que também facilita alteragdes posteriores na geometria.

2.2 O material 6sseo

Quando se fala em material Gsseo esta se falando de uma conjugacdo muito
especifica de materiais que, juntos, atribuem caracteristicas bastante €speciais ao 0sso.
Por exemplo, um osso longo como o fémur, figura 3, localizado entre os potentes

miisculos da coxa e responsavel por grande parte da amplitude do movimento de andar,
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possui uma jungfo articular que pode ser considerada uniaxial com o tibia, no joelho, e
uma jungdo articular do tipo esférica com a bacia. Isso permite que o fémur desempenhe
suas fungdes principais como parte do mecanismo de locomocio do corpo e absorgdo de
impactos ao solo. No entanto, essas fungdes néo dependem apenas da geometria externa
desse 0sso ou de seu inter-relacionamento com os 0ssos vizinhos, depende também de

suas caracteristicas singulares como material.

A estrutura basica de um grande osso desse tipo é uma camada externa, chamada de
osso cortical, bastante compacta e de alta rigidez. Internamente a essa camada pode existir
um vazio preenchido por fluido ou uma estrutura em forma de esponja, constituida de
minasculas trabéculas, que sdo como pequenas trelicas, também preenchida por fluido,
formando o que se chama de o0sso trabecular. Entdo, o fémur é constituido de apenas um
material, mas com propriedades que o tornam capaz de resistir aos esforgos de
acionamento dos musculos, da sustentagio do peso durante o desequilibrio do passo e aos

impactos envolvidos no processo.
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Figura 3. Representagio do fémur (Zysset et al. (1999))

Dessa forma, apenas esse 0sso, que pode ser considerado simples, precisa de duas
caracteristicas. Amortecimento, a fim de absorver os impactos, mpedindo que sejam
transmitidos diretamente para tecidos mais moles. Resisténcia mecanica, pois o ato de

andar envolve o desequilibrio do centro de gravidade do corpo, gerando esforgos nas
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estruturas responsdveis por evitar a queda ¢ recolocar o centro de gravidade em sua
posigio de equilibrio. Essas duas caracteristicas distintas, s3o obtidas atraves da

combinacéo das estruturas de 0850 cortical ¢ trabecular.

O arranjo dessas estruturas 1o 0ss0 € feito de acordo com a solicitagdo a que esta
sujeita a regido. Assim, 0 08s0 cortical, de alta resisténcia mecanica, esta presente em toda
a parte externa, mas em maior quantidade nas regides de maior solicitacio mecanica, tais
como na regido central do 0sso, formando grossas paredes tubulares. J a o osso trabecular,
com alta capacidade de absorgao de impactos, estd presente nas regides de proximidade
com as arficulacbes, pontos nos quais havera transmissdo de impacto. Isso significa que ©
famur apresenta duas partes distais, compostas por finas camadas de osso cortical
preenchidas por 0ss0 rabecular, com a finalidade de absorver impactos € uma regido
proximal, composta por uma camada espessa de osso cortical ¢ um vazio interno,

adequada a resisténcia mecanica de forma semelhante 2 um tubo de paredes grossas.

Fssa é uma maneira bastante simplificada de entender 0 0550 Na verdade, apesar da
aparente homogeneidade de partes compactas, como ¢ o osso cortical, o material
apresenta heterogeneidades importantes, tais como vazios € a existéncia de particulas
diversas, muitas delas de origem orgénica, as quais interferem de maneira fundamental no

comportamento do material.

Sob o ponto de vista da engenharia, 0 material dsseo pode ser visto como analogo a
um material comp6ésito. No 0850, a matriz flexivel é composta por fibras de colageno, as
quais sdo reforcadas com sais de calcio para se obter a resisténcia mecanica. A questdo &
que o material 6sseo ndo é tio simples quanto o composito utilizado numa aplicagdo de
engenharia. Epquanto o compésito apresenta propriedades, como 0 moédulo  de
clasticidade, bem definidas e razoavelmente distribuidas por todo o material, o 0330
mostra variagio pontual significativa em suas propriedades, além de ndo apresentar
distribuigio uniforme por todo © material. Fssa variagdo de propriedades ja foi

demonstrada por Lotz ef al. (1991), em seus estudos sobre fratura em ossos usando
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modelos de elementos finitos. Também Narali ( 1989), em artigo sobre as propriedades
biomecénicas do osso, descreveu as dificuldades em se obter tais valores como devidas &
heterogeneidade e anisotropia do material, sendo que os resultados experimentais

mostraram forte dependéncia da localizacdo anatdmica do espécime analisado.

Caracteristicas bioldgicas individuais, tais como raga, sexo, idade, nivel de atividade
durante a vida, entre outras também sio apontadas por Natali {1989) como fatores
causadores das variacBes de propriedades entre ossos de pessoas diferentes. Isso pode ser

exemplificado através do gréfico da figura 4.
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Figura 4. Grafico contendo variagiio do madulo de elasticidade de acordo com a

regido Ossea, para pessoas diferentes, do fémur (Zysset et al (1999)).

No grafico da figura 4 o eixo das ordenadas mostra valores de médulo de
elasticidade, enquanto as abscissas sdo divididas de acordo com as pessoas, indicando

sexo ¢ idade (M53 € masculino de 53 anos). J4 as colunas agrupadas, indicando valores
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médios dos modulos de elasticidade obtidos, sdo referentes a regido no 0sso de onde fo1

retirada a amostra para teste.

Além disso, existem duas caracteristicas dos o0ssos que nfo sdo comuns aos
materiais de utilizacdo tipica em engenharia, que sdo a capacidade de se regenerarem ¢ a
possibilidade de variagdo na estrutura € nas caracteristicas mecanicas de acordo com as

solicitagBes as quais estdo submetidos.

De maneira geral, a teoria mais aceita no meio médico para a varagio das
caracteristicas mecénicas do 0sso é de que existe um mecanismo de deposi¢do seletiva de
calcio sobre as fibras de colageno. Esse mecanismo é baseado num efeito piezelétrico

verificado nas moléculas de colageno.

O colageno é uma proteina natural, presente nas cartilagens do corpo humano, e tem
como principal caracteristica a alta flexibilidade. Como todas as proteinas, o colageno €
constituido de moléculas longas, formando cadeias que se interligam para formar fibras.
Teorias propde que as moléculas de colageno, devido a forma geométrica peculiar de suas
ligagdes, possuem um efeito piezeletrico (Koberle (1974)), gerando um potencial elétrico
quando sofrem deformagéo. Segundo estudos, esse potencial elétrico funcionaria como
um sinal para que células responsaveis pela deposicdo de sais de calcio reforgassem as
fibras de colageno que sofrem ciclos de deformagdo mais freqgiientes, aumentando a
rigidez das mesmas, adaptando o o0sso para esse tipo de esfor¢co. Além disso, efeitos
hormonais e melhoria na circulagio sangiiinea, ocasionados pela atividade fisica, também

sdo fundamentais para os processos de formagéo do 0sso.

Esse tipo de teoria pode explicar formagdes 6sseas detectadas através de técnicas de
radiografia, nas quais aparecem linhas mais escuras, correspondentes as fibras de

colageno com maior reforgo de calcio, alinhadas com as linhas de tensdo obtidas através

de célculos supondo esforgos como caminhar, correr ou saltar.
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O osso € um material vivo, um tecido que, como quase todos os outros tecidos vivos,

é capaz de se alterar e regenerar. Isso significa que uma estrutura de material dsseo vivo é
capaz de alterar sua forma, além de alterar suas propriedades, ao que se d4 o nome de

remodelamento 6sseo, além de ter a capacidade de se regenerar.

De forma simplificada e sob um ponto de vista de engenharia, o remodelamento
dsseo pode ser visto como uma técnica de otimizagio estrutural. Nessa técnica existern
determinadas condi¢des que levam a formacfo de material 6sseo e outras que levam ao
desaparecimento, chamado de reabsor¢do. Dessa forma, um campo de tensdes mais
intenso pode funcionar como estimulo para a formagio de material dsseo na regido, a fim
de que esse campo de tensGes sofra uma redistribuigdo, melhorando as solicitagBes sobre
o material como um todo. Esse mesmo fendmeno pode levar a reabsorcio de material
dsseo em outra regido, caso o perfil de tensdes torne-se pouco expressivo ali. Por outro
lado, solicitagBes muito intensas, superiores & capacidade do material e a velocidade de
alteragfio possivel para a geometria, podem levar a uma reabsorgdo por morte do tecido,

indicativo de que foram superados os limites de resposta do material 6sseo vivo.

Quanto a regenera¢do, do ponto de vista da engenharia pode ser vista com uma
atitude de manutengdo preventiva, ou seja, antes que ocorra uma falha catastrofica ou que
seja necessario substituir uma estrutura para que o todo continue funcionando, as células
monitoram fodas as partes e reparam pequenos defeitos, tais como trincas e fissuras.
Apesar disso, falhas catastroficas, caracterizadas por fraturas da estrutura éssea, podem
ocorrer. Nesses casos, desde que sejam dadas condigdes minimas de estabilidade e
alinhamento para as partes Osseas afetadas, a regeneragio Gssea sera capaz de reparar a

fratura, restabelecendo a integridade estrutural da parte afetada.

Portanto, numa primeira andlise, simplificada e bastante voltada para a engenharia,
pode ser notado que o material 6sseo apresenta uma série de caracteristicas que o tornam
muito diferente de materiais tipicamente tratados. Em primeiro lugar, apesar da

semelhanga com um material composito, que ja ndo é dos mais simples da engenharia,

21



apresenta caracteristicas de viscoelasticidade localizada e variagdo no médulo de
elasticidade ao longo do material, gragas ao mecanismo de reforgo seletivo. Sua
geometria pode sofrer alteragdes de acordo com o perfil de tensOes, gracas ao
remodelamento, para que possa suportar melhor os esfor¢os a que estd mais comumente
submetida. Enfim, tem a capacidade de se regenerar, eliminando trincas e mesmo

reparando fraturas totais da estrutura.

A titulo meramente comparativo & possivel confrontar as caracteristicas vistas para o
material 6sseo com as mesmas de um material de uso tipico em engenharia como, por
exemplo, um material compoésito feito de matriz epoxi reforgada com fibras de carbono

em camadas, cada uma colocada ortogonalmente em relagdo a outra.

Para esse material, pode se considerar comportamento macroscopico elastico, com
variagdo do médulo de elasticidade em apenas duas diregdes, correspondentes as dire¢Oes
nas quais existe o reforgo de fibras de carbono. No material 6sseo, a variagio de modulo
de elasticidade pode ocorrer em diversas diregdes e depois que 0 material ja esta em uso,

o que ndo pode ocorrer com O composito citado.

O material compésito precisa ser modelado de acordo com esforgos conhecidos ou
previstos em projeto, para a estrutura da qual faz parte. Alteragdes nos esforgos atuantes
a4 estrutura sio aceitiveis dentro de parfmetros contemplados no projeto como
coeficientes de seguranga. No material Osseo, a estrutura sofre remodelamento continuo
para que apresente sempre na geometria Otima em vista dos esforgos a que esta

submetida.

Finalmente, um material composito, uma vez pronto € conformado de acordo com
sua aplicagdo, ndo tem a capacidade de se auto reparar, ficando sujeito ao desgaste e
degradagiio causados pelo tempo e uso. No caso do material 6sseo, existe a regeneragao,
caracteristica de uma material vivo, que permite que, dentro de certos limites, 0 material

seja recuperado de seus defeitos e permaneca funcional.
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Assim, a heterogeneidade presente no material dsseo representa enorme dificuldade
para a obtengdo de um modelo matematico tnico, capaz de descrever, com razoavel
aproximagdo, os fendmenos observados em estruturas dsseas reais. A obtengdo de um
modelo matematico € necessaria se o objetivo é utilizar um método de simulagéo
computacional, como o método dos elementos de contorno ou o método dos elementos

finitos.

2.3 O método de calculo

No caso de aplicagdes de engenharia como uma analise de tensdes, o material
utilizado e seu comportamento sio bastante importantes, uma vez que ajudam na
determinagdo do tipo de metodologia de calculo que pode ser adotada e a complexidade

da mesmo. Outro fator que influi nessa escolha ¢ a complexidade da geometria envolvida.

Para geometrias simples, tais como barras ou vigas, submetidas a condigbes de
contono bem definidas e bem colocadas, utilizando um material de comportamento
simples, ou seja, que possa ser considerado matematicamente homogéneo, linear e
isotropico, uma abordagem matematica do tipo analitica pode ser suficiente para obter os

resultados desejados.

No entanto, no caso da bioengenharia aplicada a ossos, a geometria envolvida ¢
bastante complexa, muitas vezes sem simetrias, como pode ser visto na figura 3, e o
material dificilmente se adapta a um modelo matematico que pode ser considerado de
comportamento simples. Na verdade, o material 6sseo poderia ser melhor representado

por um modelo anisotrépico € viscoelastico, dependendo da regio.

Assim, fica claro que nio € conveniente utilizar uma abordagem matematica do tipo

analitica para obter resultados interessantes em bioengenharia, pois envolveria uma
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quantidade muito grande de simplificagbes, o que tornaria a analise muito distante do
comportamento observado na realidade e que se deseja reproduzir. Assim, para obter
resultados sem fazer tantas simplificagdes, € necessario utilizar um método de calculo
capaz de suportar modelos matematicos aplicados a geometrias complexas, o que

significa, de modo geral, utilizar uma teécnica de calculo numérico.

Atualmente, dois métodos de célculo numérico se destacam para aplicagoes
computacionais em mecénica. Um fundamentado em aproximagdes numéricas feitas no
dominio, chamado de método dos elementos finitos. Outro com base em aproximagdes
puméricas nas fronteiras do dominio, chamado de método dos elementos de contorno.
Ambos os métodos apdiam-se em equagdes integrais que descrevem o problema de
elasticidade. Portanto, tanto em um caso quanto no outro ¢ necessario transformar as

equagbes diferenciais de Navier para elasticidade em equagdes integrais.

No caso do método dos elementos finitos a integral utilizada € de dominio, o que
significa que depende, para uma avaliagdo numeérica, de um processo de aproximagdo que
ocorre no dominio, geralmente feito através da divisio da geometria complexa do
dominio real em dominios menores, chamados de elementos finitos, cuja geometria,
apesar de poder ser varidve], obedece sempre a uma fungfio conhecida, que permite ao

método fazer as estimativas necessarias para a efetivago do célculo.

Um tipo de integral de dominio, semelhante aquela utilizada pelo método dos
clementos finitos, pode ser trabalhada matematicamente até se transformar numa integral
equivalente de contorno. Isto ¢, uma integral que pode ser avaliada apenas no contorno,
mas que apresenta uma correlagéo com o dominio de maneira a possibilitar a obtengdo de
resultados em qualquer ponto do dominio, uma vez resolvida no contorno. Esse
procedimento descreve o metodo dos elementos de contorno. Segundo essa técnica, para
avaliar numericamente a integral de contorno, ¢ necessirio que sejam realizadas
aproximagdes no contorno, o que ¢ feito, geralmente, a partir da divisdo do mesmo em

pequenas superficies chamadas elementos de contorno, para 0s quais a geometria torna-se
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conhecida ao variar de acordo com fungdes determinadas, o que possibilita que o método
realize os calculos necessarios para o prosseguimento da anélise. Para o desenvolvimento

desse trabalho foi escolhido o método dos elementos de contorno.

Um motivo para a escolha desse método foi sua caracteristica de necessitar da
discretizagdo, que ¢ a colocagio de uma malha de elementos para realizagdo das
aproximagdes numericas, apenas no contorno. No caso de um problema tridimensional
isso significa que a malha de elementos de contorno assume um carater de superficie
tridimensional, ao invés de volume, reduzindo o tamanho do problema em uma dimenso.
Isso pode ser interessante do ponto de vista de tamanho do problema, uma vez que as

matrizes envolvidas podem ficar menores.

Outro motivo que levou a escolha do método dos elementos de contorno foi o fato
de que ¢ capaz de calcular o resultado exclusivamente no contorno, fato que pode tornar
as analises mais rapidas, uma vez que, no caso de problemas de bioengenharia aplicados a
0ss0s, muitos dos fenémenos estudados ocorrem no contorno ou dependem de grandezas
que estio presentes exclusivamente no contorno, como é o caso do remodelamento, que
ocorre alterando o contorno externo do osso em funcdo das tensdes que estdo presentes

nesse mesmo contornao.

Além desses motivos podem ser listados:

e maior perspectiva de pesquisa em compara¢io com o método dos elementos
finitos, dada a recente evolugdo do método, que vem sendo impulsionada pelos

avangos na area de informatica;

 interesse em pesquisa interna, principalmente no sentido de verificar a eficiéncia
de algoritmos como RISP e técnicas como a reutilizagio das matrizes H e G para

casos em ocorre uma reavaliagdo do modelo sem alteragSes na geometria;

e contribuigio para a formagio de uma base académica através da

disponibilizagdo de um codigo em elementos de contorno capaz de resolver
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problemas tridimensionais voltado para a pesquisa, ou seja, dispondo de um
codigo aberto, que permita alteragdes e adigdes de novas implementagdes em

desenvolvimento.

Dessa forma, pensando numa formulagdo por elementos de contorno, € possivel
transformar o problema diferencial, representado pela equagdo de Navier, para uma
formulagdio em termos de equagdes integrais, o que € mostrado por Kane (1994). Para
isso, inicialmente ¢ preciso definir matematicamente o tipo de problema a ser resolvido.

Isso significa saber qual tipo de equagdo ou equagdes matematicas estdo envolvidas.

Para determinar o equacionamento do problema € necessario observa-lo como uma
aplicagdo de engenharia, ou seja, classificar a bioengenharia aplicada a ossos numa das

categorias da engenharia.

Como se trata de um analise de esforcos, que envolve analise de tensdes em 08s0s,
uma teoria adequada para inicio de trabalho ¢ a da elasticidade, que trata das relagbes

entre tensdo, deformagio, tracio e deslocamentos no regime elastico do material.

Dentro da elasticidade existem relagles matematicas que regem 0 comportamento
dos materiais quando submetidos a solicitagdes externas, relacionando os esforgos
aplicados ao corpo em analise com suas respostas em tensdo ou deslocamentos. No caso
de um material isotrépico, homogéneo ¢ linear, essas relagdes podem ser dadas pelos trés

grupos de equagdes seguintes:

1
€y :“é"(ui,j *”;‘.z‘) (2)
o*zjzﬂ-é,.j-ekk—f«2-y-e,}. 3)
oy + £ =0 (4)



A partir dessas relagdes entre deformagdo (e;) e deslocamento (u;), equagdo 2,
tensdo (oy) e deformagéo, equacdo 3, e de uma equacio de equilibrio entre as tensdes e as
forgas externas (f;), equagio 4, para materiais isotrépicos é possivel obter um sistema de
equagdes diferenciais de quinze incognitas a quinze equagdes, como mostrado por Kane
(1994). Manipulando essas equagdes e reorganizando-as, é possivel obter as equagdes de

equilibrio chamadas de equagdes de Navier para elasticidade:
ﬂ‘ui,y'+(ﬂ+)“)'uj‘ﬁ"“}“.ffzo (5)

E necessario saber que as equagdes de Navier para elasticidade sdo trés equagbes
diferenciais parciais de segunda ordem acopladas em relagdo aos deslocamentos u;. Isso
significa que a solug@o para um deslocamento depende e afeta o resultado para 0s outros.
Existem té€cnicas matematicas para desacoplar essas trés equagdes de Navier, uma delas
utiliza um vetor de expressdes envolvendo derivadas segundas de um vetor chamado de
vetor de Galerkin, representado por g, para substituir os componentes u; da equagio de

Navier. A expressdo envolvendo o vetor de Galerkin fica dada por:
2'#'ui:c'gi.ﬁ_gj_ﬂ (6)

Substituindo 4 e 4, as constantes de Lamé, por seus respectivos valores de acordo
com a teoria da elasticidade e utilizando a equagéo 6, é possivel reescrever a equagdo 5

em fun¢do do vetor de Galerkin, de uma constante ¢ e de uma propriedade do material v

¢ 1 c 1
] o I — ,xO 7
7 gz.k!qz+gk,!gvz { 2 2’(1"“2.1/) 2‘(1_2.‘/)}“*‘]: ()

nessa equagdo, pode se fazer uso do fato de que, para o vetor de Galerkin, as derivagdes
Gi ki &iktgi € Skt SA0 1guais. Assim, € possivel determinar a constante ¢ como aquela que

faz com que o valor entre chaves se anule.

_}_+ ¢ _ 1 -0
2 2-1-2v) 2-(1-2.v)
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c=2v(1-—V) (3)

Dessa forma, a equagdo de equilibrio, equagéio 5, descrita em termos do vetor de
Galerkin fica dada por:

(1_V)‘gf.k@'+ﬁ=0 9

O conjunto de trés equagdes descrito na equacdo 9 forma um sistema de equagdes
diferenciais parciais de quarta ordem desacopladas, o que torna possivel sua solugéo
aplicada a um problema de elasticidade. Uma vez resolvido esse sistema ¢ possivel obter
a solugio para deslocamentos através do uso da equagdio 6 substituido o valor da

constante ¢ previamente calculado, o que resulta na equacfo seguinte:
Z'ﬂ'uizz.(}‘_v)‘gz,;g’_gj‘ji‘ (10)

O mesmo tratamento pode ser utilizado para obter resultados referentes a tensdo,
bastando aplicar a equac@o 10 pa relagdo entre deformacdo e deslocamento e usar o
resultado desse procedimento para transformar a relagio entre tensdo e deformagéo numa
relagio entre tensdo e o vetor de Galerkin. O desenvolvimento desse tratamento
matemético pode ser visto com mais detalhe em Kane (1994). Sua forma final €

apresentada a seguir:
o, = (1 _V)' [gi_ldq‘ + gj,fckz']_ Bewy TV- 51‘1‘ "8 b

A equagdo 11 pode ser aplicada para resolver o problema de Kelvin em elasticidade
tridimensional, que se resume a resposta para o caso de uma carga concentrada pontual
aplicada em um dominio infinito elastico tridimensional, homogéneo ¢ isotrépico. A
solugdo desse problema, descrita em detalhe por Kane (1994), resulta em trés solugdes,
chamadas de solugdes fundamentais, uma para deslocamento, uma para tenséo e outra

para forga de superficie, que sdo mostradas a seguir:
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P 2
U 3 - 4v)8. ‘ 12
U, 16;{7[(1 ™ V) P i( V) « T PP } ( )

_P(1~2v)

3
= £ é‘fjp‘k - 5;‘;; 2~ 5fa‘p,;‘ - PP P (13)
871'(1 - v) 1-2v

I, = ‘8‘;‘(}};';)%7—2 {p.jnj [(1 - 2V)5A-g +3p,0, ]+ (1 - 2V) [pjnk = LPrn, ]} (14)

nessas equagdes os indices k representam o ponto de colocagio da carga pontual em
relagdo ao qual se esta avaliando a solugo, uma vez que esse tipo de resposta pode ser
obtida para varias localizagbes do ponto de carregamento em relagdo ao ponto de
observagdo. O simbolo P representa o carregamento concentrado aplicado no ponto de

carregamento € p representa a distdncia entre esse ponto e o ponto de observagdo.

Essas solugdes serdo fiteis apds o desenvolvimento da equagdo integral de contorno
que rege o problema de elasticidade tridimensional. Para desenvolver essa equagdo ¢
necessario partir da equagdo de equilibrio entre tensdes internas e forcas externas
aplicadas, equacgio 4. Todo o procedimento de conversio dessa equagdo em uma equagio
integral de contorno foi descrito em detalhe por Kane (1994). De maneira simplificada, o
que se faz ¢ aplicar o principio dos trabalhos virtuais a equagdo 4, o que transforma a
equagdo inicial numa equagdo integral que mistura integrais de contorno com integrais de
dominio. Em seguida, aplica-se o teorema da reciprocidade, compatibilizando as variaveis
na equagdo ao substituir tensdo e deformagio por forca de superficie, deslocamento e

forcas externas.

Até agora o que se tem € uma equagdo integral que mistura integrais de contorno e

dominio e que relaciona duas situagdes de equilibrio em dois sistemas diferentes:

J‘tzp)uiwdf_Fjfi“)ulmdﬂzItf”uf”cﬁ"wémjfimuf”dﬁ (15)
T Q I

Q
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sendo que os numeros sobrescritos entre parénteses denotam os dois sistemas, 0s indices I

as trés coordenadas, T representa o contorno e € representa o dominio.

Um dos sistemas presentes na equagdo integral € o sistema no qual se deseja resolver
o problema, assim, resta um sistema para o qual € necessario dispor de solugbes validas
para o problema de elasticidade. Ora, como as solugdes fundamentais foram determinadas
a partir da mesma equagdo de equilibrio e sdo solugbes para o problema de elasticidade,

elas serdo as utilizadas como solugdes do segundo sistema.

Assim, a equagdo integral resultante fica:

ji,. u,dl + [ £, u, dQ= [t dl + [8,(x—d)-ud0 (16)
T 0 F 9}

Trocando a fungfio delta de Dirac por um valor ¢y, que varia de acordo com a
distancia entre o ponto d de aplicago da carga pontual ¢ o contorno, sendo zero para 0
caso em que d fica fora do contorno, um valor entre zero ¢ um quando esta sobre 0

contorno e um quando esta no dominio.

Note-se ainda que a equagdo integral apresenta uma integral de dominio, relativa as
forcas externas e a solugdo fundamental de deslocamento. Embora seja plenamente
calculavel, ndo foram abordados métodos de tratamento para forgas de corpo, que sdo
representadas por essa integral de dominio. Portanto, para esse trabalho, serdo
consideradas inexpressivas as forgas de corpo, o que faz com que essa integral possa ser
desprezada, degenerando a equagdo 16 para seu formato final de equagdo integral de

contorno para o problema de tenséo, chamada de Identidade de Somigliana:

Iti uikdrzjtikuidr+cik -u,(d) (17)
r r

A partir dessa equagdo integral de contorno, avaliada numericamente por um co6digo

de integragio numérica, & possivel encontrar as respostas em forga de superficie e
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deslocamento para um problema de equilibrio estatico dadas determinadas condigles de

contorno aplicadas a um s6lido considerado homogéneo, linear, isotrépico e continuo.

2.4 Implementacio numérica computacional

Uma vez terminado o equacionamento matematico do problema genérico, o que
compreendeu o uso de todos os modelos matematicos desenvolvidos para o problema, €
necessario criar uma ferramenta de célculo que seja capaz de avaliar numericamente o
desenvolvimento matematico a fim de obter resultados particulares para cada situagio que

se deseje verificar.

Avaliar numericamente um equacionamento matematico significa desenvolver um
algoritmo capaz de manipular dados provenientes de um banco de dados de maneira a
conseguir correlaciona-los com as informagdes necessarias para completar as equagdes
matematicas de modo adequado, a fim de que seja possivel isolar as respostas dessas

equagdes e torna-las disponiveis na forma de resultados.

No caso da equagéo integral de contorno o foco principal, que deve ser contemplado
por qualquer algoritmo de solugdo, ¢ a integragéo, uma vez que a solugio dessas equagdes

envolve a integragdo de fungdes bastante complexas.

Devido a essa complexidade nas funges a serem integradas, nio & possivel obter
uma integracdo analitica, dai o fato de o desenvolvimento matematico chegar até a
equagdo integral de contorno e ndo até a sua solucio na forma de uma equagcéo integrada.
Para isso, € necessario utilizar um algoritmo de calculo numerico, o qual estima
aproximadamente o valor numérico da integral. A desvantagem desse método € que

oferece um resultado particular, enquanto que um integracdo analitica ofereceria um
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resultado valido para qualquer situagdo. No entanto, € um procedimento NECessario para

se obter um resultado em aplicagdes reais.

Para realizar uma integragio numérica é necessario que sejam feitas aproximagdes,
a fim de que seja possivel estimar os valores das varidveis envolvidas na integral, de
modo que tudo possa ser transformado numa soma de valores. Para tanto, é necessario
que seja avaliado o integrando, para se saber quais as varidveis necessarias para realizar

seu calculo numérico.

Além disso, é necessario escolher uma técnica de integragdio numérica. Segundo
comparagdes mostradas por Kane (1994), dentre as varias técnicas de integragdo numeérica
existentes, a que tem se mostrado mais eficiente para problemas de equagdes integrais de
contorno é a integracio de Gauss. Segundo esse método a integral € avaliada em pontos
determinados, para os quais sdo calculados valores ponderadores chamados pesos de
Gauss, os quais afetam o resultado numérico da fungfio representada pelo integrando
original. Assim, 0 que se obtém ¢ um resultado parcial equivalente ao valor da integral
para a area de influéncia do ponto de integragdo de Gauss, onde é avaliado o peso
utilizado. Somando os resultados para todos os pontos de Gauss € obtido o valor numérico

da integral dentro dos limites dos pontos de Gauss.

Esse procedimento consegue oferecer resultados exatos para integrandos que sejam
polinomiais, dependendo apenas do niimero de pontos de Gauss para que 1sso0 ocorra. No
caso da equagiio integral de contorno, o integrando ndo ¢ uma fungdo polinomial,
portanto, o método de integragio apresentara um erro e seus resultados constituirdo uma
aproximagcdo do resultado real. O erro desse procedimento de célculo pode ser avaliado

para o caso de utilizagdo a fung¢des nao polinomiais,

_ f(zmz)(a)
Fevenk (18)
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sendo & um ponto qualquer no dominio do intervalo de integragio e X uma constante

numerica.

Dessa forma, para que seja possivel calcular a integral por meio da técnica de
integragdo de Gauss, ¢ necessario, em primeiro lugar, escolher a quantidade de pontos de
integragdo que serd utilizado. Uma vez determinado isso, ¢ necessario que sejam
calculadas as coordenadas dos pontos de Gauss e seus respectivos pesos, considerando
uma fungdo polinomial como integrando. Isso ndo consiste em problema, pois séo
procedimentos independentes da equagio integral de contorno. Além disso, € preciso

avaliar numericamente o integrando da equagfo integral de contorno.

Como mostrado na equagfo 17 as integrais de contorno que constituem a equagio
integral de contorno para o problema de elasticidade envolvem integrandos contendo as
solugbes fundamentais de forca de superficie e deslocamento, além dos graus de liberdade

em forga de superficie ou deslocamento que se deseja determinar.

Para estimar o valor numérico desses integrandos é necessario obter dados
suficientes para avaliar numericamente as solugdes fundamentais, ou seja, as equagdes
mostradas em (12) e (14). Isso significa obter valores como a distdncia entre ponto de

aplicagio do carregamento concentrado e ponto de observagdo, derivadas representado a

variagéo das distancias etc.

Para que seja possivel obter esses dados é necessario estabelecer os pontos que
servirdo de referncia para avaliagdo dessas informagdo. Isso significa que é preciso
discretizar a superficie que representa o contorno, onde a integral sera avaliada, para criar

matematicamente os pontos a fim de que possam ser obtidas distincias e todas as outras

informag¢des necessarias.

Para discretizar a superficie de contorno s#o utilizados elementos de contorno, que
sdo pequenas superficies padrdo que se adaptam para interpolar a superficie real do

modelo geométrico que se deseja analisar. Esses elementos podem ter diversas formas

L)
L)




geométricas e conter uma quantidade variavel de pontos de referéncia sobre os quais serdo

interpolados os dados necessérios para a analise numeérica.

O elemento utilizado para esse trabalho tem forma quadrilateral, o que significa que
tem quatro lados que podem se distorcer livremente até que se encontre a forma que
melhor se adapte 4 geometria do modelo que estd sendo discretizado. Apresenta oito
pontos de referéncia, chamados de nés, colocados um em cada vértice e um no centro de
cada aresta do quadrilatero, o que significa que o elemento € continuo, ou seja,
compartilha seus nés com o elemento vizinho. Isso permite que sejam utilizadas fung¢des

de forma quadraticas para interpolagdo de valores através dos nos do elemento.

Fungdes de forma séo fungdes que determinam como as grandezas variam ao longo
do elemento. No caso da geometria, se sdo utilizadas fungdes de forma quadraticas ao
longo das arestas do elemento, significa que qualquer ponto da geometria do elemento
pode ser encontrado a partir da utilizagdo dessas fungdes de forma e dos valores nodais do
elemento. O processo ¢ semelhante a encontrar um ponto numa posi¢éo qualquer de uma

parabola definida por sua equagdo e trés pontos.

No caso do elemento quadrilateral de oito nds, continuo, utilizando funcdes de
forma quadraticas, implementado nesse trabalho, tanto a geometria quanto as demais
grandezas fisicas, tals como o comportamento das forgas de superficie ou dos
deslocamentos, sdo representadas pelas mesmas fungdes de forma, o que significa que o

elemento é do tipo isoparamétrico.

«e—— 7
a2 B /
\ j
S P

Figura 5. Elemento quadrilateral de oito nos.
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Para esse tipo de elemento as fungdes de forma sio dadas por Kane (1994), como
fune¢do de coordenadas intrinsecas a, e a;, que sdo determinadas a partir de um sistema de
coordenadas fixado ao elemento, como mostrado na figura 5. Essas funcdes de forma sio

apresentadas a seguir:

O z%(l——a])(l——az)(mal —a, 1) h“):%(l—anluaz)
h® =-3(£+a1)(1ma2)(-§a1 —a, - 1) h(5}=%(1~—a§X1+ai) .
h(3)mi~(l+al)(1+a2)(+ai+a2ml) h‘”z%(lmanHaz) )
p =-i—(lmai)(1—é—a2)(—al ta, - 1) h“}:%(l a:)i-a,)

A partir do uso dessas funges de forma ¢ possivel obter a localizagdo de todas as
grandezas sobre o elemento, bem como sua variagio. No entanto, pode se notar que as
fungbes de forma sdo validas num sistema de coordenadas preso ao elemento, e sdo
sempre as mesmas para representar todos os elementos que possam ser definidos na
malha do contorno. Para que isso seja possivel é necessario que os elementos de contorno
sejam transformados para elementos equivalentes, num sistema de coordenadas
parametrizado, o que significa mapear as coordenadas globais dos elementos, definidas

segundo o modelo, para coordenadas paramétricas de um elemento genérico. Isso é feito

com o uso de uma ferramenta de transformagdo chamada Jacobiano.

O Jacobiano define uma transformagiio matematica de uma geometria em um
determinado sistema para outra geometria equivalente em outro sistema. No caso dessa
aplicagdo em elementos de contorno, o Jacobiano fara a transformagéo de uma geometria
quadrilateral irregular em um sistema global, utilizado para descrever todos os elementos

do problema, para uma geometria quadrilateral regular em um sistema parametrizado,

cujas coordenadas sempre sfo dadas entre ~1 e 1.

Isso tudo, aplicado a cada elemento de contorno, possibilita que seja calculado o
valor numérico do integrando composto pela solucio fundamental, fung¢des de forma e o
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Jacobiano. Com isso, para cada elemento, a equagéo integral pode ser avaliada a menos de
uma varidvel, que consiste no grau de liberdade da equagdo, que pode ser um

deslocamento ou uma forga de superficie.

(E)
{j[ffkh(n)Jda} . (ui(n} )(E} — @ (uf"> )(E) (20)
it

-1

(E)
{}%h(”Jda} (2 )? =@ ()™ on

Para cada elemento, em cada um de seus nds, a integragdo que tem como resultado
uma matriz de ordem trés. Essa matriz expressa a resposta da equagdio integral de
contorno em dada uma das trés direcdes do problema tridimensional para cada uma das

trés dire¢es possiveis de aplicagdo da carga concentrada da solugdo fundamental.

Realizando a integragdo para todos os pontos' fonte, para os oito noés de todos os
elementos existem dois tipos de matrizes que sdo geradas simultanecamente. Uma que ¢
fruto das integragdes para a solugfo fundamental de deslocamento, a chamada matriz G,
outra ¢ construida a partir das integragdes para a solugéo fundamental de forga superficie,

chamada matriz . Em forma matricial, a equagiio integral de contorno, equagdo 17, pode

ser escrita como.

H ur G.. J L (22)

.

Cada uma dessas matrizes € construida a partir das diversas integragGes que sao

feitas para cada elemento em relagio a cada ponto fonte considerado para as solugdes
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fundamentais. Assim, cada coluna representa um resultado de uma integragdo para um
determinado no6 de um elemento em uma dada dirego. Cada linha representa o conjunto
de resultados de integragdes por todos os nos do problema em relagio a um determinado
ponto fonte com o carregamento concentrado colocado numa dada direcdo. Isso faz com
que cada matriz tenha, pelo menos, tantas colunas quantas forem as direcdes diferentes
que cada n6 pode ter, ou seja, colunas na mesma quantidade que o mimero de graus de
liberdade do sistema. Como o nimero de graus de liberdade deve ser acompanhado de
igual quantidade de equagOes independentes para que o sistema tenha solugdo, ¢é
necessario criar linhas nas matrizes de maneira a que se igualem ao nimero de graus de

liberdade, o que se consegue colocando mais pontos fonte.

Isso faz com que a técnica de construgdo das matrizes tenha que avaliar integrais ndo
somente para um ponto fonte ao longo de todos os elementos, mas sim uma quantidade de
pontos fonte igual ao niimero de nés do problema, o que gerou a pratica de Integrar
colocando os pontos fonte sobre cada né da malha de contorno de uma vez para gerar

todas as linhas das matrizes.

No caso da matriz G, a construgdo é simples, devendo obedecer 2 seqliéncia de se
colocar os resultados de acordo com o par (ponto fonte / grau de liberdade, elemento / né
local / grau de liberdade). Essa construgdo se explica pois a matriz G multiplica os graus
de liberdade de forga de superficie, que ndo precisam apresentar compatibilidade quando
estdo sendo avaliados num noé que ¢ fronteira e pertence a dois elementos. Assim, para
cada conjunto de oito nos de cada elemento existirdo oito valores de forca de superficie

diferentes em cada dire¢do e, portanto, vinte e quatro colunas correspondentes na matriz

G. Essa manetra de construir pode ser melhor vista na figura 6.

ELEMENTO 1
né 1 nd 2 no 3 nd 8§
XY 21XV Z|IX|lYi ziXiYlz|X|Y]Z
Pto.
Fonte 1

SIPIE

Figura 6. Construgdo da matriz G.
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Isso resulta numa matriz ndo quadrada, cujo nimero de linhas € igual ao nimero de
graus de liberdade e o niimero de colunas ¢é igual ao produto entre o0 namero de elementos,
a quantidade de nés que tem cada elemento ¢ a quantidade de graus de liberdade que cada

no tem.

Para montar a matriz H o procedimento é um pouco mais complexo, uma vez que
essa matriz multiplica um vetor cujos componentes sdo deslocamentos € para 0s quais

existem condicdes de continuidade que devem ser observadas.

O deslocamento relacionado a um né para uma dada diregdo € tnico, POiS 0 MEesmo
ponto nio pode estar se movendo numa mesma diregdo com dois valores diferentes. Isso
significa que, quando um no estd na fronteira entre dois elementos e pertence aos dois,
seu deslocamento precisa ser compativel. O reflexo dessa condigdo sobre a construgdo da
matriz H é grande, pois nela, para cada no, independente do elemento em que se localize,
existe apenas um valor. Assim, os valores obtidos para cada integragio precisam ser
somados se pertencerem ao mesmo no6, mesmo que tenham sido calculados em passos

referentes a elementos diferentes.

Essa forma de construir a matriz A faz com que ela seja uma matriz quadrada de

ordem igual ao nimero de graus de liberdade do problema. De mareira esquematica, a

construgdo pode ser visualizada na figura 7.

no 1 né 2 no 3
XIYIZixXoyi1Zi X\ Y|Z:X|Y|Z
Pto. X
Fontel |'Y
Z

Figura 7. Construg@o da matnz H.

Uma vez construidas as matrizes H e G todo o processo de integragio das equagbes
integrais de contorno esta concluido. Agora, € necessario proceder 2 substituigdo das

condigdes de contorno, o que vai tornar o sistema de equagdes representado pelas

matrizes H e (G solavel.
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Aplicar as condi¢Ges de contorno ao problema significa determinar quais sdo os
graus de liberdade conhecido, substitui-los por seus respectivos valores e proceder aos
clculos matriciais a fim de gerar um vetor com os valores conhecidos. Nesse processo
também s&o agrupados os graus de liberdade desconhecidos, cuja determinagdo serd a
solugio do problema. Uma vez agrupados, os graus de liberdade desconhecidos permitem
separar as colunas das matrizes # e G pelas quais $30 multiplicados, fazendo surgir uma
matriz quadrada chamada de matriz dos coeficientes, pois sdo os coeficientes que

multiplicam cada um dos graus de liberdade desconhecidos em todas as equagdes do

sistema.

O agrupamento dos graus de liberdade desconhecidos e conhecidos leva a um
procedimento conhecido como permutagiio de colunas entre as matrizes H e G. Segundo
esse processo, as colunas correspondentes aos graus de liberdade conhecidos, sejam elas

de H ou G, s3o separadas das colunas correspondentes aos graus de liberdade

desconhecidos, dando origem a duas matrizes.

A matriz correspondente aos coeficientes dos graus de liberdade conhecidos pode
ser imediatamente multiplicada pelo vetor dos valores dos respectivos graus de liberdade,

gerando um vetor de termos numéricos. No caso da matriz referente aos coeficientes dos

graus de liberdade desconhecidos surge um problema.

Quando o grau de liberdade desconhecido ¢ um deslocamento, sua permutacdo €
unica, o que significa que existe apenas uma coluna para ser trocada para aquele
determinado né naquele determinado grau de liberdade. J4 se o grau de liberdade
desconhecido ¢ uma forga de superficie, a permutacio pode ndo ser Gnica. Isso ocorre
pelo mesmo motivo que justifica a construcio da matriz G. Para um mesmo no, numa
mesma diregéo, podem existir duas ou mais forcas de superficie diferentes atuando, uma
em relagdo a cada elemento que compartilha o né, assim, pode existir mais que uma

coluna em G para um mesmo grau de liberdade de forga de superficie desconhecido.




Uma solugdio para esse problema ¢é realizar a soma simples das colunas quando
existir mais que uma. Isso ¢ uma saida possivel quando os elementos encontram-se
alinhados, o que significa que o desalinhamento entre o vetor normal de um em relagéo ao
outro ndio ¢ grande. Nesses casos, a contribui¢io de forga de superficie de cada elemento ¢
somada como uma soma algébrica, mas representa uma soma vetorial. Essa foi a saida

adotada nesse trabalho.

Dessa forma, ao aplicar as condigdes de contorno e agrupar os graus de liberdade
conhecidos separadamente dos desconhecidos o resultado € a construgdo de um sistema

de equagdes na forma matricial
[4]- {x}= o} - (23)

sendo [A] a matriz dos coeficientes, {x} o vetor das incégnitas e {b} o vetor das
constantes determinadas através da multiplicacdo das condigdes de contorno por seus

respectivos componentes das matrizes de integragdo.

Resolver esse sistema passa pela aplicagio de um dos algoritmos de calculo
numérico para a solugdo de sistemas matriciais. Pode ser aplicado, por exemplo, o método
da eliminagdo de Gauss, ou mesmo a inversio direta da matriz [4] para que seja

multiplicada pelo vetor {b}.

Uma vez resolvido o sistema dado pela equagdo 23, estdo determinadas as chamadas
respostas primarias, que representam os graus de liberdade, que eram desconhecidos antes
da solugdo do sistema, unidos as condigdes de contorno prescritas, o que significa que séo
conhecidos todos os valores de forca de superficie e deslocamento para todos os graus de
liberdade do problema. No entanto, na maioria das vezes ndo se esta interessado apenas
em deslocamentos ou forgas de superficie sobre os nés, entdo, sdo necessarios resultados

na forma de tensdes nodais ou deformagdes, o que se chama de respostas secundarias.

Como pode se notar as respostas secundarias ndo fazem parte da solugdo direta do
problema, mas sdo produto de manipulagéo das solugdes principais. Assim, para que se€ja
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possivel obter qualquer uma das respostas secundarias é necessario obter uma Tesposta
basica, o tensor de tensSes em cada um dos nds do problema. A partir desse tensor &

possivel obter outras tensdes desejadas, deformagdes ete.

O procedimento necessario para realizar o calculo dos tensores de tensio em cada 16

do problema a partir das respostas primarias € mostrado por Kane (1994) e é chamado de

surface siress component recovery.

2.5 Calculo dos tensores de tensio nodal

Os resultados primarios de for¢a de superficie e deslocamento nodais podem ser
utilizados como informagdes iniciais para o obten¢io de um tensor de tensdes nodal
completo. Para que isso seja possivel primeiramente é necessario que se defina um
sistema de coordenadas local para cada né, que tenha um de seus eixos normal e outro

tangencial & superficie do elemento no né.

Analisando o problema para um né é necessario que se estabelega um sistema de
coordenadas local z; com a origem sobre o né, direio z tangente a superficie do
elemento de contorno e crescendo no mesmo sentido de crescimento da coordenada

intrinseca a;, dire¢do z; normal & superficie do elemento, apontando para fora do dominio

e z; perpendicular a z; e z;.

Nesse sistema de coordenadas z; o tensor de tensdes pode ser relacionado
diretamente com as forgas de superficies nodais, desde que as mesmas sejam
transformadas do sistema de coordenadas global para o local. Segundo essa
transformagdo, as forgas de superficie nodais passam a atuar na superficie do tensor

definido para o sistema de coordenadas local. Isso significa que os componentes de
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cisalhamento e normal na superficie em que estdo Jocalizadas as forgas de superficie

nodais transformadas ja estfio determinados.

24)

SSJ‘ ':pf
S 3(2#+’%)en +;°(ezz +‘333)
S 2(2;1 "‘*"ﬂ“)ezz +'j~(e33 'i”eu)

S, =2u-e,

(25)

Sendo s; o tensor de tensdes, p; as tragdes € e; as deformaces no sistema de

coordenadas local.

A partir da equagdo 24 particularizada para o caso de s3;3 € possivel substituir ess,
que ndo esta disponivel, das equagdes mostradas em (25), levando a expressdes que
possibilitam calcular os valores de 5,; € 52, em fungdo de e;;, ez € ps3, que corresponde 2
forca de superficie nodal transformada para o sistema local na coordenada z;. Dessa

forma, as expressdes ficam dadas por:
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1

Sy = 2+ A {4ﬂ(ﬂ+ ’z")en +2ule, + ’;“pa}
1
s, = Wulu+ ey + 2000, +3p.} (26)
2u+ A
S, =208y,

Usando das relagbes entre deformagio e deslocamento, mostradas na equacdo 2, é
possivel substituir todas as deformagdes presentes nas equagdes em (26) por expressoes
em fun¢lo de derivadas do deslocamento. Considerando que esses deslocamentos sdo
valores nodais, ¢ necessario tratd-los como tal, o que significa utilizar das fungdes de
forma. Isso significa que as derivadas do deslocamento que serdo utilizadas para o calculo

das deformag@o devem ser calculadas como somatéria das derivadas das fungdes de forma

multiplicadas pelos valores nodais de deslocamento.

1 ov ov
= 4 + At 4 2 pd
i 2u+/1{ lu )82 "5 ﬂp_,;}

! Zq
ov v
e .77, VTR ) R, Yy Jutl i 27
*n zgw{”(” )522 “e @3} @7
ov ov
=2 —I+ 2
e ‘”{azz 521}

Nas equagdes 27, v; sdo os deslocamentos nodais transformados para o sistema de

coordenadas local.

As derivadas do deslocamento em relagdo as coordenadas do sistema local nio
podem ser avaliadas diretamente, uma vez que a unica maneira de calcular esse tipo de
derivada ¢ utilizar as fungdes de forma que sio funcio das coordenadas intrinsecas.
Assim, o que se faz € utilizar a regra da cadeia para transformar essa derivada em duas,
uma do deslocamento em relagio a coordenada intrinseca e outra da coordenada

intrinseca em relagdo & coordenada local.
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A derivada do deslocamento em relagio 4 coordenada intrinseca pode ser feita
utilizando as derivadas das funcdes de forma multiplicadas pelo valor nodal somadas para

os oito nos do elemento.

Para a derivada da coordenada intrinseca em relagdo & coordenada local, €
necessario lembrar do Jacobiano, cuja definigdo corresponde exatamente ao inverso dessa
derivada. Portanto, essa derivada pode ser substituida pela inversa da matriz do J acobiano

que transforma a geometria do sistema de coordenadas local para o intrinseco.

Dessa forma, uma vez executados os calculos, terfio sido determinados os seis
componentes do tensor de tensdes no sistema local, o que ja € o suficiente, gragas a
simetria desse tensor. Para completar esse procedimento, basta transformar de volta o

tensor de tensdes do sistema local para o global.

Isso conclui o procedimento de calculo para um né do problema, o mesmo deve ser
repetido para todos os demais, armazenando um tensor de tensbes de ordem trés para cada

um dos nos do problema.

2.6 A integracio singular

Um dos aspectos particulares da integragio quando o integrando envolve uma
solugdo fundamental é o aspecto singular que pode existir. No caso das solugdes
fundamentais necessarias para a determinagio da equacdo integral de contorno, sempre
existe uma condicdo para a qual a solugdo fundamental apresenta um comportamento
singular, visto que representa a solugio para um problema num meio infinito sob agdo de

um carregamento concentrado.

No caso das solugdes fundamentais para o problema da elasticidade existe uma
carga concentrada que ¢ aplicada num determinado ponto de um dominio infinito.
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Quando anexada ao integrando da equagio integral de contorno, a solugdo fundamental,
seja de forca de lsuperﬁcie ou deslocamento, passa a representar um problema para a
integragdo, uma vez que consiste numa fungdo cujo comportamento é singular em um
ponto. No ponto onde a carga concentrada € aplicada, o comportamento do integrando é
determinado pela solugdo fundamental, que tende ao infinito, o que tomna complicada sua

avaliagdo numérica.

Esse tipo de problema ocorre apenas para os casos em que a integral precisa ser
avaliada num ponto que € coincidente com o ponto de aplicagdo da carga concentrada.

Isso significa que se estd integrando sobre um elemento para o qual o n6 fonte sera um de

seus nos.

Nessas situagdes € preciso aplicar métodos de calculo especiais a fim de que seja
garantida a solugdo da integral, uma vez que a integragio analitica de uma funcdo de

comportamento singular pode resultar em uma singularidade que nio tem validade como

resposta.

Existem meétodos para contornar o problema da singularidade presente no integrando
devida as solugdes fundamentais, dentre eles alguns sdo tratamentos matematicos que
podem ser aplicados a solugdo fundamental a fim de que sua singularidade seja eliminada.
Técnicas matematicas como avaliar a integral no sentido do valor principal de Cauchy ou

promover transformagdes de coordenadas para sistemas que possibilitem a integragdo sdo

correntes.

Para esse trabalho duas técnicas serdo utilizadas, uma para avaliar a integral cuja
singularidade ¢ devida a solug@o fundamental de forgas de superficie e outra para avaliar a
integral cuja singularidade se deve a solucio fundamental de deslocamentos. A
singularidade devida a solugdo fundamental de deslocamento pode ser considerada fraca,
enquanto a singularidade da solugdio fundamental de forga de superficie é classificada

como forte. Isso significa que é necessario trata-las de maneiras distintas.

45



A técnica utilizada para tratar a singularidade fraca é aquela baseada num artificio
geométrico valido para problemas .tn'dimensionais, utilizando elementos de contorno do
tipo quadrilateral de oito nos, que € descrita por Domingues (1993), conhecida por
triangularizagdo. Segundo essa técnica, a integragio da equagdo integral de contorno €
avaliada sempre da mesma forma, utilizando o mesmo algoritmo de integragdo e as
mesmas equagdes, mas recebe diferentes Jacobianos de acordo com sua localizagéo. Jaa
técnica utilizada para tratar a singularidade forte envolve a chamada hipotese de

movimento de corpo rigido.

Ao realizar a integragio da equagdo de contorno sobre um elemento, o método de
calculo analisa se o ponto fonte pertence ao elemento em questdo. Caso a resposta seja
negativa, significa que nfo haveré singularidade e que € possivel utilizar o método de
integragdo convencional. No entanto, se a resposta for afirmativa significa que ocorrera
um problema de singularidade, entdo, se a singularidade for fraca, o elemento €
wriangularizado em relagio ao né sobre o qual se localiza o ponto fonte para a

determinacdo da integral. Caso ocorra uma singularidade forte, as integrais sobre o

elemento simplesmente ndo sdo calculadas.

Isso significa que a matriz G, determinada a partir das integragbes das equagOes
integrais de contorno cuja solugdio fundamental apresenta uma singularidade fraca, sera
completamente determinada. Ja a matriz H, determinada a partir das integracdes de
equagbes integrais de contorno cuja solugdo fundamental apresenta singularidade forte,
teré todos os seus componentes calculados a menos daqueles presentes numa banda ao
longo da diagonal principal. Isso se deve ao fato de que os componentes presentes na
banda da diagonal principal dependem de uma integragdo envolvendo a singularidade
forte. Para eliminar a necessidade dessa integragdo, que ¢ matematicamente mais

complicada, esses componentes sido calculados posteriormente por uma consideragio de

movimento de corpo rigido.
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A triangulariza¢do do elemento consiste em transformar um elemento quadrilateral
de oito n6s em dois ou trés elementos triangulares de trés nés de maneira que um dos
vértices de um dos tridngulos corresponda ao no de localizagio do ponto fonte. Isso &
feito com a inten¢&o de que o Jacobiano nesse no seja nulo, anulando a integral que vai

para o infinito de maneira matematicamente consistente.

Segundo o método, ao se realizar a triangularizacdo, os elementos gerados tornam-se
geometricamente triangulares, no entanto, matematicamente sio tratados como elementos
quadrilaterais de quatro nos, .sendo necessario trocar as fun¢des de forma para fungdes de
forma lineares e adaptar o célculo do Jacobiano. O artificio geométrico que resolve a
integral singular estd exatamente nesse aparente paradoxo de se ter um elemento
geometricamente triangular, mas matematicamente quadrilateral, o que & possivel
somente caso dois dos vértices do quadrilétero se fundam em um. Quando isso ocorre e os
dois vértices se fundem naquele que é o ponto fonte da integral, seu Jacobiano vai para
zero na proporgdo do raio, anulando o efeito de singularidade do integrando que vai para

o infinito na propor¢do do inverso do raio.

Caso o ponto fonte esteja localizado num né que é um dos vértices do elemento
quadrilateral de oito nods, a triangularizacio ocorre dividindo o elemento em dois
tridngulos de acordo com a diagonal do elemento quadrilateral. Caso o ponto fonte se
localize no meio de uma aresta, a triangularizagiio requer o uso de trés tméangulos, um
deles tendo um dos vértices como o né do ponto fonte. Dessa forma, a triangularizagido

pode se utilizar de elementos semelhantes aos mostrados na figura 8.

_Pouo fomee ;7 r I w—

Figura 8. Elementos triangularizados para integracéo singular.
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Esse procedimento ¢ utilizado para possibilitar o calculo das integrais que compde a
matriz G. No caso da matriz H, que envolve integrais com singularidade forte, os
componentes da matriz que dependem de integragdo ma qual ocorre o problema da
singularidade nfio sdo avaliados, permanecendo indeterminados até que se termine o
calculo da matriz H completa. Uma vez disponivel a matriz H completa, 2 menos dos
termos involvendo a singularidade, ¢ feita a chamada hipltese de movimento de corpo

rigido.

Basicamente, a hipotese de movimento de corpo rigido consiste em supor uma
condicdo de contorno especifica, segundo a qual todos os nos do contorno apresentam um
deslocamento unitario em uma mesma dire¢io global. Com isso todas as forgas de
superficies tornam-se nulas. Isso gera um vetor de deslocamentos unitério e um vetor de

forgas de superficie nulo para serem utilizados na equagfo matricial [H].{u} = [G].{t}.

E possivel notar que, com um vetor de forgas de superficie, {¢}, nulo a equagdo se
degenera para [H].{u} = {0}. Como o vetor de deslocamentos, {u}, ¢ unitario, resta

concluir que [H] = {0}.

Cada linha da matriz H pode ser vista como uma equagfo linear independente das
demais, que se relaciona com um resultado equivalente no vetor do outro lado que, no
caso da hipétese de movimento de corpo rigido, se reduz a um vetor nulo. Assim, €
possivel dizer que cada linha da matriz /7 deve ser identicamente nula. Essa conclusdo ¢
particularmente Wtil para essa matriz, pois permite calcular os termos incégnitos

associados com as integrais singulares para solugdes fundamentais de forga de superficie.

Para cada linha da matriz /, no caso de problemas tridimensionais, existem trés
termos desconhecidos, relacionados com a singularidade que ocorre em cada um dos trés
graus de liberdade de cada né do problema. Para obter cada um dos valores € necessario
aplicar a hipdtese de movimento de corpo rigido para dada um dos graus de liberdade,
agrupando as colunas de maneira a que cada equagdo formada relacione apenas um

mesmo grau de liberdade.
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Lembrando da disposigdo dos termos na matriz H, como mostrado na figura 7, os
trés primeiros termos deconhecidos na primeira linha da matriz ficam nas trés primeiras
colunas, sendo o da primeira coluna relacionado ao grau de liberdade x, o da segunda ao
grau de liberdade y e o da terceira ao z. Dessa forma, para determinar o termo
desconhecido relacionado ao grau de liberdade x é necessario aplicar a consideraciio de

movimento de corpo rigido apenas com os valores da matriz relacionados com o grau de

liberdade x, 0 mesmo acontecendo para y e z.

Para agrupar os termos referentes a cada grau de liberdade é preciso lembrar que
cada bloco de trés colunas corresponde a um né, portanto, a cada trés colunas ocorre a
repeticdo dos graus de liberdade. Assim, a consideracdo de movimento de corpo rigido

deve ser aplicada para todos os nés em um grau de liberdade especifico.

Uma vez isolados os termos a serem utilizado para cada grau de liberdade o
procedimento fica idéntico aquele aplicado para a solugio de uma equagio a uma

incognita. Basta somar todos os termos conhecidos e inverter o sinal do resultado para

obter o termo procurado.

Repetindo todo o procedimento para cada uma das linhas da matriz & sera obtida
toda a banda da diagonal principal correspondente aos valores da mtegracdo quando o

integrando apresenta comportamento singular sem a necessidade de desenvolver o

processo de mtegracdo.
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2 77 Métodos de otimizacio utilizados

Existem diversos métodos de otimizagiio que podem ser implementados em codigos
de analise numérica pelo método dos elementos de contorno que agilizam a obtengdo das
matrizes necessarias ao método, as matrizes / e G, 0 que costuma ser a parte mais

demorada e custosa da analise.

Para agilizar a obtengfo das matrizes / e G foi utilizado, nesse trabalho, um
algoritmo descrito por Kane (1994) sob a sigla RISP, que significa Reusable Intrinsec
Sample Points, o qual se baseia numa seqiiéncia capaz de garantir que valores calculados

para a integragio em um elemento possam ser imediatamente utilizados nas integragdes

posteriores dos outros elementos.

Além desse algoritmo de otimizagdo, foi implementada a reutilizagdo das matrizes
principais do método dos elementos de contorno, as matrizes H e (&, para 0s casos em que
¢ necessario realizar uma segunda analise para uma mesma geometria, mas utilizando
condigdes de contorno diferentes. Quando isso acontece, devido a particularidades do
método de construgiio das matrizes H e G, é possivel utilizar as mesmas matrizes / ¢ G ja

calculadas, durante analise anterior, para realizar novas analises.

O processo de formagdo das matrizes H e (G depende, fundamentaimente, das
integragbes das solugdes fundamentais e da colocagdo dos resultados dessas operagdes em
posigdes adequadas das matrizes globais. Tanto a matriz H quanto a G sdo montadas
tendo como base a disposigio geométrica dos nos do problema, ou seja, o posicionamento
e a conectividade de cada um deles. Uma vez montadas, as matrizes H e G passam a
representar o comportamento genérico da geometria do problema, que sera particularizado

de acordo com as condigdes de contorno aplicadas.

Devido a complexidade das integragbes e do procedimento necessario para
realiza-las, o tempo necessario para que se conclua a construgdo das matrizes H ¢ G ¢,
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notadamente, o maior de todo o processo de andlise de elementos de contomo, o que

significa que, se for possivel evitar o calculo nessa etapa, a economia de tempo sera

expressiva.

Assim, 0 algoritmo trabalha salvando as matrizes H e G quando da primeira analise,

reutilizando essas mesmas matrizes para analises posteriores com diferentes condigdes de

contormno.
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CAPITULO 3

DESENVOLVIMENTO COMPUTACIONAL

3.1 O programa E-Con3D

Para efetivar a implementagio computacional do método de anélise de problemas de
elasticidade a partir de equagdes integrais de contorno, foi construido o cédigo de
programa chamado de E-Con3D para elementos de contorno em aplicagdes
tridimensionais. Esse codigo foi desenvolvido em linguagem MatLab® 5.2 a partir de
cédigos de programas de elementos de contorno tradicionais, envolvendo implementagdo
de algoritmos de otimizag#o, tais como o RISP e a técnica de reutilizagdo das matrizes H e
G, assim como o uso de programas comerciais para a construgdo de bases de dados para

os modelos mais complexos.

A escolha da linguagem MatLab® para programagdo do codigo deveu-se,
principalmente, a conhecimento anterior, consistindo na ferramenta mais indicada para o
desenvolvimento de uma técnica e para o teste de novas implementa¢des computacionais.
Certamente do ponto de vista de velocidade de execuglo, o codigo em MatLab® ndo
representa a melhor solugdio, uma vez que se trata de uma linguagem interpretada,

necessitando de ambiente de execugdo especifico do MatLab®. Por outro lado, uma vez
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que estd dentro do ambiente de um aplicativo de matematica, o cédigo interpretado pode
fazer uso de diversas fung¢des pré-programadas em linguagem compilada, facilitando a
programagdo, pois torna mais intuitiva a tradugfo de equagdes da matematica algébrica

para formula¢Oes numeéricas.

Além disso, outro motivo que incentivou o uso do ambiente MatLab® foi a
disponibilidade de fungdes graficas ja implementadas e de facil uso. Isso permitiu a
constru¢dio de ferramentas de visualizagdo grafica que, embora bastante rudimentares,

serviram para a representagio das solugdes em pos-processamento, ou para a verificagio

da geometria ¢ da malha em pré-processamento.

A descrigdo do modo de aplicagdo de todas as fungdes do MatLab® utilizadas
durante a implementacio do cédigo E-Con3D, assim como sua fundamentagdo tedrica e
limita¢Ges estdo presentes nos manuais do aplicativo, fornecidos juntamente com o pacote
de 1nstalagdo, ou na forma de material eletrénico em formato de arquivo .PDF disponivel

nos modulos de ajuda, conforme citado em referéncia.

De manemra genérica, o programa desenvolvido pode ser caracterizado pelo

fluxograma da figura 9.



MAIN.M
Programa Principal

INTEGAUS M
funcdo que calcula pontos e
pesos de Gauss

BCS.M
fungéo que 18 os vetores de
entrada e cria vetores com
condices de contorno

_—

i
i
I

ERMTRX1.M ou FRMTRX2.M
fungdes gue recebem as COC,
as matrizes G e H ou as cria se
naoc existirem, gerando a matriz
Aeovelorbde A= b

Solugdo do sistema de
equacdes pelo metodo de
eliminacéo de Gauss

QUTPUT.M
func8o que prepara os
resultados para pés-
processamento

Figura 9. Fluxograma de funcionamento do programa E-con3D.

- COORD.M
funcdo que calcula as coordenadas
dos nos constituintes do elemento
- SHAPS.M
funcdo que calcula as fungdes de
forma quadraticas e suas derivadas
- JACOBI.M
funcio que calcula o jacobiano

- SHAPB.M
- LINEAR.M
funcio que calcula as fungdes de

forma lineares e suas derivadas
- COORD.M

- JACOBI.M
- INTGR.M
fungdo que calcula a integral
numérica ndo singular
i
| KERNELM
fungdo que caicula as solugbes
fundamentais
-{TSS.M
fungdo que calcula a integral

numerica singular

- TRIANG.M
fungcdo que calcula o jacobianc
para a singularidade a partir de
trianguiarizagdo do elemento
|
- SHAPB.M
- JACOBILM
- KERNELM
- FMATR.M
fungdo que permuta colunas a partir
da aplicacao das COC
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A partir desse fluxograma é possivel identificar as funcdes desenvolvidas para o
programa € sua interagdo com o fluxo principal de dados. De acordo com o esquema, as
fungdes dentro de caixas representam o fluxo principal de dados, enquanto aquelas sem
caixas representam fungSes auxiliares, responsaveis por partes importantes do

processamento da analise, mas que sempre retornam dados para as fungdes do fluxo

principal.

Todas as fungdes do fluxo principal de dados sdo chamadas em seqiiéncia pelo
programa MAIN.m, que também é responsavel pela leitura dos dados armazenados em
arquivos padrdo do tipo texto e pela conversdo e separagio desses dados em estruturas
adequadas ao funcionamento das outras fun¢des do programa. Isso significa que o
programa principal recebera dados no formato padriio texto e os convertera em vetores e

matrizes de acordo com o necessério para o prosseguimento do programa.

Os arquivos padrdo, em formato texto, podem ser escritos manualmente ou extraidos
da base de dados do programa comercial Ansys®, através do uso de uma fungido
programada em linguagem propria desse pacote. Basicamente, a estrutura de dados &
composta por ¢inco arquivos texto: CoordNos.txt, NOEL.txt, CDCDesl. ixt, CDCTens. txt,
Props.ixt. Respectivamente, esses arquivos contém as coordenadas de todos os nés no
sistema global; a matriz de conectividade entre elementos e nés; as condiges de contorno
de deslocamento e os elementos aos quais se aplicam; as condigdes de contorno de tensio
¢ os elementos aos quais se aplicam; as propriedades do material juntamente com a

maxima dimenséo do problema e o numero de pontos de Gauss para a integragdo. A

estrutura basica de cada um dos arquivos segue em anexo 1.

Note que as msergdes de texto explicativas utilizadas nos modelos mostrados no
anexo 1 ndo devem aparecer nos arquivos de uso. Nesses, apenas os valores numéricos
devem estar dispostos na formatagdo indicada, a fim de que o interpretador implementado

no programa MAIN.m seja capaz de identificar os valores sem problemas.
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Os codigos para conversdo de modelos feitos no Ansys® em bases de dados no
formato textb, de acordo com os modelos mostrados, constam do anexo 2 desse trabalho.
Apenas a titulo de esclarecimento, todo o coédigo dos dois programas utilizados para a
geracdo das bases de dados em arquivo texto foi gerado utilizando comandos do ambiente

interpretativo do Ansys®, os quais constam dos manuais do usuario.

O processo de leitura de dados, assim como a seqii€ncia de chamada das fungbes do

fluxo principal de dados do programa MAIN.m podem ser melhor visualizados em sua

listagem, que segue em anexo 3.
Uma vez lidos, os dados de entrada sdo transformados nas variaveis escalares:

s MAXL: define a maxima dimensdo da geometria do problema;

£ médulo de Young;

NU: coeficiente de Poisson;

e JGAUS: quantidade de pontos de Gauss para a integracdo;

e NNP: quantidade de nds do problema;

e NEL: quantidade de elementos de contorno da malha;

e NBCU: quantidade de condi¢Ses de contorno de deslocamento prescrito;

e NBCP: quantidade de condigtes de contorno de tenséo.

Além das varidveis escalares, sfo definidas as variaveis matriciais:

o (CoordNos: matriz das coordenadas globais de todos os nés do problema por
linhas;
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* X, ¥, Z: vetores das coordenadas globais correspondentes (x, y ou z) de todos os

nos do problema por linhas;

e NOEL: matriz de conectividade dos nds, colocados nas colunas, com os

elementos, colocados nas linhas;

e MNEL: vetor contendo os numeros dos elementos sujeitos a condigdo de

contorno de deslocamento prescrito;

e MCOND: vetor contendo as dire¢des nas quais cada elemento estd sujeito a

condi¢do de contorno de deslocamento prescrito, por linhas, sendo I, 2, 3

correspondentes as direcdes x, v, z;

E

» UPRES: matriz contendo os valores de deslocamento prescritos para cada né de

cada elemento, sendo os elementos colocados nas linhas e os nés nas colunas;

o CondContTens: matriz contendo as condigdes de contorno de tensdo prescritas

para cada elemento, cuja estrutura sera descrita posteriormente ao se tratar da
funcdo BCS. m.

Seguindo a ordem de surgimento das fungdes, dada pelo programa principal, a
primeira fungdo apds o bloco de leitura de dados é aquela responsavel pelo calculo das
coordenadas e dos pesos para os pontos de Gauss. A funcio INTEGAUS.m calcula os
pontos e pesos de Gauss na quantidade de acordo com o solicitado para a andlise. Os
valores calculados ficam armazenados nos vetores XG e CG, sendo o primeiro para as
coordenadas dos pontos e o segundo para os pesos. O algoritmo de cilculo para uma
quantidade qualquer de pontos de Gauss ja havia sido implementado no programa
anteriormente, tendo sua validade sido testada através de comparagbes com valores

tabelados por Kane (1994), portanto, ndo serdo feitos maiores comentarios a respeito. A

listagem dessa fung¢@o encontra-se em anexo 3.
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A proéxima fungdo a ser chamada € a BCS.m, responsavel por efetuar um segundo
tratamento nos dados de entrada, que agora est3o na forma de vetores, correspondentes as
condigdes de contorno de tensdo e deslocamento. Através dessa fungdo, matrizes
contendo as mformagdes sobre condigdes de contorno de tensdo sobre elementos sdo
transformadas para matrizes contendo informagdes equivalentes de condigdes de contorno
de for¢a de superficie nodal para cada elemento. Além disso, essa fungdo avalia a
validade das condi¢des de contorno de deslocamento, interrompendo o programa em caso

de erro. Sua listagem também pode ser vista no anexo 3.

Uma vez prontos os vetores e as matrizes contendo as condigdes de contorno do
problema, os dados sdo passados para a proxima fase, que consiste na formaco da matriz
e do vetor que constituirdo o sistema de equagdes a ser resolvido para obter as respostas

primarias do problema. Isso ¢ feito usando a fung¢do chamada FRMTRXI.m ou a
FRMTRX2.m, ambas listadas no anexo 3.

Ambas as fungdes sdo capazes de manipular as matrizes H e G a partir das
condi¢des de contorno para arranjé-las na matriz 4 e vetor BT do sistema matricial a ser
resolvido. No entanto, apenas a FRMTRXI.m é capaz de criar as matrizes H e G. A funcio
FRMTRX2.m ¢ aplicada a casos em que ja existemn as matrizes H ¢ G formadas durante
uma analise anterior ¢ uma nova analise, alterando apenas as condi¢des de contorno, é
necessaria. Assim, a fungo FRMTRX2.m 1€ as matrizes H e G geradas durante analise
anterior pela fungdo FRMTRX1.m e realiza o processo de manipulacio dessas matrizes a

partir dai, o que permite uma expressiva economia de tempo de analise.

Uma vez terminada a execugdo de qualquer das duas fungdes, estio geradas a matriz
4 e o vetor BT caracteristicos de um sistema de equagdes matricial. Esse sistema pode ser
resolvido através de métodos numéricos, tais como a eliminagdo de Gauss. Esse método
poderia ter sido implementado na forma de uma fungdo, no entanto, optou-se por fazer
uso do operador especifico do MatLab® para esse tipo aplicacdo, o back slash, que se

mostrou mais rapido. Segundo os manuais do aplicativo, esse operador utiliza da
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eliminag@o de (Gauss quando a operagdo € realizada entre uma matriz quadrada cheia e um

vetor de mesma ordem que a matriz, mas de uma maneira otimizada e compilada.

Resolvido o sistema, um vetor B ¢ formado contendo todas as respostas primérias
para o problema, o que significa respostas para deslocamento e forga de superficie nos
nos misturadas em um mesmo vetor. Para que se possa pds-processar esses dados de uma
maneira mais organizada € preciso separar os deslocamentos das forgas de superficie e
acrescentar as condigdes de contorno para completar todas as informagdes sobre os graus

de liberdade do sistema. Isso ¢ feito através da fungdo QUTPUT.m, listada em anexo 3.

Essa fungdo trata apenas de organizar os dados presentes no tnico vetor de resposta
em dois vetores, um de deslocamentos nodais ¢ outro de forgas de superficie nodais. Além
disso, acrescenta aos vetores de resposta as condigdes de contorno, completando o

conjunto de informagdes em todos os graus de liberdade para todos os nés do problema.

Com isso ficam determinadas as repostas priméarias para o problema. Para obter
respostas secundarias em tensdo ¢ utilizada a fungfio 7ENSNODAL.m, que recebe as
matrizes contendo as respostas primarias e, através de uma abordagem candnica, realiza a
recuperagéo das tensdes a partir das forgas de superficie e dos deslocamentos nodais,

como descrito durante o capitulo 2 sobre os aspectos teéricos.

Finalmente, apos obter todos os resultados previstos, o programa principal gera um
arquivo de resultados contendo as matrizes Tracao e Desloc das respostas primérias, a
matriz SigNodal das respostas secundarias em tensdo e uma variavel TempoProcesso que
da o tempo total gasto para realizar a andlise. Esse arquivo de resultados recebe um nome
escolhudo pelo usuario com extensdo .mat, o que permite que seja lido diretamente pelo

ambiente do MatLab®.
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3.2 Funcdes principais

As funges chamadas de principais sdo aquelas que fazem parte do fluxo principal

de dados do programa E-Con3D, que sdo:
o INTEGAUS.m;
e BCS.m;
o FRMTRXI1.mouFRMTRX2. m;

o QUTPUT.m;

Como ¢ possivel notar, ndo existe uma fungdo para resolver sistemas de equacdes
matriciais, pois optou-se por utilizar o operador disponivel no aplicativo MatLab®, o que
reduz a funglo a uma operagiio que ocorre entre as FRMTRX1.m ou FRMTRXI.m ¢ a

QUTPUT.m. As demais fungdes sdo encadeadas de acordo com a seqiiéncia dos itens.

3.2.1 A fungio INTEGAUS. m

A primeira fung¢do ¢ responsavel por calcular os pontos e pesos de Gauss para a
integrag@o numerica que sera feita no decorrer do programa. Para isso, essa fungio precisa
receber do usuario a quantidade de pontos de Gauss que ele deseja utilizar no processo de

integracao.

Vale lembrar que a precisdo da integragdo numérica pelo método de Gauss depende
da quantidade de pontos que se utiliza. Na verdade, quanto maior a quantidade de pontos,

maior o grau do polinémio que o método consegue integrar de maneira exata. Como a
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equagdo que precisa ser integrada, para que se resolva a equagdo integral de contorno, é
mais complexa que um polinémio, € necessario que se utilize uma quantidade maior de
pontos de Gauss. Tipicamente, segundo indicado por Kane (19%94), para o caso

tridimensional sdo usados, no maximo, oito pontos de Gauss para cada linha do elemento.

No caso, o usuario pode escolher livremente, lembrando-se que, além de maior
precisdo, uma quantidade maior de pontos de Gauss também implica num tempo maior
durante o processo de integragdo. Assim, a quantidade pode ser diminuida para seis
pontos ao inves de oito, com uma redugio no tempo de processamento para quase metade

em relagéo aquele que utiliza oito pontos de Gauss.

O unico dado necessario e suficiente para que a funcio INTEGAUS.m realize seu
trabalho € a quantidade de pontos de Gauss requerida. Uma vez inserida essa informagdo
a fung@o trabalha com um algoritmo automatico de geragdo de pontos de Gauss e retorna

dois vetores ao fluxo principal do programa: X contendo as coordenadas dos pontos de

Gauss e CG contendo os pesos correspondentes a cada ponto.

3.2.2 A funcido BCS.m

A proxima fungdo na seqiiéncia de chamada do programa principal é a BCS.m,
responsavel por verificar e reagrupar as condigdes de contorno lidas a partir dos arquivos

de entrada.

Apesar de certa similaridade com o procedimento de leitura desenvolvido pelo
programa principal, a fun¢do BCS.m realiza um trabalho distinto. O procedimento de
leitura do programa principal tem por finalidade a tradugdo dos dados do formato texto

para variaveis matriciais. Ja a fungo BCS.m trabalha com essas variaveis distribuindo
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seus contetdos em outras varidveis de maneira a facilitar o uso para as demais fungdes do

programa.
Os dados de entrada necessarios para que BCS.m funcione sio:
e quantidade de condi¢des de contorno de deslocamento;

e quantidade de condigdes de contorno de tragdo nula prescrita;

?

e quantidade de pontos de Gauss;
¢ matriz de conectividade;
e coordenadas x, y e z de todos os nos do problema;

e matriz contendo as condigdes de contorno de tensdo sobre os elementos.

A estrutura da matriz das condi¢des de contorno de tens3o sobre os elementos €
idéntica aquela que € mostrada nos arquivos de entrada, sendo que cada linha corresponde
a uma condigio de tensdo definida por um tensor. A primeira coluna corresponde a
quantidade de elementos sujeitos & condigdo de contorno. A segunda coluna contém um
valor numérico caso o tensor corresponda a uma pressdo constante e normal ao elemento.
As seis colunas a partir da terceira correspondem aos valores do tensor de tensdo. As

colunas a partir da sétima contém os nimeros dos elementos que estdo sujeitos 2 condigéo

de contorno.

A primeira agfo determinada para essa funcio € verificar a validade das condigdes
de contorno de deslocamento prescritas, o que significa certificar-se de que existem
condicdes de deslocamento prescritas. Para isso o codigo se limita a verificar se a variavel
que armazena a quantidade de condi¢des de contorno de deslocamento prescrito tem
tamanho maior que zero. Isso basta para esse estagio do programa, pois a inexisténcia de
condigdes de contorno de deslocamento levaria a problemas durante a analise, tais como

movimentos de corpo rigido, impossibilitando uma anélise estéatica.
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Apés essa verificagdo, a fungdo passa a tratar as condigdes de contorno de tensio
prescritas para cada elemento, a fim de transforma-las em condigdes de contorno de forga
de superficie nodal. Isso precisa ser feito pois as equagbes integrais de contorno, como
visto no capitulo 2 de aspectos teoricos, ficaram descritas em termos de deslocamentos e
forgas de superficie. Como ja se dispde dos deslocamentos diretamente a partir das
condigdes de contorno, basta trabalhar para transformar as tensdes prescritas em forcas de

superficie.

Para transformar o estado de tensdo prescrito sobre o elemento em forcas de
superficie colocadas sobre seus nds a fungdo se utiliza da relacio de Cauchy entre forga

de superficie e tensdo, mostrada na equagio 26,
L, =o.n, (26)

Da equag¢fo de Cauchy a fungdo dispde do tensor de tensdes, oy, dado pelos valores
na matriz das condi¢bes de contorno de tensdo e da normal, n, que pode ser obtida
juntamente com o Jacobiano através da fungio JACOBLm, que sera descrita

posteriormente. Dessa forma, a forga de superficie, 1, fica completamente determinada

para cada né do elemento.

Apos terminar a transformacdo das tensdes para forcas de superficie em todos os
elementos prescritos, a funcdo gera um conjunto de variaveis que serdo utilizadas pelas

demais fung¢des do programa que sdo:

o NELM: vetor contendo os numeros dos elementos de contomo sujeitos a

condigdo de contorno de forca de superficie nodal:

* JT: vetor contendo os numeros globais dos nds que compde os elementos sujeitos

as condigdes de contorno de for¢a de superficie;

» jt_local: vetor contendo os numeros locais dos nés que compde os elementos

sujeitos as condigdes de contorno de forga de superficie;
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e JCOND: vetor contendo as direcSes nas quais atuam as condigdes de contorno de

forca de superficie em cada n6 dos elementos determinados;

e TPRES: vetor contendo o valor de forca de superficie que atua em cada né sob

condigdio de contorno em uma dire¢do especifica;
e NBCT: quantidade de condigdes de contorno de forga de superficie aplicadas.

Apesar de mais complicado, optou-se por aplicar condigdes de contorno de tensdo
sobre os elementos por permitir maior facilidade de descrigio das cargas, visto que a
maioria delas consiste, na realidade, em pressdes aplicadas. Assim, a aplica¢do de tensdo
sobre o elemento permite a definigdo de uma condigdo de pressdo constante normal ao
elemento apenas definindo um valor fixo para a diagonal principal do tensor de tensdo.
Apenas essa informagéo ja ¢ suficiente para que a fungéo calcule todos os vetores de forga
de superficie sobre os nés de modo a que fiquem sempre normais a superficie do

elemento.

Terminado esse processo, finaliza-se a fun¢iio BCS.m, que devolve ao fluxo

principal de dados do programa as varidveis geradas para as condigdes de contorno de

for¢a de superficie nodal.

3.2.3 As fungdes FRMTRXI.m ¢ FRMTRXZ2.m

Uma vez pronto todo o conjunto de variaveis contendo as condigBes de contorno, a

geometria do problema, a malha de elementos de contorno € os valores constantes de

propriedades aplicados ao problema, ¢ necessario resolver o problema. Para que isso seja

efetuado é preciso aplicar, adequadamente, cada uma das varidveis do problema a
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equacio integral de contorno que descreve o problema de elasticidade 1S0trépico e

estatico pelo método dos elementos de contorno. Isso € o que faz a fungdo FRMTRX].m.

Como € possivel notar, existern duas fungdes que podem ser chamadas para formar
as matrizes do sistema. Isso ocorre pois, tanto uma quanto a outra é capaz de formar a
matriz 4 e o vetor B7, que sdo a expressdo matricial de todas as equacdes integrais de
contorno que constituem o problema. No entanto, apenas uma das duas & capaz de
resolver as equagOes integrais e formar as duas matrizes principais do método dos
elementos de contorno, que séo as matrizes H, contendo as integrais para as solugles
fundamentais de forga de superficie ¢ G, contendo as integrais para as solugdes

fundamentais de deslocamento.

A fung¢do FRMTRX2.m apenas 1€ as matrizes H e (7 formadas pela FRMTRX1.m em
alguma analise anterior. A partir das matrizes lidas a fungdo é capaz de manipular as
colunas de ambas de acordo com as condigdes de contorno até formar a matriz 4 e o vetor
BT. O processo de manipulagdo das colunas de A e G a partir das condigdes de contorno é

chamado de permutagdo de colunas e tem por objetivo separar as incognitas dos valores

conhecidos.

Como visto no capitulo 2, a equagdo integral de contorno pode ser escrita de forma
matricial, agrupando as integrais que multiplicam os deslocamentos em uma matriz & e as
integrais que multiplicam as forcas de superficie em uma matriz G. E possivel afirmar que
as matrizes / ¢ G serdo calculadas em sua totalidade através das integragdes numeéricas
das solugbes fundamentais. J4 os vetores contendo os deslocamentos e forgas de
superficie, que multiplicam essas matrizes, ndo estio totalmente determinados. Na

verdade, apenas alguns deslocamentos e algumas forcas de superficie sdo conhecidas

como condigdes de contorno.

Num problema bem proposto, a quantidade de condigdes de contorno de
deslocamento e for¢a de superficie, somadas, representam niumero suficiente para resolver

o sistemma de equagles e obter os demais valores que completam os vetores de
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deslocamento e forga de superficie. Para que isso possa ser concretizado, basta isolar
numa matriz os coeficientes das varidveis que permanecem como incognitas € em outra
aqueles cujas variaveis ja estdo determinadas como condigdes de contorno. Isso dé origem
a uma matriz que ¢ chamada, tradicionalmente, de 4 e um vetor B7, fruto da operagéo de
multiplicagéio entre a matriz dos coeficientes das varidveis conhecidas pelo vetor das

respectivas condigdes de contorno.

Para isolar os coeficientes das variaveis desconhecidas a fung¢do FRMTRX2.m
trabalha em duas etapas. Primeira, 1€ as condi¢des de contorno de forga de superficie e,
fazendo uso da fun¢io auxiliar FMATR m, gera o vetor BT, chamado de segundo membro,
apenas com as contribui¢des das forgas de superficie. Além desse vetor, a fungéo devolve
a matriz A0, contendo as colunas da matriz G que correspondem aos coeficientes das

variaveis desconhecidas. O processo pelo qual isso ¢ feito sera explicado quando a fungéo

responsavel for comentada.

Apbs a primeira etapa, a funcdo 1é as condi¢des de contorno de deslocamento
prescrito e, caso o deslocamento seja diferente de zero, acrescenta sua contribui¢do ao
vetor BT, realizando o produto da integral da solucdo fundamental em H pelo valor de
deslocamento correspondente e somando o resultado ao vetor B7 na posigéo adequada.
Caso o deslocamento seja nulo, apenas um zero € colocado no vetor BT na posi¢do
adequada. Juntamente com isso, as colunas da matriz G, correspondentes aos valores

desconhecidos de forga de superficie, sdo colocadas em substituigdo na matriz .

O processo segundo o qual essas permutagdes ocorrem € bastante evidente e
depende apenas das condigdes de contorno. Para compreender mais facilmente o processo
¢ necessario lembrar um pouco da estrutura envolvida na equagfio matricial que representa
as equagdes integrais de contorno. Basicamente, existe uma matriz H multiplicando um
vetor de deslocamentos nodais, sendo que cada linha do vetor corresponde a um

deslocamento de um né em uma determinada diregdo, e uma matriz G multiplicando um
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vetor de forgas de superficie, no qual cada linha corresponde a uma tragdo em uma dada

direcgdo.

Por se tratar de um problema tridimensional, cada nd poder4 apresentar trés graus de
liberdade. No caso de deslocamentos, esses trés graus de liberdade significam trés
deslocamentos possiveis, um em cada dire¢io. Porém, quando se fala em deslocamento,
existe uma condi¢do de compatibilidade que precisa ser obedecida, segundo a qual um né
s0 pode apresentar um valor de deslocamento em cada grau de liberdade. Assim, mesmo
que um né esteja na fronteira entre dois elementos, portanto pertencente a ambos,

apresentard somente um valor de deslocamento.

Para o caso de forca de superficie nodal, também podem existir trés para cada no,
uma em cada dire¢do ou grau de liberdade, no entanto, nio existe a condicdo de
compatibilidade. Dessa forma, cada um dos oito nés de cada elemento tera seus préprios
vetores de forga de superficie. Isso significa que nds compartilhados entre dois ou mais
elementos terdo dois ou mais vetores de forga de superficie em cada grau de liberdade,

correspondentes a contribuigao de forga de superficie de cada elemento.

Isso faz com que existam diferengas fundamentais entre as matrizes H e G. Devido &
condi¢do de compatibilidade de deslocamentos, a matriz H apresenta igual nimero de
linhas e colunas, correspondentes a quantidade de graus de liberdade do problema. J4 a
matriz & ndo ¢ quadrada, apresentando niimero de linhas correspondente a quantidade de
graus de liberdade, mas nimero de colunas correspondente 4 quantidade de elementos

multiplicada pelo niimero de nés por elemento multiplicado pela quantidade de graus de

liberdade por no.

Dessa forma, nas matrizes H e (, cada coluna corresponde ao coeficiente
multiplicador de um grau de liberdade, seja de deslocamento ou forga de superficie, e
cada linha corresponde a uma equagdo diferente até perfazer o nlmero necessario &

solugdo do sistema.
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Considerando que as condigdes de contorno sdo valores determinados para alguns
dos graus de liberdade de deslocamento e forga de superficie, substitui-los nas posigdes
correspondentes dos vetores de deslocamento e forga de superficie € como substituir
valores conhecidos das variaveis em todas as equagdes dispostas nas linhas da matriz. Da
mesma forma, para isolar esses valores conhecidos, basta mover toda a coluna
correspondente ao componente do vetor que € conhecido e realizar a multiplicagéo

matricial para gerar um componente do vetor 57.

" De modo semelhante, os componentes desconhecidos dos vetores de deslocamento e
forga de superficie correspondem as incognitas do problema e os valores que multiplicam
nas matrizes H e G s@o seus coeficientes dispostos em colunas. Assim, para agrupar 0s
coeficientes dos termos desconhecidos, basta separar as colunas da matriz que
correspondem ao componente a ser determinado no vetor de deslocamento ou forga de

superficie.

O procedimento ¢ vélido literalmente para o caso de isolar as colunas da matriz A,
pois nela existe apenas uma coluna para cada grau de liberdade do problema. No entanto,
quando sdo permutadas as colunas da matriz (; surge um problema, pois nela pode existir
mais de uma coluna para o mesmo grau de liberdade de um no, referente a dois ou mais
elementos que o compartilham. Para resolver esse problema € necessdrio somar as
colunas de G que sdo relativas a um mesmo no global. Embora esse procedimento seja
correto apenas para os casos em que os elementos envolvidos tenham normais
praticamente coincidentes, foi adotado de forma genérica, necessitando de revisdo

posterior.

Apbs separadas as colunas de H e G correspondentes as incognitas do sistema elas
sdo reagmpa&as em uma matriz 4. Da mesma forma, as colunas correspondentes aos
valores determinados pelas condigdes de contorno sdo separadas e calculadas, dando
origem a um vetor chamado de B7. Isso encerra a fungdo FRMTRAX2.m, que retorna a

matriz A e o vetor BT ao fluxo principal de dados do programa.
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A fungio FRMTRX2.m ¢ utilizada todas as vezes que se deseja refazer uma analise
previamente concluida apenas alterando as condigdes de contorno, partindo da mesma
geometria. Caso se esteja realizando a andlise pela primeira vez ou tenha ocorrido alguma
alteragdo de geometria ou propriedades do material, é necessario utilizar a fungfo
FRMTRX1.m.

Em sua parte final, FRMTRXI.m e FRMTRX2.m sio 1dénticas, realizando a
permutacdo das colunas de // e G de acordo com as condigdes de contorno até gerar a
matriz 4 e o vetor B7. No entanto, FRMTRX].m dispde das ferramentas necessarias para

realizar integra¢es numericas ¢ formar as matrizes H e G do método dos elementos de

contorno.

Inicialmente, a fungdo se encarrega de calcular todas as funcdes de forma e suas
derivadas que serdo necessarias durante o processo de integragdo. Isso significa um
conjunto de oito fungSes de forma, correspondentes a cada um dos oito nés do elemento,
para cada um dos pontos de integragdo de Gauss. No caso de serem utilizados oito porntos
de Gauss, ao se integrar pela area do elemento, esses pontos sdo colocados em cada aresta
do quadrilatero, sendo que um ponto de integracdo corresponde ao cruzamento entre dois
pontos de duas arestas. Isso da origem a sessenta e quatro pontos de integragdo sobre a

area, exigindo sessenta e quatro fungdes de forma, uma para cada ponto.

Esse procedimento pode ser visto no codigo da fungdo, no anexo 3, através da
chamada da funcdo auxiliar SHAPS.m para cada par de pontos de Gauss até compor o0s
sessenta € quatro pontos de integragdo. As fungdes de forma e suas derivadas em relagdo a

cada uma das duas coordenadas intrinsecas sio armazenadas, respectivamente, nas
matrizes SF, DG e DH.

Juntamente com a chamada de SHAPS.m ¢ feita a chamada para uma fungio de
nome LINEAR.m, que também retorna matrizes contendo os valores de fungdes de forma
e dertvadas delas em relagdo as coordenadas intrinsecas. A diferenga entre as funcdes de

forma determinadas por SHAPS.m e LINEAR.m é que a primeira fungfio trabalha com
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fungdes de forma quadraticas, enquanto a segunda trabalha com fungdes de forma
lineares. As funcgdes de forma lineares sdo armazenadas nas matrizes SSF, sendo suas

derivadas colocadas em SDG e SDH.

As fungdes de forma quadraticas sdo utilizadas normalmente no programa para
avaliar o comportamento das variaveis nodais ao longo do elemento, o que € necessario
para o processo de integragdo. Para que possam ser utilizadas, as fungdes de forma
quadraticas necessitam de twés nds por aresta do elemento, o que ¢ forecido pelo
elemento quadrilateral de oito nods. No entanto, em um momento da integragio isso ndo ¢

possivel.

Durante o processo de integragio singular, o elemento quadrilateral de oito nos ¢
transformado num elemento quadrilateral de quatro nds, para que dois de seus nos possam
ser colapsados num sé sobre o ponto fonte, levando o Jacobiano para zero e cancelando a
singularidade. Isso significa que as fungdes de forma quadraticas ndo podem ser
utilizadas, visto que o elemento dispde apenas de quatro nés, ou seja, dois por aresta.
Assim, fungdes de forma lineares tornam-se necessarias, bem como suas derivadas, a fim

de possibilitar a integragdo singular.

Uma vez calculadas as fungdes de forma necessarias, a fungfo passa ao processo de
montagem das matrizes H e (5, o que envolve a integragdo das solugdes fundamentais
como parte da solugdo das equagdes integrais de contorno. Para 1$$0 € necessario
estabelecer em que elemento se esta trabalhando e qual € o ponto fonte que se considera

para as solugdes fundamentais.

O elemento & necessario pois define os nos que serdo utilizados, suas coordenadas, a
geometria, 0 que permite calcular entre outras coisas, o Jacobiano. Ja o ponto fonte nada
mais ¢ que um dos nos do problema ¢ sua determinagdo ¢ necessaria pois ¢ utilizado para

resolver a solucfio fundamental, definindo se a integral sera singular ou ndo.
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E possivel realizar a montagem das matrizes partindo de um elemento fixo,
calculando os componentes variando os pontos fonte, ou mantendo o ponto fonte fixo e
calcular variando os elementos. Tanto um quanto outro levam ao mesmo resultado.
Tradicionalmente, nos livros texto que descrevem o método de formagio das matrizes H e
G, como Domingues (1993), a técnica abordada é a da construgfio fixando o ponto fonte e
calculando os componentes das matrizes para cada elemento. Nas matrizes, esse
procedimento significa montéa-las por linhas, uma vez que cada linha corresponde a um
grau de liberdade de um ponto fonte e cada coluna a um grau de liberdade de um né do

elemento.

No entanto, apesar da montagem tradicional ocorrer por linhas, Kane (1994)
comenta que esse metodo ndo ¢ o mais eficiente, uma vez que, ao fixar o ponto fonte e
vanar os elementos esta se obrigando o programa a recalcular as coordenadas dos nés do
elemento, o que altera os Jacobianos e os vetores normais. J4 se for escolhido um
elemento fixo e se variarem os pontos fonte, as coordenadas dos nés do elemento sio
sempre as mesmas, 0 que significa que os Jacobianos ¢ as normais nio precisam ser
recalculados. Ainda segundo Kane (1994), esse processo de reutilizagio pode se tornar
mais eficiente caso se utilizem quantidades de pontos de Gauss adequadas 4 distancia que
o clemento se encontra do ponto fonte, quanto mais préximo, maior a quantidade de

pontos de Gauss. A esse algoritmo di-se o nome de RISP (Reusable Intrisic Sample
Point).

Nesse trabalho foi implementada apenas a parte de reutilizagio do algoritmo RISP,
fazendo uso de um numero fixo de pontos de Gauss para todas as integraces. Isso
possibilitou uma maior simplicidade no c6digo e foi suficiente para demostrar os ganhos

em velocidade que o método € capaz de oferecer, como sera comentado no capitulo de

resultados.

Portanto, para esse trabalho sera utilizada a técnica de montagem das matrizes H e G

por colunas. Dessa forma, assim que se fixa o elemento para o processo de integragdo ja é
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possivel obter as coordenadas de seus nds, assim como calcular o Jacobiano e os vetores
normais para todos os nos. Além disso, no codigo implementado, € feito o calculo de uma
varidvel substituta que envolve o Jacobiano e os pesos de Gauss para a integragdo,

substituindo esses dois valores por uma tnica variavel chamada FACT.

Apbés determinar as varidveis que serdo reutilizadas para todos os pontos fonte, o
programa entra no processo de integragdo fixando o primeiro ponto fonte. O passo
seguinte é verificar se o ponto fonte pertence ao elemento em integracdo. Caso ndo
pertenga € acionada a fungdo de integragdo convencional, caso contrario ¢ chamada a

funcdo de integragfo singular, pois para um dos nos do elemento a solugdo fundamental

representard uma singularidade.

No caso de uma integragdo convencional, a fun¢fo chamada ¢ a INTGR.m, que
devolve para FRMTRXI.m seis vetores contendo as linhas das matrizes H e G do
elemento calculadas para o ponto fonte em questdo. Dessa forma, os vetores 47, A2 e A3
armazenam as trés linhas da matriz elementar /., enquanto B/, B2 ¢ B3 armazenam as rés
linhas da matriz elementar GG. Caso a integracdo seja singular a fungéo chamada € /7.55.m,

que devolve os mesmos vetores para FRMTRXT.m.

Tanto a matriz elementar G quanto H sdo de tamanho 3 x 24, sendo que as trés
linhas representam as trés dire¢des em que a carga concentrada pode ser aplicada no
ponto fonte e as vinte e quatro colunas representam os trés graus de liberdade de cada um
dos oito n0s (3 x 8 = 24) que constituem o elemento € nos quais a solugdo fundamental

deve ser avaliada.

Uma vez determinadas, as matrizes elementares precisam ser colocadas
adequadamente nas matrizes globais A e G. Para que iss0 seja feito ¢ necessario obedecer
a algumas regras. No caso da matriz A elementar, cada uma de suas oito colunas
correspondentes 20s nés locais do elemento precisam ser colocadas nas colunas
correspondentes aos nos globais da matriz / global, o que ¢ feito com o auxilio da matriz

de conectividade. J4 a matriz (G elementar pode ser colocada diretamente na matriz G
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global, respeitando apenas os posicionamentos de linha e coluna dados pelo ponto fonte

que se utiliza e o elemento de integracdo.

Tanto para /7 quanto para G globais as linhas s3o determinadas pelo ponto fonte em
que se esta, sendo que trés linhas sdo necessarias para cada ponto fonte. J4 quanto as
colunas, na matriz A global correspondem diretamente aos nés globais do problema,
sendo necessarias trés colunas para cada n6. Na matriz G global, as colunas correspondem
aos elementos, sendo necessirias vinte e quatro para cada elemento, uma vez que cada

elemento apresenta oito nds e cada no trés graus de liberdade.

Assim, para colocar a matriz H elementar nas posigdes adequadas da matriz H
global, basta verificar duas coisas. Qual o ponto fonte da integragéo, o que determinars a
posi¢do das trés linhas da matriz / global que receberfo as trés linhas da matriz &

elementar. Quais os numeros globais dos nos que compde o elemento, correspondendo a

coluna do n6 local com sua coluna global.

No caso da matriz & elementar a colocagdio na matriz G global é similar. Para obter
as linhas da matriz global basta verificar o ponto fonte do processo de mtegracdo. Para
obter as colunas da matriz global, basta saber qual ¢ o elemento sobre o qual se esta
integrando, pois as colunas de & global correspondem a um elemento para cada bloco de
vinte e quatro. Encontradas a primeira linha e primeira coluna na matriz G global, basta

transferir seqiiencialmente a matriz G elementar a partir dessa posicio.

Colocadas as matrizes elementares nas matrizes globais a fungdo passa ao préximo
ponto fonte, mantendo o mesmo elemento e repete todo o procedimento. Ao término de
todos os pontos fonte a fungfo troca para o proximo elemento e recomega tudo a partir do
primeiro ponto fonte. Terminado o Gltimo elemento estardo concluidas as matrizes H e G

globais, armazenadas nas matrizes #_global e ¢ global respectivamente.

O proximo passo da fungdo € calcular a diagonal principal da matriz & global, que

néo € calculada durante o processo de integragdo por envolver uma singularidade do tipo
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1/7%, para a qual uma abordagem indireta ¢ menos custosa ¢ mais indicada. A abordagem

indireta é baseada na hipotese de movimento de corpo rigido.

A hipétese consiste em Supor que as condicdes de contorno do problema sejam
aplicadas em todos os nos na forma de deslocamentos que causem movimento de corpo
rigido do modelo em uma determinada diregio. Nesse caso, as forgas de superficie sobre
os nos sdo nulas, anulando a matriz G global. Entdo, como o valor dos deslocamentos €
diferente de zero, para que a igualdade do equilibrio estatico da equagio 20, [H] x {u} =
[G] x {t}, seja mantida, a matriz precisa ser tal que, multiplicada pelo vetor z resulte

Zer0.

Para facilitar os calculos, pode-se considerar o vetor u de deslocamentos unitarios,
entdio, cada linha da matriz /7 global devera apresentar a soma ignal a zero. Isso significa
que, se ha apenas um valor desconhecido, ele sera igual ao inverso da soma dos demais,
para que a soma toda se anule. Esse é o principio usado para determinar a diagonal

principal da matriz H.

No caso tridimensional existem trés posi¢des em cada linha que ficam
indeterminadas como diagonal principal de H, pois toda uma matriz de ordem trés deixa
de ser calculada quando se estd na diagomal principal. Assim, é necessario repetir a
hip6tese de movimento de corpo rigido para mais duas diregdes, o que conduz a regra de
que o inverso da soma dos valores colocados na linha para um determinado grau de
liberdade corresponde ao valor da diagonal principal desse grau de liberdade.
Exemplificando, se quiser determinar o valor da diagonal principal do elemento da matriz
H global que esta na linha 1, coluna do grau liberdade x do né 1, é preciso somar todos 0s
valores nessa linha de todos os demais nds no grau de liberdade x. O inverso desse valor
sera o valor procurado. Esse procedimento deve ser aplicado em toda a matriz A,

determinando completamente sua diagonal principal.

Ao fim dessa etapa, as matrizes H ¢ G globais estdo completamente determinadas.

Como pode ser notado, nao foram utilizadas condi¢des de contorno para constituir €ssas
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matrizes, portanto, elas apenas refletem o problema com sua geometria, independente das
condi¢gdes de contorno. Por esse motivo, nesse ponto, a fun¢io salva as matrizes h_global
e g_global em um arquivo padrdo chamado HeG.mat, o qual pode ser lido pela fungio
FRMTRX2.m para reutilizagdo futura, poupando todo o procedimento de calculo das

integrais.

ApoOs essa etapa a fungo FRMTRX/.m transcorre da mesma forma que a
FRMTRX2.m até a formagéo da matriz 4 e do vetor BT que compde a equagido matricial a

ser resolvida.

3.2.4 A funcio QOUTPUT.m

Uma vez formada a matriz 4 e o vetor BT caracterizando o sisterna matricial a ser
resolvido sdo aplicadas técnicas numéricas de solugdo de sistemas de equacdes em arranjo
matricial, tais como a eliminagio de Gauss. No caso do programa E-Con3D, a solu¢do do
problema € feita através de uma fungfio interna do ambiente MatLab®, que consiste num
operador especifico chamado back slash, o qual realiza a verificagdo do tipo de matriz que

caracteriza o sistema de equagio e se encarrega de escolher o método mais adequado.

Terminado o processo de solugdo numérica ficam disponiveis, no fluxo principal do
programa, as solu¢do chamadas de primarias do problema no contorno. Essas solugdes
ficam armazenadas no vetor B. Assim, esse vetor contém solugbes de deslocamentos e

forgas de superficie nodais.

Para que seja possivel obter resultados mais interessantes, tais como as tensdes
nodais, ¢ necessario separar os resultados de deslocamento e forgas de superficie, assim

como organiza-los em conjunto com as condigdes de contorno, a fim de que componham
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vetores de resposta para todos os nés do problema. Esse trabalho de classificagéio dos

resultados primarios ¢ uma das tarefas da fungao QUTPUT.m.

Dispondo das condigdes de contorno aplicadas inicialmente ao programa ¢ das
respostas obtidas com a solugio do problema por eclementos de contorno, a fungdo
OUTPUT.m trabalha separando os rtesultados de deslocamento daqueles de forca de
superficie. Nesse processo, sdo geradas duas matrizes, uma delas contendo 0s valores de
deslocamento para cada um dos nos do problema em cada uma das trés diregbes
possiveis, chamada de Desloc, e uma outra contendo os valores de forgas de superficie

aplicadas aos nos em cada elemento chamada de Tracao.

A matriz Desloc recebe os deslocamentos nodais calculados como resposta direta
para 0s Nos que ndo se encontravam restritos, completando os demais nos de acordo com

as condi¢des de contorno de deslocamento impostas.

A matriz Tracao recebe as forgas de superficie calculadas para cada um dos noés de
acordo com o elemento a que pertencem. Assim, diferentemente dos deslocamentos, as
forcas de superficies permanecem vinculadas aos elementos para os quais foram
calculadas. Isso é necessario pois podem existir dois ou mais valores de forca de
superficie para cada no numa mesma direcdo, uma .vez que n3o ha mecessidade de
continuidade como no caso de deslocamento. Entdo, 0s resultados primarios de forgas de
superficie sdo armazenados de acordo com os elementos em relaglo aos quais foram

calculados, a fim de que seja possivel calcular as respostas secundarias como a tensdo
nodal.

A partir dos vetores de resposta de deslocamento, Desloc, e forgas de superficie,
Tracao, a fungdio realiza a chamada de uma funcdo auxiliar chamada TensNodal.m,

responsavel por obter as respostas secundarias na forma de tensores de tensdo em cada um

dos nos do problema.
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Finalizado o processo de classificacdo das respostas primarias e calculo das
respostas secundarias para o problema proposto, sio devolvidas ao fluxo principal de
dados do programa as matrizes Desloc, Tracac e SigNodal, contendo os deslocamentos

nodais, as respostas de forgas de superficic por né de cada elemento e os tensores de

tensdo para cada no do problema.

3.3 Fungdes auxiliares

As fungdes auxiliares sdo aquelas responsaveis por tratar ou fornecer dados
necessarios ao fluxo interno de informacdo das fungdes principais. Dessa forma, seu
funcionamento depende sempre da estrutura interna de dados das fungdes principais, ou

seja, recebem dados que estio dentro da funcdo principal e retornam dados

exclusivamente para aquela fungéo que solicitou.

Diferentemente das fungdes principais, que sdo chamadas uma tnica vez ao longo
do programa principal, as fun¢des auxiliares podem ser chamadas diversas vezes, de

acordo com o tipo de dados que uma funcio principal necessite. Nessa estrutura, as

fungdes auxiliares sdo:
s COORD.m;
o SHAPS.m;
o LINEAR m;
o JACOBILm;
o TRIANG.m;

o XKERNEL.m,
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o INTGR.m,
e ITSS.m;
s FMATR m;

e TENSNODAL.m.

3.3.1 Fun¢io COORD.m

Essa funcdo ¢ utilizada para fornecer as coordenadas dos oito nos relacionados a um
determinado elemento. Para isso a fungio precisa receber o mimero do elemento para o
qual se deseja identificar os nés, a matriz de conectividade NOEL e os vetores contendo
as coordenadas de todos os més do problema, que sdo X, V' e Z. A partir dessas
informag®es a fungdo se encarrega de identificar os nos que fazem parte do elemento
requerido e informar as coordenadas desses nos em uma matriz chamada CORD, que
retorna 3 funcdo de partida, contendo as coordenadas de cada nd do elemento em

seqiiéncia por linhas.

3.3.2 Funcdo SHAPS.m

A fun¢io SHAPS.m é chamada quando se necessita obter as fungdes de forma
quadraticas e suas derivadas em relagdo as coordenadas intrinsecas. Para isso, s&o
necessarias informagdes como as coordenadas intrinsecas em relagio as quais se deseja
avaliar as fungdes de forma e suas derivadas, o nimero de pontos de Gauss

preestabelecido e uma variavel de controle.
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Uma vez calculadas as fungdes de forma e derivadas, os valores ficam armazenados
em uma matriz chamada DE, que dispde as derivadas em relagdo a primeira coordenada
intrinseca na primeira linha, as derivadas em relagdo a segunda coordenada intrinseca na
segunda linha e as fun¢des de forma na terceira linha. Cada uma das colunas da matriz
corresponde diretamente a um no do elemento em sua numeracéo local, que vai de um até

otto.

Para o caso em que ¢ necessario calcular diversos conjuntos de funcdo de forma,
como para a integragdo, quando se necessita de um conjunto de oito fungdes de forma e
suas derivadas para cada um dos pontos de Gauss, & utilizada a variavel de controle KV,
Quando o valor dessa variavel de controle ¢ igual a zero e o niimero de pontos de Gauss é
especificado, para cada ciclo de cilculo envolvendo a fungio SHAPS.m os valores das
derivadas ¢ das fungdes de forma sdo repassados da matriz DE para matrizes DG, DH e
SF. Isso € necesséario pois a matriz DE é apagada a cada vez que a funcdo é chamada, a
fim de permitir o calculo correto das derivadas e fungdes de forma, no entanto, ¢

necessario armazenar os valores calculados para uso posterior.

O armazenamento ocorre nas matrizes DG, para as derivadas das fungdes de forma
em relagdo a primeira coordenada intrinseca, DH, para as derivadas das fun¢des de forma
em relagdo a segunda coordenada intrinseca e SF para as fungdes de forma. Essas
matrizes sdo atualizaveis e a fungio dispde de um algoritmo de colocagdo de maneira que

os valores relativos a cada ponto de Gauss ficam alocados adequadamente.

3.3.3 Funcido LINEAR.m

Essa fungdo ¢ semelhante & SHAP8 m, mas sua aplicagdo ocorre exclusivamente
durante o processo de integragdo singular, quando € necessario triangularizar o elemento
quadrilateral, mas continuar tratando-o como se fosse quadrilateral. A funcdo LINEAR.m
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é responsavel por calcular fungdes de forma lineares, ao invés das quadraticas originais,

para que seja possivel tratar os elementos apos a triangularizagéo.

Como visto, o processo de integragdo singular envolve a triangularizagdo do
clemento quadrilateral em dois ou trés triangulos, mas que continuam sendo tratados
como elementos quadrilaterais. Ocorre que, durante o processo de triangularizagdo, um ou
mais no6s localizados nas arestas do elemento se transformam em nos de vértices dos
tridngulos. Isso faz com que os novos tridngulos apresentem algumas arestas sem nés
intermediarios, o que impede o uso de fungdes de forma quadraticas nessas arestas.
Assim, para que se possa tratar os novos elementos geometricamente triangulares como
quadrilaterais ¢ para que seja possivel colapsar dois nés em um vertice, anulando o
Jacobiano, € necessario utilizar fungdes de forma lineares, para as quais dois ns extremos

sdo suficientes.

As fungdes de forma lineares sdo calculadas de maneira semelhante as quadraticas,
mas utilizando equacdes lineares, e sdo armazenadas em matrizes distintas, sendo SSF
para as fungdes de forma, SDG para as derivadas das fungdes de forma em relagdo a
primeira coordenada intrinseca ¢ SDf para as derivadas das fungdes de forma em relagdo

4 segunda coordenada intrinseca.

Analogamente as matrizes que armazenam as fungGes de forma quadraticas, o
programa dispde de um algoritmo para colocagio dos valores de forma adequada,
identificando os pontos de Gauss e os quatro nds com os quais as fungdes de forma e suas

derivadas se relacionam.
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3.3.4 Fungio JACOBIL.m

Essa fungdo ¢ responsavel por calcular o Jacobiano e o vetor unitério normal para o
elemento em cada ponto de integra¢ido de Gauss. Para isso necessita das fungdes de forma
e suas derivadas em relagfio aos pontos de Gauss, das coordenadas dos nés do elemento e

de uma vaniavel de controle.

Da mesma forma que a fungdo SHAPS.m, a JACOBLm pode ser utilizada para
calcular apenas um Jacobiano € um vetor unitario normal por vez, relativo apenas a um
ponto defimdo. Para isso, precisa apenas da matriz DE, contendo as derivadas e fungbes
de forma para os oito nos relativas ao ponto definido, das coordenadas dos nés do

elemento e da variavel de controle KXY diferente de zero.

Quando a variavel de controle ¢ igual a zero a fungdo usar as derivadas e fungdes
de forma armazenadas nas matrizes DG, DH e SF, que sio calculadas para todos os
pontos de Gauss, criando um vetor de Jacobianos e uma matriz com os vetores unitarios

normais relacionados. Essas matrizes sio devolvidas & fungfio de partida sob os nomes
JACOB e UN.

3.3.5 Funcdo TRIANG.m

Fungdo responsavel pela triangularizagio e determinacdo dos novos Jacobianos e

vetores unitarios normais para os elementos quadrilaterais de quatro nés. Sua utilizagéo se

restringe ao processo de integragdo singular e envolve o uso das funcdes SHAP8.m e
JACOBI.m.
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De acordo com o né ponto fonte em integragdo no elemento, a fungdo responsavel
pela integragdo singular determina se o elemento devera ser triangularizado em dois ou
trés tridngulos. A partir dessa informagdo, mais a quantidade de pontos de Gauss, as
coordenadas dos nés do elemento, o nimero do né ponto fonte € das derivadas e fungdes

de forma lineares e quadraticas, a fung¢do TRIANG.m ¢ chamada.

Uma vez dentro da fungdo TRIANG.m um algoritmo de verificagdo se encarrega de
renumerar os noés de modo a que correspondam a nos de elementos quadrilaterais de
quatro n6s, mas dentro do sistema de coordenadas intrinseco dos elementos quadrilaterais
de oito nos. Apos essa etapa é calculada wma matriz Jacobiana que dara origem a um
multiplicador chamado DETER. Esse multiplicador sera aplicado ao Jacobiano
convencional, calculado para os quatro nos do elemento quadrilateral, o que permitira
anular o Jacobiano quando ocorrer o colapso de dois vértices do quadrilatero em uma

mesma coordenada correspondente ao né ponto fonte.

Como respostas importantes para o fluxo de dados da fungdo de integragfo singular,
a funcio TRIANG.m retorna os Jacobianos num vetor chamado JACO e os vetores

unitarios normais numa matriz chamada UN.

3.3.6 Funcdo KERNEL.m

Essa fungdo ¢ responsavel por calcular as solugdes fundamentais necessarias para
completar o integrando da equagéo integral de contorno, sejam elas de deslocamento ou
de forga de superficie, a partir de equagdes analiticas previamente deduzidas. Dessa
forma, a fungdio KERNEL.m apenas armazena as equag0es relacionadas com as solugdes

fundamentais para o problema da elasticidade isotropica € as avalia adequadamente.
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Para calcular as solugdes fundamentais a fungio necessita das coordenadas dos nos
do elemento, das propriedades do material, dos vetores unitarios normais e das fungdes de
forma. Uma vez chamada de forma correta, a fungio retorna as solugdes fundamentais em
duas matrizes, U7 para as solugdes fundamentais de deslocamento e 77T para as solugSes

fundamentais de forga de superficie.

Note-se que o tratamento para a singularidade foi feito anteriormente, pela fungio de
mtegragdo que utiiza a fungio KERNEL.m. Assim, nenhum trabalho adicional é
necessario para evitar problemas de calculo, mas apenas uma verificagdo ¢ feita para
certificar a efetividade do tratamento aplicado a singularidade. Caso o tratamento nio
tenha sido eficiente, o raio calculado entre o ponto fonte e o ponto de integracdo sera

muito proximo a zero, o que faz com que a fungdo interrompa o processo de calculo e

emita um aviso de erro.

3.3.7 Funcao INTGR.m

Essa funcdo € responsavel pelo processo de integracdo quando ndo existe problema
de singularidade no nicleo do integrando, oy seja, quando a solugfo fundamental néo vai
para infinito. Isso significa que o né ponto fonte da integragdo ndo pertence ao elemento
em integragdo, verificacdo que € realizada pela funcdo que chama as fungdes de

integragio.

Para efetuar a chamada correta da funco INTGR.m é necessério passar diversas
variaveis como argumentos da fun¢do. Um conjunto dessas varidveis sera utilizado para
realizar a chamada da funcio KERNEL.m que, como visto anteriormente, necessita de

argumentos para o calculo das solugSes fundamentais. Os demais argumentos passados

sdo utilizados diretamente dentro da fungdo INTGR.m.




Os argumentos utilizados dentro da fungao INTGR.m sdo a quantidade de pontos de
Gauss, uma variavel matricial chamada FACT, que aglutina o Jacobiano ¢ 0s pesos de
Gauss ¢ as fungdes de forma para todos os pontos de Gauss. A quantidade de pontos de
Gauss ¢ utilizada para abrir as matrizes que Servirdo para 0 processo de integrac@o, ja a
matriz FACT e as fungBes de forma sdo operadas para formar uma terceira variavel

chamada SFACT, que sera utilizada para o calculo final do integrando.

Uma vez preparadas todas as matrizes ¢ calculadas as solugBes fundamentais
necessarias através da chamada da fungdo KERNEL.m, a fungZo de integragdo passa ao
método de integragio Gauss, que consiste em avaliar o integrando em cada um dos pontos
de Gauss ¢ soma-los. Esse procedimento ¢ reduzido a operagdes matriciais pré-
programadas 1o nicleo do programa MatLab®. Assim, a operagio toda consiste em
avaliar cada integrando, armazenando a matriz resultante em uma pilha, formando uma
matriz tridimensional. Posteriormente, quando 0s integrandos para todos os pontos de
Gauss estdo calculados, ¢ realizada uma soma ao longo da terceira dimenséo da matriz,
condensando todas as matrizes armazenadas em uma s6 que é o resultado da integracdo.
Esse procedimento ¢ feito tanto para a obtencao da matriz H quanto para a obtengdo da

matriz G do elemento.

Terminado o processo de integragdo a fungdo devolve seis vetores, sendo que 0s
vetores 41, A2 e A3 armazenam a matriz // do elemento por linhas e os vetores Bl, B2 e

B3 armazenam a matriz G do elemento por linhas.

3.3.8 Func¢io ITSS.m

Essa fungdio é responsavel pela integragao quando as condigdes para a manifestacdo
de singularidade estdo envolvidas no processo. Isso significa que o né ponto fonte ¢ um
dos nos do elemento em integragdo, o que faz com que, em um determinado momento da
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integra¢do, a solugdo fundamental torne-se singular. O problema é que, quando isso
ocorre, 0 metodo numeérico de integragdo falha, pois envolve a avaliagdo numérica de um

integrando que vai para infinito. Assim, ¢ necessaria uma técnica para contornar essa

limitagéo.

No caso da fungfo /7SS.m a técnica envolve a triangulariza¢do do elemento em
integragdo com a colocagido do n6 ponto fonte em um dos vértices de um dos tridngulos
gerados. Essa transformacdo, aliada ao fato de se tratar o elemento geometricamente
friangular como intrinsecamente quadrilateral de quatro nés com dois dos nés de vértice
colapsados na mesma coordenada do né ponto fonte, permite fazer com que o Jacobiano
desse elemento va para zero quando a solucdo fundamental vai para infinito. Esse
comportamento € suficiente para cancelar a singularidade, permitindo a integragfio através
do método de Gauss convencional, mas utilizando o novo conjunto de Jacobianos e

fungdes de forma definidos para os elementos quadrilaterais de quatro n6s formados pelo

processo de triangularizacio.

O processo de triangularizagio tem inicio dentro da fungdo ITSS.m, que escolhe, de
acordo com a posicio do né ponto fonte dentro do elemento, quantos elementos
triangulares serdo gerados. Assim, se o nd ponto fonte esta localizado num dos vértices do
elemento quadrilateral de oito nés, a funcdo determina a geragdo de apenas dois
tridngulos, dividindo o quadrilatero pela diagonal que contém o né ponto fonte. Ja se o né
ponto fonte se localiza numa das arestas do elemento quadrilateral de oito nds, a fungéo

determina a geragfio de trés tridngulos a partir do no ponto fonte ¢ dos dois vértices

opostos a ele.

Uma vez definida a quantidade de tridngulos é chamada a funcdo TRIANG.m, que
calcula 0 novo Jacobiano, os novos vetores unitarios normais e as novas fung¢des de forma

e suas derivadas. Essa varidveis retornam a funcio /75S.m com os nomes de JACO, UN e

DE, respectivamente.
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A partir desse ponto o funcionamento ¢ idéntico ao da fungdo INTGRm, pois 0

processo de integragdo numeérica € 0 mesmo.

3.3.9 Funcido FMATR.m

Essa funcdo ¢ utilizada pelas fungdes encarregadas de formar a matriz 4 ¢ o vetor
BT para o sistema de equagoes matricial. Sua tarefa é manipular a matriz global G, a partir
das condigBes de contorno, de maneira a isolar a parte conhecida de G, que se relaciona
com as condigdes de contorno de forca de superficie, da parte desconhecida, que se

relaciona com um valores desconhecidos de forca de superficie.

A partir das condigdes de contorno de deslocamento prescrito sdo determinadas as
colunas da matriz G global que estdo relacionadas com incognitas do problema, o que
significa que colunas completas da matriz G podem ser passadas diretamente para dentro
da matriz A, iniciando a formagéo do sistema matricial. Por outro lado, as condigbes de
contorno de forca de superficie determinam colunas da matriz G global que podem ser

operadas para formar o vetor BT dos termos conhecidos.

Assim, as colunas da matriz (G global que podem ser operadas com as condigoes de
contorno passam por essa Operagao e sao armazenadas num vetor BT. Ja as colunas que se
relacionam com incognitas do problema sdo armazenadas dentro de uma matriz
temporaria AO, que sera posteriormente unida com as colunas provenientes da matriz H

global para formar a matriz 4 do sistema matricial.

Note-se que existem muitos nos de elementos que ndo possuem condicao de
contorno definida, seja de deslocamento ou de forca de superficie. Para esses nos €

assumida uma condigio de superficie livre, o que significa que as forcas de superficie sdo
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nulas. Isso faz com que diversas colunas da matriz (G global resultem em valores nulos no

vetor BY.

Uma vez terminado o processo de separagiio sdo devolvidos o vetor BT e a matriz
AQ, para que o processo de permutagio de colunas continue dentro da funcdo responsavel

pela formacg3o total da matriz A4 e do vetor B,

3.3.10 Fun¢ao TENSNODAL.m

Essa fungfo foi colocada dentro do fluxo principal de dados do programa, logo apds
a fungfio OUTPUT.m, no entanto, esta sendo descrita na se¢do de fungdes auxiliares, pois
apenas trata os resultados finais do problema. Isso significa que sua presen¢a ndo é
fundamental para que o problema seja resolvido, ja que sua fungdo € a de transformar as

respostas primarias do problema em respostas mais interessantes do ponto de vista da

engenharia.

As respostas primarias, oferecidas pelo método como solugdo para o problema, sio
valores de deslocamentos ¢ forgas de superficie nodais. Na pratica pouco se pode fazer
apenas com esses valores. Dados mais interessantes e que possibilitam estudos através de
teorias de falha sdo obtidos através de tensdes nodais, o que significa que € necessario
obter um tensor de tensdes para cada um dos nés do problema como passo inicial para
obter qualquer valor comparativo. O processo de obtengdo do tensor de tensSes para cada

no foi descrito no capitulo 2 e é o mesmo implementado na fungdo TENSNODAL.m.

Para realizar os calculos a fungdo precisa receber as matrizes contendo as solugdes
primarias de for¢a de superficie e deslocamento, as quantidades de elementos e nés do

problema, a matriz de conectividade, os vetores de coordenadas de todos os nés do

problema e as propriedades do material.
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Seguindo 0 modelo de calculo proposto no capitulo 2 para cada elemento, a fungdo
inicia obtendo as coordenadas dos oito nés do elemento. Para cada né do elemento séo
obtidos os vetores unitarios normais, utilizando as fungdes SHAPS.m e JACOBLm. Em
seguida ¢é feito o célculo do vetor tangente ao contorno do elemento no nd, de modo que
seja positivo no sentido crescente da coordenada intrinseca associada ao elemento.
Finalmente, ¢ calculado um vetor perpendicular aos vetores unitario normal e tangente.

Isso permite gerar um sistema de coordenadas local sobre o n6 em avaliagdo.

Uma vez estabelecido o sistema de coordenadas local ¢ definida uma matriz de
transformagao do sistema de coordenadas global para o novo sistema local. Normalmente,
essa matriz ¢ definida em termos dos cossenos diretores que transformam os vetores de
um sistema para o outro. No entanto, como 0s vetores utilizados para definir o sistema
local sdo unitarios, basta coloca-los adequadamente dentro de uma formagao matricial
para determinar a matriz de transformago. Nesse caso, para transformar os vetores do
sistema global para o local, basta dispor os versores que definem o sistema local em
linhas numa matriz, sendo a primeira linha correspondente ao versor tangente, a terceira

a0 versor normal e a segunda ao versor perpendicular aos dois anteriores.

Essa matriz de transformagio permite realizar as transformagdes de todos os vetores
para o sistema de coordenadas local, o que ¢ necessario para que seja possivel aplicar a
técnica de recuperagio de tensdes descrita no capitulo 2. Apds aplicada essa técnica €
necessario transformar o tensor obtido no sistema local para o sistema global, a fim de
que sua utilizacdo seja viabilizada. Para isso, ¢ necessario algum cuidado, uma vez que s¢
trata da transformacdo de um tensor, ndo mais de vetores. Assim, para que a
transformagdo ocorra corretamente, € Necessario empregar a matriz de transformacio
definida para vetores duas vezes, uma antes do tensor. transposta, outra ap0s o tensor, sem

transposigao.

Note-se que, assim como as forgas de superficie, pode existir mais que um tensor

por né, uma vez que eles tambem se relacionam com o elemento e um nd pode ser
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compartilhado entre dois ou mais elementos. Dessa forma, o que estd sendo feito na
fungio TENSNODAL.m € somar os tensores que se relacionem a um mesmo né, de

maneira que se possa calcular a média de todos os tensores somados no final do processo.

Terminado o procedimento de calculo para todos os elementos do problema, a
fung@o devolve ao fluxo principal de dados do programa uma matriz chamada SigNodal,
que contém os tensores para todos os nés do elemento armazenados por linhas. Cada linha
da matriz corresponde a um né e cada conjunto de trés colunas corresponde as trés
colunas do tensor por linha. Assim, em um mesma linha encontram-se O, Oz, O3, O3,

22, 023, T3, T32, O33.

3.4 Funcio de pos-processamento

A fung¢do responsavel pelo pés-processamento das respostas do problema trabalha,
basicamente, com a visualizacdo sélida do modelo e de um mapa de cores associado a
valores que € colocado sobre a superficie do sélido. De maneira geral, qualquer resultado
pode ser tratado pela funcio de pos-processamento, desde que a estrutura de dados de

entrada, necessaria para a chamada da fungdo, seja atendida.

De maneira simplificada, a fungdo de pés-processamento, chamada SOLIDPOS.m,
trabalha reconstruindo o modelo geométrico a partir da malha de elementos de contorno.
Isso significa que o pos-processador desenha cada um dos elementos de contormo a partir
dos nés da geometria e da conectividade dos elementos. Para gerar o mapa de cores a
funcdo utiliza uma fungdo interna do programa MatLab®, chamada FILL3, que gera
poligonos tridimensionais a partir das coordenadas de seus vértices e os pinta

individualmente de acordo com valores determinados para cada vértice do poligono. A
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fungdo associa automaticamente cada valor em cada vértice a uma cor numa escala de

cores e interpola as cores na area interna do poligono de acordo com fungdes quadraticas.

O modo de se utilizar a fungdio de pos-processamento depende de uma sintaxe que ¢
oferecida juntamente com a fungéo. E necessario entrar com o nome do problema
analisado, o caminho para o diretério que contém os arquivos de dados do problema, a
solugio que se deseja mostrar, a dire¢@o dessa solugdo, a posigdo girada no plano XY da
qual se deseja ver o solido tridimensional e a elevagfio em relagdo a z, assim como o fator

de escala para multiplicar os deslocamentos, dando origem a visualiza¢io do solido

deformado.

3.5 Programas para conversao de Ansys® para E-Con3D

Foram desenvolvidos dois programa para conversdo de partes da base de dados
criada em Ansys® para bases de dados utilizadas pelo programa E-Con3D. Ambos 0s
codigos foram gerados a partir de fungdes encontradas nos manuais do usuario do
programa Ansys® para execucdo direta interpretada dentro do ambiente de modelagem

prep7, que € parte integrante do ambiente de analise do aplicativo.

Os dois codigos gerados encontram-se em anexo, sendo que a estrutura de ambos €,
basicamente, idéntica. O programa QUTELEM.inp se encarrega de obter a matriz de
conectividade dos elementos da malha gerada e exporté-—la. para um arquivo texto
chamado NOEL.txt. O programa OUTNO.inp se encarrega de obter as coordenadas de

todos os nos da malha gerada e exporta-las para um arquivo texto chamado
COORDNOS. ixt.

Tanto o codigo para leitura da matriz de conectividade quanto o de leitura das

coordenadas dos nés utilizam a mesma estrutura de funcionamento. Em primeiro Jugar €
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criada uma matriz que servird de varidvel temporaria para o armazenamento das
informagdes requeridas. Em segundo lugar € utilizado o comando vger para obter as
informagdes. No caso da matriz de conectividade ¢ solicitado que vger obtenha os valores
da varniavel elem em suas oito posigdes referentes aos niimeros dos nds componentes do
elemento. No caso das coordenadas dos nos ¢ solicitado que vger obtenha da variavel

node os valores de localizagio referentes s coordenadas x, y e z.

Posteriormente so utilizados comandos do modulo outpur do aplicativo Ansys®, a
fim de que sejam escritos os valores separados nas variveis temporarias em arquivos.
S8o utillizados os comandos vwrife para escrever os valores contidos ma varizvel

temporaria com uma formatacdo padrio de linguagem C, utilizando tabuladores como

marcadores de colunas; e /ist para gerar o arquivo texto final.

Na estrutura de programagio do cddigo interpretado, o * precede um comando, a /

marca comentarios ¢ a - precede o nome do médulo que sera utilizado.
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CAPITULO 4

ANALISE DE RESULTADOS

Nesse capitulo serdo expostos resultados para problemas analisados utilizando o
programa E-Con3D. Esses resultados abrangem a solugdo de quatro modelos propostos,
sendo trés deles destinados 4 verificagdo do funcionamento adequado do programa ¢ um
quarto para demonstrar as capacidades de aplicagdio em bioengenharia. Todos os modelos
Hiveram suas malhas desenvolvidas em Ansys®, utilizando o elemento finito de casca tipo
SHFELL93, que apresenta geometria quadrilateral com oito nos, idéntica aquela do

elemento de contorno implementado no programa E-Con3D.

O primeiro problema trata de uma geometria cibica, com arestas unitarias e malha
de elementos de contorno minima, o que significa apenas um elemento de contorno por
face do cubo. As condigdes de contorno escolhidas foram de restrigdo de deslocamentos
em x da face correspondente ao plano YZ em x = 0, restrigdo de deslocamento em y da
face correspondente ao plano XZ em y = 0, restrigio de desiocamento em z da face
correspondente ao plano X emz=0 ¢ aplicagdio de uma tensfo de tragdo constanie ¢
sniforme de dez unidades sobre o elemento da face oposta ao plano VZ em x = 0.0
modelo gerado bem como as condigbes de contorno aplicadas podem ser vistos na figura

10.
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Figura 10. Modelo para o primeiro problema

Para esse problema o material isotrépico recebeu médulo de Young no valor de
1000 € coeficiente de Poisson de 0,3, As unidades sio adequadas ao problema e todas

compativeis, de modo que néo interfiram na verificacdo das respostas.

O segundo problema consiste numa placa espessa com um furo no centro submetida
a tensdo de tracdo uniaxial ao longo de um dos eixos transversais ao furo. Esse problema
foi modelado utilizando simetria de um quarto da placa com restricdo total em z da face
correspondente ao plano XV para z = 0 e tensfo de tragdo aplicada no valor de 100¢. O
modelo gerado assim como as condigdes de contorno aplicadas podem ser vistos na figura

11.
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Figura 11. Modelo para o segundo problema

O modelo de material utilizado também foi isotrépico, com modulo de Young no
valor de 10" e coeficiente de Poisson de 0,3. Todas as unidades podem ser consideradas

adequadas ao problema.

O terceiro problema ¢ proposto por Kane (1994) ¢ apresenta a geometria de um
quarto de anel de paredes espessas carregado internamente com press2o constante e
uniforme 50 unidades. A malha de discretizagdo da geometria seguiu aquela gue foi
utilizada pelo autor para a solugiio do problema. As condigdes de contorno de
deslocamento impostas seguiram as propostas de simetria e estado plano de deformagio,

levando ao modelo que pode ser visto na figura 12.
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Figura 12. Modelo para o terceiro problema.

Nesse problema, foi utilizado o médulo de Young proposto de 2600 e coeficiente de
Poisson de 0,3. Novamente, as unidades sdo compativeis de modo que ndo interfiram na

verificacfo das respostas.

Para o problema proposto por Kane (1994) existem respostas que foram obtidas pelo
proprio autor, servindo de parfmetro para comparagdo dos resultados numéricos

oferecidos pelo programa E-Con3D.

Finalmente, o quarto problema proposto tem por finalidade demonstrar as
capacidades de aplicagdo do programa a problemas de bioengenharia envolvendo andlises
mecdnicas em 0ssos. Trata-se de um modelo geométrico de um fémur, conseguido junto

a0 Laboratorio di Tecnologia Medica do Intituti Ortopedici Rizzoli, que é oferecido como
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parte de uma proposta de padronizagiio dos modelos 6sseos utilizados em pesquisas

ligadas a bioengenharia.

O modelo foi entregue pelo laboratério mencionado em formato Ansys®, com todas
as 4reas e volumes modelados geometricamente. A partir desse modelo foi desenvolvida
uma geometria simplificada ¢ aplicada uma malha de elementos finitos do tipo casca de
oito nés (SHELL 93). Esse elemento foi utilizado pois permite definir uma matha de
clementos finitos apenas sobre as areas do modelo, de forma equivalente a wma malha de
elementos de contorno. Além disso, sua construgdo nodal ¢ adequada ao elemento

implementado no programa E-Con3D, ou seja, quadrilateral de oito nos.

Uma vez desenvolvido o modelo discretizado, utilizando o gerador de malha
automatico do Ansys®, foi feita a tradugio da base de dados para arquivos texto no
formato adequado para utilizagdo pelo programa E-Con3D. Essa tradugdo foi feita
utilizando duas funges programadas em linguagem interpretada do Ansys®, a partir de
comandos disponiveis no médulo prep7, responsavel pelo pré-processamento. As

listagens dessas fungdes podem ser encontradas no anexo 2.

Uma das fungdes ¢ responsdvel por exportar as coordenadas dos nés, chamada
OUTNO.inp, gerando um arquivo chamado CoordNos.txt. A outra fungfio realiza a
exportagdo dos elementos e sua conectividade, QUTELEM.inp, gerando o arquivo
NOEL.txt.

Para o modelo do fémur foi utilizada uma condigdo de contorno de restrigdo de
deslocamento nas trés direcBes na base plana inferior e uma condigdo de contorno de
pressio constante ¢ uniforme aplicada sobre dois elementos localizados no topo da
geometria semi-esférica da cabega do femur. Essa condi¢do de contorno de pressdo
procurou simular o efeito de um carregamento de um peso de 80 kg atuando dirctamente

sobre 0 0850, cOMO se uma pessoa desse peso estivesse apoiada sobre uma perna apenas.
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Como o modelo de material implementado no programa € isotropico elastico, foi
necessario utilizar simplificacdes ¢ adotar propriedades equivalentes. Lotz er al, (1991)
propde uma equagio para estimar o médulo de Young em material ésseo de acordo com a

densidade mineral equivalente (OC7), medida por tomografia computadorizada.
E=07-(QCT)**

Segundo essa equagéo, se a densidade mineral equivalente for dada em g/100cm’, o
moédulo de elasticidade (E) sera dado em MPa.

Para essa aplicagdo, uma densidade mineral equivalente média foi determinada a
partir de dados fornecidos por Lotz et al. (1991) em seu artigo, levando a um valor de
médulo de elasticidade de 276 MPa. O coeficiente de Poisson utilizado foi 0,35.

O modelo desenvolvido para essa analise pode ser visto na figura 13.
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Figura 13. Modelo para o quarto problema.

4.1 Exemplo I — cubo atuande como barra sob tensio de tracio

Uma vez realizada a andalise numérica com o programa E-Con3D, um dos resultados
que pode ser mostrado ¢ o mapa de desiocamentos dos nos da geometria, mostrando a
distensdo do cubo ao longo do eixo de solicitagfio. Esse deslocamento pode ser calculado

analiticamente, a partir da teoria de resisténcia dos materiais, considerando o modelo
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como uma barra engastada em uma extremidade ¢ tracionada na oposta. O resultado foi

calculado para as condigSes de contorno aplicadas utilizando a equacio 27.
E
==.p 27
“=7 @7

sendo u o deslocamento, £ 0 médulo de Young, 4 a 4rea da secdo transversal da barra e P
a carga constante uniforme aplicada. O resultado desse cdlculo é um deslocamento de

0,01. A figura 14 mostra o resultado obtido com o E-Con3D.

Figura 14. Mapa de deslocamentos dos nds na coordenada global X.

Além disso, € possivel obter o mapa das tensdes na superficie na dire¢do global X,

também chamada de tensdo direta sigma XX, como mostra a figura 15.
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Figura 15. Mapa de tensdes sigma XX.

O mapa de deslocamentos pode ser comparado com similares obtidos a partir de
analises feitas com programas comerciais, tais como Ansys® e Beasy”. No caso do

Ansvs® o mapa de cores pode ser visto na figura 16, enquanto 0 mesmo mapa do Beasy”
Y P g q P M

pode ser visto na figura 17.
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Figura 16. Mapa de deslocamentos em X obtido no Ansys®.
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Figura 17. Mapa de deslocamentos em X obtido no Beasy™.
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Como se pode notar, os mapas de cores mostram distribuigdes bastante equivalentes
e as escalas de valores mostram resultados muito semelhantes, o que certifica o correto

funcionamento do programa E-Con3D.

4.2 Exemplo 2 — placa com fure central tracionada uniaxialmente

O resultado de interesse nesse tipo de problema € o relacionado & concentragdo de
tensio nas bordas do furo colocado no centro da placa. Segundo Herizberg (1996), Inglis
formulou analiticamente a concentragiio de tensdo para um furo eliptico em uma placa
infinita. No caso de se ter os dois eixos da elipse iguais, o que significa um furo circular, a
equagio de Inglis mostra uma concentragio de tensdo minima de trés vezes a tensdo de

tragio uniaxial aplicada nas bordas da placa.

A tensdo de tragdo aplicada para o modele vale 1000, portanto, 0 valor de tensdo
concentrado na borda do furo diretamente tracionada é esperado em torno de 3000. O
mapa de cores que mostra a tensao procurada ¢ o de tensdo nodal Y'Y, que pode ser visto

na figura 18.
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Figura 18. Mapa de tensdes nodais sigma YY.

No mapa da figura 18 € possivel localizar a concentracfo de tensfio e observar seu

valor aproximado de trés vezes o valor da tensfo de tracdo aplicada.

4.3 Exemplo 3 — anel com carga interna em estado planc de deformacao

Os resultados da andlise do probiema proposto por Kane (1994) podem ser
agrupados em dois tipos, a fim de possibilitar comparacdo com os resultados mostrados
pelo autor. Um primeiro tipo de resultado refere-se ao deslocamento de nés localizados na
superficie do arco interno do anel. Ja o segundo resultado refere-se & tensdo radial nesses
nés, bem como as tensdes normais aos nos cuja restricdo de deslocamento garante a

manuten¢do do estado plano de deformacio.
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O resultado para deslocamentos pode ser visto na figura 19.

3 = )

e
ha

006 .07 .08 a0e .1 .11

Figura 19. Mapa de deslocamentos radiais

Os resultados mostrados por Kane (1994) em comparagdo com aqueles obtidos com

o E-Con3D podem ser vistos na tabela 2.

Tabela 2. Valores para exemplo Kane:

Kane E~-Con3D
R |theta| =z ur | sigr sigz| ur sigr | sigz jerro % ur
4 0 0] 0,11751 -50|3,75| 0,1175] -49,38| 3.47 8,000
47 15 0! 0,1175 -5013,75| 0,1174| 48,681 4,26 0,085
41 30 0] 0,1175] -50 3,75] 0,1174| -48,84| 399 0,085
41 45 0! 0,1175] -50{ 3,75 0,1175 -48,84 3,97 0,000
41 45| 05! 0,1175] -50]3,75 0,1175 -50,00| 3,75 0,000
41 45 11 0,1175] -50] 3,75| 0,1175] -49,11] 3,36 0,000
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Observando os valeres numéricos de deslocamento dados pelo programa E-Con3D
para a coordenada R = 4, theta = 0 e z = 0, por exemplo, encontra-se w» = 0,1175, valor

idéntico aquele mostrado como resposta na tabela 2.

Um mapa de cores de tensdo sigma XX na superficie do modelo também pode ser

utilizado para verificar a concentragio de tensdo nas bordas do furo. Fsse mapa pode ser

visto na figura 20.

Figura 20. Mapa de tensdes sigma XX na superficie.

No mapa mostrado na figura 20 é possivel notar tensio de tragdo nas regifes
vermeihas ¢ tensfio de compressdo nas azuis, qualitativamente condizente com o esperado,

uma vez que o mapa retrata apenas as tens8es na direcio x.
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4 4 Exemplo 4 — modelo de um fémur sob carga uniaxial

A analise de um modelo de fémur com ¢ carregamento proposto ¢ meramente
ilustrativa, permitindo evidenciar as capacidade do programa E-Con3D em analisar
geometrias complexas através da interagdo com um programa comercial como o Ansys”.
Apenas para que se possa citar alguns nameros de referéncia, 0 modelo avaliado apresenta
1259 nds dispostos em 419 elementos de contorno. Para cada elemento ¢ necessario
descrever os nés que o compde e para cada nd ¢ necessirio entrar com suas trés

coordenadas globais.

Uma vez colocado o modelo no pré-processador do Ansys®, o gerador de malhas
desse aplicativo pode gerar a malha de clementos de contorno e exportd-la para o
programa E-Con3D. Apos realizar a analise, um dos resultados que pode ser visto € o de

tensdo na diregdio global z, que € mostrado na figura 21.
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Figura 21. Mapa de tensfo sigma 7Z7..

E possivel notar que o mapa de cores estd sendo mostrado sobre a geometria
deformada do fémur. Para evidenciar os deslocamentos ao longo da coordenada z pode s¢
pedir um mapa de cores de deslocamentos nessa coordenada, o que pode ser visto na

figura 22.
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10d

Figura 22. Mapa de deslocamentos em 7

Além desses resultados 0 programa também ¢ capaz de mostrar as tensdes principais
méximas, usadas comumente em engenharia como critério para definir a direcdo do

crescimento de trincas. O mapa de cores de tensdes principais maximas pode ser visto na

figura 23.

108



0,
300
280, Lo
ol R

100 Lo

Figura 23. Mapa de tensdes principais méximas

Finalmente, um Gltimo resultado que pode ser mostrado é o de tensdo equivalente de

von Mises na figura 24.
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Figura 24. Mapa de tensdo de von Mises

Para essa analise do fémur ficou bastante evidente a vantagem das técnicas de
otimizacdo implementadas no c¢0digo E-Con3D. Em comparagio com a maneira
tradicional de construgdo das matrizes H ¢ G globais, a técnica RISP oferece uma reducdo
no tempo de processamento de aproximadamente trés quartos. Para a analise do feémur,
um teste feito com uma versdo inicial do programa E-Con3D, antes da implementacdo da
téenica RISP, levou um tempo de aproximadamente quatro vezes aquele quando realizado
com a versdo final, que tem a técnica RISP implementada. Além disso, a técnica de

reutilizacio das matrizes H ¢ G permite uma redugo ainda maior no tempo de processo.
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CAPITULO 5

CONCLUSOES

De acordo com os resultados mostrados no capftulo 4 pode-se concluir que ©
programa E-Con3D funciona adequadamente para resolver problemas de elasticidade em
trés dimensdes utilizando modelo de material isotrdpico linear e homogéneo. Além disso,
ficou demonstrada a capacidade de expansdo do programa através da capacidade de
implementacio de novos tipos de elementos, novas solugdes fundamentais e novas
metodologias de célculo, mais adequadas para resolver problemas especificos de

bioengenharia, tais como o remodelamento dsseo.

Os exemplos 1 e 2, no capitulo 4, mostraram a validade das formulagdes utilizadas
pelo programa ao reproduzir resultados obtidos em programas de uso comercial, Ansys® e
Beasy®, e na literatura. Além disso, foi possivel notar a facilidade na visualizacio dos

resultados, introduzida pelas funcbes de pds-processamento, como uma das caracteristicas

desejdveis do programa E-Con3D.

No exemplo 3 foi possivel verificar novamente a validade das solugdes calculadas

pelo programa E-Con3D, mas com dados da literatura oferecidos por Karne (1994).

Finalmente, no exemplo 4 foi possivel observar a capacidade de interagio com o

programa comercial Ansys® para geracdo das bases de dados para o programa E-Con3D,
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tornando-o capacitado a lidar com geometrias bastante complexas. Embora o modelo
geométrico do fémur tenha sido fornecido por terceiros j4 no formato Ansys®, todo o
desenvolvimento da malha de elementos de contorno foi realizado como parte desse

trabalho, assim como as fungdes de exportagio do Ansys® para o E-Con3D.

Dessa forma, os resultados deixam evidente que o programa E-Con3D funciona de
maneira correta, no que diz respeito a sua implementagdo numérica computacional,
cumprindo o objetivo de ser um c6digo aberto e funcional. Além disso, a estrutura de
funcbes mostrou-se suficiente para cumprir as demais exigéncias de pés-processamento, a
fim de tornar mais ficil a interpretacio dos resultados, bem como a Interacdo com

programas comercials que possibilitassem um pré-processamento mais eficiente e apto a

lidar com geometrias complexas.
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CAPITULO 6

PROPOSTAS PARA TRABALHOS FUTUROS

Uma vez implementado o programa base, funcional, capaz de analisar geometrias
complexas aplicadas & bioengenharia, & possivel passar a uma nova fase no
desenvolvimento do programa E-Con3D. Inicialmente, uma proposta €& a de
desenvolvimento de novos modelos de materiais, mais adaptados e representativos do
comportamento observado para o material osseo real. Além disso, a implementagdo de
novas técnicas de célculo, acrescentando ao nicleo do programa a capacidade de lidar
com fendmenos tipicos de materiais 6sseos, tais como o remodelamento, € uma proposta.
Uma dltima proposta discutida refere-se & implementagdo de um moédulo de andlise de
mecénica da fratura, possibilitando realizar célculos de fator de intensidade de tensao em

geometrias complexas e mesmo propagagéo de trincas ao longo da estrutura.

Outra linha de propostas refere-se a otimizacdo do programa, tornando-o mais
rapido e utilizdvel. Essa proposta envolve a traducdo do cédigo, gerado em linguagem
MatLab®, para uma outra linguagem como C™, que ofereca a possibilidade de
compilacdo, aumentando a velocidade de execugao do programa € sua independéncia em
relacio a aplicativos. Além disso, a adi¢@o de novas técnicas de programacdo otimizada,

assim como a implementagio completa do algoritmo RISP sdo propostas para trabalhos

futuros.
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ANEXO 1

CoordNos.txt
X Y Z
.0000000060 1.000000000 .000000000 no 1
.000060000 .000000000 . 000000000 no6 2
.000000000 .500000000 .000000000
1.000000000 1.000C00000 .000000000 non
NOEL.txt
nol noé2 noé 3 né 4 nos nd 6 noé 7 no 8
2. 3. 1. 5. 4, 7. 6. 8. elemento 1
3. 11. 10. 13. 12. 15. 14. 16. elemento 2
9. 17. 2. g. 6. 18, 10. 11. ...
14. 15. 12. 19, 5. 1. 20. elementoe
CDCDesl.txt
valores de deslocamento por no
nodiregio nél1 n62 063 né64 ndé5 né66 n67 no3
1 3 .OQE+00 .0E+00 .OE+00 .0E+00 .0E+0C .CE+00 .0E+00 .0E+00
5 1 .OE+00 .0E+00 .CE+00 .0E+00 .OE+00 .0E+00 .OE+00 .0E+00
3 2 .OE+00 .OE+0C .OE+00 .0E+00 .0E+00 .0E+00 .0E+00 .O0E+00
CDCTens.txt
quantidade de 5 | nimeros dos
elementos sujeitos 1 elementos
a mesma CDC de ! sujeitos a
tensdo 1 P | PXX|PYY|PZZ PXY|PXZ|PYZ CDC
1 0. | 10. | o. 0. | o. 0. | o. 6
Props.txt
4 maxima dimensio do modelo
1000.000000 moédulo de Young
0.300000 coeficiente de Poisson

8

quantidade de pontos de Gauss
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ANEXO 2

Programa OUTELEM.inp
/prep’
*dim,elem,array,eimiqr{ﬂ,lé},8
*do,1i,1,8
*vget,elem(l,i),elem,l,node,i
*enddo

/output,NOEL, txt

*vwrite,&lem(l,l),elem{l,S),eiem{l,z),elem(l,E),elem{l,3),elem(l,?),elem(
1,4),elem{1,8}

{f8.0,£8.0,fS.O,fB.O,fB.O,fS.O,fB.G,fe.O)

1 (16,418} some systems may need (f6.0,458.0)

t*ywrite

' { “END OF ELEMENTS )

/output

t*1list, myfile,txt

finish

I /exit,nosave

Programa OUTNO.inp

/prep?
*dim,nodes,arxay,ndinqr(@,14),3
*vget,nodes(l,l},node,l,loc,x
*vg@t,nodes(l,Z),node,l,loc,y
*vget,nodes{l,B},nod@,l,loc,z

/output, Coordios, txt
*vwxite,nodes{l,l),nodes(l,Z),nodes(l,3)
{£16.9,£16.9,£1¢.9)

! (i6,3¢l2.5) some systems may need {£6.0,3g12.5)
V*ywrite

P {YEND OF NODES” )

/output

*list,myfile, txt

finish

1 Jexit,nosave
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ANEXO 3

Listagem do programa main.m

function main(problema,CaminhoProblema,arquG}

%***************************‘*******************************

% Programa E-CON3D
%******************‘k*****************************t*********
% Programa para analise tridimensional elastica de tensdes
% pelc método dos elementos de contorno
%'******************************************************'k'*’k*

sSintaxe: main(‘nome do problema’ ,’diretério de localizagio dos

% arquives de dados’,’caminho e nome do arquivo HeG.mat',
% 0 caso contrario)
%

$0bs: os arquivos de dados CoordNos. txt, NOEL.txt, CDCTens.txt,
%CDChesl. txt, Props.txt devem estar no mesme diretédrio de E~CON3D.

g%* INICIALIZAGAO DE VARTIAVEIS DE FUNCOES POSTERIORES **
NODPT = 0;

NCOND = 0O; N
g+% INICIALIZACAO DO VETOR DE TEMPO **
T = clock;

g** CARREGA ARQUIVOS COM DADOS DE ENTRADA (FORMATO .TXT) **
fprintf (MA\n’) 7 fprintf {‘Carregando dades para © problema %$s\n’,problema};
TOEntrada = clock;
fidin = fopen(strcat{Caminho?zoblema,’Props.txt’)};
fseek{fidin,-1, ecf’};
fim arg = frell (£idin} + 1;
frewind (fidin);
while ftell(fidin) < fim arg

MAXI = strZpum{fgets (fidin)};

E = strinumi{fgets (£idin)i;

NU = str2numi{fgets (fidin});

IGAUS = strZnum{fgets (fidin));
end;

%** Entrada de coordenadas dos pontos nodais **
g+* I& o arguive CeoordNos.txt e eoria a matriz CoordNos {NNP,3) **
fidinl = fcpen(stxcat(CaminhoProb&ama,'Coodeos.txt’));
nn = 1;
fseek (fidinl, -1, eocf’};
fim argl = frell (fidinl) + 1;
frewind (£fidinl) ;
while freil(fidinl) < fim argl
coordNosl = str2aum{fgets (fidinl}};
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CoordNos (nn, :) = CoordNosl;

nn = nn + 1;
end;
NNP = size({CoordNos,1); %quantidade de nés do problema

for ii = 1:NNP

¥{ii) = CoordNos{ii,1i}:

Y{ii) = CoordNos{ii,2};

Z{ii) = CoordNes{ii,3);
end;

%3equéncia de entrada dos dados:
2Z(X), ¥(I}, Z(I) = vetores contendo as coordenadas dos pontos
$nodais por linhas
%** Entrada da matriz de conectividade nodal dos elementos **
fidin2 = fopen(strcat(CaminhoProblema, NOEL.txzt’)};
nn = 1;
fseek(fidin2,~1,"eocf’);
fim_argz = ftell (fidin2) + 1;
frewind{(fidin2);
while ftell(fidin2) < fim arg2
NOELl = strZnum{fgets{fidin2));

NOEL{nn, :) = NCEL1l;
nn = non + 1;
and;
NEL = size{NCEL,1l}; %quantidade de elementos da malha
$Sequéncia de entrada de dados:
© SNOEL(M,N) = matriz com um elemento em cada linha e seus nés de conectividade

Fnumerados em sentido anti-horario nas colunas

%** Entrada da quantidade dados para condigio de contorno
% de tragdo nodal nula**
NBPTU = 0O;
$** Entrada de condigdes de contorno de deslocamento *+%
fidin3 = fopen(strcat(CaminhoProblema,’CDCDesl.txt’)};
nn = 1;
fseek (fidin3,~-1, eocf’);
fim _arg3 = frell (fidin3) + 1;
frewind{fidin3);
while ftell(fidin3) < fim arg3
CondContDesll = strZnum(fgets (fidin3));

CondContDesl {nn, :) = CondContbesll;
nn = nn + 1;
end;

NBECU = size(CondContDesl,l); S%qguantidade de condigdes de

$contorne de deslocamentos
for ii = 1:NRCU

MNEL(ii) = CondContDesl{ii,1);
MCOND{ii} = CondContDesl (ii,2};
for 33 = 1:8
UPRES (ii,33) = CondContDesl{ii, (33 + 2));
end;
end;

¥Sequéneia da entrada de dados:

$MNEL = nimeroc do elemento sob a condigic de contorno
¥MCOND = diregio na qual atua a condigio de contorno no
% elemento (i-x, 2-y, 3-z)

fnel...noB = valor dos deslocamentos nodais
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g*+ Entrada de restrigdes pontuais nas guais as tragdes sdo nulas **
if NBPTU ~= O
CondContTracNula = [NODPT NCOND; %-> primeiro né de tragdo nula
NODPT NCOND; %-> segundo né de tragio nula
NODPT NCOND!; %-> NBPTU né de tragdoc nula

for ii = 1:NBPTU
MODPT (ii) = CondCentTracWNula(ii,1l);
NCOND (ii) = CondContTracNula{ii,2);
end;
end;

% Secuéncia de entrada de dados:
% NODE = nimero do né sob a condigio de contorne
$ NCOND = diregdc na gual atua a condigiic de contorno no ndé (i-x, 2-y, 3-z)
g** Entrada de condigdes de contorno de tensic scobre elementos **
fidind = fopen(strcat{Caminhc?roblema,’CDCTens.txt’));
nn = 1;
fseek(fidind,-1,"=0l’ )}
fim arqgd = ftell{fidind} + 1;
frewind {(fidind) ;
while ftell(fidind) < fim arqd
remp = strznumi{fgets {(£idind)};

for ii = l:size{temp,Z2}
condContTens (nn,ii} = temp{ii):
end;
nn = nn + 1;
end;

NBCP = size (CondContTens,l); %quantidade de condigdes de contorno de tensio
$Sequéncia de entrada de dados:

$JNEL = quantidade de elementos sujeitos a condigic de contornc dada na linha
2P = Pressic normal uniforme sobre um elemento

sp¥X¥X, PYY, PZZ, FXY, PXZ4, PYZ = condicfio de contorno de estado de tensdo

% sobre um elemento
$MEL (NE) = némero(s) do(s) elemento (s) sob a condigdc de contorno descrita
TempoEntrada = etime (clock, TOEntrada);

fprintf(‘Tempo de entrada de dados = %1.3f\n\n",Tempofntrada;;

g** CALCULA B ARMAZENA COORDENADAS E PESOS DOS PONTOS DE GAUSS *¥*
fprintf(*l. - Ccalculande ‘,IGAUS,’ pontos de Gaussi\n');

ToInteGauss = clock;

[¥G,CG] = INTEGAUS (IGAUS) ;

TempointeGauss = etime {clock,T0InteGauss);

fprintf{‘ck - Pontos de Gauss calculados\n’};

fprintf{ Tempo de calculo dos pontos de Gauss = %1.3f\n\n’, TempolntaeGauss);

a+* AVALIA AS CONDIGOES DE CONTORNO **

fprintf (‘2. - Avaliande Condicdes de Conteorno\n’);

T0Bcs = clock;

[NEIM, T,jt_ﬂlecal,ICOND,TPRES,NBCT] = BC3 {NBCU,NBCP,IGAUS,NC}EL,X,Y,Z,
CondContTens) ;

TempoBes = etime (clock, TOBes) ;

fprintf (‘ok - Condicdes de Contorno avaliadas\n’);

fprintf (‘Tempo de avaliacic das condigdes de contorno = 21.3f\n\n’, TempoBcs) ;

g** FORMA A MATRIZ E SEGUNDO MEMBRO bl

fprintf (‘3. -~ Formando matriz [A]l & vetor {bl\n'}:
ToFrMErx = clock;
if argHeG ~= 0

fprintf{*3.1 - lLende matrizes [H} e [G] pré-formadas\n’};
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[A,BT,NLIBD] = FRMTRX2 (arqHeG,NNF,NEL,NBCU, NBPTU, NBCT, IGAUS, MAXL, NU, &,
NOEL, NELM, MNEL, NODPT, UPRES, TPRES, ICOND, MCOND, NCOND, JT, it local,CG,XG, %, Y,
Z); -
else

{A,BT,NLIRD] = FRMTRXl(NNP,NEL,NBCU,NBPTU,NBCT,IGAUS,MAXL,NU,E,NOEL,NELM,
MNEL, NODPT, UPRES, TPRES, ICOND, MCOND, NCOND, JT, 3t_local,CG, %G, X, ¥, Z)
end; =
TempoFrMtrx = etime({clock,TOFrMtrx);
fprintf(‘ok - Matriz [A] e vetor [b] formados\n’):
fprinti{ Tempo de formacéo da matriz [A] e vetor (b]
31.3f\n\n’ , TempoFrMtrx) ;

r

$** RESOLVE O SISTEMA MATRICIAL ATRAVES DA ELIMINAGAO DE GAUSS **

fprintf (‘4. - Resclvendo sistema por eliminacio de Gauss da matriz [AI\n") ;
TOGauss eli = clock;

B = A\ BT; % [Bl = Gauss_eli(A,BT);

TempoGauss = etime(ciock,TOGaussmeii);

fprintf(‘ock ~ Sistema resolvido\n’}:
fprintf(*Tempo de solucio = %1.3f\n\n’, TempoGauss};

$** SATDA DE RESULTADOS, DESLOCAMENTOS, TRAGOES E TENSOES NODAIS **
fprintf (5. - Preparando vetores e matrizes de resultadol\n’);

TOOutPut = clock;

[Tracao,Desloc] = OUTPUT(NNP,NBCU,MNEL,NOEL,MCOND,B,E,U?RES,MAXL,NLEBD,NBCT
jt_local,NELM, ICOND, TPRES) ;

[SigNodal] = ?ensNo&al(Tracao,Desloc,NEL,NNP,NOEL,X,Y,Z,E,NU);

TempoOutPut = etime{clock, TOOutPut);

fprintf(‘eck - Vetores e matrizes de resultado prontosz\n’);

fprintf(‘Tempo de preparacio deo resultade = $1.3f\n’ , TempcOutPut);
TempoProcessc = etime(clock,T0);

fprintf{ ‘Tempo total de processamento = %$1.3f\n\n’, TempoProcesso) ;

%% GRAVA O AMBIENTE EM ARQUIVO .MA'T +%*
save{problema,’Tracao',’Desloc’,’SigNodal’,’Tempc?rocesso’}
fprintf{‘*Resultados salvos no arquive %s.MAT\n’,problema)
%** FECHA TODCS 0S8 ARQUIVOS ARERTOS DPARA LEITURA *+
fclese(tall’};

I

r

Listagem da funcdo INTEGAUS.m

function [PTSGAUS,PESGAUS] = INTEGAUS {IGAUS)
%** Calcula os pontos e pesos de Gauss para a integragio **
EPS = 3*10"(-14);
N = IGAUS;
M = {(N+1) / 2;
XM = {;
XL = 1;
for I = 1M
27z = cosi(pi * (I - .25} / (N + .58))
PL = 1;
Pz = 0;
for J = 1:N
P3 = P2;
P2 = P1;
Pl ({2 * F=-1) % 22 * P2 - (J~1) * p3) / J;
end;
PP = N * (ZE * Pl - P2) / (2872 ~ 1);:

.
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721 = Z4;
27 = Z1 — P1 / PP;
while abs(ZZ - Z1l} > EPS

Pl = 1;
p2 = 0y
for J = 1:N
P3 = P2;
p2 = Pl;
Pl = ({2 * J -~ 1) * 2& * P2 - {J - 1y * P33y / J;
end;
PP = N * (ZZ * Pl - P2} / (ZZ"2 - IR
71 = ZZ;
27 = 21 — PL / FEE;
end;

PTSGAUS (I) = ¥M - XL * ZZ;
PTSGAUS (N + 1 — I} = EM + XL * ZZ;
PESGAUS (I) = 2 * XL / ({1 - Z&"2) * PP 2} :

PESGAUS (N + 1 - I) = PESGAUS(I);
end;
Listagem da funcdo BCS.m

function ENELM,JT,jtmlocal,ICOND,TPRES,NBCT] = BCS (NBCU,NBCP, IGAUS,NOEL,
X,Y,Z,CondContTens}

g** Processa as condigdes de conterno %

g+* inicializacgho de varidveis utilizadas em fungbes posteriocres **
DG = 07

DH = 0;
sF = 0;
3DG = 07
SDH = 0;
SS5F = 0;

g++ inicializacdo de vetores com valores prescritos de G e H **
GNODE = [-1, 0, 1, i, %, 0,-1,-11;

r

UNODE = [~1,-1,-1, O, 1, 1, 1, Ol:

g++ vyerifica condigdes de centorno de deslocamento **
if NBCU <= 0
display{'ERRO - condigoes de contorne de deslocamento ausentes
negativas')
STOP;
end;

g*++ condicdes de contorno de tragdo **
NBCT = 0;
if NBCP ~= U

3** tenszio uniforme prescrita scbre os elementos **
for T = 1:NBCP
JNEL = CondContTens (I,1);
7 = CondContTens{I,2);
PRY = CondContTens (I,3)7
pYY = CendContTens (I,4);

124

au



P77 = CondContTens(I,5):
PXY = CondContTens{I,6);
PXZ = CondContTens{I,7};
PYZ = CondContTens (I,8};
for NE = 1:JNEL
MEL (NE) = CondContTens (I, {8 + NE});
end:

§** converte tens&oc uniforme para tragdo nodal eguivalente **
PMAY = max(abs {[PX¥,PYY,PZZ,PXY,PXZ,PYZ2])};

if PMAX == ( § P ==
display{'ERRO NAS CONDICOES DE CONTORNC DE TRAGAC - PARADA'}
STOP;
elseif PMAX ==
PH¥ = P;
PYY = PB;
PZZ = P;
PMAX = abs (P);
end;

FMAX = (0.001 * PMAX;
for J = 1:JNEL
MLM = MEL{J};

[CORD] = COORD(MIM,NOEL,X,Y,Z);
for IC = 1:8
INOD = NQEL (MIM, IC);

%** avaliacdo das normais unitdrias nos néds
G = GNCDE{IC):
H = BNCDE{IC):
[DE] = SHAPB(0,0,1,G,H,1,DG,DH, 8F};
[UN] = JACOBI(1,1,DE,DE,DH,CORD);

sobre os quais a tragl8o atua **

g** tragbes nodais - TPRES (Ti=SIGMA{j*Nj) *~
g** direcdo 1

NBCT = NBCT + 1;

NELM({NBCT} = MLM;

JT (NBCT} = INOD;

3t_leocal {(NBCT) = IC;

ICOND(NBCT) = 1;

TPRES (NBCT) = PXX * UN({1}) + PXY * UN(2} + PXZ * UN(3);

%** direcéo 2
if abs (TPRES (NBCT)} > FMAX
NBCT = NBCT + 1:
NELM (NBCT) = MLM;
JT{NBCT} = INOD;

3%t local (NBCT) = IC;
end;m
TCOND(NBCT) = 2
TPRES (NBCT) = PXY * UN(1l) + PYY * UN(2) + PYZ * UN{3);

g** direcdo 3
if abs (TPRES(NBCT))} > FMAX
NBCT = NBCT + 1;
NELM{NBCT) = MLM;

JT(NBCT) = INOD;
jt_local (NBCT) = IC;
end;
TICOND(NBCT) = 3;
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TPRES (NBOT) = PXZ * UN(Ll) + PYZ % UN(2) + PZZ * UN({3);
if‘abs(TERES(NBCT)) <= FMAK
NBCT = NBCT - 1;
end;
end;
end;
end;
end;

Listagem da fungio FRMTRX1.m

function [A,BT,NLIBD] = FRMTRX1 (NNP,NEL, NBCU,NBPTU,NBCT, IGAUS, MAXL,NU, E,
NOEL,NELM,MNEL,NODPT,UPRES,TPRES,ICOND,MCOND,NCOND,JT,jt_local,CG,XG,X,Y,Z)

%+ Constréi a matriz e ¢ segundo membre pelo método dos elementos de contorno
* *

g+* inicializacgdo de varidveis utilizadas em funcgdes posteriores **

DG = zeros(l,8,realpow({IGAUS,2});

DH = zeros{il,8,realpow{IGAUS,2));

St = zeros(l,8,realpow{IGAUS,2));

agF = zeros(l,4,realpow(IGAUS,2)};
sSpE = zeros(l,4,realpow(IGAUS,2));
SDH = zeros{l,4,realpow(IGAUS,2)):
TRIG = 0;

TRIH = 07

g+* cilculo do niimero de graus de liberdade do problema *~
NLIBD = 3 * NNF;

g** injcializagdes **
h global = zeros(NLIBD);

2*% armazena valores das fungdes de forma e suas derivadas **
s** em cada ponte de Gauss em vetores **
for IG = 1L:IGAUS

JG = [1:1:I6AUS]; % for JG = 1:IGARUS
G = AG{IG};
H = XG({JG};

$++ usadc em conjunte com a funcdc JACOBI (veja fungdo INTGR) **
[DE,DG,DH,3F] = SHAPS(IG,JG,0,G,H,IGAUS, DG, DH, 3F);
g** ysado em conjunto com a funcdo TRIANG (veja fungdo ITSS) **
[%3F, SDG, SDH] = LINEAR{IG, JG,G,H, IGAUS, SSF, SDG, 3DH) ;
% end;
end;
= permute (DG, [3 2 1]
DB = permute(DH, [3 2 11};
2

|
Vi
1
permute (5DG, [3 2 1
1

357 = paxmute\SSE,EB :);
5DG = 1}
SDH = permute (SDH, [3 2 1)

g** formacdo da matriz e segundo membro **

g** loop sobre os elementos **
for M = 1:NEL

126



&** obtengio das coordenadas dos nés do elemento **
[CORD] = COORD{M,NCEL,X,Y,Z%);

g$** calculo do Jacobiano e fator para o elemento sem singularidade **
L = [l:l:realpow{IGAUS,2)1;
[UN,JACOB] = JACCBI(L,0,DE,DG,DH,CORD);
CGMM = CG' * CG;
bleco = [1:1:IGRAUS];
for i = 1:IGAUS :
CeM({l,1l,bloce) = CGMM({i,:};

bloce = bloce + IGAUS;
end;
FACT(1,1,L} = JACOB(1,1,L) .* CGM(1,1,1):

g** limpando varidveis **
clear CGMM CGM JACOR bloco:;

£** loop sobre os nds fonte **
for NI = 1:NNP

%** integracdo numérica dos produtos da solucic fundamental **
JCON = 0y
for NC = 1:8
if NI ~= NOEL(M,NC)

else
ND = N{C;
JCON = 1;
end;
end;
if JCON ==

%** primelro argumento da solucio fundamental ndo é um né do elemento **
[A1,A2,A3,B1,B2,B3] = INTGR(NE,M,L,NLIBD,IGAUS,NU,E,MAXL,CORD,NOEL,
X,Y¥,%,DE,SF,UN, FACT) ;
else

§** primeirc argumento da solugdo fundamental é um né do elemento **
[Al,R2,A3,BL,B2,RB3,DE,TRIG, TRIK] = ITSS(NE,M,L,ND,NLIBD,IGAUS,NU,E,
MAXL,CORD,CG,NOEL,X,Y,Z,DE,DG,DH,SF,SDG,SDH,SSF,TREG,TRIH);
and;

§** colocagdo das matrizes H e G locais em H e § globais *=
node_global = NOEL{M,:);
node local = [1:1:8];
idx _global = 3 * node global ~ 2;
idx_local = 3 * node local -~ 2;
idx_linha = 3 * NI - 2;
idx g = 24 * M - 23;

h global{idx linha,idx global) = h _gicbal{idx linha,idx global)
Al{l,idx local); B -
hwglobal(idx_linha,idx_global+i} = hﬁglobal(idxﬁlinha,idx global+l)

Al{l,idx local+l);
h glokal{idx_linha,idx global+2)
Al({l,idx local+2);
h_globai(idx_linha+l,idx_global)
A2{l,idx_local};

I

hmglobal(idx_linha,idx_global+2)

h_glecbal {idx linha+l,idx global)
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it

hdglobal(idxwlinha+l,idx~giobal+1y
A2 (1,idx_local+l);

hmglobal(idxmlinha+1,idxnglcbal+2}
AZ(l,idxmlocal+2);

h_global(idxwlinha+l,idx_glabal+l) +

h_global(idx_linha+1,idxﬁglobal+2) +

h-global(idx_linha+2,idxmglobal) = hmglobal(idx_linha+2,idxmglobal) +
AS(i,idxwlocal);
hwglobal(idx_linha+2,idx_global+l) = h_global(idxmlinha+2,idx_global+1) +

AB(l,idx_local+1);
hpglobal(idx_linha+2,idx_global+2)

A3(1l,idx_local+Z};
g_global(idx_iinha,idxmg:idx_g+23) = Bl{l,:}7
g_global(idxulinha+l,idx_g:idxﬁg+23} = B2{1,:)7
gwglbbal(idxmlinha+2,idx_g:idx_g+23) B3{i,:);

end;
end;

It

haglcbal(idxwiinha+2,idx~glebal+2) +

3++ calculando termos da diagonal principal de B por consideracBo de corpe
rigido **
h_gioball hﬂglobal(:,[l:S:NLIBD—Z]);
h_global2 h_gzobal(:,[2:3:NLIBDw1]};
hugiobal3 = h_global{:,{3:3:§LIBD});
diagonal{:,1l} = -sum(h _globall,2};
diagonal {:,2}) = -sum(h_globalz,2);
diagonal (:,3) = ~sum(h_giobal3, 2},
for idz diag = 1:NNP
idg = 3 * idx_diag - 2;
h_global(idx:idx+2,idx:idx+2} = diagonal {idx:idx+2Z,:};
end;

1

1

$** gsalva matrizes H e G glcbals para reutilizacdo com diferentes CDC **
save{'HeG', 'h_global', 'y global'l;

g** prepara matriz A *¥
A = h_global;

g%+ contribuicic das tragdes conhecidas para © segundo membro **
[BT,AC] = FMATR(NLIBD,NEL,NBCU,NBC?,E,NOEL,NELM,MNEL,ICOND,MCONQ,JT,
jt_local,TPRES,gmglobal};

g** limpando posigdes para colocagéoe de G global **
for n = L:NECU

no = 3 * (NOBL(MNEL{(n),:) — 1} + MCOND(mn);
Al:,no) = 07
end;

g%+ contribuicdo dos deslccamentos cenhecidos para o segundo membro **
for NI = 1:NNP
NZ = zerosi{NNP,1):
J¥ = 3 * NI - Z;
for N = 1:NBCU
M = MNEL(N};
for IC = 1:8
U = UPRES(N,IC) / MAXL;
INOD = NOEL(M,IC);
1f NZ{INOD) == MCOND(N)
else
NODE = 3 * (INOD - 1} + MCOND({N};:
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if abs(U) >= 1.E-16

BT(JX) = BT(J%} - h global(JX NODE) * U;

BT (JX+1) = BT (JX+1) - h_global (JX+1,NODE) * U;

T(JX+2) = BT (JX+2) - h_global (JX+2,NODE] * U;
end;
ne g = 24 * { 1) + 3 * (IC - 1} + MCOND(N);
A{J¥,NODE)

M.....
A(JX,NODE} + AC(JX,no g

A{JX+1, NOBE) A{J¥+1,NODE}) + AO(JX%I ne g)
A{JX+2,NODE) A(JX+2,NODE) + AC(IIX+2, no_g)
NZ {INOD) = MCONDI(N);
end:;
end;
end;
end;

§** medifica matriz para restrigdes pontuais **
if NBPTU ~= 0
for N = 1:NBPTU
NODE = 3 * (NODPT(N} - 1} + NCOND(N};
if NGDPET (N) ~= NI
ALl {NODE) G;
AZ {NODE) 0;
A3 {NODE) G:
else
for JB = 1:NLIBD
if NCOND{N) ==
AL {JIB) = (;
A1 (NODE) = 1;
BT (NODE) = (;
elseif NCOND(N} == 2
AZ (JB) = 0;
A2 (NCDE} iz
BT {(NCDE} = O0;
elseif NCOND(N) == 3
A3{JIB) = 0;
A2 (NCDE}
BT (NODE)
end;
end;
end;
end;
end;

i

1

it

It

it

1;
03

il

Listagem da funcio FRMTRX2.m

function [A,BT,NLIBD] = FRMTRXZ (argHeG,NNP,NEL, NBCU,NBPTU, NBCT, IGAUS, MAXL,
NU, E, NOEL, NELM, MNEL, NCDPT, UPRES, TPRES, ICOND, MCOND, NCOND, JT,3t leoecal,CG,X%G,X, Y,

Z}

g** Constrdi a matriz e o segundo membre pelo método dos elementos d= contorne

* %

%** calculo do numero de graus de liberdade do problema **

NLIBD = 3 * NNP;

$** carrega matrizes H e G globais para reutilizacdo com diferentes CDC **
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load(argHeG) ;

g** prepara matriz A **
A= h global;

g** contribuigio das tracdes conhecidas para o segundo membro * %
[BT,AC] = FMATR(NLIBLD, MEL,NBCU,NRBCT, E, NCEL, NELM, MNEL, TCOND, MCOND, JT,
jt_local,TPRES,g_global),

g%+ limpando posigdes para colecacdo de G global **
for n = 1:NBCU

no = 3 * (NOEL(MNEL(n),:} - 1} + MCOND(n}:
al:,no) = 0;
end;

¢+* contribuicdo dos deslocamentos conhecidos para © segundc membro **
for NI = L:NNF
N7 = zeros (NNF,1);
JX = 3 * NI - 2;
for N = 1:NBCU
M = MNEL(N);
for IC = 1:8
U = UPRES{N,IC} / MAXL;
INOD = NOEL({M,IC});
if NZ (INOD) == MCOND (N}
else
NODE = 3 * (INOD - 1) + MCOND(N};
if abs{U) >= 1.E-1%
BT {JX} = BT(J¥) - h_global (JX,NODE} * U;
BT (JX+1) = BT (J¥+1) - h_global (J¥+1 NODE} * U;
BT (JX+2) = BT(JX+2) - h_global (JX+2,NCDE} * U;
end;
no g =24 * (M- 1) + 3 * (IC - 1) + MCOND (N} ;

2 (JX,NODE) = A(JX,NODE) + AO(J¥,no_g);
A(J¥+1,NODE) = A(JX+1,NODE) + AC(JX+l,no_g};
AlJX+2,NODE) = A({JX+2,NODE) + AO{JK+2,no_g);
NZ (INOD) = MCOND(N);
end;
end;
end;

end;

%** modifica matriz para restrigdes pontuails **
1f NBPTU ~= 0
for N = 1:NBPTU
NODE = 3 * (NODPT{N) - 1) + NCONDIN);
if NODPT (N} ~= NI
Al (NODE}) 0;
A2 {NODE; H
A3 (NODE) G;
else
for JB = 1:NLIBD
if NCOND{N) ==
Al(JB) = 0;
A1 (NORE) = 1;
BT {NODE} = 0;
elseif NCOND(N

il

i

) e
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7

)
BT (NODE)
elseif NCON
)
)

L LI

A3 (JTB)
A3 (NODE
BT (NODE
and;
end;
end;
end;
end;

oo i o

it
o
-~

Listagem da fung¢io OUTPUT.m

function [Tracao,lesloc] = OUTPUT {NNP, NEL, NBCU, MNEL, NOEL, MCOKD, BT, E, UPRES,
MAXL,NLIBD,NBCT, jt_local,NELM, ICOND, TPRES)

§** Retorna os valores nodals para deslocamentos e tragdes +**

g&** troca de valores calculados de U e TRAC para nés nos guais as condigdes de
contorno **
t** de deslocamento estloc prescritas mostra as tracbes calculadas **
N7 = zeros(NNP,1):;
Tracag = zeros {8*NEL,1);
for N = 1:NBCU
M = MNEL(N);
for I = 1:8
INOD = NOEL{M,I};
if NZ(INOD; ~= MCOND(N}
NCDE = 3 * (INOD - 1) + MCONDIN):;
TRACT (NODE) = BT (NODE) * E;
BT (NODE} = UPRES(N,I) / MAXL;
Tracao{8* (M-1)+I,MCOND(N}) = TRACT(NODE) ;
NZ (INOD) = MCOND(N);
end;
end;
end;

%** removendo o fater de escala para valores calculados de deslocamento **
for I = 1:NLIBD

BT{I) = BT(I} * MAXL;
end;

&** vyetores de salida para deslocamento nodal **
for I = 1:NNP
Desloc{I,l) = BT(3 * I - 2);
Desloci(I,2) BT(3 * I - 1);
DeslociI, 3} BT (3 * I};
end;
for cdctrac = 1:NBCT
Tracao((8*(NELM(cdctrac)w1)+jt_local(cdctrac)),ICOND(cdctrac}) =
TPRES {edctrac) ;
end;

H]

1
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Listagem da fungio COORD.m

function [CORD] = COORD (M, NCEL,X,Y,2)

g*+ Coloca ¢ nimero do né do elementoc & suas coordenadas nodais em matrize

g** matriz de coordenadas nodais de cada elemento *
for T = 1:8
$ivdep

INC = NOQEL({M,I);

CORDI{I,1} = X (INC);

CORD(I,2) = Y{INC};
CORD(I,3) = Z{INC};
end:

Listagem da fungdo SHAPS8.m

function [DE, DG, DH, 8F] = SHAPS(IG,JG,KY,G,H,IGAUS,DG,DH,SF)
g** Armazena as funcdes de forma e derivadas em uma matriz **

a+% inicializacdo de variaveis itocais **

Gl = 1 + Gy
Gz = 1 - G
¥l = 1 + H:
gz = 1 - H;
3 = Gl .* GZ;
¥3 = H1 .* HZ;

4+* derivadas das fungles de forma em relagio a G **

DE(L,1l,:) = 0.25 = H2 .* (2 * G + H);
PE(1,2,3:) = -G LEOHZ;
DE(1,3,:) = 0.25 * H2 .* (2 * G - H);
DE{1l,4,:) = 0.5 * H3;
E{1,3,:} = 0.25 * HL .* (2 * G + H);
DE{1,6,:) = -G J*OHL
DE(L,7,:} = 0.25 * HL .* (2 *~ & - H);
DE{(1,8,:) = ~0.5 * H3;

3+* derivadas das funcdes de forma em relacio a H **

DE(Z2,1,:) = 0.25 * G2 .* (2 * H + G},
g(2,2,:} = —-0.5 * G3;

DE{2,3,:) = 0.28 * Gl (2 * H - G);
DE{2,4,:) = -H .* G1;

DE(2,5,:) = 0.25 * 61 .~ (2 * H + G};

DE(2,6,:) = 0.0 * G3;

DE(2,7,:} = 0.25 * 52 .* (2 * B — G);
E(2,B,:) = -H .* G2;

g+* funcdes de forma **

DE!3,1,:) = ~0.25 * g2 .* H2 .* (G + HIi};
DE(3,2,:} = 0.5 * 63 .* HZ;

DE(3 3,:) = 0.25 * Gl .* HZ .* (G - HL):
{3 4 1) = 0.5 * Gl .* H3;

E(3 ;) = 0.25 * 61 .* HIl L {H - G2);
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DE{(3,6,:) = 0.5 * HI .* G3;

DE{3,7,:) = 0.25 * G2 .* Hl .* (KR — Gl);

DE(3,8,:) = 0.5 * G2 .* H3:

if KY ==

L = [IG * IGAUS - IGAUS + 1:1:IG * IGAUS];

G{: = DE{l,:,:);
Hi: .,L) = DE{Z,:,:1});
F(:,:,L) = DE(3,:,:);

end

Listagem da funcio LINEAR.m

function [SSF,SDG,SDH] = LINEAR{IG,JG,G,H,IGAUS,SSF,SDG,SDH)
F** Calcula fungdes de forma lineares e suas derivadas **
%** inicializac8oc de variédvelis locais **

L = [IG * IGAUS - IGAUS + 1:1:I1G * IGAUS];
Gl = 1 + G;

Gz = 1 - G;
HI = 1 + H:
HZ2 = 1 - H;

** fungdes de forma lineares **

S8F{%L,1,L) = .25 * G2 .* H2;

38F{1,2,L) = 0.25 * G1 .* H2;

SSF({1,3,L} = 0.25 * @1 .* Hl;

83F(1,4,L) = 0.25 * G2 .* HIl;

%** derivadas das funcées de forma em relagdo a § *+*
S$DG(1,1,Ly = -0.25 * H2;

SDGE{1,2,5L) = 0.25 * H2;

SDG(1,3,L) = 0.25 * H1;

sSbG{1l,4,L) = -0.25 * H1;

$*¥ derivadas das funcdes de forma em relacdo a H **
SDH{1,1,L} = -0.25 * 52;

SpH{1,2,L) = -0.25 * G1;

SDH({Ll,3,L) = 0.25 * G1;

SDH(1,4,L) = 0.25 * 2;

Listagem da fungéio JACOBLm

function [UN,JACCB}! = JACOBI (L, KXY, DE, DG, DH, CORD)
** Avalia ¢ jacobiano e os componentes do vetor normal unitirio **

#** inicializa AJAC - soma dos produtos das derivadas das fungdes de forma
% cocrdenadas nodals **
AJAC = zeros(2,3):

%£** gcalcula AJAC **

if KY == 0
DEA = DG;
DEB = DH;
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DEA = parmute(DE(l,:,L),{3 2 11}
DER = permute(DE(Z,:,L),[S 2 11y

end;

AJAC(1,1,L) = DEA{L,:} * CORD(:,1);
AJAC(1,2,L) = DEA(L,:} * CORD{:,2};
AJAC(1,3,L) = DEA(L,:) * CORD(:,3);
AJAC{2,1,L) = DEB(L,:) * CORD{:,1};
AJAC(2,2,L} = DEB{L,:] * CORD{:,2);
AJAC(2,3,L) = DEB(L,:} * CORD{:,3);

3*+ compenentes do vetor normal **

AJAC1(1,1,%) AJAC(1,2,L) .* AJAC(2,3,L) - AJAC(1,3,L) .* AJAC(2,2,1);
AJACZ(%,1,L) AJAC{1,3,L) .* AJAC(Z,1,L} - AJAC(1,1,L) .* AJAC(Z,3,L};
AJAC3(1,1,L) AJAC(1,1,1L}) .* AJAC(2,2,L) - AJAC(1,2,L) .* AJAC(Z,1,L}:

it

H]

g** pcaleule deo jacobiane - JACOB **
JACOR{1,1,L) = realsgrt (realpow(AJACI(1,1,L),2) + realpow!AJACZ(1,1,L),2)
realpow (AJAC3{1,1,L),2});
if min{JACOB} <= 1lE-8

if KY ==

return

end;

display('JACOB = 0. -~ programa interrompide')

5TCP;
end;

g++ normalizacdo do vetor normal e cbtengdo do vetor normal unitarioc **
UN(l,1,L) = AJACL1{1,1,L) ./ JACOB(1,1,L};
UN(1,2,L) AJAC2(1,1,L} ./ JACOB(Ll,1,L);
UN{L:,3,L) AJAC3(1,1,Ly ./ JACOB(1,1,L):

I

I

Listagem da fungdo TRIANG.m

function [UN,JACC,DE,TRIG,TRIH] = TRIANG (L, NI, KK, IGAUS, CORD, DG, DH, SF, 3DG,
SDH, $8F, TRIG, TRIH)

$** Calcula o jacobiano para © caso em que o primeiro argumento * %
g++ das solucSes fundamentais & um nd do elemento il

g%+ inicializacdc dos vetores com valores prescritos de G e H
‘AG = [-1, O, %, 1, 1, 0,-1,-1];

AaH = [-1,-1,-1, ¢, %, 1, 1, 0]:

g** jpicializacdoc de G, H e TJAC **
G = 0;

H = (;

JAC = zerosi{2,2):

g** ND é um nd de canto **
if rem(ND,2} ~= 0 %fungdc MOD de fortran equivale & REM no Matilab

NDZ ND + 2}
if NDZ > 8

NDp2 = ND2 - 8;
end;

ND4 = ND2Z + 2;
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if ND4 > 8
ND4 = ND4 - B;

end;
ND& = ND4 + 2:
if NDEé > 8

NDé = ND& - 8;
end;

%** coordenada nodal local (quadrilateral) do primeiro sub-elemento triangular
* ok

if KK ==
TRIG(1,1) = AG(ND);
TRIG(L1,2) = AG(ND);
TRIG{1,3) = AG(ND2);
TRIG(1,4} = AG(ND4);
TRIH{1l,1} = AH(ND};
TRIH{1,2) = AH(ND);
TRIH{1,3) = AH(ND2);
TRIH(1,4) = AH{ND4);

else

g** segundo sub-elemento triangular *~
TRIG({2,1) = AG(ND);

TRIG{Z,2} = AG{ND);
TRIG{2,3) = AG(ND4};
TRIG(Z,4) = AG(ND&);
TRIH(Z,1) = AH(ND);
TRIE{Z,2) = AH{ND)
TRIH(2 3) = AH(ND4);
TRIE(Z,4) = AH(ND6);
end;
else

g** ND & um nd no meic da aresta **
NDi = ND + 1;

if NDL > 8
ND1 = ND1I -~ 8;
end;
ND3 = ND1I + 2;
if ND3 > 8
ND3 = ND3 - 8:; |
end; |
NDS = ND3 + 2;
if NDS > 8
ND5 = ND5 - 8;
end;
ND7 = ND3 + 2;
if ND7 > 8
ND7 = ND7 - 8;
end;

9

%** ccordenada nodal local (quadrilateral) do primeire sub-elemento triangular
* %

if KK ==
TRIG{1,1} = AG(ND};
TRIG{1,2) = AG(ND};
TRIG(1,3) = RAG{ND1);
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TRIG(1,4) = AG(ND3);
TRIH(1,1) = AH(ND):
TRIH (1,2} = AH(ND};
TRIH(1,3) = AH(NDl}:
TRIH{1,4) = AH(ND3}:

g*+ segunde sub-elemento triangular **

" elseif KK == 2
TRIG(2,1} = AG(ND};
TRIG(2,2) = AG(ND);
TRIG{2,3) = AG(ND3):;
TRIG(Z2,4) = AG{ND5};
TRIH(Z,1) = AHI(ND);
TRIE{2,2) = AE(ND;;

TRIH(2,3) = AH{ND3};
TRIE (2,4} = AH{NDD};
alse

g% rerceire sub—elementc triangular *~
TRIG(3,1) = AG(ND};
TRIG(3,2) = AG{ND):

TRIG(3,3) = AG(ND3);

TRIG(3,4) = AG(NDT);:

TRIH (3,1} = AH(ND};

TRIK(3,2) = AH(ND};

TRIE{3,3) = AH(NDL);

TRIH(3,4) = AH(NDT);
end;

end;

4**+ coordenada local (quadrilateral) deo ponte de integragdo **
T = [1:1:471;

G = SSF(L,I) * TRIG{KK,I)':

H = SSF(L,I) * TRIH(KK,I)';

g** matriz jacobiana de transformagdc de coordenadas local & seu determinante
*

TIACIL(L,:) = SDG{L,I} * TRIG(KK,I}';
TIACLZ {L,:) = SDG(L,I) * TRIH(KK,I}';
TIAC21iL,:) = SDH(L,I) * TRIG(KK,I)';

H

TIAC22 (L, 1} SDH{L,I} * TRIH{RKX,I}';

DETER(1,1,L) = abs(TJACLLl .* TIACZ2 - TJIACLZ .* TJACZL);

if min {DETER) <= 1.E-8
display('determinante = 0 na funcio TRIANG - programa interrompido’)
STOR;

end;

g** jacoblanc para integrac8o numérica **
[DE] = SEAPS (0, 0,1, G,H, IGAUS, DG, DH, 3F) ;
[UN, JACOB] = JacosI (L, 1l,DE,DG,DH, CORD) ;
JACO = JACOB .* DETER;

Listagem da fungio KERNEL.m

function [UT,TT] = KERNEL (NI, L, KY,NU,E,MAXL, CORD, %,Y,%Z,UN, DE, SF)
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$** Calcula as solucSes fundamentais U e T *+
$** inicializacdc de variavel local **

HPI = 25.13274123;

%** coordenadas do ponto P **

Xp{l) = X(NI):

XP{2) = YINI;};

XP({3) = Z{NI);

%** coordenadas do ponto Q **
X0 = zeros(3,1,sizel(l,3));

if RY == (
SHAP = permute{SF,[3 2 11);
else
SHAP = permute(DE(3,:,:),[3 2 1]}:
end;
¥0(1,:,L) = SHAP * CORD{:,1}:
XQ(2,:,L) = SHAP * CORDI{:,2);
QO (3,:,L} = SHAP * CORD({:,3);
%** calcula a distdncia entre P e Q - RR **
XX{L) = XP(1) - XQ{1l,:,L};
YY{L} = XP{2} ~ XQ(2,:,L};
ZZ{L} = XP(3) - RQ{(3,:,L);
SUMSQ{L) = realpow(XX(L),2) + realpow(¥Y{(L},2)
¥** verificacdo para singularidade **
if min{SUMSQ) <= 1.0E-20
display('Primeiro e segundo argumentocs
interrompidoc')
3TOE;
end;
RRI(L) = realsqgrt (SUMSQIL}};
%** cossencs diretores do vetor PQ **
cospQi{l,1,n; = XX(L) ./ RR{L);
COSPO(1,2,L} = ¥YY(L) ./ RR(L);
COSPQ{1,3,L} = ZZ{L) ./ RR(L);
UNCC(1,1,L) = UN({1,1,L) <* COSPQ(L,1,Ly +

UNi{i,3,L} .*

%** predutos

COAR(1,1,L;
COBB(1,1,L)
coce(l,1,L;
COAB(1l,1,L)
COBC(1l,1,L)
coca(l,i,1)
** fatores
EUA ==

EUBR =

FAC = HPI *

FACTL{1,1,L)
FACTZ{1,1,L)

= CospR{l,2,L

[

{

I

COSPG(1,3,L);

de cossenos diretores *=*
COSPQ({Ll,1,L) .+ CosPQ{l,1,1);
COSPQ(1,2,1L) COSPQ(1,2,L};
COSPQ{1,3,L) COSPC({1,3,L);
COSPQ{1,1,L} COSPQ(1,2,L);
) COSPO(L,3,L);
COSPQ(1,1,1);

. r s e
* % ok ok %

COSPQ(l,3, L)

onstantes para

(3 - 4 * NU);
{1 - 2 * NU};

1 - NU);
(1L + NU) ./
1 ./ (FAC * SUMSQI(L));
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coincidentes

UN(1,2,L)

as solucdes fundamentais **

g

+ realpow(ZZ(L),2};

- programa

COSPQ(1,2,1)
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FACT4(1,1,L) = EUB * FACTZ(1,1,L}:
ETA(1,1,L) = FACT4(1,1,L) .* UNCO(1,1,L};
ETB(1,1,L) = 3 * FACT2{1,1,L)} .* UNCO(1l,1,L);

3++ fatores de escala da solugdc fundamental UT **
FACT1(1,1,L) = FACT1(1,1,L) * E / MAXL;

g** sglucdo fundamental UT **

UyT{l,1,L) = FACT1{1,1,L) {EUA + COAA(L,1,L)};

yrii,2,L) = FACT1{(1l,1,L) COAR(1,1,L);
T(1,3,L) = FACTI(1,1,L) COCA({L,L1,%};
UTiz,2,L) = FACT1(1,1,L} (EUA + COBRB({1,1,L)}):
T(2,3,L) = FACT1(1,1,L) CCBC{1,1,L):

UT(3,3,L} FACTL(1,1,L) {(FUA + COCCH{L,1,L)};
UTi2,1,L) Ur{l,2,L):

UTi{3,1,L) = UT{1,3,L);

*

H

N T S

T(3,2,1L) = UT(2,3,L);
g** gglucdc fundamental TT **
T(1i,1,L) = ETA(1,1,1) + ETB(l,1,L) .* COAA(Ll,1,L};
rri(z,2,1) = ETA{l,i,L) + ETB(l,1,L) .* COBB(1,1,L};
oT(3,3,L) = ETA{1,1,L) + ETB(1,1,L} .* cocc{l,1,L);
TAB(1,1,L) = ETB{1,1,L) .* COAB{1,1,L);
TRC{1,1,L) = ETB{L,1,L} .* COBC({1l,1,L);
Tca(l,1,L) = ETB(1,1,L) .* COCA(1l,i,L);
ARB(1,1,L) = (UN(i,1,L) .* cOSPQ(1,2,L} - UN(1,2,L) .* COSPQ(1l,1,L}) .~
FACTA4(1,1,L);
aBC{1,1,L} = (UN{1,2,L) .* cCOSPQ{1,3,L) -~ UN(1,3,L) .* COSPQ{i,2,L}) .*
FACT4{1,1,L);
ACA(1,1,L} = (UN(1,3,L) .* coseQ(l,1,L) - UN{l,1,L) .* COCSPQ(L,3,L}} .~
FACT4 {1,1,L};
T(1,2,L) = TAB{1,1,L} + AAB(1,1,L);
T{1i,3,L) = TCA(i,1,L} — ACA{(Ll,1,L};
TP{2,1,1) = TAB(1,1,L) - AABI{l,L,L);
TT(2,3,L) = TBC(1,1,L) + ABC(l,1,L);
T7(3,1,L) = TCA{l,1,L) + ACA(l 1,L);
TT(3,2,L) = TBC{l,1,L} - (1,1,L};

Listagem da fungdo INTGR.m

Function [Al,AZ,A3,B1,B2,B3] = INTGR{NI,M,L,NLIBD,IGAUS,NU,E, MAXL, CORD,
NOEL,X,Y,%Z,DE,SF,UN, FACT)

%*+* Realiza a integracdo numérica dos produtes da solugdo fundamental para a
construgdc **
2%+ da matriz e segundo membrc guando o primeirc argumento ndc @ um né do
elemento **

g*+ injcializagdes *~*
Al = zeros{l,24,realpow(IGAUS, 2}
20 = zercs{l,24,realpow(IGAUS,Z)
3 = zeros(l,24,realpow{IGAUS,2;
{ }
)
)

r

r

Bl = zeres(l,24,realpow(IGAUS,2
82 = zeros(l,24,realpow{IGAUS,Z2
B3 = zerosll,24,realpow{IGAUS,Z

F

i
yi
i
Vi
);
I

r
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$*+* integracdc numérica dos produtcos da solugdc fundamental **

%2** gsolucdo fundamental **
[UT,TT] = KERNEL(NI,L,0,NU,E,MBXL,CORD,%,Y,%,UN,DE,SF};
MODE = 1;

for IC = 1:8
SFACT(1,1,L) = BF{1,IC,L) .* FACT{1l,1i,L):

%** integral do preduto de T7T e funcdes de forma **

Al(l MCDE, L) = Al{l,MODE,L) + TT(1,1,L) .* SPACTI(L,1,%L);
1(1,MODE+1, L} = AL{1,MODE+1,L} + TT{1,2,L) .* SFACT(1,1,1L);:
1{1,MODE+2, L} = AL(i,MODE+2,L} + TWT(1,3,L) .* SFACT(1,1,1);
2{1,MCDE,L) = AZ{1,MODE,L) + T7(2,1,L) .* SFACT(1,1,L);:

(1,MODE+1,L) = AZ{i,MODE+1,L} + TT(2,2,L) .* SFACT(1,1,L);
{
{
(1

A2

A2(1,MODE+2,L} = A2(1,MODE+2,L} + TT(2,3,L) .* SFACT(1,1,L);

A3{1,MODE,L) = A3(1,MODE,L) + TT(3,1,L} .* SFACT(1,1,L);
A3(1,MODE+1,L) = A3(1,MODE+1,L) + TT(3,2,L) .* SFACT(1,1,1L);
A3 (1, MODE+2,L) = A3(1,MODE+2,L) + TT(3,3,L) .* SFACT(1,1,L);

g** integral do produto de UT e fungdes de forma **
B1{1,MODE, L} = B1{1,MODE,L) + UT{1,1,L) .* SFACT(1,1,L);
81 (1,MODE+1,L) = BI(1,MODE+},L}) + UT{1,2,L) .* SFACT{1,1,1);
B1{1,MODE+2,L) = B1(1,MODE+2,L} + UT(1,3,L) .* SFACT(1l,1,L);
B2{1,MODE,L) = B2(l,MODE,L) + UT{2,1,L) .* SFACT(1,1,L);
B2{1,MODE+1,L) = B2{l,MODE+1,L) + UT(2,2,L} .* SFACT(1,1,1);
B2 (1,MODE+2,L) = B2{1,MODE+2,L) + UT(2,3,L) .* SFACT(1,1,L};
B3 (1,MCDE,L) = B3{l,MODE,L}) + UT(3,1,L) .* SFACT(1,1,1);
B2(1,MODE+1,1L) B3{1,MODE+1,L) + UT(3,2,L) .* SFACT(1, 1 L);
B3(1,MODE+2,L) = B3(1,MODE+2,L) + UT(3,3,L) .* SFACT(1 L) ;
MODE = MCODE + 3;
end;

i

%** realizacgio da somatéria sobre os pontos de Gausg **
Al = sum(Al,3};
A2 = sum(A2,3};

A3 = sum(A3, 3};
Bl = sum(Bl,S);
BZ = sum(B2,3);
B3 = sum(B3,3);

%** limpande varidveis **
clear SFACT UT TT;

Listagem da fun¢do ITSS.m

function [Al,A2,A3,B1,B2,B3,DE,TRIG,TRIE] = ITSS (NI, M,L,ND,NLIBD, IGAUS,NU,
E,MAXL,CORD, CG,NOEL, X, Y, Z,DE, DG, DH, SF, 8DG, SDH, SSF, TRIG, TRIE)}

%** Realiza a integracdo dos produtos da soluc8o fundamental quando o primeiro
argumentc **
g** & um nd do elementc **

§** inicializacdc do vetor com valores de né do tridngulc prescritos **
NTR = zeros(l,8);

NTR = {2, 2, 2, 3, 2, 3, 2, 31:

NTRI = NTR(ND);
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g** inicializacgio **

Al = zeros(i,24,realpow(IGRUS,2)};
A7 = zeros(l,24,realpow{IGAUS,2}));
A3 =

BT = zeros(l,24,realpow(IGRUS,Z
B2 zercsi{l, 24, realpow(IGAUS, 2
B3 = zeros {1, 24, realpow(IGAUS, 2

r

i

Vi
]
zeros (1,24, realpow{IGAUS,2});
)}
1)
1)

$+* integracgio numérica dos produtos da selucdoc fundamental **
for KK = L1:NTRI

{UN,JACO,DE,TRIG,TRIH] = TRIANG(L,ND,KK,IGAES,CORD,DG,DH,SF,SDG,SDH,SSF,
TRIG, TRIH) ;

[UT,TT] = KERNEL (NI, L,1,NU,E,MAXL, CORD, %, Y, %,UN,DE, SF) ;

CGMM = CG' * CG;

bleco = [1:1:IGAUS];

for i = 1L:IGAUS

CEM(l,1,bloco) = CGMMI(4L,:};
bloco = bloco + IGAUS:
end;
FACT(1,1,L) = JACC{1,1,L) .* CeM(L, 1, L) ;
MCDE = 1:
for IC = 1:8
SFACT{1,1,L) = DE(3,IC,L) .* FACT(Ll,1,L);

NODE = NOEL{M,IC};
if NI ~= NODE

g** integral do produto de TT e funcdes de forma **

A1{1,MODE,L} = Al{1,MODE,L} + Tr{l,1,L) .* SFACT(1,1,L};
A1{1,MODE+1,L} = AL1(1,MODE+1,L} + TT{1,2,L) .* SFACT{(1,1,L);
A1{1,MODE+Z,L) Al(1,MODE+2,1) + TT(1,3,L) .* SFACT(l,1,L};
A2 {1,MODE, L} = {1,MODE,L} + TT(2,%1,L} .* SFACT(1,1,L};
AZ{1,MODE+1, L} A2 (1,MODE+1,L) + TT{2,2,L}) .* SFACT(L,1,L);
A2{1,MODE+2,L} = A2(1,MODE+2,L) + TT{2,3,L) .* SFACT(1,1,L});
A3(1,MODE,L) = A3(1,MODE,L) + TT{3,1,L) .* SFACT(1,1,L};
A3{1,MODE+L,L} = A3(1,MCDE+1,L} + TT(3,2,L) .* SFACT(1,1,L};
A3({1,MODE+2,L) A3(1,MODE+2,L}) + TT{(3,3,L} .* SFACT(1,1,L);

It % il

[H

end;

2** integral do produto de UT e funcbes de forma **
B1{1,MCDE,L} = B1{1,MODE,L) + Ur(l,1,L} .* SFACT{1,1,L):
B1({1,MODE+1,L) = B1{1,MODE+1,L) + UT({1,2,L) .* SFACT{1,%,L};
Bl(1,MODE+2,L) = Bl{1,MODE+2,L) + UT{1,3,L1) .~ SFACT{1,1,L);
B2{1,MODE,L) = B2{1,MODE,L; + uUT{2,1,L) .* SFACT(1,1,L}:
B2 (1,MODE+1,L) = B2(1,MODE+1,L) + UT{2,2,L) .* SFRCT (1,1,L)+
B2 (1,MODE+Z,L}) = B2{L1,MODE+Z,L) + uri{z,3,L) .* SFACT{1,i,L);
B3 (1,MODE,L) = B3{i1,MODE,L) + UT(3,%,L) LFOSEACT(L,1,L):
B3{1,MODF+1,1}) = B3(1l,MODE+Ll,L) + uyr(3,2,L) .* SFACT{l,1,L);
B3 (1,MODE+2Z,L) B3(1,MODE+2,L) + UT(3,3,L) .* SFACT(1,1,L);
MODE = MODE + 3

end;
end;

4%+ realizacdo da somatéria sobre os pontos de Gauss *¥
Al = sum{Al,3);
A2 = sum(AZ, 3}
A3 = sumi{A3, 3},
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Bl = sum(B1l,3);
B2 = sum({B2,3);
B3 = sumi{B3,3);

&** limpando varidveis **
clear UN JACC CGMM CGM bloce FACT SFACT UT TT:

Listagem da funcdo FMATR.m

function [BT,AC] = FMATR(NLIBD,NEL,NBCU,NBCT,E,NOEL,NELM,MNEL,ICOND,MCOND,
JT,4t_local,TPRES,g_global)

%** Aplica as condigbes de contorno para formar a matriz e o segundo membro **
$** inicializacgdc de varidvel local

BT = zeros (NLIBD,1}:;
AO = zerocs (NLIBD,Z24*NEL);

#** condigdes de contorne de tragfo prescritas **

%% contribui¢dc ao segundo membro correspondente acs nés **
%** sobre os guais age a tensdo uniforme **

if NBCT ~= 0
TRC = TPRES{1:NBCT) / E;
NODE = 24 * (NELM{1:NBCT} - 1) + 3 * {3t_lecal (1:NBCT) - 1} + ICOND(1:NBCT):

BT = g glcbal(:,NCDE) * TRC';

%** condigbes de contorno de deslocamento prescritas **
% nos_desl = NOEL{MNEL,:};

bloco = [1:1:81;

nos _desl = bloce;

for idx = 1:NBCU
elem({bloco} = MNEL{idx):;
nos{bloce) = nos_desl;
mcond {bloco)} = MCOND (idx);
bloce = bloco + B&;

end;

NODE = 24 * (elem - 1} + 3 * (nos — 1) + mcend:

RO(:,NODE) = -g_glckal{:,NODE);

else

%** condigbes de contorne de deslocamento prescritas **
bloco = [1:1:8];
ncs _desl = bloco;
for idx = 1:NBCU

elem(bloce) = MNEL{idx);
nes (bloce) = nos_desl;
mcond (bloco) = MCOND{(idx);
bloco = bloco + 8
end;
NCODE = 24 * (elem -~ 1) + 3 * fnos - 1) + mcond;
AD{:,NCDE} = —g global{:, NODE);
end;

Listagem da fungdo TENSNODAL.m
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function [SigNodal] = TensNodal{Tracac,Desloc,NEL,NNP,NOEL,¥,Y,2,5E,NU)

g** fun¢do TensNodal calcula resposta secunddriaz de tensfo nodal através de
tensores **

%** inicializacdc de varidveis utilizadas em fungdes posteriores **
DG = §;

DH = 0;
3F = 0;
3G = 0y
3DH = G;
SSF = 0;

Sighodal = zeros (NNP,10};

$** inicializac¢dc de vetores com valores prescritos de G e H **
GNODE = [-1, 0, 1, 1, 1, 0,-1,~1];
HNODE = [-1,-1,-1, &, 1, 1, 1, 0];:

for elem 1:NEL
[CORDI COORD (elem,NOBL, X, Y, 2} ;
for no = 1:8
%** vetor normal unitério num nd do elemento **
G = GNODE(no);
H = HNODE (no):
[DE] = SHAPB{0,0,l,G,H,l,DG,DH,SF);
[UN] = JACCBI{1,1,DE,DG,DH,CORD) ;
g** yetor tangente ac contorno num né de elemento **

i

tal(l,1) = sum{(BE{l,:} * CORD(:,1}};

tal(i,2) = sum{DE{i,:} * CORD{:,2}}:

tal(i,3) = sum(DE{l,:} * CORD{:,3}):;

tal = tal /[ realsqrt(realpow(t (3,1 ,2 + realpow({tal(l,2},2} +

realpow(tal{l, 3},2}));
g** vetor perpendicular a UN e tal **
b = cress{UN,tal};
%** matriz de transformacdc de vetores de XYZ para Zi **

1i4(1,:) = tal;
1ij(2,:) = b;
1i9(3,:) = UN;

%** transformacdc das coordenadas e deslocamentos nodais de XYZ para Zi **
for ic = 1:8

CORDZ {ic,:) = permute{lij * permute{CORD{ic,:),[2 1 31),[2 1 31);
DeslocZ{ic,:) = permute{lij * permute (Desloc(NOEL({elem,ic),:},[2 1 3]),[2
L 31);:
end;
$** transformacgdo das tragdes nodais de XYZ para Zi **
TracaoZ{l,:] = permute(lij * permute(Tracac{(8%{elem-1)+4no},:),[2 1 31},i2
1 31);
%** matriz jacobiang **
J = [{(DE(1l,:) * CORDZ(:,1)), (DE(l,:) * CORDZ{ Yy
{(DE(2,:) * CORDZ(:,1)),(DE(2,:) * CORDZ{ ))]
$** derivada do deslocamento em ccordenadas locals em relacio a G **
dvda{l,1} = DE(l ) * DeslocZ(:,1):
dvda{l,2} = DE{1l,:) * DeslocZ(:,2};
dvda{2,1) = DE(2,:) * DeslocZ{:,1);
dvda{2,2) = DE(Z ) * DeslocZ(:,2);

g * derivada do deslocamento em coordenadas locais em relacio a z **
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dyvdz = inv{J) * dvda;

g** cilculo das tensdes em coordenadas locais *+*
mi=E/ (2 * (1 + NU);
lambda = NU * E / (1 + NU) * (3 - 2 * NU));

{
s{1,1) = i / {2*mi+lambda) * (4*mi* (mi+lanbda) *dvdz (1, 1)
2*mi*lambda*dvdz {2,2) + lambda*TracaocZi{l,3});
s{2,2) = 1 / (Z2*mi+lambda) * (4*mi* (mi+lambda) *dvdz (2, 2}
}

2*mi*lanmbda*dvdz (1,1) + lambda*TracaoZ({l,3}

-
r

s{1,2) = mi * {dvdz(1,2} + dvdz{2,1)};
s(3,1) = TracaoZ!(l,1);
s(3,2) = TracaoZi{l,2);
s({3,3) = TracaoZ{l,3);
s(2,1) = s(1,2);
s{1,3) = s(3,1};
5(213) - 5(3,2);
gig = 1ij" * s * 1ij;
SigNodal {(NOEL(elem,no),1:3) = SigNedal (NOEL(elem,no},1:3) + sig(l,:);
SigNodal (NOEL(elem,no),4:6) = SigNodal (NOEL{elem,no),4:6) + sigi{2,:);
SigNodal {NOEL{elem,no)},7:9) = SigNodal (NOEL{elem,no),7:9) + sig{3,:};
SigNodal (NOEL(elem,no},10) = SigNodal (NOEL({elem,no),10) + 1;
end;

%** tranformagac do tensor de tensdes do sistema Z para XYZ *+*
end;
for i = 1:NNP
SigNodal (i,1:8) = SigNedal(i,1:9) / SigNodal (i, 10};
and;

Listagem da funco SOLIDPOS.m

function solidpos(problema,Caminho?roblema,quantity,dir,gixo,elev,fatox)
Pungl@o para visualizacio sdlida de posprocessamento

%

%

% sintaxe: sclidpos{'arquive de resultados', 'caminho do arguive de dados’,
-3 gquantity,dir,giro,elev, fator)
%
5
%

Desenvelvida por Pedro ¥Yoshito Noritomi
Revigdc: 20/12/19%9

fidin = fopeni{strcat{CaminhoProblema, "Props.txt'));
fseek(fidin,-1,'ecf’);
fim arqg = ftell(fidin) + 1;
frewind{£fidin) ;
while ftell{fidin) < fim arg
MAXL, = stanum(fgets(fEdin});
E = str2num{fgets (fidin));
NU = strZnum(fgets (fidin)};
IGAUS = strZnum{fgets (fidin});
end;

%** Entrada de coordenadas dos pontos nodais **

3** L& ¢ arquivo CoordNos.txt e cria a matriz CoordNos {NNP,3) *=*
fidinl = fopen(strcat(CaminhcProblema, 'CoordNos.txt'));

nn = 1;

fseek{fidinl,~1, 'ecf’};

fim argl = ftell (fidinl} + 1;

frewind (£idinl);

143



while ftell(fidinl) < fim arql
CoordNosl = str2num{fgets (fidinl)):

coordNos {nn, 1) = CoordNosl;
nn = nn + 1
end;
NNP = size{CoordNos,1}: $quantidade de nés do problema

g** fator de multiplicacdo para fins de visualizagio da geometria deformada **
sfater = 3; definido pox parametro de entrada da funcdo

gx+ leitura do arguive de resultados **
load(stxcat{CaminhoProblema,problema});

coordNos = CooxdNes + Desloc * fatorn:

for ii = 1:NNP

¥{ii) = CoordNos (ii, 1)
¥ (ii) = CoordNeos{ii,2};
Ziidi) = CoordNos{ii,3};

end;

g%+ Entrada da matriz de conectividade nodal dos elementos **
fidinz = fopen(strcat(Caminhonoblema,’NOEL.txt’});
nn = 1;
£ssek (fidinZ, -1, 'eof’);
fim arg?2 = frell (fidin2) + 17
frewind (£idinZ);
while ftell(fidin2) < fim argZ
NOELL = strZnum({fgets (£fidin2} )
NOEL(nn,:) = NOELIL:
nn = nn + 1;
end;
NEL = size(NOEL,1): $quantidade de elementos da malha

figure

g+* inicializaclc de variféveis **
r = 10 * MAXL;

gire = gire * pi / 180;
elev = elev * pi / 180;

®_obs = I * gin{giro};
y obs = ~r ¥ cos (giro};
z_obs r * sin(elev);

f

g+* determinacéo da sequéncia de preenchimento dos elementos **
for i = 1:NEL
zp_elem = 0;
yp_elem = 0;
zp_elem = 0}
for n = 1:8
xpﬂelem = xp_elem + X{NOEL{i,n)!;
yp_elem yp_elem + Y{NOEL{i,n));
zp elem = zp_elem + ZANCEL{i,n)};
end;
x_elem = xp_elem / 8;
y _elem = yp_elem / 8;

it

it
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z_elem = zp_elem / 8;

pos_elem{i) = sqgrt{(x_elem -~ x obs)"2 + (y_ elem - y obs)*2 + (z elem -
z obs)"2); B -
end;
[dist,seq_elem] = sort(pos_slem);

for 3 = 1:NEL
e = sed _elem(NEL-j+1);
for n = 1:8

x £ill(n) = X(NOEL(e,n));
y_£fill(n}) = Y(NOEL(e,n)):
z_fillin) = Z(NOEL{e,n});
cor(n) = quantity(NOEL(e,n),dir);
end;
£il13(x_fill,y fill,z fill,cor);
hold on;
end;
grid;
¥xmin = min(X} - 0.05 * MAXL:
xmax = max(X) + 0.05 * MAXL:
vmin = min (Y} - 0.05 * MAXL;
ymax = max(Y¥) + 0.05 * MAXL;
zmin = min(2) - 0.05 * MAXL;
zmax = max(Z) + 0.05 * MAXI;

axis {[{xmin xzmax ymin ymax zmin zmax]);
axis egual;

view({x_obs y obs z_obsl}:
colorbar{'horizontal’);

hold off;

drawnow;

fcleose{tall');

UNICAMP
3IBLIOTECA CENTRAI
SECAO CIRCULANTH

145



