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Resumo

SOUTO, Carlos d’Andrade, Estudo do C omportamento Dindmico de Mdquinas Rotativas através
da Andlise Modal Complexa, Campinas, Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade
Estadual de Campinas, 2000, 127p. Disserta¢io de Mestrado.

A aplicagdo dos conceitos da anilise modal em méquinas rotativas apresenta grandes
dificuldades de ordem prética devido s caracteristicas dinimicas, construtivas e operacionais
especificas deste tipo de sistema. A formulaggio tradicional de analise modal, normalmente aplicada
a estruturas estacionarias, nio leva em conta uma importante caracteristica das maquinas rotativas
que € a existéncia de modos de precessdo direta e retrograda. Este trabalho analisa as
particularidades da analise modal de maquinas rotativas e apresenta a formulagdo da analise modal
complexa. Esta ferramenta de modelagem e anslise de estruturas girantes baseia-se na utilizagio
das coordenadas complexas para descrever o comportamento dinidmico do rotor. Através da
decomposicdo de cada modo do sistema em dois sub-modos, um direto e um retrogrado,
consegue-se identificar, com clareza, a forma da Orbita e a diregdo com que cada estacfo do rotor
descreve o seu movimento de precessio em tomo da linha que une os mancais (posi¢go nio
deformada do eixo). Outra importante ferramenta tratada neste trabalho é a Fungdo de Resposta
em Freqléncia direcional (dFRF). Estas funcdes relacionam as componentes diretas o retrogradas
dos sinais de excxtag:iio e ”ré.sposta € permitem separar os modos de precessdo diretas e retrogradas
em diferentes dFRFs. Desenvolvem-se as expressdes dos estimadores das dFRFs para o caso de
excitagdes unidirecional, bidirecional estacionéria e bidirecional rotativa, Os  conceitos
apresentados durante o trabalho s3o aplicados para rotores rigidos e flexiveis, apoiados sobre
mancais isotropicos e anisotrépicos. Um programa de elementos finitos, baseado na formulagiio

complexa, foi desenvolvido para analisar rotores flexiveis.

Palavras Chave

— Rotores - Dinfimica, Analise modal.
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Abstract

SOUTO, Carlos d’Andrade, Dynamic Behavior of Rotating Machinery by Complex Modal
Analysis, Campinas, Faculdade de Engenharia Mecéinica, Universidade Estadual de
Campinas, 2000, 127p. Dissertagio de Mestrado.

The application of modal analysis procedures on rotating machinery is not an easy task due
to the specific dynamic behavior and operational conditions of these systems. The regular
formulation of modal analysis ignores an important characteristic of rotating systems: the presence
of the forward an backward modes. This work deals with the special features of modal analysis of
rotating systems and presents the formulation of complex modal analysis. This powerful tool for
modeling gyroscopic structures is based on the application of the complex coordinates to describe
the dynamic behavior of rotors. The directivity of modes is taken into account by splitting each
mode into two sub-modes, one forward and one backward. This procedure allows to easily
identify the orbit shape and directivity that each station of the rotor describes during its whirl
motion about the line connecting the bearings. Another important tool presented in this work is
‘the’ directional Frequency Response Functions (dFRF). These functions relate the forward and
backward components of the excitations and responses and allow the separation of the whirl
modes in different dFRF. It is developed the dFRF estimations for systems excited by
unidirectional, stationary bidirectional and rotating bidirectional excitations. All these concepts are
applied on rigid and flexible rotors, supported by isotropic and anisotropic bearings. A finite

element code, based on the complex formulation, was developed to analyze the flexible rotors.

Key Words

— Rotordynamics, Modal Analysis.
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Capitulo 1

Introducio

Maquinas rotativas sdo sistemas mecanicos que possuem inumeras aplicagdes, seja como
componente principal ou como parte integrante dos mais variados tipos de equipamentos.
Motores e geradores elétricos, turbinas hidraulicas, a vapor e a gas, bombas, compressores e

ventiladores, sdo algumas das maquinas rotativas mais comuns.
O comportamento dindmico de um sistema mecinico deve ser analisado ainda na fase de
projeto para que se possa determinar se o sistema terd um desempenho adequado nas condigdes
operacionais previstas. As freqiiéncias naturais, fatores de amortecimento e modos de vibragdo
destes sistemas podem ser determinados analitica, numérica ou éxperiméhtélmenie; Modelos
numericos com maior ou menor complexidade podem ser elaborados para calcular estes
pardmetros modais (com excegdio do amortecimento, em geral). Contudo, mesmo modelos
numeéricos bastante complexos devem ser confrontados, sempre que possivel, com resultados
experimentais - obtidos por intermédio da analise modal, por exemplo. Esta comparagio entre os
resuitados numeéricos e experimentais pode ter como objetivo apenas a confirmaciio do modelo

proposto ou ainda para altera-lo por meio de técnicas de ajuste de modelos.

No caso das maquinas rotativas, € necessaria uma analise ainda mais cuidadosa pois o
movimento de rotagio do rotor influencia significativamente o comportamento dindmico do

sistema, tornando os pardmetros fisicos do modelo dependentes da rota¢iio da maquina.



Os ensaios de anilise modal de estruturas estacionarias ja sio realizados desde a década de
60 e tém evoluido constantemente. A fundamentagio matematica da anélise modal tradicional
assume, implicitamente, a ndo varidncia e simetria das matrizes dindmicas do sistema e a
obediéncia ao principio da reciprocidade de Maxwell-Betti. Estas sdo caracteristicas presentes na

grande maioria das estruturas estacionarias (ou nfio rotativas).

No entanto, maquinas rotativas geralmente ndo obedecem a estas condigdes. Dispositivos
como mancais e selos podem possuir rigidez ¢ amortecimento anisotropicos e acoplar os
movimentos do rotor nas diregSes perpendiculares ao seu eixo de rotagio. O efeito giroscopico
também acopla os movimentos de rotagdio nestas diregdes, fazendo com que o principio da

reciprocidade néo seja obedecido.

Como se sabe, o efeito giroscopico ¢ dependente da velocidade de rotagio do rotor. No
caso de mancais hidrodindmicos, os parimetros de rigidez e amortecimento também sio fungio
da rotag@o. Portanto, € 6bvio concluir que as freqiiéncias naturais ¢ os modos de vibragio de uma

maquina rotativa também apresentem esta dependéncia com a velocidade de giro do rotor,

Os modos proprios do rotor sofrem influéneia direta da rigidez dos mancais e da rigidez do
proprio eixo. Um rotor muito rigido suportado por mancais de baixa rigidez poders apresentar
modos de corpo rigido. Caso o rotor seja flexivel e os mancais possuam uma elevada rigidez
(quando comparada & rigidez do eixo), o sistema nfio apresentard modos de corpo rigido mas
apenas modos de precessio do eixo, que podem ser comparados, grosseiramente, aos modos de
vibragdo transversais de uma barra apoiada em suportes flexiveis. A rigidez do eixo e dos
mancais deve, portanto, ser levada em conta na escolha do modelo numérico para anilise do
sistema rotativo, ou seja, utilizar um modelo de rotor rigido ou flexivel. Em alguns casos, as

caracteristicas fisicas do rotor também podem tornar o efeito giroscopico desprezivel.

Nos modos de precessido, os centros geométricos de cada seccio transversal do rotor
descrevem Orbitas elipticas em tomno da linha que une os mancais. O rotor apresenta entdo um
movimento de rotagdo que € a composigdo de duas respostas superpostas: a rotagio do rotor em
torno de si proprio (rotagdo propria ou spin) e 0 movimento de rotagio do eixo defletido em torno
da sua configuragio ndo defletida (precessdo ou whirl). A orbita pode ser descrita na mesma
direcdo do movimento de rotagio propria, constituindo um modo de precessio direta, ou Jorward,

ou pode ter diregdo oposta, caracteristica de um modo de precessio retrograda, ou backward. Os
2



modos de precessdo direta e retrograda podem possuir fregiiéncias muito préximas entre si ou
bastante distantes, dependendo das caracteristicas do rotor e da velocidade de rotagio da

maquina.

A formulagdo matematica da analise modal tradicional foi adaptada na década de 80 para
comportar as peculiaridades dindmicas das maquinas rotativas, passando a considerar a nfio
simetria das matrizes do sistema (efeito giroscopico) e a variagdo das suas caracteristicas

dindmicas com a velocidade de rotagéo do eixo.

1.1 Motivacio

Apesar de ter havido um grande avango tedrico na area de analise modal de sistemas

rotativos, ainda existem muitas dificuldades de ordem pratica.

Para se determinar experimentalmente os parimetros modais de uma maquina rotativa é
necessario excitar e medir as respostas resultantes em varias estagdes do eixo, e estes
procedimentos devem ser repetidos para varias condi¢des de rotagiio. Os dispositivos de
excitagio ¢ mediciio devem interferir o minimo possivel com o movimento do eixo, sendo
particularmente interessante o uso de dispositivos de excitagdo e transdutores para medigfo da
resposta sem contato. Deve-se tomar cuidado para ndo excitar comportamentos nfo lineares ou
instdveis do sistema. Além disso, de uma maneira geral, sempre estario presentes imimeros
ruidos intrinsecos ao sistema, causados por defeitos em mancais de rolamento, desalinhamento,

desbalanco, etc..

Uma etapa muito importante na andlise de uma maquina rotativa ¢ a identificagfio dos
movimentos de precessio direta e retrograda, pois estes movimentos afetam diretamente a vida
util do rotor. Os movimentos de precessio retrégrada causam alternincia das tensdes internas do
eixo, o que pode levar a rupturas por fadiga. Embora a presenca dos modos de precessfio direta e
retrograda tenha sido amplamente investigado na literatura, a dire¢io do movimento do modo &,

geralmente, neglicenciado nas formulacdes tradicionais de analise dindmica de rotores.

Todos estes aspectos, e muitos outros que serdo ressaltados durante o trabatho, fazem da
andlise modal de maquinas rotativas um desafioc que tem chamado a aten¢io de muitos

pesquisadores nos Gltimos anos.



Uma das mais novas ferramentas para o estudo do comportamento dindmico de maquinas
rotativas € a analise modal complexa [Lee 90,91]. Este método de modelagem e anilise de
estruturas girantes € relativamente novo e apresenta intimeras vantagens sobre os procedimentos
normalmente utilizados para este fim, principalmente no que diz respeito & interpretacdo fisica
dos modos de precessdo direta e retrograda do rotor. Através da formulago da analise modal
complexa, os métodos tradicionais de extragiio de parimetros, normalmente utilizados em

estruturas estacionérias, também podem ser aplicados a sistemas rotativos.

Apesar das coordenadas complexas ja terem sido utilizadas anteriormente na andlise de
sistemas rotativos, somente no final da década de 80 e inicio dos anos 90 que Chong-Won Lee
[Lee 90,91] desenvolveu, matematicamente, a analise modal complexa. Esta técnica utiliza
coordenadas complexas para descrever a diregdio dos modos de precessdo, considerando cada
modo como uma combinagio de um sub-modo direto e outro retrogrado. A diregdo de precessiio
do modo resultante ¢ definida pela “amplitude relativa” de cada um dos sub-modos. Consegue-se,
desta forma, uma melhor compreensfio fisica do comportamento dindmico de um sistema
rotativo. Os modos predominantemente diretos e retrégrados sio separados em diferentes funcgdes
de resposta em freqii€ncia, as Fungbes de Resposta em Freqiiéncia direcionais, o que evita a
superposicdo dos modos de precessdo proximos e melhora o desempenho dos algoritmos de

identificagio de pardmetros.

Ohbjetivo

Assim, o objetivo deste trabalho ¢ apresentar uma visdo geral dos procedimentos utilizados
para analise modal de maquinas rotativas; discutir as dificuldades experimentais destas técnicas e,

principalmente, implementar ¢ analisar o potencial e as limitagées da analise modal complexa no

estudo de sistemas girantes.

Descricdo do Trabalhe

Apesar de se desenvolver, com rigor, toda a formulagio matematica dos procedimentos

apresentados, este trabalho tem como enfoque principal o estudo fenomenolégico do



comportamento dindmico das maquinas rotativas horizontais. Desta forma, para poder ressaltar
estes aspectos fisicos e ainda possibilitar a verificagio do potencial dos métodos de anélise modal
apresentados, estudar-se-4 apenas sistemas rotativos simples (com poucos graus de liberdade),

mas que apresentem os fendmenos mais importantes das maquinas rotativas.

A seguir, faz-se uma breve descri¢iio do conteido de cada um dos capitulos que compdem
este trabalho:

e O Capitulo 2 apresenta uma revisdo bibliografica mostrando as propostas de diversos
autores para a realizagdo de ensaios de analise modal em maquinas rotativas. Sdo

comparados os aspectos basicos da analise modal em sistemas estacionarios e girantes.

* No Capitulo 3 apresenta-se uma breve revisfo sobre os fundamentos basicos da dindmica
de rotores por meio de um sistema rotativo bastante simples: o rotor de Jeffcott modelado
com dois graus de Liberdade. Comparam-se as caracteristicas das coordenadas reais e

complexas na modelagem de sistemas rotativos simples,

e O Capitulo 4 apresenta as formulagBes das analises modal tradicional (para sistemas
estacionarios e girantes) e complexa. Aborda-se o uso das coordenadas complexas, os
relagdo com as Fungdes de Resposta em Freqiiéncia tradicionais. E analisado um rotor

rigido apoiado em mancais iso € anisotrdpicos.

Resposta em Freqiiéncia direcionais.

e O Capitulo 6 inclui os resultados das simulacdes. E analisado um rotor flexivel pelo
método dos elementos finitos através da analise modal complexa. Os métodos de
estimacdo de Fungdes de Resposta em Freqiéncia direcionais sfo simulados e

comparados.

e Capitulo 7 contém as conclusdes obtidas durante o desenvolvimento deste trabalho e

alguns comentarios sobre possiveis futuros desenvolvimentos nesta area.



Capitulo 2

Revisio Bibliogrifica

Neste capitulo, sio comentados diversos trabalhos sobre analise modal em maquinas
rotativas. As diferencas entre estruturas estacionérias e méaquinas rotativas, suas implicagtes na
andlise modal ¢ a extensdo da formulagio matematica da analise modal para maquinas rotativas

540 analisadas.

As peculiaridades dos ensaios de analise modal em méquinas rotativas sdo analisadas de

acordo com trabathos disponiveis na literatura.

2.1 Introducio

Os métodos classicos de analise modal tém sido amplamente utilizados na identificagdo de
pardmetros modais de diversos tipos de sistemas [Ewins 84]. Estas técnicas, em geral, fornecem
resultados muito bons e confiaveis quando sio aplicadas a estruturas estacionarias mas
apresentam muitos problemas quando usadas para determinar as caracteristicas vibratérias de

maquinas rotativas [Ewins 98].

A aplicaglio de técnicas de analise modal em estruturas girantes tem atraido a atengiio de
muitos pesquisadores nos Gltimos anos. Contudo, este tipo de sistema possui caracteristicas

especificas que tém dificultado muito a implementagdo pratica dos procedimentos propostos.

Como se sabe, componentes como mancais hidrodinimicos e selos mecénicos, além do
proprio efeito giroscopico, causam a ndo simetria das matrizes da equacdo de movimento de

sistemas rotativos, o que resulta em um problema de autovalor ndo auto-adjunto. Nordmann foi
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um dos primeiros pesquisadores a estudar sistemas rotativos nio auto-adjuntos [Nordmann 82].

Esta caracteristica das estruturas rotativas tem varias implicagdes tedricas e praticas.

Nas segOes seguintes, apresentam-se as grandes dificuldades tedricas e experimentais na
realizagfo da analise modal em maquinas rotativas e descreve-se como tem sido a evolugio das
técnicas de ensaios modais destes tipos de sistemas. Esta revisio destaca alguns aspectos
principais do tema, que sdo: qual € o nimero de medigBes necessaria para se conseguir extrair
todos os parimetros modais do sistema, quais sio as vantagens e desvantagens das diversas
técnicas de excitagdo e medigfo e como tratar os dados, contaminados pelos ruidos harmdnicos

inerentes ao sistema, obtidos do ensaio de analise modal com a maquina em operagéo.

2.2 Dificuldades da Andlise Modal de Sistemas Rotativos

Como ja foi comentado anteriormente, as caracteristicas dindmicas das maquinas rotativas
tornam dificil a utilizaglio direta das técnicas de analise modal tradicionais, ja bastante
desenvolvidas para sistemas estacionarios (ndo girantes), na identificagio dos parimetros modais
de rotores. Apresenta-se, a seguir, uma relacdo das maiores dificuldades encontradas ao se
realizar a analise modal de uma maquina ou componente rotativo (a maijor parte delas serio

discutidas com mais detalhes nas segSes ou nos capitulos seguintes):

* em geral, no momento que uma maquina rotativa entra em operacio, passa a atuar sobre ¢
sistema a chamada acelerag@o de Coriolis, originada devido ao movimento de rotacdo do
rotor em torno de outro eixo que ndo o de rotagfo propria. Estas aceleragtes ddio origem as
forgas giroscopicas que tém duas caracteristicas principais: a primeira é que elas so
dependentes da velocidade de rotagio da méquina. Isto faz com que a equagio de
movimento do sistema também seja fungio da velocidade de rotagio. Conseqiientemennte,
os pardmetros modais — freqiiéncias naturais, fatores de amortecimento e formas modais ~
também variam com a rotagio. Assim, para se poder caracterizar o comportamento
dindmico da méaquina dentro da faixa de operacdio da mesma, é preciso realizar varios
ensaios de andlise modal, em varias rotages diferentes. Isto representa um aumento
significativo de trabalho quando comparado ao procedimento utilizado para obtengio dos

parametros modais de estruturas estacionarias.



* a segunda das caracteristicas das forcas giroscopicas é que elas podem ser modeladas e
introduzidas na equagdo de movimento como matrizes anti-simétricas proporcionais a
velocidade. Matematicamente, isto implica que o problema de autovalor passa a ser ndo
auto-adjunto tornando-se necessarios dois conjuntos de autovetores para se descrever o
comportamento vibratério do sistema. Estes autovetores estio diretamente relacionados
com os modos de precessdo direta e retrograda observados em um rotor. A implicagio
pratica deste fendmeno € que, para se conseguir identificar experimentalmente estes
modos, é necessario medir uma linha e uma coluna da matriz de Fungdo de Resposta em
Freqiiéncia do sistema, ou seja, é preciso movimentar o excitador ao longo de toda a
méquina. Na maioria das vezes, este é um procedimento impossivel de ser realizado em

uma maquina real.

* o procedimento de analise modal pressupde a aplicagio de uma forga conhecida e medicdo
da resposta do sistema resultante desta excitagdo. Devido & rotagiio do rotor, torna-se
bastante critico o processo de aplicagiio da forca conhecida. Isto ocorre porque, em geral,
tem-se um equipamento excitador, que est4 parado, aplicando a excitagdo em um sistema
girante. Considere, por exemplo, a utilizagio de um excitador eletrodinimico ou um
martelo para excitar a estrutura. No primeiro caso, é necessario utilizar um rolamento ou
uma bucha para fazer a conexio entre o shaker e o eixo. Esta montagem pode alterar
significativamente o comportamento dindmico do sistema rotativo original. A aplicagio da
excitagdo externa com um martelo, por outro lado, induz uma consideravel componente de ..
forca tangencial (devido ao atrito), nio medida pelo transdutor de forca, que pode
comprometer totalmente os resultados da analise modal. Uma opgdo interessante para
resolver este problema sdo os excitadores eletromagnéticos, ou mancais magnéticos ativos
que tem como vantagens o fato de ndo requerer contato fisico com a estrutura, permitindo

uma medida precisa da forca aplicada e possibilitando aplicar a excitacéio bidirecional;

* a medi¢io da vibragdo resultante da maquina quando da aplicagdo da forca externa
conhecida € outra questdo a ser considerada. As trés possibilidades mais comuns sdo: os
acelerdmetros, que possuem o inconveniente de nio poderem ser fixados diretamente sobre
O €IX0 em rotagéo; os transdutores de deslocamento, que apresentam a vantagem de n3o
alterarem as caracteristicas da estrutura uma vez que ndo necessitam de contato fisico com
a mesma mas tem como desvantagem o fato de medirem o deslocamento relativo entre a
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superficie de interesse e a sua base; e os velocimetros doppler, que apresentam-se como a

opclo mais promissora;

uma grande dificuldade da analise modal de maquinas rotativas € que, em geral, os sinais
de resposta medidos ndo sio resultado apenas da aplicagiio da forca externa conhecida mas
também das forgas internas presentes no sistema. Devido a presenga de desbalanceamento,
desalinhamento, mancais de rolamento defeituosos ou mancais hidrodindmicos, muitas
componentes harmOnicas e sub-harmdnicas sfo geradas internamente na maquina rotativa,
contaminando os sinais de resposta. Esta caracteristica faz com que o processamento de
sinais provenientes de ensaios em maquinas rotativas necessite de um tratamento mais

elaborado do que aqueles obtidos em testes com estruturas estacionarias.

muitas maquinas rotativas apresentam simetria radial, o que resulta em freqiiéncias
naturais repetidas ou muito proximas. Esta alta densidade modal dificulta bastante a
aplicacdo dos métodos de extragdo de parimetros da analise modal classica. Nestes casos,
pode ser necessario utilizar miltiplas excitagbes simultdneas para se poder separar estes

modos.

maquinas rotativas podem ter comportamentos lineares apenas em faixas limitadas de
deflexdes e de velocidades uma vez que dispositivos como selos e mancais hidrodindmicos

sdo grandes geradores de ndo - inearidades [Bently 86];

a identificagio dos movimentos de precessdo direta e retrograda ¢ uma etapa muito

importante na analise de uma méquina rotativa pois estes movimentos afetam diretamente
a vida util do rotor. Embora a presenca dos modos de precess3o direta e retrograda tenha
sido amplamente investigado na literatura, a diregio do movimento do modo €, geralmente,

neglicenciado nas formulagBes tradicionais de analise dindmica de rotores.



2.3 Reviséo da Literatura

2.3.1 Numero de Medi¢oes Necessarias

As vibragbes do eixo de uma maquina rotativa sio influenciadas diretamente pela
velocidade de rotagiio. Com a rotagdo o efeito giroscopico acopla os deslocamentos nas direges
perpendiculares ao eixo de rotagdio, fazendo com que cada modo de flexio em repouso seja
substituido por um modo no qual o eixo sofre flexio e ao mesmo tempo gira em tomo da sua
posigdo ndo deformada. Nestes modos os deslocamentos de cada estagdo nas direcSes horizontal
e vertical compoem orbitas elipticas, conforme mostrado por Azevedo ¢ Weber, [Azevedo 92]
configurando movimentos de precessio. Os modos de precessio podem ter a mesma diregio da
rotagdo do eixo (diretos ou “forward™) ou a diregio oposta (retrogrados ou “backward™).

Para considerar o efeito giroscopico nas equacdes de movimento discretizadas que
descrevem um rotor deve-se incluir a matriz giroscopica, que € anti-simétrica. Desta forma, ao
contrario do que ocorre com estruturas estacionarias, as matrizes dinimicas ndo sio todas

simétricas.

A formulacio matemética de anilise modal de estruturas estacionarias leva em conta a
simetria das matrizes das equagdes de movimento discretizadas (e conseqiientemente da matriz
das fungGes de resposta em freqiiéncia) no calculo das respostas em freqliéncia pela superposicio
modal. Apenas os autovetores & direita precisam ser calculados, pois o problema de auto valor
'erigi'riado da analise do caso de wbrag;ées livres € auto-adjunto e conjunto de autovetores &

esquerda € igual ao conjunto de autovetores 3 direita,

No caso das méquinas rotativas, a nio simetria das matrizes das equagdes de movimento
torna necessario obter os autovetores a esquerda e i direita para calcular as respostas em
freqiiéncia por superposigdo modal, uma vez que o problema de auto valor correspondente € nio
auto adjunto e logo 0s autovetores 4 direita e 3 esquerda s3o diferentes. A matriz das fungdes de

resposta em freqliéncia também nio ¢ mais simétrica.

Considerando-se a presenca do efeito giroscopico e um amortecimento genérico, as
equagdes de movimento discretizadas para vibrages livres levam a um sistema de N equagles
diferenciais de segunda ordem, onde N é o niimero de graus de liberdade do modelo. O problema

de autovalor correspondente também é de segunda ordem. Um sistema equivalente com 2N
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equagdes diferenciais de primeira ordem pode ser montado utilizando-se matrizes de estado. Os
problemas de autovalores a serem resolvidos (4 direita e & esquerda) passam a ser entfio de

primeira ordem, para o qual muitos algoritmos ja foram desenvolvidos.

Para se identificar os autovalores e autovetores 4 direita, basta identificar uma coluna da
matriz das fungBes de resposta em freqiiéncia. Em estruturas que obedecam ao principio da
reciprocidade a matriz das fungdes de resposta em freqiéncia é simétrica e os autovetores
direita e a esquerda sdo iguais. Logo, pode-se identificar uma linha ou uma coluna da matriz das

FRF, para obter todos os parimetros modais da estrutura.

Considerando-se apenas uma excitagio e uma resposta, identificar uma coluna da matriz
das FRF significa medir as respostas da estrutura em todos os graus de liberdade (um em cada
ensaio), excitando-a sempre no mesmo grau de liberdade. Para identificar uma linha da matriz
das FRF ¢ necessario aplicar a excitagio em cada um dos graus de liberdade medindo a resposta
da estrutura em apenas um grau de liberdade. Como ¢ muito mais trabalhoso mover e posicionar
o dispositivo que aplica a excitagio do que os sensores que medem as respostas, ¢ sempre

preferivel identificar uma coluna ¢ no uma linha da matriz das FRF.

As caracteristicas dindmicas das maquinas rotativas as tornam estruturas ndo simétricas do
ponto de visto dindmico e como foi dito anteriormente, para calcular suas respostas em
freqiiéncia € necessario conhecer também os autovetores ‘a esquerda.

Para identificar experimentalmente os autovetores a esquerda ¢ necesséario medir toda uma
linha da matriz das FRF {Nordmann 82} Assnn sendo,para se identificar todos os paridmetros
modais de uma méquina rotativa deve-se medir uma linha e uma coluna da matriz das FRF. Isto
equivale a realizar 2N-1 medigBes em um sistema com N graus de liberdade. Para uma estrutura

estaciondria com o mesmo nimero de graus de liberdade seriam suficientes N medigdes.

Além da maior carga de trabalho devido ao maior nimero de medigbes necessarias, a
aplicagdo da excitaciio em varias estagdes do rotor € muitas vezes algo de dificil execugdo pela
dificuldade de acesso a alguns pontos da maquina, principalmente no caso de maquinas

operacionais.

Visando contornar este problema, Zhang et al, [Zhang 85] consideraram o caso de
estruturas cujas matrizes das equagdes de movimento discretizadas nio sdo simétricas.
Particionando a matriz de rigidez dindmica do modelo em partes simétricas e nfio simétricas o
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autor mostrou que os autovetores 4 esquerda e a direita relacionam-se por meio da parte ndo
simétrica da estrutura. Desde que certas condigdes sejam atendidas, os autovetores a esquerda
podem ser considerados como uma combinagfio linear dos autovetores 4 direita, bastando entdo
identificar apenas um conjunto de autovetores (i direita). Zhang e Lallement [Zhang 88],
estenderam estas condigGes para maquinas rotativas axi-simétricas com e sem a inclusio do efeito
giroscopico. Identificando-se experimentalmente os autovetores & direita e os autovalores e
conhecendo-se a parte no simétrica da estrutura por meio de modelagem numérica ou de ensaios

adicionais, pode-se calcular o0s autovetores 2a esquerda. Inversamente, identificando-se

experimentalmente os dois conjuntos de autovetores e os autovalores pode-se identificar a parte

ndo simétrica da estrutura.

Particionando os autovetores em seus componentes horizontais e verticais, Wang e
Kirkhope, [Wang 94], mostraram que os autovetores de um sistema rotor-mancais com
acoplamento exclusivamente giroscdpico sdo reais na diregio horizontal e puramente imaginarios
na diregdo vertical. Baseando-se nesta conclusio, Bucher et al, [Bucher 96] mostrou que os
autovetores 4 direita e & esquerda possuem componentes horizontais idénticos enquanto que os
componentes verticais sdo complexos conjugados (imaginarios puros). Bucher desenvolveu
também uma expressdo para a matriz das FRF que permite que sistemas rotativos com
acoplamento predominantemente giroscopico possam ser tratados como sistemas auto-adjuntos.
Sistemas rotativos cujo amortecimento exerca pequena influéncia no acoplamento podem ser
analisados da mesma forma considerando-se uma perturbagio nos autovetores. Desta forma,
somente os aﬁtew}éfores a direita precisam ser determinados para identificar o sistema, reduzindo

muito o trabalho experimental.

2.3.2 Técnicas de Excitagdo

A aplicagdo de forcas de excitacdo, sua medigio com precisdo e a medic¢Ho das respostas é
um outro aspecto importante dos ensaios de analise modal em maquinas rotativas. Embora seja
possivel excitar indiretamente o eixo aplicando forgas externas aos mancais, o que € medido € a
forga aplicada & carcaca do mancal e nfo a forga transmitida ao eixo. Além disso os mancais

podem ser fontes de auto-excitagdes e comportamentos instaveis.

Quando em opera¢io o rotor apresenta vibragSes transversais causadas por desbalanco,

desalinhamento dos mancais, curvatura do eixo, defeitos em mancais de rolamentos,
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comportamentos instdveis de mancais hidrodindmicos ou magnéticos, interaces fluido-estrutura,
etc. Alguns destes ou outros efeitos estarfio presentes em maior ou menor grau nos regimes de
operagdo da maquina, por mais cuidadosas que tenham sido a sua construgio e montagem. Logo

o rotor possui um nivel de vibragdo intrinsecamente ligado ao seu movimento de rotagio.

Nordmann, [Nordmann 82] utilizou a excitagio impulsiva na identificacdio de um sistema
rotativo com um rotor rigido montado em dois mancais hidrodindmicos. A forca excitadora foi

aplicada com um martelo ao qual estava fixado um transdutor de forga.

As vantagens da excitagdo impulsiva sdo a simplicidade dos dispositivos de excitagdo, a
facilidade em desloca-los de um ponto a outro do rotor, além de ndo ser necessirio nenhum
dispositivo que fique em contato permanente com o rotor. Como desvantagens podemos citar: a
baixa repetibilidade, o espalhamento da energia em uma faixa limitada de freqiiéncia, baixa razio
sinal ruido, a possibilidade de excitar comportamentos nfio lineares dos mancais pois pode ser
necessario aplicar bastante energia no impacto e o surgimento de forgas tangenciais nio medidas
(e que podem contaminar a resposta) devido ao contato do martelo com o eixo em rotagio no

mstante do impacto.

Rogers ¢ Ewins, [Rogers 89] utilizaram um excitador eletromagnético conectado a um
dispositivo deslizante sobre o eixo (bucha ou mancal de rolamento) para aplicar a excitagio em
virias estagdes. E necessirio que a bucha ou mancal ndio possua freqliéncias naturais na faixa de
interesse relativa ao rotor, que ndo haja deslocamento relativo entre os dois e que o dispositivo
ndo altere significativamente as caracteristicas dinidmicas do rotor. Segundo o autor a bucha
revelou-se superior ao mancal de rolamento pois este ultimo introduz ruidos harménicos
caracteristicos do mancal na FRF enquanto que a bucha permitiu obter FRF com muito menos
ruido. O uso deste tipo de dispositivo permite controlar methor o sinal de excitagdo por meio do
excitador eletromagnético. Podem ser utilizadas excita¢bes do tipo aleatéria ou varredura
senoidal {ou ainda tipos de excitagles que requerem sistemas especiais de controle e geragio do
sinal, como “stepped-sine”, pseudo aleatdria, etc). A dificuldade em deslocar a bucha ao longo do
eixo (principalmente em maquinas operacionais) ¢ a alteracfio das caracteristicas din&micas do
rotor s3o as desvantagens. A medicgio da forga de excitaciio é realizada por um transdutor de

forga posicionado entre a barra conectada ao “shaker”e a parte externa da bucha.



Posteriormente Bucher, Ewins e Robb [Bucher 96], utilizaram um mancal de rolamento
deslizante ao longo do eixo para aplicar a excitagdo “stepped-sine” a um sistema rotativo. Foram
conectados dois “shakers” posicionados nas diregdes horizontal e vertical & caixa que continha o
rolamento, permitindo aplicar sinais senoidais de varredura “stepped-sine” simultaneamente nas
duas dire¢Ges perpendiculares ao eixo. Comparando as fungBes de resposta em frequéncia
estimadas com um e com dois excitadores eletromagnéticos, os autores concluiram que uma

estimacio mais precisa das FRF é obtido com o uso de duas excitagdes.

A varredura “stepped-sine” permite uma elevada razio sinal/ ruido, concentra toda a energia
em uma freqiiéncia de cada vez e evita excitar comportamentos ndo lineares do sistema o que
pode ocorrer especialmente em excitagdes impulsivas. Como desvantagem, o ensaio sera
demasiadamente demorado devido & necessidade de varrer uma ampla faixa de freqiiéncias com a

medic&o da resposta do sistema ap6s um tempo minimo de estabilizagdio.

Bently e Muszynska, [Bently 86] desenvolveram um novo tipo de excitagio harménica
assincrona proporcionada por dispositivos especiais (discos com desbalango controlado
conectados a motores elétricos por meio de polias) para identificar diretamente os termos da
matriz de rigidez dindmica de um sistema rotativo. O disco é conectado por um mancal de
rolamento & estagdo do eixo que se deseja excitar. Controlando-se a sua velocidade de rotagio ¢
possivel varrer uma ampla faixa de freqiiéncias. A estagio do rotor é excitada simultaneamente
nas diregdes vertical e horizontal, configurando uma excitagio bidirecional. A forca ¢ controlada
- € medida. por. meio. de trés grandezas: -a velocidade -angular do-disco- excitador, & massa-de
desbalango e a excentricidade da massa em desbalanco. Deve-se considerar ainda o fato que a
magnitude da forca de excitagio sera proporcional ao quadrado da velocidade angular do disco

excitador.

Um importante aspecto deste método de excitagio € a capacidade de excitar modos de
precessio diretos ¢ retrogrados separadamente, o que nio pode ser conseguido com os métodos
comentados anteriormente que utilizam excitagSes unidirecionais. Os modos de precessio
aparecem em pares direto e retrogrado geralmente muito proximos em freqiiéncia, o que dificulta
a identifica¢do dos parimetros modais a partir das FRF obtidas experimentalmente. A separacio

destes modos em diferentes FRF permitiria uma identificagio de parimetros muito mais precisa.
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O método também foi utilizado para identificar pardmetros ndo lineares em dispositivos
como mancais hidrodindmicos e selos em Muszynska et al, [Muszynska 93]. A suas grandes
desvantagens sdo a complexidade do dispositivo de excitagdo (que tem de ser deslocado ao longo
do eixo) de dificil utilizagio em maquinas reais e a colocagio de um disco no eixo o que altera as

caracteristicas dinimicas do rotor.

Os dispositivos de excitagio citados anteriormente mantém contato (mesmo que
momentdnec) com o eixo em rotagdo. Mancais magnéticos podem ser utilizados para controle das
vibragdes transversals e tambeém para aplicar for¢as ao eixo. Autores brasileiros utilizaram um
mancal magnético conectado a um excitador eletromagnético tanto para excitar um rotor com
eixo flexivel obtendo as respostas em freqiiéncia, como para controlar a amplitude das vibragdes
transversais [Steffen 86].

Os mancais magnéticos surgem como tendéncia mais recente em dispositivos de excitagio
pois permitem a aplicagio de forcas sem contato com o eixo e podem ser utilizados tanto para
controle de vibragdes como para excitar o sistema em ensaios de analise modal o que abre a
possibilidade de identificagbes ¢ diagnésticos “on-line”. Permitem também utilizar uma ampla
gama de tipos de excitagdio e aplica-las nas diregdes horizontal e vertical separada ou
conjuntamente. Tais dispositivos exigem contudo, uma sofisticada malha de controle.

Lee e Kim [Lee 92] utilizaram mancais magnéticos para controlar as vibragdes de um
sistema rotativo ¢ para excitar o rotor em ensaios de analise modal medindo os deslocamentos
transversais do sistema por meio de sensores de proximidade. Para medir as for¢as magnéticas
aplicadas, um dinam6metro de trés eixos foi acoplado ao eixo proximo ao mancal magnético. Os
mancais magnéticos requerem um sistema de controle da corrente nos eletroimis e de medigio da
posiciio do centro do eixo preciso pois a forca eletromagnética linearizada na posigdo de

equilibrio depende destes dois fatores sendo dada por [Lee 92]:

F@)=ki (6)+kq(r) 21

onde i, {t) é a corrente nos eletroimis;
g(t) € o espaco livre entre o eletroimi e a superficie do eixo (“air gap™);

k; constante do eletroima relativa a corrente de controle;
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kg constante do eletroimd relativa ao (“air gap”™) .

Os autores consideraram em seu trabalho o efeito da constante k, desprezivel, pois esta
tinha um valor bastante pequeno em comparagiio com %. Contudo com o aumento do nivel de
vibragdo a variagdo do vdo entre 0 magneto e a superficie do eixo pode se tornar mais
significativa. Além disso, a constante &, age como uma rigidez negativa injetando energia no
sistema podendo causar instabilidades. Estes fatores devem ser levados em conta no projeto do
mancal eletromagnético. A medigdo precisa dos deslocamentos do eixo e das forgas aplicadas sio
extremamente importantes tanto para a malha de controle quanto para a identificagio dos

pardmetros modais.

A medi¢do da forga aplicada por um mancal magnético pode ainda ser feita de trés outras
maneiras [Forch 96]:

* Medicio por sensores piezoelétricos: elementos piezoelétricos de quartzo sdo colocados
entre o estator do mancal ¢ a fundagfo para medir as forcas verticais e horizontais,
assumindo-se serem estas forgas iguais as exercidas pelo mancal no eixo. A dificuldade em
calibrar este tipo de sensores e a flexibilidade inerente 2 montagem sio problemas

intrinsecos a este método.

e Calculo da forca a partir da medicdo da corrente e do deslocamento: a equacdo (2.1) é
utilizada para calcular o valor da forga excitadora conhecendo-se o valor da corrente e do
“air-gap”. Esta equacio ¢ uma linearizagio e s6 serd uma boa aproximac#o para pequenos
doslocamentas T

*» Calculo da forga a partir da medic8o da densidade do fluxo magnético (B): a relacio entre a
forga magnética e o fluxo magnético (B) ¢ dada por [Forch 96]:

B*4 2.2)

]

F(B) =

onde B € o fluxo magnético;
A é a superficie do eletroimi;

H, € o coeficiente de permeabilidade do meio.
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A equagio (2.2) € sempre exata ao contrario de (2.1). Os autores utilizaram sensores Hall
para medir o fluxo magnético dentro do mancal e obter uma medida mais precisa da forga
aplicada pelo mancal ao ¢ixo no projeto MARS (Modal Analysis of Rotating Systems) [MARS
synthesis report 96]. Como sinal de excitagdo foi utilizada a varredura “stepped-sine”. As
excitagGes foram aplicadas simultaneamente nas diregdes horizontal e vertical (perpendiculares
a0 eixo) em duas estagdes, uma de cada vez. Duas excita¢des senoidais perpendiculares entre si e
com a adequada diferenga de fase sdo equivalentes ao tipo de excitagio proposto por Muszynska
para poder excitar ¢ identificar separadamente modos diretos e retrogrados porém sem recorrer

aos complexos dispositivos de excitagio por desbalango controlado (discos montados no eixo).

2.3.3 Medigdo da Resposta

Para a medigdo das respostas Nordmann [Nordmann 82}, Rogers e Ewins [Rogers 89],
Bently ¢ Muszynska [Bently 86] e Forch [Forch 96] utilizaram sensores de deslocamento que
apresentam a vantagem de poderem ser posicionados em varias estagdes do eixo. E necessario,
contudo, que sejam fixados em uma base livre de vibragdes {ou cujo nivel de vibragio seja muito
inferior a0 do eixo) uma vez que medem deslocamentos relativos. Este aspecto pode ser
particularmente critico em maquinas operacionais e pode ser necessario medir o deslocamento da
base onde estdo fixados os sensores {por meio de acelerdmetros por exemplo) para subtrai-lo do
deslocamento medide pelo semsor. Dois canais de um analisador de sinais teriam de. ser

disponibilizados para a medigao da resposta em uma dnica estagdo do rotor [Rogers 89].

Bucher et al [Bucher 96] utilizaram acelerémetros fixados externamente a caixa do mancal
deslizante (a0 qual estio conectados os “shakers™) para medir as respostas do eixo. Tal arranjo
tem como desvantagem Obvia o fato de que somente as respostas (nas diregdes vertical e
horizontal) no “dniving point” podem ser medidas a nfio ser que mais uma bucha seja adicionada
a0 eixo exclusivamente para portar os acelerdmetros, o que significa alterar ainda mais a estrutura
original. Outra desvantagem do uso de acelerdmetros é a pequena intensidade do sinal em baixas

freqiiéncias que pode ser critico tendo em vista o ruido operacional da maquina.

Os sensores de deslocamento podem ser posicionados em varias estagdes do eixo

simultaneamente. Tendo em conta as consideragBes acima, este tipo de sensor € mais adequado.
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A excitagdo e medigio das respostas de um disco flexivel requer dispositivos mais

complexos. Neste trabalho consideraremos apenas maquinas rotativas com discos rigidos.

Conforme j4 citado anteriormente, inlimeros fatores contribuem para a ocorréncia de auto-
excitagbes (desbalango, desalinhamento, etc.) e conseqlientemente, de vibragdes transversais em
uma maquina rotativa. A resposta de um rotor a uma excitagio aplicada incluirs necessariamente

a resposta a estas auto-excitagdes, prejudicando a estimativa das FRF.

A auto excitagdo mais importante é o desbalanco, cuja freqiiéncia € a mesma da rotagio do
eixo. Seu efeito em uma FRF aparece como um pico na freqiiéncia de rotagdo, podendo ser
acompanhado de alguns harménicos (multiplos inteiros da freqgiiéncia de rotac@o). Como o ruido
em uma FRF causado pelo desbalanco possui uma freqiiéncia fixa (supondo-se que a rotagio do

eixo € constante), podem ser adotadas algumas estratégias para eliminar este ruido, entre elas :

» Néo utilizar os dados correspondentes a freqiiéncia de rotacio do eixo na identificacdo dos
parametros modais. Pode ser dificil de ser realizado caso a freqiiéncia de rotago esteja muito

proxima da freqgiiéncia de algum modo [Rogers 89];

¢ Utilizar médias assincronas no processamento do sinal de resposta, anulando o sinal na

freqiiéncia de rotacio [Rogers 89];

Outra particularidade da analise modal em méquinas rotativas ¢ a presenca de modos de
precessdo diretos e retrogrados. Alguns autores desenvolveram formas de excitar distintamente os
modos diretos e retrogrados por meio de excitagies bidirecionais. Contude, 2 formulagio de
analise modal, mesmo estendida para considerar a nio simetria dinimica das maquinas rotativas

ndo permite distinguir estes modos.

A analise modal complexa foi desenvolvida por Lee e seus colaboradores especialmente
para maquinas rotativas. Os vetores reais dos deslocamentos nas direcdes vertical e horizontal sio
combinados em um Unico vetor complexo. Este vetor é considerado juntamente com o seu
complexo conjugado, mantendo o nimero de graus de liberdade do sistema quando descrito por
coordenadas reais. As excitagdes sdo tratadas da mesma forma. Desta forma sio utilizadas
excitagOes e respostas bidirecionais (complexas). As excitacdes e as respostas podem ser diretas e
retrogradas e s@o definidas fungGes de resposta em freqiiéncia entre as excitagBes e as respostas
complexas, as funges de resposta em freqiiéncia direcionais, que permitem separar em diferentes

FRF os modos diretos e retrogrados identificando-os claramente.
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Capitulo 3

Conceitos Basicos da Dinimica de Rotores

Resumo do Capitulo

Neste capituib aprésent'a-sé uma breve revisio sobre os fundamentos basicos da dindmica
de rotores. O objetivo € introduzir, qualitativamente, os conceitos que serdo apresentados nos
capitulos seguintes. Para isto, utiliza-se um sistema rotativo bastante simples: o rotor de Jeffcott
modelado com dois graus de liberdade. SHo analisadas as respostas livre e forcada; discuie-se o
fendmeno da auto centragem; apresenta-se o diagrama de Campbell € o conceito das velocidades
criticas. Comparam-se as caracteristicas das coordenadas reais e complexas na modelagem de

sistemas rotativos simples.

3.1. Introducio

De acordo com a defini¢do da ISO, um rotor é um corpo suspénso por um conjunto de
suportes ou mancais que permitem-no girar livremente em torno de um eixo fixo no espago
[Genta 99]. Baseado nesta definigio, pode-se listar inimeros sistemas mecinicos que possuem
rotores como componentes principais, tais como: bombas hidraulicas, compressores, turbinas,

maquinas alternativas, motores elétricos, laminadores entre outros. Se nenhuma ressalva for feita
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com relagdo ao tipo de suportes deste sistema, esta definigfio permite classificar como rotor até
mesmo um veiculo espacial que gira em torno de um eixo fixo no espago. Este trabatho trata

somente de rotores com mancais fixos. Sera utilizada a denominagéio genérica de estator para

todas as partes estacionarias (ndo girantes) da maquina.

Os elementos basicos de um rotor sio: um eixo conectado a um disco suportado por
mancais. Antes de se desenvolver o modelo de uma maquina rotativa, deve-se ter um bom
conhecimento sobre as caracteristicas do sistema a ser estudado bem como do tipo de anilise que
se deseja realizar. Ewins [Ewins 98] divide a 4rea de analise dinfimica de sistemas rotativos em

trés grupos:
» dindmica de rotores: estudo do rotor {eixo + discos rigidos) e seus mancais;

¢ componentes rotativos: estudo de componentes rotativos flexiveis (discos, palhetas,
engrenagens, etc.)

¢ componentes estacionarios: estudo da parte externa da maquina e seus suportes.

Neste trabalho, apenas os problemas de dindmica de rotores serfio considerados. Neste caso,
o disco (ou discos) pode (e deve) ser considerado como um corpo rigido e pode ser tratado,
matematicamente, como um ponto de massa ¢ inéreias polar e transversal concentradas. Se esta
hipétese néo for valida, ou seja, se o disco se comportar como um corpo flexivel dentro da faixa
de frequiéncia de estudo, deve-se utilizar as ferramentas da analise de componentes rotativos para

modelar este sistema.

Dentro da érea de dinfmica de rotores, ainda é necessério fazer uma outra subdivisdo que
influencia diretamente no modelo a ser adotado para o estudo do sistema rotativo. Esta
classificagdo - apresentada em [Lee 93], por exemplo - esta baseada na simetria radial, ou nio, do

rotor e do estator. Assim, diz-se que o 0 sisterna rotativo é:
» Isotrépico se o rotor € axissimétrico e o estator é simétrico,

s Anisotropico se o rotor € axissimétrico mas o estator & ndo simétrico,

Assimétrico se o estator € simétrico mas o rotor é nio axissimétrico e

e (eral se o rotor € ndo axissimétrico e o estator ¢ ndo simétrico.
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Apesar da grande maioria das maquinas rotativas encontradas na pratica poderem ser
enquadradas nos dois primeiros grupos, existirfo situagdes em que o rotor nio podera ser tratado
como sendo axissimeético. Nestes casos, pode-se mostrar [Ewins 98, Irretier 99 e Genta 99] que, a
equagdo de movimento que descreve o comportamento vibratério da maquina rotativa, escrita no
sistema de referéncia inercial, apresenta matrizes cujos elementos variam periodicamente com o
tempo. Este aspecto dificulta consideravelmente a analise dindmica destes sistemas e exige uma
redefini¢do (ou expansio) dos conceitos de freqiiéncia natural e formas modais, normalmente
utilizados para sistemas com pardmetros constantes no tempo [Irretier 99]. Contudo, se o estator
puder ser considerado simétrico, ou seja, se o sistema rotativo for classificado como assimétrico,
ainda tem-se a opgdo de descrever o comportamento dindmico do rotor no sistema de
coordenadas fixo ao corpo. Neste caso, as equacdes de movimento voltam a ter parimetros
constantes e podem ser analisadas utilizando as técnicas e conceitos tradicionais de analise
modal. A Tabela 3.1 apresenta, resumidamente, a classifica¢io de rotores e as caracteristicas das
equagdes de movimento nos sistemas de referéncia inercial e rotativo. Neste trabalho, trata-se

apenas dos sistemas rotativos com rotores axissimétricos.

.Car.'c.l.cfer.i.s.ticés ﬁsmas - Paridmetros da equac@o de movimento

Classificacio Rotor Estator Sistema Inercial | Sistema Rotativo
Isotrépico Axissimétrico Simétrico Invariantes Invariantes
Anisotropico Axissimétrico N&o simétrico Invariantes Periodicos
Assimétrico | N3o axissimétrico Simétrico Periodicos Invariantes
Geral Nao axissimétrico | NFo simétrico Periodicos Periddicos

Tabela 3.1 — Classificagfio dos sistemas rotativos baseado nas caracteristicas fisicas do rotor e do

estator e dependéncia temporal dos parimetros da equagio de movimento.

Existem ainda outros aspectos que devem ser levados em conta antes de se propor um
modelo matemitico para a maquina rotativa, tais como: caracteristicas dos mancais e selos,

acoplamentos das vibragdes longitudinal, transversal e torsional, etc..
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Como se sabe, o comportamento vibratorio de uma maquina rotativa ¢ funcio da
velocidade de rotagfio de seu eixo/disco(s). Grande parte dos fendmenos fisicos que diferenciam
0 comportamento dindmico de um rotor em rotagio do de uma estrutura estacionaria pode ser
observada mesmo nos sistemas rotativos mais simples. Existem diversos fatores que podem

provocar estas diferencas mas talvez o mais importante deles seja o efeito giroscopico.

O rotor utiliza a maior parte da energia proveniente do seu acionamento para girar em torno
de seu eixo longitudinal. Contudo, uma pequena parcela desta energia € transformada, entre
outras coisas, em vibragBes transversais. E sfo estas vibragdes transversais de rotagéo em torno
de eixos ndo coincidentes com o eixo de rotag.?ao propria do rotor que causam o surgimento da
aceleragdio de Coriolis e, conseqientemente, das forcas giroscopicas. Este efeito acopla os
movimentos do rotor nas diregdes transversais e sua intensidade & proporcional & velocidade
angular do eixo. Isto faz com que as caracteristicas dinimicas do rotor (freqiiéncias naturais,

fatores de amortecimento e formas modais) também variem com a velocidade de rotaggo.

Os modos de vibragdo de uma maquina rotativa podem ser descritos por movimentos de
precess@o nos quais cada ponto do rotor descreve uma orbita eliptica em torno da posigio do eixo
em equilibrio estatico. O efeito giroscopico faz com que cada modo de vibragio do sistema em
repouso transforme-se em modos de precessdo direta — em que o movimento de precessio do
centro do eixo em torno da linha que une os mancais é no mesmo sentido da rotacdo propria - ou
de precessdo retrograda — em que o movimento de precessdo do centro do eixo é no sentido
~ oposto ao da rotacio propria. Existem casos mais complexos em que os movimentos de precessio
ocorrem na dire¢do direta em alguns pontos do rotor e na diregdo retrograda em outros [Genta

99]. Contudo, estes casos ndo serdo analisados neste trabalho.

Dispositivos como mancais hidrodindmicos também podem acoplar movimentos nas duas
diregdes perpendiculares a0 eixo de rotagdo propria e ter suas caracteristicas de rigidez e
amortecimento dependentes da rotagio. Além da fungiio dbvia de suportar o rotor, 0s mancais
também podem ser projetados para dissipar a energia do sistema (amortecimento), reduzindo a
amplitude das vibragdes transversais causadas por imperfei¢Ges inerentes & montagem ou
construgdo do rotor, tais como: desbalanco, desalinhamento dos mancais, defeitos em mancais de
rolamento, curvatura do eixo entre outras. As caracteristicas dos mancais influenciam diretamente

no formato das érbitas descritas pelas diversas estagdes do rotor.
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De uma forma geral pode-se dizer que um rotor pode sofrer trés tipos de vibragdes:
longitudinais, torsionais e transversais. Em muitos casos, estas vibragGes possuem pouco ou
nenhum acoplamento entre si e podem ser estudadas separadamente. Neste trabalho considera-se

apenas as vibragOes transversais do rotor.

Como ja foi mencionado, grande parte dos fendmenos que ocorrem em maquinas rotativas
podem ser observados mesmo em sistemas bastante simples. A seguir, utiliza-se um rotor de
Jeffcott ' para demonstrar alguns destes fendmenos e introduzir alguns conceitos que serdo tteis
nos capitulos seguintes. A utilizagio das coordenadas complexas na modelagem de sistemas
rotativos sera discutida neste capitulo apenas de forma intuitiva e ilustrativa. Esta ferramenta seré
desenvolvida com um rigor matemético maior no Capitulo 4. Acredita-se que, desta forma, seja
mais simples assimilar os conceitos fisicos envolvidos na analise modal complexa de maquinas

rotativas.

3.2. Rotor de Jeffcott: Modelo de 2GL

Inicialmente estudar-se-a as vibragdes transversais de um rotor de Jeffcott de 2 graus de
rigidez do sistema pode ser considerada como sendo a rigidez dos suportes, do eixo ou da
combinacdo de ambos. Os dois sistemas da Figura 3.1 apresentam os mesmos resultados,
contanto que nio seja considerado o amortecimento interno do eixo e que o sistema seja

axissimétrico [Genta 99].
3.2.1. Sistema Isotropico

Considera-se inicialmente o problema de vibrag#o livre do rotor de Jeffcott ndo amortecido.
Seja k a rigidez total nas direcBes v e z. Utilizando-se o sistema de coordenadas mostrado na

~ Figura 3.1 tem-se que as equag0es de movimento do ponto P sdo:

my+ky=0 (3.1
mi+kz=0

' A formulago do rotor rigido foi desenvolvida originalmente por Laval embora seja atribuida freqiientemente a
Jeffcott. Por cocréneia com as referéncias bibliograficas consultadas utilizar-se-a neste trabatho a terminologia rotor
de Jeffcott.
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Cada uma das equagdes (3.1) equivale 3 equagiio de movimento de um sistema de um grau

de liberdade ndo amortecido. Supondo-se solugdo harménica do tipo e’ para cada uma das

dire¢Ges y ¢ z, obtém-se que:

Figura 3.1 - Possiveis representagdes do rotor de Jeffcott: rotor flexivel apoiado sobre mancais

rigidos ou rotor rigido apoiado sobre mancais flexiveis.

k (3.2)
Assim, a solucdo geral das equagdes 3.1)¢:

y=Ye* +¥,e ™ (3.3)
z=Ze™ + Z e M

A equagdo (3.3) diz que o movimento do ponto P é formado pela combinagio de dois
movimentos harménicos de mesma freqiiéncia ocorrendo nas diregSes y e z. Estes dois

movimentos geram a trajetoria do ponto P em torno do eixo que une os mancais. Estas trajetoria
pode ser eliptica, circular ou retilinea.

Dois aspectos importantes devem ser ressaltados ao analisar as equagdes (3.3). O primeiro é

que A, € apenas a freqiiéncia natural de dois osciladores harménicos vibrando em dois planos

perpendiculares; e o seu sinal nfo tem nenhum significado fisico. A existéncia do par complexo

conjugado € matematicamente necessaria para formagdo do movimento harménico, como pode
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ser facilmente verificado através das relagdes de Euler. O segundo aspecto importante € que o
vetor e’ utilizado para descrever a solugdo (3.3), é um vetor rotativo no plano real-imaginario

(Argand) e somente as componentes reais da solugdo (3.3) tem significado fisico.

O movimento do rotor de Jeffcott também pode ser descrito utilizando-se coordenadas
complexas. Para tanto, considera-se o eixo y como sendo o eixo real € 0 eix0o z, 0 imaginario.

Assim, pode-se definir que
p=y+iz. (3.4)

Fisicamente, o vetor p pode ser interpretado como um vetor que gira no plano yz e que
descreve a posi¢do do ponto P a cada instante de tempo. Utilizando-se a defini¢do (3.4), pode-se

rescrever o sistema de equagdes (3.1) na forma:
mp+kp=0. (3.5)

Supondo novamente uma solugio harménica do tipo p = Pe’™' | obtém-se que a solugdio

geral sera da forma
p= Pie'“"‘ _{_Pze-—j&,f ’ (3.6)
sendo que A, € dado pela equagio (3.2).
Apesar dos resultados obtidos utilizando-se as coordenadas reais ou complexas ndo
dependerem das equagOes utilizadas (equacgdes (3.1) e (3.5)), cada uma destas formulagBes
ressaltam aspectos diferentes do sistema e os resultados nfio sfo exatamente equivalentes. A

solugdo proposta para a equagdo (3.5) diz que o vetor p gira, no plano yz, com uma velocidade

angular A,. Assim, ao contraric do que acontece com a formulagio nas coordenadas reais em que
A_ € apenas a freqiiéncia natural dos osciladores harmdnicos, aqui ela representa a velocidade

real com que o ponto P descreve o seu movimento de precessdo em torno da linha que une os

mancais. Ainda mais: o sinal de 4, indica o sentido em que este movimento de precessdo ocorre.
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Da equagfo (3.6) percebe-se que a vibragdo livre do ponto P sers uma composigdo de dois
movimentos circulares, com a mesma velocidade angular, ocorrendo em diregBes opostas: o
primeiro na mesma direg8o da rotagdo propria do eixo (precessio direta) e o outro na diregdo
oposta (precessdio retrograda). Em todo o desenvolvimento deste trabalho, a velocidade de

rotagdo propria do rotor sera considerada positiva.

As carateristicas do movimento de precessdo (forma e direciio da orbita) dependerdo das

condi¢Bes iniciais. Ou, apresentando-se a questdo sob um ponto de vista mais matematico, pode-
se dizer que a relagdo entre |A| e |P,| determina a diregiio do movimento de precessio bem como

a forma da érbita. Assim:

s se|P[)}R,| oponto P descreve um movimento de precessio direta de orbita eliptica,
e se |B[(P,| o movimento ¢ de precessdo retrograda e a rbita é eliptica,

» se|P|=|P,| omovimento & retilineo,

¢ se|P|#0 e|P|=0 omovimento é de precessdo direta e a érbita é circular e

* se|B|#0 e|A|=0 omovimento ¢ de precessdo retrograda e a érbita & circular.

Baseado nestes resultados pode-se concluir claramente que o primeiro termo do lado direito
da equagio (3.6) representa um componente de precessdo direta e o segundo, um componente de

precessdo retrograda. O movimento completo é cireular. -

Percebe-se assim que uma das grande vantagens do uso das coordenadas complexas no
estudo da dindmica de rotores é a possibilidade de se identificar facilmente a direciio dos

movimentos de precesséo, tanto no caso da resposta livre como também da resposta forcada.

Uma representagfio mais préxima do que acontece na pratica pode ser obtida considerando
que o ponto P, que € o centro de gravidade do rotor, niio mais coincide com o centro geomeétrico
do eixo, o ponto C. A Figura 3.2 ilustra esta nova configuragio do sistema rotativo. A distincia
entre o centro de massa P e o centro geométrico do disco C é chamada de excentricidade. O ponto
O ¢ definido pela intersecefo da linha que une os dois mancais e o plano do disco. Apesar da
excentricidade € ser pequena, ela causa o desbalanceamento estitico me que afeta

significativamente o comportamento dinidmico do sistema.
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Q v

Figura 3.2 — Esquema do rotor de Jeffcott desbalanceado.

Assumindo-se que o dngulo @ seja conhecido, o sistema continua sendo de dois graus de
liberdade e os deslocamentos do ponto P podem ser expressos em fungio dos deslocamentos y e z

do ponto C através das relacdes:

Yp = y+ecos(d) 3.7
zp = z+g&sen(6)

As equagBes de movimento do eixo podem ser facilmente obtidas através da equagiio de
Lagrange ou de Newton. Assim, considerando que a rotagdo do rotor ¢ constante (@ = @ ), obtém-

se as seguintes equacdes de movimento:

my + ky = mew* cos(wt) (3.8
mz +kz = mew* sen{wr).

O sistema homogéneo associado € o mesmo descrito pelas equagdes (3.1) e sua solugdio ja

foi apresentada nas equacdes (3.2) e (3.3). Para obter a solugo particular, assume-se que:
y =Y cos{at) € z = Zsen(wt). (3.9
Derivando duas vezes as expressdes (3.9) e substituindo nas equagdes (3.8) obtém-se:

_ mew’ (3.10)

2

e VA
k-
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_ o o’ (3.11)

sendo @, = \(k/m .

Analisando-se as relagGes (3.11) observa-se que, variando a velocidade de rotacio do rotor

de zero até valores muito altos (acima de @, ), a amplitude do movimento do rotor tende
matematicamente para infinito, nas duas direcBes, a2 medida que @ —>w, . Esta velocidade ¢

chamada de velocidade critica de flex@o do rotor [Genta 99].

As equagbes (3.9) e (3.11) podem ser combinadas para obter a oOrbita que o ponto C
descreve em torno do eixo que une os mancais. Contudo, sem fazer este tratamento adicional nos
resultados fica dificil prever se o sentido com este movimento de precessdo ocorre € coincidente
(precessdo direta) ou contrario (precessio retrograda) a rotacio propria do rotor.

Multiplicando-se a segunda equaciio em (3.8) por j= J:T ¢ adicionando-se & primeira,
utilizando-se a relagiio (3.4) e as relagdes de Euler, obtém-se a equagio do sistema nas

coordenadas complexas:
mp +kp = msowe’™ . (3.12)
Supondo-se uma solugio particular da forma p = Pe’™ , conclui-se que:

w? (3.13)

Comparando-se as equagdes (3.13) e (3.6) nota-se claramente que a resposta ao desbalanco

de um rotor de Jeffcott isotrdpico € um movimento de precessio circular direta ((P|=0 e
’PZ] = 0), no plano yz, de velocidade igual 4 rotagio do rotor. Uma vez que P; é real, os pontos O,

C e P permanecem sempre alinhados (ingulo ¢ = 0° ou ¢=180°). Como era de se esperar, a
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condigdo de velocidade critica de flexd3o do rotor ¢ a2 mesma obtida utilizando-se as coordenadas

reais.

Costuma-se definir duas faixas de velocidades do rotor: a primeira é chamada de sub-critica

e vai de zero at€¢ w{w ,; a segunda € denominada super-critca e inicia quando w)w . Na faixa
sub-critica, quando @ — @ ,, a amplitude do movimento tende a infinito. Na faixa super-critica,

aumentando-se indefinidamente a velocidade de rotagdo (@ —» «), a amplitude de vibragio do
rotor tende para o valor —¢ . Fisicamente, isto significa que, com o aumento da rotacdo, o rotor
tende a girar em torno do seu centro de massa P e ndo em torno do seu centro geométrico C. Este

fendémeno é chamado de auto-centragem.

A introdugio de amortecimento viscoso externo ao rotor € bastante simples. A equagdo de

movimento para a resposta ao desbalango do sistema amortecido, em coordenadas complexas, é:
mp+cp+ kp = mew*e’™ (3.14)
e a equacdo do problema homogéneo associado ¢:
mp+cp+kp=0 (3.15)
Assumindo uma solugio do tipo:
p=Pet | (3.16)
obtém-se a seguinte equacio caracteristica:
ms® +sc+k=0, (3.17)

cujas raizes tém a forma (considerando o sistema sub amortecido):

s=-fw, t jo,J1-& =-~fw, t jo,, (3.18)

sendo &=c/2J/mk o fator de amortecimento, w, =Jkfm a freqiiéncia natural ndo amortecida e

w, =0, J1-& afreqiiéncia natural amortecida.

Assim, da equacfo (3.16), conclui-se que:
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p=e o (Pe’™ + Pe /oty (3.19)

Como no caso do sistema ndo amortecido, 0 movimento de precessio do centro do rotor
pode ser direto ou retrégrado, eliptico, circular ou retilineo, dependendo das condigdes iniciais.

Neste caso, contudo, 0s movimentos sio amortecidos e decaem com o passar do tempo.
Supondo uma solugdo particular do tipo apresentado em (3.13), obtém-se que:

mem* ew™ (3.20)

P= o
! (——mw2+ja)c+k) (1ma)‘2)+j2§w'

Pode-se perceber através da equagio (3.20) que a introducgiio do amortecimento nio altera a
forma (circular) ou a diregdio (precessdio direta) da resposta ao desbalango do rotor. Contudo, a
amplitude Py ndo ¢ mais real, o que significa que o deslocamento do ponto C ¢ a forca externa
aplicada (desbalango) ndo s3o mais, necessariamente, colineares, A Figura 3.3 ilustra a posigio

relativa dos pontos O, C e P para velocidades de rotagio sub criticas, critica e super criticas.

Facilmente calcula-se a amplitude e o angulo de fase de Py,

Bl o e 20 621

¢ i-07) + 0} 1-o”

o BN /;y N 77
(a) ® (c)

Figura 3.3 - Posigdes relativas do centro geométrico do disco, C, e do centro de massa, P, em

funcdo da rotagdo: (a) na faixa sub critica, (b) na velocidade critica e (c) na faixa Super critica.

30



Analisando-se a equacgfo (3.21) pode-se concluir que a introdugdo do amortecimento ndo
altera o fendmeno da auto-centragem. Derivando-se a primeira das equacgdes (3.21) e igualando-

se o resultado a zero obtém-se a velocidade critica do rotor em funcio do amortecimento:

3.22
oo b S 022

Como j& foi mencionado, o desbalango (excitagio sincrona) excita apenas o modo de
precessdo direta do rotor, para o caso de um rotor de Jeffcott isotropico (amortecido ou nio).
Considere agora o caso de uma excitagdo harménica nfo sincrona como a proposta por Bently ¢
Muszynska [Bently 86]. Neste trabalho, os autores propdem a utilizagdo de um dispositivo
composto de uma polia desbalanceada montada no eixo do rotor ¢ conectada por uma correia a
um motor com controle de velocidades independente do acionamento do rotor. Sendo » a
rotagiio do rotor € @, a velocidade de rotag3o do dispositivo de excitagdo, pode-se escrever a
relagio que @, = fw. Considerando o sistema nio amortecido e supondo uma resposta ao

desbalango do tipo
p = Pe’™™ ' (3.23)
obtém-se, facilmente, que a resposta do rotor de Jeffcott a esta excitagio harmdnica assincrona é

e’ P S Boay

p= - mpe’ +kie

Analisando-se a equagdo (3.24), percebe-se claramente que o rotor vai descrever uma orbita
circular no seu movimenio de precessdo, cuja direcio é definida pela diregio da forga de

excitagdo assincrona. Assinn

e se )0 (excitagio assincrona direta). o rotor apresenta um movimento de precessdo

circular direta (P = P; e P, = 0);

s se MO (excitagdo assincrona retrOgrada). o rotor apresenta um movimento de

precessdo circular retrograda (P =Py e P = 0).
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Logo, percebe-se que esta técnica de excitagdo é capaz de excitar os modos de precessio
direta e retrograda do rotor. Este resultado pode ser generalizado para sistemas rotativos
isotropicos mais complexos, mesmo aqueles em que o efeito giroscopico é significativo. A
explicacio para este fato é relativamente simples: a excitagio harménica nfio sincrona (ou
sincrona, se g4 =1) gerada pelo dispositivo, tem a mesma forma e freqiiéncia de apenas um dos
modos ¢ € ortogonal ao outro modo. Portanto, somente um dos modos sera excitado por esta
forga. E importante ressaltar que este fato nfio se aplica para o caso de rotores anisotropicos
[Ewins 98], como sera visto a seguir.

3.2.2. Sistema Anisotropico

Analisa-se agora o rotor de Jeffcott anisotropico, ou seja, um rotor axissimétrico apoiado
sobre mancais com rigidez diferentes nas duas diregdes transversais Y e z. Neste plano yz, o
diagrama polar de rigidez dos suportes é uma elipse, chamada de elipse de elasticidade [Genta

99]. Sem perda de generalidade, pode-se assumir que os eixos YV e z coincidem ¢com os eixos

principais desta elipse. Neste caso, a equacio de movimento do rotor desbalanceado, operando

com velocidade de rotagio @ constante, pode ser expressa na forma:

my+k,y = mew® coset (3.25)
mz+ k,z = mew* sinat
Ao contrario do caso isotrdpico, as equagdes de movimento em cada uma das diregfo ja nfo
sdo idénticas, ou seja, j4 ndo possuem os mesmos coeficientes. Resolvendo o sistema homogéneo

associado obtém-se duas freqiiéncias naturais diferentes:
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Assim, a solugdo geral do sistema homogéneo &:
y= Ylejz)‘t + Yze_ﬂ'f e — Zlef'i;f 4 Zze"“fizf ' (327}

Percebe-se que, como os pardmetros modais do sistema nfio sio dependentes da rotacdo, as
duas velocidades criticas do rotor serfio coincidentes com as suas freqiiéncias naturais.
Observando-se as equagdes (3.27) verifica-se que ¢ bastante dificil prever qual € a Orbita € a

dire¢dio dos movimento de precessio utilizando-se as coordenadas reais.
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Para se poder estudar a resposta livre deste sistema utilizando coordenadas complexas nio
basta apenas utilizar a relagio (3.4), como ocorreu no caso isotropico. E preciso, antes, definir os

seguintes pardmetros [Genta 99]:

(k, ~k,) (3.28)

Assim, a equaco de movimento em coordenadas complexas pode ser escrita na forma:
mp+k, p+k,p=0, (3.29)
sendo P o complexo conjugado de p.

No caso isotropico, foi proposta uma solugdo do tipo p = Pe’™ . Contudo, esta solugio
ndo ¢ valida para o caso de rotor anisotropico pois ela ndo é capaz de descrever completamente o

comportamento dindmico do sistema. Assim, propde-se uma solugio da forma:

p ) })Iejj'nr +I)2€“fzn: (3.30)

O motivo pelo qual foi escolhida uma solugdo deste tipo sera descrito com mais detalhes no

Capitulo 4.
Substituindo-se a solugdo proposta (3.30) e seu complexo conjugado na equagdo de

movimento, obtém-se o seguinte sistema:

_Am 0], [k kd] Bl _[o] (3.31)
0 m| |k, & |J|B] |0
Resolvendo-se o sistema (3.31) pode-se facilmente encontrar as freqiiéncias naturais

apresentadas na equacdo (3.26). Substituindo-se estes valores das freqliéncias naturais na solugdo

proposta (3.30) e agrupando os termos obtém-se uma solugio geral na forma:
p= Pplej’;"t + PBleﬁj’l”t + P + P e (3.32)

Substituindo-se os valores de 4, e A, na equagio (3.31) obtém-se as relagdes

A /}“3; ==-le £ / P;_ =1, respectivamente. E facil concluir que, neste caso, £, / 1732 =-1e
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Pqy/Psy =1. Assim, baseado no que foi apresentado anteriormente para o caso isotropico,

conclui-se que o movimento do rotor nos dois modos seré retilineo pois |P,,|= |Ps,| - para o

primeiro modo (retrogrado) - & |Py, | = |P,,| - para o segundo modo (direto).

O comportamento dinimico do rotor de Jeffcott, apoiado sobre mancais anisotropicos €
sujeito a forga de desbalango, pode ser estudado utilizando-se as coordenadas complexas. Neste

caso, equagdo de movimento assume a forma:
mp+k, p+k,p=mewe’™. (3.33)
Pelos mesmos motivos apresentados anteriormente, prop&e-se um solugio do tipo:
p= Pe/ + Pe /™ (.34)
Substituindo (3.34) e seu complexo conjugado na equagdo (3.33), chega-se a:

(-ma? + &, B+ kP, = mew?® (3.35)
(—ma)2+km)£3;+kdf’; =0

Facilmente pode-se calcular as amplitudes das componentes direta e retrGgrada;

(k,, ~mo* Insew?
(ky —ma fk, ~m@*)

~k men’* (3.36)
(ky - mc‘azikz s mw?’)-

Piz e Pz‘:

Portanto, a resposta ao desbalanco é dada por:

(3.37)

b= mew*
(

i ——mwz)(kz ——ma}z) [(km “mmz)efﬂ' —k e

A andlise das equagBes (3.36) e (3.37) fornece informacdes interessantes sobre o

comportamento de um rotor anisotropico sujeito a forga harménica sincrona do desbalango:

* como era de se esperar, quando as rigidez nas duas direges sdo iguais, P; iguala-se ao

valor apresentado na equagdo (3.13) - rotor isotrépico - e P, torna-se igual a zero.

34



&

a amplitude da resposta ao desbalango tenderd para o infinito em duas condigdes:

quando a velocidade de rotacdo se aproximar de A, e de 4,. Isto é facilmente obtido
fazendo-se o denominador da equagiio (3.37) igual a zero. Logo, o sistema possui duas
velocidades criticas.

a componente retrograda da resposta ao desbalanco s6 serd nulo quando 4, =0, ou
seja, quando os suportes forem isotropicos. Portanto, quando o rotor é ndo isotropico, a
forga de desbalanco excita o modo de precessdo retrograda. Quando a velocidade de
rotagdo do rotor for w=14 =\/m a contribuicdo do modo de precessfio direta na
resposta ac desbalance serd nulo. Weste caso, o sistema apresentard apenas um
movimento de precessfo retrograda e a Orbita sera circular. Se &, =0, isto €, se 08
suportes forem levemente anisotropicos, a componente retrograda da resposta sera

muito pequena.

como ja fot mencionado, a dire¢iio do movimento de precessdo do centro geomeétrico do
disco ¢ definida pelas amplitudes P, & P, das componentes direta e retrdgrada,

respectivamente. Para ilustrar este fato, considere um roior com as seguintes
caracteristicas: m=1,0kg, ¢=1x10"m, k& =Ix10°N/m e £, =2x10"'N/m;
A, =14142rad/s, A1, =316,23rad/s e A =244,95rad/s. A Figura 3.4 apresenta a variagio
da razdo |7|/|P,| em fungio da rotagio da maquina. Nota-se claramente que o
movimento do rotor serd de precessdo retrograda somente entre as duas velocidades
criticas {|B]/|] <1). Com excess#o da condigio em que a rotagdo do rotor € igual 2
uma das freqii€ncias naturais 4, e de A_, em que a Orbita ¢ retilinea, ou igual a 1, cuja

Orbita ¢ circular, o ponto € sempre descrevera uma trajetdria eliptica, seja de precessdo

direta ou retrégrada.

fad
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Figura 3.4 — Variagdo da relagio entre as amplitudes das componentes direta e retrograda em

fungdo da velocidade de rotagfo do rotor.

A Figura 3.5 mostra a resposta ao desbalango adimensional {| pi /e) em fungdo da rotagfo.

10 :
B : :
SIS e P A -

Amgliude adimensional

] e 400 B0 800 1000
Rotagdo (radés)

Figura 3.5 - Resposta ao desbalango de um rotor de Jeffcott em suportes anisotropicos.

auto centragem ocorre neste sistema. Da Figura 3.4, nota-se que a componente de precessdo

direta tem amplitude crescente na faixa de rotagBes supercriticas, quando comparada com a
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componente de precessio retrograda. Assim, o movimento de precessdo do rotor, em altas

velocidades, tendera a ser circular, no mesmo sentido da rotaggio propria e de raio & .

A identificacfo da forma das drbitas e da diregfio dos movimentos de precessio de cada
se¢do do rotor € importante porque elas fornecem informacGes valiosas sobre o tipo de tensdes a
que O eixo esta submetido. Analisando-se o comportamento vibratdrio do eixo a partir de um

sistema de coordenadas fixo ao rotor, pode-se dizer que:

¢ se o rotor descreve um movimento de precessio direta com 6rbita circular, o eixo nfo
sofre alterac@o do méddulo nem da diregdio das tensdes internas pois, para um observador

neste sistema, o eixo ndo vibra, ele apresenta uma deformacio fixa.

e se o rotor descreve um movimento de precessio direta com Orbita eliptica, as tensdes
internas do eixo sofrem alteracio de modulo mas ndo de diregdo - as tensBes de tragio e

compressdo ndo se alternam durante 0 movimento do rotor.

* se o rotor descreve um movimento de precessdo retrograda, as tensdes internas do eixo
sofrem alteragio de moddulo e de direcdio - as tensdes no eixo se alternam em
compressdo e tragdo. Esta € a situagfio mais critica para o rotor pois pode levar o eixo a

UM mpmra prematux-a p{)l-fa‘ciigah ......................................

A introdugdo de amortecimento externo pode ser feita definido-se os pardmetros ¢, e ¢,

de maneira analogaa k,, e k-
cm%(cy+;;)?i | e cdz(ey—cz)/‘iz. N (335)
Assim, a equagdo de movimento do rotor desbalanceado, em coordenadas complexas, sera:
mp+c, p+c,p+k, p+k,p=men‘e’™ (3.39)

Supondo novamente uma sclugio do tipo apresentado na equagio (3.34) e substituindo-a

em (3.39), obtém-se o seguinte sistema de equagdes algébricas:

(—moa2 + jae, +km)F; +(jac, + k)P, = mew® (3.40)
mo’+ joc, +km)PI +(joc, +k, )P, =0
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Resolvendo-se o sistema (3.40) e desenvolvendo os resultados obtidos, chega-se as

seguintes expressdes para as amplitudes das componentes direta e retrograda:

(k, + jox, —mo® ncw* e 7 < —(joc, +k,men*® | (3.41)
(ky + joe, -~mo* Jk, + joc, —ma?)  ’ (ky + jac, ~mo* Jk, + joc, ~mo?)

P =

Substituindo-se os valores de P; e P2 na equagdo (3.34), obtém-se a equagio que descreve a
resposta ao desbalango do rotor de Jeffcott amortecido. Nota-se que, se 0 amortecimento externo

for nulo, as expressdes apresentadas em (3.41) reduzem-se aquelas mostradas na equagdo (3.36).

Com o intuito de analisar a influéncia do amortecimento no comportamento do rotor de
Jeffcott quando sujeito 4 forgca de desbalanco, estudou-se um sistema com as mesmas
caracteristicas daquele utilizado anteriormente, no qual foi adicionado amortecimento externo nas
diregbes y ¢ z. As Figuras 3.6 apresentam a relagio entre os modulos das componentes de
precessdo direta e retrograda em funciio da rotagio e do nivel de amortecimento. Em cada um
dos casos apresentados os valores adotados para ¢, foram: 0, 25, 50, 100, 250 e 500Ns/m. Os
valores de fatores de amortecimento na dire¢io y correspondentes sdo apresentados na primeira

coluna da tabela incluida em cada uma das Figuras 3.6. Manteve-se uma relagio entre os
amortecimentos nas diregdes y e z do tipo ¢, = ac, . As Figuras 3.6(a), (b} e (c) correspondem a
valores de o iguais a 0,2, 0,6 e 0, respectivamente. A segunda coluna das tabelas incluidas em

cada uma destas figuras representa os fatores de amortecimento na diregio z. Baseado nestas

figuras, pode-se tirar algumas conclusbes interessantes:

* a introdugfo do amortecimento externo provoca uma diminuigio da faixa de rotagdes
em que o rotor descreve um movimento de precessdo retrograda. Esta faixa ser tanto

menor quanto maior for 0 amortecimento do sistema.

* se o amortecimento externo for grande o suficiente, a forca de desbalango nfio ser mais
capaz de excitar o0 movimento de precessio retrograda. Assim, em qualquer rotagéo, o

movimento do centro geomsétrico do rotor sera de precessdo direta. Neste caso, a Orbita

descrita pelo ponto C nunca sera retilinea pois |B|/|P,|# 1 para qualquer valor de o .

* a condi¢do em que o rotor descreve um movimento de precessdo com orbita circular

- deixara de existir se estiver presente amortecimento no sistema, por menor que seja ele.
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» contudo, o fendmeno da auto centrageri ainda ocorre — condigdo na qual a 4rbita tende
para um movimento circular — mas esta tendéncia sera cada vez mais lenta a medida que

se gumenta o amortecimento gxterno.

e uma situagio interessante OCOTIC quando o sistema € amortecido em apenas uma das
direcdes. Um caso em que & = 0 esta ilustrado na Figura 3.5(2). Percebe-se que, nesta
situagdo, a introdugdo do amortecimento externo ndo provoca uma diminuicio da faixa
em que 0CorTe movimento de precessac retrograda. Aumentar muito 0 amortecimento

em apenas uma das direges faz com que o sistema tenda 2 apresentar apenas

movimento retilineo pois |B//7] 1 para qualquer valor de rotagdo. A explicagdo
fisica para este fato ¢ bastante simples: quando se aumenta O amortecimentc em uma
determinada diregdo (y, por exempio), aumeta-s€ também a resisténcia ao movimenio
do sistema nesta diregio. Isto faz com que a amplitude da vibragdo em y seja muito
menor do que aquela observada na diregfio z. Portanio, 5¢ 0 nivel de amortecimento for

muito elevado, o sistema vibrara, predominantemente, em z, num movimento retilineo.
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Figura 3.6 — Variagdo da relagio entre as amplitudes das componentes direta e retrograda em

funcdo da velocidade de rotagio do rotor: (a) ¢y = 0,2¢,, (by ¢y = 0,0¢. € ¢y, =0
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Figura 3.6 (cont) — Variacio da relacdo entre ag amplitudes das componentes direta e retrégrada

em fungfo da velocidade de rotaggo do rotor: {a) ¢, = 0,2¢,, bloy=06c.e(c)c, =0,

A Figura 3.7 ilustra a resposta ao desbalango do rotor de Jeffeott com amortecimento
externo. O sistema simulado é o mesmo utilizado nas analises precedentes. Os valores de
amortecimento utilizados nas Figuras 5.7(a)-(d) sdo: ¢, = 50Ns/m e ¢, = 10Ns/m. Na Figura
3.7(a), apresenta-se a orbita do movimento de precessdo para cada valor de velocidade de

rotagdo. Este grafico ¢ denominado tubo orbital [Genta 99].

Percebe-se, atraves das Figuras 3.7(b) e (¢), que, devido 2o desacoplamento dos
movimentos nas diregdes y e z, cada uma das velocidades oriticas so pode ser observada em uma

das diregBes.
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As Figuras 3.7(d) e {(e) ressaltam um aspecto imporianie da introducgfo de amortecimento
externo a um sistema rotativo anisotropico. Estas figuras representam a projegio do tubo orbital
no planc yz. Esta projegdo ¢ chamada de vista orbital. Os valores de amoriecimento utilizados
para a obtengdc dos resuitados apresentados nas Figura 3.7(d) e {e) sfo: (dj ¢, = 50Ns/m e ¢, =
10Ns/m; {e) ¢, = 100Ns/m e ¢, = 60Ns/m. Através desias figuras nota-se claramente que, nas
velocidades criticas, a amplitude do movimento do rotor ¢ limitada ¢ os eixos principais da orbita
eliptica do movimento de precessio nfo estdo exatamente alinhados com os eixos de elasticidade
do suporte. Comparando-se as Figuras 3.7(d) e {e) percebe-se que quanto maior o amortecimento

do sistema, maior sera esta inclinagio.

Neste capitulo, estudou-se o comportamento dindmico de uma rotor de Jeffcott através de
um modelo de 2 graus de liberdade. Considerou-se o rotor como sendo apenas um ponio de
massa, ¢ porianto desprezou-se o efeito dos momentos de inércia sobre as caracteristicas
vibratorias do rotor. Na verdade, estes momentos de inércia podem influenciar significativamente
o comportamento dindmico da maquina rotativa uma vez que eles sio responsaveis pelo
surgimento dos momentos giroscopicos, que fazem com que as freqiéncias naturais de flexdo
passem a ser dependentes da rotaglo do rotor. No capitulo seguinte, estuda-se o comportamento

do rotor de Jeffcott atraveés de um modelo de 4GL ¢ considera-se o efeito das inéreias de rotagio.
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Figura 3.7 — Resposta ac desbalango do rotor amsotropico de Jeffcott amortecido: {(a) tubo

orbital; (b) e{c) projegGes dos deslocamentos nos planos wz ¢ ay ; (d) e (¢) vistas orbitals.
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Capitulo 4

Andlise Modal de MAquinas Rotativas

Resumo do capitulo

Neste capitulo desenvolve-se, sucintamente, a formulagdo tradicional de anilise modal para
estruturas estaciondrias e maquinas rotativas. S3o comentadas as diferencas entre estes dois
sistemas e as suas implicagbes na analise modal analitica e experimental. Em seguida apresenta-
se a formulagio da analise modal complexa para maquinas rotativas. Introduz-se o conceito de
sub-modos diretos e retrogrados. Apresenta-se a formulagdo da Fungdo de Resposta em
Freqiiéncia direcional (dFRF) e define-se as dFRFs normais e reversas. Estuda-se o efeito da
isotropia dos mancais nas dFRFs. Ilustra-se os.conceitos apresentados ao longo. do. capitulo

atraves da analise do rotor de Jeffcott apoiado sobre mancais isotrépicos e anisotropicos.

4.1. Introducio

A analise modal ¢ um conjunio de procedimentos que visa determipar, analitica e/ou
experimentalmente, os pardmetros modais de uma estrutura, ou seja, freqiéncias naturais, fatores

de amortecimento e formas modais.

Sob o ponto de vista analitico, o que se faz ¢ elaborar um modelo matematico da estrutura,
resolver o problema de autovalor associado e determinar os modos de vibragio, os fatores de
amortecimento e as freqiiéncia de ressonincia da estrutura. As FungSes de Resposta em

Freqiiéncia podem ser calculadas através superposigio modal dos modos naturais de vibraggo.
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Experimentalmente, segue-se uma trajetoria oposta (uma vez que n#o se dispde do modelo
do sistema). Uma forga conhecida ¢ aplicada a estrutura e sio medidas as vibragBes resultantes
em diversos pontos. Através do processamento dos sinais de excitacio e resposta, consegue-se
estimar as respectivas Fungbes de Resposta em Freqiiéncia. Com este conjunto de FRFs (ou
Fungbes de Resposta ao Impulso), e utilizando-se um dos iniimeros algoritmos de extraciio de

parimetros, pode-se identificar as caracteristicas modais da estrutura,

Em geral, as maquinas rotativas sio estruturas relativamente complexas, contendo
inimeros dispositivos que podem ser dificeis de modelar (como selos, mancais, acoplamentos,
etc.) ¢ que podem sofrer desgaste durante a vida atil do equipamento (fazendo com que suas
caracteristicas fisicas sejam alteradas). Por isso, é particularmente importante validar modelos
numéricos de estruturas girantes com resultados experimentais, tanto na fase de projeto quanto
durante a operagdo da maquina. As freqiiéncias naturais devem ser determinadas para que se
possa conhecer as velocidades criticas e as faixas de rotacdo seguras para operagio em regime.
Os modos de vibragéo do rotor permitem descrever o seu comportamento dindmico em resposta a

varias excitagdes.

A caracteristica particular dos sistemas rotativos de apresentar modos de precessdo direta e
retrograda, em muitos casos bastante proximos em freqiiéncia entre si, torna dificil realizar uma

identificagfo precisa dos pardmetros modais com os métodos da analise modal experimental

A analise modal complexa foi desenvolvida por Chong-Won Lee [Lee 90,91] para ser
aplicada especificamente em méquinas rotativas. Esta formulagiio leva em conta a direcdo dos
modos de precessgo, através da utilizacdo das coordenadas complexas e da divisdo dos modos em
sub-modos diretos e retrogrados. Da mesma forma que os modos, os sinais de excitagdo e as
respostas medidas também s&o tratados com a notagiio complexa e divididos em componentes
diretas e retrogradas. Para poder tratar estes sinais “complexos”, Lee desenvolveu as Fungdes de
Resposta em Freqiiéncia direcionais, que sdo capazes de separar, de forma clara, os modos de
precessdo direta e retrograda. Esta ferramenta, além de possibilitar uma identificacdo mais
precisa dos modos de precessdo (pois diminui a densidade modal em cada dFRF), ainda pode ser

utilizada para identificar a isotropia, ou ndo, do sistema analisado.
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4.2. Analise modal tradicional

4.2.1. Estruturas estacionarias

A equacgio de movimento de um sistema ndo rotativo com amortecimento viscoso pode ser

expressa da seguinte forma:

M@+ DR} + K @} = {r @)} @.1)

sendo que todas as matrizes tém ordem N e os vetores, ordem Nx/. A matriz de massa, [M], ¢
simétrica e positivo definida e as matrizes de rigidez, [K], e de amortecimento, [D], sio

simétricas e semi-positivo definidas. Considerando-se o sistema homogéneo associado € uma

resposta harmonica, chega-se ao seguinte problema de autovalor de segunda ordem:
(A M]+ A[D]+[KD{x} = {0} (42)

Considerando-se a maior disponibilidade de algoritmos confidveis para a resolugio de

problemas-de autovalor de primeira-do-que de segunda ordem [Nelson 927, é mais interessants”

transformar a equagio (4.2) em um problema de primeira ordem. Isto pode ser feito de duas
formas [Datta 95]:

[4]{u} = A{u}, (4.3)

sendo

I TS 9
L L R b
[0] é uma matriz de ordem N e [I] é uma matriz identidade de ordem A.

Neste caso, se a matriz de massa for mal condicionada, pode-se ter problemas numéricos no

calculo de [4] e, conseqilentemente, nos autovalores e autovetores, devido & inversio de [M].
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2. Redugo a um problema de autovalor simétrico generalizado:
[4}+[Blr} = {0} (4.5)

ol oy

O problema de autovalor pode ser escrito na forma:

sendo:

. [4]+[Bbie}, = {0}, (.7
sendo 4, o r-ésimo autovalor e {9} o autovetor associado.

Os 2N autovetores podem ser dispostos como as colunas de uma matriz, [6]. chamada

matriz modal. E facil provar que os autovetores s3o ortogonais entre si quando ponderados pelas

matrizes [4] e [B] [Ewins 84]. Estas relages de ortogonalidade podem ser expressas da seguinte

forma:
Y [4l6l=ls,] ¢  [6F[BI6)=].], 4.8)
sendo [a,] e [5, ] matrizes diagonais. Assim, o r-ésimo autovalor, 4, € dado por:

b, (4.9)

Considerando-se uma forga externa harménica do tipo

{/O}={F}" (4.10)
€ uma resposta do sistema também harménica, obtém-se, de {4.5):

(old]+[BYr ™ = Fle~. (4.11)
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A matriz de FungBes de Resposta em Fregiiéncia (FRF), [a(m)], pode ser definida por:

[a()] = (wl4]+[B]), (4.12)

ou seja, a matriz das FRFs ¢ igual a inversa da matriz de rigidez dinimica. Apesar de poder-se

calcular [a(cu)] atraves da equagfio (4.12), este procedimento apresenta inimeras desvantagens:

* ele € numericamente custoso pois é necessario inverter a matriz de rigidez dindmica para
cada freqiiéncia,

¢ este processo ndo permite que se calcule apenas uma (ou algumas) FRF; este método

fornece toda a matriz das FungBes de Resposta em Freqiiéncia do sistema (o que, na grande

maioria das vezes, nfo é necessério);

* este procedimento ndo deixa claro qual é a contribuigdio de cada modo na resposta do

sistema em determinado grau de liberdade.

Por estes motivos, € interessante desenvolver outro método para calcular as FRFs. Para isto,
inverte-se ambos ‘os lados da equagio (4.12), pré multiplica-se o resultado por [6] e pés

multiplica-se por [#], resultando em:

[67 lelo) 101 = 167 (o 4]+ [B]t61. (4.13)
Utilizando-se as relagdes de ortogonalidade (4.8) e a expressio (4.9), obtém-se:
[67 [l@)] 161 = (wla, 1+18,1) = [a, Yl 71~ [AD), (414

sendo [A} uma matriz diagonal formada pelos autovalores dispostos na diagonal principal. Esta
matriz ¢ denominada matriz espectral. Se os autovetores forem normalizados de tal forma que

sendo [a, ] =[7] e, consequentemente, [2,]= ~[A], a equagdo (4.14) torna-se:

[®] [alo)] '[®]= (wl1]-[A]), (4.15)
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sendo {é)] a matriz modal formada pelos autovetores normalizados. Pré multiplicando-se ambos

os lados da equagio (4.15) por [®] 7 e pés multiplicando-se o resultado por {®@] ', chega-se a:

o) =107 Gal/1-[A]LOT". (4.16)

Calculando-se a inversa de ambos os lados da equagio (4. 16), obtém-se

[o(0)] = [@1(all]-[A) ' [@) (4.17)

que ¢ a expressdo da matriz de FungBes de Resposta em Freqiiéncia descrita em fungdo dos
parametros modais. A equagio da recepténcia que relaciona uma excitagdo aplicada no grau de

liberdade & com o deslocamento medido no grau de liberdade J € dada por:

E 4,8 (4.18)
al)=2

Analisando-se a equagdo (4.18) conclui-se que € necessario realizar, no minimo, N

- medigBes para se poder identificar todos os parimetros modais [Ewins 847,

4.2.2. Maquinas rotativas

e invariantes. Em geral, 0 modelo matematico de maquinas rotativas possui matrizes dependentes
da rotagio e ndo simétricas devido ao efeito dos mancais e das forgas giroscOpicas. Neste
trabalho, considera-se que os mancais podem ser descritos por matrizes de rigidez constantes
(independentes da rotagdo) ¢ simétricas. Neste caso, a expressio geral da equagio de movimento

de um sistema rotativo ¢ dada por:

[M]{E@0)} + [ D)} + [K}x@}={r@®)} (4.19)

sendo que [D(Q)]z [C]-9G]; [C] ¢ a matriz de amortecimento (simétrica), [G] ¢ a matriz
giroscopica (anti simétrica, ou segja: [G] = —[G]T) e Q ¢ a velocidade de rotagio do rotor.
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Transformando-se a equagfio (4.19) para a forma de estado, tem-se [Bucher 96]:

[4[{a}+[BHa} = {F}. (4.20)

sendo:

i R A B B P

O fato da matriz giroscdpica ser anti-simétrica faz com que os autovetores do problema ndo
auto-adjunto (a esquerda) sejam diferentes dos autovetores do problema auto-adjunto (3 direita).

Assim, tem-se dois problemas de autovalor: o auto adjunto, dado por [Bucher 96]:

714, +[B )R}, = 0}: @22)
e o ngo auto adjunto:
ALy, + B {13, = {0}, (423)
sendo que A4, ¢ um autovalor;
R} = {’%ﬁ}*} é o autovetor & direita associado (4.24)
{L},. = {- ;{;?}’} € o autovetor & esquerda associado (4.25)

{p}. € um autovetor a direita do sistema de segunda ordem e

{#}. € um autovetor a esquerda do sistema de segunda ordem.

Da mesma forma que ocorre em estruturas estacionarias, os autovalores e 0s autovetores
serdo complexos € aparecerdo em pares complexos conjugados, contanto que o sistema seja

subamortecido.

Como foi feito no caso de sistemas ndo rotativos, pode-se dispor os autovetores nas colunas
de uma matriz formando assim a matriz modal. Para estruturas girantes, contudo, existirdo duas

matrizes modais: uma a direita ([R]) e outra & esquerda ([L]).
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No caso de sistemas rotativos, devido a ndo simetria das matrizes, as propriedades de
ortogonalidade dos autovetores se alteram. Normalizando-se os autovetores 2 direita e 4 esquerda

apropriadamente, as relagdes de ortogonalidade podem ser expressas da seguinte forma:

LY [4fR]=[11 ¢  [LF[BIR]=-]A] (4.26)

Para se obter a expressdo da Fungdo de Resposta em Freqiiéncia de sistemas rotativos deve-

se, primeiramente, expressar o vetor de estado como uma expansdo dos autovetores a direita
{Nordmann 84]:

a}= 3 (R} n, = [R]{n} (427

i=1

Substituindo-se a equagio (4.27) em (4.20) e pré-multiplicando-se o resultado por [L]T

»

tem-se que:

[L] [4]RY7} + (L] [BIRYm} = [L] {F) (4.28)

Das N primeiras linhas de (4.28) obtém-se N equacgbes desacopladas do tipo [Bucher 96];

AO-Amn=-A ey (@429

Supondo-se uma excitagio e uma resposta harménica e da mesma freqiiéncia, tem-se que a

resposta em freqiiéncia na i-ésima coordenada generalizada sera dada por:

(4.30)

7,(®) = W {f( )}

Substituindo-se a equac¢io (4.30) no vetor de estado da equagdo (4.27):

#x=] =] =]

fa}= Z{R} n, =[Rlin}= Z{R} {¢}r A § {W}}Ai}; (0 (4.31)
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Considerando-se apenas a resposta em deslocamento (metade inferior do wvetor {q} ),

obtém-se que:

=3 2ok ¢ "

prl R [

Pode-se assim calcular a resposta em um grau de liberdade & devido a uma excitagdio em
um grau de liberdade /. Para isso supde-se um vetor de forcas externas nfio nulo apenas no |-
ésimo grau de liberdade do tipo [Nordmann 82]:

{fOy={0 0 - f - 0 0} e™ (433)

Sendo assim, facilmente se conclui que a resposta em freqiiéncia no grau de liberdade & ¢é:

. A ‘Pk?st: (4.34)
2 £
Da equacio (4.34) tem-se que a receptincia entre os pontos / e £ € dada por:.
LA Puds (4.35)
a,(@
p(@)= 2 o
e a matriz de FuncGes de Resposta em Freqiiéncia serd [Bucher 96]:

YRTRUA (4.36)

[o@]= %

z-'i ’2': ]CD

ou

lofa)] - 3 Aok 2916 (437)

=1 ﬂ’i“jm Ef_—jm

Pode-se perceber que, para calcular as FRFs através da superposi¢io modal, é necessario

identificar tanto os autovetores 3 direita e como os & esquerda. Sob o ponto de vista experimental,
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isto implica na medi¢do de 2N-1 Fungdes de Resposta em Freqiiéncia, correspondentes a uma

linha e uma coluna da matriz [o:(co)], para cada rotagio do rotor [Nordmann 84].

4.3. Anilise modal complexa de sistemas rotativos

4.3.1. Vibragéo Livre

A representagdo do movimento do rotor nas direcBes transversais ao eixo de rotacdo através
das coordenadas complexas j4 foi apresentada no Capitulo 3 para o caso de sistemas simples.
Nesta se¢8o, estes conceito serdio estendidos e formulados com um rigor matermatico maior. No
entanto, vale ressaltar que, independente do tamanho e da complexidade do sistema estudado, a
interpretacdo fisica destas coordenadas complexas se mantém a mesma. Assim, considera-se

novamente o vetor complexo p(?), apresentado na equagio (3.4) e reescrito aqui por conveniéncia
[Kessler 99]:

p(t) = y(t) + jz(1) (4.38)

A Figura 4.1 ilustra a relagfo entre as coordenadas reais, Y} e z(1), e complexa, p(t).

- z(t) ”“‘.‘.f‘f‘““.;}?{{} .

Y
Figura 4.1 — Coordenadas reais y(?) e z(1) e coordenada complexa p(?).

A equagdo (4.38) pode ser reescrita na seguinte forma matricial:

{y(t)}z 1 [t 1}{;)(:)} (4.39)
M) 2-7 J{P®

52



sendo 7(r) o complexo conjugado de p(r) . Expandindo-se y(?) e z(¢) em séries de Fourier, tem-se

[Kessler 991:

pty=y(@)+ jz(t) =
=3 {(YKef"*‘ + Ve ™)+ j(Ze™ +fKe‘”*’)}m
k=0

~ (4.40)
= i {Pﬁef"’*‘ + Pbke‘f”*’}
k=0

A equagdo (4.40) mostra que o movimento de um ponto no plano pode ser considerado
como a superposi¢do de varios movimentos harménicos com diferentes freqiiéncias. Nelson
[Nelson 92] mostrou que as respostas transversais de uma estaco de um rotor devido a
excitagdes genéricas também sfo descritas pela equagio (4.40). Neste caso, cada componente
harmdnica que contribui para o movimento resultante é um modo de vibragio. Conforme ja foi
mencionado, as Orbitas descritas em cada estagio de um rotor nio amortecido em um modo de
vibragio tém o formato eliptico ou sdo elipses degeneradas [Azevedo 92]. No caso amortecido,
estas Orbitas tornam-se espirais-elipticas, ou seja, elipses cujas amplitudes decrescem com o

passar do tempo, ¢aso ndo haja mais forga externa.

Analisando-se o movimento descrito por uma estagio de um rotor em uma determinada

frequiéncia natural, obtém-se, da equagio (4.40), que a forma modal pode ser dada por:
PO =P + Be ™, (4.41)

Percebe-se assim que o movimento bidimensional de um ponto do rtotor pode ser
interpretado como uma composicdo de dois sub-modos: o primeiro girando no mesmo sentido da
rotagdo do rotor — precessdo direta — e o segundo girando em sentido oposto — precessio

retrograda.

A equagdo (4.40) corresponde a um movimento harménico eliptico no plano yz. Os
coeficientes Py e Py definirfio o formato da elipse que pode degenerar para um circulo ou para

uma linha reta {movimento retilineo), dependendo da relagéo entre Pr ¢ Ps.
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Considera-se agora as vibragbes transversais de um rotor com 7 estagdes. Aplicando-se a

transformacdo apresentada na equagfo (4.39) para cada uma destas estagbes ¢ escrevendo-se o

resultado na forma matricial, obtém-se:

{{y(r)}} _ [H{W)}} (4.42)
{z(0} 1ZGHN

sendo que a matriz de transformag#o de coordenadas [7] e a sua inversa sio dadas por:

-1 L[{(n)] ;I(n)]] i m{[f(n)} S } (4.43)
2| -Jm] U m] H(m)] - jli(n)]

sendo [/(n)] a matriz identidade de ordem N; {3()} e {z(¢)} vetores ordem Nx1,

A mesma transformagao pode ser aplicada ao vetor de forcas:

{{f, (1')}}= m{{g(f)}} (4.44)
IAGH EO}

Seja {g(r)} o vetor de deslocamentos transversais de todas as estagOes do eixo:

[0y (4.45)
et} = {{za)}}‘

Substituindo-se as equagbes (4.42) e (4.45) na equagio de movimento (4.1) ¢ pré-
multiplicando-se ambos os lados da equagfio resultante por [T ]_1, obtém-se que a equagio de

movimento para as coordenadas complexas sera dada por:

i eoilall

[M ]=[TT"[M][T] [D.]=[TT"[DIT] [K1=[TTKIT] (4.47)

sendo
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A equacio de movimento (4.1) pode ser reescrita da seguinte forma [Kim 86]:

H ] | *’ﬂﬁ(ﬁh& ,[]b_%G }{q(r)} H ] ﬂ{“”} voy

Utlizando-se as equagOes (4.47), (4.48) e (4.43), obtém-se:

o, [([M [m,])+ j([sz; Mw]) (a,]-[m.]) + j([sz;-?;MﬁD:'
2| (a1, ][0 ) - o[ ]+ (2, )-[7.]

~+~£+t
|
A2,
)
pa——
™
3
—_—
2
+
s
N

i@n

ng.([c A (6.}

P e -e)- FicR KT oA e a9

-l sl 1) (o] () As e )
ICAREA B CHRES I CH RN B ARl

Se o sistema for isotrépico, valem as condigdes [Lee, 93]

M= =] s =] | (4.50)
[C,W]E[sz]:: CI] [Czy]m— yz}z[cz:l
kw];[Kn]:[Kl] LE:&]:“[KW]:[Kz]

RICALY N o]  |_[[M.] [o]
b [ o el o g
[D.]= [Cz}'*“j([czl“{G]) [0] ]z[[Dd] [O]J (4.51)
‘ [0] [C1}+j([C2}—[G]) [o] [P

X.]= i[Kl 1+ Jl%.] [0]

sendo [0] uma matriz nula de ordem 2N .
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Da mesma forma que foi feito na equagio (4.41), pode-se escrever o deslocamento modal

de cada uma das estag¢Ses do rotor em fungido dos sub-modos diretos e retrogrados:

PO} ={pf (O} +{pb (1)} = {P,}e* + {P}e™ (4.52)

sendo s = jw. Calculando-se as derivadas de {p(6)} e de seu complexo conjugado em relagdo

ao tempo e substituindo-se os resultados na equagfio (4.46), obtém-se dois problemas de

autovalores de segunda ordem:

[s°[M.])+oC.]+[x. ]]{i‘%’ ;} - {g} (4.53)

[*[6.]+dc.]+[x. ]]{{E' }}z{g} (4.54)

e {0} € um vetor nulo de dimensio 2N .

Pode-se mostrar que as equagdes (4.53) e (4.54) contém as mesmas informagBes sobre os
sub-modos Pr e Py do sistema, bastando, portanto, resolver apenas uma delas para obté-los
[Kessler 99].

Na equaglo (4.52), os vetores {pff0)} e {pb(1)} sdo os componentes diretos (“forward™) e
retrogrados (“backward™) dos deslocamentos nas N estagdes enquanto que os vetores {Prle {P; }

sao os componentes diretos e retrogrados dos modos.

A diregdo de precessdo de um modo ndo pode ser conhecida pelo sinal da parte imaginaria
dos autovalores de (4.53) uma vez que estes aparecem em pares complexos conjugados. No
entanto, comparando-se as componentes dos sub-modos diretos e retrgrados (respectivamente

{Pr} e {Ps }), pode-se saber a direcio dos movimentos de precessio.

Analisa-se agora o caso isotrépico a partir de (4.51) e (4.53). Neste caso, o problema de

autovalor pode ser escrito da seguinte forma:
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S R R e S

Os autovalores do sistema seréo as raizes da equag8o caracteristica obtida do determinante:

A o g

Neste caso, a equaglo caracteristica ¢ um polinémio de ordem 4N (N esta¢des e 4 graus de

(4.56)

det =0.

liberdade por esta¢io) cujas raizes incluem os modos diretos e retrogrados e os seus complexos

conjugados.

Este problema de autovalor de ordem 4N pode ser desmembrado em dois problemas de

autovalor de ordem 2N:

(s*[M,,]+s[D,]+[K. W2, 3+ (s°[0] + s[o] + [o]}{B, } = {0} (4.57)

(s’[o]+ sfo]+ [o]{ P, } +(*[M.. ]+ oD ] + [K.. ]{ B, } = {0} (4.58)
Os autovalores do primeiro termo da equacgio (4.57) e do segundo termo de (4.58) sdo
calculados, respectivamente, a partir de :

det! + s[D [+1K. ]) =0 (4.59)

detl ]+s{D, 1+, ])[ =0 (4.60)

que fornecem duas equagdes caracteristicas, neste caso, dois polindmios de ordem 2V.

Quando s assumir valores que sfo raizes de (4.59) obtém-se, da equacdo (4.58), que:
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wl-{a)

que corresponde a um modo direto.

Da mesma forma, quando s assumir valores que sdo raizes de (4.60) obtém-se, da equacio

(4.57), que:
-

que corresponde a um modo retrogrado.

Percebe-se entdo que, se o rotor for isotropico, os modos do sistema serio puramente
retrogrados ({Pr }={0}) ou puramente diretos ({P, }={0}). Ja para o caso de rotores
anisotrépicos, os modos de precessio serdo predominantemente diretos ou retrégrados. Assim,

um modo serd considerado direto se as componentes dos sub-vetores modais {P} e {B}
obedecerem a relagio {F;}){£}, e sera considerado um modo retrogrado s¢ {Z,{{B}.
Estes resultados demonstram que a formulagio complexa — através da decomposicio de

cada modo em sub-modos direto e retrogrado - possibilita uma melhor interpretacdo fisica dos

movimentos de precessio, indicando a diregdo e o formato da érbita descrita por cada estacio
naquele modo.

4.3.2. Vibrago Forgada: Fungdes de Resposta em Freqiiéncia direcionais (dFRF)

Considera-se agora o caso de vibragdes forcadas. Aplicando-se is forgas externas a mesma
transformagdio aplicada aos deslocamentos, o vetor de forgas complexas também pode ser

expresso em termos dos seus componentes diretos e retrogrados:

&M} =g/ ) +8b(t) = {G,}e” +{G,}e" = (G, }e'™ +{G, }e ™ (4.63)



Considerando-se excitacio e resposta harmdnicas, pode-se reescrever a equagio (4.53) para

o caso de vibracdes forcadas:

[“a’z[Mc]*“jw[Cc]+[Kc]]{{Pf }} = {{Gf}} (4.64)

{By] UG}

Definindo-se

[B(co)] = [—wz[Mc] +jo[C, |+ [Kc]] (4.65)
tem-se que:
3] (G} (4.66)
50l )= e
e a relacdo entre os vetores de deslocamento e excitagio é entio:
o {Pf}} “[B(aT ][{Gf}.}= o {Gf_}}_ . (4.67)
{{P;} 5@ @, =@l

A matriz [H (a))] ¢ a matriz das funcdes de resposta em freqiiéncia direcionais (dFRF) que

relacionam excitagdes e respostas complexas.

Considerando-se agora excitagBes e respostas harmodnicas e as suas transformadas de

Laplace:

{PF(w)} {GF(w)}
— =tH . =
{{Pﬁ(a})}} { (w)]{{GB(m)}}
[[H e (@ )} EH 5 (w )E{{GF (m)}} (4.68)

[Hs@)] [Hes@)] ||{GB@)}

As dFRF H,,(w) e H;z(w) sdo chamadas de dFRF normais e relacionam,

respectivamente, excitagbes diretas e respostas diretas e excitagbes retrogradas e respostas
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retrogradas. As dFRF H, (@) e H; (w) sio chamadas de dFRF reversas e relacionam,

respectivamente, excitagdes retrogradas e respostas diretas e excitagBes diretas e respostas
retrogradas [Lee 91].

A equacio de movimento em coordenadas complexas (4.46) pode ser reescrita na forma de

equagdo de estado:

[4. e}~ 1B, Jx0}= {rn} (4.69)

sendo:

o
g M] L[Aclf]]}m“[“ o [{il}{x} ?{Ij %} @70
g

Supondo forgas externas e deslocamentos harménicos obtém-se da equagio (4.70):

<

(sl4]+[BDx}={F} (4.71)

sendo {X} o autovetor e {F} o vetor de forgas, dados por:

| o]
)= {{}gf {F}= {%ﬁ} 4.72)

G}
Da equagdo (4.71), temos que a resposta forgada pode ser dada por:

x=G6la ]-[8.){F} (4.73)

A equagdo (4.73) para vibracdes livres é:
(s{4.]-[B.Dix }= 0} (4.74)

60



A nfo simetria das matrizes envolvidas nos leva a dois problemas de autovalor:
(s.[4,]-[B. )fR}, = {0} (4.75)

Ly 6.[4.1-[8.D=of (4.76)

Os autovetores a direita e & esquerda sio, respectivamente [Kessler 99]:

(At (A4 @77
{R}"‘{ {n}} ¢ {L}"*{ {L}}

sendo {r}, e {/} sfio os autovetores 2 direita e 4 esquerda do problema de autovalor de segunda

ordem cujas equacgdes sdo:

[~o?[M.]+ jolc.] +[K,}]{{{g} _ { g} (4.78)

{ii;} [ »* +;a>[c] (X ]]m{gr} 4.79)

¢ tém a forma [Kessler, 99]:

{0 il (4.80)
! {{E}, {{Lb}

A inversa da matriz de rigidez dinimica (s[4, ]-[B.]" pode ser expandida em fungdo dos

autovetores a direita e a esquerda [Kessler 997

T {,1 {r}} {z{z }}T k323 ﬂ»,-{r},-{tr}f} (4.81)
5] - E{R}{L} f BERRA zLa{r}{l} (ex

pucy s— A s~ A,

sendo s # A, .
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De (4.81) e (4.72) tem-se que a resposta forcada pode ser dada por [Kessler 997:

ol [Eaes <o (o
GrETEE e

ou, considerando somente a parte relativa ao deslocamento:

{{Pf}}m[ﬁ’: T {{Gf}} (4.83)
B} |G jw-4, ||[{G)

Considerando-se agora excitages e respostas ndo harménicas e as componentes diretas e

retrogradas das suas transformadas de Laplace, tem-se que as respostas em freqiiéncia sdo dadas
por:

{{PF (w)}} _ [ & ) DT } {{GF(&))}} (4.84)

{PB@)}) |& jo-4, ||{GBa)}]

sendo

- .[[Hf-"“f("})] [Hm(“’)le 7,07 } : (4.89)

(e (0)] [Hrs(@)]| | & G0~ 4, |

As FungBes de Resposta em Freqiiéncia direcionais mostradas na equagdo (4.85)
relacionam as excitagdes diretas e retrogradas com as respostas diretas e retrogradas. As dFRFs

também podem ser calculadas a partir das FRFs comuns. Estas FRFs relacionam forgas e
respostas através da equaciio:

{{Y(co)}}{[ﬂn(w)] [H,.()] {{F,(@)}} (4.86)
Z(@)] |[Hz(®)] [H ()] ||{F; (@)}

Aplica-se a transformada de Laplace 4 equagiio (4.52):
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{P(0)} = {PF(0)}+ {PB(o)} (4.87)

e considera-se a transformacdo aplicada em (4.42) para as transformadas de Laplace dos vetores

de deslocamento reais € complexos:

{{Y(m)}}: {{PF(@)}} (4.88)
zn| | (PBoy

e para os vetores de forcas externas:

{{F”(‘”}}=m {{GF(@)}} (4.89)
Fe3 |Gy

Substituindo-se as equagdes (4.89) ¢ (4.88) em (4.86) e pré-multiplicando ambos os lados

da equagio resultante por [7]", obtém-se:

{{PF@}P _prp| @] @] {{GF(m)}} (4.90)
Pr@)) [ @)] [He(@)]] | {GB@)

Chega-se, finalmente, as seguintes relages:

2[ P)Gf(w)] [ Hyp (@) "'{ zz(&’) ‘*‘J( zy(a’)] [ rz(w)]) |
2[ Pﬂ}b(w)] { yy(w) [ zz(a’)]+.]( HZF (m)]+[ Yz(w)]) (4.91)
2 Hrer (@)] = [Hyr (@)]- [ ()] - H[Her (@] +[Hyp (@)
2 H pis ()] = [Hyr ()] + [ Hp ()] - J{[ Hor (@) - [Hyz (@)
Analisando-se as equagdes (4.91) pode-se concluir que:
[Ffpfc;f (a’)] = [HPbi (a))] (4.92)

[ﬁ%b (m)] = {Hpbcf(a’)]



Assim, pode-se considerar apenas duas das submatrizes em (4.92) para se identificar o

sistema. Das equagdes (4.84) e (4.85) tem-se que:

e (4.93)
(PF(@)} = [[Hpy ()] [Hw(“’)]]{:{{c—;giwﬁ}

Como ja foi mencionado, as dFRF que relacionam excitagdes e respostas de mesmo sentido
(diretas ou retrogradas) sio as dFRF normais e as que relacionam excitacdes e respostas de
sentidos opostos sdo as dFRF reversas. As dFRF lH e (m)] conterdo apenas modos diretos e as
dERF [H PGS (co)] conterdo apenas modos retrogrados. Isto permite uma identificagio

experimental de parimetros muito mais precisa, pois a superposi¢io dos modos diretos e

retrogrados (usualmente muito proximos em fregiiéncia) ¢ evitada.

Para o caso das FRF's tradicionais, vale a relagdo:

[, -o)]=|7, )], (4.94)

sendo i,k = y,z. Esta relagio mostra que uma Fungdo de Resposta em Frequiéncia contém as

mesmas informagdes nos dois lados do eixo de freqiiéncia bastando portanto analisa-la em apenas

um dos lados, usualmente o lado positivo.

Contudo, no caso das dFRFs, tem-se que {Lee 91]:

[HPfo (—w)] = [H PbGH (@)} (4.95)
[Bn%b ("w)] = [H PYOf (Q)]

Portanto, para as Fungdes de Resposta em Freqiiéncia direcionais, ambos os lados do eixo
de freqiéncia podem ser utilizados, separando os modos diretos e retrogrados em cada um dos
lados. Neste trabalho, apenas o lado positivo do eixo das freqiiéncias foi utilizado, a exemplo de
Kessler [Kessler 99], visando maior simplicidade ¢ uma comparacio mais facil com as FRF

comuns.



O nimero de medicdes necessarias para se conseguir identificar todos os parimetros
modais através da analise modal complexa é 0 mesmo que no caso da analise modal tradicional

de maquinas rotativas.

4.3.3. Efeito da isotropia nas Fungdes de Resposta em Freqiiéncia direcionais

Para avaliar-se o efeito da isotropia nas dFRF, primeiramente considera-se o sistema
isotropico cujas matrizes da equacdio de movimento nas coordenadas complexas sio dadas pelas
equagbes (4.51). Os autovetores & direita deste sistema ja foram calculados e estfio apresentados
nas equagdes (4.61) e (4.62). Os autovetores & esquerda podem ser calculados através do

problema de autovalor nio auto-adjunto dado por:

{Lf}f}f AR ORI AR NIRRT (450
{{i;}’ [ { [o] [M. ]J {[0] [Bcz]} [[0] [Kcz]D {{0} }
Esta equagfio pode ser dividida em:

. {Lf }T(SE[ML.]]—%S[Dcl}+[Kc1])+{E;}T(sz[()]-{—s{()]%- [0]) = {O}T (T

{z }(2[°+s°]+[0) {L}( [Dez]+[Kcz])%{_9}"’____ G

De (4.97) e (4.98) conclui-se que os autovetores a esquerda de um rotor isotropico tém a

forma:
- "

-
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para um modo direto e

para um modo retrogrado.




A equagdo (4.85) pode ser expandida em funggo dos parimetros {P:}, {B}.{L;Y e {L}
da seguinte forma:

[[H%f(w)] [H@m(w}]}jf B }m $ ﬁg}{%i} T |

[HPbGj (a’)] [H PrGD (“-’)] B = Jo A, i Jo—4,
PILY P HLY (4.101)
w [ {PYL Y {BLY

-3 i .

=1

Rescrevendo-se a matriz das dFRF, equagio (4.101), separando-se os modos diretos e

retrogrados e considerando-se as formas dos vetores modais & direita, equagBes (4.61) e (4.62), e

a esquerda, equagdes (4.99) e (4.100), tem-se que;

[{Pf}{.af}f AN

[[Hmf(w)] [Hm(m)]J: BHLY BILY |
oo/ @) lne@l|™ & joz, -

[{P;}{Lf}f' PO [{o} 07 {EB}TJ
” (4.102)
= +

L) Oy | B LY
jo -] Jo— i

fud

Da equagio (4.102) conclui-se claramente que, para rotores isotropicos as dFRF das
submatrizes [H me(“’)] e [H Phr (m)], ou seja, todas as dFRF reversas, serdio nulas. Este ¢ um

resultado importante e pode ser utilizado para identificar se o sistema €, ou nfo, isotropico.

Considera-se agora um rotor isotropico similar ao anterior mas cujas submatrizes da

equacio de movimento nas coordenadas complexas ainda obedegam s seguintes condi¢des:

[G1=[0F M]=[M} [c]=[cT} [K.]=[KI]. parak=12. (4.103)
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Sendo assim, a equacgfo (4.51) transforma-se em:

[]+] [0 1 (Ma] [o]
2 bl 6 e

[C]+J ] 4.104
.11 Ae) [ _:[[1[90&] [E]J (4.104)
)< [BlA] o] ]}""[I[iﬁ] [1[{(2]}

e, por conseqiéncia de (4.104), as submatrizes [M, ], [M,,], [D.]. [D.]. [K.] ¢ [K..] sdo

simétricas. Sendo este 0 caso, as equacdes (4.97) ¢ (4.98) podem ser rescritas como:

(s[M. ]+ o{Da ]+ (K {L, } + (s2[0] + s[0] + [O]}{Z, } = {0} (4.105)

(sz[()] + s[ﬂ] + [0]){Lf} + (sz[Mcz] +3[D,]+]K., ]]{Zb } = {0} (4.106)

Comparando as equacdes (4.57) e (4.58) com as equacdes (_4.105_)_ ¢ (4.106) conclui-s_e que
os vetores modais {r}; ¢ {I}; devem ser proporcionais, ou seja:

0, =4, @107)

A constante de proporcionalidade K, pode ser calculada assumindo-se como condi¢des de

ortogonalidade {Lee 91]:
Blale}, =5, (4.108)
{J}T{Bc]{"}; =4,8,

sendo & ; o delta de Dirac.

Logo, rotores isotrépicos que atendam as condigdes (4.103) podem ser identificados

medindo-se apenas uma linha ou coluna da matriz das dFRF. A matriz giroscOpica deve ser nula
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ou desprezivel para que as submatrizes sejam simétricas. Estas condigbes podem ser atendidas

por rotores com elevada razio comprimento/didmetro apoiados em mancais de rolamentos,

Finalmente, analisa-se as dFRF de rotores levemente isotrépicos. Neste caso, considera-se
que, nos modos diretos, {Pf }>> £} (ou {P}= {}={0}; e nos modos retrdgrados,
{Pf }<< {Pb} (ou {Pf }x 1= {0}). Analogamente, para os vetores modais 4 esquerda tem-se que:
para os modos diretos, {Z, }={5}={0}; e para os retrogrados, {Lf}: {c}={0}. Assim, a partir de
(4.101), chega-se a:

BHLYT B L)
[[Hw(w)] {H%(w)]} SLEILY BT

[HPbe (a) )] [H PbGE ((I'J )] - i=1 ] @ — 4 ]

B3 BeyY | By {E}{z‘b}{! (4.109)

£=1 Jo-77 jo-A;

{{Pf}{ztf}" P16} ] [{5}{@’” {EHL,)T
= +

Conclui-se, portanto, que as dFRF reversas de rotores levemente anisotropicos tém uma
magnitude bem inferior 4s dFRF normais. Assim, rotores levemente isotropicos podem ser
tratados da mesma forma que rotores isotropicos quanto a identificagdo dos autovetores a

esquerda por meio da equacgio (4.107). .

4.3.4. Estudo do rotor de Jeffcott apoiado em suportes 1sotropicos e anisotrépicos

Com o intuito de ilustrar os conceitos apresentados nas segOes anteriores, apresenta-se
alguns exemplos de sistemas rotativos dos quais se identifica os parametros modais utilizando a
formulacdo da anilise modal complexa. Para tanto, utiliza-se um rotor de Jeffeott (rigido)
apoiado sobre mancais flexiveis, cujas equacBes de movimento sio deduzidas seguir. Um rotor
especifico € analisado considerando-se suportes isotrépicos e anisotrépicos. Os dados

geométricos e pardmetros fisicos destes dois sistemas estio apresentados a seguir:
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Eixo: Comprimento total =(,75m;
Raio =(,00125m;
Modulo de Elasticidade = 206,8¢9N/m*;

Coeficiente de Poisson =0,3;

Densidades = 7833kg/m’.
Disco:  Raio externo = (,07m;

Espessura = 0,02m;

Densidade = 7800kg/m’.

Mancais: Cyy =Cziz=5Ns/m; Cz=Cy=0; Ky, =Kzy=0,
Rotor isotropico: Kyy =Kz = 1e4N/m;
Rotor anisotropico: K,y = 1e4N/m e K., = 9e3N/m

4.3.4.1. Equacdes de Movimento: Rotor de Jeffcott com 4GL

As equacgdes de movimento que descrevem o comportamento dinimico de um rotor sio

bastante complexas, mesmo para o caso de rotor rigido. Estas equacbes podem ser obtidas tanto

“através dos conceitos ‘da dinfimica cléssica (equagSes ‘de Newton-Euler) como da dinimica

analitica (equago de Lagrange). Nesta secfio, deriva-se as equacbes de movimento de um rotor
rigido através da formulagdo da mecénica analitica. Como esta ¢ uma formulacio ja bastante
conhecida, sero apresentados apenas os passos principais para a obtengdo das equacies de
movimento. Um desenvolvimento mais detalhado destas equagSes pode ser encontrado em
Kessler [Kessler 99], Genta [Genta 99] e suas referéncias.

Em geral, as equagdes de movimento de sistemas rotativos sdo altamente ndo lineares.
Contudo, estas equagdes podem ser linearizadas se algumas hipoteses simplificadoras forem
adotadas, tais como {Genta 99]:

* o rotor apresenta, em sua configuragio ndo deformada, um eixo de rotaciio fixo e bem
definido, que coincide com um dos seus eixos principais de inércia baricéntricos (isto

implica dizer que o desbalango € pequeno);

¢ os deslocamentos de translagdo e rotagdo devido a deformagdo do rotor s3o pequenos;
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® orTotor ¢ considerado axissimétrico (sistema isotrépico ou anisotropico).

Sendo validas estas hipoteses, considere o rotor ilustrado na Figura 4.2. Assume-se que
toda a massa deste sistema esteja concentrada no disco, situado a uma distincia @ do mancal 1 e a
uma distincia b do mancal 2. O comprimento total do eixo é L. Considera-se que as direcdes y e z
coincidam com ©0s eixos principais dos elipsdides de elasticidade dos dois mancais. Portanto, a
matriz de rigidez ndo apresenta termos de acoplamento entre estas duas diregSes. Os momentos
principais de inércia do rotor s3o designados por: .J, — em torno do eixo de rotagdo propria (polar)
e J: — em torno de qualquer eixo do plano de rotagio (transversal). Se Jp > J, 0 corpo €
normalmente designado por disco e, se .J, < J,, o rotor é chamado de rotor longo [Genta 99].
Finalmente, considera-se que o sistema possui desbalanco estatico (&) e dindmico ( 7 ), conforme
ilustrado na Figura 4.3. O primeiro ocorre devido & ndio coincidéncia do centro geomeétrico do
disco C com o centro de gravidade P. Quando o eixo de simetria do rotor nio coicide com o eixo
de rotagdo propria, tem-se o desbalango dinimico, y, que é 0 angulo formado entre estes dois
eixos. Como o desbalango estitico ndo precisa estar, necessariamente, no mesmo plano do

desbalango dindmico, assume-se que este Gltimo esteja defasado de um dngulo o do primeiro.

Figura 4.2 — Esquema do rotor rigido apoiado sobre mancais flexiveis.
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Sejam x_,y.,z.,¥.0 e ¢ a posicdo e rotagdes do ponto C nas diregbes x, y e z,
respectivamente. Com excessio da coordenada y, que representa a rotagdo propria do rotor,

todos os outros deslocamentos sdo considerados pequenos.

y y
-
S‘ﬁg‘a?-ﬁ}hefna Z7 Disco / ‘\
/8\ - / £
x C / z ‘ C /i
i /
'\\ //
\_‘/‘/
(2) (b)

Figura 4.3 — Condig8es de desbalango do rotor: () desbalango dindmico e (b) estatico.

Utilizando-se os dngulos de Euler, obtém-se a posi¢3o absoluta do centro de gravidade do
rotor em relagio ao sistema de referéncia inercial com origem em O. Apds a linearizagdo, a

posi¢do de P pode ser expressa por:

x, +&[@sen(y +a) - p cos(y + )] (4.110)
PO = Y, +ecos(y + )
Lz tesen(w +a) |

Derivando-se a equagdo (4.110), obtém-se a velocidade de translagfio absoluta do ponto P:

%, +elyf - 9)cos(y +a) +(yp ~ O)sen(y + a)]| S
V, = ¥y, ~ &y sen(y + a)
z,+ sy cos(y +a) j

A primeira parte do primeiro termo da equagdo {4.111) representa a velocidade de P na
dire¢iio axial devido ao movimento do ponto C na mesma dire¢do. A segunda parte € a
velocidade de P devido a excentricidade e as rotagBes da segHo transversal do eixo. Se a

excentricidade e as rotagdes sdo consideradas pequenas, esta segunda parte pode ser considerada
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desprezivel se comparada & primeira [Genta 99]. Fazendo-se esta simplificacdo, pode-se escrever

a energia cinética de transla¢iio do rotor como:

4.1
I = %m{r +3.0 +2.7 +8%" + 289[-3, sen(y +a) + 2, cos(y + )]} @

Assumindo-se pequenos deslocamentos, pode-se escrever a velocidade angular absoluta do

rotor da seguinte forma:

) Jé[ ¥ FOS(W) + @]+ gy sen(y) +yr
Q=< Heos(y) +@sen(y)~ xy (4.113)
-6 sen(y) + ¢ cos(y)

¢ a expressdo da energia cinética de rotagdo torna-se:
1 A .3 . . . A . A .
Ty =S Vi07 +67 + 279") + 0,5 +206p)+ 2 U, - J b cos) + psen(y)]}  (4.114)

Utilizando-se as expressdes das energia cinética de translagdo e rotagio do rotor e a
equacdo de Lagrange, obtém-se as equagdes de movimento do sistema. As forgas elasticas dos
mancais podem ser introduzidas na equagdo de Lagrange no termo de energia potencial elastica
ou como forcas externas (generalizadas). E preciso ter cuidado a0 se utilizar este procedimento
para o calculo das equagdes de movimento referentes aos graus de liberdade de rotacio pois as
forcas generalizadas, neste caso, nio s3o exatamente os momentos causados pelas forcas dos
mancais. Isto acontece porque o eixo em tomo do qual a rotagio € ocorre nio é nenhum dos
eixos x, y ou z [Genta 99]. Tendo-se este fato em mente e considerando-se pequenos

deslocamentos, obtém-se as seguintes equacbes de movimento':

! Estas equagbes de movimento do rotor rigido descritas em (4.115) siio diferentes daquelas obtidas por Genta
[Genta 99 — equactes (4.59) € (4.61)], pois esias (ltimas apreseplam erros de impressdo.
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mii, = F,

my, = me[i sen(y +a)+y” cos(y + a)}+ F,

m#, = me[~ cos(y +a)+yr* sen(y + )]+ F,

(J, +J 20 + x(J , = J )6 cos(y) + Psen(y)] = M, (4113)
J 6 +J 9 = x(J, - J, )~ cos(y) +y* sen(y)] + M,

@ —J W0 = x(J , ~J - sen(y) — v cos(y)]+ M,

sendo F, Fy, F; e My, M,, M, as componentes das forgas e dos momentos aplicadas pelos mancais

ao rotor, respectivamente.

Observando-se as equacBes (4.115), percebe-se claramente que © movimento axial
(primeira equac8o) do rotor € desacoplado dos movimentos transversais. Se a rotago prépria do

rotor for constante, ou seja, se ¥ =0, a quarta equagio se desacopla € o comportamento de

flexdo do eixo pode ser estudado independente dos movimentos axial e torsional.

Considerando que y = o, obtém-se as equagdes de movimento que permitem estudar o

comportamento de flexdio do rotor de Jeffcott com velocidade constante:

my, = mew® cos(wt +a)+F,
mi, = mew® sen(at + )]+ F,

ST 4116
J+J gp = o' (J, - J )sen(ot) + M, (4.116)
J @~ J 6 =—yo’(J, —J,)cos(@) + M,

A obtencdo das forcas e momentos exercidas pelos mancais sobre o rotor é tarefa
relativamente simples. Considerando-se as propriedades dos suportes 1 e 2 e as carateristicas

geométricas do rotor apresentadas na Figura 4.2, conclui-se que:
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F, (kY1 + k}’z ) (ak}‘l - bk}’z ) 0 0 yc

»

M, (ak, —bk,) (a’k, +b’k,) 0 0 @
F (™7 o 0 (k, +k.)  —(ak, bk, ) ||z,
M, 0 0 —(ak, —bk,) (a’k, -B°k, )| @
K, K, 0 0 iy, (4.117)
— | Pm ¥a 0 0 @
0 0 K, -k, |lz,

Substituindo-se a equagdo (4.117) em (4.116) chega-se, finalmente, as equacdes de

movimento do sistema:

o oo o B

0 0 o) [o o o 3,
Jo0 0fsl o0 0 s g)
o m o]z %0 0o o o ||z
0 0 J, |14 0J, 0 0 |8
: (4.118)
[ wo Koy 0 0 Y. mew” cos(ax + )
A K 0 O lo|_ |20, ~J,)cos(er)
0 0 K, -K |z mew” sen(wt + @)
E— 0 K. K, |l6) | 20 - dysentan)

Este equagdo também pode ser escrita em fungdo de um conjunto de coordenadas

complexas. Para tanto, considere as coordenadas:

pi=y.+jz. e py=p, -6, (4.119)

Utilizando-se as equagdes (4.118) e (4.119), pode-se escrever a equagdo de movimento para

vibragGes livres nas coordenadas complexas na seguintes forma:

m 0 0 0/ p 0 0 0 o0 o K m Kmu K 4, K a, || P 0
0 Jl‘ 0 0 p 2 O JP 0 0 p 2 szx K””u K‘fzx Kdzz P 2 0
= [T@ s [T = [~ (4.120)
0 0 m 0)p 0 0 0 0Wp | K, K, K, K. (B[ |o '
0 0 O Jt 1%2 0 0 0 Jp sz Kdz, Kdn Kmn szz ﬁZ 0
sendo que
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Kmn — iK}'u ;Kzu) Ka'n — {K}qg ;K:H}
s
Kmm - (ghz ;_sz) Kdu . KJ!;; ;Kzu)
1y - (KT‘Vﬁ ;_K—ﬂ) K‘in = (Kyﬁ ;Kzn) (4 121)
&, +x.) &, ~x. )
Ky, =t K, =

A equaglo (4.121) foi utilizada para gerar os resuitados das segdes seguintes. Contudo, com
o objetivo de facilitar a interpretacio fisica, foi feita uma transformacio de coordenadas nestas
equagdes de movimento para que elas passassem a ser expressas em fungdo das coordenadas de
translagdo das duas extremidades do rotor (posicio dos mancais) ac invés das coordenadas do CG

do rotor {as duas de transla¢@o mais as duas de rotagio).

4.3.4.2. Mancais isotropicos

A Tabela 4.1 apresenta os par@metros modais, obtidos através da formulagio da analise

modal complexa, para o rotor de Jeffcott apoiado sobre mancais isotropicos. Ao contrario do que

-acontece quando se utiliza coordenadas reais na-modelagem de-sistemas rotativos, em que & -

preciso pos-processar 0s dados dos vetores modais para se identificar guais sio os modos de

precessdo direta e retrograda, a formulacfio compiexa ja fornece este resultado de forma muito
clara, Para tanto, basta comparar o médulo das componentes diretas ( P,) ¢ retrogradas (£,) dos
vetores modais, para cada estagio do rotor. Assim, observando-se a terceira coluna da Tabela 4.1,
i . g !‘{} i>§ P 3 H P 4>F P - e 4 d -~ 3
percebe-se que |1, > Py e [ £, 1> P, |, indicando que as duas estagdes descrevem
movimentos de precessio retrograda. Ainda mais: como £, = 0 para/= 1,2, a 6rbita descrita é

circular! Adotando-se ¢ mesmo procedimento, identifica-se, faciimente, a direciio dos

movimentos de precessdo dos outros modos.

A Figura 4.4 ilustra as quatro primeiras formas modais do rotor de Jeffcott isotropico.



Autovalores [rad/s]

0.96+61,90] | -096+61,90] | -480+13561] | -524+ 147.95]
I'requéncias naturais [Hz]
9,85 ] 9,85 | 21,58 | 23,55
Vetores modais a direita ({#,, P., P, B,}")
G 1 O i
0 1 0 -1
1 0 1 0
i 0 -1 0
Movimento de Precessio
Retrogrado E Direto | Retrogrado | Direto

Tabela 4.1 — ParAmetros modais do rotor rigido isotropico. Rotagiio = 3000 rpm.

{c) Terceiro modo: 21,58 Hz. (d) Quarto modo: 23,55 Hz.

Figura 4.4 — Primeiros quatro modos de vibragio do rotor rigido isotrépico.




A Figura 4.5 apresenta uma comparacdo das Funcdes de Resposta em Fregiéncia
tradicional e direcional. Observando-se somente a FRF, € impossivel concluir que ¢ primeiro
pico corresponde, na verdade, a dois modos de mesma freqiiéncia: um direto ¢ outro retrogrado.
Por outro lado, cada uma das dFRFs normais (direta e retrograda) apresentario o mesmo pico,

associado a apenas um modo, ou direto ou refrogrado.
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Figura 4.5 - Magnitude e fase das Fungdes de Resposta em Freqiéncia tradicional e direcionais,

Esta caracteristica pode ser observada mais claramente analisando-se ¢ terceiro e quarto

modos. A Figura 4.6 ilustra o comportamento da FRF com a variagio da rotagio. Percebe-se que,
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neste caso, quanto menor a rotacdo do rotor, mais proximo estarfo os picos correspondentes a
estes dois modos. Se esta FRF for utilizada no processo de identificacio de parmetros modais,
pode-se esperar algumas dificuldades devido 2 aita densidade modal. Se o experimento nio for
bem projetado - utilizando-se multiplas excitagBes, por exemplo - ¢ possivel que ndo se consiga
estimativas aceitaveis! No entanto, como as dFRFs conseguem separar 0s modos de precessdo
diretas e retrogradas em curvas diferentes (as dFRFs normais diretas e retrogradas,

respectivamente), o processo de estimagio de parimetros ser, com certeza, muifo mais preciso.
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205k AT
" 4g
200 I
Motagdes (RPM) g0
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Figura 4.6 — Fungdes de Resposta Fregiiéneia H,, “(ﬂ)} para varias rotagles.

4.3.4.3. Mancais anisotripicos

A Tabela 4.2 apresenta os pardmetros modais para o rotor de Jeffcott apoiado sobre
mancais anisotrépicos enquanto que a Figura 4,7 ilustra as quatro primeiras formas modais do
sistema. Adotando-se © mesmo procedimento utilizado no caso de mancais isotropicos, pode-se

identificar quais so os modos associadts aos movimentos de precessio direfa e retrograda.



Autovalores [rad/s]

0,96 +58,72f | -096+61.90] | -483 +13098] | -52.2+ 145 3]
Frequéncias naturais [Hz]
935 E 9,85 | 20,85 | 23,13
Vetores modais a direita ({P,, P,, P, 75,}")
1 1 (0,2851 — 0,00891 -1
i 1 -0,2851 + 0,0080i 1
-1 -1 -1 -0.2607 + 0,0082i
1 -1 1 0,2607 - 0,0082i
Movimento de Precessio
Retilineo 1 Retilineo | Retrogrado | Direto

Tabela 4.2 - Pardmetros modais do rotor rigido anisotrépico. Rotagdo = 3000 rpm.
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{c) Terceirc modo: 20,85 Hz, {d) Quarto modo: 23,13Hz.

Figura 4.7 — Primeiros quatro modos de vibragio do rotor rigido anisotrépico.




Considera-se, inicialmente, o primeiro modo do sistema (primeira coluna da Tabela 4.2).
Comparando-se o modulo das componentes diretas e retrégradas deste vetor modal percebe-se

que | £, = £ | & | F, = Py, | Neste caso, no se pode dizer que o movimento de precessdo

seja direto ou retrogrado. Quando isto ocorre, como ja foi salientado no Capitulo 3, a 6rbita da
respeciiva estagdo do rotor & retlinea, como mostra a Figura 4.7(a).

Analisando-se o quarto modo, nota-se que | 7, <| Polelh, < P, indicando que as
duas estagOes descrevem movimentos de precessio direta. Neste caso, nenhuma das componentes
do vetor modal € nula, o que significa, fisicamente, que as oOrbitas descritas pelo eixo sdo

slipticas.

Vale a pena ressaltar que, dependendo das caracteristicas fisicas e geométricas e das
condi¢Oes de operagio da maquina, pode acontecer de existirem os chamados modos mistos
[Genta 99]. Nestes modos, algumas esta¢gdes do rotor descrevem a 4Orbita num movimento de
precessdo direta e outros, em precessdo retrograda. A identificagdo destes modos, quando se
utiliza as coordenadas reais, & bastante irabaihosa, principalmente se o sistema em estudo for
compiexo (rotores multiplos, por exemplo). Através da andlise modal complexa, esta
identificagdo ¢ bastante simples. Para facilitar ainda mais esta tarefa, desenvolveu-se [Han 99] o

indice de forma e directividade, SDI (shape and directivity index), definido como:

Plip |
~1<5DI = —mw_f f{ E“q, ¢-122)
T

f

A relagdo entre os valores do SDJ, a forma da rbita e a direcio do movimento de precessio

¢ a seguinte;

o SDI=-1 precessdo retrograda circular,
e -1<S5DI<( precessdio retrograda eliptica;
e SDI=0 movimento retilineo;

e (<S0O/<1  precessfo direta eliptica;

T

o SDi=1 precessdo direta circular.
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Analisando-se estas relagdes percebe-se que o sinal do SDI determina a direcio do

movimento de precessdc enquanto que a forma da Orbita ¢ definida pelo seu valor absoluto.

A Figura 4.8 apresenta uma comparagio das FRFs tradicional e direcional e as Figuras 4.9
e 4.10 ilustram o comportamento das dFRFs e da FRF em fungdo da rotagio. Observa-se agora
que a FRF apresenta quatro picos distintos. Contudo, a densidade modal ainda é basiante alta o
que pode acarretar as mesmas dificuidades no processo de exirago de pardmetros comentadas

anteriormente.

Mobilidade {dB re 1m/i}

5 10 15 ] %5 30 35 40
Frandéncia (Ha) - HPfiGr'l (a})

e ; E ! ) : ;
. ..:;i_.;..“.;.“j_._._.._._,} ._..g.““.". b ”,‘_'..”.:’-:.-;,,'“'E«'.,'.'.'_'_'_”_f."_;'_;.'_.é-'_'..;'._'_” R ITIITRIRs: SpevmySY = SIPSER {ﬁ)} R
a0 i o f'ﬂ ok ; } g PHIGHL

Angulo de Fase (graus)

Fregudncia (Hz)

Figura 4.8 - Magnitude ¢ fase da FRF Hmm(@} e das dFRF H pyp {a}) e H oo {a)) :
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Figura 4.9 - Magnitude da FRF H,,, () e das dFRE H o (9] & H pp (@) para varias

rotacgdes,
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Ao contrario do que acontece no caso de rotores isotropicos em que as dFRFs conseguem
separar os modos de precessio diretas e retrégradas em curvas diferentes (as dFRFs normais
diretas e retrogradas, respectivamente), quando os suportes s3o anisotropicos, esta separacio nido
acontece com tanta clareza. Observando a Figura 4.8 {terceiro e quarto modos), percebe-se que o

segundo modo de precessdio direfa ainda aparece como dominante na dFRF normal direta
H o1 - Contudo, existe uma pequena contribuigio do segundo modo de precessdo retrograda
nesta dFRF. No caso da dFRF normal retrograda H ., , a situagiio se inverte: o segundo modo

de precess@o retrOgrada passa a ser dominante enquanto o segundo modo de precessdo direta
passa a aparecer com pequena intensidade. Através da Figuras 4.9 e 4 10 pode-se perceber que
quanto maior a rotagdo, menor ¢ a participagio dos modos menos dominantes nas respectivas
dFRFs. Vale a pena ressaltar que, no caso da FRF, os dois modos aparecem com,

aproximadamente, 2 mesma intensidade.
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Capitulo 5

Estimacfio das Fung¢des de Resposta em Fregiiéncia Direcionais

Resumo do capitulo

Na anilise modal complexa, os métodos de excitacio e de estimagio das Fungdes de
Resposta em Freqiiéncia direcionais est3o intrinsecamente ligados. Neste capitulo, analisa-se trés
métodos de estimaciio das dFRFs para os casos de excitacdo unidirecional, bidirecional

estacionaria e bidirecional rotativa.

5.1. Introducio

No Capitulo 4, desenvolveu-se as formulacdes de analise modal tradicional e complexa
para sistemas rotativos. Em ambos os casos, assumiu-se que as excitagbes e as respostas eram
harmdnicas. Contudo, existem inlimeros outros tipos de excitacBes que podem ser utilizados para
se conseguir extrair os parimetros modais destes sistemas. Além do mais, todos 0s sinais

medidos durante um experimento de analise modal estio contaminados por ruidos que, de uma

forma geral, possuem uma caracteristica essencialmente aleatoria.

E simples definir a Funco de Resposta em Freqiiéncia (receptincia) como sendo a razéo
entre as Transformadas de Fourier dos sinais de resposta e de excitagio. Da mesma forma, pode-
se definir a dFRF normal direta (retrograda) como sendo a relacdo entre a transformada de
Fourier da componente direta (retrograda) da forga de excitagio e da componente direta

(retrégrada) das resposta do sistema em coordenadas complexas.
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Apesar destas relagBes servirem como definigiio das FRFs e dFRFs, elas, certamente, ndo
podem ser usadas como estimadores destas fungdes. Por este motivo, é necessario desenvolver
novos estimadores das dFRFs da mesma forma que existem os estimadores Hy, e H, para as
FR¥s.

Dependendo do tipo de excitagio que se utiliza para a realizagio da anilise modal
experimental, pode-se obter as dFRFs diretamente a partir das FRFs. Contudo, em algumas
situagBes, € mais preciso e aconselhavel utilizar excitagdes como a bidirecional rotativa que
permite a separagdo clara dos modos de precessio direta e retrograda. Neste caso, as dFRFs ndo
podem ser obtidas a partir das FRFs sendo, portanto, necessario reformular os estimadores

tradicionais para poder tratar com os sinais complexos de excitagio ¢ resposta do sistema.

A seguir, apresenta-se uma breve revisio dos conceitos basicos de analise de sinais
aleatorios e dos estimadores da FungBes de Resposta em Freqiiéneia comuns. Na se¢do 5.3
desenvolve-se as expressdes para os estimadores das FungBes de Resposta em Fregiiéncia

direcionais no caso das excitagdes unidirecional, bidirecional estacionaria e bidirecional rotativa.

5.2. Estimadores das FRFs

Para se calcular a transformada de Fourier de um sinal £{#), é preciso que este satisfaca a
condi¢o de Dirichlet [Ewins 84]. Uma vez que os sinais aleatdrios ndo atendem a esta condigdo,
€ necessario que se utilize outros pardmetros para poder descrever as caracteristicas destes sinais
no dominio da freqiiéncia. Estes parimetros s#o as fungdes de correlagio (dominio do tempo) e

as densidades espectrais (dominio da freqiiéncia).

As fungbes de auto-correlagio ¢ correlagdo cruzada entre dois sinais A7) (excitagdo, pex.)e

x(7) (resposta, p.ex.) sdo definidas, respectivamente, por [Bendat 80]:

T T 51
Ry(D) = m«% [F@ 7+ Dar e  R.(7)= ;ﬁ% [ x(®x(e + 1)t , (5.1)

17 17 (.2)
Ry (7)=lim— [xrfe+nar e Ry (7)=1im — [rxe+oar .
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Uma vez que as funcBes de correlagio obedecem i condigio de Dirichlet, as suas
transformadas de Fourier podem ser calculadas, fornecendo as densidades espectrais de poténcia

¢ densidades espectrais cruzadas definidas, respectivamente, por [Bendat 80}

T : F . (53
Sp(@)=(/27) [Ry(e™dr e S (0)=(1/27)[ R, (t)e " dr,

2 _ = | (.4)
S, (@)=(1/27) R (v)e ' dr e Su(@)=(1/27)[R, () dr

As equagdes (5.3) e (5.4) consideram todo o campo de freqiiéncias, positivo e negativo.
Usualmente, trabalha-se apenas com as freqgiiéncias nio negativas e para isso sio definidas as

densidades espectrais de poténcia para freqiiéncias ndo negativas [Bendat 807:

Gr@)=255(@)  Gal@)=25ul0) .

(5.5)
Gal@)=25p(@) G l@)=25,(»)

G, (®)=Go(@)=Gh(0)=G, (@)=0  paraw<0 (5.6)

A Fungiio de Resposta em Freqiéncia que relaciona os sinais At) e x(t) pode ser avaliada
por meio de duas relagdes (estimadores) [Ewins 84]:

H@)=E2 o p@)=Z=@ 5.7
G, (@) Gy (@)

Devido ao ruido presente nas medigSes dos sinais de excitagio e resposta do sistema, estes
dois estimadores, em determinadas faixas de freqiiéncia, podem nio fornecer os mesmos
resultados. Em freqliéncias proximas as ressonéincias, por exemplo, o sinal de forca (em um
ensaio com excitador eletrodindmico) serd mais afetado pelos ruidos de medigio,
comprometendo a precisiio do estimador A;. Ja nas faixas de freqiiéncia proximas as anti-

ressondncias, o sinal da resposta sera o mais afetado, piorando a precisio do estimador H;.
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A fungfo de coeréncia y(w), que relaciona os resultados destes dois estimadores, ¢

definida por:

(5.8)

2( )-— sendo O<y(w)=1.
H ( )
Além dos motivos apresentados anteriormente, existem diversas outras razdes para que a

fung:ao de coeréncia assuma valores menores que 1. Maiores detalhes podem ser obtidos em
[McConnell 95].

5.3. Estimadores das dFRFs

5.3.1. Excitac¢do Unidirecional

A técnica de excitacdo unidirecional utilizada na analise modal de maquinas rotativas nio
difere daquela normalmente empregada no teste modal de estruturas n3o girantes. Assim, pode-se
obter as FungGes de Resposta em Freqiiéncia tradicionais entre as entradas e saidas reais do
sistema através dos estimadores apresentados anteriormente. A partir destas, pode-se calcular as
Fungbes de Resposta em Freqiiéncia direcionais entre as excitagdes e respostas complexas através

das expressdes (j& apresentadas no Capitulo 4 e rescritas aqui por conveniéncia):

A H oy (@)= [Hyy (@)] + [H p (@) + J([H o (@)] - [Hi (@)
A Hoos @] = [Hrr (@]~ [Hy (@)]+ /[ Hor (@)]+ [y (@) 659
A Hrny (@)= [Hor ()]~ [Hy, ()] - [ o (@)]+ [Hiz (@)
2 H s (@)] = [Hyp ()] + [ Hz ()] - ([ Hyp (@)~ [ Hyp (@)

Na verdade, uma vez que [ W(aj)] [H e (@)] € [}7 Pﬁb(m)] u{HPbe (a;)], basta entdo

conhecer apenas duas das quatro submatrizes do lado esquerdo das equagdes (5.9).

No caso de um rotor anisotropico com N estagdes (planos de medigio), este método exige a

medigdo de (8N-4) FRFs para se poder calcular uma linha (coluna) de [H e (m)] mais uma
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coluna (linha) de [H ,,ﬂ,(m)]. Se o rotor for isotropico, as dFRFs reversas serdo nulas e serd

necessario que se mega apenas 2N FRFs tradicionais.

A excitagiio unidirecional possui como desvantagem a dificuldade pratica de se conseguir
excitar o sistema em apenas uma diregdo, seja devido as forcas tangentes causadas pela rotagéo

do eixo ou por causa das componentes ortogonais devido a erros de posicionamento do excitador.

5.3.2. Excitagdo Bidirecional Estacionaria

A excitacio bidirecional estaciondria é gerada por dois excitadores posicionados em um

plano perpendendicular ao eixo do rotor e atuando simultaneamente.

A relagio entre as excitagdes complexas na estagio 7 € a resposta complexa na estacio £ do

rotor é dada pela equacio (4.94) etem a forma:

G, (5.10)
P, (jo)= [H e, O Hppp (J w)}{ / (J&?)}-

G, (o)
P6s multiplicando ambos os lados da equagdo (5.10) por {G . (jw) G, (j@)}, obtém-se:
. )}l:SG];Gﬁ (o) Seagr ( jw)jl (5.11)

[Gfri’fz ) Gl &) )] { Gk (o) HGbe W SGJng,. (jw) SszGb,. (Jo)

ou ainda;

Soper, UO) = Hppor (JO)Sgp6, @) + Hpp, (j@)Sere, U0), (5.12)

Sev,r, (jo)=H J Uw)SGb,-Gf} o)+ Hp e, (Jo)See, (@) - (5.13)

Resolvendo-se o sistema de equagdes (5.12) e (5.13) para as dFRFs H, .- (jo) e

Hpp 0, (Jw) , conclui-se que:

89



SGj;}fft (o )Sc;a,c;a, (Jjo)- SG_;}GE;‘ (jw)SGb,Pf,, (Jw) (5.14)

Hppop, Jw) = : : , :
it Seror, Uw)chcq (Jo)- SQf;CFbj (Jm)SGbiGj} Uw)

Sanpr, UP)Sgs0, O = Sgr (Jo)Sgspr, @) (5.15)

e Hpp o, (J©) = : : : —
he SG?%-sz (jo)s, o, (@) = SG;;Gb, (JC'J)SGI;,G;; 2)

As expressBes (5.14) e (5.15) sdo os estimadores das dFRFs normal e reversa entre as
excitagbes e respostas complexas. No entanto, seria interessante que existisse uma fungfo similar

a fungo de coeréncia, definida na equagio (5.8), que pudesse correlacionar as componentes

diretas e retrogradas da excitag3o e da resposta complexa.

Com esta finalidade Lee e Joh [Lee 93] desenvolveram as densidades espectrais de poténcia

para dois sinais complexos em fungdo das densidades espectrais de poténcia das componentes
real e imaginaria de cada sinal.

Assim, considera-se inicialmente dois sinais complexos genéricos na forma:

u@)=v(t)+ jw) e H)=m(t)+ jn(1) {5.16)
sendo que v(1), w(t), m(i) e n(t) sio sinais reais.

As densidades espectrais de poténcia entre estes sinais s3o dadas por [Lee 93]:

Su(j®)=S,,(jo)+S,,(jo)+ j{S,, (o) - S, (jo)}
SuUw)=8,,(jw)-S,,(jo)+ j{S,,(jo) +8,,(jo)}
Sy (@)= S,, (@)= 8,,,(j@) ~ {8, ) +S5,,(jo)}
Sig(J©) = S, (j0) +8,,,(j0) = {8, (j00) - 8, (jew)}
Sulj@) =8, (jw)+S.. o)+ j{S,,(jo)-S,, (jo)}
S (j@) = 8, (j@) -8, (@) + j{S,,(j@) +S,,(jo)}
Suw(j©) =S, (jo)-S,.(jo) - j{S,,(jw) +S,,(jw)}
Sw(j@)=S,,(j@)+8,.,(jo) - }{S,,(jo) - S, (jo)}

(5.17)

e satisfazem as relages:
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S, (@) =8, (jo), S,(-jo)=5,(jw), sendoik=ua,Ll (5.18)

A coeréncia entre dois sinais complexos € definida como [Lee 931

(5.19)

v (Jo)= |S""(jw){2 sendo £,k =u,#,l,] e 0y (jow)s1
ik AS’ﬁ (‘].w)Skk(jw) 3 El 2 252 - ik -
Considera-se agora o caso mais especifico em que os sinais complexos sdo a excitagfo

aplicada e a resposta resultante do sistema. Estes sinais tém a seguinte forma:
) =p,(O)=yt)+jz(t) e P(O)=p,()=y(t)— jz(D) (5.20)
s =g, =/,O+if.() e FEO)=gO=/ ,0-i.() (5.21)

sendo que Y1), z(1), f; (1) e f: (1) sdo sinais reais.

Fazendo-se Lu=p,.g, ¢ Ii= .. 8, nas equagdes (5.17), obtém-se:

8,7, () =8, ,(jo)+§,.(o)+ j{S, . Jo)-S,,(jo)}
Sor, 0= 8, (j0) - S, () + (S ., () + S ., (o)}
SGJE, (Jo)= Sj;y(jm) -8, (jo) “‘j{Sfyz(fm) +5,, (o)}
SepUw)=8,,(joy+S, . (jo)-jiS,,(jo)- S, ,(jo)
S1,5, (j@) = 5,,(j0) +S,.j) + /45, (o) -5, (o)}

Spp, (@) =8, (jw) - 8. (o) + j{S,.(jo) + S8, (jo)} (5.22)
S, U) = S,,(j) ~ S, (j@) - 1S, (jo) + S, )}
SerU@) =S, (jo)+ 8, (jo)- j{S,.(o)- S, (jo)}
Sg,0,(J@)=8,, Ja)+S,, o)+ j{S, . (o) S, (jo)}
See,U@) =S8, (jw) =S, (jo)+j{S,, (Jw)+S,, (jo)}
So,6,U@) =8, (jo)—S, , (jo)— jiS,  (jo)+S,, (jo)}
Se0, (J0) =S, (jo)+ S, (Jo)=Jj{S,  (jw)-S;, (jw)}
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Para se obter a coeréncia entre as entradas e respostas diretas e retrgradas basta fazer
i.k=p;.Py.&r.8, naequagio (5.19). Assim, a coeréncia entre as excitagdes direta e retrograda é

dada por:

ISG;;G?;, (J‘a})l2 (5.23)
SGf}Gf; (ja))SGbith (jw)

4 2<3,§c;:>,. (Jo)=

Substituindo-se o resultado da equagdo (5.23) em (5.14) e (5.15), conclui-se que

Gbini (Jw)S, s, (J®) (5.24)
Serer, (J@) Safjpft (J@)S o, (J0)
e, @) 1- yéj}Gb, (J@)

HR&Q’& (-] a}) =

_ Sopes UB) e, G@) (5.25)
) - Gzh'th (jw) SGbIPf, (]w)sc;fcﬁr (_]w)
Gb,Gbi (_]60) .................. j - yGfG&; (]&))

Heon (J@
Percebe-se que as equagles (5.24) e (5.25) so serfo validas se;

;V’;gb‘(.}m)il’ \:}’m; PSP (526)

que ¢ equivalente a:

riaU®)=l Vo (5.27)

Fisicamente, a equacdo (5.27) significa que as excitagGes nas diregdes vertical e horizontal
ndo devem ser totalmente correlacionadas para nenhuma freqiiéncia analisada. Logo, as equacdes
(5.24) ¢ (5.25) poderfo ser aplicadas a excitagBes bidirecionais estacionarias impulsivas ou
aleatorias mas n#o para excitagdes harmdnicas de mesma fregiiéncia, como é o caso da excitacio
bidirecional rotativa.
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5.3.3. Excitacdo Bidirecional Rotativa

A excitagdo bidirecional rotativa, proposta por Muszynska e Bentley, pode ser gerada
através de dois excitadores unidirecionais dispostos a 90° entre si e posicionados num plano
perpendicular ao eixo de rotagio da maquina. O movimento harménico (de mesma freqiiéncia)
que estes dois excitadores realizam sdo sincronizados de tal forma que a excitaggo resultante seja
uma forga rotativa radial que gira no mesmo sentido ou no sentido oposto a rotagio do eixo. Isto
faz com que este método de excitagio seja capaz de excitar, separadamente, os modos de

precessio direta e retrograda do rotor.

Para ilustrar o procedimento, considera-se uma excitacio harménica simples'. Neste caso,

as forcas nas dire¢Ges v e z para gerar as excitagdoes rotativas direta e retrograda sio:

e e - ; 5.28

Excitagdo direta i y g; _ ::::} = F, (@)= jF, (o) .
o ’ ' _ 5.29

Excitagdo retrograda: ; ¥ 8 _ i:i:w} =F v (a)) =—jF, (@) ( )

A partir da equacdo (5.28) pode-se concluir que, se a excitacéo for direta:

G(@)=C@)=F@)-jE@)=0 ¢ G @)=C@)=F@)+/F@=0, (30

e, conseqiientemente:

Sepce{J0) = Se (J@) = Sgoer (J©) = 0. (5.31)

Analogamente, a partir da equagfo (5.29) pode-se concluir que, para uma excitagio retrograda:

' Este método também pode ser utilizado com a varredura senoidal ou excitagdes aleatdrias de banda limitada. A
dificuldade desta Gltima € que a excitagiio deve ser selecionada de forma a excitar, separadamente, apenas os modos
de precessdo direta on retrégrada do rotor [Lee 93]. De qualquer forma, os estimadores obtidos nesta seclo sdo
validos para qualquer tipo de excitagfio bidirecional rotativa.
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Gr@)=CGla)=F(a)+F(@)=0 e G(0)=G(w)=F(0)-jF(w)=0, (532

€, consequentemente:

Sorr U) = S (J©) = Sgper (j) = 0. (5.33)

Substituindo-se os resultados das equagdes (5.31) e (5.33) nas equagdes (5.12) e (5.13)

obtém-se, respectivamente, que, se a excitagio for puramente direta:

-3

Serpr (JO) ' (5.34)
H j0)=—25 L 20 e H @) =0,
PhGh (-] ) SGj;Gj; (]m) PriGe; (J )
e, para excitagdes puramente retrograda:
S, @ 5.35
Hf:feb (jw)m“‘%”m"g_““)“¢0 € pref (jo)=0 ( )
£ SGb,GQ Uw) jasi

Vale a pena ressaltar que, se o rotor for isotropico, a dFRF reversa H pr05, (J@) também

sera nula.

Portanto, caso seja utilizada a excitagdo bidirecional rotativa no ensaio de analise modal de

respectivas coeréncias podem ser calculadas utilizando-se a equagio (5.19).

Apesar de conceitualmente muito interessante, a excitagio bidirecional rotativa apresenta
como desvantagens a dificuldade no perfeito posicionamento dos excitadores - que pode causar o

surgimento de componentes tangenciais 4 diregdo desejada - e a necessidade de um controle

muito preciso no sincronismo dos excitadores.
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Capitulo 6

Simulacio dos Rotores Rigido e Flexivel

Resumo do Capitulo

Neste capitulo apresenta-se o efeito da isotropia dos mancais sobre a forma da orbita dos
movimentos de precessdo das diversas estagbes de um rotor flexivel e sobre as dFRFs normais e
reversas. Em seguida, estima-se as dFRFs do rotor rigido anisotropico através das técnicas de

excitacdo apresentadas no Capitulo 5.

6.1. Introducio

Um rotor pode ser considerado como rigido se a deformagdo (ou energia potencial elastica)
dos mancais for maior que 80 % da energia total de deformagéo do sistema [Gunter 92]. Qutros
autores [Nelson 92} aplicam uma definigdo diferente: se 70% da energia de deformac¢iio de um

modo se concentra nos suportes, este pode ser considerado como um modo de corpo rigido.

Na segio 6.2 estuda-se, utilizando o método dos elementos finitos, um rotor flexivel
apolados sobre mancais eldsticos. Discute-se a questdo da anisotropia dos mancais e sua
influéncia nos modos, nas formas das orbitas e diregdes dos movimentos de precessdo do rotor e
nas Fungdes de Resposta em Fregliéncia direcionais. S3o apresentados somente os trés primeiros

modos de precessdo direta e retrograda porque, na pratica, poucas maquinas rotativas atingem a
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terceira velocidade critica [Bently 86]. Finalmente, na segio 6.3 trata-se dos procedimentos de

estimagio das dFRFs para cada uma das excitagBes apresentadas no Capitulo 5.

6.2. Rotor Flexivel

Como ja foi dito, simulagSes seguintes tém por objetivo avaliar o efeito da anisotropia dos
mancais sobre a forma da Orbita que cada estagdio do rotor descreve no seu movimento de
precessdo e sobre as FuncOes de Resposta em Frequéncia tradicional e direcional. Para tanto,
utiliza-se um rotor flexivel, apoiado sobre mancais elsticos, cujas caracteristicas geométricas
foram obtidas da referéncia [Lalanne 90]. Estuda-se os casos de mancais isotropico e
anisotropico. As propriedades fisicas do eixo, discos e mancais bem como as dimensdes do varios

componentes do sistema estdo apresentados a seguir:

Eixo: Comprimento total =1,3m;
Raio =0,05m;
Modulo de Elasticidade = 200e9N/m?;
Coeficiente de Poisson =0,3;
Densidades = 7800kg/m’.

Discos: Raio externo do disco 1 (elemento 14) =0,12m;
Espessura do disco 1 {elemento 14) =0,05m;
Raio externo do disco 2 (elemento 15) =02m;
Espessura do disco 2 (elemento 15) =0,05m;
Raio externo do disco 3 (elemento 16} =02m;
Espessura do disco 3 (elemento 16) = (,06m;

Densidades = 7800kg/m’.

Mancais: Cyy = Cz = 100Ns/m; Cy, = C4 = 0;
Ky:=K5 =0
Rotor isotropico: Kyy = Kz = 5¢7TN/m;
Rotor anisotrépico: Ky, = 5¢7N/m e Kz, = 4¢7N/m
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A Figura 6.1 mostra o modelo de eiementos finitos do rotor flexivel analisado. Uma vez
que este sistema serd estudado dentro de uma faixa de freqiiéncia que compreende apenas os seis

primeiros modos, ndo ¢ necessario que se tenha uma discrefizagio maior de Totor.

MODELQ DE ELEMENTOS FINITOS
PLANO X-¥

Nés

Elementos

Figura 6.1 - Modelo de elementos finitos do rotor flexivel.

O programa de elementos finitos desenvolvido para este estudo utiliza as matrizes
propostas por Nelson em [Nelson 76] e apresentadas nos Apéndice A. Vale a pena comentar, no
entanto, que € preciso ter cuidado na montagem das matrizes globais do sistema para que a

transformacio das coordenadas reais para as complexas seja feita de forma adequada.

Em geral, em um modelo de elementos finitos, o vetor dos graus de liberdade do sistema

completo tem a forma:

Gui=hon wo @ O .. 0 WO a0 BOF (6.1)

sendo que v, ¢ w, sdo o3 deslocamentos da i-ésima estacdo do eixo nas direcles v e z,
respectivamente, e «,{f) ¢ §.(¢) s80 os deslocamentos angulares da i-ésima estacdo em tomne

dos 2IXOS YV £ Z.

Contudo, para poder-se aplicar a transformacio apreseniada na equagdo (4.42), ¢ preciso

que este vetor esteja ordenado da seguinte maneira;

%:g(f}}ﬂ{va{g} a,{&} - v, ) a,®) wz(‘f} By - ow (Y B(

o
e

St

T
3

(6.2)
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Existern diversas maneiras de se fazer esta ordenagdc. Neste trabalho, a matriz global foi
momntada da forma tradicional e depois transformada para que o vetor dos graus de liberdade

global assumisse a forma descrita pela equagio anterior.

T

Uma vez reordenado os graus de liberdade, pode-se aplicar a transformacio das

coordenadas reais para as complexas, conforme apresentada pela equacdo (4.42). O vetor giobal

de deslocamentos nas coordenadas compiexas tem a forma.

4;:%}%@ 6 .. p, 60 6 .. B 4) 6.3)

6.2.1. Mancais [sotrépicos

A Figura 6.2 apresenta o Diagrama de Campbell do rotor flexivel na faixa de 0 a
50000rpm. Pode-s¢ perceber que o efeito giroscopico tem uma influéncia bastante grande em
todos os modos, sendo que esta € mais acentuada nos modos de maior freqiiéncia. Esta figura
mostra também que, entre 40000 e 45000rpm, ha uma cruzamento enire as curvas
correspondentes ac segundo modo de precessdo direta e o terceiro de precessdo retrograda e entre

as curvas do terceiro modo direto e o quarto modo de precessdo retrograda, respectivamente.

[H

Diagrama de Campbsll
430 T 7 e ¥ i !
@ § ; T e
oA - o Vb kL R TR b N
] : ! P !
- : s i
@ 30— S e - — 1 - Sl el e e S

N

Fregiténocias

4] 05 1 15 2 25 3 3s -'1 45 5
Vealosidade de Rotagae (rpm

E
=y
£

Figura 6.2 - Diagrama de Campbell do rotor isotropico.



A Figura 6.3 apresenta as seis primeiras formas modais do rotor flexivel apoiado sobre
mancais isotrdpicos bem com um grafico contendo os valores do Shape and Direciivity Index

(SDD), ja introduzido no Capitulo 4, para cada estag3o (no) do rotor.

A partir desta figura é facil perceber que, quando o sistema é isoirdpico, os modos de
precessdo sdo puramente diretos, SO = 1, ou puramente retrogrados, S0/ = -1. Ainda mais, as

orbitas das diversas esta¢es do rotor serfio circulares.

WVale a pena chamar a aten¢do para o valor do S0/ para o n6 8 do quarto modo (segundo
modo de precessdo direta). Quando o deslocamenio nodal, e algum modo, for praticamente nulo
{ou nulo), os valores de Pre P, serfio muito pequenos {zero). Neste caso, havera imprecisio
{indeterminacio) no calculo do SO/, Além de facilitar a visualizagio das orbitas dos modos de
precessdo, este indice também & utilizado para se determinar se o modo € de precessio direta
{(SDf =0, para todas as estagdes), retrograda (SDf <0, idem), retilineo (SDJ =0, idem) ou
misto { SDf 20 para algumas estacdes ¢ 3D/ <0 para outras). Por este motivo, sempre que 03

valores de Pre P, forem muito pequenos {ou nuios), assume-se que 8D/ = 0.

Mado 1: Retrégrade N Medo 2 Direto

. - T
Fregiéncia = 56.40Hz - e T Fregiéncia = 64.35Hz P
Amottecimento = 7.38e-00%% -~ 7 R Amortecimento = -1.28e002% - 7 \ o

Figura 6.3 - Modos de vibrago do rotor isotropico. Rotagio = 20000mm.
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Modo 3 Retrogrado Modo 4. Direto
Freqiiéneia = 156,38z ’ Fregiéncia = 181.55Hz

Amortecimento = -8.45e-002% ; R Amortecimento = -5.98s-002%

Maodo 5 Retrogrado Mo 6. Direto
Freqiéncia = 258.54H2 T Fragiéncia = 382.72Hz
Amortecimenta = 9.53e-002% ... T . T e . Amortecimento = < 22e001%. .

Figura 6.3 {cont.) - Modos de vibrago do rotor isotropico. Rotagiio = 20000rpm.
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Algumas Fungdes de Resposta em Freqli€ncia comuns ¢ direcionais, para o caso do rotor
flexivel apoiado sobre mancais isotropicos, sdo mostradas nas Figuras 6.4 e 6.5, respectivamente.

Analisando-se estes resultados pode-se concluir que:

e como era de se esperar, baseado no formuiagio desenvolvida no Capitulo 4, as dFRFs
normais diretas incluem apenas os picos correspondentes aos modos de precessio direta
enquanio as dFRFs normais retrogradas apresentam apenas os picos associados aos

modos de precessido retrograda,

e no caso de sisiemas rotativos isotropicos, as dFRFs reversas deveriam, teoricamente,
ser nulas. Este fato pode ser constatado, a menos de aiguns erros numéricos, atraves das

amplitudes das dFR¥s normais e reversa apresentadas na Figura 6.5,
s as FRFs comuns apresentam uma densidade modal maior que as dFRFs;

e a utilizacio das dFRFs no processo de estimagfio de parimetros modais, além de
possibilitar uma estimac8o mais precisa, ainda permite identificar a directividade dos
modos, seja eie de precessfio direta ou retréograda. NHo basta apenas assumir que ©
‘primeire modo (o de freqiidncia mais baixa) ¢ de precessdio retrograda, o segundo, de
precessdio direta, o ierceiro de precessfo retrograda e assim sucessivamente. Apesar
deste raciocinio funcionar para este rotor {nesta rotagio}, ele ndo sera valido para
muitos outros sisternas / condiges de operacio. Por exemplo, se este mesmo rotor for

estudado operande a 5000G0rpm, este procedimento deixara de ser valido.

6.2.2. Mancais Anisotrépicos

A Figura 6.6 apresentia o Diagrama de Campbell do rotor flexivel, apoiado sobre mancais
anisotropicos, na faixa de 0 a 30000rpm. Neste caso também ha o cruzamento das curvas
correspondentes ac segundo modo de precessdio direia e o ierceiro de precessdo retrograda,

observado no caso anterior.

A Figura 6.7 apresenia as seis primeiras formas modais do rotor flexivel apoiado sobre

mancais anisotrépicos ¢ os graficos do SIJ para cada estagfo {(nd) do rotor.
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Figura 6.4 - FRFs tradicionais do rotor isotrépico. Rotagio = 20000rpm
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Figura 6.6 - Diagrama de Campbell do rotor anisotrépico.

Mado 1: Retrégrado N Mado 2 Direto
Fregiéncia = 55.58Hz e T N Frequéncia = 63.24Hz T .
Amortecimenio = -8.56e-003% - " ~ Amortacimento = -1.4%e.007% - 4’ ‘E P

Figura 6.7 - Modos de vibragZo do rotor anisotrépico. Rotacido = 20000rpm.
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Figura 6.7 {cont.} - Modos de vibragfo do rotor anisotropico. Rotagio = 20000rpm.
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A partir desta figura percebe-se que, quando o sistema € anisotrdpico, os modos de

precessdo ndo sdo mais puramente diretos ou puramente retrogrados. Ao contrario, cada modo €

composto por um sub-modo direto e um sub-modo retrogrado. Isto resulta em Orbitas elipticas

{0 <8< 1) nas diversas estagdes do rotor. Percebe-se ainda que, em alguns modos, a forma

das orbitas mudam de estagdo para estagio,

Algumas Fungdes de Resposta em Freqiiéncia comuns e direcionais, para o caso do rotor

flexivel apoiado sobre mancais anisoirépicos, sio mosiradas nas Figuras 6.8 e 6.9,

respectivamente. Analisando-se estes resultados pode-se concluir que:

&

30 contrario do que ocorreu no caso anterior, as dFRFs normais diretas ndo s6 incluem
0s picos correspondentes aos modos de precessio direta mas também aqueles
assoclados aos modos de precessdio retrograda. J4 as dFRFs normais retrogradas
apresentam 0$ picos associados aos modos de precessdo retrégrada mais aqueles
correspondentes aos modos de precessio direta. Contudo, no caso das dFRFs normais
diretas, os modos diretos terfio amplitudes muito maiores que os de precessdo

retrograda; e no caso das dFRFs normais retrogradas, ocorrera o contrario;

caso apresentado na Figura 6.9, as dFRFs reversas tém a mesma ordem de grandeza das

dFRFs normais.

Foram analisadas vérias configuragBes de mancais anisotrépicos sendo que todas

apresentaram resultados similares aqueles apresentados aqui. Vale ressaltar que também foi

simulado o caso de mancais com anisotropia somente nos termos de amortecimento. Neste caso,

nfo se observou influéncia nas dFRFs normal ¢ reversa.
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6.3. Estimacfio das Funcdes de Resposta em Fregiiéncia direcionais

As FuncOes de Resposta em Freqiiéncia direcionais do rotor rigido descrito na segdo 6.1 sdo
estimadas atraveés dos trés tipos de excita¢@io propostos no Capitulo 3, que sdo: unidirecional,
bidirecional estacionaria e bidirecional rotativa. Em todos os casos, a velocidade de rotagdo do

rotor foi fixada 1000 rpm.

Para a obten¢do da resposta (velocidade) do sistema no tempo quando sujeito a cada uma
destas excitagdes, utilizou-se o método de Runge-Kutta de gquarta ordem [Cunha 93], ja
disponivel no MATLAB. As densidades espectrais de poténcia dos sinais de excitagio e resposia
também foram calculadas utilizando fungBes pré-programadas do foolbox de processamento de
sinais do MATLAB.

-

6.3.1. Sistema Anisoirdpico

6.3.1.1. Excitacio Unidirecional

As relagOes entre as Fungdes de Resposta em Freqiiéncia comuns e direcionais sdo dadas

péias equagles (.5..9).. Estas equagles perrnitem estimér as dFRFs através das FRFs Para a

obtencdo de uma dFRF € necessario calcular quatro FungBes de Resposta em Freqiéncia:

aplicando-se a forca na diregfio y e medindo-se a resposia nas diregBes v e z ¢ aplicando-se a forga

1o dirego z ¢ medindo-se 4 resposta nas duas direcSes. As FRFs sdo calculadas através da furclo
ffe do MATLAB que ¢ baseada no estimador /.

Fot utilizado um sinal de excitacio do tipo aleatério. Calculou-se 67500 pontos da resposta
do sistema {para a excitagfo aplicada em cada dire¢3o) usando um passo de iniegracdo de 2e-4s.
Por se tratar de sinais aleatStios {excitago e resposta), utilizou-se janela do tipo Hanming. Foram
realizadas quatro meédias (sem overigping), resultando em uma resolucio em fregiéncia de

0.1526 Hz. As dFRY obtidas s3o mostradas na figuras 6.10 26,11,
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6.3.1.2. Excitacfio bidirecional estacionaria

Para estimar as fungdes de resposta em freqiiéneia direcionais de um rotor utilizando-se a
excitagdo Didirecional estacionaria € necessario aplicar ao rotor excitagdes complexas
(bidirecionais), uma direta e uma retrégrada. As respostas as duas excitagBes sdc medidas e as
densidades espectrais de poténcia dos sinais complexos sfo calculadas. As expressGes para o
calculo das dFRFs entre uma excitacfo bidirecional e uma resposta compexa sio dadas pelas
equacdes (5.14} e {5.15}. O valor de passo de integragio, o niimero de médias e o tipo de janela
sdo os mesmos que os adotados no caso da excitagio unidirecional. As Figuras 6.12 e 6.13

mostram as dFRFs estimadas.
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6.3.1.3. Excitacio bidirecional rotaiiva

A excitaglo bidirecional rotativa, proposta por Muszynska ¢ Bentley, também pode ser
utilizada na analise modal complexa. Conforme ja foi discutido no Capitulo 3, as excitagBes
horizontal ¢ vertical devem estar defasadas de 90” emtre si, para que se obtenha excitacdes
bidirecionais puramente diretas ou puramente reversas. As expressdes para as dFRFs utilizando

~

este tipo de sxcitagio sfo apresentadas nas equagdes {5.34) a2 (5.35).

s smnals de excitagdo utilizados foram gerados pelas fungdes [McConnel 951
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fA)= sen(zfr{fl + ot [ 2+ a} e f.{t)= casizﬁ{fl +ut 2t + &} , (6.4)

A . . . . o -
sendo H = 7 Ji e [, sfo, respectivamente, o inicio ¢ o fim da faixa de fregiiéncias

2l

desejada; 7, € a duracdic do sinal e & ¢ o dngulo de fase (considerado nulo na simulacdo).

Neste caso, considerou-se uma faixa de 0 a 40Hz, um tempo total de 6,55 e um passo de
integragdo de 1,9837e-4. A Figura 6.14 mostra uma parte (de 0 a 4s) da varredura senoidal

utilizada. As figuras 6.15 e 6.16 mosiram as dFRF estimadas.

Comparando-se as dFRFs sstimadas para os trés tipos de excitagBes com aquelas obtidas
através da superposi¢do modal e apresentadas no Capitulo 4, percebe-se que para os dois
primeiros métodos, as dFRFs normais sdo melhor estimadas que as dFRFs reversas. A excitagdo
bidirecional rotativa mostrou-se mais eficaz para os dois tipos de dFRF, principaimenie para a
reversa. Na proxima secgfo € estudada a influencia da quase isotropia dos mancais na estimagio

das dFRF reversas.
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6.3.2. Sistema Quase Isotrdpico

Conforme ja foi comentado, as dFRF reversas de um rotor apoiado em mancals isotropicos
sdo nulas. Da mesma forma, mancais levemente anisotrépicos levarfio a dFRFs reversas cujas
magnitudes serdo bastante inferiores as dFRFs normais. Se os estimadores apresentados no
Capituic 5 forem robustos, eles deverfio ser capazes de estimar as dFRFs reversas mesmo na

condigdo de quase isotropia dos mancais.

Com o intuito de testar o comportamento destes estimadores nesta condigdo limite,
estudou-se o rotor rigido apoiado sobre mancais ligeiramente anisotropicos. Neste caso, adotou-

T

se Kyy = 1edN/m & Kg; = 9990N/m, ou seja, uma diferenca de apenas 0,1%. Os dois mancais

.
ot
Lt



foram considerados iguais, os valores do amortecimento foram mantidos e os termos de
acoplamento dos mancais s3o nuios. Todas os parimetros de integragdo e processamento dos

sinais permaneceram constantes,

I

A Figura 6.17 mostra a dFRF reversa obtida através da solugio do problema de autovalores
e da superposi¢do modal. As Figuras 6.18 a 6.20 apresenitam das dFRFs reversas estimadas
através das excitagdes unidirecional, bidirecional estacionaria e bidirecional rotariva,
respectivamente. Como pode-se perceber, as estimativas das dFRF reversas através da excitacdo
bidirecional rotativa foram pouco afetadas pela condigio de quase isotropia dos mancais
enquanic que, para os outros dois casos {excitagdo unidirecional e bidirecional estacionaria), as
estimativas foram bastante ruins tanto em magnitude quanto em fase. Uma analise numérica mais
aprofundada, o que foje ao escopo deste trabaiho, seria necessaria para investigar os diferentes

desempenhos dos estimadores no caso quase iSotropico.

E importante mencionar que as condigdes simuladas sio ideais, ou seja sem a presenca de
ruidos. Lee analisou por meio de simulacdes numéricas a presenga de ruidos nos 3 tipos de
excitagdo e concluiu que a excitagdo bidirecional estacionaria é a menos afetada [Lee 93, 94]. Isto
se explica pelas condi¢Ges a que cada tipo de excitaglio deve atender (ver capitulo 5). No caso da
excitagio bidirecional esfacionaria, basta que as forgas horizontal e vertical ndo sejam
correlacionadas. A utilizagdo de um transdutor de forga bidirecional permite medir precisamente

a forca realmente aplicada ao eixo [Lee 93, 94}
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Capituio 7

Comentarios Finais

Neste trabatho foi apreseﬁtada a formulaco da andlise modal complexa de maquinas
rotativas. Ao contrario dos métodos tradicionais de analise modal, esta técnica de modelagem e
analise de estruturas girantes utiliza as coordenadas complexas para descrever o comportamento
dindmico do sistema. As vantagens da utilizag8o deste conjunto de coordenadas na interpretagdo
fisica dos fendmenos dindmicos que ocorrem em uma maquina rotativa ja sdc conhecidas desde a
década de 80. Contudo, foi Chong-Won Lee quem sistematizou a transformagio das coordenadas
reals para as compiexas e desenvolveu foda a formulacdo da analise modal complexa. Como foi
mostrado durante o trabalho, esta ferramenta permite uma identificagio clara dos movimentos de
precessdo direta e retrograda descritos por cada uma das estagBes do rotor. Através da utilizacio
{eliptica, oircular ou retilinea) como também a dire¢io dos movimentos de precessiio; tanto na

forma modal como na resposta forgada do sistema.

Na formulagdo analitica apresentada no Capitulo 4 foi dada especial énfase & analise de
rotores flexivels uma vez que os trabalhos consultados na revisio bibliografica tratavam, em sua
grande maionia, de modelos de rotores rigidos. Uma quest3o que ndo ¢ muito bem explicada nos
artigos pesquisados € se os graus de liberdade de rotaciio do modelo do rotor devem ser
considerados na transformacfo das coordenadas reais para as complexas. Através da formulacio
e das simulagdes apresentadas pbde-se concluir que esias coordenadas devem ser mantidas no

conjunto total de coordenadas do sistema. Contudo, as coordenadas complexas de rotagio obtidas

[—
j—
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a partir desta transformagio nio tém um significado fisico tdo claro como o dos graus de

liberdade de translacio.

Outra importante ferramenta explorada intensamente neste trabalho € a Fungio de Resposta
em Fregiiéncia direcional, que relaciona as componentes diretas e retrogradas da excitagdo
aplicada e da resposta do sistema. Através das dFRFs pode-se separar, em freqiiéncia, os modos
de precessdo direta dos modos de precessdo retrograda do rotor. Nos casos de rotores flexiveis
(especialmente os rotores multiplos), em que a densidade modal pode ser bastante alta {para
determinadas faixas de fregiiéncia), esta € uma ferramenta muito ttil no processo de estimacdo de

pardmetros modais.

Foram apresentados ¢ testados trés estimadores das Fun¢des de Resposta em Freqiéncia
direcionais para o caso de excitagdes unidirecional, bidirecional estacionaria e bidirecional
rotativa. As simulacdes mostraram que esta Gltima apresenta methores resultados, apesar de ser

uma técnica de dificil implementag8o prética.

Existem algumas questdes que ndo sdo cobertas com clareza e objetividade por nenhum dos

trabalhos consultados e que podem ser temas de trabalhos de pesquisas futuros tais como:

— anjo obediéncia ao principio da reciprocidade e a existéncia dos modos de precessdo direta e
retrograda sio duas caracteristicas das maquinas rotativas que precisam ser consideradas na
escolha do método de estimag@o dos pardmetros modais. Além disso, muitos destes métodos

devem ser reformulados para poderem tratar dos sinais de excitag8o e resposta complexos,

— com o auxilio da analise modal complexa e das ferramentas dela provenientes pode-se

entender melhor a fenomenologia dos chamados modos mistos;

— utilizagdo dos conceitos da analise modal complexa na modelagem de sistemas rotativos

assimétricos e genericos;
— modelagem de componentes flexiveis (discos, palhetas) através da analise modal complexa;
—  atuafiza¢io de modelos de maquinas rotativas;

- estudo de maquinas rotativas com variagdo de velocidade.
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Apéndice A

Matrizes dos elementos finitos

A.l. Elemento de disco
M1+ Mg } - a6 g} = {07}

sendo Q arotacdo do disco;

{Q’"} o vetor de forgas nodais externas a0 mancal;

{q"} o vetor de deslocamentos do disco.

As matrizes do elemento de disco sfo:

m; 0 00 {0000 [oooo

. 10 m 00 . 00 0 o L |00 0 o
{MT}:{O o oo M=o ol Y¥ITo o o
0 0 00 00 0 I 001, 0

O desbalango pode ser considerado como forga externa ao disco fazendo:

{Qd} - {Qf }cosﬂ + {Qf } sen O
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Sendo:

A.2. Elemento de eixo

Pasl+[rplar}-ofolfe} - (k][ De) = o)

sendo: £) a rotagdo do disco;

{Q“’} o vetor de forgas nodais externas ao eixo;

{qe} o vetor de deslocamentos do eixo.

As matrizes do elemento de eixo sdo-

156
0 156
0 =227 47 simetrica

[M"] mdi22l 0 0 4P
T17 420] 54 0 0 13/ 156
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0 54 131 0 0 156
0 137 =31 ¢ 0 221 4]?
-3 0 o -3 22 0 0 47

(A.4)

(A.5)

(A.6)



-3F 4P simetrica
_uR-r)1 3 0 0 4P

[1:] - 1200 |-36 0 0 -3 36 (A7)
0 -36 3 0 0 36
0 =37 -I* 0 0 31 45
33 o o0 - 3 0 0 47
- o -
36 0
-3 0 0 anti — simetrica
.1 2u(R 0 31 4* 0
°]= ﬂ(izol) 0 36 -3 0 0 (A.8)
36 0 0 -3 36 0
-3 0 0 P 3 0 0
0 31 -F 0o 0 3 4P 0]
-1 ;
0 12
0 -6/ 4I° simetrica
4 EI| 6 0 0 4
K= 0 o - 12 (A.9)
0 -12 6 0 0 12
0 -6l 2IF 0 0 61 4r
6/ 0 0 2I* -6l 0 0 47

sendo / o comprimento do elemento de eixo,

4 a massa por unidade de comprimento do elemento de eixo;,
R o raio externo,

F 0 raio interno;

E o mbdulo de elasticidade do material do eixo e

{ o momento de inércia de area.



Analogamente ao elemento de disco, o desbalango pode ser considerado por meio dos
vetores de desbalango:

{Q"} = {Qf }coth + {Q:}senﬂt (A.10)
Sendo:
C T 7 3
g I+ i IR RN
20" 20°% 205 %‘og"’
3 7
g I+—g | —&, I+ {
200 T p0E 207 T o fw
1 1 1 1
e P g P —— P |
20" iaog*“ 20°*" T30%n
, —2—65'@124-%3@1" ) . —-2—%30212 310(5*&12
{08} = e’ E (0l }=m? 3o p 1 @A
—e I+—g,1 - - |
20" 2 i 20 20 i
— Pa—g, 1 —e P y—g J?
30 oz 2?6“ 0% 20°%
1
—— PP ] — g PP
30 % 2007 3057 T0%"

¢ &, © &, sdo os componentes horizontal e vertical do desbalango emx=0 e &, e &,, sdo os

componentes horizontal e vertical do desbalanco em x=L.

126



A.3.Elemento de mancal:
o) o) a1

sendo {Q”’} o vetor de forgas nodais externas ao mancal;

{q”’} o vetor de deslocamentos do mancal

As matrizes do elemento de mancal s3o:

m
Cor  Cpy

n_|kp Ry m}_|Cv  Cry
[ ]_[% k%pl lc ]{ . J (A.13)

sendo V'V a direcdo horizontal e WW 3 dire¢io vertical em um sistema de coordenadas fixo ao

mancal.
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