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Resumo

CLAPIS, Antonio Pedro, Um Meétodo Heuristico de Otimizagdo de Forma de Componentes
Estruturais no Estado Plano de Elasticidade Linear, Universidade Estadual de Campinas,
Faculdade de Engenharia Mecanica, Campinas, 1999, Tese (Doutorado).

Nos tltimos trinta anos pesquisadores tem procurado desenvolver métodos matematicos e ou
numéricos, na busca de se otimizar a configuragioc geométrica de uma dada estrutura. Como a
analise estrutural é uma parte integrante do processo de otimizacio de forma, o progresso da
otimizagdo estrutural muitas vezes depende fundamentalmente do desenvolvimento de um bom
modelo de elementos finitos. Partindo-se entdio do pressuposto que a discretizagdo do modelo
geometricamente e fisicamente tem sentido, pode-se implementar um algoritmo iterativo de busca
da forma étima de um elemento estrutural utilizando-se um principio heuristico de desenvolvimento.
Extrapola-se um método de homogeneizacio do erro de discretizagdo por elementos finitos no
dominio para a homogeneizac3o da densidade de energia de deformagio por distoredo (von Mises)
dos elementos, onde o critério de convergéncia ¢ a maxima densidade de energia de distor¢io
permitida. Um c6digo numeérico em linguagem Fortran F32 ¢ implementado. O programa tem como
principal caracteristica a utilizaggo de dois modelos estruturais com graus de liberdade bem distintos
(modelo fisico e modelo geométrico). No modelo geométrico efetua-se a relocagio dos nos da
discretizagdo por elementos finitos tendo como objetivo a melhor homogeneizagio possivel da
densidade de energia de deformagdo por distor¢io do elemento. A avaliacio da potencialidade do
método ¢ feita através da otimizagdo de algumas estruturas citadas na literatura e, com os resultados

obtidos verifica-se a eficiéncia e a razdo de convergéncia do método proposto.

Palavras Chave
Otimizagdo Estrutural, Programacio Heuristica



Abstract

CLAPIS, Antonio Pedro, A Heuristic Method of the Structural Components Shape Optimization in
Plane Estate of Linear Elasticity, Universidade Estadual de Campinas, Faculdade de
Engenharia Mecinica, Campinas, 1999, Tese (Doutorado).

In the past thirty years researchers have sought to develop mathematical methods and/or
numerical methods to optimize the geometric configuration of a structure. Since structural analysis
is part of the process of shape optimization, this success in our approach depends on the
development of an adequate finite element model. Assuming that the geometrical and physical
discretization of the model is established, it is possible to implement an iterative algorithm to seek
the optimal shape of a structural componenf using a heuristic principle. A method the balancing the
error of each element in the plane stress state is extrapolated. This method is used to balance the
energy of distortion deformation function (von Mises) of each element and the criterion to stop is
the maximum distortion energy function in the uniaxial tension test. A numerical code using Fortran
F32 language is implemented. The main characteristic of this code is the execution of two distinct
structural modules (physical and geometric model). In the geometric model the nodes are relocated
considering the homogenization the distortion deformation energy density per element. The
potentiality of the proposed method is evaluated through some examples from the literature. With

the results the efficiency and the convergence of the method are checked.

Key Words
Structural Optimization, Heuristic Programming
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacio

O conceito de otimizag#o ndo € novo sendo na verdade tio velho quanto o homem. Desde o
desenvolvimento da primeira roda de modo grosseiro, noés temos continuamente refinado e

desenvolvido nossos projetos. Isto € a esséncia da otimizacio.

O projeto em engenharia ¢ um processo iterativo no qual o mesmo ¢ continuamente
modificado através da busca de um grupo de critérios implementados geralmente pelos
engenheiros. Uma maneira de se fazer isto tradicionalmente € o chamado de método de tentativa
e erro, no qual o projetista usa toda sua experiéncia e intui¢do para conduzir as etapas de um dado
projeto. A vantagem deste € que se tem a cada passo o dominio completo sobre a qualidade do

projeto.

Para o caso de problemas complexos, esta facilidade de alternativas mudangas torna-se
mais dificil e, portanto neste caso, existe a necessidade de uma nova ferramenta para se orientar

em uma dada modificac&o.

Vanderplaats [1982] afirma que a inveng8o bésica ou o conceito do desenvolvimento é um
processo criativo mas que ¢ dificil para formalizar ou quantificar. Entretanto, continua, o

processo de desenvolvimento do projeto sobre o produto Gtil € o que nds podemos definir como

uma otimizacao.



Os principios bésicos da otimizagio foram estabelecidos ha dois ou trés séculos atras,
porém a otimiza¢3o matematica pura era raramente usada na pratica devido a alta idealizagio da
técnica. Desde que a otimizagfio € um processo iterativo requerendo grande poder computacional,
a aplicagdo real na engenharia de métodos de otimizagiio pode somente agora ser factivel devido
a alta performance dos computadores digitais. Atualmente as aplicagbes de otimizagio abrangem
uma grande area dentro das ciéncias das engenharias, onde uma das principais € a busca de um

projeto estrutural otimizado.

Para um projeto especifico pode existir um niimero de solugdes, o qual satisfaz algumas
condi¢Bes impostas inicialmente. No entanto a proposta do método de otimizagio €: em vez de se
produzir simplesmente um projeto viavel, nés poderemos pesquisar entre todos os possiveis e
determinar um tnico 6timo. Logo surge entio uma defini¢do para um projeto de otimizacdo:
usando técnicas matematicas determinar um projeto 6timo, o qual satisfaz um grupo de critérios

definidos pelo projetista.

Os problemas de otimizagio podem ser agrupados em trés categorias: otimizacio
dimensional, otimizagdo topoldgica e otimizagio de forma. A dimensional determina valores para
as variaveis de projeto tais como, a espessura , a area da segfio transversal € o momento de inércia
do componente estrutural. Durante esta otimizagdo a forma permanece inalterada. A topologica
basicamente, de modo grosseiro, pode-se afirmar que leva em conta a questdo onde deve ou ndo
deve existir material. Nishiwaki [1998] utiliza este tipo de ferramenta para obter a estrutura 6tima
considerando a flexibilidade da mesma. A metodologia é baseada no conceito de energia, comum

para a formulagdo da flexibilidade e do método de homogeneizacio.

Uma importante classe de problemas na otimizagio estrutural é a otimiza¢do de forma, o
qual se baseia na selegio de parfmetros geométricos da estrutura. Estes pardmetros geométricos
0s quais podem modificar-se durante os passos do projeto, sio chamados de varidveis de projeto
ou variaveis de forma, os quais controlam os contornos internos e externos das formas dos
modelos. Além destas varidveis existem dois termos freqiientemente usados em otimizacdo: a

funcdo custo ou objetivo e as restrigdes.



Lo

O objetivo conforme a seu proprio significado pode ser por exemplo a minimizacio do
peso, a minima concentragdo de tensio, a minima energia de deformagdo, etc. As restrighes sio
todos os critérios no qual o projeto estd submetido. Como exemplo na otimizagio de forma, as

tensdes de uma dada estrutura ndo devem exceder a tensdo de escoamento.

Visto que a forma das estruturas estd continuamente mudando no processo de sua
otimizagio, deve-se ter as seguintes preocupagdes nas mudangas do contorno: como manter uma
adequada malha de elementos finitos, como aumentar a precisdo na analise de sensibilidade,
como impor restrigdes corretas e como utilizar métodos de otimizagio adequados aos problemas
de otimizacdo de forma.

Logo existe um grande interesse nos desenvolvimento de projetos em engenharia,
principalmente Mecénica e Aeroespacial, na resolugio do problema de otimizagio de forma, em

que a fronteira do dominio constitui uma incognita.

Beneficiando-se das técnicas e no desenvolvimento que se tem verificado na programacio
matematica, nos metodos de representagio grifica e modelagem geométrica € nos programas de

elementos finitos, muitos pesquisadores tem abordado o tema em questdo.

1.2 Objetivos e metodologia

Como a analise estrutural € uma parte integrante do sistema de otimizagio de forma, o
progresso da otimizagdo estrutural muitas vezes depende fundamentalmente do desenvolvimento
de um bom modelo de elementos finitos. Varios fatores afetam a confiabilidade do modelo de
elementos finitos dentre os quais podem ser citadas a discretizagio do modelo, o tipo de
elemento, as propriedades dos materiais € os pardmetros de analise do problema. Em todas as
analises numéricas que usam este tipo de ferramenta a questdo mais comum & a geracio e re-

geragio das malhas em busca da precisio das solugdes.

Kikuchi [1986] define que o método adaptativo de elementos finitos proporciona uma
capacidade de andlise rterativa que di uma posigdo estimada de erros de aproximacio tal que os

usuarios podem controlar qualitativamente os modelos. Baseado nisto, um procedimento



adaptativo automatico gerador de malhas de elementos finitos otimizadas, nfio s6 aumenta a

produtividade do engenheiro como também implica em maior confiabilidade das solugdes.

Os métodos adaptativos atualmente utilizados pelos pesquisadores sio: o Método T, que
conserva fixo o mimero de graus de liberdade; o Método h, que refina os elementos da malha
com 2 introdugfo de mais elementos; o Método p, que aumenta a ordem das polinomiais de

interpolagdo e os métodos que combinam h com pepcomr.

Uma eficiente formulagio do elemento ¢ particularmente importante nestes problemas onde
muitas malhas podem ser geradas na busca da solugdo de um problema especifico. Elementos
triangulares tém um pape! importante nos métodos adaptativos numa analise com o método dos
elementos finitos, Peraire [1987], Roberti [1987] e Zienkiewicz [1989]. Possuem uma polinomial
completa e, portanto, oferecem certas vantagens sobre os elementos quadrilaterais os quais
empregam polinomiais incompletas, Shephard [1981] [1986], Serpa [1991] e Zienkiewicz
[1971]. Observa-se, ainda, pelas discussdes em Zienkiewicz {1983], em Szabo [1981] e Lawrence

[1991], que as vantagens do elemento triangular aumentam com o uso da formulag@o hierarquica.

A formulacdo hierarquica possui os seguintes méritos: utiliza soluges prévias na busca de
um refinamento, permite um esquema simples de iteragdo na solugio para refinamentos
sucessivos, melhora o condicionamento da matriz de rigidez e nos fornece um imediato estimador
de erro. A propriedade de melhorar o condicionamento da matriz de rigidez € atribuida por
pesquisadores ao fato que os graus de liberdade hierarquicos s3o perturbacdes adicionadas as
solugBes, obtidas com fungaes de forma de ordem mais baixa, Por isso a matriz resultante é mais
diagonal do que a que se obteria utilizando a formulag@o classica. Logo a diferenca entre o
maximo e 0 minimo autovalor da matriz de rigidez normalmente é menor em uma formulagio

hierarquica.

O erro inerente na solucdo de elementos finitos tem duas partes, Kelly [1983]; a primeira
parte € proporcional ao erro da segunda derivada dos deslocamentos no interior do elemento e, é
atribuido ao fato de que a solucdo satisfaz a equagdo de continuidade somente de uma forma

geral e ndo para cada ponto do dominio. A segunda, e geralmente a parte mais dominante do erro



para elementos com ordem p baixo, ¢ causado por descontinuidades na primeira derivada dos
deslocamentos nos contornos do elemento, ja que somente a continuidade no deslocamento é

imposta através das interfaces entre ¢lementos.

Fancelo '[1992] seguindo a linha proposta por Zienkiewicz [1987] implementou um
programa para estimar o erro de aproximagio e gerar um novo formato da malha, ambos
orientados pela adaptagdo do tipo h, de modo a obter uma uniformidade do erro no dominio.

Um método de estimar o erro a posteriori em problemas bi e tridimensionais & apresentado por
Ohtsubo [1992]. O mesmo usa um elemento isoparamétrico cotm uma funcio de ordem um grau
superior a ordem original, denominado-o de elemento “esperto”. Uma geragiio adaptativa da

malha ¢ baseada na distribui¢do deste erro.

Uma aplicacdo tipica do método adaptativo é o problema de otimizagdo de forma de
estruturas linearmente eldsticas. Se por exemplo formos otimizar a placa da figura 1, de modo a
minimizar a concentragdo de tensdo e utilizarmos uma matha uniforme, a forma 6tima é muito
oscilatéria e € fisicamente sem sentido, figura 1.1(a). Com a aplicagio da adaptividade o
problema pode ser resolvido conforme mostram as figuras 1.1(b} e 1.1(c). A razio desta oscilacdo

€ que para o “Otimo” muitas malhas sdo muito distorcidas especialmente proximo a mudanga
rapida da segdo, Kikuchi [1987].

Discutir a luz das hipéteses da formulagio a sua potencialidade na busca de implementar
numericamente um estimador de erro, de tal maneira que se automatize numericamente a
otimiza¢do de malhas, € o primeiro objetivo desta tese. Utilizando-se do método adaptativo
desenvolvido anteriormente, estendeu-se a implementagfio numérica para a otimizagdo de forma
atingindo-se o segundo objetivo deste trabaltho. Diante das observac@es e sugestdes conhecidas
implementou-s¢ numericamente um algoritmo que utiliza um conjunto de regras e métodos

iterativos que visam & descoberta, a invengdo ou a resolugio destes problemas o qual representa

exatamente a definicdo de um Método Heuristico.

Utilizou-se um estimador de erro de discretizacio dos elementos usando como base a

norma da energia de deformago, correspondentes as variaveis hierarquicas. Apesar de algumas



limitagbes tais como: distorcio do elemento, complexidade geométrica € o problema da
convergéncia, Cheng [1993] mostrou que dependendo da discretizagdo inicial o método r ¢ muito
eficaz além de ser a mais simples de ser implementado. Desta maneira é que escolheu-se como
método adaptativo o Método 1, 0 qual prediz um novo formato da malha de forma tal que se

possa controlar a uniformidade do erro ao longo do modelo bem como compara-lo a um certo

valor admissivel.
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Figura 1.1 - Problema de otimiza¢do de forma: (a) Forma 6tima para malha uniforme, (b) Forma

otima com malha adaptada pelo método r, (c) Forma 6tima com malha adaptada pelo
método h.

A mudanga da forma obedece basicamente o critério da energia de deformacio por
distor¢io (von Mises) onde, a 6timalidade ou a falha é a méaxima energia de distor¢do no ensaio

uni axial de trag8o. A justificativa do uso deste critério deve-se ao fato de o mesmo envolver



todas as componentes de tensio no estado tri axial e, predizer o escoamento de materiais
metalicos ducteis sob carregamentos combinados com maior precisio do que qualquer outra

teoria conhecida, Juvinall [1967].

Assim como a otimizac¢o da matha baseia-se no equilibrio do desbalanceamento do erro de
discretizag@o dos elementos, heuristicamente, a otimizagiio de forma também & implementada

numericamente usando a mesma idéia mas, agora utilizando o principio do desbalanceamento da

energia de deformacdo por distor¢do dos elementos.

O pnmeiro codigo numérico implementado em linguagem FORTRAN Power Station,
figura 1.2, permite através de um moédulo adaptativo, estimar o erro em problemas
bidimensionais, utilizando elementos triangulares hierarquicos com funcdes de forma de grau 2.
Automaticamente, segundo a formulagiio, verifica-se se existe uma homogeneidade do erro ao
longo dos elementos e, caso esta ndo ocorra, os nds livres, pre estabelecidos, serfio deslocados em
funcdo da diferenga de gradiente do erro reiniciando-se uma nova analise do modelo fisico com

um novo modelo de discretiza¢io mais otimizado.

O segundo fluxograma, confeccionado com a mesma linguagem FORTRAN, figura 1.3,
calcula a energia de deformagfio de distor¢dio por elemento finito e busca iterativamente a forma
étima: apos a solucio do modelo fisico a forma ¢ alterada através de uma nova equacio de
equilibrio, com a matriz de rigidez levando em conta as variaveis livres da forma. Estas variaveis,
solugdo da nova equagio de equilibrio, tendo agora como vetor carregamento  0s

desbalanceamentos das energias de distor¢do, modificam o contorno baseando-se nas novas

condigbes geométricas do contorno.

1.3 Descricio do trabalho

Este trabatho estd dividido em sete (7) capitulos cujos contetidos resumem-se & Seguir:

Capitule 1 : Inicia~se com um breve relato dos motivos pelos quais este tema de pesquisa foi
abordado e desenvolvido referenciando-se nos momentos oportunos as principais bibliografias

consultadas. Os objetivos marcantes que foram estabelecidos e a metodologia empregada



tambeém fazem parte deste capitulo, citando-se para efeito de comparagio alguns objetivos de

pesquisas publicadas. Em seguida apresenta-se esta descri¢io do trabalho.

Capitulo 2 : Apresenta-se um desenvolvimento da formulacio do elemento finito triangular
hierarquico, dando-se énfase ao uso das coordenadas de area, a obtengdo das funcdes de forma
hierarquicas, forgas equivalentes nodais e ao desenvolvimento das equagles de equilibrio,
principalmente no que se refere ao vetor gradiente e montagem da matriz de rigidez global com
0s termos hierarquicos. Para se avaliar a veracidade da implementa¢do proposta, utiliza-se alguns

exemplos simples de aplicagiio.

Capitulo 3 : O modulo adaptativo de malhas de elementos finitos ¢ tratado neste capitulo. Uma
breve introdugdo referendando alguns pesquisadores da area, a formulagio do modelo proposto
com base na energia de deformacio das variiveis hierarquicas, alguns comentarios sobre o
método de relocagdo nodal ¢ um exemplo de validagio do método proposto, compdem este

modulo.

Capitulo 4 : Este descreve a formulagio usada para a otimizagdo de forma no estado plano de
tensbes. Faz-se uma introdugio citando-se a bibliografia existente em otimizacio de forma,
dando-se enfoque para a definigio do Método Heuristico, Apresenta-se ainda a formulagdo
analitica da energia de deformagéo por distorcio e os passos do algoritmo proposto para otimizar

a forma de elementos estruturais usuais da literatura,

Capitulo 5 : Avalia ¢ compara-se o modelo proposto atraves de sete (07) exemplos de aplicacio,

quase todos tradicionais e encontrados na pesquisa bibliografica que trata do assunto em questdo.

Capitulo 6 : As sugestdes e conclusdes sobre o assunto, bem como as dificuldades encontradas

para desenvolver o tema, sdo delineadas com algumas indicacdes de futuros trabalhos.

Capitulo 7 : Sdo apresentados alguns apéndices tratando de informagdes importantes utilizadas

neste trabalho e a bibliografia pesquisada e referendada apresenta-se em ordem alfabética.
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Capitulo 2

Elemento Finito Plano Triangular Hierarquico

2.1 Coordenadas de drea ou naturais

Na figura 2.1, o parimetro L,, é chamado de coordenada de area porque seu valor da a
razio da area da regifio subtriangular A;, com a area do tridngulo completo A. E chamado de

coordenadas naturais porque o sistema de coordenadas € parametrizado (adimensionalizado).

bh
Fazendo-se A= Ty e A= %—S- tem-se que a razido % toma a seguinte forma
A, s
f:—h«le ou A;zALI (21)

A,
= 2 M (Ei] 3L27L3)
=TAN

" 2 (XB:YZ)

1(x:.3n),

4
o)

Figura 2.1 - Elemento finito triangular, coordenadas de area.

11
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Como A= A;+ A;+ A; e analogamente & equacio D temse Ao=AL,; A;=ALs
conclui-se que

i+ I+ 1 =1 (22)
. i 2A, :
A equago (2.1) pode ser escrita como L, = A e expandindo o termo 2A, tem-se

24, = (X,¥5 - XY, (Y, = ¥ )x +(X, - X, )y (2.3)
onde x e y s80 as coordenadas do ponto considerado.
Substituindo (2.3) em (2.1) obtém-se
1
L ZE‘A'[(th = X3¥ )+ (¥a —Y3)x + (X3~ X,)y] (2.4)

logo pode-se representar matricialmente as coordenadas de area generalizadas para o tridngulo

Como:;

L, X2¥V3-X3¥y ¥2-V3 X3-X,

1
Ly = SAlXV1-X1¥3 Y3-Y1 X -X3| 4x (2.5)
L, X1¥2-%X2Y1 Y1-¥2 Xp-Xy | |y

Entdo as coordenadas de 4rea para um elemento triangular linear sdo as proprias fungdes de
forma, e estes dois grupos de entidades podem ser intercambiaveis. A vantagem do uso do sistema
de coordenadas de 4rea € a existéncia de uma formula de integragio exata que simplifica a

obtengio das integrais de area, Segerlind [1984]. Esta formulagio vale:
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al bl ¢!
(a+b+c+2)

jLﬁL%_L%dA:
A

(2.6)

2.2 Fungdes de forma hierarquicas

O campo de deslocamentos (V, @) para qualquer ponto do elemento finito triangular linear,

figura 2.1, é dado em termos dos deslocamentos nodais, por

G- 1% wilfed e

onde [IN] ¢ a matriz fungio de forma em termos das coordenadas de area e vale

<) =)

Nj=[L, L, L] (2.8)
sendo que cada termo de [N] corresponde aos deslocamentos de cada vértice do tridngulo.

Entdo a equagdo (2.7) pode ser escrita agora em termos das coordenadas de area como:

{a(L1=L21L3}} - {[NYLE’LEﬁLIS) 0 :l {5’} (2 9)
3‘-)\(I-ﬂ:]t-’za}-"%} 0 [NYLDLZ:I‘%) {if-} ‘

Porém alguns problemas com as fungdes de forma padrdes ocorrem quando existe a
necessidade de se usar um elemento mais refinado. Novas fungdes de forma terdo que ser geradas
e todos os calculos terfo que ser refeitos. Seria uma grande vantagem evitar esta dificuldade de

modo que a fung&o de forma nfo dependeria do nimero de nés da malha. Isto é alcancado através

das fungdes de forma hierarquicas.

O conceito de hierarquico € bem ilustrado para o problema unidimensional (barra elstica)
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conforme mostra a figura 2.2. Por simplicidade supBem-se que as propriedades eldsticas sdo
constantes e as forcas de corpo variam de tal forma que produzem a solugio exata com
deslocamentos zeros nas extremidades. So mostrados duas mathas e assume-se uma interpolagio

linear entre os pontos nodais.

Para a forma padrio e para a forma hierarquica a malha inicial, grosseira, nos da

Ki; a7 =1 (2.10)
inicial refinada t
== exato
aproximado
m
2 1 3

Fal N a¥
Ny~ | NINN
7 X X ~
} '\ L/ // \\// \\ N

.Y

(a) aproximagdo padréo

— ~
- e
// \\
1
e
-
- S
- ~T

(b) aproximacdo hierdrquica

Figura 2.2 - Barra uniforme eléstica solicitada por forcas de corpo prescritas. Problema

unidimensional
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Para a malha mais refinada com a adi¢io de dois nos, teremos, com a fungio de forma

padrio, o seguinte sistema de equagdes,

F
Kiy Kiz 0 |([a fi
F
K5, Ki» Ki|iapf=4f, (2.11)
F
0 K3 Killa; f3

Claramente observa-se que os coeficientes ndo s30 0s mesmos e as novas equagdes terio
que ser resolvidas. Usando as fungBes de forma hierarquicas, resulta numa equagio similar e
consegue-se uma idéntica aproximacio, mas o significado dos parimetros a, =a; é agora
diferente, como mostra a figura 2 2.

Sempre uma fungdo de forma idéntica ocorre para a primeira variavel, logo
Ki =K}, (2.12)

Além disso, para o caso particular, os coeficientes fora da diagonal sio nulos e a equacio

final para o elemento refinado fica:

K¢, 0 0 | ja] f)
0 K, 0 jiaj}=<f (2.13)
0 0 K§3 a; f3

Esta diagonalidade geralmente ocorre em problemas unidimensionais, mas em geral matrizes
obtidas através das fungSes de forma hierarquicas sic aproximadamente diagonais e, entdio,

implicam num melhor condicionamento do que as fungbes padrdes.

Voltando-se a figura 2.1, observa-se que ao longo do lado 1-2, L; é nulo e, portanto temos
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(Li+Ly)p =1 (2.14)

Se &, medido ao longo do lado 1-2, € a coordenada usual nio dimensional do tipo usado

para derivar as funges hierarquicas para elementos unidimensionais, pode-se escrever
1 1
Lihp=5 (1 -%) Lo, =5 (1+¥) £=(Ly -~ L), (215

Com isto pode-se gerar fungdes de forma hierdrquicas sobre o tridngulo generalizando as

funcdes de forma unidimensionais. Por exemplo, usando as expressbes

Ly p—>par
Ny @©=17 @.16)
TG p > impar

e associando-se a0 lado 1-2, a polinomial de grau p, com p>2, fica

1
"{)—f[(Lz—Lz)p'(LiﬁLLz)] p —>par
Np(2-2) = 1 . (217)
;[(Lz“LOp'(Lz‘11)@1+L2)p'}] p —> impar
onde para p = 2, tem-se:
1
Nag-2 = 7 (¢ - =-21L,L, (2.18)

ou de outra forma mais elegante pode-se escrever
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1
Nog-2= 5 (1-¢3) =2 L; L, . (2.19)

Analogamente tem-se para os outros lados do tridngulo as respectivas fungdes de forma
Npp.yy =2 Lo L e Nogp=2L1L; (2.20)

Observa-se através da equagio (2.15) que estas fungééé de forma sfo nulas nos nds 1 e 2.
Além disso ¢ facil mostrar que N,,_,, € zero ao longo dos lados 3-1 e 2-3 do tridngulo, e entdo

deste modo garantir a continuidade Co de aproximagiio dos deslocamentos. A figura 2.3 apresenta

uma fun¢io quadratica tipica para o elemento triangular.

Figura 2.3 - Fungo de forma hierarquica quadritica, elemento triangular

Como cada termo de (2.8) corresponde ao deslocamento do vértice do elemento triangular e

associando-se com o elemento hierarquico descrito tem-se a seguinte fungio de forma
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[N] =[N: N2 Ns Na Np Ny]=JL; L, L; 2LjL, 2L,L; 2L;L,] (2.21)

onde os trés primeiros termos estdo associados aos graus de liberdade anteriores e os trés ultimos

termos estdo associados aos novos graus de liberdade para cada lado do elemento, nas dire¢des x
ey, Babuska [1979].

2.3 Formulacio do elemento triangular hierarquico de grau 2

A express@o da energia de deformagiio € dada por
1
U=EﬂaTDetdxdy (2.22)

onde D € a matriz elasticidade, & é o vetor das deformagdes, ou vetor gradiente, e vale

a AN, _
£ R
£=<3 — =4  —L¥ 1 ondei=123 (2.23)
& &
& F AN, N, _
= =, H TV
¥ & | & &

As coordenadas globais para qualquer ponto no elemento sio dadas em termos das

coordenadas de area por

irxi ¥,
[x y} = [Ll L, LS]sz Y.

Xs Y3

(2.24)

| —— |
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Desenvolvendo-se pela “regra da cadeia” obtemos,

- + + (2.25)

NA, , NA, Nd, 226)

N
& d g dya & ds; 9

onde, para os componentes referentes ao campo hierarquico, sabendo-se que

oL, _ ¥ oL, A L, Y1z

ax 28 ° &  2A° & 2

& 247 &% 247 & 2A

a\Ia:,m."ﬁ\‘.‘{cz d‘l_;_éNa ﬁ_,z+@\]'a d‘.’i Zn}m

x A, x A, & d, & A

(Lo yas +Ly vy )

ON 1
“é’xj‘ ”_“K(Ls yat 1, le);

N, 1 '
63&; “"_“K(L:; Yo+ 1 le)
N

a:

1
Y X(Li X134+ Ly x3);




N 1
#xX(Lz Xy +L, X13)§
ON |

(’ﬁyy :X(L; Xy +Ls Xaz);

e desenvolvendo a Equagdo (2.22), tem-se para o vetor das deformacdes a seguinte expressio:

onde

] Y 0 ¥y 0 y, 0 a 0b
g = A 6 %, 0 x, 0 x,, 0d O
Xz ¥Yu X5 Y5 Xy ¥p d a e

a =2,y +Ly;);

b =2,y +L,vy);
c =20y, +L;y»);
d = 2(L,x;; +L,X,,);
e = 2L, x; +L;x,);

f=2(L;x, +Lx, )
A = grea do elemento;
a e f = campos de deslocamentos hierarquicos.

oo O

O 0

[« I R

(2.27)

20



21

Substituindo (2.27) em (2.22) e desenvolvendo algebricamente a equagdo (2.21) observa-se
que os coeficientes de rigidez originais permanecem preservados, sendo isto um dos méritos da
formulag¢@o hierarquica conforme afirma Zienkiewicz [1983]. Todos os coeficientes adicionados 2
matriz de rigidez original foram calculados analiticamente pois as integrais sfo relativamente

simples, sendo que este desenvolvimento esta apresentado no Apéndice A.
Agora, as equagdes de equilibrio iniciais
Ku =f, (2.28)

aparecem entfo com os termos adicionais previamente calculados e, remontando-se as novas

linhas e colunas correspondentes aos novos graus de liberdade, ficam:

(K K, {a} ~ {f}
LKM K%J 6 £ (2.29)

Desta forma a matriz K permanece invariavel, possibilitando a recuperagio de alguns
coeficientes computacionais na ocorréncia de refinamento. Isto ja € uma das vantagens de se usar
o elemento hierdrquico. Além disso pode-se considerar {i, =T como uma primeira aproximacio
razoavel da solugdo, que se pode utilizar como inicio de um processo iterativo de resolugio, € o
que comentam em seus trabalhos Zienkiewicz [1989] e Bugeda [1991]. Esta primeira aproximagio

obtém-se mediante as seguintes equagdes:
o, =K1f, € Uy =K;! (€ - Kpa) (2.30)
Desejando-se melhorar a solugio pode-se repetir o ciclo,

U, =K' (f, -Kinlp) € Ty =K (£ -Kinl) (2.31)
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A formulagiio apresentada foi implementada numericamente e resultou na confecgio de
varias rotinas computacionais eficientes e precisas para solucionar o problema fisico, calcuto dos
deslocamentos, com exemplos tradicionais simples. Na verdade, o modelo apresentado foi
avaliado com a imtengdo de que o mesmo seria uma base sélida para a implementagio de um

estimador de erro de discretizagiio e como conseqiiéncia implementar o refinamento adaptativo de

elementos finitos.

2.4 Forcas nodais equivalentes hierdrquicas { fh}

2.4.1 Carregamento ao longo do lado

F,.

2 S i 1—’5 }
° °
=1 le0  Jew
= ‘

(b)
E
3 1
()

Figura 2.4 - Elemento triangular com carga ao longo do lado: (a) variagdo linear a0 longo do lado

1-2; (b) coordenadas locais parametrizadas

Na figura 2.4(b) as coordenadas locais parametrizadas & =[-1+ 11, ao longo do lado (i - j),

podem ser escritas como

w%i(ga» 1). (2.32)
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A interpolagio do campo de deslocamentos u(s), ac longo do lado (i — j), denominado u(g) e

representado na figura 2.5, vale:

u(f:):[

J

1-£)y (1+ LSt
( 25 ( 25)} {u} + (1-82) o (2.33)

(1-8) {a+¢)
2 2

onde [ J representa a interpolagio nodal e (1-£2) representa a interpolagio

hierarquica.

Figura 2.5 - Representacdo do campo de deslocamentos

Reportando-se a figura 2.4(a) a interpolacio das forgas distribuidas ao longo do lado (i — i)

permite uma variagdo quadratica e vale:

] B,
= G2 2] {F } + (-5 F, (234
*i

onde F € a carga distribuida ao longo do lado (i - j).
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Como as forgas nodais equivalentes sfo as forgas concentradas, que produzem o mesmo
trabalho que as forgas distribuidas quando aplicadas aos nds, o vetor das forgas nodais

equivalentes pode ser obtido a partir do trabalho realizado pela forca £(£), agindo sobre u(&) ao

longo de um lado (i ~j),

i +1
; 1..
W= [ue) f0)ds = L Ju@)f (&) de (235)

0 -1

wll L f-g)/2 F
i +1 - ¥

ouW=dub [{a1+g)r2 [(lf) (“2‘5) (1-»52)} dg 1B . (2.36)

aij N (1—'52) Fx

Resolvendo-se a integral da equagio (2.36), obtém-se para o trabatho a seguinte

expressio

w]" (13 16 1/3](F,
W=qup Iy 16 1/3 1/3 | F, (2.37)
o) 173 1/3 8/15] | F,

onde o vetor for¢a equivalente para o lado do elemento triangular fica o seguinte

e B E
3 6 3
F. F; &
=1 42 2 x| 2.38
3 3 15
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Para o caso de carregamento constante, figura 2 6(a), se F, =F, = Q e F,=0obtém-se

para o lado (1—j):

172

fFl, = QL2 (2.39)
273

[ ¢ T RTINS
N AN

(@) (b)

Figura 2.6 - Exemplos de cargas distribuidas ao longo do lado: (a) constante e (b) quadratica

Para o caso de carregamento quadratico ao longo do lado, como por exemplo o esforgo de

cisalhamento, figura 2.6(b), se F; = ij =0 ¢ F, =Q tem-se para o lado (i—j);

173

{Fl, = Qly3 13 (2.40)
8/15

2.4.2 Carregamento ao longo da drea

A integral da equagio (2.36) serd modificada substituindo-se por uma integral da carga

distribuida ao longo da 4rea do elemento, Q(xy), dependente das fungdes de forma em
coordenadas de area, equagdo (2.21).

Entdo o vetor das forgas nodais equivalentes ao longo da area fica,
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(Ni(%y))
Na(x,y)
Ni(x,y)

{F}@qﬂj}Na(X’ny(x,y)dxdy- (2.41)
Ng(x,y)
N, (%))

Para o caso de Q(x,y) = Q = constante, tem-se

2L, L,
2L, L,
;ZLI L3J

fFl, = Q H > dx dy (2.42)
A

e usando-se as formulas de integracio polinomial sobre o tridngulo obtém-se o vetor forca
equivalente:

-

1/3)
1/3
fFl,=qa ! ' (2.43)
q 1/6 '

1/6

|1/6]

2.5 Exemplos de aplicacio

2.5.1 Carga nodal equivalente a0 longo da srea e constante

A figura 2.7 apresenta uma das aplicagdes do modelo onde analisa-se uma viga sujeita ao

carregamento de peso proprio, com espessura unitaria, coeficiente de Poison zero e médulo de
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elasticidade igual a 10. Foram usados & elementos triangulares lineares com grau hierarquico dois
e os resultados obtidos quando comparados com os da solugiio analitica mostram uma étima
eficiéncia do modelo numérico proposto, conforme apresenta-se na tabela 2.1. Convém salientar

que as unidades néo influem na verificacio da veracidade dos resultados.
2.5.2 Carga nodal equivalente ao longo do ladoe e quadratica

Qutra aplicaco para avaliagdo do modelo implementado trata-se de analisar uma viga, de
secdo transversal retangular, com cisalhamento aplicado na extremidade livre da mesma. A figura
2.8 apresenta as caracteristicas dimensionais da viga, geometria da malha e o carregamento
equivalente nodal. Adotou-se o modulo de elasticidade E = 10000, o coeficiente de Poison v = 0

e a espessura t=1.

O valor de Q = 1.5 foi calculado de tal forma que nos dé uma resultante unitaria na face livre

baseando-se na formulaciio analitica,
— 2 1
(F«—"g Q 1) (2.44)

A tabela 2.2 mostra, para os deslocamentos em y dos nos da linha superior da viga, que os
resultados do modelo hierarquico sdo bastante satisfatorios o que nfio ocorre com o modelo linear.
O erros nos nos, referentes aos resultados hierarquicos em relagiio a solugdo analitica, variam de
0,56% para a extremidade livre at¢ 1,45% no engaste, provando que o elemento proposto simula
bem , para o caso do carregamento quadratico distribuido ao Iongo do lado, mesmo utilizando-se
de uma malha grosseira na regido dos maiores erros relativos. Observa-se que, a luz dos resultados

obtidos, o elemento hierarquico mostra exatamente o quanto esta se errando caso queira-se usar

somente o elemento linear.
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2.5.3 Carga nodal equivalente ao longo do lado ¢ linear

Uma viga em balango com uma carga distribuida constante, Q, aplicada na face superior
esta representada esquematicamente na figura 2.9. A mesma mostra um modelo discretizado com
20 elementos finitos triangulares lineares e hierarquicos de grau 2. A espessura da viga € unitaria e

as propriedades do material sio médulo de elasticidade E = 10000 e coeficiente de Poison v = 0,3,

Os resultados numéricos obtidos quando comparados a solugiio analitica mostram-se
novamente satisfatorios, implicando na obtengfio de uma grande confiabilidade na implementacio
numerica proposta, podendo ser a mesma utilizada no trabalho que segue. A tabela 2.3 representa
esta comparagio para os nds localizados na borda superior da viga e observa-se que 0S8 erros
relativos calculados com relagdo aos resultados analiticos, em analise estrutural, sdo bastante

aceitaveis.
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Figura 2.7 - Viga sob peso proprio e diagrama de deslocamentos na direciio x

Linear Proposto | Analitico
NO | x @) @
4 2,50 0,83742 0,93750 0,93750
7 5,00 1,25000 1,250600 1,25000

Tabela 2.1 - Comparagio dos dados obtidos, numéricos e analiticos.
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Figura 2.8 - Viga com cisalhamento na extremidade fivre
Linear Proposto
NO x (@) (@ Analitico
7 2,50 |-0,003148| -0,033877 | -0,03437
8 5,00 -0,01088 | -0,12393 | -0,1250
9 7,50 -0,02167 | -0,25147 | -0,2531
10 10,00 | -0,03388 | -0,39776 | -0,4000

Tabela 2.2 - Comparacio de dados. Lineares, hierarquicos, e analiticos.




10

A

b4

Figura 2.9 - Viga em balango com carregamento distribuido constante e vertical,

Linear Proposto
NO | x @) @ | Analitico| =™ :*”ﬁ""
14 2,0 -0,20405 | -1,041498 | -1,0480 0,62
15 4.0 -0,65014 | -3,618349 | -3,6500 0,87
16 6,0 -1,2329 -7,070264 | -7.,1280 0,81
17 8,0 -1,8750 | -10,918380 |-11,0080 0.81
18 10,0 -2,5209 | -14,876190 | -15,0000 0,83

Tabela 2.3 - Comparagdo numeérica e analitica dos dados obtidos.
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Capitulo 3
Modulo Adaptativo

3.1 Introducio

Como o conceito do método dos elementos finitos é baseado na discretizacio do continuo,
¢ mesmo nio nos fornece uma solugio exata necessitando, a veracidade da solugio, de um grande
grau no refinamento do modelo. Sendo este processo nfio muito cdmodo e existindo ainda a

limitagdo computacional, esse tipo de analise torna-se muitas vezes um tanto restrita.

As técnicas de remalhagem aparecem como aquelas que a partir de informacgbes obtidas
com uma determinada malha inicial, pode-se gerar outras totalmente novas e mais adequadas

para se obter os resultados com a precisZo requerida.

A geracio de malbas de elementos finitos utilizadas nos célculos se baseiam na intuico e
na experiéncia prévia do engenheiro calculista, porém sem a utilizagdo de critérios objetivos,
pode-se obter resultados sem as aproximacdes desejadas. Como o método dos elementos finitos
tem sido uma importante ferramenta para a resolugdo de problemas estruturais em geral, existe a
necessidade de propostas confidveis para estimar-se, 4 posteriori o erro nos dominios
discretizados. A maioria destas apresentam-se como maneiras distintas de minimizar o erro

existente nas solugdes numéricas quando comparadas com as solugdes exatas dos probiemas.

Ao obter-se uma soluc@c em elementos finitos € conveniente conhecer nfio s6 a magnitude
do erro associado a mesma como também a forma mais eficaz de melhora-la em caso de ndo ser
satisfatoria. Para isto existem dois tipos de informagdo: os indicadores e os estimadores de erro.

Um indicador proporciona informagdo sobre onde refinar uma certa malha, enquanto que um

32
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estimador de erro da uma aproximacio da medida de erro global existente em um determinado

elemento ou regifo.

A utilizagio de indicadores de erro é conveniente para realizar refinamentos hierarquicos
a partir de uma malha inicial pois sua informagfio permite escother quais sio os graus de
liberdade que adicionados & mesma permitem melhorar a solugiio de forma mais rapida e precisa.
Quando do uso da técnica de remalhagem o que se precisa ¢ a informagio sobre o erro existente

sobre cada elemento para o qual se dispde de um estimador de erro.

Pesquisas recentes tem sido produzidas nesta area como Kelly [1983], Gago [1983] e
Babuska [1984] que propde: um trabalho de teoria e métodos para estimar o erro em problemas
de segunda ordem , estratégias de refinamento utilizando o método p de convergéncia e por fim

propdem um algoritmo de pds processamento.

Dentre os méritos de se usar uma formulagio hierdrquica, um deles ¢ o de providenciar

um estimador de erro imediato da solugdo. Este erro pode ser definido como

e=u-0 (3.1)
onde u e O s3o as solugdes exatas e aproximadas respectivamente. Por ser uma defini¢do
puramente local torna-se inoperante se o problema for considerado completo, além de ndo

mostrar se satisfaz as equagdes de equilibrio. Por esta razio Zienkiewicz [1983] e seus

colaboradores introduziram um medidor de erro mais global, denominado como a norma do erro.

el = [e"Ledo (3.2)
Q

onde L € um operador diferencial linear. A equagfio (3.2) pode ser rescrita em termos do residual

1, satisfazendo as equagdes iniciais,



34
lellz = - IQT r dQ (3.3)

onde r=-Le. A dificuldade com os métodos que incluem o residual é que os mesmos sdo muito

complexos e 0s seus resultados envolvern um grande esforco computacional.

A estratégia de remalhagem depende do critério que se utilize para decidir quando os
resultados sdo suficientemente exatos. Basicamente, o que se pretende é que a partir dos
resultados obtidos com uma certa malha de elementos finitos, e do estimador de erro, determinar
qual seria o tamanho do elemento para obter uma malba que produza resultados com um nivel de
erro restrito a um certo valor € que além disso seja “6tima” segundo um determinado critério.
Uma forma muito usual de limitar a norma de energia do erro ¢ fixar um certo percentual da

energia total de deformacao.

Uma malha de elementos finitos sera considerada étima, geralmente, quando a norma do
erro € a mesma para todos os elementos, sendo que como o método dos elementos finitos &
baseado na minimizagiio da energia potencial total, torna-se natural estimar-se o erro de

discretizagdo em um modelo também baseando-se na norma desta energia.
3.2 Formulacido do modelo proposto

O erro por elemento pode ser estimado, em termos da norma da energia de deformagio,

correspondente as variaveis hierdrquicas como:

el = )" K 10 } (.4)

&

B
2%

onde §i, 1=+ s < (3.5)

a3

N UNICAMP
BIBLIOTECA CENTRAL
SECAQ CIRCULANTE
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520 os novos graus de liberdade hierarquicos introduzidos, conforme mostra a figura 3.1.

Figura 3.1 - Pardmetros hierarquicos do elemento triangular

Desta forma a nova equacgo de equilibrio passa a ser

Ko }=177 ¢ (3.6)

O erro pode ser distribuido de modo equivalente pelos nés do elemento linear, como

resultantes de uma pressdo interna ou externa negativa, p, conforme o esquema da figura 3.2.

O versor 1, normal ao lado 1-2 (li2), figura 3.2(b), pode ser obtido do produto vetorial:
[

onde T_p = (x5 — %) +(y5 — 1)}
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e Hi,_zn = \/(X:z ~%1 ) +{¥2 —¥1)?

Figura 3.2 - Forgas nodais equivalentes. (a) pressdo negativa; (b) versores normais aos lados

Logo, fazendo-se as operagdes vetoriais e algébricas sobre a equagdo (3.7), obtém-se

= (2 =% ]~ (yo —yi

i = (3.8)
=
< analogamente, {em-3¢ para Os outros vVersores
, - 3=x2)i=(amya)i 3.9)
=
€
L (x=%3)i- (i -yai
s _(x1=%3)j = (y1 ~¥3) (3.10)

=
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Consequentemente as for¢as nodais equivalentes (fx_ £y ); 1=1,2.3, sio obtidas de:

1. -
£, =L(ei;)
(3.11)
ly = -
£y, =2k (Jediy)
2
onde
=1,2,3
k=123
b=l |
I = b3
3=l
Efetuando-se os produtos escalares,
Fle ™ fygzw
fy, X23
fy p:¥i3
{pl =T (3.12)
fYﬁ 2 X31
fx3 ¥21
\fyis ) X12
onde o
Yiy=¥i—Y;

Desta forma o vetor for¢a nodal equivalente por elemento devido ao erro ou vetor

desbalanceamento do erro por nd mével, fica:
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¥

"Xy

D} = el 17! (3.13)

3

¥a
-x

Impondo-se as condiges geométricas de que a forma do contorno nio deve ser alterada e
levando-se em conta a superposi¢io dos vetores {D} para todos os elementos, obtém-se um

vetor de carga nodal equivalente global, {D}. .

Tem-se portanto novas condi¢des de contorno e consequentemente uma nova equacgio de
equilibrio global. A diregiio {d}, do movimento dos nés com uma ou duas direcOes livres para se

moverem pode ser obtido de,
[K]O {d}c} = {D}G {3.14)

onde

[K]o € amatriz de “rigidez” escalonada obtida do modelo geométrico.

Portanto, {d - Passa a ser uma “direcdo de busca” onde procura-se homogeneizar a

distribuicio da densidade do erro de discretizagio,

WAR | D+ 24 )] (3.15)

onde {x} € o vetor de coordenadas dos nos méveis.

Deve-se salientar que a matriz de rigidez devido ao erro nada mais é do que a matriz de

rigidez global inicial, 2 menos de uma constante, a qual ¢ fungio das novas condigdes de

contorno impostas ao modelo.
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A Figura 33 mostra, graficamente em desenho esquemitico, a norma do vetor
desbalanceamento ¢ a sua derivada primeira, em funcio de um fator de escala escolhido de modo

que a malha seja viavel, observando-se que a fungio passa por um minimo local.

Através de uma busca unidimensional, utilizando-se o método da secante (Apéndice B),
calcula-se o fator de escala (A*), o qual minimizara a expressio (3.15). Como com a realocagio

nodal, a densidade do erro de discretizagio também se altera, o processo de busca € realizado de

modo iterativo com a analise do modelo fisico discretizado.

O programa executa automaticamente o balanceamento dos erros entre os elementos
usando o método do gradiente conjugado, Fletcher-Reeves [1964], ver Apéndice C, para gerar
novas dire¢des de busca no caso de ndio haver convergéncia numa determinada direcdo. A
condi¢do de otimo para o problema € que o erro de discretizagio seja uniformemente distribuido

ao longo de todo o dominio.

i IiDlli s DY ()

Figura 3.3 - Esquemas graficos da norma do desbalanceamento e sua derivada primeira.

Sendo assim o algoritmo proposto tem os seguintes passos:
(1) implementac@o do modelo fisico
(2) resolugdo do novo modelo fisico

(3) implementacdo do modelo geométrico
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(4) otimizacgdo da matha

(5) repete-se de (2) a (4) até a convergéncia
3.3 Etapas do gradiente conjugado

O algoritmo do método do gradiente conjugado, aplicado para as variaveis do problema em

questdo possui as seguintes etapas:

Passo 1.

Geragdo da dirego de procura {d},

[K]O {d}e = {D}G

Passo 2.

Busca unidimensional ~--evu- —> )

{x}l = {x}o +4, {d}a

4

Passo 3.

Nova dire¢do de procura {d, }
[Klo {p}l “—M{D}l - {p}x
{d}1 = {p}z o e{d}o

. -1 (1D} -{D},)
" ah () - k)

Passo 4.

Busca unidimensional com {d}; ~m----- >

{X}z = {x}l +h l{d}i

Passo 5.

Nova diregdo de procura {d},



K], {p}. =0}, - bl
{d}z = {p}z +a l{d}l

, - ) (D}, — D} )
- {a (b}, -b})

Passo 6.
Iteragdo (i+1)
Nova diregio de procura {d}i
[K]O {p}m = {D}m - {p}i+i
{d}m = {p}m +a i{d}i

MY
‘ {d}zT ({D}m - {D},)

-+1

Passo 7.

Fazer o teste de ortogonalidade:

), Kl {d}, deve ser nulo

1+]

3.4 Método de relocacio nodal (Método r)

O método 1 € 0 mais antigo dos métodos adaptativos. Oliveira [1971] estudou o problema
de otimizag&o de malha considerando as coordenadas nodais e procurando tanto variiveis como
fungbes que satisfazem as condigbes de contorno. Logo em seguida Turcke [1974], Felippa
[1976] [1977], Melosh [1977] e Shepard [1980] também publicaram sobre este assunto. Estes se
basearam na ideia que cada elemento finito deve partilhar uma igual quantidade da energia de
deformagdo para problemas lineares elsticos. As vantagens e as desvantagens da otimizacgiio da

malha através de reposicionamento dos pontos nodais dos elementos finitos (Método 1) sdo

discutidos por Cheng {1993].

41

Babuska [1978] [1980] [1981] [1982] [1983], coloca em seus trabalhos que esta idéia da

igual distribuicdo da energia de deformacio em cada elemento, no caso de analisar-se um
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problema de fratura mecénica (uma trinca), implicard em area zero para 0s elementos proximos
ao vértice da trinca. Isto ¢, neste caso, todos 0s nds em torno da ponta da trinca movem-se para
esta e passam a partithar das mesmas coordenadas tornando o método adaptativo em regime de
colapso. Kikuchi [1986] aponta esta desvantagem do método quando analisa uma placa fina
elastica com uma trinca.

Outra dificuldade encontrada no método de aproxima¢do através de relocagdo nodal, é
achar uma maneira de mover a malha que procura nfo destruir a convexidade dos elementos,

principalmente quando se trata de elementos quadrilaterais.

Conclui-se portanto que mesmo com as analises sendo com um grande nimero de
elementos na discretizagiio, as iteragdes podem somente melhorar as solugdes mas ndo
necessariamente, para solugles precisas. Em resumo o Método r possul as seguintes
caracteristicas importantes: conserva o numero de graus de liberdade fixo, produz um mau
condicionamento numérico devido a sua limitacfo inerente de distorcer os elementos e, sua

formulacio envolve geralmente fungdes nfo lineares.

Diante de tudo isto, para se optar pela escolha do método de relocagio nodal para adaptar
malhas de elementos finitos, tem-se que levar em conta alguns requisitos para torna o algoritmo
de reposicionamento robusto, Cheng [1983]. Estes requisitos s3o 0s seguintes:

(1) a geometria deve ser preservada durante o reposicionamento,

(2) as condi¢Bes de contorno devem ser as mesmas entre iteracdes,

(3) o reposicionamento deve produzir uma malha que seja valida,

(4) um suficiente grau de suavidade deve ser mantido na matha resultante e

(5) a convergéncia deve ser garantida,

Neste trabalho a proposta para o uso de um método r baseado na homogeneizagio do erro,
tem como justificativa desenvolver um método onde a relocacdio dos nds seja mais sensivel do
que quando o método € baseado na homogeneizacio da energia de deformacio dos elementos.

Nesse ultimo caso a mobilidade dos nds se mostra demasiado lenta, Serpa [1991].



3.5 Exemplo de aplicacio

S&o apresentados duas solugdes muméricas de uma placa com carregamento aplicado na
direcdo x , semelhante ao exemplo 2.5.1, com o objetivo de mostrar a efetividade do modelo
proposto. As duas avalia¢Ges tém as mesmas caracteristicas de geometria, material, carregamento
e condigdes de contorno, diferindo somente na malha inicial de discretizagio, conforme mostra a

Figura 3 .4.

Para o caso adotou-se: modulo de elasticidade unitério, coeficiente de Poison zero, forca
de corpo constante como carregamento ¢ espessura unitaria. Ndo se especifica nenhum sistema de

unidades por serem os resultados independentes do mesmo.

o
[
i

Figura 3.4 ~ Geometria das malhas iniciais ¢ malhas finais com a escala dos erros por elemento.



Utilizou-se uma discretizagdo de 16 elementos finitos triangulares lineares e hierarquicos
no modelo. Deve salientar que de acordo com a formulagio analitica dos deslocamentos na

direciio x para © caso, a mesma possui grau 2, o que ndo seria simulado caso o elemento

triangular fosse linear simplesmente.

Os resultados mostram que tanto para a malha inicial regular como para a2 malha com uma
pequena distorg8o, a convergéncia para o balanceamento do erro ¢ satisfatorio com uma iteragio
e nove iteragdes respectivamente. Convém salientar que foram plotados somente os erros na

diregdo x, visto que na outra direcio os valores sdo proximos de zero, ja que ndo foi considerado

carregamento na diregdo y.

Ficou caracterizado na avaliagio do algoritmo adaptativo que existe um problema de
convergéncia quando do uso de malhas iniciais fortemente distorcidas, devendo-se isto talvez ao

néio uso dos elementos cruzados da matriz de rigidez, os quais levam em conta o acoplamento da
interface entre elementos.

Sendo assim, sugere-se para a equacio (49) a seguinte formulacio:

"e“i =f, -8} [K] @, -0+ 2, )" Ko K, 3+ ©0 ) K ) (3.16)

U = vetordeslocamento com analise linear
u, = vetor deslocamento com analise usando o elemento hierarquico

u, = parimetros hierarquicos obtidos da solugfio do sistema de equagdes






Capitulo 4
Otimizacao de Forma

4.1 Revisao

A teoria matematica de otimizagio comegou no século XVIL As condigdes necessarias para
problemas sem restrigdes foram agrupadas por Euler, e problemas restritos por Lagrange. Em
1638, Galileo Galilei discutiu a forma 6tima de uma viga, e mais tarde uma coluna elastica 6tima
foi formulada por Lagrange. Historicamente existiram muitos estudiosos que se dedicaram a

otimizac8o, entre eles estdo Newton, Bernoulli, Hamilton, Lagrange e Euler.

Infelizmente, a solugdo matematicamente exata pode ser obtida somente para problemas
idealizados de modo bem simples, porém na pratica os problemas sdo mais complexos. No
entanto a teoria de otimizagdo matematica fornece a base para uma otimizagio numérica

aproximada, sendo por isso um importante campo de pesquisas.

Os métodos para solugdo dos problemas de modelagem da forma vio desde calculos
variacionais até técnicas experimentais empregando modelos fotoelasticos. Porém muitos destes
trabalhos sdo baseados no emprego de programac¢io matematica acoplados com a analise de

elementos finitos da estrutura. Haftka [1986] faz um levantamento sobre as pesquisas e

publicagdes em otimizagio de forma estrutural até 1986.

4.1.1 Otimizacao de forma utilizando MEF

Desde que a maioria dos problemas estruturais nio podem ser resolvidos analiticamente,
engenheiros pesquisam meétodos alternativos, mais precisamente métodos numéricos, onde estes
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empregam varios conceitos de aproximagdes para obter a solugio numérica de um problema. Nas
Gltimas décadas, o método dos elementos finitos (MEF) tem sido uma ferramenta poderosa para
anélise estrutural e muitos pesquisadores produziram grandes obras tais como: Bathe [1982],
Becker [1981], Segerlind [1984], Desai [1979]. Dentro do contexto da otimizagiio de forma esti

embutido 3 analise estrutural e com isto geralmente o MEF € o mais usado para este fim.

Schmit [1960] foi a primeira pessoa que publicou uma aproximagio geral de otimizacdo
estrutural, o qual indicava a possibilidade de agrupar MEF com a programacgio matematica ndo
linear para um projeto 6timo estrutural. Seguiram depois outras publicagdes Kicher [1968],
Gellatly [1966] e Schmit [1971]. A introdug8o da programagiio matematica acoplado com MEF
foi um marco na historia das solugBes praticas de otimizagdo estrutural. Uma das primeiras
aproximag0es de otimizagio de forma foi apresentada por Zienkiewicz ¢ Campbell [1973], onde
eles utilizavam elementos finitos para o modelo e as variaveis de projeto eram os nés do
contorno. A solugdo numérica do problema de otimizagio era obtido por uma programagio linear

seqliencial, € o método diferencial direto para a analise de sensibilidades.

Desde entdo muitas pesquisas tem sido realizadas no campo da otimizagio de forma usando
o MEF, Queau [1980], Kristensen [1976], Spillers [1981], Pedersen [1982], Botkin [1981]
[1985], Epsing [1985] e Grandhi [1989]. A apélise, via MEF, da concentracio de tensdes
caracterizou o método apresentado por Schnack [1979]. Componentes elasticos bidimensionais
convergiram para um otimo geral no trabalho de Tvergaard [1975] onde, as aproximagbes eram
avaliadas para o minimo volume e tensSes minimas. Oda [1977] [1981], desenvolveu a técnica
para a forma no limite de resisténcia, também apresentou o método de transformagio do modelo

na otimiza¢do, o qual € baseado na tensdo proporcional € pa transformagio proporcional dos

elementos finitos que constituem o contorno.

Ramakrishnan [1975] usou uma formulagdo similar de Zienkiewicz e Campbell, mas
utilizou a fungdo penalidade. O método de projegio do gradiente para corpos elasticos
bidimensionais foi apresentado por Chun [1978], usando o método de analise de sensibilidade

apresentado por Rousselet [1981] e o método da proje¢do do gradiente por Haug [1979].
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O metodo com critérios de otimalidade foi introduzido primeiramente por Prager [1967]
para sistemas discretos. Fleury [1979] e Braibant [1986] introduziram a formulagio dual no
método usando critérios de otimalidade. Kunar [1976] usou o critério da tensio total para
minimizar o peso. Dems [1978] [1984] e Mroz [1983] apresentaram uma aproximagio geral
completa de um projeto de forma 6tima usando o método dos critérios de otimalidade e o calculo
variacional, sendo que as condigbes de otimalidade s3io geradas por um sistema de carga
conservativo € ndo conservativo. As formulagBes variacionais para otimizagio de forma podem
ser encontradas em Kikuchi [1983] e Olhoff [1987].

Xicheng [1997] divide o problema de otimizagio estrutural em dois subproblemas. O
primeiro consiste da minimizagio da massa da estrutura, com os parimetros dimensionais como
variaveis de projeto. O segundo consiste na minimizagio da avaliagio de uma funcio de
restri¢do, com os pardmetros da forma como variaveis independentes de projeto. As fases sdo

executadas alternativamente com somente uma reanalise sendo efetuada em cada ciclo.

Ding [1987] utilizando a técnica de aproximacio hibrida em combinacio com o método
dual e programacido matemdtica, na otimizacio de forma de estruturas eldsticas bidimensionais
com oOtimas espessuras para algumas partes fixas. Concluiu que este tipo de otimizacdc
dimensional € mais simples do que otimizacio de forma. Belegundu [1993] afirma que apesar de
existiremn infinitas maneiras para se mudar a forma de um componente , pode se utilizar como o
primeiro passo da otimizagio de forma a combinacio de formas basicas afetando somente as

varigveis de forma.

Dias [1998] utiliza a técnica do MEF em conjunto com uma técnica de programacgio nfio
linear para otimizar a forma de um s6lide plano, minimizando com isso seu peso com restrighes
de tensdes e deslocamentos. O modelo de otimizagdo considera uma forma geométrica fechada
em R* com o contorno definido por curvas B-Splines, cujas fungbes de base garantem a
suavidade evitando-se assim as concentragdes de tensdes. As varaveis de projeto, xeR”

determinam a forma deste contorno.

Na mesma linha associando programagio matematica com MEF, o trabatho apresentado
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por Herskovits [1999] e outros, wtiliza algoritmos baseados em técnicas de ponto interior na
otimizagdo de forma de componentes mecinicos. Estes algoritmos definem, iterativamente,

dire¢cdes viaveis e de descida em relag3o as restrigdes e fungio-custo de problema de otimizagio.

Também vale salientar que a otimizag8o estrutural evolucionaria ou otimizagio topologica
de estruturas esta sendo atualmente uma grande fonte de pesquisa, principalmente em problemas
estruturais de grande complexidade. Encontra-se no trabalho de Chu [1996] que ao fim de cada
analise via elementos finitos, avalia um coeficiente de sensibilidade (nimero sensitivo), o qual
indica a mudanga da rigidez da estrutura devido a remogiio de cada elemento . Os elementos que
menos influem nesta mudanga de rigidez sdo subsegiientemente removidos ou quase que
totalmente desprezados. Nishiwaki [1998] utiliza a otimizagio de forma topoldgica de “compliant
» 1

mechanisms

Kikuchi [1988].

usando o método da homogeneizagio o qual foi proposto por Bendsde and

Um modelo de elementos finitos de grande precisdo deve ser conseguido através de um
esquema de refinamento adaptativo usando gradientes da energia de deformagdo, ou de sua
densidade para identificar quais regiGes requerem refinamento da malha e, 0 mesmo deve conter
uma estratégia de adaptatividade para evitar a formagfio de elementos distorcidos . A intuicio
leva-nos ao acoplamento dos conceitos de malhas otimizadas e¢ forma 6tima de projeto,

garantindo a veracidade dos resultados através de um critério de otimalidade |

O critério de otimalidade pode ser matematicamente rigoroso ou fisicamente intuitivo.
Critérios rigorosos de otimalidade s3o derivados matematicamente, usando métodos variacionais.
Como exemplo de critério intuitivo, pode se estipular que a tensdo tangencial ou a densidade da

energia de deformacio seja uniforme ao longo do contorno.

4.1.2 Tensdes octaédricas

Plano octaédrico € aquele cujas normais fazem &ngulos iguais com cada um dos eixos

' Compliant mechanism ¢ relativamente uma nova classe de mecanismo sem Jumnta, o qual utiliza a deformagdo
elastica como inicio de movimento.
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principais de tensdes. Entdo os planos com a normal »n = (ny,n,,73) =1/ V3 [(L,11), no sistema

de coordenadas principais sdo chamados de planos octaédricos. Nota-se pela Figura 4.1 que
existern oito planos octaédricos, ABC, A’BC, A’B’C’, AB’C’, ABC’, A’BC’, A’'B’C, AB°C.

Figura 4.1 - Planos octaédricos no sisterna de coordenadas principais

- € escrito coto

Referindo-se a0s eixos principais de tensdes, 1, 2, e 3 o tensor tensdo o

o 0 0
0 0 o'y

A componente normal do vetor tensdo para o ponto O associado com qualquer diregiio, »,

pode ser obtido pela formula de Cauchy para tensdes:
O, =0 1; ??j (42)
ou

O, = G']nlni + Ol ity "“}”0'37?3713 (43)

A tensio normal na face do octagdro seri:

1
Coct = O +0aN3 + 0315 :‘3'(51 +0; +03) (4.4)
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Ficando entfo os valores das tensGes normais atuando nos planos octaédricos, dados em

termos das tensdes principais por:

(4.5)

A Figura 4.2 mostra-nos um desenho esquematico das componentes de tensio normal e

cisalhante do vetor tensdo em um plano qualquer ». Pode-se escrever entio

$2 =(T)? o2 “6)

M
onde T = oM

Como sabe-se que
n 3 41 n n n
(T)* =(T)o (T)=(Ti)» (T:) = (oyn; Noum,) = 05031 1y .7
e substituindo-se em (4.6) tem-se

) |
Toer = (Toct ) — 0% u (4.8)

b

Figura 4.2 - Componentes da tensdo normal e cisathante do vetor tensdo num plano arbitrario
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Usando (4.7) para calcular (T, )? obtém-se

2 2 2 2 _ 1
Toet — O10{ + OqR3 + o513 —3“(0'12 +G’§+O’32) (49)

e portanto:

2

1
2 = 2)2 “‘3:5(0‘%“%“0’2 +0':32)2

1
Thy = 5(612 "?"O'_% +03
1
35{(0”1—0“2)2“*“(02—03)2+(<73*61)2] (4.10)

1 1 1 s .
Sabendo-se que 5 1719 |, 5 T31 b 3 | T3 |, sdo as tensOes principais de cisalhamento,

T POE SET EXpressa como

2
Toct ﬂgﬁfzz +73; +73)) (4.11)

onde 7y5,7,3,73; 530 as tensbes principais de cisathamento.

Yy

F 3

(a2
¥ AT y
___,_._.._.....;,T}"x
Y
f}x
ax T X
dy PR
L2 j
I Ty
/ —
4.._—_—-—.__
T

o 8 & vo—}

T dx

(a) (b)

Figura 4.3 - Elementos representando o estado de tensdo de um ponto, (a) elemento original com

um dos planos octaédricos; {(b) estado plano de tensées
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De acordo com o desenvolvimento encontrado em Chen [1982], pagina 85, pode-se
expressar a Equag8o (4.10) em termos das tensSes normais como

1
Tooe =3O =0y P +(0y =0, + (0, ~ 0, P +6(, + 12, +15,) (412)

Para o estado plano de tensBes, Figura 4.3, onde o, =0;7,, =7, =0, a Equagdo (4.12)

fica

Tout = g\/z(aj +o,} - 0,0, +31%) (4.13)

4.2  Formulac¢io da energia de deformacio por distorcio
4.2.1 Critério da densidade da energia de distor¢io

O critério da maxima densidade de energia de distorcdo, equivalente ao critério de von
Mises, estabelece que a densidade da energia de deformagio distorcional unitéria, no ponto mais
critico de uma peca, niio deve exceder densidade da energia de deformacio distorcional unitaria

no limite elastico, no ensaio de tragio {ou compressdo).

A densidade de energia de deformacgdo distorcional é aquela energia associada com a
mudanga de forma do corpo. A densidade de energia de deformagio total Uy pode ser dividida em
duas partes: uma que causa a mudanga volumétrica Uy e a outra que causa a distorgio Up ,ver
Boresi [1992].

Em termos das tensGes principais infinitesimais a densidade de energia de deformacio

pode ser escrita como:

i
UO :—Z—E[O'lz +0"% +0"§ —21’(0'10'2 +GIU3 +6253)] (414)
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Com manipulagOes matematicas apropriadas a Equacio (4.14) nos fornece

U, = o1toaron)? (01-0) 4 (03 ~03)" + (03~ 0y)’
0 18K 12G

(4.15)

de K=-————— ¢ 0 mobdulo volumétrico e G=
e VO ) 2(1+v)

primeiro membro da Equagio (4.15), comresponde a densidade de energia de deformagio

associada a mudanca pura de volume. O segundo ¢ a densidade de energia de distor¢do e vale:

¢ o mddulo de cisalhamento. O

(01—02) +(0y ~63)* +(03 — 0y)?
12G

Up = (4.16)

Substituindo-se (4.10) em (4.16) obtém-se a seguinte equacio que representa a densidade
de energia de deformacio por distorgio:

3(1+v
UD:EW( = )2, (4.17)

onde para a maxima energia de distor¢io para no estado uniaxial de tensdo

(6y=0,,,0,=03= 0) tem-se:

onde
Cyp = tensdo de escoamento no teste uniaxial

1, = tensdo de escoamento no teste de torgdo
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4.2.2 Algoritmo proposte

Baseando-se no significado da palavra heuristico, conjunto de regras e métodos que visam a
descoberta, 4 invencdo ou a resolugiio de problemas, ¢ proposto um método de otimizagdo de
forma com base no método de otimizagio de malha delineado no capitulo anterior. Enquanto o
método adaptativo proposto leva em considerac@io o desbalanceamento do erro de discretizagio
do modelo, a formulagdo da otimizagdo de forma leva em conta a homogeneizacio da densidade
de energia de deformagio por distor¢io dos elementos finitos. O critério de otimalidade utilizado

foi 0 da méxima densidade de energia de deformagao por distorgio.

A densidade de epergia de distor¢fio ¢ considerada como uma pressio de compressio
hidrostatica agindo nos lados do elemento triangular, no sentido de diminuir a area do mesmo.
Assim € de se esperar que os elementos com menor energia migrem para as areas onde as

densidades de energia sdo maiores.

Considere-se Uy, como uma press3o agindo num elemento finito do modelo geométrico da
estrutura. O vetor das forgas nodais equivalentes, {I)}e . para um elemento triangular linear é dado

por,

Y

Xy

D) =y (4.19)

¥
Xy

Da superposi¢io dos vetores {D}e para todos os elementos obtém-se um vetor de carga

nodal equivalente global, {D}, . A direcio {d}, do movimento dos nés pode ser obtido de,
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K], td}, = {0} (4.20)

onde [K]e € a matriz de “rigidez” escalonada obtida do modelo geométrico.
Portanto, {d}g, passa a ser uma “dire¢io de busca” onde procura-se homogeneizar a

distribuigdo da densidade de energia de distorgao,

MINMIZAR | D ({pralds )} - (4.21)

onde {x} é o vetor das coordenadas nodais dos nds livres para realocarem-se nas duas ou em

uma das diregdes.

Como com a mudanga da forma da estrutura, a distribuicio da densidade de energia de
distor¢do também se altera, o processo de busca ¢ realizado iterativamente com a analise do

modelo fisico discretizado.

O algoritmo proposto terd os seguintes passos:
(1) implementagio do modelo fisico,
(2) resolugdo do novo modelo fisico,
(3) implementa¢io de um modelo geométrico (fungdo das varidveis de forma),
(4) otimizagéo da forma,

(5) repete-se de (2) a (4) até a convergéncia

Apresenta-s¢ a seguir , na figura 4.4, o esquema dos principais passos do algoritmo

proposto.



1% ciclo

(2) resolver o problema fisico inictal

i

sty

(4) com o carregamento sendo a distribui¢@o da energia de distorgdio, resolver

; :  Eas—-—
11>W ;
2% ciclo

T

(2) novo problema fisico 5
i o
i
eSS

(4) novo problema geométrico ! ﬁ— f
15 E
%

Figura 4.4 — Esquema do algoritimo de otimizac¢io de forma



Capitulo 5

Exemplos de Aplicacao

Os exemplos escolhidos para a avaliagio do método, sdo em sua maioria freqiientemente
encontrados na literatura que trata o assunto otimizagiio de forma. Abordam o problema usando
técnicas e objetivos diferentes mas fornecem dados de comparagio para avaliar a eficiéncia do

trabalho proposto.

Utilizou-se para o processamento um micro computador Pentium 90, com 48 Mega bits de
memoéria RAM, o qual se comportou muito bem quanto ao tempo gasto em cada analise,

chegando a uma ordem de poucas horas para os casos com maior numero de elementos.

Toda a parte de pré-processamento, ou seja a geracio dos modelos iniciais de elementos
finitos triangulares foi executado com o auxilio do programa SHAPE (Integrated System for
Structural Finite Element Analysis), versdo académica e a parte de pos-processamento (saidas

graficas), através da confeccdo de alguns programas usando o MATLAB.

51 Exemplo 1
PLACA TRACIONADA

A figura 5.1, devido a sua dupla simetria, mostra somente um quarto do modelo fisico e a
figura 5.2 somente um quarto dos modelos geométricos de uma placa de espessura 1 mm
submetida 3 tracio de 125 N/mm?, com moédulo de elasticidade E=2,1x10° N/mm’ e coeficiente

de Poisson v=0,3. O dominio foi discretizado com 348 elementos triangulares lineares e 201 nds.

57
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O deslocamento com a forma inicial, na extremidade da placa, obtido pelo modelo proposto ¢ de
0.04976 mm, sendo o mesmo obtido analiticamente pela expressio:

PL
Uy =
EA
onde P ¢ a carga aplicada total { 5000 N), L. ¢ o comprimento da viga (80 mm) e A ¢ a area da

secdo transversal (40 mm?).

Utilizou-se como critério de parada a maxima energia de deformagdo por distorgio do
elemento a qual, depende somente das caracteristicas do material e, no caso vale 0,33. As figuras
5.3 e 5.4 apresentam a forma Gtima de um quarto do modelo da estrutura para dois casos
diferentes de restrigBes quanto as variaveis de forma nos modelos geométricos. A diferenca esta
somente em liberar ou ndo o nd do canto inferior esquerdo, destacado nas figuras, fazendo com
que as tensBes variem ao longo do comprimento quando o mesmo esta travado e, as tensdes

permanegam constantes quando o citado no esta livre para realocar-se.

De acordo com as figuras observa-se que o modelo proposto se comportou muito bem pois
a forma otimizada, de acordo com os critérios estabelecidos, convergiu para uma geometria que
fisicamente era de se esperar. Apesar de apresentar-se como um modelo simples de

implementacio, na bibliografia relacionada com o assunto, nfo encontra se exemplos similares

para efeito de comparagio. ‘Tﬁ

\/\/\/\/\/\/\%@%\/\/\ |
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- < 20
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490

Figura 5.1 - Malha ¢ condi¢des de contorno do modelo fisico de um quarto da placa tracionada
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{b) Modelo Geométrico

Figura 5.2 - Modelos geométricos de discretizagdo da placa tracionada

Observa-se na figura 5.4 uma grande diferenca na escala de cores, apesar dos valores
obtidos para as densidades de energia de deformaciio por distorcdo nos elementos serem
aproximadamente iguais. Isto se deve ao fato de que utiliza-se no programa em linguagem

MATI.AB uma mesma escala de cores para qualquer caso que se deseja analisar.



Figura 5.3

Figura 5.4 - Forma otimizada com as condi¢des de contorno do modelo geométrico 2.
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- Forma otimizada da placa tracionada com as condi¢des do modelo geométrico 1.
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5.2 Exemplo 2
PLACA COM TRANSICAO

Placa submetida & um carregamento de trago, de 50 N/mm? onde se deseja obter um
contorno 6timo para a zona de transig@o, figura 5.5. Utilizou-se dois critérios de parada: um deve
ser em fungdo de que a tensdo equivalente na regido a ser otimizada seja proximo do valor
previsto na se¢ao estreita da pega e, o outro o critério da maxima energia de distor¢do. Devido a
simetria do modelo somente metade da placa € analisada utilizando-se uma malha de 138 nds e
229 elementos finitos triangulares lineares, com moédulo de elasticidade E=2,1x10° N/mm?
coeficiente de Poisson v=0,3 e espessura t=1,0 mm. A figura 5.6 esquematiza os modelos

discretizados em elementos finitos na analise numérica: modelo fisico e modelo geométrico.

Anido, Herskovits, Feijoo e Taroco [1990] analisaram o mesmo modelo, utilizando como
fungido custo a fungio erro quadratico para as tensGes no contorno mével, tornando um problema
de minimos quadrados n3o linear. Zhao [1990] utilizando o método dos elementos de contorno

também otimiza um modelo similar.

Figura 5.5 - Parametros iniciais para uma placa com transi¢do
g ’QQW-::T;?:\
w:& EEm vy "
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Figura 5.6 - Discretiza¢es e condigbes de contorno: a) modelo fisico e b) modelo geometrico
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Figura 5.7 - Metade da placa: forma inicial e forma final em fungio da variagdes das tensdes por

elemento.
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Observa-se na figura 5.7 que a obtengo da forma utilizando o primeiro critério de parada
nos fornece uma melhor concorddncia entre os contornos na regiio de transicio da viga,
acarretando assim um fator de concentragio de tensiio menor. A convergéncia para este critério
de parada atingiu um mimero relativamente pequeno de iteragdes avaliando-se desta maneira, de
modo satisfatorio, a rapidez do método proposto. As tensGes iniciais equivalentes na regido de
transicdo valendo 47,75 N/mm2 e 51,95 N/mm?2 passam, apds duas iteragdes, a ter os valores

49,75 N/mm2 ¢ 50,95 N/mm2, ou seja passam de uma relagio 1,09 para 1,02.

A figura 5.8 mostra a forma final, apds 4 itera¢3es, utilizando o segundo critéric pré
estabelecido, alterando a forma da estrutura de tal maneira que nos induz a liberar, no modelo
geométrico, 0s nos da parte superior do lado estreito da placa, conforme apresenta-se na figura
5.9(a). Com isto a forma acompanha aproximadamente o fluxo de tensdes devido a forma
geométrica, a0 carregamento e as condigBes de contorno da placa. A forma otimizada pelo

critério da energia de distorgdo é apresentada na figura 5.9(b), apos 18 iteracdes.
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Figura 5.8 - Forma final da placa em fung¢fo da energia de distorcio
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Figura 5.9 - Otimizag8o da forma da placa: (a) novo modelo geométrico e (b) forma final
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5.3 Exemplo 3
FURQO SOB TENSAQ BIAXIAL

Placa quadrada com um furo quadrado no centro, submetida a um carregamento distribuido
de tracio nas diregBes x e y, com magnitudes iguais a 30 N/mm?, conforme a figura 5.10. Devido
& simetria do problema utilizou-se apenas um quarto da placa, com uma discretizagio de 84
elementos triangulares lineares sob analise no estado plano de tensdes. Outros dados utilizados:
E=2.1x10° N/mm’, v=0,3 e t=1,0 mm. Neste caso a malha foi gerada de modo condizente com o
fluxo de tens3es a fim de se fazer uma verifica¢io do comportamento da adaptividade na regido

onde se quer melhorar a forma, ver figura 5.11.

Na montagem do modelo geométrico, no contorno, todos os nos sdo livres para moverem-
se em pelo menos uma direcdo, exceto os nods do contorno do furo, os quais sio livres nas
dire¢des x ¢ y. Estas novas condigOes de contorno sdo impostas com o objetivo de otimizar-se a
forma na regidio da concentra¢iio de tensdes. Sabe-se que a forma Otima para o carregamento em
questdo, considerando placa infinita, € circular, enquanto se as cargas forem diferentes nas
dire¢des x ¢ y a nova forma passa a ser uma elipse, Zhao [1990]. Anido, Herskovits, Feijoo e

Taroco [1990] também analisaram este problema classico de otimizagio.

a

s 30N/ mm®
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Figura 5.10 - Placa quadrada com furo sob estado de tensio biaxial.
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Figura 5.12 - Forma otimizada na regifo do furo sob campo de tensdo biaxial

Observa-se, na figura 5.12, que realmente apés 50 iteragdes a forma do furo quadrado passa
para aproximadamente um circule, convergindo para a parada devido a grande distorgdc dos

elementos na regido do furo.

Com o objetivo de comparar-se resultados, implementou-se uma matha mais refinada com
207 nos e 356 elementos, mostrado esquematicamente na figura 13(a). Observa-se inicialmente

que, enquanto a malha ndo for simétrica com relagio ao carregamento, 2 mesma promove uma
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convergéncia mais demorada. Conforme ji citado anteriormente, existe grande necessidade de
otimizagdo do “grid” na regido a ser otimizada, pois observa-se na figura 13(b) que houve uma
grande distorgfo nos elementos vizinhos ao furo nfo convergindo para uma otimizacio da forma,
como era de se esperar. Conclui-se assim que somente o refinamento ndo basta sem a

preocupacio de melhorar-se a malha na regido considerada.

{a) Forma inicial

NN

. RSO O
Qrma ina ® ‘ . '
D SR Ir ‘5’4

35

30 M&

Figura 5.13 - Malha mais refinada: (a} forma inicial e (b) forma final
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5.4 Exemplo4
BALANCO COM MOMENTO

A figura 5.14 mostra-nos as dimenses e as condi¢des de carregamento de uma viga
engastada com um momento fletor M, aplicado a extremidade livre da barra com o valor de 300
KNmm. A mesma foi analisada sob o estado plano de tensdes com o dominio discretizado em
340 elementos triangulares lineares. Foram considerados dois tipos de modelos geométricos
liberando ou néo liberando as variaveis de forma na extremidade fixa, conforme mostra-se nas
figuras 5.15(b) e 5.15(c).

Apds os dois processamentos, observou-se que o critério de parada sendo a maxima energia
de deformaglo por distorgdo dos elementos, leva-nos as duas forma otimizadas apresentadas na
figura 5.16. Como o momento aplicado é constante ao longo do comprimento da viga, ¢ de se
esperar que a forma Gtima seja uma segdo transversal constante observando-se que isto realmente

ocorre para o modelo proposto.

Ding [1987], fazendo uso de uma comparagio entre as otimizacdes de forma e dimensional
avaliou um exemplo bastante semelhante, onde o mesmo otimizou a forma fixando regides da

estrutura bidimensional que deverdo possuir espessuras otimizadas.

E=207 GPa
v=4}.3
=1 mm

Ay
|
|

100

Ly 320
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¥

Figura 5.14 - Viga em balan¢o com momento na extremidade livre
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Figura 5.15 - Discretizagdes ¢ condi¢Bes de contorno dos modelos fisico e geométricos.
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5.5 Exempio s
VIGA SOBRE QUATRO APOIOS

O projeto inicial de uma viga sobre 4 apoios ¢ mostrado na figura 5.17. O corpo da
mesma, com dimensOes de 100x20x1 milimetros, € suportado por 4 apoios solidos e devido a
simetria da estrutura analisou-se somente metade do modelo. Novamente, os nés do contorno
para as restrigdes geométricas, figura 5.18(b) sfo livres em uma diregdo com excegdo nos

intervalos entre os apoios, onde os mesmos s8o livres para se moverem nas duas diregdes.

Um exemplo similar foi considerado por Chu [1996], onde utilizou-se um indicador de
sensibilidade, o qual mostra a mudanga de rigidez na remocdo de cada elemento. Em fungio deste
indicador elimina-se ou introduz para os elementos que ndo efetuaram a Gltima mudanga na
rigidez da estrutura um modulo de elasticidade quase nulo. Observa-se pela figura 5.19, obtida
através do MATLAB e ap0s processar dez{10) iteragdes, uma grande semethanca na busca das
formas finais otimizadas mesmo sendo os modelos bem diferentes nas discretiza¢Bes e na forma
geométrica, ja que Chu utilizou uma malha de 64 x 40 elementos quadrilaterais em uma viga
parede, contra uma malha de 134 n6s e 214 elementos triangulares lineares na analise de uma

viga esbelta para o modelo proposto.
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Figura 5.17 - Viga esbelta sobre quatro apoios rigidos
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Figura 5.18 - Discretizagio da metade da estrutura: (a) Modelo fisico e (b) Modelo geométrico
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Figura 5.19 - Forma final otimizada da parte tracionada da viga.
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56 Exemplob
PORTICO

A forma inicial da estrutura de um pértico, as condicdes de carregamento e as condicdes
de apoio estdo representados na figura 5.20. A malha inicial contém 158 nos e 253 elementos,
figura 5.21(a), € adotado a hipotese de tenses planas, a espessura do pértico é de 10 mm, a carga
distribuida € 25 N/mm, o modulo de elasticidade 205.000 MPa, o coeficiente de Poisson 0,30 ¢

espessura da estrutura constante de 10 mm.

A forma otima final, figura 5.22, apresenta-se de maneira similar ao resultado obtido por
Dias e outros {1998], onde estes utilizam um algoritmo do ponto interior baseando-se no método
de Herskovits e critério de parada ¢ a tensdo de Von Mises, para pontos chaves previamente

determinados. A figura 23 foi obtida com o critério da maxima densidade de energia de distorgdo.

25 N/mm
r L 4 y Y
F Y
150 ;
A
/ \ 10,
—x
60
T Vo av o v o e
0 70 . 0

Figura 5.20 - Condigdes iniciais do portico.
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465

77



150

100

50

50

100

Figura 5.23 - Forma otimizada final do pértico, iterago 16.
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57 Exemplo7
COLUNA DE AUTO ESTRADA

O projeto da forma de uma das colunas da pista de uma determinada auto estrada é
considerado neste exemplo. Oda [1977], Kikuchi [1986] e Rossow [1976] utilizam deste mesmo

tipo de estrutura para avaliarem seus trabalhos na busca da forma ideal ou melhorada.

A figura 5.24 mostra-nos as caracteristicas de projeto, considerando-se para efeito de
somente avaliar o método proposto, que a estrutura é de aco em vez de concreto armado que
usualmente ¢ utilizado para confeccionar-se um componente estrutural deste porte. Logo os dados
adotados sdo: modulo de elasticidade 205000 MPa, coeficiente de Poisson 0,30 e espessura

constante da estrutura de 1000 mm.
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Figura 5.24 - Se¢8o transversal da coluna de uma auto estrada
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Conveém salientar que o critério da energia de distorgdo (von Mises) leva em conta o
escoamento, 0 que ndo ¢ apropriado para o caso quando se usa wm material fragil como o

concreto, onde o mais apropriado talvez seria utilizar um critério de ruptura.

Os modelos de elementos finitos foram discretizados com 186 nds e 306 elementos
triangulares lineares. A figura 5.25 apresenta os modelos utilizados para o caso em questdo,
ressaltando-se que a malha deve ser de preferéncia, simétrica com relagio ao eixo de simetria

vertical da estrutura.

Apos 28 iteragdes, considerando-se o estado plano de tensdes, chega-se a forma otimizada
conforme mostra-se na figura 5.26. Nota-se uma grande reducfio da altura da mesa na segéo
transversal da coluna, bem como observa-se uma melhor concordincia do contorno na regido

onde existe uma alta concentragio de tensdes.
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Figura 5.26 - Coluna de auto estrada: forma o6tima (28 iteracdes).



Capitulo 6

Conclusoes e Sugestoes

6.1 Conclusoes

O problema de otimizagio de forma foi formulado como um problema utilizando um
método iterativo consistente mas, baseado num principio de bom senso (método heuristico), ndo
numa formagio puramente de otimiza¢io matematica, acoplado ao método dos elementos finitos,
no qual o MEF foi basicamente a ferramenta principal que nos levou a atingir os objetivos

previamente estabelecidos.

A teoria basica do método de elementos finitos, utilizando-se elemento triangular linear
hierarquico, para 0 modulo adaptativo, foi apresentada tal que os leitores possam ter uma visio

bastante clara e geral do problema proposto.

O meétodo da relocac@o nodal (método r) satisfez o objetivo para o qual ele foi programado,
ou seja, diante de suas virtudes e desvantagens do seu uso, 0 mesmo levou-nos na direcio de
além de balancear-se o erro de discretizag3o, também equilibrar a energia de deformag8o por

distorcdo dos elementos finitos.

Toda a programagio numérica teve como programa principal o software ANAFIN onde
acoplou-se a0 mesmo subrotinas em linguagem de programacio FORTRAN, com alocagdo

dindmica para armazenamento das varidveis reais e inteiras em vetores separados, afim de torna-
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lo uma ferramenta de auxilio na resolugiio dos problemas enfrentados.
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Como contribui¢io principal propds-se um método de relocagio de nos para otinyizagdo de
malha baseado no critério de homogeneizagio de erros de discretizagio. Para otimizar a forma do
elemento estrutural propds-se que a telocacdio dos noés da discretizacdio pelo método dos
elementos finitos seja feito baseado na homogeneizacio da energia de distorgio entre os

elementos.
6.2  Sugestdes para trabalhos futuros

Apesar do problema de otimizagio de forma ter sido amplamente mvestigado nas Gltimas
décadas, existe muito a ser desenvolvido ainda nesta area. As tendéncias futuras para pesquisa e
aplicagbes tem sido abordados por muitos pesquisadores, conforme observei quando da
participa¢io no STRUCTURAL OPTIMIZATION 93 — The World Congress on Optimal Design
of Structural Systems e na School Structural Optimization (1993), os dois eventos na cidade do
Rio de Janeiro. Estas perspectivas de futuro foram confirmadas mais recentemente em Buenos

Aires, no IV World Congress on Computational Mechanics (1998).

Diante de tudo segue abaixo algumas sugestSes relativas ao que se pesquisou nos trabalhos

e na experiéncia adquirida durante a confecciio desta tese.

¢ Alterar o algoritmo implementado de tal forma que a otimizagio da malha seja adaptada
iterativamente com o algoritmo de mudanga de forma, a cada iteracdo, ou a partir de um certo

namero de iteragdes previamente fixado.

¢ Estender o problema de analise de estruturas elasticas bidimensionais para problemas

elasticos 3-D.

+ Utilizar um preprocessador como interface para confecciio dos modelos iniciais
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¢ Como todas as saidas graficas foram confeccionadas através do programa MATLAB, pode-se
sugerir para trabalhos futuros, uma implementacio numérica utilizando a propria linguagem
de programagdo do MATLAB.




Capitulo 7
Apéndices e Referéncias Bibliograficas

7.1 Apéndice A

Através de um programa computacional que executa operacdes literais, facilmente obtém-se
as integrais da equacdo (2.22), Capitulo 2. Com isto os elementos adicionais da matriz de rigidez,

os quais aparecem quando da introducio dos “nds” hierérquicos, tanto os cruzados como os

proximos a diagonal séo obtidos analiticamente.
Usando a notagdo K;; onde, i indica a linha e j indica a coluna, segue abaixo os
componentes adicionais na matriz de rigidez quando o elemento finito escolhido ¢ o triangular

linear hierarquico com grau 2.

Sabendo-se que a matriz elasticidade vale:
D=l by O

0 0 Iy

¢ usando-se os termos adotados no Capitulo 2:
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a =2,y +Lyyy);

b= 20Lyy12 +Lays )
¢ = 2(L1y12 +L3yas);
d = 2(Lyx13 + Lyxs);
e = 2(Ly x3; + Laxy3);

£ = 2(Lyxy; +L3x35)

tem-se para o termo adicionado:
t
K7 = ZXJ‘[Z *11{L1ya1 +Layas)yos +2*1aa(Lixs + Loxay g Jdx dy
A

Aplicando-se a formula

frB1gaa = 2P
s 1TETE (a+B+y+2)l
tem-se

!
[ axdy = U _ja-2
! a+2 3

1! A
L,dxdy = 2A=2
12 T TRk

onde substituindo-se as mesmas e executando-se as operagdes algebricas obtém-se:
Kiz=Kq = “‘gg( 11Y12Y23 +133%21X3;)

Analogamente, usando-se a mesma formulagio para integragio, tem para as linhas de 1 a 6 as

seguintes expressdes:

t
Kis=Kg; = “‘EK(Iquzst +133¥19%35)



Kio=Kgy = _gt;(IIEY% +133X§2)
Kijo=Kyo1 = "”6%(112 +133 JK35¥ 23
Kin=Kipn = ‘"“67:(1113’31}’23 +133%13% ;)
Kijz=Ky1 = ‘“6%‘(112"133’23 +133¥31x35)

t
Ky7=Kys= ”5(112}’12’(32 +133%21Y23)

t
Kog=Kgr= "”“é“jA“(lnstXz; +133Y25Y12)

Kro=Kg3 =Ky
t
Ky10=Kypp = ””““(111"532 +133Y§3)
6A
Kyji=Kyyp = _“61“(1123?31?‘32 +133X13Y23)

£
Kopp=Kppo = ‘EK(IMX13X32 +133¥31Y23)

K37=K53= “‘“‘(111}’31Y12 +133%13% ;)

87



t
K33 =Kg3= “5(1123’31’(21 +133%13y12)

K39 =Kg3= “a(ln}’m’zs +133%13%35)
t
K310 =Ky3= “6—A"(112Y31X32 +133%X13Y23)

t
Kipn=Ky3= —%“X(Inygz “”33"%3)

t
Kip=Kps= "g;{(iu +133)¥31X13
Ky7=Kq,= ———(112Y;2X13 +133y31%51)

6A

t
Kys=Kgs= _EX(IIEXBXEI +133Y31Y12)

Kyo =Koy = “‘éﬁ;{(llestB +133y31%3)
t
Ko =Kygq = —%K(luxsles +133Y23¥31)

Ka1=Kp14=K30

t
Kaip=Kpg = ”g;(llles ”*“133Y§;)
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t
Ks7=Kqs5= _5(111}’122 +133X§1)
t
Ksg=Kgs = “%"X(llz +133)¥12%21
t
Ksog=Kgs = "’”gx(iu}’zzmz +133%32% 91 )

t
K510 =Kyps5 = _a‘{(luxnhz +133Y23%27)

t

Ksqy = Kij5= “EX(111Y31Y12 ‘“’“133?‘13’(21)
t

Ksi2=Kpps = —‘gx(llleshz +133¥31%21)

Ke7=Kqg =Ksg
t
Kes=Kgs = _'6"}:(111’{;2)1 “333(122)
t
Keo=Kog = ““‘6*&(11237231‘21 + 1333’12X32)
t
Koo =Ko = —”é”’g(iuxszxm +133¥23Y12)

i
Kei1 = K6 = "6—&(112}’31"21 "*"133}’12?(13)
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t
Kei2 =K = _a(iuxlsle + 133Y12Y31)

Para o calculo das linhas seguintes utiliza-se as seguintes integrais:
2! A

2+ 2)r2A“ 6

!
___l;mw__zAm._%m
(1+1+2) 12

j.Lz dx dy = J‘LZ dx dy
!LILZ dxdy =
— t * %
K77 ”Z}FJ‘L‘ l(L1y3 +Loys F +4 153 (Lyx,s +L2x32)2]dx dy
A

ou

t
Kqq= a{lne’%s +y3; + Y23Y31)+ 133(3’@2 +x35 + X32X13)]
=l 1k
Kig=Kgy = 12A 12 +1a33 kv12%0; + ¥31%3 +Y23X32)

Kio=Kg7= —(111}’23?12 +1l33%X30% )

t
Kojo=Kypp7 = ‘““’“(112 +133X}'23X21 +¥12X37)
12A

Kin =Ky, 35(1113?313@2 +133%13%5; )

t
K712 =Kjpa7 = T2A (112 +133XY12X13 +¥31%21)

t 2 2 (yz )]
Kgg = A [111("32 R SER X32X13)+ I33ly33 +¥3; + Y23¥3;
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Kgo =Koz =Ky

t
Kgj0 =Kipog = %X(lnxszle + 1333’23)’12)

Ksii =Kpg =Ko

t
Kgi12 =Kippg = ‘G‘"X(lnxmxzi +133Y31Y12)

i 2
Kgg = A [111 (Y?z ¥yt Y12Y31)+ i33("‘%1 +xfy+ X21X13)]

Koo =Kjoo =K

t

Koi1 =Ko = a(hzhﬁsa +133%32%13)

t
Koo =Ko = A 612 +133}y31X32 +Y¥23%13)

t ( 2 2 ) 2 2 )
Kioio = A Eu X3 T X3 +Xo1Xq3 )+ 133l + Y5 +¥10¥3;
Kip11 =Kino =Koz

t
Kioaz =Ko = a(lnxszxm +133¥23¥31)

1 2 2 ) 2 2 ]
Kin= "g’g[‘n 237 Y2 tY12¥ 23 +133(X32 Xt X23X32)
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;
Kinp=Kpn= A 612 + 133%’23"32 +¥31%X13 + ¥12%X21)

t ( 2 2 ) 2 2
Kipgp = A %11 X3z + X351 +Xo1X3p a3y + ¥ + V15705
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7.2 Apéndice B
Busca unidimensional — Método da secante

O método da secante combina o método de Newton com um esquema de eliminacio por
regiio para achar a raiz de uma equagiio f (x)=0, caso esta exista, em um intervalo fa,b].

Supondo-se que © interesse esta em achar o ponto de estacionaridade de f(x) e tem-se dois pontos

X; € X; no intervalo [a,b], tal que suas derivadas s3o de sinais contrarios.

O algoritmo da secante entdo aproxima a fungdof (x)como uma linha secante (uma linha

reta ligando os dois pontos) e determina o proximo ponto onde a linha secante de f '(x) se anula,

ver figura 7.1. Ent3o, a proxima aproximagio para o ponto estacionario x ¢ dado por:

_f®)
f'(R)-f'(L)

R-L)

onde as condigdes de minimo de £'(x) sdo

@ _, o, 4@,
dx dax’
AVE(x

Figura 7.1 - Esquema grafico do método da secante



Pode-se implementar o seguinte algoritmo:
1° Passo

+ Construgio das rotinas que calculam a funcio e derivada primeira da fungio,
y=£(x)
. df(x)
YTk
conforme mostra a figura 46.

Ay A y'

(@) ®)

Figura 7.2 - (a) intervalo de confianga e (b) derivada 12 da fungdo

Definir os seguintes parimetros:
¢ Intervalo de confianga [a,b]
¢+ Numero maximo de iteragdes

4 Critério de convergéncia (£)

2° Passo

Testar o intervalo de confianca:
A raiz esta no mtervalo?

SIM -----> continue

NAQ -----> entrar com novo intervalo [a,b]
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3? Passo

Fazendo-se:

x1=a;x2=b

tem-se para 0 OVO ponto xz:

 — (x2 —x9)
bof(xp) - f(x)

X3 =

f'(xi)

Se [f ' (x)i < E convergiu, entdio X ~ X3

42 Passo

Montar novo intervalo de confianca:

a)se y (x3)y (x2) <0 entio x € [x3, x2] figura 47(a)

b) se y'(x1)y (x3)<0 entiox € [x;, %3] figura 47(b)

Testes adicionais para o intervalo de confianga:

¢ Se y'(xl)y'(xz) < 0 provavelmente X e [x1, x2]

o Se y (x5) =¥ (%) 50
x2 —x1)

¢ Se Y'(Xz)‘y'(xx)<0
(x5 ~ %)

-2 pONto de minimo

__________ > ponto de maximo

%xz

(a)

.
il

/

Figura 7.3 - Intervalo de confianga: (a} derivada positiva e (b) derivada negativa.
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7.3 Apéndice C
Método do gradiente conjugado
7.3.1 Direcdes conjugadas
Dada uma matriz simétrica Q, dois vetores d; ¢ d; s3o ditos Q-ortogonais, ou conjugados
com relacdo a Q, se
d']r Q d 3 - 0.
Esta nogdo de Q-ortogonalidade ¢ util na solugdo do problema quadratico

min %XT Qx -bix

onde Q ¢ definida positiva. Convém salientar que a solugio tinica para este problema é também a

solugdo Unica para a equacdo linear

¢ portanto que o problema de minimizagdo quadratica é equivalente para o problema de

equagio linear.

7.3.2 Teorema das direcGes conjugadas

Seja {di }?;& » um comjunto de vetores Q-conjugados ndo nulos. Para qualquer x, pertencente

ao espago EP, a seqliéncia {xx} que é gerada conforme

Xk+I:Xk+akdk k=0
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gidy
dlqd,

e g, =Qxy-b

com oy =—

converge para a solugdo Gnica, x,deQx=b apds n iteragdes, isto &, X, =X .
7.3.3 Métode do gradiente conjugado

Dentre todos os métodos de otimizagdo irrestrita, em situacdes onde as derivadas possam
ser calculadas facilmente, o algoritmo dos gradientes conjugados ¢ as vezes conveniente. Similar
ao método das diregbes comjugadas, as direcdes sdo determinadas sequencialmente em cada
iteragdo do metodo. Na meraciio k, avalia-se o gradiente atual e adiciona-se a ele uma
combinac@o linear das direc3es anteriores, para obter-se uma nova diregdio conjugada ao longo da
qual se pesquisara.

Sdo trés razdes que fazem esse método bastante atrativo. Primeiro, salvo no caso de
obtermos a solu¢do em menos de n passos, o gradiente sera sempre nio nulo e linearmente
independente de todas as diregdes anteriores. A segunda ¢ a simplicidade do método. De fato
embora o metodo seja menos eficiente do que o de Fletcher-Powell (steepest descent method), ele
Tequer muito menos armazenamento, o que € uma vantagem significante quando o nimero de
variaveis n for grande. Terceiro, como as diregSes sdio baseadas nos gradientes, o Processo
progride bem em diregdo a solugdo em cada iteragfio. Isso nfio acontece necessariamente com
qualquer método de diregdes conjugadas, onde o progresso pode ser devagar até nas {ltimas
iteragdes.

Especificamente a teoria requer a construgio de dire¢des conjugadas a partir de direcdes
linearmente independentes, e a construgdo de dire¢Ses ortogonais. Abaixo segue um algoritmo do
gradiente conjugado:

Passo 1.

Inicie com qualquer x,€E". Com o contador k=0, selecione o parimetro de

convergéncia ¢ e calcule
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dO == ”"g(} = "”“Vf(X{}) =h ""“QXG

Checar para ver se || go || <e&. Se isto ocorrer, entfio pare. Caso isto nfio ocofTa, va para o
passo 4.

Passo 2.

Compute o gradiente da fungfo objetivo
8k = VI(xy)

Se || g || <&, entdo pare; sendo continue,

Passo 3.

Calcular a direcdo conjugada nova

Sx+1 = 8k — 0 Qdy

T
Bk+18k+1
Ay = =81 T ——dy

Bk

Passo 4.

Compute ow=at tal que minimize f{ x+ o dy)

T
gid

oy = Tk k
di Qdy

Passo3.

Mude a variavel de projeto Xga] = Xg + opdy

Aumente o contador k=k+1 e volte 20 passo 2.
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