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Resumo

CCASA INFANTES, John Elmer, Ajuste de Modelos Usando Técnicas Iterativas de Estimacao

de Pardmetros, Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas,

1999. 127 p. Dissertacdo (Mestrado)

O presente trabalho trata do ajuste de modelos de elementos finitos aplicado a estruturas
tipo viga. O modelo € ajustado utilizando-se duas técnicas iterativas de estimacdo de parAmetros:
o método da fungdo objetivo e o método da varidncia minima. No primeiro caso a correlagio €
melhorada através de uma fung¢do objetivo que envolve a soma dos quadrados da diferenca entre
os dados medidos e os estimados. No segundo caso a correlacdo é melhorada incorporando o
conhecimento estatistico através da introdu¢do de matrizes varidncia. Uma formulacdo de
sensitividade € usada para determinar as derivadas dos autovalores e autovetores em relacdo aos
parametros. Dois exemplos usando dados pseudo experimentais, e reais sdo apresentados a fim de
ilustrar as potencialidades dos métodos. O primeiro exemplo consiste de uma viga cujas rigidezes
no engaste sdo considerados como pardmetros a ajustar — caso sobredeterminado. No mesmo
exemplo analisa-se o caso subdeterminado sendo que desta vez as rigidezes a flexdo de cada
elemento da viga discretizada sdo os parametros a ajustar. No segundo exemplo uma viga real
engastada € utilizada onde os dados modais do modelo experimental foram obtidos medindo-se

10 fungdes de resposta em freqiiéncia.

Palavras chave

Ajuste de modelos, Estimag@o de pardmetros, Anélise de sensitividade, Método dos Elementos

Finitos.
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Abstract

CCASA INFANTES, John Elmer, Finite Element Model Updating Using Techniques Iterative of

Estimate of Parameter, Faculdade de Engenharia Mecénica, Universidade Estadual de

Campinas, 1999. 127 p. Dissertacdo (Mestrado)

The present work explore the finite element model update applied to a beam like structure.
The model is refined by using two parameter estimation iterative techniques: objective function
method and minimum variance method. In the first case the correlation is improved through an
objective function that involves the sum of the squares of the difference between the measured
data and the calculated ones. In the second case the correlation is improved incorporating the
statistical knowledge by introducing the variance matrix. A sensitivity formulation is used to
determine the derivative of the eigenvalue and eigenvector related to the parameters. In order to
illustrate the potentialities of the methods two examples using experimental pseudo and real datas
are presented. The first example consist of a clamped beam whose rigidities in the clamped are
considered as parameters to adjust - case over-determined. In the same example it is analyzed a
under-determined case, but at that time the flexural rigidity in each beam element are the

parameters to be adjusted. In the second example a real clamped beam is used, were the modal

data are obtained from 10 frequency response functions.

Key Words

Model Update, Parameter Estimation, Sensitivity Analysis, Finite Element Method.
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Capitulo 1

Introducio e Objetivos

Uma previsdo precisa do desempenho dindmico de estruturas e maquinas flexiveis exige a
obtencdo de modelos analiticos com um alto grau de precisdo. Devido a prépria complexidade
destas estruturas, uma técnica comum de modelagem € obtida usando-se os métodos de anélise
numérica, tais como o método dos elementos finitos (MEF). Contudo, é bem conhecido que as
caracteristicas dindmicas da estrutura real raramente coincidirio com aquelas obtidas dos
modelos numéricos. Esfor¢os recentes na dire¢do da solugdo deste problema tem resultado no

desenvolvimento e avaliagdo de métodos de ajuste ou refinamento de modelos estruturais (model

updating).

O estudo do comportamento dindmico de uma estrutura pode ser dividido em duas
atividades a saber: predi¢des analiticas e testes modais. Estas duas aproximacdes podem ser

descritas por modelos matematicos que possuam um nimero limitado de graus de liberdade ou

modos, validos dentro de uma faixa de freqiiéncia.

A ferramenta analitica mais amplamente usada € o método dos elementos finitos, enquanto
os testes modais sao consideradas como sendo seu correspondente experimental. Cada uma destas

aproximagOes tem suas proprias vantagens e desvantagens, devido a diferentes limitacdes e

consideragdes feitas.




Embora a variedade e eficiéncia das ferramentas de modelagem e andlise por elementos
finitos tenham sofrido um enorme crescimento, a confiabilidade e precisio das andlises
numéricas para o estudo de estruturas dindmicas € ainda menor que a depositada nos dados

experimentais’. No entanto a informagio obtida no modelo experimental ¢ limitada e a validade

do modelo esta restrita a uma determinada faixa de freqiiéncia.

Para tentar capturar o real comportamento dinidmico das estruturas os elementos finitos
incorporam no modelo diferentes escolhas adotadas, por exemplo: a discretizacio do dominio
fisico, o elemento finito pertinente, a representagio das condicdes de contorno e juntas, entre
outras. Contudo, cada um destes passos podem introduzir aproximagdes que contribuem para a
deterioragdo da precisdo e confiabilidade do modelo. Essencialmente, os resultados dinimicos
ndo modelados oriundos das nao linearidades, dos mecanismos de amortecimento, dos efeitos de
acoplamentos e das condigbes de contorno, assim como incertezas nas propriedades geométricas

e do material, bem como erros de malhagem introduzem também grandes discrepancias entre a

estrutura e sua modelagem.

A andlise modal experimental (AME), ou teste modal constitui-se em uma das mais
versateis técnicas de identificacdo de pardmetros e validacio de modelos, através da qual pode ser
obtidos os dados experimentais. Dado que os resultados da andlise modal sio obtidos a partir das
caracteristicas medidas diretamente no sistema real, os testes modais sio assumidos como uma
das aproximagOes mais corretas. Contudo, sio também a mais problemadticas, por que
diferentemente das medicOes das propriedades de massa ou dos coeficientes de influéncia
estdticos, os testes modais tentam medir ou caracterizar o comportamento dindmico da massa do
amortecimento ¢ da rigidez simultaneamente. Uma grande utilizacio dos testes modais é a
verificagdo e/ou avaliagdo do modelo analitico comparando as caracteristicas modais
experimentais, tais como as freqiiéncias naturais e modos de vibrar, com aqueles obtidos pelo
modelo analitico. Freqiientemente acontece que o modelo analitico produz inicialmente
caracteristicas que ndo coincidem com os testes modais, consequentemente, o modelo analitico
serd ajustado até que os resultados concordem com os dos testes modais. O resultado é um

modelo detalhado que pode ser usado para o estudo do comportamento do sistema sob diferentes

! Neste trabalho define-se como dados experimentais aqueles obtidos via AME ou teste modal.



condi¢des de operagdo, carregamento e em situagdes em que a realizagdo de um teste modal ndo é

possivel.

O objetivo fundamental do ajuste de modelos pode ser definido em forma pontual como o
refinamento de um modelo analitico existente que represente a estrutura real em estudo dentro de

uma faixa de freqiiéncia. Pode-se identificar alguns critérios que um bom modelo deve satisfazer.

O modelo analitico terd que reproduzir:

- As propriedades modais em pontos medidos e ndo medidos.

- As func¢des de resposta em freqiiéncia (FRF) medidas e ndo medidas.

- As corretas conectividades.

O objetivo deste trabalho € avaliar a eficcia das técnicas iterativas de ajuste de modelos
usando dados modais experimentais. Através de casos simulados e casos reais de estruturas tipo

viga sdo avaliados os métodos da funcdo objetivo e da variincia minima.

O presente trabalho foi organizado em 5 capitulos e 1 apéndice, os quais de maneira breve

sdo descritos a seguir:

No capitulo 2, apresenta-se uma revisdo bibliografica de 1968 a 1995 incluindo o tema
principal do trabalho, técnicas iterativas de ajuste de modelos com dados modais experimentais,

bem como alguns outros métodos iterativos que foram apresentados no decorrer deste periodo.

No capitulo 3, sdo apresentados os fundamentos teGricos sobre o qual se sustentam as

técnicas da func¢do objetivo e da varidncia minima.

No capitulo 4, sdo apresentados e analisados os resultados obtidos apés a aplicagdo dos

métodos estudados aos exemplos simulados e experimentais.

No capitulo 5, apresentam-se as conclusdes desta dissertacdo e algumas sugestdes para

trabalhos futuros.

No Apéndice A, € mostrado como foram realizados os ensaios de tracdo da barra de

aluminio.






Capitulo 2

Revisido Bibliografica

2.1 Desenvolvimento historico

No final dos anos 60 e principios dos 70 comecaram as primeiras tentativas sistematicas de
interagdo entre os dados modais medidos (fregiiéncia e modos), no modelo experimental e os
resultados obtidos no modelo analitico, com vistas a ajustar o modelo. No decorrer dos anos uma

grande quantidade de trabalhos foram publicados sempre propondo novas e mais abrangentes

técnicas visando a solu¢@o do problema de ajuste de modelos.

O primeiro levantamento dos trabalhos de modelagem matemética a partir dos dados
modais foi realizado em 1969 por Young & On, citados em Lin & Ewins (1990), posteriormente
Berman & Flanelly (1971), marcam o inicio das técnicas de ajuste de modelos via métodos de
ajuste direto das matrizes de massa e rigidez ( Métodos diretos). Com um enfoque diferente mas
mantendo a mesma linha Baruch & Bar-Izhack (1978), Baruch (1978), Berman & Nagy (1983)
Chen et al. (1983), Caeser (1986) entre outros sdo, citados nos trabalhos de Imregun & Visser

(1991) e Mottershead & Friswell (1993) continuam desenvolvendo estes métodos.

Collins et al. (1974), usaram a estatistica como base do ajuste de modelos. Este trabalho
pode ser considerado como o inicio das técnicas iterativas, onde o processo de ajuste se
desenvolve dentro de um ambiente de sensitividade (Métodos iterativos de estimacio de

parametros ou de sensitividade). Trabalhos posteriores sdo publicados por Friswell (1989),



Mottershead ez al. (1992), Nalitolela er al. (1990-1992), e outros citados em Friswell &
Mottershead (1995).

Em anos recentes, métodos usando as fungbes de resposta em freqiiéncia (FRF) tém-se
mostrado como uma das técnicas mais promissérias no processo de ajuste. Martines (1981)
iniciou o uso das FRFs no lugar dos pardmetros modais, como dados medidos. Posteriormente
novos enfoques mas sempre fazendo uso das FRFs como dados medidos sdo apresentados por

Natke (1988), Lin & Ewins (1990), Dos Santos & Arruda (1990), Friswell & Penny (1990), etc.

2.2 Revisdo da literatura

Com o advento da tecnologia e devido ao grande desenvolvimento da informdtica e das
técnicas computacionais, as simulacdes das respostas dindmicas de sistemas mecanicos, tém-se
tornado cada vez mais atrativas do ponto de vista econdmico (tempo computacional). Porém
grandes desvios sdo geralmente observados na comparagdo das respostas simuladas com aquelas
medidas no sistema real. Este fato ocorre em grande parte devido a trés motivos fundamentais:

erros na modelagem, erros nos pardmetros do modelo e erros na ordem do modelo.

Os erros na modelagem ocorrem devido a simplificagdes matematicas das equagdes que
governam as leis fisicas. Os erros nos pardmetros do modelo ocorrem devido ao fato de alguns
dos valores dos parametros fisicos da estrutura nfo sdo conhecidos. Finalmente os erros na ordem

do modelo surgem na discretizagdo de sistemas complexos e que podem resultar em modelos de

ordem insuficiente.

Segundo Imregun & Visser (1991), o modelo é usualmente ajustado através de um processo

que pode ser dividido em dois passos: localizagdo dos erros e suas conseqiientes correcdes. As

dificuldades na localizagio dos erros surgem devido:

- Ao numero insuficiente de modos e coordenadas experimentais.

- A incompatibilidade no tamanho das malhas dos modelos experimentais e de elementos

finitos



- A contaminac¢do dos dados medidos com erros sisteméticos e aleatérios inerentes aos
processos de medigio.
- A sensibilidade dos métodos de ajuste a configuracéo sensor-atuador, sele¢do dos dados

modais e normalizacao dos modos identificados.

Assim, as rotinas de ajuste no contexto geral procuram encontrar 0 conjunto de parametros
do modelo matematico que minimizem as diferencas entre os dados medidos e os obtidos por
modelos analiticos, ou do ponto de vista estatistico, procuram os valores mais provédveis dos
pardmetros do modelo. A partir desta formulagdo geral um grande nimero de aplicacdes é

encontrado para a solugdo de problemas nas areas de Economia , Biologia e Engenharia.

Na atualidade, os métodos de ajuste podem ser classificados em dois grandes grupos: ajuste
direto das matrizes e técnicas iterativas de estimacio de pardmetros ou sensitividade. Nesse
sentido, diversos trabalhos t€m sido desenvolvidos como foi descrito anteriormente. Uma revisio
dos artigos fornecendo uma visdo geral das técnicas de ajuste pode ser encontrado nos trabalhos

de Ibrahim & Saafan (1987), Heylen & Sas (1987), Imregum & Visser (1991) Mottershead &
Friswell (1993) e Fiswell & Mottershead (1995).

Baruch & Bar-Itzhacck (1978), e Baruch (1978), introduzem a base sobre a qual se
fundamenta os métodos diretos de ajuste de modelos, através do ajuste das matrizes de massa e
rigidez. Eles consideram a matriz de massa analitica como correta assim, os modos medidos sdo
corrigidos de forma a serem ortogonais a matriz de massa analitica; a matriz de rigidez sera
ajustada minimizando a norma Euclidiana de uma matriz erro. Os multiplicadores de Lagrange

sdo utilizados para forgar a satisfacdo da equac@o dinimica e a simetria das matrizes de massa e

rigidez.

Berman & Nagy (1983), usaram um método similar ao de Baruch. Neste caso os dados
medidos sdo tomados como referéncia e as matrizes de massa e rigidez serdo ajustadas. A matriz
de massa € ajustada para garantir a ortogonalidade dos modos medidos e a matriz de rigidez é

calculada usando a mesma equacdo que Baruch, mas com a matriz de massa ajustada.



Estes métodos tém a grande vantagem de reproduzir exatamente os dados medidos e de no
requerer iteragdes, eliminando desta maneira as possibilidades de divergéncia e computacio
excessiva, mas requerem modelagem e medi¢do com qualidade muito alta, assim como também
as matrizes de massa e rigidez do modelo ajustado perdem significado fisico ¢ nem garante que

estas matrizes sejam positivas definidas.

Em anos recentes os métodos baseados na sensitividade tém adquirido popularidade devido
a sua habilidade para reproduzir as corretas freqiiéncias naturais medidas e os modos de vibrar.
Quase todos os métodos baseados na sensitividade computam uma matriz de sensitividade S,
considerando-se as derivadas parciais dos parAmetros modais em relagdo as varidveis fisicas do
projeto ou com relacdo aos elementos varidveis da matriz via uma expansdo em series de Taylor
truncada. No cdlculo desta matriz de sensitividade existem virios trabalhos propondo novas

técnicas as quais tentam sempre melhorar e otimizar o custo computacional para a obtenc¢do das

derivadas dos pardmetros modais.

Fox & Kappor (1968), propdem uma técnica para o calculo da sensitividade dos
autovalores e autovetores em relacdo direta aos parimetros estruturais. O método é aplicavel a
sistemas simétricos e s6 € requerido o conhecimento dos autovalores e seus respectivos
autovetores associados. O cdlculo da derivada dos autovalores é facilmente obtido derivando
diretamente a equagdo (K —kM)q) =0 e levando em conta as propriedades de ortogonalidade e
simetria. Duas formulagdes para o célculo dos autovetores sdo propostas: A primeira, parte do
conhecimento de que a matriz (K - XM) € singular de posto (n— 1); utilizando-se os conceitos de
dependéncia e independéncia linear, esta serd modificada e convertida em uma matriz de posto
pleno (n), ap6s o qual é facilmente obtida a matriz das derivadas. A segunda formulagdo
considera que esta derivada pode ser expressa como uma combinac@o linear dos autovetores, toda

vez que estes formam uma conjunto linearmente independente. Assim, qualquer subconjunto dele

pode ser expresso como uma combinagio linear dos outros.

Collins & Thomson (1969), propdem um outro método para determinar a sensitividade dos
autovalores e autovetores. Nele, a matriz de sensitividade pode ser decomposta como o produto

de duas matrizes (Collins er al. 1974). A primeira, relaciona as derivadas parciais dos autovalores



e autovetores ou deslocamentos modais com relacdo aos coeficientes de massa e rigidez,
enquanto a segunda matriz, relaciona os elementos individuais da massa e rigidez com os
pardmetros estruturais sob consideragdo. E importante observar que para o calculo da
sensitividade dos autovalores s6 € requerido o conhecimento da matriz de massa e o
correspondente autovetor associado, no entanto a sensitividade dos autovetores requerem matriz

modal completa, o qual € indesejdvel em problemas de grande porte.

Nelson (1976), apresenta um outro procedimento para calcular a sensitividade dos
autovalores e autovetores. Este método ndo € mais que uma extensdo do método apresentado por
Fox & Kappor (1968). Neste caso as derivadas dos pardmetros modais sdo validas tanto para
sistemas simétricos, como ndo simétricos, assim o célculo das derivada dos autovalores e

autovetores a esquerda e direita sdo determinados.

Friswell & Mottershead (1995), apresentam o método da funcdo objetivo como alternativa
para o processo de ajuste. Nele, expressam os dados modais em relagdo aos parimetros
desconhecidos via uma expansdo em series de Taylor truncada. Os pardmetros ajustados sdo
obtidos pela minimizag¢do de uma determinada func@o objetivo. Duas consideragdes sdo levadas
em conta: mais medidas que pardmetros e mais pardmetros que medidas. No primeiro caso, o
sistema € sobredeterminado pois possui mais equacdes que incégnitas, levando a uma solugio de
minimos quadrados. Para o segundo caso o sistema € subdeterminado levando a um problema de
otimizagdo, assim uma solucdo de minima norma é utilizada. Em ambos os casos as medidas e os
pardmetros sdo ponderados buscando desta forma levar em conta a experiéncia do engenheiro

sobre algumas caracteristicas inerentes as medi¢Ges ou aos pardmetros melhorando o

condicionamento numérico do problema.

Collins et al. (1972 - 1974), introduziram o método da minima variincia. Eles assumem
que dados medidos (freqiiéncia e modos de vibrar) e pardmetros estimados sdo estatisticamente
independentes ou ndo correlacionados € que cada um deles, possuem erros que podem ser
representados por matrizes de varidncia. Similarmente ao método da fungdo objetivo a expansio

em séries de Taylor € usada e truncada ap6s o termo linear, de forma a relacionar dados medidos



e pardmetros estimados. Assim, os parimetros estimados sdo ajustados via um estimador de

varidncia minima (Lewis & Odell 1971).

Friswell (1989), apresentou um método similar ao desenvolvido por Collins et al.(1972-
1974). Desta vez a correlagdo entre os dados medidos e os pardmetros estimados é levada em
conta, pois embora os pardmetros estimados iniciais ¢ o erro dos dados medidos sejam
independentes (ndo correlacionados), os subsequentes pardmetros estimados, nio o sio mais.
Assim, toda vez que as medi¢Oes sdo usadas no processo de ajuste, os pardmetros estimados e os
dados medidos estardo correlacionados. Portanto, neste processo o cilculo de uma matriz de

correlagdo € incorporada.

Uma outra técnica de ajuste de modelos foi apresentada por Nalitolela e al. (1990 - 1992),
onde € proposta uma alternativa para evitar um problema subdeterminado, através da adi¢do de
massas e molas na estrutura. Assim, a estrutura real e sua modelagem teérica sio perturbadas por
esta adi¢do. No processo de ajuste s6 os autovalores sdo usados, pois estes podem ser medidos
com precisdo maior que os autovetores. Portanto, os autovalores medidos antes e depois da
adicdo das massas e molas sdo usados para ajustar os parimetros via uma anilise de

sensitividade. O sucesso desta técnica depende de que a perturbacio seja suficiente para que haja

variacOes significativas nas freqiiéncias naturais.

Os métodos vistos até agora fazem uso apenas dos dados modais (freqiiéncia e modos)
extraidos das fungdes de resposta em freqiiéncia (FRF). Recentemente tém-se observado uma
interesse crescente no uso das FRFs como dados medidos, neste caso a extracdo dos autovalores e
autovetores nao sdo mais requeridos e as FRFs sdo usadas diretamente no processo de ajuste.
Estas técnicas tem a vantagem de que cada FRF individual medida, contem maior informacéo dos
modos dentro e fora da faixa de freqiiéncia de interesse. O problema é que o amortecimento tém
que ser incluido no modelo de elementos finitos a fim de ter uma boa correspondéncia entre as
FRFs medidas e as preditas analiticamente. Dois diferentes tipos de funcdes objetivo buscando
minimizar a diferenca das FRFs medidas e as obtidas analiticamente sdo em geral empregadas: o
erro na entrada (input error) e o erro na saida (output error). O erro na entrada tém a vantagem

de permitir a obten¢do direta dos pardmetros do sistema, via um estimador de minimos
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quadrados, dado que o erro € fungéo linear dos pardmetros, mas tém a desvantagem de que o
estimador € polarizado com relagdo a existéncia de ruido nas saida. Além disso apresenta a
necessidade de se realizar medigdes em tantos graus de liberdade quantos forem os graus de
liberdade do modelo dindmico. O erro na saida tm a vantagem de que o modelo nfo é
polarizado com relagdo a existéncia de ruido na saida e nao requer a medigdo de todos os pontos,
no entanto, t€ém a desvantagem de requerer a minimizacdo de uma fungio objetivo nio linear, o
que traz consigo prdblemas de convergéncia e tempo computacional. Alguns trabalhos que usam

este enfoque s@o citados em Mottershead & Friwell (1993) e Friswell e Mottershead (1995).






Capitulo 3

Fundamentos Tedricos

3.1 Marco tedrico

Neste capitulo serd apresentado uma revisdo do desenvolvimento teérico utilizado pélos
métodos de ajuste empregados no presente trabalho: o método da fungdo objetivo e o método da
varidncia minima. No método da funcdo objetivo (Friswell & Mottershead 1995) sio
considerados dois casos: sobredeterminado e subdeterminado. Em ambos os casos sdo propostas
diversas hipdteses e restri¢hes tentando obter uma boa correlacio entre os dados medidos e os
analiticamente obtidos, assim como melhorar o condicionamento numérico do problema. No
método da vari@ncia minima dois casos sdo estudados: o primeiro considera que os dados
medidos e os parametros estimados s#o estatisticamente independentes, portanto nio
correlacionados (Collins ez al., 1974) e o segundo considera que existe correlacio (Friswell

1989). O célculo da matriz de sensitividade € também apresentada (Fox & Kappor, 1968).

3.2 Métodos iterativos usando dados modais

Os métodos iterativos assim como todas as técnica de ajuste de modelos, tem por objetivo
fundamental melhorar a correlagdo entre os dados medidos e os dados previstos no modelo
analitico. Estas técnicas foram desenvolvidas dentro de uma anélise de sensitividade onde um
processo iterativo € requerido a fim de determinar que parimetros estruturais reproduzem os

dados modais. Assim, se a variagdo dos parametros em iteragdes sucessivas € pequena, uma boa



12

estimativa do modelo € avaliada. A correlagio € determinada por uma fungdo objetivo, a qual
envolve freqii€ncias e modos. Estas fun¢Ges objetivo sdo geralmente funcdes nio lineares dos
parimetros, portanto a solug@o requer que o problema seja linearizado e otimizado iterativamente

trazendo consigo possiveis problemas de convergéncia inerentes ao método.

Estes métodos permitem uma ampla sele¢do dos pardmetros a serem ajustados e ambos,
pardmetros estimados e dados medidos, podem ser ponderados. Esta capacidade de ponderacio
torna 0 método mais eficiente € versitil, pois permite atribuir maior peso aos dados de maior

confianga no modelo, alem de melhorar o condicionamento numérico do problema.

Em principio o procedimento de ajuste de modelos usa a diferenca entre os autovalores e
autovetores medidos e os analiticamente obtidos, a fim de identificar ou estimar aqueles
pardmetros modais que afetam estas quantidades. Portanto, a sensitividade dos autovalores e
autovetores € requerida. Usualmente esta estd na forma de uma matriz jacobiana cujos elementos
s3ao as derivadas parciais dos autovalores e autovetores com relagdo aos parAmetros a serem
identificados. Embora vdrios métodos para a avaliacio destas derivadas tenham sido
desenvolvidos (Fox & Kappor, 1968; Collins et al., 1969; Nelson, 1976; Zhang & Lallement,
1989; entre outros) a maior dificuldade € estabelecer o relacionamento entre os pardmetros sob
consideragdo e os elementos individuais das matrizes de massa e rigidez do modelo. Para
estruturas simples tais como, sistemas multi-corpos e vigas a formulac3o analitica das matrizes de
massa e rigidez € facilmente avaliada, no entanto para estruturas complexas, a influencia de
certos pardmetros nos elementos das matrizes de massa e rigidez do modelo no é tio Sbvia.
Além disso se o modelo utiliza matriz de massa consistente ou técnicas de sintese modal, o

relacionamento entre os pardmetros e os elementos das matrizes de massa e rigidez sdo

igualmente complicados.

3.3 Comparacao e correlacio de modelos

O conjunto de dados experimentais na grande maioria dos casos é incompleto; isto se deve
ao fato de que o numero de coordenadas e graus de liberdade que definem o modelo analitico

superam as correspondentes coordenadas e graus de liberdade medidos do modelo experimental.
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Contudo, as técnicas de ajuste de modelos requerem uma correspondéncia um a um entre os dois

conjuntos de dados, logo o modelo analitico serd reduzido ou o modelo experimental serd

expandido a fim de que tenham a mesma dimensao.

Muita pesquisa foi desenvolvida neste campo e assim alguns trabalhos foram apresentados
por Guyan (1965), Paz (1974), Ocallaham (1989), Ocallaham e al. (1989), entre outros. No
desenvolvimento do presente trabalho foi utilizada esta tltima técnica mais conhecida como
método SEREP. Em geral, todas as técnicas de redugdo de modelos computam uma matriz de
transformac@o T, que reduz a matriz modal analitica segundo os graus de liberdade medidos no

modelo experimental, logo para o método do SEREP a matriz T de transformaco pode ser

expressa como:

D,
Tzl:(p ....... } (I)‘r; (3.1)

onde [q}m} € a matriz de autovetores do modelo analitico que inclui os graus de liberdade
R

medidos (®,) € ndo medidos (®;) assim representados, ¢ ®; & a pseudo inversa da matriz

analitica dos graus de liberdade medidos , que pode ser expressa como:
-1
+ T T
@, = ((qu)m) @ (3.2)
as novas matrizes de massa e rigidez para o modelo reduzido serio:

My =T MT (3.3)

Ky =T KT (3.4)

Para o caso da expansdo de dados modais os graus de liberdade nio medidos, do modelo

experimental, podem ser estimados utilizando o modelo de elementos finitos. Assim os modos
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medidos podem ser expressos como combinagdo linear dos seus correspondentes modos

analiticos
[q)exp ]m = [(I)a ]mT 3.5)

onde [®@, ]m sdo os autovetores analiticos dos graus de liberdade correspondentes aos medidos, e

[CD exp] sao os autovetores experimentais medidos, logo a matriz de transformacéo T sera dada
m

por:

+
T= [(Da]m [q)exp ]m (3.6)
assim os autovetores experimentais ndo medidos, podem se expressos por

lq)exp L = [(Da]ST 3.7)

@, ]s denota os modos analiticos dos graus de liberdade nio medidos.

3.3.1 Fator de correlacao modal

O grau de correlagio entre dois conjuntos de dados modais é muito importante para a
comparagdo de dois modelos. Assim por exemplo a correlaciio entre os autovetores medidos e os
obtidos por métodos analiticos pode ser determinada pelo fator de escala modal (Modal Scale
Factor — MSF) que pode ser definido como o fator de proporcionalidade entre os autovetores

medidos ou experimentais e seu correspondente analitico, (Allemang & Brown. 1982). O MSF é

definido como:

¢£i¢m'
MSF(00i, 0y )= ——L (338)
q)qu)mj
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onde ¢,; representa o i- €simo autovetor analitico e ¢, 0 j-€simo autovetor medido.

Uma outra forma de avaliar a correlagio entre dados medidos e previstos pode ser feita
usando-se o critério de confianca modal (Modal Assurance Criterion - MAC). Esta é uma das
técnicas mais comuns de correlagio, a qual estabelece a correlagdo entre os modos analiticos ¢, e

os medidos ¢,,j, que pode ser definido como:

¢Zi¢m'
MAC(¢aia¢mj): ( ]’ (3.9

0T:00: JOL 07 )

Tanto no MSF como no MAC valores préximos de 1 indicam uma boa correlagio entre os

modos medidos e os analiticos e valores préximos de 0 indicam modos néo correlacionados.

3.4 Meétodo da funcio objetivo

O objetivo fundamental do método da fungio objetivo € maximizar a correlagio entre os
dados medidos e os parametros analiticos do modelo. Este método usa geralmente uma expansio
em séries de Taylor truncada para expressar os dados modais em termos dos pardmetros
estruturais. Assim, considerando matematicamente o comportamento dinidmico de uma funcéo z
com n varidveis (6;,6,,65 ... 8,), o relacionamento entre a funcdo z e a variavel 8,, pode ser

escrita como:

L

46,6.6, .- 6,)=20.8.8, .. 8+ 'a%' (&-é)ﬂ“igé 6-8f+. @10
i=1 i o i=l i =g

Com a finalidade de produzir uma aproximagio linear as series de Taylor sdo truncadas,
além disso para pequenas diferencas entre §; (valor do pardmetro) e é—l (valor estimado do

parmetro) a Eq. (3.10) pode ser aproximada como:
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6.6,.05 .. 6,)=6.5.8 .. 5)+3|Z]| (6-7) G0
i=1 7.

logo, em forma matricial temos:

52 = B%]ae (3.12)
ou:
dz=§ ;86 (3.13)
onde: Z=2z,—12 j variagdo das medidas
0z=0-6; variagdo dos parametros
S = [%} matriz de sensitividade ou Jacobiana

Da Eq. (3.13), o valor do pardmetro na j-ésima iteracio é 0 j € o resultado de saida baseado
neste pardmetro € z; Os parametros do vetor 6 representam os parimetros atuais que tentam

reproduzir os dados medidos. S; € a matriz de sensitividade que contém as derivadas dos

autovalores e autovetores com relagdo aos parametros calculados através da estimativa de 6 j-

3.4.1 Calculo da matriz de sensitividade

O célculo da sensitividade dos autovalores e autovetores em relacio aos pardmetros t€m
sido alvo de muita pesquisa e varios trabalhos foram apresentados nesse campo. Todos eles em

geral tentam otimizar trabalhos anteriores, facilitando assim a obtencdo destas derivadas e

diminuindo o custo computacional.

Durante o desenvolvimento da presente dissertacio foram analisadas as propostas de
Collins et al. (1974) e Fox & Kappor (1968) para o analise de sensitividade, sendo que escolho-se

a técnica de Fox & Kappor, devido a0 comportamento mais eficiente demostrado durante o

processo de ajuste.
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A matriz de sensitividade segundo Fox & Kappor (1968), pode ser expressa como a relagio
direta entre as derivadas parciais dos parimetros modais (autovalores e autovetores) com relagio

aos pardmetros estruturais, assim:

o |l3]

F“i] (3.14)
00

Um breve resumo do desenvolvimento matematico da matriz de sensitividade é apresentado

a continuacao.

Na dindmica estrutural, o mecanismo preciso de amortecimento nido é bem conhecido.

-

Portanto, como o nivel de amortecimento € usualmente baixo, este é omitido e assim a parte

significativa do analise dindmico envolve a solu¢do do seguinte problema:
Ky; =A;My; (3.15)

onde A; e \;, autovalores e autovetores respectivamente, sdo determinados pela solucdo do
problema de autovalores e autovetores, K e IM sdo as matrizes de massa e rigidez de ordem 7 x n.

A ordem n corresponde ao nimero de graus de liberdade do sistema. Logo assumindo que:
F =F(1,0)=K-IM (3.16)
da Eq. (3.15) e (3.16), obtemos:

Fiy; =0 (3.17)

pré - multiplicando a Eq. (3.17) por\y,-T,

vl Fy; =0 (3.18)
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diferenciando a Eq. (3.18) em rela¢do ao parametro @,

oy’
30

dF, Iy,
Fy, +W?“a'6"\Vi+WiTFi'5\%L=O (3.19)

da Eq. (3.17), e dado que F, & simétrica, o primeiro e terceiro termo da Eq. (3.19) sdo zero,

portanto:

oF;
Vi =i =0 (3.20)

diferenciando a Eq. (3.16) obtemos:

OF. oK N, aM
L _ 12 M~—-A, —
3 "8 90 Mg (321

substituindo na Eq. (3.20) e lembrando que \leM\ui = m;, obtemos finalmente:

oA ; 1 JK oM
Lo T[ A } v (3.22)

L6 e

Observar que a expressdo anterior sé envolve os autovalores e autovetores sob

consideragdo, assim a solu¢do completa do problema ndo é necessédria para a obtencdo das

derivadas.

A derivada dos autovetores pode ser obtidas por duas formulacGes: a primeira é obtida

diferenciando a Eq. (3.17) e a equacdo de ortogonalidade \yiTM\u,- =m;, obtendo-se

respectivamente:
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oy _ _ IF
LI =Ly 3.23
€
oy, T oM
Tap 23 — w20y
2y; M 30 Vi =5 Vi (3.24)

F; € uma matriz singular de posto (n-1) se a solugdo do sistema Eq. (3.14) tiver autovalores
distintos, além disso pode ser mostrado que a Eq. (3.24) é linearmente independente da Eq.

(3.23), assim obtém-se um sistema sobredeterminado que pode ser escrito na forma particionada

como:

oF,
F; Yy
X _a_“l!__l;.. 09
______ o =" v; (3.25)
i 7 L

pré-multiplicando a Eq. (3.25) por [Fi /\lszMF obtemos a expressio da derivada dos

autovetores.

v, [ JF, oM
_ée_l:--[FiF,- +2M\p,~\v,-TM]‘ [Fi ae’ +Myy! —a‘é-} Vi (3.26)

A segunda formulagdo considera que devido ao fato de que os autovetores formam uma
base completa de vetores, quaisquer componentes desta podem ser expressos como combinacgdes

lineares dos outros. De maneira similar a derivada dos autovetores, pode ser obtida como uma

combinagdo linear dos autovetores do modelo analitico.

oV, Z

J:
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onde o valor do coeficiente oy; serd determinado substituindo a Eq. (3.27) na Eq. (3.23) e

premultiplicando por \y? Assim:
n T T JF.
Y oy =y — v, (3.28)
j=1 00

a partir de onde obtemos:

1 dK oM
Oy =—— )\y?[ A 1 v, para i # j
(3.29)

u 2m; Vi 30 Vi para 1= j

Desta forma, duas formulagdes para o cdlculo das derivadas dos autovetores foram
apresentadas. Embora a primeira formulag@o tenha sido apresentada, esta ndo sera utilizada no

algoritmo de ajuste e sim a segunda, devido ao fato de ser computacionalmente mais eficiente.

3.4.2 Montagem do vetor dos dados medidos

Considere que as p primeiras freqii€ncias naturais e modos medidos sejam dadas por Ami €
Omi. O i-€simo autovalor e autovetor medido respectivamente. Assumindo que ndo exista

amortecimento no sistema, o vetor de dados modais medidos z,, pode ser definido como:

y A o< i
m=1, (3.30)
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onde as medidas dos autovalores e autovetores sdo assumidas terem sido obtidas através da
analise modal experimental da estrutura. Por outro lado, no modelo analitico o vetor z pode ser

definido por:

z=4 P (3.31)

onde A; e ¢;, representam os autovalores e autovetores analiticos correspondentes aos medidos.

As mais diferentes combina¢des dos autovalores e autovetores podem ser incluidas nos
vetores z,, € Z desde que a informacdo contida em um, corresponda aquela contida no outro. Por
exemplo, se mais de um experimento € feito, dois ou mais valores de mesma quantidade podem
ser incluidas no vetor de dados medidos, desde que exista uma respectiva correspondéncia um a

um nos vetores de medidas e o analitico.

E importante levar em conta antes de iniciar o processo de ajuste, certas consideracdes a
fim de garantir uma adequada correspondéncia entre os dados medidos e os preditos

analiticamente (Friswell & Mottershead, 1995).

- As freqiliéncias naturais analiticas e experimentais precisam se referir a0 mesmo modo.
Ordené-las em forma ascendente ndo € suficiente, especialmente quando dois modos
sdo proximos em freqiiéncia, ou quando a forca de excitacdo ou acelerdmetro sdo
colocados num né de um modo particular. Entdo, se 0 modo nio € excitado o modo
analitico ndo terd seu correspondente modo experimental. O MAC entre os modos

experimentais € os analiticos garante a correspondéncia.
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- Como a distribui¢do em massa do modelo analitico (MEF) e do modelo experimental
podem ser diferentes, os modos podem nio se encontrarem escalonados em forma

consistente. Multiplicar os modos experimentais pelo fator de escala modal MSF

resolve o problema.

- Se o amortecimento n&o estd presente no modelo de elementos finitos, as freqiiéncias

naturais s@o incluidas nas Eqgs. (3.30) e (3.31). Neste caso, 0s termos A; sdo melhor

representados pela freqiiéncia natural ao quadrado, e os modos reais sdo estimados a
partir de modos complexos (Mitchel 1990, e Niedbal 1984). No caso em que o
amortecimento seja incluido no modelo de elementos finitos, autovalores e modos

complexos podem ser usados no vetor de medidas.

Os métodos das funcdes objetivo podem ser considerados como solucbes gerais da Eq.
(3.13), assim os valores dos parimetros ajustados serdo obtidos minimizando-se alguma funcio
objetivo. Estas fun¢des podem levar em conta diversas matrizes de ponderacdo, as quais
permitem dar maior peso a dados que sdo de maior confianca, assim como melhorar o
condicionamento numérico do problema. Em geral, na procura desta solucdo dois casos tipicos se

apresentam: sobredeterminado e subdeterminado.
3.4.3 Caso sobredeterminado

Neste caso, o nimero de dados medidos ¢ maior que o niimero de parimetros a ajustar ou
matematicamente o nimero de equagdes e maior que o niimero de incGgnitas Este problema
caracteriza o caso sobredeterminado, onde n#o existe solugdo exata para a Eq. (3.13). Assim, uma

aproximagdo utilizando minimos quadrados deve ser empregada a fim de minimizar a funcdo

objetivo:

J(80) = —lz-eTe (3.32)
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onde e=dz—S ;M € o erro baseado nas medidas previstas com os pardmetros ajustados.

Substituindo a expressado do erro na Eq. (3.32), teremos:
T TeT TgT
J(®)=05z" 2-28"S; 02+ S8 ;M (3.33)
Minimizar J em relagdo a #0 significa:
T T
VJ()=0=-8;3+S,S ;M (3.34)
resolvendo para &0 teremos:
1
T T
»=lsTs [ 'sTa (3.35)
assim, os parametros ajustados podem ser obtidos por:
Tq [T
9j+1=9j+[sjsjr Sj(zm"zj) (3.36)

Neste caso, todas as medidas estdo sendo igualmente ponderadas. Na pratica em testes de
vibragdes tipicos as freqiiéncias naturais e os modos sio obtidos dentro de uma variacio de 1% e
10%, respectivamente; assim em geral nas estruturas, os dados das freqiiéncias sdo mais
confidveis que os modos de vibrar. Esta relativa imprecis@o pode ser incorporada no algoritmo,

minimizando-se a fungdo objetivo ponderada:

1
J(38)= ESTW g (3.37)

€

onde W, ¢é uma matriz de ponderagao positiva definida, a qual permite dar uma relativa incerteza

o grau de confian¢a nos dados medidos. A selecdo destas matrizes se baseiam em estimar os

desvios padrdes, pois o desvio padrdo d4 uma estimativa quantitativa da incerteza dos
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pardmetros. Embora a estimagdo destas quantidades seja dificil e sujeita a erros, uma alternativa
efetiva € assurnir valores arbitrdrios. Usualmente a matriz de ponderagdio é diagonal cujos
elementos sdo dados pela reciproca da variancia das correspondentes medigdes. A reciproca é
usada devido ao fato que dados exatos tem pequenas varidncias por tanto requer de grandes

ponderacdes no algoritmo de ajuste (Blakely & Walton, 1984).

Minimizando a Eq. (3.37), obtém-se a variagio dos parametros:
1
T T
ou para o pardmetro ajustado
T LT
ej+1=ej+[sjwssz A (3.39)

A fim de melhorar o condicionamento numérico das Eqgs. (3.35) e (3.38) adiciona-se um
termo a fungdo objetivo, que ird ponderar as variagdes nos parametros. Neste caso, a variaciao nos

parametros em cada itera¢do seré limitada pela inclusdo de um termo na fungo objetivo, logo:
7(50) =2 W,z + 30" Wy30 (3.40)

W € a matriz de ponderagdo dos parimetros e é igualmente selecionada que a matriz We,

substituindo-se € =0z —S ]-89 na Eq. (3.40) e arranjando os termos, obtém-se:

J(50)=5z" Wbz 2307 ST W8z + 807 [s?wss i+ W ]ae (3.41)
Minimizando esta fun¢do objetivo em relagdo a 80 obtém-se a varia¢do nos parametros como:

1
50 = |STW,S ; Wl sTweéz (3.42)
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ou para o parimetro ajustado

0j41=0; F {Sgwesj +WeFS]}Ws(Zm ~z;) (3.43)

No caso anterior ponderou-se as mudancas dos pardmetros a cada iteracdo. A ponderacio
completa dos parametros requer a inclusdo das diferengas entre os pardmetros iniciais estimados e

os parametros ajustados.. Assim, a nova funcao objetivo serd dada por:
J(30)=c” Wee+{0-0,} Welo-60} (3.44)

onde 0pé o vetor das estimativas iniciais dos pardmetros. Expandindo o segundo termo e

substituindo o valor de € obtém-se a funcéo objetivo:

J(56)=82T W,z +18, -0 [ Weio ; — 0]

3.45
2507 8T W5z - Wolo 00 JJ+ 507 [s?wes j + Wq po .

Minimizando esta fungdo com relacdo aos pardmetros obtém-se a varia¢io nos parametros

59.—_[s§wasj +W9F{s§wgsz-we{ej 6o} (3.46)

ou para o parametro ajustado

6j+1 = 9] +[S§W€S] +W9T1{S§W8(zm ~Zj)—We{9j -90}} (347

Uma outra alternativa para melhorar o condicionamento numérico do problema € a
normalizacdo dos pardmetros, a fim de que seu valor inicial seja 1, pois na pratica a ordem de

grandeza (magnitude) dos parametros a ajustar podem ser ou ndo muito diferentes.
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3.4.4 Caso subdeterminado

Quando o numero de pardmetros € maior que o nimero de medidas, a solucdo da Eq. (3.13)
serd subdeterminada, dado que o mimero de equacBes € menor que o nimero de incognitas.
Tipicamente € esperado um nimero infinito de solugdes, e um critério de solucdo terd que ser
introduzido. Uma solugdo amplamente usada ¢ dada pela “minima norma”, logo o problema pode

ser reformulado como um problema de otimizagio, isto eqliivale a:

Minimizar J(ae)z—;:seTae

(3.48)
Sujeitoa 6z = S00

A solugdo analitica pode ser obtida aplicando a regra dos multiplicadores de Lagrange e é

dada por:
59=ST[S STTISZ (3.49)

assim os parametros ajustados podem ser obtidos por:

0j1=9; +S§[S ST] n-2;) (3.50)

Uma solug@o mais ampla pode ser obtida introduzindo uma matriz de ponderacio simétrica,
positiva definida, pois como foi dito, usualmente em elementos finitos alguns parimetros sio

estimados de forma mais precisa que outros, logo o novo problema ser4:

Minimizar J(80)= -;—SOTWQSO

Sujeitoa 0z = S0

(3.51)

resolvendo de forma andloga ao caso ndo ponderado, teremos:
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- 1T 1
59:WBIS7]7[SjWe‘Sj]'(6z) | (3.52)

os pardmetros ajustados serdo:

0;11=0; +W615§[51W515ﬁ1(2m ~2;) (3.53)

Uma alternativa para inversa generalizada, é explicitar as mudangas dos parimetros bem
como o erro das medi¢des na funcdo objetivo (Egs. 3.40 e 3.44). Assim as Eqs. (3.43) e (3.47)

podem ser empregadas no algoritmo.
3.5 Método da variancia minima

Estes métodos se caraterizam por utilizar as estatisticas como base do ajuste de modelos,
neles se assume que os parametros estimados e as medi¢des possuem erros, assim a qualidade das
medicdes e dos parametros a serem ajustados podem ser expressos em termos de matrizes
varidncia. Em geral, estes métodos podem ser considerados como métodos da funcio objetivo

cujas matrizes de ponderagdo mudam em uma forma particular, de uma a outra iteragio.

Segundo Friswell & Mottershead (1995), os métodos da varidncia minima tém sua raiz no
estimador de Bayesian, com a diferenca de que um processo iterativo para ajustar o modelo é
necessario devido que o modelo modal € funcdo nio linear dos pardmetros. De maneira similar ao
método da funcdo objetivo, o processo € desenvolvido dentro de uma anélise de sensitividade,

onde a primeira ordem da expansdo em séries de Taylor € empregada.

O relacionamento entre estes métodos e o estimador de Bayesian é mais em espirito que no
célculo prético. O estimador de Bayesian estd baseado na férmula de Bayes’, que da uma funcio
de densidade de probabilidade - pdf dos parametros, incluindo a informagdo das medigdes (o pdf
a posteriori), em termos do pdf do pardmetro antes de ajustado (o pdf a prior). O estimador pode
ser gerado a partir do pdf a posteriori, aplicando para isto varios caminhos, tais como a media do

pdf. Na literatura, os pdf sdo assumidos Gaussianos que dependem unicamente da media e a
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varidncia. Assirm os pardmetros ajustados, estimados como os melhores, sdo aqueles que tem

varidncia minima.

Collins et al. (1972 1974), introduziram o método da variancia minima. Eles assumem que
os dados medidos e os pardmetros sdo estatisticamente independentes, logo a correlagdo entre
eles pode ser considerada zero. Friswell (1989), apresenta um método onde a correlacdo entre as
medidas e os pardmetros ¢ levada em conta, pois certamente nfo havers correlacio na primeira

itera¢do, mas em iteragOes subseqiientes a correlagio entre as medigdes € os parimetros depende

dos erros estimados nos elementos finitos.

Algumas hipéteses estatisticas consideradas sio:

-z, = z(S,0)+¢ (erros aditivos nas medidas ).
- E [8] =0 ( média zero dos erros das medidas ).
- V(zi | 6) = ( varidncia dos erros constante.).

Ve
- El(sl- — E[s,-])(ej - E[&:J-DT J= 0 para i # j (erro ndo correlacionado ).
- ¢ tem distribuicZo normal.

- Conhecimento dos pardmetros estatisticos que descrevem €.

Uma visdo mais clara sobre as hipGteses apresentadas pode ser encontrada em Lewis &
Odell (1979).

Segundo o método, o ruido nas medic¢des € levado em conta, portanto, o vetor de dados

medidos z,, pode ser expresso em fung@o do vetor z predito analiticamente e o ruido das

medicdes €, logo:
Z,=Z+¢ (3.54)

Assumindo que o erro das medigOes e os pardmetros inicialmente estimados sdo

normalmente distribuidos pela média temos:
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Ele]=0 . El;] =0 (3.55)

onde 6 é o vetor atual de pardmetros ajustados, logo a matriz variincia de € e 0, pode ser

especificada para andlise estrutural como:

Var(e)= E[SET] =V, (3.56)
Var(;)=V; (3.57)
onde: E [ ] : valor esperado
A\ variancia do erro das medigdes

i variancia do vetor de parametros

Se a diferenga entre os parametros estimado e o ajustado € pequena, entdo a primeira ordem

das séries de Taylor € dada por:

z2=2;+5,;(6-6;) (3.58)

a correlac@o dos parametros estimados e o erro das medi¢des D jserd:

D =E ] (3.59)

O objetivo agora € produzir um método iterativo que proporcione sucessivamente o valor
da varidncia do parametro V;, da varidncia do ruido das medi¢des V. e a matriz de correlacio
entre os parametros estimados e o ruido das medigdes D;, com a qual serd estimado o parimetro
8j.1. No desenvolvimento destas equacGes dois enfoques sdo apresentados: caso ndo

correlacionado, e caso correlacionado.

Usando a primeira estimativa do pardmetro8; se pode obter 6;.,. Assim:
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0.1 =0, +Glz, ~2;) (3.60)

G ¢é uma matriz que pode ser definida como o caminho que minimiza a variincia da diferencia

entre o parametro 8., e 6, logo o valor esperado de 8;,; sera:
Ep ;1 |=El; +Gle, -2, (3.61)
substituindo as Eq. (3.54) e (3.58), na Eq. (3.61) e considerando G constante temos:
Elo;1)=El;] +Gs;Ep-6,] +GE[] (3.62)
logo, devido ao fato que a media do ruido € zero e a media dos parametro estimados é 0 teremos:
Elo j+1] =8 (3.63)
A matriz variancia dos parametros ajustados sera:
Vi = E[(ejﬂ —9)(9j+1 "G)T] (3.64)

substituindo a Eq. (3.60) na Eq. (3.64) e efetuando o produto teremos:

\7 =E[(9j -6Jo, -G)T] +E[(9j 0z "ZJ)T] G"

+GE[(zm~zjx9j-—6)T} +GE[(zm—szzm—-zj)ThT (3.65)
logo usando as Egs. (3.56) até (3.59), pode-se obter:

V,..=V;+[D;-V;sT) 6T +G[D7 -8 Vi +6lv,) 67 (3.66)
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onde:

v, = E[(Zm 2, )z, —Zj)T] = (SjVjS§ ~S,D; -DIS] +Y,) (3.67)

minimizando a Eq. (3.66) em relagdo a G com a finalidade de encontrar os valores de G que

minimizam a variancia V ;,;, teremos:

T ToT 1
G'—‘(VJS“DJ)(SJVJ'SJ -8 ;D;-DjS; +V£) (3.68)

Se a correlagdo entre os pardmetros e o ruido das medigdes é ignorada (Collins er al.,
1974), o valor de D; € igual a zero para todo j, logo levando em conta esta considerag@o e

substituindo a Eq. (3.68) nas Egs. (3.60) e (3.66):
0,,,=0,+VSTls,vsT+v, [ ) 3.6
jr =05 VSO VS V) Zp -2 (3.69)

T T ! A

Se a correlagdo entre os pardmetros estimados e o ruido das medicdes é considerada, o

valor de D; serd levado em conta. Friswell (1989), considera que se os pardmetros estimados

inicialmente sdo independentes do erro das medicGes, subseqiientes pardmetros estimados nio

sdo mais independentes devido ao fato das medi¢des terem sido usadas no processo de ajuste,

logo:

Jj (3.71)

e Do = 0 (estimativa inicial ), entdo o novo valor da matriz de correlagdo é estimada por:

D, = E[@ szT] (3.72)
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substituindo as Eqgs. (3.56) a (3.60) na Eq. (3.71),

D;,;=D;-GISD;-V) (3.73)

assim, os parametros estimados ajustados, a matriz varidncia dos mesmos, € a matriz de

correlacdo resultam de substituir a Eq. (3.67) nas Egs. (3.60), (3.66) € (3.72)

T ~1
9j+1=6j+(Vij——Dj)sz (zm—-—zj) (3.74)
T -1 T
Vin=V; “(Vjsj “Dj) Vi (Vjsj “DJ)T (3.75)
T -1 T
D, =D, ‘(Vjsj ‘Dj) \ (Sij "Ve) (3.76)
onde:
T TT

Ignorando a correlagdo entre os parametros estruturais e o ruido das medicOes nas Egs.
(3.74), (3.75), (3.76) e (3.77), estas efetivamente refletiram o caso apresentado por Collins et al.

(1974), onde a correlacéo € ignorada.

E importante observar que a técnica da varidncia minima, tem sucesso no caso
sobredeterminado, desde que o ruido nas medigdes seja diferente de zero?, pois se for assumido
ruido zero nas medigGes (Ve = 0), o algoritmo na tentativa de reproduzir exatamente os dados
medidos falha € os parametros estimados divergem. Uma alternativa de solucdo quando os dados
sao medidos com precisdo € assumir que o ruido nas medi¢des é muito pequeno. No caso
subdeterminado os parmetros ndo possuem suficientes graus de liberdade para reproduzir as

medi¢des portanto o algoritmo falha.

? Ruido zero nas medigdes indicam que os dados medidos foram obtidos com precisio ou £=0
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3.6 Implementacio computacional

Os algoritmos do método da funcdo objetivo e o método da variancia minima foram
implementados em c6digos computacionais utilizando o MATLAB (1994), versdo 4.2. Para o
calculo da sensitividade foi implementado o algoritmo de Fox & Kappor (1968), que mostrou-se
eficiente e rdpido para os exemplos avaliados. Foram também implementadas as técnicas de
reducdo e expansdao de dados modais apresentadas por Ocallaham et al. (1989), técnica mais
conhecida como SEREP. O fator de escala modal MSF e o critério de confianga modal MAC
foram utilizados na verificacdo da correlacdo dos dados modais medidos. Os célculos do Método
dos Elementos Finitos foram desenvolvidos dentro do ambiente computacional MEFLAB
(Pavanelo, 1996). As avaliagdes do desempenho dos algoritmos foram feitas usando-se uma

estrutura tipo viga com dados pseudo experimentais e reais.

Nas Figuras 3.1 e 3.2 estdo mostrados os diagramas de fluxo dos algoritmos da funcdo

objetivo e variancia minima.
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Capitulo 4

Aplicacoes e Resultados

Com a finalidade de verificar os procedimentos e avaliar as capacidades das técnicas de

ajuste apresentadas no Capitulo 3, estas foram aplicadas a problemas pseudo experimentais ou

simulados e experimentais de uma estrutura tipo viga.
4.1 Aplicacdao do método da funcio objetivo
4.1.1 Exemplo simulado - caso sobredeterminado

A fim de permitir a compara¢do dos resultados obtidos, utilizou-se o mesmo modelo
simulado por Friswell & Mottershead (1995). O modelo é mostrado na Figura 4.1-a, o qual
consiste de uma viga de aluminio com uma extremidade engastada, cujas rigidezes translacional e

rotacional no engaste sdo definidas como parametros a ajustar.

A viga tem 0,7m de comprimento com secdo retangular de 0.05x0.025m. O modelo do
MEF consiste de 7 elementos de viga de igual comprimento (Bernoulli-Euler) , com 2 graus de
liberdade/né (deslocamento e rotacdo) e um elemento de mola também com dois graus de
liberdade (translacional e rotacional), colocado no engaste. Os dados pseudo experimentais sdo
gerados a partir do mesmo modelo do MEF, mas com o dobro de elementos (Figura 4.1-b). Os

parametros a serem ajustados sdo: a rigidez a flexdo da viga (EI) e as rigidezes translacional (K)

e rotacional (K,;) da mola.
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(b)

Figura 4.1 - Modelos de Elementos Finitos utilizado (a) no processo de ajuste e (b) na geracio dos dados

A Tabela 4.1, mostra os valores dos pardmetros iniciais e as freqiiéncias naturais

correspondentes as seis primeiras freqiiéncias naturais pseudo experimentais. O amortecimento é

pseudo-experimentais.

ignorado no modelo. Os valores das freqiiéncias apresentadas foram obtidos a partir do MEFLAB

(Pavanello R., 1996) e comparadas com 0 ANSYS54 (Manual do AN SYS, 1997).

| Valor Inicial | ValorInicial | Erro% | Valores Pseudo
P'arérmtms’  MEFLAB | ANSYS MEFLAB, Expenmental
N°. gdl. 16 16 30
EI [N m’] 4500 4500 4560
Ky [Nm’] 2.00e7 2.00e7 ) 4.00e7
K., [N m/rad] 5.00e4 5.00e4 10.00e4
f1 [Hz] 33,89 33,89 . 0 37,46
12 220,60 220,86 0,12 236,75
3 614,11 615,53 0,23 657,33
14 1156,88 1160,71 0,33 1255,30
bAl 1827,20 1835,46 0,45 1993,50
f6 2708,29 2626,00 0,65 2881,40

Tabela 4.1 — Comparacao dos resultados iniciais do MEFLAB - ANSYS considerando a estimativa inicial dos
parimetros assim como valores pseudo experimentais obtido via MEFLAB.

As diferengas entre 0 ANSYS o MEFLAB sdo provenientes das diferentes formulagdes dos

elementos de viga e do tipo de solugio do autoproblema.
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A Tabela 4.2, mostra uma comparacao entre os resultados obtidos neste trabalho com
aqueles obtidos por Friswell & Mottershead, 1995. A tabela, apresenta os valores iniciais
estimados, os valores ajustados € os valores pseudo experimentais. Para os valores ajustados séo
apresentados os resultados dos casos sem ponderagdo e ponderando as medidas pseudo
experimentais. Neste ultimo caso duas avaliaces s@o feitas uma s6 com os autovalores € outra
incluindo-se os autovetores no vetor de dados medidos. Para o caso ponderado adotou-se um
desvio padrio de 0,5% nos autovalores e de 10% autovetores. Deve ser observado que os valores
ajustados foram obtidos usando-se apenas as 4 primeiras freqii€ncias naturais (fI a f4), as outras

freqiiéncias (f5 e f6) sdo usadas para quantificar a qualidade do modelo ajustado.

Valor . . ‘Valor Ajustado ; :

Inicial | — — | Valor

flHzl | Néio Ponderado £ . BondemmdoMediconr. o Pseudo
E ‘EN-mz,]f e ’ - 2 oyg:zores 4 Com Autovetores Experimen
K%&é%ﬂd} . Ccasa | Friswell E;Zo Scasa | Ccasa | Friswell E;,EO tal
ST 5 o e S s L i 2 >
fI 33,89 37,44 37,44 0 37,46 37,46 0 3747 37,47 0 37,46
12 220,60 236,8 236,8 0 236,8 236,8 0 236,8 236,8 Q 236,75
3 614,12 6573 6573 0 657,3 657,3 0 657,2 657,2 0 657,34
f4 1156,88 1255 1255 0 1255 1255 0 1255 1255 0 1255,33
75| 1827.20 1997 1997 0 1998 1998 o] 1998 1998 0] 199349
16 2708,30 2907 2907 0 2907 2907 0 2907 2907 0 2881,44
El 4500 | 4592.8¢3 4592 0,02 4577.8 4578 0 45739 4573 0,02 4560
K, 2,00e7 3,764¢7 | 3,767e7 0,26 3,808¢7| 3,809e7 0| 3,822e7| 3,826e7 0,26 4,00e7
K. 5,00e4 9,677e4 | 9,690e4 0,101 9,857e4 | 9,860e4 0| 9,893e4| 0,902e4 0,10 10,00e4

Tabela 4.2~ Comparacao dos resultados obtidos neste trabalho com os de Friswell e Mottershead 1995, para
os casos sem ponderacio e com ponderacio nas medicgdes.

Nos resultados apresentados pode-se observar que o caso ponderado melhora a correlagio
dos dados pseudo experimentais e os ajustados, isto se deve ao fato de que no caso nio
ponderado todos os dados estdo sendo igualmente ponderados e na pratica as freqiiéncias mais
altas tem maiores varidncias que as freqiiéncias mais baixas, portanto estas deverdo ter uma
menor influencia no processo de ajuste e isto se consegue com a ponderacdo. Nestes casos, a
incluséo dos autovetores melhora também a correlagdo dos dados medidos e dos pardmetros, mas

em geral isto depende do grau de confianga que se tem neles.
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Como foi dito no Capitulo 3 a matriz de ponderagdo assumida W, é diagonal, cujos
elementos sdo iguais ao reciproco da correspondente variancia dos autovalores, e para o caso dos
autovetores, € igual ao reciproco da varidncia do maior elemento em cada modo. Os resultados
apresentados mostram uma boa concordancia com os resultados da medi¢do pseudo

experimental, bem como com aqueles encontrados no trabalho de Friswell & Mottershead (1995).

As Figuras 4.2, 4.3 e 4.4 mostram:

(a) A sensitividade dos autovalores, sendo que na Figura 4.4 sio adicionadas as
sensitividades dos autovetores. Como era de esperar a sensitividade dos autovalores

aumenta nas freqiiéncias mais altas, que no caso correspondem as dltimos dados

medidos e a sensitividade dos autovetores apresenta um comportamento mais varidvel.

(b) O erro percentual entre os valores das freqiiéncias pseudo experimentais e o valor das

freqliéncias ajustadas foram obtidas como segue:

erro o= 3pse = Ti, 100 4.79)
pse

(c) O valor dos parametros ajustados a cada iteragio.

(d) O processo de convergéncia do vetor z; de dados ajustados e do vetor dos parametros 6;

por iteracdo, sendo que a norma do erro da convergéncia de ambos e dada por:

z . 1 —Z .
conv_z = ﬂ——i—t———-{—”- (4.80)
| 254
| 61-9)]
conv_p = (4.81)
‘9j+1

onde conv_z e conv_p € a norma do erro dos vetores de medidas z; e pardmetros ; por iteracio.
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Figura 4.2 -Resultados do exemplo simulado — caso sobredeterminado sem ponderagiio: (a) Sensitividade de A

em fungiio do n° de medidas na filtima iteragio, (b) % Erro das freqiiéncias em fungio do n° de iteragdes, (c)

Valor do parimetro em fungdo do n° de iteracdes, (d) Norma do erro da convergéncia dos parimetros (8) e do

vetor de dados ajustados (z;) em cada iteracio.
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As Figuras 4.5, a 4.7, mostram a comparacgdo entre as fungdes de resposta em freqiiéncia
dos dados medidos pseudo experimentais e do modelo ajustado bem como a que foi estimada
com os pardmetros iniciais antes do ajuste, todas elas obtidas por superposi¢do modal do modelo
do MEF na faixa de fregii€ncias de DC — 1500 Hz para os casos sem ponderacdo e com

ponderacdo nas medidas. Os resultados assim apresentados mostram uma boa concordancia entre

o modelo ajustado e o modelo pseudo experimental.
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Exemplo simulado — caso sobredeterminado sem penderagio.
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Figura 4.6 — FRFs dos dados pseudo experimentais e do modelo ajustado a partir dos parimetros estimados.

Exemplo simulado — caso sobredeterminado ponderando medidas S/A.
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Figura 4.7 — FRFs dos dados pseudo experimentais e do modelo ajustado a partir dos parimetros estimados.

Exemplo simulado — caso sobredeterminado ponderando dados medides C/A.
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Na Tabela 4.3 apresenta-se uma comparagdo dos valores medidos pseudo experimentais
com os ajustados, para o caso com ponderacdo nas medicdes e nos pardmetros, € para 0 caso com
ponderacdo nas medi¢les € na estimativa inicial dos pardmetros. Em ambos os casos apresentam-
se os resultados com e sem a inclusdo dos autovetores no vetor das medicdes. Tal como nos casos
anteriores adotou-se um desvio padrdo de 0,5% e 10% nos autovalores e autovetores medidos,
respectivamente, para todos casos onde foi requerido. Para o caso ponderando medidas e
parmetros adotou-se o desvio padrdo nos pardmetros de 0,6% para o E e 20% para K, € K-, 0
desvio padrdo para o caso ponderando medidas e a estimativa inicial dos pardmetros foi de 0,72%
para o El e 25% para Ky ¢ K,.. Também neste caso os valores ajustados foram obtidos usando-se
apenas as 4 primeiras freqiiéncias deixando-se as 2 dltimas para serem usadas na quantificacio da
qualidade do modelo. Pode-se observar que para todos os casos, as freqiiéncias convergem para
erros percentuais inferiores a 1%; assim como, em ambas tabelas os erros percentuais nas
freqiiéncias /5 e f6, as quais ndo foram incluidas no procedimento de ajuste, apresentam valores
inferiores a 1% indicando uma boa qualidade do modelo em reproduzir os dados medidos.
Observa-se também que a inclusdo dos autovetores em todos os casos melhora a correlagdo dos
pardmetros do modelo pseudo experimental e o modelo ajustado. Na pratica, os autovetores sio

menos confidveis que os autovalores, portanto a influencia deles no processo de ajuste depende

do engenheiro ao dar as corretas ponderagdes.

Valor ' ‘ : Valor Ajustado e
Inicial o SRR e o o
filHzl | Ponderando Medigbes e Pardmetros |  [onderando Medigoes e Estimativa | Valor
EI“{N‘.‘friz] L o _ Inicial dos Parametros .. ‘Psendo
K,[Nim] | Sem | Emo | Com | Emo | Sem | Ero | Com Emo | SXperimental
K. Nom/radl- | Autovetor | % | Autovetor % - Autovetor %. | Autovetor | %
f1 33,89 37.47 0,02 3747 0,02 37,44 0,05 37,45 0,05 3746
12 220,60 236,72 0,01 236,71 0,01 236,54 0,09 236,54 0,09 236,75
3 614,12 657,14 0,03 657,13 0,03 656,49 0,13 656,49 0,13 657,34
14 1156,88 1255,53 0,02 1255,56 0,02 1253,62 0.14 1253,63 0,14 125533
§i) 1827,20 1998,70 0.26 1998.,83 0,26 1994.69 0,06 199471 0,06 1993,49
fo 2708,30 2907,36 0,90 290746 0,90 2902,11 0,71 2902,14 0,72 2881.,44
EI 4500 45628 0,06 4560.8 0,02 4560,2 0,004 45599 0,002 4560
Ky 2,00e7 3,863e7 3,50 3,870e7 3,25 3,805¢7 4,75 3,806e7 4,75 4,00e7
K, 5,00e4 9,997e4 0,02 10,016e4 0,20 9,954e4 0,5 9,957e4 0,4 10,00e4

Tabela 4.3 - Comparacao dos valores pseudo experimentais com os valores ajustados para os casos com
ponderacio: nas medices e pardmetros; e nas medicdes e estimativa inicial dos parametros
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As figuras 4.8 a 4.11, mostram os resultados dos casos melhor condicionados do método da
funcdo objetivo. Assim, de maneira similar ao caso anterior apresenta-se (a) a sensitividade dos
autovalores e autovetores, (b) o erro % das freqiiéncias ajustadas em funcdo ao numero de
iteracdes, (¢) o valor do pardmetro a cada iteracdo e (d) o processo de convergéncia do vetor de

dados ajustados z; e vetor de pardmetros 6; a cada iteragdo.
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Figura 4.8 —Resultados do exemplo simulado — caso sobredeterminado ponderando medidas e parimetros

S/A: (a) Sensitividade de A em funcdo do n° de medidas na altima iteragiio, (b) % Erro das freqiiéncias em

funcio do n® de iteracdes, (¢) Valor do parimetro em funcio do n° de iteracdes, (d) Norma do erro da

convergéncia dos parimetros (0) ¢ do vetor de dados ajustados (z;) em-cada iteracio.
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Figura 4.9 —Resultados do exemplo simulado — caso sobredeterminado ponderando medidas ¢ parimetros
C/A: (a) Sensitividade de A e ¢ em funciio do n° de medidas na dltima iteracio, (b) % Erro das freqiiéncias em
fungio do n° de iteracdes, (¢) Valor do parametro em funciio do n° de iteragdes, (d) Norma do erro da

convergéncia dos parimetros (0) e do vetor de dados ajustados (z;) em cada iteracio,
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Figura 4.10 —Resultados do exemplo simulado — caso sobredeterminado ponderando medidas e estimativa
inicial dos parimetros S/A: (a) Sensitividade de A em fungiio do n° de medidas na dltima iteragio, (b) % Erro
das freqiiéncias em funcio do n° de iteragdes, (¢) Valor do parimetro em funcio do n° de iteracdes, (d) Norma

do erro da convergéncia dos parimetros (0) e do vetor de dados ajustados (z;) em cada iteracio.
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Figura 4.11 —Resultados do exemplo simulado - caso sobredeterminado ponderando medidas e estimativa
inicial dos pardmetros C/A: (a) Sensitividade de A e ¢ em funcio do n° de medidas na Gitima iteracgio, (b) %
Erro das freqiiéncias em fung¢ie de n° de iteracdes, (c) Valor do parimetro em funciio do n° de iteragdes, (d)

Norma do erro da convergéncia dos parimetros (0) e do vetor de dados ajustados (z;) em cada iteragio.



Nas figuras anteriores pode-se ser observado que em todos os casos a sensitividade dos
autovalores € maior nas freqliéncias mais altas, enquanto que a sensitividade dos autovetores
apresentam um comportamento mais varidvel. O erro percentual das freqiiéncias medidas, o valor
do parmetro ¢ a norma do erro de z e 6 apresentam um comportamento quase constante a partir

da iteragdo n° 4. O algoritmo para dos casos assim apresentados se mostraram eficientes e rapidos

em termos de convergéncia (7 iteragdes).

As figuras 4.12 a 4.15, mostram a comparagio entre as funcdes de resposta em freqiiéncia
dos dados medidos pseudo experimentais e do modelo ajustado bem como a que foi estimada
com os pardmetros iniciais antes do ajuste, todas elas obtidas por superposicdo modal do modelo
do MEF na faixa de freqii€ncias de DC — 1500 Hz para os casos melhor condicionados do método

da funcdo objetivo. Os resultados assim apresentados, mostram uma boa concordincia entre o

modelo ajustado e o modelo pseudo experimental.
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Figura 4.12 - FRFs dos dados pseudo experimentais e do modelo ajustado a partir dos parimetros estimades.

Exemplo simulado - caso sebredeterminado ponderande medidas e parimetros S/A.
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Figura 4.13 - FRFs dos dados pseudo experimentais e do modelo ajustado a partir dos parimetros estimados.

Exemplo simulado - caso sebredeterminado ponderando medidas e parametros C/A.
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Figura 4.14 — FRFs dos dados pseudo experimentais ¢ do modelo ajustado a partir dos parimetros estimados.

Exemplo simulado — caso sobredeterminado ponderando medidas e estimativa inicial dos parimetros S/A.
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Figura 4.15 - FRFs dos dados pseudo experimentais e do moedelo ajustado a partir dos parimetros estimados.
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4.1.2 Exemplo simulado - caso subdeterminado.

Quando o numero de pardmetros € menor que o nimero de dados medidos o sistema se
torna subdeterminado (mais incégnitas que equacgdes). A fim de mostrar o método da funcdo
objetivo para este caso foram utilizados os mesmos dados dos modelo pseudo experimental
(secdo 4.1.1). Dois modelos de MEF sdo usados para o ajuste: o modelo I composto de 7
elementos de viga, 2 graus de liberdade/no e com engaste rigido na extremidade fixa (Figura
4.16-a); o modelo 2 com 7 elementos de viga, 2 graus de liberdade/no, e um elemento de mola
colocado na extremidade fixa (Figura 4.16-b). Em ambos modelos os parimetros a serem
ajustados sdo as rigidezes a flexdo EI de cada elemento de viga, portanto 7 sdo os pardmetros a
serem ajustados. Pretende-se assim mostrar a potencialidade do método aplicado a um modelo

com uma qualidade relativamente boa e outro com qualidade inferior.

0,7 m

0, 7m

El; EI, EI; El; EI;
& & L g >
5 6 7 8

< g
El, El, EI; EI, Els El; EI;

EL

(a) (b)

Figura 4.16 - (a) Modelo 1 - engaste rigido (b) Modelo 2 - engaste flexivel.

A Tabela 4.4 mostra uma comparacdo entre os dois modelos ajustados e o modelo pseudo
experimental. Para os valores ajustados, sdo apresentados os casos sem ponderacdo e com
ponderacdo nos parametros. Neste ultimo caso adotaram-se os desvios padrdes nos parametros
El, a EI; para modelo I de [1,45 1,55 1,3 1,6 1,5 1,55 1,5] %, € no modelo 2 de [1,0 1,0 1,0 1,0
1,0 1,0 0,5] %. Como no caso sobredeterminado os valores ajustados foram obtidos usando-se
apenas as 4 primeiras freqiiéncias naturais (f/ a f4), as outras freqiiéncias f5 e f6 sdo usadas para
quantificar a qualidade do modelo. E importante esclarecer que o valor inicial apresentado na

tabela é obtido considerando o modelo 1.
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Valor ‘Valor Ajustado Valor
Imclai ’ Semcé‘Pohderégﬁo, e T Ponderaad;o}Pa;‘rﬁmetros Pseudo
i [[gix]l] e fEe _ngciio’: ’ E;;o ’M(’);ielo, T o 1 M(’)zdelo; B | exerimenta
fi 41,86 37,46 0 37.46 0 3746 0 37,46 0 37,46
22| 26234 236,75 ol 23675 o| 23675 0| 23675 0 236,75
B | 73522 657,34 0| 65734 0| 65734 0] 657,34 0 657,34
f4 | 144458| 125533 0| 125533 0| 125533 0| 125533 0 1255,33
75| 240127] 216510] 861 200223 044| 216564|  864| 200260 046 199349
f5 | 361705 326396| 1328| 291149 1,04 326567| 1333| 291270 1,08 288144
El, 4500 36699 19,52] 45935 073  36772| 1936| 45932| 073 4560
EL 4500 33230| 27,13| 45256 075  32954| 27,73  45262| 0,74 4560
El, 4500| 40854 | 1041| 45253 076| 41423| 9,16| 45253 0.6 4560
EL, 4500|  34125| 2516| 45375 049|  34157] 2509| 45369 051 4560
El; 4500|  4087,5| 1036| 46218 136  40345| 11,52| 46244 14 4560
El, 4500  29958| 3430| 45041 123 30047| 3411 44974 137 4560
EL 4500|  41909| 809 44465 249|  42237|  738|  44836| 1,68 4560

Tabela 4.4 — Comparacio dos modelos 1 e 2 com o modelo pseudo experimental para os casos: sem
ponderacao e com ponderacio nos parametros.

Como pode-se observar, ambas modelagens conseguem reproduzir com boa precisio os

dados medidos. No modelo 1, embora os dados pseudo experimentais sejam reproduzidos

fielmente, as freqii€ncias que ndo foram utilizadas no ajuste (f5 e f6) apresentam erros percentuais

de até 13,33%, enquanto os pardmetros ajustados convergem para valores com erros da ordem de

até 34,3%. Nos casos com 0 modelo 2, além de reproduzirem os dados medidos as freqiiéncias

que ndo foram utilizadas no ajuste (f5 e f6) apresentam erros bem inferiores, da ordem de até

1,08% e os pardmetros ajustados erros razodaveis de até 2,5%.

As figuras 4.17 at€¢ 4.20 mostram os resultados dos casos sem e com ponderacdo nos

pardmetros: (a) sensitividade dos autovalores, (b) o erro percentual das freqliéncias medidas em

fungdo ao nimero de iteragdes, (c) o valor do parimetro a cada iteragdo e (d) o processo de

convergéncia do vetor de dados ajustados z; e vetor de pardmetros 6; a cada iteracio.
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As figuras anteriores em geral apresentam maiores sensitividades nas freqiiéncias mais
altas. O erro percentual das freqliéncias medidas converge rapidamente para um valor do
pardmetro, (iteragdo 3) mesmo sendo este errado (modelo ). Assim o valor do pardmetro ¢ a
norma do erro de z e 6 apresentam um comportamento quase constante a partir da iteraco n° 3.

O algoritmo para dos casos assim apresentados se mostraram eficientes e rapidos em termos de

convergéncia (5 iteragdes).

As figuras 4.21 e 4.22, mostram uma comparagdo das fungdes de resposta em fregiiéncia do
modelo pseudo experimental e do modelo ajustado bem como a que foi estimada com os valores
dos pardmetros iniciais do modelo I (al — cl) e do modelo 2 (a2 — ¢2). Como era de se esperar o
modelo I s6 apresenta uma boa concordédncia nos pontos préximos as freqiiéncias de ressonéncia,
enquanto que as FRFs ajustadas com o modelo 2 apresenta uma boa concordancia com o modelo

pseudo experimental em toda a faixa de freqiiéncias analisada.
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Figura 4.21 — FRFs dos dados pseudo experimentais e de modelo ajustado a partir dos parimetros estimados.

Caso subdeterminado sem ponderacio: modelo 1 (al-cl), modelo 2 (a2-c2).
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Caso subdeterminado ponderando parimetros: modelo 1 (al-cl), modelo 2 (a2-c2).
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Na Tabela 4.5, sdo mostrados os resultados dos casos melhor condicionados: ponderando
medi¢des e parametros, e ponderando medicdes e estimativas iniciais dos pardmetros. Em ambos
os casos o desvio padrdo adotado nos dados medidos € de 0,5%, enquanto os desvios padrdes dos
parmetros EI; a EI; no modelo I foram de [1,45 1,551,31,6 1,51,55 1,51 % e para o modelo 2
foram de [1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 0,5] %.

Valor , Valor Ajustado

Inic?ai Ponderando Medicoes e Pa‘rﬁmetros‘ : P{)ndgii?g;?gg?gsafﬁ;{é?aﬁvas‘ ‘ ;;zfﬁ‘o

fi[Hz] Modelo | Ermro Modelo | - Erro: | Modelo | Erro. Modelo: | Erro. | experimental

El [N.m'] 1 % 2 % 1 % ' 2 %

fl 41,86 3746 | L,1le4 37,46 1,3e-4 37,52 0,14 37,39 0,21 3746
2 262,34 236,75 | 4,81e4 236,75 2,8e-3 237,19 0,19 236,18 0.24 236,75
3 735,22 657,33 1,28e-3 657,31 5,0e-3 660,47 0,48 656,03 0,20 657,34
14 144458 125535 1,38e-3 125543 8,2e-3 1260,25 0,39 1255,08 0,02 1255,33
S 2401,27 2166,84 8,70 2003,17 0,4853 2189,84 9,85 2001,03 0,38 1993,49
f6 3617,05 3267,69 13,41 2912,90 1,0918 3295,71 14,38 2909.,14 0,96 288144
El 4500 3663,6| 19,66 4585,7 0,56 3424.,6 24,90 4540,9 0,42 4560
ElL 4500 33099 2741 45277 0,71 3605,6 20,93 4531,5 0,63 4560
El; 4500 4148,7 9,02 4548.5 0,25 43843 3.85 45329 0,59 4560
El, 4500 3418,7 25,03 45334 0,58 3480.,3 23,68 4530,8 0,64 4560
Els 4500 4049.3 11,20 4610,5 1,11 4274,5 6,26 45355 0,54 4560
Elg 4500 2992.6 34,37 44978 1,36 28754 36,94 45203 0,87 4560
El; 4500 4258,0 6,62 44953 1,42 4462,5 2,14 45004 1,31 4560

Tabela 4.5 — Comparacao dos modelos 1 ¢ 2 com o modelo pseudo experimental, para os casos: ponderando
medicoes e parimetros e ponderando medigdes e estimativa inicial dos pardmetros

Nos resultados apresentados na Tabela 4.5, pode-se observar que os casos melhor
condicionados em todos os casos, ndo melhora significativamente a correlagdo entre parimetros

El; pseudo experimentais e os ajustados, nem os resultados das freqiiéncias ajustadas em relacio

aqueles obtidos na Tabela 4.4.

As figuras 4.23 at€ 4.26 mostram: (a) sensitividade dos autovalores, (b) o erro % das
freqiiéncias medidas em fungdo ao nimero de iteragdes, (c) o valor do pardmetro a cada iteracdo
e (d) o processo de convergéncia do vetor de dados ajustados z; e vetor de parimetros 0, a cada
iteragdo. Como era de se esperar o caso ponderando medidas e estimativa inicial dos parimetros

apresenta um convergéncia mais rdpida do que o método ponderando medidas e pardmetros.
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Figura 4.24 - Resultados do exemplo simulado — caso subdeterminado ponderando medidas e parimetros

modelagem 2: (a) Sensitividade de & em funcfio do n° de medidas na dltima iteragio, (b) % Erro das

ae A

freqiiénci

.

erro da convergéncia dos parimetros (0) e do vetor de dados ajustados (z;) em cada iteracdo.

as em fungdo do n° de iteragdes, (¢) Valor do parimetro em fungfio do n° de iteracdes, (d) Norma do
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As figuras anteriores novamente apresentam maiores sensitividades nas freqliéncias mais
altas. No modelo I e 2 o erro percentual das freqiiéncias medidas converge no caso ponderando
medidas e pardmetros, em forma mais lenta (méximo 28 iteragdes) enquanto que para O €aso
ponderando medidas e estimativa inicial dos pardmetros, como era de se esperar, a convergéncia

¢ bem mais rdpida (médximo 6 iteracdes).

As figuras 4.27 e 4.28, mostram uma comparacdo das fungdes de resposta em freqiiéncia do
modelo pseudo experimental e do modelo ajustado bem como a que foi estimada com os valores
dos pardmetros iniciais do modelo I (al — c1) e do modelo 2 (a2 — ¢2). Uma vez mais 0 modelo 2
apresenta uma boa concordancia com as FRFs do modelo pseudo experimental em toda a faixa de

freqliéncias analisada, enquanto que o modelo 1 sé melhora ligeiramente em pontos proximos as

freqiiéncias de ressonancias.
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Figura 4.27 — FRFs dos dados pseudo experimentais e do modelo ajustado a partir dos parimetros estimados.

Caso subdeterminado ponderando medidas e parimetros: modelo 1 (al-c1), modelo 2 (a2-c2).
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Figura 4.28 —~ FRFs dos dados pseudo experimentais e do modelo ajustado a partir dos pardmetros estimados.

Caso subdeterminado pond. medidas e est. inicial dos parimetros: : modelo 1 (al-c1), modelo 2 (a2-¢2).



4.1.3 Exemplo experimental

Com o objetivo de verificar o desempenho do algoritmo de ajuste em um caso aplicado
realizou-se um experimento similar ao simulado. Consiste de uma viga de aluminio engastada em
uma extremidade, com 402,25mm de comprimento e secfo transversal retangular de

25,60%3,30mm. A Figura 4.29 mostra uma vista geral da montagem experimental da viga.

Figura 4.29 — Vista geral da montagem do teste experimental da viga

As medidas do modelo experimental foram realizadas com as FRFs de 10 pontos de
medidas de aceleragdo (ao longo da linha neutra da viga) e uma referéncia da medida da forca de
excitagdo na faixa de freqii€ncias de DC-800 Hz. Os acelerdmetros foram posicionados
uniformemente a cada 40,2mm ao longo do comprimento da viga, enquanto o conjunto transdutor
de forga, stinger e excitador eletrodindmico foi aplicado em um ponto a 40,2mm do engaste. O
sistema foi excitado com um sinal de forca aleatério. Na Tabela 4.6 estdo apresentadas uma

descrigdo mais detalhada dos equipamentos utilizados no experimento.
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Equipamento | Modelo
Analisador Espectral HP35650
Amplificador LDS PA25E
Excitador Eletrodindmico LDS V201
Condicionador de Sinais PCB Piezotronics 583A
Condicionador de Sinais PCB Piezotronics 480E09
Transdutor de forca PCB Piezotronics 208A02
Acelerémetros PCB 330A

Tabela 4.6 — Equipamentos utilizados no experimento.

4.1.4 Analise modal experimental

Com a finalidade de obter o conjunto dos dados modais medidos (freqiiéncias e modos de
vibrar) do modelo experimental, foi requerida a realizag@o da andlise modal da viga. O processo
da andlise modal experimental (AME) pode ser dividido basicamente em duas etapas: a primeira
etapa consiste na aquisi¢do de dados (as FRFs), € a segunda consiste na estimagdo dos parimetros

ou extracdo dos dados modais medidos.

A aquisi¢do de dados foi realizada com um analisador espectral (HP Spectrum Analyzer)
onde obtiveram-se 10 FRFs. As aquisi¢des foram feitas com 20 médias, com janela tipo Hanning
e numa faixa de freqiiéncias de DC-800 Hz e discretizagdo de 0.5 Hz. A extracdo dos dados
modais, foi realizada com ajuda do Software LMS/CADA-PC (Manual do CADA-PC, 1994), o
qual usa um algoritmo de identificagdo de minimos quadrados com o método exponencial

complexa.

Na Figura 4.30, sdo mostradas 3 FRFs medidas tipicas e suas correspondentes coeréncias.
Como se pode observar, a excecdo dos trechos iniciais e finais da faixa de freqiiéncias, os

resultados da coeréncia indicam uma boa qualidade da estimacdo das FRFs.
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Figura 4.30 — Funciio de resposta em fregiiéncia tipicas e suas respetivas coeréncias

As Figuras 4.31 e 4.32 mostram o diagrama de estabilizagio dos polos estimados e a
selecdo das freqiiéncias que representam os modos da estrutura, onde as letras “0” “f* e “s”, sdo
indicadores que surgem em fungfio da comparagdo dos parimetros modais determinados na
iteracdo atual e a anterior. O indicador o significa um novo polo; o indicador f significa que a
freqiiéncia atual esta presente no modelo anterior; o indicador s significa um modo com idéntica

freqiiéncia e amortecimento em relagdo ao modelo anterior (Manual do CADA-PC 1994).
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Figura 4.32 — Diagrama de estabiliza¢fio no processo de extracio dos dados modais (512-1024Hz).
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A Tabela 4.7, mostra os valores das freqiiéncias naturais estimadas com os respectivos
coeficientes de amortecimento modal. Pode-se observar também a presenca de modos de tor¢do
que ndo foram utilizados no processo de ajuste mas que foram identificados na AME. A aparicdo
dos modos de tor¢do indicam que nem todos os acelerdmetros foram colocados exatamente ao

longo da linha neutra da viga.

< Modo “Fregiiéncia | % Amortecimento ,
e e
T 11,92 174 Flexao
2 74,12 0,99 Flexao
3 201,32 0,55 Flexao
4 257,37 0,76 Torcdo
5 355,35 0,62 Torgdo
6 379,93 0,46 Flexdo
7 598,24 0,32 Flexao
8 627,34 0,71 Tor¢éo
9 866,57 0,23 Flexao
10 928,17 1,15 Torgdo

Tabela 4.7 — Freqiiéncias extraidas via AME.
4.1.5 Modelo de elementos finitos da viga experimental

O Modelo da viga no MEF foi calculado no cédigo computacional MEFLAB (Pavanello,
1996), onde realizou-se uma discretizagdo com 10 elementos de viga (Bernoulli-Euler) de forma
a obter os nés do modelo coincidentes com os pontos de medi¢do. A fim de levar em
consideracdo a massa de cada um dos 10 acelerdmetros (3g cada) e do transdutor de forca (30g)
foram adicionados 11 elementos de massa concentrada nos nés correspondentes. A Figura 4.33

mostra um esboco do modelo do MEF.

Ty

402,25mm »1

Figura 4.33 - Modelo do MEF da viga do teste experimental.
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Utilizando as cinco primeiras freqiiéncias de flexdo identificadas dentro da faixa de
freqiiéncias analisada, e nos casos mencionados os modos de vibrar correspondentes, o modelo
do MEF foi ajustado utilizando como base dois pardmetros: 0 mddulo de elasticidade (E) e a
densidade (p). Os valores medidos do médulo de elasticidade foram obtidos através de ensaio de
tragdo com corpos de prova padronizados (vide Apéndice A) enquanto que a densidade foi
estimada através do volume da viga calculado a partir de medi¢bes das dimensdes com
paquimetro € a massa do material medida em balanga. Para os valores iniciais do E e p foram
usados valores tabelados (Timoshenko, 1971). As Tabelas 4.8 e 4.9, mostram comparacdes entre
os valores da estimativa inicial, os valores ajustados e os valores medidos. Tais resultados foram
obtidos para os quatro casos dos métodos da fungdo objetivo. Nos métodos com ponderagio nas
medi¢des foram considerados desvios padrdes de 0,5% nos autovalores e 10% nos autovetores
medidos em todos os casos onde € requerido. Os desvios padrdes dos parametros nos casos com
ponderagdo nas medi¢Oes e pardmetros, assim como no caso com ponderacdo nas medicdes e

estimativa inicial dos pardmetros foi de 10% em E e p respetivamente.

Valor ' : Valor Ajustado ’ : b

g | Swremew [T PedemdoMedge | e

E [Pa] ~ Sem ] _ Sem | FEmo | Com | Emo Medido

p[Kg/m®] Autovetor | % | Autovetor l % | Autovetor | % | '

fl 14,32 11,77 1,27 11,86 0,50 11,86 0,51 11,92
§ 2 89,26 73,43 0,94 73,97 0,20 73,97 0,20 74,12
3 244,12 201,94 0,31 203,06 0,86 203,05 0,86 201,32
f4 452,89 379,73 0,05 380,06 0,03 380,07 0,04 379,93
)] 707,98 598,27 0,005 596,91 0,22 596,95 0,22 598,24
fé 1050,24 880,76 1,64 880,82 1,64 880,85 1,65 866,57
E 71e9 6,216¢10 1,47 5,729¢10 6,53 5,735e10 6,36 6,13e10
p 2680 37924 23,12 33423 8,51 3346,7 8,64 3080

Tabela 4.8 — Comparacio entre os valores medido ou experimentais e valores ajustados para os casos sem
ponderacio e ponderando as medicGes.

Deve ser observado que os valores ajustados foram obtidos usando-se as 5 primeiras

freqiiéncias naturais (fI a f5) e a freqiiéncias f6 ¢ usada para quantificar a qualidade do modelo

ajustado.
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Valor : ~ ValorAjutado 7
Inicial | R o e e Ponderando Medi¢oes e Estimativa |~ Valor
£ [Hz] Ponderando Medicoes e Patametros o 1
é[ Pa] : o : i Inyxg;aldo_s’j‘lfarame_tr,os . Meédido
[Kg/mé] 1 Sem Ero | Com i Erro |  Sem | Emo | Com Emo |
pLEST || - Autovetor % Autovetor | % - | Autovetor | % | Autovetor | % |
fl 14,32 11,861 0,50 11,86 0,51 11,87 0,43 11,87 0,44 11,92
89,26 7397 0,20 73,97 0,20 74,02 0,14 74,02, 0,14 74,12
12

3 244,12 203,067 0,86 203,05 0,86 203,12 0,89 203,11 0,89 201,32
14 452,89 380,06) 0,03 380,07 0,04 379,88 0,01 379,89 0,01 379,93
5 707,98 596,91 0,22 596,95 0,22 596,34 0,32 596,38 0,31 598,24
fo 1050,24 880,81 1,64 880,85 1,65 880,35 1,59 880,38 1,59 866,57
E 71e9| 5,72910| 6,53| 5,735e10 6,36 | 5,650e10 7.83| 5,654el10| 7,83 6,13e10
P 2680 33419 847 3346,6 8,66 32748 6,32 32785 6,44 3080

Tabela 4.9 — Comparacio entre os valores medidos ou experimentais e os valores ajustados para os casos:
ponderando medi¢oes e parimetros, e ponderando medicoes e estimativa inicial dos parimetros

Os resultados das Tabela 4.8 e 4.9, mostram como nos casos simulados, que em todos os
casos a pondera¢do melhora a correla¢do entre os dados medidos e os ajustados. As fregiiéncias
ajustadas (f7 — f5), apresentam em todos os casos ponderados erros inferiores a 1% em tanto que
a freqiiéncia 6, néo utilizada como dado medido no processo de ajuste e sim usada para avaliar a
qualidade do modelo atinge erros de até 1.65%. Os casos ponderados nio apresentam melhoras
significativas um do outro mas quando comparados com o caso sem ponderar apresenta

resultados mais razodveis em termos de convergéncia dos pardmetros E e p.

As figuras 4.34 ate 4.36 mostram os resultados dos casos sem ponderacdo e com
ponderacdo nas medidas assim: (a) sensitividade dos autovalores e autovetores, (b) o erro
percentual das freqiiéncias medidas em fungdo ao nimero de iteracdes, (c) o valor do pardmetro a
cada iteracdo e (d) o processo de convergéncia do vetor de dados ajustados z; e vetor de

pardmetros 6; a cada iterac3o.



25

15
Sg

05

-500
-1000
-1500
-2000

-2500

72

6.8

64
62

3800
3600
3400
P 3200
3000
2800

2600
1

— par2]

2 3
N° Medidas

(@

2 3
teragédo

©

o %

E

Norma do erro/Iter

25

82

—freq1
~—freq2)
—freq3
~—freqd|

freqS|

08

0.8t

sl

o
w
T

o
£
T

o
W
T

o
o

o
L

3 4 5
teragéo
)
——COMV_z
——Conv_p |
3 4 S
teracdo
(@)
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Nas figuras anteriores de maneira similar aos casos simulados pseudo experimentais pode
ser observado que em todos os casos a sensitividade dos autovalores é maior nas freqiiéncias mais
altas (em valor absoluto) e a sensitividade dos autovetores apresentam sempre um
comportamento mais varidvel. O erro percentual das freqiiéncias medidas, o valor do parAmetro e
anorma do erro de z e 6 apresentam um comportamento quase constante a partir da iteracdo n° 4.

O algoritmo para dos casos assim apresentados se mostraram eficientes e rdpidos em termos de

convergéncia (5 iteragdes).

As figuras 4.37 e 4.39 mostram a comparagdo dos resultados obtidos para os casos sem
ponderagdo e ponderando medidas entre as FRFs experimentais e as ajustadas, a qual foi obtida
por superposi¢do modal do modelo de MEF com os parimetros ajustados, com resposta nos
pontos 2, 3, 4, 5, 7, 8 e excitagdo no ponto 1 (Figura 4.29). Como era esperado, os resultado
mostram uma aproximagdo razodvel das FRFs experimental e ajustada. Esta discordincia é
gerada pela auséncia de amortecimento no modelo do MEF, ao efeito de truncamento modal na

superposicdo, a influencia da inércia da geometria dos acelerdmetros, assim como ao peso dos

cabos de conexao.
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Exemplo experimental - ponderando dados medidos S/A.
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Exemplo experimental — ponderando dados medidos C/A.
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As figuras 4.40 ate 4.43, mostram os resultados dos casos ponderando medidas e
pardmetros, € ponderando medidas e estimativa inicial dos pardmetros assim: (a) sensitividade
dos autovalores e autovetores, (b) o erro percentual das freqiiéncias medidas em funcio ao
nimero de iteragdes, (c) o valor do par@metro a cada iteragdo e (d) o processo de convergéncia do

vetor de dados ajustados z; e vetor de pardmetros 6; a cada iteragfo.
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Figura 4.40 — Resultados do exemplo experimental ponderando medidas e parimetros S/A: (a) Sensitividade
de A\ em funcgio do n° de medidas na dltima iteracio, (b) % Erro das freqiiéncias em funcio do n° de iteragdes,
(¢) Valor do parimetro em funcfio do n° de iteragdes, (d) Norma do erro da convergéncia dos parimetros (6) e

do vetor de dados ajustados (z;) em cada iteragdo.
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Figura 4.41 — Resultados do exemplo experimental ponderando medidas e parimetros C/A: (a) Sensitividade
de A e ¢ em fungiio do n° de medidas na dltima iteragiio, (b) % Erro das fregiiéncias em fungdo do n° de
iteracdes, (¢) Valor do parimetro em funcio do n° de iteracdes, (d) Norma do erro da convergéncia dos

parimetros (0) e do vetor de dados ajustades (z;) em cada iteracio.
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Figura 4.42 — Resultados do exemplo experimental ponderando medidas estimativa inicial dos parimetros
S/A: (a) Sensitividade de A em funciio do n° de medidas na iltima iteraciio, (b) % Erro das freqiiéncias em
funcio do n° de iteracdes, (¢) Valor de parimetro em fun¢io do n° de iteragées, (d) Norma do erro da

convergéncia dos parimetros (0) e do vetor de dados ajustados (z;) em cada iteracdo.
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Figura 4.43 - Resultados do exemplo experimental ponderando medidas e estimativa inicial dos parimetros
C/A: (a) Sensitividade de A e ¢ em funcio do n° de medidas na ltima iteracdo, (b) % Erro das freqgiiéncias em
funcio do n’ de iteragdes, (c) Valor do parimetro em funcio do n° de iteracgdes, (d) Norma do erro da

convergéncia dos pardmetros (0) e do vetor de dados ajustados (z) em cada iteragio.
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Nas figuras anteriores em todos os casos pode-se ser observado que a sensitividade dos
autovalores € maior nas freqiiéncias mais altas (em valor absoluto) e a sensitividade dos
autovetores apresentam sempre um comportamento mais varidvel. O erro percentual das
freqiiéncias medidas, o valor do pardmetro ¢ a norma do erro de z e O apresentam um
comportamento quase constante a partir da iteragdo n° 4. Os algoritmos para os casos assim
apresentados mostraram-se eficientes e rdpidos sendo que o caso ponderando medidas e
estimativa inicial dos parimetros, mostrou-se um pouco mais eficiente em termos de

convergéncia (5 iteragdes), quando comparado com o caso ponderando medidas e parAmetros (7

iteracdes).

As figuras 4.44 e 4.47, mostram a comparacdo dos resultados obtidos para os casos
ponderando medidas e pardmetros, ¢ ponderando medidas e estimativa inicial dos parimetros
entre as FRFs experimentais e as ajustadas, a qual foi obtida por superposicdo modal do modelo
de MEF com os pardmetros ajustados, com resposta nos pontos 2, 3, 4, 5, 7, 8 e excita¢io no
ponto 1. Novamente os resultado mostram uma aproximagdo razodvel das FRFs apenas nas
proximidades das freqiiéncias de ressondncia. Esta discordancia é gerada pela auséncia de
amortecimento no modelo do MEF, ao efeito de truncamento modal na superposicdo, & influencia

da inércia da geometria dos acelerdmetros, assim como ao peso dos cabos de conexo.
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Figura 4.44 — FRFs dos dados experimentais e do modelo ajustado a partir dos parimetros estimados.

Exemplo experimental — ponderando medidas e parimetros S/A.
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Figura 4.45 — FRFs dos dados experimentais e do medelo ajustado a partir dos parimetros estimados.

Exemplo experimental — ponderande medidas e parimetros C/A.
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Figura 4.46 — FRFs dos dados experimentais e do modelo ajustado a partir dos parimetros estimados.

Exemplo experimental — ponderando medidas e estimativa inicial dos pardmetros S/A.
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Figura 4.47 — FRFs dos dados experimentais e do medelo ajustado a partir dos parimetros estimados.

Exemplo experimental — ponderando medidas e estimativa inicial dos pardmetros C/A.
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4.2 Aplicacio do método da varidncia minima

Dando continuidade ao desenvolvimento do trabalho e com a finalidade de utilizar desta
vez o algoritmo da variincia minima no processo de ajuste de modelos, este serd aplicado aos

mesmos exemplos usados pelo método da fungéo objetivo.

4.2.1 Exemplo simulado.

A Tabela 4.10 mostra uma comparagdo dos resultados obtidos com o método da varidncia
minima para os casos ndo correlacionado (Collins ef al.,1974) e correlacionado (Friswell, 1989),
aplicados ao exemplo simulado sobredetreminado (secdo 4.1.1) onde os pardmetros a serem
ajustados s@o: arigidez a flexdo EI e as rigidezes translacional K}, e rotacional K, no engaste. Em
ambos casos apresentam-se os resultados com e sem a inclusdo dos autovetores no vetor de dados
medidos. Os valores das varidncias assumidas foi de 1,0E-6 em todos os autovalores e o desvio

padrdo nos autovetores e nos parametros foi igual a 10%.

Valor | . ' Vailor Ajustado

mal Lo s

filHzl

EI[Nm]

K,[N/m] 1 Sem | Em
K. [Nomfradl | Autovetor | % | Autovetor - ‘ Autovetor b
bii 33,89 3741 0,14 37.41 0,15 3744 0,07 3744 0,07 37,46
2 220,60 236,70 0,02 236,70 0,02 236,74 0 236,74 0 236,75
3 614,12 657,34 0 657,34 0 657,34 0 657,34 0 657,34
f4 1156,88 1255,33 0 1255,33 0 125533 0 125533 0 1255,33
ial 182720 1997,20 0,19 1997,18 0,19 1997,30 0,19 1997,30 0,19 1993,49
fo 2708,30 2907,03 0,89 2907,07 0,89 2906,78 0,88 2906,78 0,88 2881,44
EI 4500 4602,2 0,93 4603,8 0,96 4593,00 0,72 4593,00 0,72 4560
Ky 2,00e7 3,739¢7 6,53 3,735e7 6,63 3,763e7 5,93 3,763e7 5,93 4.00e7
K, 5,00e4 9,549%¢e4 4,51 9,528e4 4,72 9,674e4 3,27 9,674e4 3,26 10,00e4

Tabela 4.10 ~ Comparacio dos valores dos dados pseudo experimentais com os valores ajustados usando o
algoritmo da varidncia minima para os casos nio correlacionado (Collins) e correlacionado (Friswell).

Nos resultados apresentados pode-se observar que o caso correlacionado apresenta ligeiras
melhoras em termos das freqiiéncias e valores de convergéncia dos pardmetros quando

comparados com o caso ndo correlacionado. Em ambos casos os dados medidos e os pardmetros
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ajustados apresentam erros inferiores a 1% e 7% respectivamente. Embora o desvio padrdo nos
autovetores no método da fung@o objetivo e a varidncia minima seja a mesma, neste caso a

inclusdo deles no processo de ajuste ndo apresenta influencia nos resultados.

As figuras 4.48 e 4.49 mostram o processo de ajuste para caso ndo correlacionado (al-bl) e
correlacionado (a2-b2), os quais mostram o erro percentual das freqiiéncias e o valor do

pardmetro a cada iteragdo.
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Figura 4.48 — Resuitados do exemplo simulado S/A, caso nio correlacionado e caso correlacionado: (al — a2)

% Erro das freqiiéncias em funciio do n° de iteragdes, (b1 - b2) Valor do paridmetro em funcio do n° de

iteracées.
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Figura 4.49 — Resultados do exemplo simulado C/A, case ndo correlacionado e caso correlacionado: (al - a2)

A

% Erro das freqii€ncias em fungfio do n° de iteragdes, (b1 - b2) Valor do parimetro em fungiio do n° de

iteracgdes.
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Nas figuras anteriores pode-se observar em ambos casos uma rdpida convergéncia do
algoritmo em termos das freqiincias e parfmetros ajustados com e sem a inclusdo dos
autovetores. E importante destacar que embora as freqiiéncias apresentem erros % baixos o valor

dos pardmetros poderia ser melhorado utilizando diferentes varidncias nos dados medidos.

As Figuras 4.50 e 4.51, mostram uma comparacdo das FRFs dos modelos pseudo
experimental e ajustado, obtidos por superposicdo modal do modelo de MEF na faixa de
freqiiéncias de DC- 1500 Hz para o caso ndo correlacionado (al-c1) e para o caso correlacionado

(a2-c2). Em ambos casos pode-se observar uma boa concordincia entre as FRFs pseudo

experimentais e ajustadas.
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Figura 4.51 — FRFs dos dados medidos pseudo experimentais e do modelo ajustado a partir dos parimetros

estimados. Exemplo simulade C/A: caso nio correlacionado (al — ¢1), caso correlacionado (a2 —¢2).
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4.2.2 Exemplo experimental da viga.

De maneira andloga ao método da funcfo objetivo o algoritmo da minima varidncia serd
utilizado para ajustar o exemplo experimental (se¢@o 4.1.3) visto anteriormente. Assim a Tabela
4.11, mostra uma comparacdo entre os dados experimentais identificados via AME e os valores
ajustados usando o algoritmo da varidncia minima. Os parmetros a serem ajustados sdo: o
modulo de elasticidade E e a densidade p da viga. S6 as 5 primeiras freqii€ncias naturais (f/- f5)
sdo utilizadas no processo de ajuste enquanto que f6 serd utilizada para avaliar a qualidade do
modelo. De maneira similar a técnica da funcio objetivo apresentam-se os resultados com e sem
a inclusdo dos autovetores no vetor de dados medidos. Nos casos ndo correlacionado e

correlacionado foi considerado uma varidncia nos autovalores de 5,0E-4 ¢ o desvio padrdo nos

autovetores € nos parametros foi igual a 10%.

Valor | . ValerAjustade '
Toicial ¢ Métododo Collins | Meétodo do Friswell - Valor
f,[Hz] (Medictes e parimetros ndo correlacionados) | (Medicoes e parametros correlacionados) | Medido
EfPa] Sem Erro | Com | Emo | Sem | Ero. |  Com | Erro :
p[Kg/m’] | Autovetor | % | Autovetor | % | Autovetor| % | Autovetor | %
11 14,32 11,77 1,27 11,77 1,27 11,77 1,27 11,77 1,27 11,92

2 89,26 73,421 0,94 73,43 0,94 73,43 0,94 73,43 0,94 74,12
3 244,12 201,94 031 201,94 0,31 201,94 0,31 201,94 0,31 201,32
4 452,89 379,73 0,05 379,73 0,05 379,73 0,05 379,731 0,05 379,93
bl 707,98 598,271 0,005 598,27 0,005 598,27 0,005 598,27 | 0,005 598,24
6 105024 880,76 1,63 880,76 1,63 880,76 1,64 880,76 1,64 866,57
E 71e9| 6,217¢l0 1,42 6,217el0 1,421 6,216e10 1,40} 6,217¢10 1,42 6,13e10
0 2680 3792,6| 23,14 3792,1 23,12 3792,1| 23,12 3792,1] 23,12 3080

Tabela 4.11 —~ Comparacio dos valores dos dados medidos com os valores ajustados usando o algoritmo da
varidncia minima para os casos nio correlacionado (Collins) e correlacionado (Friswell)

Os resultados ndo mostram cambios significativos nos dois métodos. O erro maximo nos

dados medidos ajustados atinge valores de 1,27% e nos parimetros chegam a valores de até
23,14%.

As figuras 4.52 e 4.53 mostram o processo de ajuste para caso ndo correlacionado (al-bl) e

correlacionado (a2-b2), os quais mostram o erro percentual das freqiiéncias e o valor do

pardmetro a cada iteracdo.
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iteracdes.
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Nas figuras anteriores pode-se observar nos casos nio correlacionado e correlacionado
uma rapida convergéncia do algoritmo em termos das freqiiéncias e pardmetros ajustados com e

sem a inclusio dos autovetores.

As Figuras 4.54 e 4.55 mostram uma comparagdo das FRFs dos dados medidos do modelo
experimental e o modelo ajustado, obtidos por superposi¢do modal do modelo de MEF na faixa
de freqliéncias de DC- 1500 Hz para o caso ndo correlacionado (al — cl)e para o caso
correlacionado (a2 — ¢2). Embora os erros percentuais dos valores do pardmetros p sejam altos o
método consegue uma aproximacdo razoavel das FRFs. Uma vez mais esta discordincia é gerada
pela auséncia de amortecimento no modelo do MEF e ao efeito de truncamento modal na

superposigdo, a influencia da inércia da geometria dos acelerdmetros, assim como ao peso dos

cabos de conexdo.
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A Tabela 4.12, apresenta os resultados usando desta vez uma variincia de [Se-4 Se-4 5e-3

5e-3 S5e-3] nos autovalores, pois as freqiiéncias mais baixas possuem menores varidncias e

conservando os mesmos desvios padrdes considerados anteriormente nos autovetores e

pardmetros (10%).

Valor ; ‘Valor Ajustado
p ihifc’ialj - Me:mdo doCollins ‘ ‘Método do Friswell: - Valor
: f: [Hz] (Medmoes ¢ parmetros nio ccrreiacmri‘ados) (Medzgoes e parametros correiacmnados) : : ‘
Medido
E [Pa] ‘Semi . -| Erro Com | Emo | Sem | Emo | Com | Emo
0 {chm 1 Autovetor | % Autovetor G Autovetor T “Autovetor | %
bl 14,32 11,84 0,67 11,84 0,67 11,84 0,68 11,84 0,68 11,92
72 89,26 73,86 0,35 73,86 0,36 73,85 0,37 73,85 0,37 74,12
A 244,12 202,89 0,78 202,88 0,77 202,86 0,76 202,86 0,76 201,32
4 452,89 380,37 0,12 380,36 0,11 380,35 0,11 380,35 0,11 379,93
s 707,98 598,04 0,03 598,03 0,04 598,05 0,03 598,05 0,03 598,24
6 1050,24 881,70 1,72 881,68 1,71 881,68 1,71 881,68 1,71 866,57
E 71e9] 5,906el0] 3,792| 5,907¢10 3,78 5,914e10 3,651 5,914el0 3,65 6,13el0
P 2680 34932 11,83 34945 11,86 3500,9 12,02 3500,9 1 12,02 3080
Tabela 4.12 — Comparagio dos valores dos dados medidos com os valores ajustados usando o algoritmo da

variancia minima para os casos niio correlacionado (Collins) e correlacionado (Friswell)

Como se pode observar a primeira freqtiéncia ajustada foi melhorada assim como os

valores de convergéncia dos parametros (em termos de p). O erro mdximo nos dados medidos

ajustados e inferior al% e nos parmetros o erro é de até 12,02%. Novamente os autovetores nio

influenciam o ajuste.

As figuras 4.56 € 4.57 mostram o processo de ajuste para caso ndo correlacionado (al-bl) e

correlacionado (a2-b2), os quais mostram o erro percentual das freqiiéncias e o valor do

pardmetro a cada iterag@o.
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Nas figuras anteriores pode-se observar que os novos desvios padrdes assumidos nos dados
medidos melhoram a correlagdo. Portanto o erro percentual das freqiiéncias medidas assim como
o valor dos pardmetros apresentam valores de convergéncia mais razodveis quando comparados

com os resultados mostrados na Tabela 4.11. O niimero de iteragcdes aumento ( § iteragdes).

As Figuras 4.58 e 4.59 mostram uma comparagdo das FRFs dos dados medidos do modelo
experimental e o modelo ajustado, obtidos por superposicdo modal do modelo de MEF na faixa
de freqiiéncias de DC- 1500 Hz para o caso ndo correlacionado (al — cl)e para o caso
correlacionado (a2 — c2). Assim a técnica da varidncia minima consegue uma aproximagio
razoavel das FRFs. Uma vez mais esta discordancia € gerada pela auséncia de amortecimento no
modelo do MEF e ao efeito de truncamento modal na superposicdo, 2 influencia da inércia da

geometria dos acelerbmetros, assim como ao peso dos cabos de conexdo.
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Figura 4.58 — FRF's dos dados experimentais medidos ¢ do modelo ajustado a partir dos parimetros
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Figura 4.59 — FRFs dos dados experimentais medidos e do modelo ajustado a partir dos parimetros

estimados. Exemplo experimental C/A: caso nfio correlacionade (al - ¢1), caso correlacionade (a2 - ¢2).
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4.3 Observacdes dos resultados

Os algoritmos da fungdo objetivo e minima varidncia foram aplicados utilizando-se

exemplos pseudo experimentais e reais. Nos dois casos obteve-se resultados satisfatérios.

Quando assumidas ponderacOes e varidncias adequadas, os métodos da funcido objetivo e

varidncia minima apresentam, em todos os casos, erros percentuais inferiores a 1% nos dados
modais ajustados.

E importante observar que tanto para o método da fungdo objetivo assim como para o
método da varilncia minima, as ponderagdes e varidncias assumidas sdo muito importantes para

o sucesso destas técnicas, ponderagdes e varidncias inadequadas levariam a resultados que podem

divergir ou convergir para valores errados dos parimetros ajustados.

As freqiincias utilizadas para quantificar a qualidade do modelo sdo muito importantes

pois elas permitem saber, com antecedéncia, se os resultados do modelo ajustado convergiram

para o valor de pardmetro correto.



Capitulo 5

Conclusoes

Dois algoritmos de ajuste de modelos do MEF usando técnicas iterativas baseadas na
sensitividade que relacionam os dados modais medidos e os pardmetros estimados foram
analisados, implementados em c6digos computacionais e avaliados: o método da funcio de
penalidades e o método da varidncia minima. As avaliacdes do desempenho dos algoritmos foram

realizados usando-se uma estrutura simples tipo viga, com dados experimentais simulados e reais.

Nos exemplos analisados 0 método da func@o objetivo apresenta um melhor desempenho
comparado com o método da varidncia minima. Embora o método da varidncia minima tenha
recebido um interesse consideravel e ser utilizado em pacotes de ajuste comerciais (Mottershead
& Friswell, 1993), o método da fungdo objetivo nos exemplos analisados apresenta um melhor

desempenho tanto em termos dos valores de convergéncia como custo computacional.

No método da variancia minima confirma-se que a técnica do Friswell (1989) além de
convergir mais rapidamente, reproduz melhor os dados medidos, toda vez que esta técnica leva
em conta a correlag@o entre os dados medidos e os parametros estimados ajustados para cada

iteragdo o qual ndo € considerado pela técnica de Collins et al. (1972-1974).

O algoritmo da sensitividade dos pardmetros modais em relagdo aos parametros de ajuste

(Fox & Kappor, 1969), foi implementado e mostrou-se eficiente e répido para os exemplos

avaliados.
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Uma solug¢io adequada ao problema de ajuste de modelos depende em grande parte da
selecdo dos parametros a ajustar, das restrigbes a impor assim como da técnica de ajuste a
utilizar. Portanto ndo € garantida a existéncia de uma solugéo tnica. Valores iniciais que levem o

problema para muito fora da regido do minimo fardo com que os métodos divirjam ou convirjam

para valores errados dos parametros.

E importante levar em conta uma determinada faixa de anélise, onde as freqgiiéncias
influenciem aos parametros a serem ajustados. A experiéncia do engenheiro desempenha assim
um papel importante, pois € ele que determina as estimativas iniciais dos pardmetros assim como

as corretas ponderacdes e/ou variancias.
A seguir sao apresentadas algumas sugestdes para trabalhos futuros:

Utilizar outras técnicas para a determinagdo da matriz de sensitividade, pois modos
proximos e/ou repetidos causaram problemas de mal condicionamento ou uma convergéncia
lenta, e algoritmos como o de Fox & Kappor (1968) ou Nelson (1976), nio poderdo ser usados
satisfatoriamente. Zhang & Lallement (1989) utilizam técnicas de modificagdo estrutural para
separar os modos proximos e tornar o cdlculo da matriz de sensitividade em bem condicionada.

Técnicas aproximadas, tais como diferencas finitas, podem e tem sido usadas para acelerar o

célculo destas derivadas aumentando sua eficiéncia computacional.

Comparar as técnicas analisadas com os métodos que utilizam diretamente as fungdes de
resposta em freqiiéncia como dados medidos, evitando desta maneira a realizaco da extracio das

freqiiéncias e modos via AME. Assim, se poderd ter um maior discernimento sobre o

comportamento destas técnicas de ajuste.

A aplicac@o destas técnicas na detecgo de falhas estruturais.



121

Referéncias Bibliograficas

Allemang, R. J., Brown, D. L. A correlation coefficient for modal vector analysis. Proceedings
of the I-Imac, 1982.

ANSYS54, Finite Element Analysis Program, Swanson Analysis System Inc,1997.

Baruch, M. Optimization procedure to correct stiffness and flexibility matrices using vibration
tests. AIAA journal, v.16,n.11, p.1208-1210, november 1978.

Baruch, M., Bar-Itzhack. I. Y. Optimal weighted orthogonalization of measured modes . AIAA
journal, v.16, n.4, p.346-351, april 1978.

Berman, A. ,Flanelly, W. Theory of incomplete models of dynamics structures. AIAA journal,
v.18, n.9, p.684-690, september 1971.

Berman, A., Nagy, E. J. Improvement of a large analytical model using test data. AIAA journal,
v.21,n.8, p.1168-1173, August 1983.

Blakely, K. D., Walton, W. B. Selection of measurement and parameter uncertainties for finite
element model revision. International Modal Analysis Conference, 2, 1984, Orlando,
Florida, Proceedings. p.82-88.

Caeser, B. Update and identification of dynamic mathematical models. International Modal
Analysis Conference, 5, 1986, Los Angeles, Proceedings, p.394-401.

Chen, J. C, Garba, J. A. Analytical model improvement using modal test results. AIAA journal,
v.18, n.9, p.684-690, september 1979.

Chen, J. C., Kuo, C. P,, Garba, J. A. Direct structural parameter identification by modal test
results. AIAA /ASME / ASCE / MAS Proc. 24™ Struc. Dynam. And materials Conf., p-44-
49, 1983.

Collins, J. D. , Thomson, J. D. The eigenvalue problem for structural systems with statistical

properties. AIAA Journal, v.7, n.4, p.642-648, april 1969.



122

Collins, J. D., Hart, G. C., Hasselman, T. K., Kennedy, B. Statistical identification of structures.
AIAA Journal, v.12,n.2, p.185-190, february 1974.

Collins, J. D., Young, J., Kiefling, L. Methods and applications of system identification in shock
and vibration. System Identification of Vibrating Structures, presented at 1972 Winter
Annual Meeting of the ASME, 1972. p.185-190.

Ewins, D. J. Modal testing: Theory and Practice. Research Studies Press Ltd. 1995.

Fox, R. L., Kappor, M. P. Rates of change of eigenvalues and eigenvectors. AIAA Journal, v.6,
n.12, p.2426-2429, december 1969.

Friswell, M. 1. The adjustment of structural parameters using a minimun variance estimator,
Journal of Mechanical Systems and Signal Processing, v.3, n.2, p.143-155, August 1989.

Friswell, M. 1., Mottershead, J. E. Finite element model updating in structural dynamics.
Dordrecht: Kluver Academic Press, 1995, 286p.

Friswell, M. L, Penny, J. E. T. Updating model parameter from frequency domain data via
reduced order models. Journal of Mechanical Systems and Signal Processing, v.4, n.5,

p.377-391, 1990.

Guyan, R. J. Reduction of stiffness and mass matrices. AIAA journal, v.3, n.2, p.380, february
1965.

Heylen, W., Sas, P. Review of model optimization techniques. International Modal Analysis
Conference, 5, 1987, Proceedings, p.1177-1182.

Ibrahim, S. R., Saafan, A. A. Correlation of analysis and test in modeling of structures
assessment and review. International Modal Analysis Conference, 5, 1987, Proceedings,
p-1651-1660.

Imregum, M., Visser, W. J. A review of model updating techniques. Shock and Vibration
Digest. v.23, n.1, p.9-20, 1991.

Lewis, T. O., Odell, P. L. Estimation Linear Models, Prentice-hall, Englewood cliff, 1971, p.47-
65.

Lin, R. M., Ewins, D. J. Parameter estimation using FRF data. International Modal Analysis
Seminar, 15, 1990, K. U. Leuven, september p.19-21.

LMS-International, User Manual, rev 1.401, 1994.

Martinez, D. R. Parameter estimation in structural dynamic models. Sandia National

Laboratories, Report SAND80-0135, 315p, mar 1981.



123

MATLAB, High- performance Numerical Computational and Visualization software, The
Mathworks-Inc, 1994.

Mitchell, L. D. Complex modes: A review. International Modal Analysis Conference, 8, 1990,
Florida, Proceedings, p.891-899.

Mottershead, J. E., Friswell, M. I. Model updating in structural dynamics: A Survey. Journal of
Sound and Vibration, v.2,1n.167, p.347-373, May 1993.

Mottershead, J. E., Goh, E. L., Shao, W. On the treatment of discretisation errors in finite
element model updating. International Modal Analysis Seminar, 17, 1992, K. U. Leuven,
september p.1245-1262.

Nalitolela, N. G., Penny, J. E. T., Friswell, M. I. A mass or stiffness addition technique for
structural parameter updating. International Journal of analytical and experimental modal
analysis, v.7,n,3, p.1567-168, july 1992.

Nalitolela, N. G., Penny, J. E. T., Friswell, M. I. Updating structural parameters of a finite
element model by adding mass or stiffness to the system. In: International Modal Analysis
Conference, 8, 1990, Kissimere, Florida, 1990, Proceedings, p.836-842.

Natke, H. G. Updating computational models in the frequency domain based on measured data: a
survey. Probabilistic Engineering Mechanics, v.3, n.1, p.28-35, 1988.

Nelson, R. B. Simplified calculation of eigenvector derivatives. AIAA journal, v.14, n.9, p-1201-
1205, september 1976.

Niedbal, N. Analytical determination of real modes from measured complex responses.
Structural Dynamics and Materials Conference, 25, 1984, Palm Springs, may, p.292-295.

O’Callaham, J. C. A procedure for an improved reduced system (IRS) model. International
Modal Analysis Conference, 7, 1989, Las Vegas, Proceedings, p.17-21.

O’Callaham, J. C., Avitabile, P., Riemer, R. System equivalent reduction expansion process.
International Modal Analysis Conference, 7, 1989, Las Vegas, Proceedings, p.29-37.

Pavanello, R. Cddigo computacional MEFLLAB, Unicamp, 1996.

Paz, M. Dynamic condensation method. AIAA journal, v.22,n.5, p.724-727, May 1984.

Santos, J. M. C., Arruda, J. RF. Finite element model updating using frequency response
functions and component mode synthesis. 8 — Imac, p.1195-1201, 1990.

The American Society for Testing and Materials- ASTM, E8M-97:Standard test for tension
testing of metallic materials, 1997, p.77-97.



124

Timoshenko, S. P., Gere, J. M. Mecdnica de Materiales, Mexico D.F., Union Tipogrifica
Editorial Hispano-Americana, 1971, p.9.
Zhang, Q., Lallement, G. Selective structural modifications: applications to the problems of

eigensolutions sensitivity and model adjustment. Mechanical System and Signal
Processing, v.3,n.1, p.55-69, 1989.



Apéndice A

Ensaios de tracao da viga de aluminio

Com a finalidade de determinar o valor experimental do médulo de elasticidade da viga de

aluminio utilizada no experimento, foi feito o ensaio de tragdo da mesma, com corpos de prova

padronizados (Norma ASTM E8M - 97), cujas dimensdes sdo mostradas na Figura Al.

< 100 >
< 30 14_____ 32 ,i 14_32_,
|
- jj —
A X ﬂ
10 f
< 25 » O *{ I“”3

Figura Al - Dimensdes do corpo de prova da chapa de aluminio em mm.

Um diagrama tipico de tens@o — deformacédo estd mostrado na Figura A2. O ponto A define
o chamado limite eldstico do material. A inclinacdo da linha 0A é o mddulo de elasticidade E.

Fisicamente E representa a rigidez do material a um carregamento imposto.

wn
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Tensio ~o
o

0 Deformacio - ¢

Figura A2 - Diagrama tensfo - deformacdo de materiais tipicos.

Com os dados obtidos dos 4 corpos de prova, pode-se tragar os diagramas de tensdo —

deformagdo, como visto na Figura A3.

Ensaio de Tragdo do Aluminio

Tensdo [Kgfimm2]

0 0.01 0.02 0.03 0.04
Deformagio [mmimm]

Figura A3 - Diagrama de tensdo — deformagio dos corpos de prova utilizados.
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Assim, a Figura A4 mostra a regressio linear feita com a finalidade de determinar o modulo

de elasticidade do aluminio, sendo que escolheu-se como limite de elasticidade o ponto a 15

Kgf/mm® no diagrama da Figura A3.

Regressio linear

Tensdo [kgf/mm?2]

deformacdo [mm/mm]

Figura A4 — Anilise de regressdo linear que determinari o médulo de elasticidade E.

A Tabela Al mostra os resultados do ensaio e os desvios padrdes obtidos.

0 0.0005 0.001 0.0015 0.002 0.0025 0.003

kgf/mn” |GPa
Médiado E 6256,5 8,13
Desvio Pad. 144 1,42

Tabela Al —- Media e desvio padric do médule de elasticidade E.



