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Resumo

Capello Sousa, Edson Antonio, Métodos Elementos Finitos e Elementos de Contorno Aplicados
a Problemas Visco-elastodindmicos Transientes: Pré-requisitos para o Acoplamento,
Campinas: Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, 1999.
234 p. Tese (Doutorado)

Neste trabalho desenvolveu-se a formulagio para acoplamento do método do Elementos
Finitos e Elementos de Contorno para solugio de problemas dindmicos transientes em meios
viscoelasticos. A formulacio do MEF transiente viscoelastico, foi realizada diretamente no
dominio do tempo, utilizando o conceito de integrais hereditarias. Na formulagio do MEC, a
resposta transiente ¢ obtida, através de uma inversdo numérica de dominio, a partir da solucao
estacionaria do problema, sendo que, esta ultima ¢ proveniente das fun¢des de influéncia do semi-
espaco. Nos exemplos apresentados, o MEF viscoelastico € aplicado em estruturas de barra e
viga, onde os problemas visco-elastodindmicos e quase-estaticos foram verificados, enquanto o
MEC é utilizado para analisar a resposta dinimica de uma estrutura rigida com e sem massa sobre
o solo viscoelastico. Alguns exemplos verificam a eficiéncia da inversdio numérica aplicada pa
formulacio do MEC. Os resultados obtidos sdo bastante satisfatorios, e as solugbes podem ser
estendidas para outras pesquisas, como analise do comportamento de estruturas viscoelasticas

mais complexas e solugdes de outros problemas dinidmicos envolvendo o semi-espago.

Palavras Chave

- Viscoelasticidade Dinidmica, Analise Transiente, Elementos Finitos, Elementos de Contorno,
Fungdes de Green, Interacdo dindmica solo-estrutura, Inversa Numérica da Transformada de
Fourier



Abstract

Capello Sousa, Edson Antonio, Finite Elements and Boundary FElements Methods for Applied the
Transient Dynamic Viscoelastic Problem: Pre-requisite for Coupling,  Campinas:
Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, 1999, 234 p.
Ph.D Thesis

In this work, the formulation for coupling the Finite Element Method (FEM) and the
Boundary Element Method (BEM) was developed for transient dynamic viscoelastic problems.
The FEM transient viscoelastic formulations was developed directly in time domain, using the
hereditary integrals concept. In the BEM formulations, the transient response is obtained through
numerical inversion of domain, using the stationary solution. The stationary solution is obtained
from the influence functions of half-space. In the demonstrated examples, the viscoelastic FEM is
applied to plane bar and beam structures, where visco elastodynamic and quasi-static problems
were verified. On the other hand, the BEM is used to analyse the transient dynamic response of a
rigid structure, with and wihtout mass, over a viscoelastic soil. Some other examples verify the
efficiency of the numerical inversion applied for BEM formulations. The obtained results were
satisfactory, and the proposed technique can be extended to other research applications as the
study of complex viscoelastic structures behavior, and other dynamic problems involving half-

space solutions.

Key Words

- Dynamic viscoelasticity, Transient Analysis, Finite Element, Boundary Element, Green Function,
Dynamic Soil-structure Interaction, Numerical Inverse of Fourter Transform.
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Capitulo 1

Introducio

O crescente avango que 0s recursos computacionais tem produzido, sobre qualquer area que
se aplique, € inegavel nos dias atuais. Técnicas numeéricas, tal como o Método dos Elementos
Finitos (MEF) e o Método dos Elementos de Contorno (MEC), beneficiam-se fortemente deste
progresso. O MEF tem se consagrado como uma potencial ferramenta para solugio de problemas
na mecinica aplicada. O grande nimero de pesquisas envolvendo este método, resultou em
formulagdes conceitualmente muito bem estabelecidas, ver Zienkiewicz, 1991, Bathe, 1982 e
Hughes, 1987, passando a ser mdispensavel ¢ a fazer parte de um nimero muito grande de
programas comerciais. Sua aplicagio em &reas importantes como mecénica estrutural estatica e
dinamica, transferéncia de calor, termodindmica, viscoelasticidade, plasticidade, etc, tornou-o

extensivamente utilizado nas industrias, sendo muito apreciado por pesquisadores e engenheiros.

Na area de mecénica dos solidos, o MEF possui consideraveis vantagens na solucio de
analises numeéricas hineares e nao-lineares, Bathe, 1982. Suas principais qualidades sdo observadas
na modelagem de estruturas com ndo homogeneidades e geometrias complexas, na facilidade para
impor as condi¢des que definem um dado problema fisico (condigdes de contorno e iniciais), na
relativa familiaridade e facilidade de compreensdo de suas formulagBes matematicas, o que permite
sua extensdo para solucdes de problemas mais complexos, como os ndo lineares, e ainda em uma
guase padronizacdo das suas implementagtes numéricas, que facilita a construgio de um codigo

computacional interativo.



Entretanto, alguns tipos de problemas ainda trazem dificuldades para o método, tais como a
analise de modelos tri-dimensionais, onde a discretizagdo exige uma grande capacidade de
armazenamento € processamento computacional. Outras solugdes de visivel restrigio para o
método, sdo aquelas envolvendo modelagens de dominios que se estendem ao “infinito”, pois
sendo um método caracterizado pela malha finita, este ¢ um problema de dificil solugdo por ele.
Isto é particularmente importante para problemas elastodinidmicos, onde ocorre o fendmeno de
propagacdo de ondas. Quando trata-se de dominios infinitos, como o solo, existem ondas que se
propagam para o infinito, sem serem refletidas, e que carregam consigo energia retirada do meio.
Este fendmeno € chamado de amortecimento geométrico. Quando faz-se o modelo dindmico de
propagacido de ondas no meio continuo, através de uma malha finita, surge implicagdes
relacionadas com a reflexdio de ondas provocadas pelo truncamento da malha, visto que esta ¢
uma caracteristica merente ao método. Algumas tentativas foram feitas, a fim de adaptar o método
para estas solugdes, como alteracdo das condigbes de contorno do problema, por Richart em
1970, ajustes na malha do modelo, por Hadjian ef all e Luco ef all, ambos em 1974, Porém, a
solugdo de maior sucesso foi apresentada por Bettess em 1977, Medina e Penzien em 1982, ¢

Medina e Taylor, em 1983, desenvolvendo os chamados elementos infinifos.

Face as dificuldades da limitagdo da malha finita aplicada 2 um dominio infinito, alguns
métodos numérnicos, tentando supera-las, se desenvolveram muito durante as Gltimas décadas. O
destaque maior foi a evolugio do Método dos Elementos de Contorno. Inicialmente aplicado a
problemas elastoestatico e potencial, como apresentado nos trabalhos de Rizzo, 1967, e Cruse e
Rizzo, 1975, em breve tornou-se uma eficiente ferramenta computacional para outras areas da
mecénica aplicada, como elastodindmica Mansur, 1983, Manolis e Beskos, 1988, inferagio
dindmica fluido-solo-estrutura, Brebbia, 1984, mecénica da fratura, Cruse, 1979, acustica
Ciskowski, 1991, transferéncia de calor Wrobel, 1992, entre outras.

A principal diferenca entre os métodos € que, um caracteriza-se por ser um “método de
dominio” (MEF) e 0 outro por ser um “método de contorno” (MEC). Isto €, no MEF necessita-se
discretizar toda a regiio a ser analisada, enquanto o MEC exige apenas a discretizagio do

contorno desta, quando se trata de problemas lineares. Isto garante ao MEC algumas vantagens



sobre o MEF. Primeiramente, reduz o problema em uma dimensio. Ou seja, em problemas tri-
dimensionals apenas a superficie necessita ser avaliada, problemas bi-dimensionais solucionam-se
com a resposta sobre uma linba, e em uni-dimensionais exige-se alguns pontos escalares para se
obter a solu¢do. Desta forma, o custo de armazenamento de dados e o esforgo de geraciio de
malba sdo bastante reduzidos. E apesar de que, em alguns casos especificos, isto ndo resulte em
um custo computacional total inferior, frequentemente, facilita a geragio da malha para o modelo

NUMErico.

Entretanto, onde o MEC se sobrepde em relagdo ao MEF, € na solucio de problemas que
envolvern dominios infinitos, os quais o MEF possui grandes dificuldades de soluciona-los.
Diferente do MEF, o MEC possui caracteristicas tipicas para aplicacdes em meio infinito, pois este
ndo exige que todo o dominio infinito seja modelado, mas somente uma parte de seu contorno.
Para o problema de propaga¢io de ondas em meios ilimitados 0 MEC fornece uma alternativa
muito eficiente. A formulacdo do método incorpora naturalmente o amortecimento geométrico,

responsavel por uma das formas de retirada de energia do sistema.

Mas, apesar de toda evolugdo do MEC, torna-se dificil acreditar que ¢ este um método
somente com vantagens sobre o MEF. Existem algumas desvantagens do MEC quando
comparado ao MEF. A formulacio envolvida no MEC utiliza equagdes integrais e fungdes
matematicas com problemas de singularidades, de dificil solugio numérica. Enquanto o MEF
geralmente ¢ formulado a partir de equagbes diferenciais que governam o problema a ser
resolvido. A teoria matematica associada ao MEF ¢ mais difundida, e pesquisadores e engenheiros
possuem maior familiaridade com a mesma. Normalmente, aplica-se o MEC para meios
homogéneos, pois quando trata-se de meios envolvendo ndo homogeneidades materiais, por
exemplo, pode-se utilizar técnicas de subestruturagdo, as quais tornam a solugio semelhante a do
MEF, deixando de existir o grande atrativo do método, que € a solugdo através da discretizagio
apenas do contorno. As formulagdes de Elementos de Contorno necessitam das solucdes
fundamentais ou fungbes de Green, as quais estdo disponiveis para alguns casos classicos, restritos

normalmente a problemas lineares. No dmbito da analise ndo-linear 0 MEF ainda reina inconteste.
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Da analise desenvolvida acima sobre os dois métodos, torna-se consenso que ambos,
Elementos Finitos e Elementos de Contorno, possuem vantagens e desvantagens dependendo do
problema a ser analisado. Desta forma, para tornar realidade uma formulagio que aproveite as
qualidades dos dois métodos, o acoplamento entre eles parece ser uma idéia promissora, como
explicitado no titulo do trabalho de Zienkiewcz et all, 1977, um dos primeiros trabathos a sugerir
o acoplamento: “Marriage a la Mode - The Best of Both Worlds (Finite FElements and Boundary
Integrals)”. Algumas dificuldades no acoplamento surgem devido as suas diferentes formulacoes,
ou seja, o MEF ¢ formulado a partir de equagdes diferenciais enquanto o MEC utiliza equacfes
integrais. A formula¢io mais usual do MEF utiliza apenas uma varidvel no seu sistema de
equacdes final, por exemplo deslocamentos no caso elastoestatico, enquanto o MEC resulta em
duas variaveis, deslocamentos € tensdes; e outra diferen¢a ¢ que 0 MEF gera matrizes simétricas e
em banda enquanto o MEC gera matrizes ndo simétricas e cheias. Apesar de que, neste Gltimo
caso, existem alguns problemas em que pode-se determinar matrizes simétricas para a formulacio

de Elementos de Contorno.

Apos o trabatho de Zienkiewcz, 1979, importantes trabalhos desenvolveram o acoplamento
para aplicagbes especificas. Brebbia e Georgiou, 1979, aplicaram o acoplamento para solugio de
problemas da elastoestatica. Kobayashi e Kawakami, 1985, e Kobayashi ¢ Kishima, 1985,
analisaram a intera¢do dindmica entre estrutura e o solo n3o homogéneo, enquanto, Gaitanaros e
Karabalis, 1988, solucionaram problemas de fundacgio flexivel tridimensional, ambos no dominio
da freqiiéncia. Karabalis e Beskos, 1985, e Spyrakos e Beskos, 1986, estudaram interacgiio
dindmica solo-estrutura no dominio do tempo. Estorff e Antes, 1991, aplicaram o acoplamento

para problemas de interac@io dindmica fluido-estrutura no dominio do tempo.

Uma boa aplica¢@o para o acoplamento entre 0 MEF e o MEC esta na analise de problemas
que envolvem dois dominios de caracteristicas diferentes, sendo que um dominio envolveria
estruturas de geometria complexa, ndo homogeneidades ¢ até mesmo ndo -linearidades, enquanto
o outro seria representado por uma regido homogénea com propriedades lineares. Em particular, a
area da Interagdio Dindmica Solo Estrutura (DSSI) parece um campo ideal para a aplicacio das

duas formulacdes em conjunto. Neste caso, o MEF deveria modelar o dominio limitado,



representado por uma estrutura que poderia ter complexidades proprias de uma estrutura

mecinica real, € o MEC trataria o dominio infinito, representado pelo solo homogéneo.

Muitas aplicagdes do MEF e do MEC para problemas da DSSI sdo desenvolvidas no
dominio da freqii€ncia, porém, solugdes transientes (dominio do tempo) parecem mais gerais, pois
pode-se obter respostas a excitagOes transientes, e ndo apenas excitagdes harménicas como ocorre
nas formulagBes em regime estaciondrio (dominio da freqiiéncia). Deste forma, para se obter
respostas transientes, deve-se permitir que as formulacSes do MEF e¢ do MEC solucione

problemas transientes.

Nas analises transientes para tratar problemas da DSSI, o MEF também deve modelar a
estrutura, para obter a resposta transiente desta, enquanto o MEC deve modelar o solo para
caracterizar a propagacdo de onda em um meio infinito. Nessas formulacBes transientes, tanto
para o MEF quanto para o MEC, a principal dificuldade que surge ¢ a incorporagio do efeito do
amortecimento estrutural ou material. Diferentemente do problema estacionario, esta dificuldade
surge pois, a introduc@o de um mecanismo internc de retirada de energia, dado por um fator de
amortecimento, produz modificagdes na equagio de equilibrio dindmico do sistema, inserindo
termos envolvendo a velocidade de propagagdo de ondas, e que gera complicagdes na solugdo
destas equacdes e dificuldades de obtencfio da resposta final no tempo. Deve-se descrever
separadamente, a influéncia que o efeito do amortecimento interno traz sobre as formulagdes do

MEF e do MEC transientes.

Sendo a parte da estrutura mecénica modelada pelo Elementos Finitos, os problemas
dindmicos de estruturas freqiientemente sio solucionados considerando-se apenas o efeito da
rigidez e inércia do sistema. A incorporagio, em um modelo, do amortecimento estrutural, tende a
tornar a modelagem mais realista. Na verdade diversos fendmenos somente podem ser analisados
a partir da introdugio de um modelo de amortecimento nos sistemas dindmicos. Existem varias
formas de se realizar a modelagem do amortecimento material em estruturas. Uma das mais
comuns € através de uma combinagio linear entre a rigidez e a inércia do sistema, ponderados por

coeficientes numericos. Definindo um mecanismo de dissipagiio, chamado de amortecimento



proporcional. Neste caso, através da andlise modal da estrutura, pode-se obter parimetros que
definem um amortecimento material proporcional s matrizes de rigidez ¢ massa. FEsta
aproximagdo tem a vantagem de permitir a decomposigdo modal da equagdo de movimento,
facilitando a solu¢do do sistema de equacbes, apesar de ndio estar associado a qualquer sentido
fisico real.

Uma abordagem alternativa, para se introduzir amortecimento em sistemas elasticos, € dada
pela representacdo integral das equacbes constitutivas viscoelasticas, descrita em termos da
integral de convolugdo de Stielfjes, como mostrado em Gurtin, 1962. Esta representacdo esta, de
fato, associada ao problema fisico da dissipagdo, pois 0 mecanismo de dissipagdo ¢ representado
através das funcdes de relaxacdo e fluéncia, Findley et all, 1976. Estas fungbes permitem a
definiciio de qualquer modelo dissipativo linear e podem ser determinadas experimentalmente ou
através de modelos viscoelasticos tedricos. Os modelos teoricos mais comuns sio os de Maxwell,

Kelvin e a associacdo destes.

Existem pelb menos duas formulagtes para solucionar os problemas envolvendo materiais
viscoelasticos. A primeira € através de equagdes diferenciais € a outra € através da formulagio
integral. A primeira, em grande parte, ¢ desenvolvida utilizando-se da transformada de Laplace. A
segunda, utiliza o conceito de integrais hereditarias, juntamente com a func3o de relaxaciio para
representar as caracteristicas dos materiais viscoelasticos. O MEF pode ser formulado para
solugdo de problemas dindmicos viscoelasticos transientes utilizando-se deste conceito de integrais
hereditarias. Neste caso, o amortecimento material € introduzido na formulacio através da
representacdo integral das equagbes constitutivas viscoelasticas. Como resultado desta
formulagdo, obtém-se um sistema de equagdes integro-diferenciais, que devem ser solucionados
diretamente no dominio do tempo. Acrescenta-se ainda que este tipo de formulagio, podem ser
aplicadas sem qualquer alteragfio para solucio de problemas quase-estaticos, onde os efeitos de

inércia do sistema sio desconsiderados.

Uma vez que 0 MEF estd modelando a estrutura, para completar a solugio do problema

dingmico solo-estrutura (DSSI), a formulagio do MEC deve ser aplicada para a modelagem do



solo. Neste caso, necessita-se também de uma solugdo transiente para o problema. As solucoes
transientes no MEC, também, apesar de mais gerais, sio mais dificeis de serem obtidas,
independentemente do problema a ser analisado. Muitas pesquisas com o MEC aplicadas a DSSI
tem sido feitas utilizando a formulago transiente desenvolvida diretamente no dominio do tempo.
Outras procuram estas solugGes, utilizando-se técnicas de transformagiio integral, relacionando as

variaveis no dominio da freqii€éncia € no dominio do tempo.

Qualquer dessas solugdes possuem qualidades inerentes a4 formulagio e aplicagio. Uma
vantagem que pode ser encontrada nas solu¢Ges que utilizam a transformagao integral de dominio
¢ que esta pode incluir, com mais facilidade, meios viscoelasticos e permitem a obtengio de
solugbes para problemas visco-elastodindmicos fransientes. A vantagem se verifica quando
observa-se a dificuldade que existe na obtencio de solu¢des findamentais, diretamente no dominio
do tempo, € que incorporem o comportamento viscoelastico do meio. Sendo que, este ndo ¢ um
problema das solugdes fundamentais ou funcGes de Green para problemas viscoelasticos, obtidas
no dominio da freqiiéncia. Isto ocorre pois as soluctes fundamentais de problemas viscoelasticos
obtidas no dominio da freqiéncia necessariamente devem ser desenvolvidas no dominio das
varidveis complexas, o que pode ser tratada matematicamente sem grandes dificuldades.
Entretanto, o procedimento para obtengo dessas solugdes no dominio do tempo, obtida através
de uma inversdo analitica, € bastante complicado matematicamente, uma vez que esta inversio
deve ser realizada através de uma integral sobre o dominio complexo. Todavia, para se obter a
resposta transiente final, surge a necessidade de se fazer uma transformacéo inversa do dominio da

freqiiéncia para o dominic do tempo.

As técnicas numericas de transformagdo inversa de dominios, para problemas estruturais
dinadmicos, desenvolvem-se basicamente de duas formas, ou através da transformada de Laplace
ou da transformada de Fourier. A maior complicagio que surge na utilizago da formulagio
através da transformagZo integral de dominio, esta no retorno da solugfio para o dominio original
do tempo. A realizacdo analitica da transformacio integral inversa €, na maioria dos casos, muito
dificil de ser desenvolvida. Uma alternativa para se obter a inversio de dominio, seria realiza-la

pumercamente,



Se a formulaglio ¢ desenvolvida no dominio da variavel de Laplace, deve-se utilizar a
inversfio numeénca da Transformada de Laplace. Muitos trabalhos apresentam formas de se obter
estas inversdes numéricas de Laplace. Entretanto, para problemas dindmicos, os métodos
reconhecidos como os mais eficientes, sio os de Durbin, 1974, e Crump, 1976. Quando a
formulagdo € desenvolvida no dominio de Fourier, a inversdio numérica € obtida empregando a
transformada de Founier inversa, baseada na tdo conhecida FFT (Fast Fourier Transform), que foi

primeiramente apresentada por Cooley e Tukey em 1965.

Deve-se observar, que para utilizar o procedimento de inversio numérica de dominio, é
indispensavel que se obtenha as solugBes estacionarias de forma eficiente e com grande precisio.
O grupo de pesguisa, no qual o autor deste trabalho se insere, tem trabalhado extensivamente
nesta direcio, disponibilizando muitas solugGes estacionarias para varios problemas fisicos. Pode-
se destacar algumas aplica¢des, como problemas de poroelasticidade, Campos, 1995, interacio
dindmica solo-fluido-estrutura, Carvatho, 1995, fun¢bes de Green aplicadas a interagdo dinimica
solo-estrutura, Romanini, 1995, elastodindmica de meios transversalmente isotropicos, Barros,
1997, interagdo dindmica solo-estrutura através do MEC, Pontes, 1992, acoplamento MEF-MEC

para elastodindmica, Capello Sousa, 1992, entre outros.

Finalmente, apos concluir as formulagdes do MEF modelando a estrutura ¢ a do MEC
modelando o solo, pode-se obter a resposta final do problema dindmico solo-estrutura com uma

solugio conjunta entre os dois métodos, obtida através do acoplamento MEF-MEC.

OBJETIVO DO PRESENTE TRABALHO

O objetivo deste trabalho € pesquisar a solugdo de problemas visco-elastodindmicos
transientes através dos Métodos Elementos Finitos e Elementos de Contorno. A aplicacio da
formulagdo deve ser feita para obter a resposta dinimica do problema de interacio dinamica solo-
estrutura. O MEF deve modelar a estrutura viscoelastica, com o auxilio do conceito de equacdes

integrais hereditarias. Enquanto, o MEC deve modelar o solo viscoelastico, a partir da solugio



dindmica estacionaria e transformada para o dominio do tempo, através de uma transformacio de

dominio obtida numericamente.

ESTRUTURA DO PRESENTE TRABALHO

O conteido deste trabalho esta dividido basicamente em trés partes bem definidas. Na
primeira parte apresenta-se uma formulacio do Método dos Elementos Finitos utilizando-se a
representagdo integral das equagdes constitutivas para o meio viscoeldstico. Esta formulacio
resulta em equagdes integro-diferenciais. Na seqiiéncia apresenta-se o algoritmo desenvolvido

para integra¢do direta no tempo destas equacoes.

A segunda parte deste trabalho diz respeito a obtengdo da resposta transiente de estruturas
bi-dimensionais rigidas, com e sem massa apoiadas em um semi-espago viscoelastico (problema da
DSSI). A resposta transiente € obtida por uma inversio numérica, para o dominio do tempo,
partindo da solug@o do problema estacionario, determinada no dominio da freqiiéncia. As solugdes
no dominio da freqiéncia foram obtidas pela superposi¢io de fungdes de influéncia, cuja
metodologia configura uma versdo indireta do Método dos Elementos de Contorno. A terceira
etapa consiste nas discussoes dos pré-requisitos para se obter o acoplamento das duas formulagdes

para analise do problema de interagdo dindmica solo-estrutura viscoelastica transiente.

O segundo capitulo apresenta uma revisio bibliografica cobrindo os temas a serem tratados
ao longo do trabalho. Isto €, desenvolve-se um levantamento bibliografico do estado da arte para
o Método dos Elementos Finitos aplicados a problemas visco-elastodindmicos, o Método dos
Elementos de Contorno transientes, as formas de inversdes numéricas das transformadas de
Laplace e Founier para se obter solugbes transientes partinde da respostas no dominio

transformado ¢ finalmente o acoplamento entre Elementos Finitos e Elementos de Contorno.

O capitulo 3 apresenta uma introdugdo a teoria da viscoelasticidade linear, onde define-se
alguns conceitos basicos de viscoelasticidade, caracterizagio de modelos viscoelasticos e equacdes

constitutivas viscoelasticas.



No capitulo 4, apresenta-se a representaciio integral das equagbes constitutivas
viscoelasticas, definida pela integral de Stielfjes e o principio da superposicdo de Boltzmann. Nas
secoes 4.2 e 4.3 estes dois conceitos sdo aplicados para avaliar o comportamento de modelos

viscoelasticos e solucionar a equagio de equilibrio para o problema dinimico quase-estatico.

No capitulo 5, a representacdo integral ¢ incluida na equacfio de equilibno dindmico
envolvendo o termo de inércia, resultando em uma equagio de equilibrio integro-diferencial (secio
5.1 e 5.2). Na secdo 5.3, esta equacdo integro-diferencial ¢ entdo discretizada aplicando-se a
formulagio de Elementos Finitos, e na se¢io 5.4 aplica-se a formulagio obtida para solucionar o

problema dindmico de estruturas viscoelasticas envolvendo elementos estruturais de barra e viga.

O capitulo 6 € dedicado a uma revisdo da formulagao de Elementos de Contorno ¢ Fungbes
de Green aplicadas na solucdo de problemas visco-elastodindmicos no dominio da freqiiéncia.
Apresenta-se também a formulagdo do problema de interagdo dindmica solo-estrutura (DSSI),

onde a estrutura € considerada rigida com e sem massa.

No capitulo 7, € apresentada a forma para se obter a resposta transiente do meio continuo, a
partir da solugdo no dominio transformado. Esta resposta € obtida através de técnicas de
transformada inversa numérica. Na secdo 7.1, discute-se as técnicas numeéricas aplicadas a
transformada de Laplace e Fourier. Na segio 7.2 é verificada e observada a eficiéncia da inversdo
numérica da Transformada de Fourier. Na se¢do 7.3 sfo obtidos os resultados numeéricos para o
problema de interagdo dinimica de uma estrutura rigida e o solo viscoelastico. Estes resultados
sdo validados e discutidos, comparando-os com os resultados presentes na bibliografia. E em
seguida, na se¢do 7.4, o problema da segdio anterior € analisado incliindo o efeito de nércia da
fundagao.

E, finalmente, no cap. 8, as conclusdes e discussbes sdo apresentadas, mostrando as
contribuicbes que o trabalho pdde trazer, juntamente com as potencialidades das formulacbes

apresentadas para os meétodos dos Elementos Finitos e Contorno, na solugdo de problemas
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dindmicos transientes viscoelasticos. E observado nas conclusdes, que a formulagio pode ser
estendida para obter o acoplamento entre os métodos. Discute-se também, as perspectivas e

possiveis avancos que este trabalho deixa para futuras pesquisas.
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Capitulo 2

Revisio da Literatura

Face a forma que o trabalho se desenvolveu, necessitande de varios assuntos diferentes a
serem aplicados na formulacdo final do problema, esta revisdo da literatura esta dividida em trés
partes distintas. Inicialmente, obteve-se uma [iteratura relacionada aos problemas visco-
elastodinamicos e as formulacdes do Método dos Elementos Finitos para solucionar estes tipos de

problemas.

Em seguida procurou-se apresentar o estado da arte para o Método dos Elementos de
Contorno aplicados a problemas elastodinimicos transientes. Duas formas particulares de se
desenvolver este tipo de formulag¢io foram observadas na bibliografia. Primeiramente, através da
formulacdo de Elementos de Contorno transiente, diretamente no dominio do tempo e em seguida
a obtencio da resposta transiente através de uma inversdo numérica de dominio. Juntamente, com
esta altima parte da bibliografia, foi registrado os principais trabalhos, apresentando formulagdes

diferentes para a inversdo numérica de dominio.

Finalmente, fez-se um levantamento bibliografico abordando as formas utilizadas para

desenvolver o acoplamento entre os métodos dos Elementos Finitos e Elementos de Contorno.
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2.1 Visco-elastodinimica e o Método dos Elementos Finitos

A utilizagdo de estruturas com comportamento viscoelastico tem crescido muito nos tltimos
anos. Estes materiais encontram uma potencial aplicagdo quando deseja-se construir estruturas
que devam estar sujeitas a solicitagSes dindmicas. Em estruturas aeronauticas, por exemplo,
deseja-se obter a redugdio de vibragbes, que ocorrem de forma freqgiiente sobre estas estruturas.
Em outras situagbes, tais como ocorrem em plantas industriais, deseja-se obter a isolagdo de
estruturas que possam estar interagindo com outros equipamentos mecanicos. Neste caso, utiliza-
se fundacOes ou bases de isolagio compostas de materiais viscoelasticos, para instalagdes dessas

maquinas industriais.

Existem duas dificuldades principais a serem superadas nas analises dindmicas de estruturas
viscoelasticas. A primeira delas € a determinagdio, de forma eficiente e segura, das suas
propriedades dindmicas, pois as propriedades dindmicas das estruturas viscoelasticas, muitas vezes
sdo dependentes da freqiiéncia de excitagdo. Por outro lado, uma vez determinadas as
propriedades dindmicas destas estruturas, em muitos casos a modelagem e obtengdo das respostas
dindmicas sio complexas pois suas respostas dependem de muitos fatores externos, tais como a
geometria da estrutura, a freqiiéncia de excitagdo a que a estrutura esta submetida, as variacdes de
temperatura, entre outras. Importantes trabalhos apresentam estudos na tentativa de melhorar as
modelagens de estruturas viscoelasticas através do Método dos Elementos Finitos (MEF). Estes
trabathos devem ser discutidos a seguir.

O Método dos Elementos Finitos tem sido bastante eficiente na solugio de problemas
dinamicos viscoelasticos. Porém, a forma de representar as propriedades de amortecimento interno
ou amortecimento estrutural das estruturas viscoelasticas na formulagio do MEF pode

comprometer a eficiéncia da modelagem.

Algumas analises dindmicas de estruturas viscoelasticas podem ser feitas diretamente no
dominio da freqiéncia. Entretanto, estas analises limitam-se a carregamentos harménicos e

deslocamentos (deformagdes) também harmonicos. As respostas no dominio da freqiiéncia sfo

o
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importantes pois possibilitam avaliar o efeito do amortecimento, principalmente, quando deseja-se
reduzir amplitudes ressonantes em estruturas mecinicas. Na analise no dominio da freqiiéncia, a
formulagiio permite que o modulo de elasticidade, dependente do tempo, seja representado na
forma de variavel complexa, onde a parte real caracteriza o comportamento elastico, € a razio
entre a parte real e a parte imaginaria define o fator de perda, que representa o amortecimento
estrutural viscoelastico. Alguns trabalhos podem ser citados, onde tentativas foram feitas para
solucionar o problema estacionario viscoelastico. Yamada ef all, 1974, obteve a solugio
diretamente no dominio da freqii€ncia, através da solugfio de autovalores e autovetores, para
analisar a resposta em freqiéncia de vigas e barras. Entretanto, o método da resposta em
freqiiéncia direta, apresentado no trabatho, demanda um custo computacional alto guando analisa-
se grandes estruturas. Johnson et all, 1981, propde entdo a utilizagio do método da energia de
deformacdo modal, para obter a resposta estacionaria, a fim de estudar o comportamento de
estruturas de vigas com materiais compostos. Nesta aproximagio, é assumido que os modos nio
amortecidos da estrutura composta com material viscoelastico podem ser tratados como se fossem
puramente elasticos, com um médulo de rigidez definido através de uma variavel real. Em sua
andlise o autor também avalia o efeito da freqiiéncia de excitagdo sobre o fator de perda do

material composto, o qual esta diretamente associado a energia de deformacio modal.

Wilde e Cardon, 1989, exploram em seu trabalho a vantagem da utilizacio direta de
resultados experimentais, obtidos para avaliagdo das propriedades viscoelasticas dependentes do
tempo, utilizando-se de uma formulagdo estacionaria. Este fato possui no minimo uma importancia
nas solugbes dindmicas viscoelasticas, pois eliminam as aproximagdes existentes quando as
propriedades materiais dependentes do tempo sio representadas através de modelos viscoelasticos
classicos, tais como os modelos de Maxwell ou de Kelvin. De forma semelhante, Yiu, 1993,
direciona sua formulacdo para uma aplicagdo direta na solu¢do de problemas de engenharia
envolvendo estruturas dindmicas viscoelasticas. Define-se a propriedade de amortecimento
viscoelastico através de uma matriz de amortecimento diagonalizada, o que facilita sensivelmente a

obtencio da solugdo matematica do problema.
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Maceé, 1994, apresenta uma nova formulagio para viga composta com materiais
viscoelasticos. Em sua teoria para viga composta ¢ definida uma compatibilidade de
deslocamentos e de tensbes que ocorrem nas interfaces entre o material viscoelastico e as placas
externas, incorporando o efeito do amortecimento viscoelastico na estrutura completa. A analise

no dominio da freqgiiéncia ¢ a mesma apresentada no trabatho de Johnson ef all, 1981.

Como observado nos trabalhos anteriores, as solugdes dos problemas dindmicos
viscoelasticos no dominio transformado, podem ser definidas obtendo-se a resposta em freqiiéncia
direta, avaliando-se 0 problema de autovalores e autovetores, ou pelo método da energia de
deformacio modal. Nestes dois casos, as solugdes computacionais sio dificeis de serem obtidas,
pois estas solugbes dependem fortemente da geometria da estrutura a ser analisada, as quais
dificultam a definicio dos autovalores e autovetores mais importantes para a analise. A fim de
reduzir a quantidade de parimetros envolvidos na analise da estrutura real, Bagley e Torvik, 1983,
propdem uma forma alternativa para se obter a resposta em freqiéncia. Através de derivadas
fraccionais para representar a relacio constitutiva tensdo-deformagdo, obtém-se uma reducio dos
parametros fisicos envolvidos na determina¢io das propriedades mecénicas viscoelasticas. A
formulaggo possui ainda a vantagem de evitar a transformada de Laplace para obter a resposta em
freqiéncia, pois esta transformaciio, em alguns casos, exige algumas particularizagdes no

problema real.

As anélises didmicas estaciondrias também sio muito utilizadas para avaliar as propriedades
fisicas viscoelasticas dependentes da freqiéncia. O fator de perda que caracteriza o amortecimento
estrutural € a propriedade mais dificil de ser representada nos materiais viscoelasticos. Alguns
trabalhos foram feitos na tentativa de determinar o efeito da variagdo do fator de perda em fungio
da freqiiéncia, tal como nos trabalhos de Grinenko e Mokeev, 1989, analisando o probiema de um
cilindro revestido por material viscoelastico, Rao et all, 1992, avaliando placas compostas com

materiais viscoelasticos e Rikards et all, 1993, analisando vigas viscoelasticas.

As analises no dominio da frequéncia muitas vezes ndo permitem um estudo do

comportamento dindmico geral da estrutura, pois nio representa a resposta do sistema em tempo
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real, isto é, para alguns problemas existem dificuldades em representar a solugdo transiente,
partindo da resposta no dominio da frequéncia. Portanto, uma avaliagio mais completa do
comportamento dindmico da estrutura deve ser feita no dominio do tempo. Em estruturas
elasticas, de forma geral, as andlises transientes sio particularmente complexas. Quando
associadas as estruturas viscoelasticas, essas solugdes tornam-se ainda mais dificeis. Muitas
pesquisas estdo sendo desenvolvidas com o objetivo de determinar as respostas transientes de
estruturas viscoelasticas. As analises feitas em regime transiente podem ser divididas basicamente
em duas formas distintas: aquelas que utilizam as transformadas de Laplace ou Fourier, para
auxiliar na resposta do sistema, obtendo a resposta final através de uma transformada inversa; e as
solugdes que séo obtidas diretamente no dominio do tempo, sem a utilizagio de qualquer tipo de

transformagao de dominio.

Holziohner, 1974, utiliza a transformada de Laplace para obter a solugio dinimica
transiente. A formulagdo parte da relagiio copstitutiva viscoelastica na forma de operador
diferencial, onde € aplicado o método dos Elementos Finitos, como realizado nas analises dos
problemas quase-estaticos. Nesta equagiio € inserido o termo de inércia, representada pela matriz
de massa do MEF. Esta equacio é entdo resolvida através da transformada de Laplace. Apos a
obtengdo da equa¢do no dominio transformado de Laplace, pode-se inserir as propriedades
viscoelasticas complexas, € em seguida obter a solug@io no dominio de Laplace. Através de uma
inversdo numeérica da transformada de Laplace obtém-se a resposta no dominio do tempo. Neste
trabalho observa-se que a inversio numérica deve ser feita cuidadosamente, uma vez que esta
inversio depende muito do tipo de problema a ser analisado. As inversdes numéricas de Laplace
sdo freqiientes na solucio dos problemas viscoelasticos. Porém, estas inversdes numéricas sio
bastantes distintas quando analisa-se ©o fendémeno de fluéncia de um material viscoelastico,
caracterizando o problema quase-estatico, ou quando analisa-se o fendmeno de vibragbes com o
amortecimento representado pela propriedade viscoelastica do material. Neste altimo caso, isto €
quando estuda-se o fendmeno de vibragGes de estruturas viscoelasticas, deve-se ter maior cuidado
nas inversdes numéricas, uma vez que estas inversdes freqiientemente dependem dos autovalores
obtidos na solugdo. A solucdio apresentada no trabatho de Holzlohner destaca-se por possuir uma

menor dependéncia dos autovalores na sua solugdo numérica. Isto torna a solugio mais geral, pois
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possibilita obter respostas de estruturas mais complexas onde um maior nimero de autovalores

estio envolvidos.

Golla e Hughes, 1985, utilizam o processo de anélise no dominio transformado de Laplace e
obtém a resposta transiente através da transformada inversa, semelhante ao procedimento
apresentado por Holzlohner. Entretanto, através de um sistema que o autor denomina de
coordenada de dissipagio permite-se obter a matriz de elemento viscoelastico que pode ser

inserida diretamente na formulacio do MEF.

Chen, 1995, propbde um meétodo hibrido utilizando a transformada de Laplace ¢ o MEF para
obter a solug@o viscoelastica. Na formulag3o, os momentos fletores € forgas cortantes estdo
relacionados ac gradiente de deslocamentos da viga através de propriedades elasticas dependentes
do tempo, tornando estas relagdes em conformidade com a relagio constitutiva tensio-
deformagéo viscoelastica. Estas fungGes de carregamento s3o inseridas no principio variacional de
Hamilton para obter a formulagio do MEF. Em seguida pode-se utilizar a transformada de
Laplace para obter a resposta estacionaria e novamente uma inversio numérica permite a obtengio

da resposta no dominio do tempo.

Mehl e Miles, 1995, analisam ¢ problema de uma viga com propriedades viscoelasticas. Para
obter a solugdo dinimica no dominio do tempo utilizam a transformada de Fourier inversa (FFT).
As respostas s3o obtidas no dominio da freqiéncia e no dominio do tempo. E apresentado também
uma alternativa para obter a solugio simultaneamente com o auxilio do programa de elementos
finitos ANSYS. Sogabe ef all, 1996, utilizam também a FFT para analisar o problema de
propagacio de ondas em uma estrutura plana.

A solugdo dindmica viscoelastica utilizando método de transformaciio de dominio demanda
na maioria das vezes de um custo computacional alto e em alguns casos, pode introduzir alguns
erros numéricos no processo de inversdo da transformada. Desta forma, a utilizagfio de soluges
direta na vaniavel tempo, tornam-se mais gerais € permitem analisar os fenbmenos que ocorrem em

uma estrutura dindmica de forma mais completa.
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Padorecki, 1986, apresenta uma forma de modelar a estrutura viscoelastica através do
método dos elementos finitos espago-tempo, para estudar a vibragio longitudinal em estruturas de
barras. Na sua formulagdo ndo ¢ feita qualquer transformagio de dominio, obtendo-se a resposta
diretamente na variavel tempo. O método consiste em criar uma matriz de rigidez definida por um

superelemento, onde as propriedades do material viscoelastico estiio representadas nesta matriz.

A maioria das solugGes diretas no dominio do tempo sdo desenvolvidas através da solugdo
da integral de convolucdo de Stieltjes. Neste caso, o mecanismo de dissipagio, representando o
amortecimento material, € introduzido na formulagio através das funcgdes de relaxacio ou fluéncia
dos materiais viscoelasticos escritas para a varidvel tempo. Estas fungdes podem ser determinadas,
tanto exprimentalmente quanto através da escolha de um modelo matematico (modelo de Maxwell

ou modelo de Kelvin) para representar o fendémenc de dissipagio do sistema.

Chen e Lin, 1982, apresentam uma formulacio baseada no método dos elementos finitos
incremental, idealizada por Yagawa et all, 1977, para problemas quase-estaticos. Na formulagiio
apresentada € defimdo que a deformacio total que ocorre em cada passo de tempo ¢ dada pela
soma de parte de deformacgio elastica e parte da deformagdo viscoelastica representadas em cada
passo de tempo. Portanto, a equagdo constitutiva inserida na formulagio variacional de Elementos
Finitos representa uma relagio tensdo-deformacéio, que imp&e uma composigio de deformagdes
elasticas e viscoelasticas. As deformagdes viscoelasticas sdo definidas através da relagdo
constitutiva tensdo-deformac@o e o modelo viscoelastico envolvido, como ocorrem nas solugdes
dos problemas quase-estaticos. Essas deformacbes em conjunto com as deformactes elasticas
podem ser supetpostas nos passos de tempos seguintes. Portanto, a formulagio apresenta uma
forma interativa, onde resolve-se um conjunto de equagSes algébricas. O autor avalia ©
comportamento de vigas viscoelasticas através da formula¢io de Elementos Finitos para tensio

plana.

Com base nesta mesma formulagdo incremental Rencis ef afl, 1990, analisam o problema de

uma viga viscoelastica. No elemento de viga, Rencis utiliza o esquema de integracio de Lobatto, o
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qual é uma forma avancada do tradicional método de integragio de Gauss. Isto permite uma

melhor convergéncia da solugio do problema viscoelastico, com um menor custo computacional.

Wang ¢ Tsai, 1988, apresentam outra forma para solucionar ¢ problema dinimico
viscoelastico diretamente no dominio do tempo. A partir da teoria de placas de Mindlin, os
momentos fletores e forgas cortantes séo associados ao gradiente de deslocamentos, onde o ponto
principal desta formulacio estd em representar esta relagio forca deslocamentos definindo-a em
conformidade com a equacgio constitutiva viscoelastica. Isto se faz inserindo nesta relaciio forga-
deslocamento as propriedades viscoelasticas dependentes do tempo. Estas definicdes de momentos
fletores e forgas cortantes sdo entdo inseridas no principio variacional de Hamilton para obter a
formulacdo do MEF viscoelastico. Através do método das diferencas finitas obtém-se a integracio

numerica da integrat de convolugdo presente na equagdo constitutiva viscoeléstica.

Deve-se observar que qualquer uma das solugSes apresentadas para obter a resposta
dindmica no dominio do tempo dependem basicamente da solugio numérica da integral de
convolugdo existente na definico da equagfo constitutiva viscoelastica. Isto impde um custo
computacional relativamente alto, pois a resposta em um dado passo de tempo depende de todos
os passos de tempo anteriores, exigindo que se armazene todas as informagdes de deslocamentos,
velocidades e aceleragdes definidas nos passos anteriores. Yi et all, 1993, utiliza o principio
variacional de Hamilton para obter a forma de Elementos Finitos dindmico viscoelastico.
Entretanto, esta formulacio ainda exige que se conhega as varidveis dependentes do tempo em
todos os passos de tempo anteriores ao passo de tempo que deve ser avaliado, o que ndo traz
qualquer vantagem, quanto aos recursos computacionais exigidos, sobre os métodos apresentados
anteriormente. Para superpor esta dificuldade, os autores utilizam-se de uma forma recurssiva a
fim de avaliar os pontos no tempo dependendo apenas de dois passos de tempo anteriores,
reduzindo o custo computacional da solugdio. A funcdo de relaxacdo pode ser descrita em termos
das séries de Prony-Dirichlet, a fim de ser introduzida na matriz de rigidez do sistema. Neste
trabalho € analisado o problema dindmico de placas, com amortecimento representado através do

material viscoelastico.
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2.2 Método dos Elementos de Contorno Traunsiente

Idependentemente da técnica numérica de modelagem, Método dos Elementos Finitos,
Métado dos Elementos de Contorno, Método das Diferencas Finitas, etc, que deseja-se proceder,
a obtengio de solucdes transientes freqiiéntemente podemn ser desenvolvidas através de trés
procedimentos: a) determinagio da solugdo harménica seguida pela reconstituigio da resposta
transiente usando sintese de Fourer; b) solugdo do problema no dominio transformado de
Laplace, seguido de uma transformacéo inversa para obter a resposta no dominio do tempo; e c)
formulagdo no dominio do tempo e solugdo em conjunto com esquema de integra¢do direta no
tempo. Nos dois primeiros casos (a e b) limita-se a solugBes de problemas lineares, enquanto no

terceiro caso (¢) pode-se estender o procedimento para solugdes nio-lineares.

O Meétodo dos Elementos de Contorno (MEC) tem se tornado um importante método na
analise em Engenharia para problemas elastodindmicos lineares. Como observado na introdugio
deste trabatho, sua popularidade pode ser atribuida principalmente a reducgiio da dimensionalidade
do problema, alta precisdo, pois as solugbes sdo semi-analiticas, € a introdugdo automatica das
condi¢des de radiagdo em meios infinitos. Sendo que o método € pesquisado mais extensivamente
para problemas estacionarios, encontra-se nas solugdes de problemas no dominio do tempo, um

vasto campo de pesquisa a ser aplicado o método.

A formulagdo de Elementos de Contorno aplicada a problemas dindmicos no dominic da
freqiiéncia esta bem mais estabelecida do que no dominio do tempo. Pesquisas desenvolvendo o
MEC no dominio do tempo estdio ainda por ser exploradas, embora reconhece-se como muito
mais atrativas do que aquelas em problemas estacionarios, especialmente para solugdes ndo

Hneares.

Um dos primeiros trabalhos a solucionar problemas elastodindmicos transientes bi-
dimensionais foram de Cruse, 1968, e de Cruse e Rizzo, 1968, onde o problema dindmico de um

semi-espacgo elastico com cargas transientes ¢ formulado no dominio transformado de Laplace
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utilizando o MEC ¢ entdo obtém-se os resultados no dominio do tempo empregando a técnica de
inversiio numérica de Papoulis, 1957. Uma extensdo deste trabatho foi desenvolvida por Manolis e
Beskos, 1981, onde ¢ estudado ¢ efeito da concentragio de tensdo dindmica em uma cavidade
plana. Neste caso, € utilizado o algoritmo de Durbin, 1974, para realizar a inversdo numeérica de
Laplace. Utilizando as id€ias apresentadas por Cruse e Rizzo, e aplicando neste caso ¢ algoritmo
de Durbin, o autor apresenta uma solu¢do mais geral, a qual n3o esta restrita a problemas
elastodindmicos mais simples, onde as respostas s3o obtidas para espagos de tempos relativamente
curtos. Estas restricGes se devem unicamente ac método de inversdo numérica de Papoulis,

utilizado nos trabalhos de Cruse.

Com uma formulagio direta no tempo, sem inversio de dominio da freqiiéncia para o
tempo, uma das primeiras solu¢des de problemas transientes bi-dimensionais, foram apresentadas
nos trabalhos de Mansur, 1983 ¢ Antes, 1985. Ambas formulagdes utilizam um algoritmo passo-a-
passe no tempo para obter a resposta transiente. Entretanto, a precisio de suas formulagGes
sofrem dos seguintes problemas, como observado por Israil e Banerjee, 1990b: complexidade
matematica resultante do tratamento das funcdes Heaveside nos nucleos das fungtes, suposicdes
simplificadoras para vanaveis espaciais tratando-a com variaghes constantes, modelagem da
geometria do contorno utilizando segmentos de linhas retas, e inadequado tratamento das laterais
e cantos do contorno do modelo. Todavia, estes foram pioneiros com a primeira geragio do MEC

implementado para problemas transientes bi-dimensinais diretamente no tempo.

Spyrakos e Beskos, 1986, obtiveram a resposta de uma fundaclio rigida de superficie e
engastada para carregamento dindmico transiente e ondas sismicas incidentes na fundacdo através
da formulagio de Elementos de Contorno no dominio do tempo. Posteriormente, Spyrakos e
Antes, 1986, fizeram uma verificagdo, comparando a eficiéncia da sua formulagdo com aquela
apresentada no trabalho anterior. Para comparar os métodos, avaliaram as respostas dindmicas
transientes para o problema de fundacio rigida de superficie. Neste trabalho, é mostrado que, o
método da reciprocidade, por Spyrakos e Beskos, demanda uma perda maior de tempo de calculo,

comparado com ¢ método dos residuos ponderados, por Spyrakos e Antes. Deve-se observar que
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a forma apresentada neste ultimo trabalho, é uma melhora na formulacio de outro trabatho,

anteriormente publicado por Antes em 1985.

Posteriormente, utilizando também o método da reciprocidade, Israil ¢ Banerjee, 1990a e
1990b, apresentam algumas simplificagSes na formulagio do MEC no dominio do tempo
associado ao uso de elementos quadraticos isoparamétricos, que permitem uma maior precisio e
generalidade da solugdo, tal como solugdo de problemas com multi-dominios. Neste trabalho,
ainda € utilizado um conjunto de fungdes de interpolagdo para a variavel temporal, sendo esta

linear para a variavel deslocamento e constante para a varidvel tenséo.

Mais recentemente, Coda e Venturini, 1995, apresentam algumas melhoras na solugiio do
problema elastodindmico transiente, procurando minimizar o efeito das singularidades nas
solugdes fundamentais transiente. Posteriormente, Wang ef af/, 1996, utiliza um procedimento de
solugdo no tempo com fungdes quadraticas. Isto €, neste procedimento sio adotadas uma variagdo
temporal quadratica para os nucleos de deslocamentos ¢ variagio temporal constante para os
nucleos de tensOes, € ainda a variagio do campo espacial é assumida quadratica (elementos
quadraticos). Em seguida, Wang et all, 1997, estendem esta mesma formulacfio utilizando um
conjunto de fungdes de interpolagdc quadratica e linear, para a variagio temporal dos
deslocamentos ¢ das tensdes, respectivamente. Nos dois trabalhos, utilizam o teorema da
reciprocidade para a formulagio de Elementos de Contorno transiente, e demonstram a eficiéncia
da formulagdo analisando o problema de propagacic de onda tramsiente elastodindmica bi-

dimensional em uma barra retangular.

A menos do trabatho de Manolis ¢ Beskos, 1981, as demais publicacdes apresentadas
anteriormente para ¢ M¢todo dos Elementos de Contorno transiente, s3o desenvolvidas
diretamente no dominio do tempo. Em principio esta opgdo de formulagdo tem como objetivo
desenvolver uma forma mais adequada para solu¢Ses de problemas ndo-lineares. Entretanto,
algumas dificuldades surgem na utilizacdo destas formulacdes. A primeira, ¢ a complexidade
matematica existente, pnncipalmente no que se refere as integragdes de fungdes singulares, que

algumas vezes geram erros numericos dificeis de ser contornados. E a segunda, esta associada a
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indisponibilidade de solugdes fundamentais ou fun¢des de Green para alguns problemas, pois
existe uma grande dificuldade de sintetizar estas fungBes para problemas mais complexos. De
forma diferente, neste aspécto as solugbes estacionarias s3io bastante disponiveis e foram
extensivamente testadas, produzindo resultados numéricos de qualidade muito boa e eficientes,

para muitos problemas aplicados.

2.3 Inversio Numérica das Transformadas de Laplace e Fourier

Uma forma alternativa de se obter as solucGes transientes, quando na auséncia de solugbes
fundamentais ou fungSes de Green, pode ser partindo-se das respostas em regime estacionario
{(dominio de Fourier) ou no dominio transformado de Laplace, e entio proceder a inversio

numérica da solugdo obtida.

Algumas técnicas de inversao numérica do dominio de Laplace se tornaram fregiientes na
obtengiio de solugBes transientes. Divididos em categorias, dependendo do tipo do método, como
por exemplo, o método da colocagiio, a expansdo em fungbes ortogonais e a utilizagio das séries

de Fourier, pode-se citar alguns trabalhos principais.

Utilizando métodos da colocagiio e interpolagdo, existem o método de Schapery, 1962, ¢ o
método de Stehfest, 1969. O método de Schapery, originou a idéia para o método de multidados
de Cost ¢ Becker, 1970. Estes métodos sdo freqilentemente utilizados em problemas de

viscoelasticidade para solugdo de problemas quase-estaticos.

A segunda categoria ¢ baseado na expansio de fungbes ortogonais, como polinémios de
Legendre e polindmios de Laguerre. Papoulis, 1957, baseia-se em uma expansio de polinémios de
Legendre, enquanto Weeks, 1966 ¢ Piessens, 1970, utilizaram os polindmios de Laguerre para
formular a inversdo numérica de Laplace. Os trabalhos de Papoulis € Weeks sio bastante
referenciados na bibliografia.



E finalmente, uma ultima categoria que pode-se caracterizar alguns métodos, € através da
expansdio em séries de Fourier ou em alguns casos identificado como métodos baseados na
transformada de Fourier. Esta € onde se aglutina a maior parte dos métodos de inversdo numérica
de Laplace, pois s3o mais eficientes especialmente na invers3o de fungdes complicadas e solugdo
de probiemas dinamicos transientes. Primeiramente, quem utilizou este tipo de técnica foi Dubner
e Abate, 1968, que definem a transformada inversa de Laplace expandindo a soluco através da
série de Fourler descrita por cossenos, para obter a inversdo numérica. Com uma conotagio
bastante computacional, utilizou-se ainda da formulagiio apresentada no trabalho de Cooley e
Tukey, 1965, para desenvolver o seu método. Deve-se observar que foi a forma de Cooley e

Tukey que deu origem a tdo conhecida FFT (Fast Fourier Transform).

Posteriormente, Durbin, 1974, apresenta uma nova formulagio, onde pode-se identifica-lo
como um método modificado de Dubner e Abate. Em sua formulagio é apresentada realmente
uma eficiente methora sobre o método de Dubner e Abate, o qual é baseado na série de Fourier
descrita por cossenos. Durbin, por sua vez, utiliza a série de Fourier, combinando ambos os
termos em senos € cossenos da série, isto €, faz uma combinacdo das transformadas de Fourier em
seno ¢ cosseno. Durbin observa que o erro numérico torna-se independente do tempo t, ao invés
de ser exponencial em t, como no caso anterior. Outro fato na modificacdo esta na utilizacio de
um periodo 2T da série trigonométrica, o que toma a inversdo aplicavel a fungdes mais
complicadas. E finalmente o ponto mais importante de sua formulacdo, é obté-la em uma forma
final onde pode ser utilizada a transformada de Fourier rapida (FFT) para obter a inversdo, e que

sugestivamente o autor identifica como FLIT (Fast Laplace Inverse Transform).

Outros dois trabalhos publicados apresentam melhoras nas formulagdes iniciadas por Dubner
e Abate. No método de Crump, 1976, duas diferencas podem ser destacadas do método de
Dubner ¢ Abate. A primeira € que a série de Fourier que aproxima a fungdo inversa possui mais
termos envolvendo fun¢Ses senos e cossenos, e ndo é composta apenas por termos de cossenos
como no caso de Dubner e Abate. A segunda € que esta incorporada na sua formulagdio algumas
transformaces sobre a aproximacio da série que a fazem convergir mais rapidamente. Este

método ¢ bastante citado nas publicacdes para solugio de problemas viscoelasticos. Mais
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recentemente, Honig e Hirdes, 1984, fazem algumas adaptactes na método de Durbin a fim de
aumentar a sua convergéncia, ampliando ainda os problemas fisicos que o método pode

solucionar.

Dois trabalhos avaliam as diferencas entre os métodos de inversio numeérica de Laplace.
Davies e Martin, 1979 ¢ Narayanan e Beskos, 1982, fizeram uma boa discussio analisando os
principais métodos aplicados a problemas lineares dependentes do tempo, onde é apresentado
alguns resultados mostrando as vantagens e desvantagens entre eles. Observa-se que alguns
métodos sio mais ou menos eficientes do que outros, dependendo do problema a ser avaliado. Os
métodos baseados na expansdo da série de Fourier sdo extensivamente utilizados na solugio de
problemas dindmicos transientes, devido a sua generalidade, alta precisio e eficiéncia

computacional.

Existem infinidades de aplicagBes da transformada de Laplace numérica na area de
propagagdo de ondas, dindmica estrutural, viscoelasticidade, condugdo de calor, fluido dindmica,
entre outras areas da mecanica aplicada. Alguns trabalhos envolvendo a formulacio de Elementos

de Contorno podem ser acrescentados neste estudo bibliografico.

Badmus ef all, 1993, utilizou o método de Schapery e em outro trabalho Rajapakse e
Senjuntichai, 1993, utilizaram a inversdo proposta por Stehfest, para solucionar o problema de
poroelasticidade. Abousleiman e¢ Cheng, 1994, trataram o problema de fluxo de Stokes
estacionario e ndo estacionario com o auxilio do método de Stehfest. Tanaka et all, 1993, avaliou
o fator de intensidade de tensdo dindmica com a formulagio do MEC no dominio transformado de
Laplace e através do método de Durbin obteve a resposta no dominio do tempo. Enquanto,
Polyzos ef all, 1994, e Georgiadis et all, 1995, solucionaram ¢ mesmo problema para placas
viscoelasticas obtendo a resposta transiente com método de Crump. Nishigaki, 1996, aplicou as
idéias dos algontmos de inversdo numérica de Laplace baseado na transformada de Fourier rapida

para resolver o problema de acustica.



Neste contexto, para finalizar, pode-se enriquecer este estudo bibliografico inchiindo alguns
trabalhos especificos na area de mecanica estrutural dindmica transiente. Como j& observado no
inicio deste levantamento bibliografico, Cruse, 1968, Cruse e Rizzo, 1968, ¢ Manolis ¢ Beskos,
1981, foram um dos primeiros trabalhos a utilizarem o auxilio das técnicas de inversio numérica
de Laplace, para problemas dindmico transiente com o0 MEC. Utilizaram o método de Papoulis ¢ o
método de Durbin, respectivamente. Em seguida, Manolis, 1983, apresenta um estudo
comparativo entre trés formulagbes com o Método dos Elementos de Contorno transientes, uma
diretamente no dominio do tempo, e outras duas no dominio transformado de Laplace e Fourier,
as quais exigem uma inversao numérica, sendo que, nestes casos utilizou-se 0 método de Durbin
para realizar a inversdo. Sua formulagio de Elementos de Contorno ¢ aplicada para analisar uma

cavidade em um meio infinito.

Ahmad e Manolis, 1987, formularam ¢ MEC em conjunto com a inversio numérica de
Laplace de Durbin para estudar o comportamento dinimico de estruturas tri-dimensionais. Em
problemas de interagdo dindmica solo estrutura (DSSI), Ahmad e Banerjee, 1988, avaliou o
problema de semi-espaco elastodindmico bi-dimensional com MEC para mutli-dominios e utilizou
a mesma inversdo de Durbin, para obter a solugdo transiente. Passaris ¢ Kostoglou, 1992, avaliou
o problema elastodindmico bi-dimensional transiente para analise de tineis subterrdneos, também
utifizando o métedo de Durbin.

Em outras formulagbes de problemas dindmicos transientes o algoritmo de Durbin é
utilizado com sucesso. Mais recentemente, Liu e Antes, 1995, estendeu a formulacio do MEC
para problema dindmico solo-estrutura viscoelastica. Stamos e Beskos, 1995, utilizaram o0 MEC
para analisar grandes estruturas subterrineas tri-dimensionais. E Mohammadi ¢ Karabalis, 1995,
utilizam a metodologia de inversdo de Laplace com transformada de Fourier juntamente com uma

formulagio de acoplamento dos Métodos dos Elementos Finitos e Elementos de Contorno.

Analisando as publicagbes apresentadas na literatura de problemas dindmicos transientes
com inversio de Laplace, pode-se observar que o método de Durbin é efetivamente utilizado para

estes problemas com muito sucesso. A alta precisdo do algoritmo esta bem documentada na
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bibliografia. A Gnica desvantagem do método é que sua formulag¢do, utiliza dados como variaveis

complexas, que aumenta substancialmente o custo computacional da inversio.

2.4 Acoplamento entre os Métodos dos Elementos Finitos e Elementos de Contorno

Os acoplamentos do MEF-MEC apresentados nos trabalhos utilizam em sua maioria,
formas bastante semelhantes ou oriundas dos trabalhos de Karabalis e Beskos, 1985 e Spyrakos ¢
Beskos, 1986 . Estes foram um dos primeiros autores que tratararmn problemas bi e tridimensionais
utilizando a combinacio MEF-MEC para intera¢do solo-estrutura. As fundag¢tes flexiveis sdo
modeladas com o MEF ¢ o solo ¢ modelado com o MEC. Entretanto suas formulagdes foram
simplificadas pela suposigdo de que na interface entre a funda¢io e o solo nio havia atrito, isto &,
as condi¢des de contorno relaxadas entre a fundagfio e o solo. E ainda muitos dos seus resultados
foram obtidos para cargas harmoénicas (passando para o dominio do tempo) e com fundagdes
consideradas sem massa. Baseado nesta formula¢do, Estorff e Prabucki, 1988 e 1990,
desenvolveram uma aproxima¢io MEF-MEC no dominio do tempo mais geral para solucionar

problemas elastodindmicos.

Nestes trabalhos, bem como na maioria dos trabalhos que fazem o acoplamento MEF-
MEC, o acoplamento ¢ desenvolvido tratando a subregido dos elementos de contorno como sendo
do dominio de elementos finitos (super-elemento), transformando a relacio tracio-deslocamento
do subdominio dos elementos de contorno para uma relagio forga-deslocamento, tal como nos
elementos finitos, as quats sdo montadas juntamente com as equagdes obtidas para a subregifio de
elementos fintos. Esta combinaco € chamada de "FE-approach” e sua principal vantagem € que a
parte do sistema acoplado pode ser facilmente incorporado em programa de elementos finitos ja

existente.

No primeiro destes trabalhos de Estorff e Prabucki, 1988, ¢ feita uma comparagio entre os
resultados obtidos pela combinagio MEF-MEC com as solu¢gdes do MEF ¢ do MEC obtidas
separadamente. Sdo apresentados dois exemplos utilizando os métodos, um com o dominio

retangular semi-infinito ¢ o outro com uma fundagdo sobre um semi-espago elastico, ambos
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excitados por cargas dindmicas verticais e horizontais. Em todas as respostas dinimica dos
modelos ¢ mostrado claramente a convergéncia das respostas quando utilizado 0 MEF-MEC
combinados € 0 MEC separadamente, onde o MEC, sempre esta modelando a parte do dominio
infinito do sistema. Por outro lado, como esperado, percebe-se a divergéncia da resposta do
sistema quando os exemplos s30 solucionados apenas pelo MEF, pois neste caso, a modelagem

ndo consegue levar em conta a dissipa¢io de energia do meio infinito.

A analise com dominios retangulares semi-infinitos sdo repetidas posteriormente em outro
trabalho Estorff e Prabucki, 1990, porém com uma analise maior de exemplos. Neste trabalho sdo
usados modelos de massa discreta e continua, mostrando que ndio ha divergéncia dos resultados.
Portanto, conchui-se que pode-se utilizar o sistema de massa discreta, pois esta condicio de
modelagem da massa, exige um custo computacional menor. Outra andlise feita neste trabalho é a
utilizagdo de elementos quadraticos para o dominio dos elementos finitos a fim de verificar a
influéncia sobre a resposta, quando ndo hé uma compatibilidade dos nos na interface dos dominios
acoplados. Este problema pode ser evitado quando utiliza-se elementos lineares para modelar

tamto o dominio do MEF quanto ¢ dominio do MEC.

A mesma analise € feita por Estorff, 1992 com algumas variagbes nos modelos
retangulares semi-infinitos. Sdo solucionados problemas com as regides elasticas retangulares
acopladas a outras regifes elasticas ou a regides com fluido, a fim de mostrar aplicabilidade,
precisdo e eficiéncia das técnicas. Para fazer a validagio das técnicas € comparado os modelos
solido-solido e solido-fluido, sendo o sdlido modelado pelo MEF e solido infinito ou fluido infinito
modelado pelo MEC, com os modelos utilizando apenas o MEC na discretizagio. Novamente ¢é

encontrada uma 6tima convergéncia dos resultados.

A primeira aphcacdo feita neste trabalho € para verificar a precisio dos métodos, variando
o grau de aproximacdo dos elementos. Inicialmente, utiliza-se elementos lineares para o dois
dominios combinados, permitindo desta forma, haver a consisténcia dos graus de liberdade na
interface. Em seguida, elementos finitos quadraticos combinados com elementos de contorno

lineares s@o utilizados. Esta analise ¢ de grande importncia, pois muitas vezes o numero de

28



elementos de contorno que permite uma boa eficiéncia, em computadores de médio porte, é
limitado, ¢ sendo assim, para analisar sistemas muito complicados, muitas vezes esses
computadores ndo sdo suficientes. Observa-se nos resultados que em todos os casos a violagdo da
consisténcia dos nés na interface apresenta diferencas insignificantes nas respostas. Em outra
analise € mostrado que uma malha grosseira para ¢ dominio do MEC ndo influencia a resposta
quando trata-se dos problemas solido-solidos, mas apresenta influéncias maiores para os modelos

solido-fluidos.

E sabido que o MEF possui dificuldades em modelar um dominio mfinito, devido a
reflexdio de ondas nas laterais da malha. Diferentemente o MEC consegue representar essas
radiagtes de ondas. Porém, deve-se observar que os elementos de contorno também devem ser
finitos para representar o0 modelo, ou seja € feito um truncamento da malha de elementos de
contorno para representar o dominio infinito. Isto pode levar a erros de truncamento nos pontos
extremos da malha, sobre os quais deve-se ter cuidado quando analisa-se os resultados obtidos.
Estorff, 1992, faz um estudo através de varias discretizacdes, a fim de avaliar a influéncia desses
truncamentos e o grau de precisdo dessas discretizacGes. Os resultados mostram que a variagdo da
discretizacdo no dominio de elemento de contorno altera muito pouco a convergéncia para a
soluciio do problema solido-sélido, mas possui uma influéncia mais forte para o problema sélido-
fluido. E mostrado ainda que, as discretizacdes do dominio de elementos finitos ndo influenciam a
convergéncia dos resultados. Resultados semelhantes a estes para os dominios retangulares semi-
infinitos e problemas com solido-fluido sZo apresentados no trabalho de Estorff ¢ Antes, 1991,
Neste trabalho € analisado a pressdo hidrodindmica na interface entre o sélido e fluido, mostrando
que a pressdo € mais sensivel do que os deslocamentos, a erros provenientes das aproximacdes
numéricas. Uma Gltima anilise feita neste trabalho € quanto ao custo computacional gasto na
solugdo dos problemas através destas técnicas de acoplamentos. Observa-se dos resultados, que o
numero de elementos usados para modelar o sistema, influenciam fortemente o tempo
computacional. Para as configuraces de modelo analisadas no trabalho, os calculos feitos com a
utilizagdo do MEC modelando o problema sozinho, sempre tiveram um custo computacional
maior do que quando acopla-se o0 MEC com o MEF. Isto porque, para se obter uma boa

convergéncia com a utilizagio do modelo de Elementos de Contorno apenas, deve-se ampliar a
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discretizacdo da malha, o que aumenta o custo computacional, na geracfio das matrizes de

influéncia.

Até o presente momento discute-se apenas os resultados utilizados para representar
modelos simples. Na realidade, a grande aplicagdo da técnica acoplada MEF-MEC ¢ utilizada para
solucionar problemas de solo-estrutura com caracteristicas na maioria das vezes complexas, tais
como o estudo de propagaciio de ondas no solo, onde existe a presenca de trincheiras, inclustes

como tuneis, barragens, solos estratificados, etc.

Um trabalho importante na area ¢ o de Estorff ef all, 1990, o qual estuda problemas de
cargas transientes em semi-espago elastico homogéneo e de um solo estratificado. Algumas
observagdes sdo feitas pelo autor na solugdo dos problemas utilizando a combinagio MEF-MEC

no dominio do tempo e da fregiiéncia.

Um problema comum € a analise do comportamento dindmico de um semi-espaco excitado
por uma carga transiente. Neste caso a carga ¢ aplicada em um determinado ponto da superficie
do semi-espaco e entdo mede-se 0s deslocamentos de outro ponto, diferente deste onde a carga
esta aplicada. Isto permite a verificagio do processo de acoplamento comparando as respostas
com os resultados encontrados para o mesmo problema modelado pelo MEC. Os trabalhos de
Estorff e Prabucki, 1990 e Estorff e all, 1990 apresentam esta verificacio. Em uma analise tri-
dimensional, Coda, 1995, também obtém a solucgfio transiente para o semi-espago, avaliando a
interagdo solo-estrutura através do acoplamento MEF-MEC. A sua formulagio é desenvolvida

diretamente no dominio do tempo.

Utilizando uma formulacido semethante a estes trabalho citados anteriormente Estorff e
Kausel, 1989, analisa uma fundacdo sobre um meio semi-infinito. Os resultados dos deslocamentos
obtidos com a excitagdo de uma fundagio rigida sem massa e flexiveis sio comparados. Sio
analisados também © que ocorre com a variagio da massa de uma fundagio flexivel, pois uma
fundagdo com massa tem suas proprias freqiéncia de ressondncia, as quais influenciam no

comportamento dindmico do sistema acoplado.



O isolamento de vibracdes de estruturas ocasionadas por ondas transmitidas através do
solo é um importante problema de Engenharia que pode ser resolvido por meio de trincheiras. A
combinagdo do MEF e do MEC € uma ferramenta muito eficiente para investigar esses sistemas:
discretizando a trincheira e uma pequena porgdo do meio continuo por elementos finitos, torna-se
muito facil variar a profundidade e as propriedades do material que preenche a trincheira. O
elemento de contorno, por sua vez, devera modelar o restante do meio continuo. E ainda, o
problema da causalidade que € observado no caso da utilizagio do elemento de contorno apenas,
(apresentado em detalhes no trabalho de Estorff e all, 1990, ndo ocorre neste caso. Estorff e
Kausel, 1989, mostram, por exemplo, que uma trincheira totalmente vazia n3o necessariamente
reduz os deslocamentos da superficie do solo, por causa da perda de rigidez na vizinhanga da
trincheira. Portanto, seu uso para problemas de 1solamento de vibragGes pode ser questionavel em

alguns casos.

O comportamento dindmico de estruturas subterraneas como tineis e escavagdes tem sido
estudada com bastante freqii€ncia por pesquisadores. Problemas elastodindmicos com cavidades
cilindricas, esfénicas ou elipticos possuem muitas vezes solugdes analiticas. Porém solugdes de
geometrias complexas ou ainda com materiais elasticos, tornam indispensaveis a utilizagio de
métodos numeéricos. Deste forma como na maioria dos casos onde sdo considerados os dominios
infinitos, deve-se considerar a modelagem com a utilizacio de elementos de contorno ou 0 método
combinado MEF-MEC. A fim de mostrar como o processo de acoplamento pode solucionar esses
problemas complexos, Estorff e Kausel, 1989, modelam um tinel retangular proximo da superficie
do solo. E mostrado a influéncia da presenca do tinel na resposta dinimica de um ponto na

superficie do semi-espago, onde ocorre a excitagdo.

Em outro trabalho de Estorff, 1991, esta analise € feita com mais detalhe, fez-se uma
variagdo de parametros como as dimensdes da inclusdo e relagio da rigidez da inclusio e do solo.
As estruturas modeladas por elementos finitos normalmente s3o estruturas elasticas que podem
estar em contato colado sobre o solo ocu muitas vezes engastadas no solo. Neste mesmo trabalho

de Estorff discute-se 0 comportamento dindmico de um bloco elastico com massa, representando a
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estrutura sobre o solo e, excitado dinamicamente por uma carga transiente. O bloco em alguns
exemplos possui uma pequena parte engastada ao solo. Toda parte do bloco é modelado com
elementos finitos para deformagdo plana e o restante do solo é modelado por elementos de
contorno. O trabalho mostra a influéncia da rigidez do bloco e do solo na resposta dinimica do
sistema. Outro efeito importante sobre a resposta do sistema, também analisado neste trabalho, ¢
quanto a influéncia das dimensdes do bloco: relagio altura e largura do bloco, e o efeito do

engastamento do bloco no solo; relagio profundidade da parte engastada e a largura do bloco.

Em muitos estudos de interag@io solo-estrutura, uma estrutura é considerada desprezando-
se os efeitos causados por sistemas adjacentes. Entretanto, em muitos casos as maquinas estio
proximas de outras maquinas e esses efeitos adjacentes ndo podem ser desconsiderados. Estas
fundagdes, que ndo sdo diretamente excitadas por uma carga dindmica, chamada de fundacdo
passiva, podem ser influenciadas significativamente pela propagacdo de ondas através do solo,
oriundas da fundagdo que esta sendo excitada, ou da fundagdo ativa. Além disto, a presenca desta
fundac¢do proxima, influencia na vibragdo da fundagfio excitadora, através da reflexio de ondas
pelo solo. Este estudo, tanto do comportamento do bloco que esta sendo excitado, guanto do

bloco que ndo recebe cargas dinamicas externas, sio analisados neste trabalbo de Estorff, 1991

Finalmente, uma outra aplicacio da forma combinada MEF-MEC é a solucio de
problemas praticos envolvendo fluido-estrutura. Uma analise primaria foi discutida anteriormente
para um dominio retangular semi-infinito utilizando fluido-estrutura. A aplicagio mais comum
utilizando fluido estrutura sio as analises em barragens de dgua, afim de assegurar-se que a
barragem ndo falhe na ocorréncia de um terremoto. Estorff e Antes, 1991, discutem a resposta
dindmica de um ponto sobre a barragem e a pressio dindmica de um ponto da barragem em funciio

do nivel de agua. Em ambos os casos a barragem € excitada por uma carga transiente.

No contexto de um trabatho que se desenvolve utilizando-se de varias técnicas de solucdo de
problemas dindmicos, a idéia fundamental foi desenvolver uma metodologia que suprisse algumas
necessidades, que os métodos teriam para solu¢io de problemas desta natureza. Na revisio

bibliogréafica apesentada, observa-se um consenso que as formulagGes diretamente no dominio do
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tempo, sdc mais gerais, independentemente do método que se utiliza. Entretanto, enquanto que
para 0 MEF, esta € uma forma mais viavel, para permitir solucdes mais gerais, para 0 MEC, esta
solucdo sofre de alguns complicadores, principalmente com relagio a obtengdo de solugbes

fundamentais transientes, como observado nas discussdes anteriores.

No que se refere a formulacdo de Elementos Finitos viscoelastico, o trabalho de Yagawa et
all, 1977, apresenta a idéia inicial do procedimento incremental para problemas quase-estaticos.
Esta forma incremental para problemas viscoelasticos, apresenta-se nos trabathos publicados,
sempre aplicada na solu¢do da integral de convolugio de Stieltjes. Outros autores seguiram este
procedimento, a fim de estender esta formulacio do problema quase-estitico para o problema
dindmico e aplicam integradores diferenciais para obter a solugfio da equagiio de equilibrio
dindmico. Neste trabalho, ¢ que se faz ¢ formular a solugdo da equacdo de equilibrio dinfmico, a
qual chamamos de equacdo integro-diferencial, de tal forma que se minimize as variaveis do
problema dependentes dos passos de tempo anterior. Pois isto esta intrinseco a forma incremental,
quando aplicada na solugdo da integral de convolugio do problema viscoelastico, € esta presente

em todos os trabalhos analisados nesta bibliografia.

Quanto a formulagio desenvolvida para a solugdo do Elemento de Contorno transiente, o
ponto fundamental € a utilizagio da solugiio através da transformacdo de dominio. Deve-se
observar que esta pode nfo ser a forma mais geral, mas em solugBes de problemas lineares, parece
ser a formulag3o mais viavel, em virtude das inimeras dificuldades das solugdes direta no tempo,
j& extensivamente discutidas neste trabatho. As solug@es utilizando-se inversio de dominio ¢ uma
técnica bastante difundida na aplicagdo de inimeros problemas de engenharia, mas sdo
principalmente desenvolvidas através de formas analiticas de inversdo. Para as respostas dinimicas
com ¢ MEC, Cruse e Rizzo, 1968, iniciaram a utiliza¢io deste procedimento, utilizando inversdes
numéricas. Seguida por inumeros autores, observa-se que a eficiéncia da solugdo, depende
fundamentalmente da técnica de inversio numérica utilizada e cuidados na aplicagio desta
inversdio. Neste trabalho, buscou-se utilizar a forma considerada mais eficiente de inversio tanto
para dominio de Laplace (método de Durbin) quanto para o dominio de Fourier (FFT- Fast

Fourier Transform) para se obter a solugio dindmica transiente. Deve-se observar que em muitos

L
[VF)



trabalhos avaliados pa bibliografia, as solugbes dependiam muito dos recursos computacionais
exigidos, o que as tornavam ineficientes. Com os imprescindiveis cuidados na aplicaciio das
inversdes e facilidade de recursos computacionais para avalia-las, pode-se mostrar neste trabalho,
que essas técnicas produzem respostas bastante eficientes. Acrescenta-se a isto, a utilizagio de
solugbes estaciondrias com alta preciso numérica, pois estas sio os pontos de partida para a
obtencédo da resposta transiente através da inversdo. Este ¢ um fator preponderante na escolha da
formulagdo apresentada neste trabalho, uma vez que o grupo de pesquisa vem desenvolvendo
estas solugdes por alguns anos. Portanto neste trabalho, as solucdes estacionarias utilizadas, bem
como a forma de aplicacio da inversdo numeérica aos problemas avaliados, sfio diferentes daquelas

encontradas na revisdo bibliografica presente.

E finalmente, as formulagdes do MEF e do MEC podem ser utilizadas para obter uma
resposta através do acoplamento entre os métodos. Entretanto, devido a forma como estas
solugdes transientes foram obtidas, ndo permitem uma imediata associacfio entre os métodos tal
como ocorre nas solugdes estacionarias. Na bibliografia apresentada, os trabalhos apresentam
diferentes formas de obter o acoplamento entre o Elementos Finitos e Elementos de Contorno.
Porém, em todos os casos, as formulagbes dos dois métodos obtidas separadamente, sio
desenvolvidas no mesmo dominio, isto €, no dominio da frequéncia ou no dominio do tempo.
Neste trabalho, a formulagio do MEF é desenvolvida totalmente no dominio do tempo, enquanto
o MEC ¢ desenvoivido no dominio estacionario e sua resposta € transformada para o tempo. Esta
forma de obteng@o das solugdes independentes, exige que o acoplamento seja desenvolvido de

forma diferente daquelas tradicionalmente apresentadas na bibliografia aqui presente.
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Capitulo 3

Teoria da Viscoelasticidade / Modelos Constitutivos Viscoelasticos

3.1 Introducio & Viscoelasticidade - Conceitos Basicos

O estudo da teoria da viscoelasticidade linear é relativamente mais complexo do que os
estudos tradicionalmente apresentados na teoria da elasticidade linear.

Pode-se considerar viscoelasticco um material que se comporta com variagdes nas
deformacgdes em resposta a uma tensio aplicada. Isto é, quando aplica-se uma tensfo sobre um
material, este deveria manter constante sua deformac@o até que as tensdes se modifiquem. Porém
como © material tem um comportamento viscoelastico, as deformagdes dependem do tempo de
aplicacio da carga para continuar deformando. Portanto, quanto maior o tempo de aplicagdo da
carga (tensdo), maior serdo as deformagdes e vice-versa. Desta forma um material viscoelastico se
difere do material elastico pois as deformacgdes nio estdo relacionadas diretamente as tensdes
aplicadas, mas também a0 tempo de aplicagio das tensdes.

Estes efeitos estdo associados ao fendmeno de fluéncia (“creep™) quando o material esta
submetido a tensdes constantes e aoc fenémeno da relaxagdo quando submetido a deformacdes
constantes. O fendmeno de fluéncia pode ser explicado como uma acomodacdo entre as camadas
(ou particulas) de um material submetido a um nivel de tensdio. De forma semelhante a relaxacdo
reduz os niveis de tensdo do material devido as deformagfes iniciais.

Deve-se observar também que muitos materiais comportam-se como linear ou quase linear

guando submetidos a baixos niveis de tensdes enquanto que este mesmo material pode se



comportar como ndo linear quando submetidos a niveis superiores de tensdes. Alguns fendmenos
comuns em viscoelasticidade sdo:

- elasticidade instantinea;

- fluénceia sob tensdo constante;

- relaxacido de tensdo sob deformagdo constante;

- recuperacgio instantines;

- recuperacio defasada (“delayed”™).

Um conceito fundamental no desenvolvimento da teoria da viscoelasticidade € o conceito de
integrais de convolug@o de Stieltjes. Estas integrais permitem caracterizar a relagio constitutiva
viscoelastica tensdo-deformacdo. A convolugdo de Stieltjes muitas vezes pode ser representada na
forma da integral de convolugdo de Riemann. Esta altima freqiientemente utilizada em problemas
solucionados diretamente no dominio do tempo. A compreensio desses conceitos basicos é
imprescindivel no desenvolvimento da solugdo de problemas em viscoelasticidade.

Existem duas formas de representar a equacfo constitutiva viscoelastica, que s#o a forma de
operador diferencial ¢ a forma de operador integral. A forma de operador diferencial exige a
transformacdo de dominio na solugio dos problemas, tradicionalmente as transformacdes sdo
desenvolvidas através das transformadas de lLaplace. A formna de operador integral permite
escrever a relagdo constitutiva diretamente na varidvel tempo, tornando-se portanto uma forma
mais geral onde a propriedade material dependente do tempo € utilizada diretamente na relagdo
tensdo-deformagio, ndo necessitando de transformagdes de dominio. A formulacio viscoelastica
na forma integral, por definicio, utiliza das integrais de convolugiio para definir as equagdes
constitutivas.

Neste capitulo sera apresentado um estudo detalhado dos conceitos basicos e propriedades
matematicas envolvidas na convolugio de Stieltjes. Posteriormente deve ser solucionado
numericamente a equagdo constitutiva viscoelastica tensio-deformagio. As propriedades matenais
envolvidas na relagio constitutiva sdo determinadas através dos modelos viscoelasticos, tais como
os modelos viscoelasticos mais comuns, que sio os modelos de Kelvin e modelos de Maxwell. A

determinag3o dessas propriedades materiais dependentes do tempo, isto €, os modulos de



Relaxagdo e os modulos de Fluéncia dos modelos viscoelasticos, também esta apresentada na
analise.

Finaimente, ¢ formulada a equagio de equilibio para o problema viscoelastico
unidimensional, utilizando-se os modelos viscoelasticos avaliados anteriormente para representar o
comportamento do material. As caracteristicas viscoelasticas desses modelos sio definidas em

fungdo de seus parametros de rigidez e amortecimento.
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3.2 Modelos Viscoelasticos - Modulo de Relaxacio e Modulo de Fluéncia

Elementos Basicos: Mola e Amortecimento
Em todos os modelos as molas sdo lineares e 0 amortecimento viscoso € linear. A mola pode
ser representada por:
o=Re 3.1)
onde R representa a constante de mola ou o modulo de Young. Deve-se observar que a mola

possui elasticidade nstantinea. Um amortecedor viscoso linear pode ser representado por:

o= nw&»{ =nE (3.2)

onde n € conhecido como coeficiente de viscosidade. A equagdo estabelece que a taxa de
deformagdo ou velocidade de deformagdo () ¢ proporcional a tensdo. Isto significa que o
material se deformara continnamente em uma razdo constante quando esta sujeita a um passo de
tempo constante. Ou seja, a cada passo de tempo, mesmo que a tensdo se mantenha constante, o
material viscoelastico continua a se deformar, o que difere do material eiastico {mola elastica) que
uma vez atingida uma dada tensio ndo mais se deforma até que esta tensio tenha uma variagio.

A deformacio pode ser representado pela funco delta Dirac (6(t)), onde &(t) = O para t = 0
e &(t) = oo para t = 0. Assim a tensdo resultante relacionada a deformacio pode ser representada
por,

o(t) = e, 5(t) 3.3)

Observa-se que a tensio infinita € impossivel, portanto € também impossivel impor
instantaneamente qualquer deformacdo finita ao amortecedor.

Dois modelos mais comuns para representar o material viscoelastico, dos quais pode-se
fazer uma composi¢do para obter variados tipos de representaces dos materiais viscoelasticos,
sdo os modelos de Maxwell e Kelvin.

- Modelo de Maxwell - representado por uma mola e um amortecedor colocados em série.

- Modelo de Kelvin - representado por uma mola e um amortecedor colocados em paralelo,
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Deve-se notar que nem o modelo de Maxwell, nem o modelo de Kelvin representam o
comportamento de muitos materiais viscoelastico. O modelo de Kelvin nio representa a
deformacdo independente do tempo tanto no carregamento quanto no descarregamento, nem
descreve a deformacdo permanente ap6s o descarregamento. O modelo de Maxwell modela a
recuperagdo ndo dependente do tempo e n3o modela o decréscimo da velocidade de deformagio
sob tensdo constante. Ambos os modelos mostram a velocidade de deformagio finita, sendo que a
velocidade de deformagdo para muitos materiais é muito rapida, resultando grandes deformagées,
o que ndo permite caracterizar o problema com uma teoria de viscoelasticidade linear.

- Modelo de Burgers ou modelo de quatro elementos - representado por uma associago entre os

modelos de Maxwell e Kelvin colocados em série.

3.2.1 Modelo de Kelvin

Fig. 3.1 - Modelo Viscoelastico de Kelvin

Sera deduzido o Médulo de Relaxacdo e o Modulo de Fluéncia para 0 Modelo de Kelvin.
- Condigdes de Equilibrio Cinematico:
E£=& =&, (3.4)
- Condicdes de Equilibrio de Forgas:

. 0,=Es
o=0;,t0, e ainda . (3.5)
: o, =né

Portanto pode-se utilizar a equagio de equilibrio de forgas para escrever,



. . E ©
GﬂEa-l-r]e:}a—%*;;em; (3.6)

Esta ¢ a equagdo diferencial para o modelo viscoeldstico de Kelvin. Pode-se aplicar a

transformada de Laplace sobre a equacdo acima, que resulta,

( )

3 L L 3.7
= ol #3 .
L3+E JTI

A funcdo tensdo dependente do tempo € definida como uma func¢fo constante, tal como
o(t) = o, H(t), onde H(t) € a fungio Heaviside. A transformada de Laplace desta fungio resulta

onde s € a variavel do dominio de Laplace.

> Substituindo esta na equagio da deformacdo, obtem-se,

TR

el

ou manipulando-se esta equagdo pode-se obter,

S=

( \

ci_{

- 1
f=—oy—— (3.9)
g s+/J

LA g

Aplicando entdo a transformada de Laplace inversa, sobre a variavel “s”, na equacfio acima,
obtém-se a equagio no dominio do tempo,
(15
o, BN 1-e /M
=—211_ o/ -
s(t)=—2{1-¢ " |=s(t) t = Js (3.10)

Portanto define-se a Modulo de Fluéncia J(t) para o modelo de Kelvin, como sendo,
(1 — 1 ..E/ t
=E 1-e /7 (3.11)

&t x(
Em seguida pode-se obter a Modulo de Relaxaciio E(t) para o mesmo modelo de Kelvin.

Parte-se da relagiio de tensio e deformagdo no dominio transformado, relagio £(s) e 6(s),

()

1 1.
isto &, £ = - |—0o.
Ls+§*;?J?7




Pode-se entdo isolar a tensao,
&=(ns+E) (.12)
Utiliza-se neste ponto uma deformacio constante para obter as tensGes resultantes desta

deformagdo. A deformacio e sua respectiva transformada de Laplace é definida como,

~" &, .y - -
)= Ht)y > &= e que pode ser substituida na rela¢io tensdo-deformacio,

- 1 R E
o= (nso +Eg, g} =>06= 80(1’1*%- ”;") {3.13)
Aplicando a transformada de Laplace inversa tem-se,
oft) = £,(nd(t) + E) = oft) = (E+nd(d)e, (3.14)
E finaimente define-se a Médulo de Relaxagdo E(t) para o modelo de Kelvin,
E(t)= E +nd(t) (3.15)

onde &(t) é a funclo Delta de Dirac.

A equacdo 3.15, define uma caracteristica importante no modelo de Kelvin, onde ndo ¢
possivel determinar a tensdo em fingio de uma deformagdo inicial. Isto ocorre pois o segundo
termo que define a fungdo de Relaxacgdo E(t) (3.15), esta associado a funcio delta de Dirac o (t).

Isto representa uma tensdo mnfinita, quando aplicada uma deformacio instantanea sobre o modelo.
Desta forma, apesar de definida matematicamente, ndo € possivel na pratica, determinar uma

deformacdo inicial instantinea sobre uma estrutura viscoelastica representada pelo modelo de

(4]
I F S F
E €1
—3 3
L{) £2
lo

Fig. 3.2 - Modelo Viscoelastico de Maxwell

Kelvin.

3.2.2 Modelo de Maxwell
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Deve-se seguir os mesmos procedimentos utilizados anteriormente para determinar o
Moédulo de Relaxagio e o Modulo de Fluéncia para os modelos utilizados nos probiemas
viscoelasticos.

- Condicdes de Equilibrio Cinematico

=g +&,
T (3.16)
= E=E +E,
- Condigtes de Equilibrio de Forcas
o~k 3.17
o= NE, (3-17)

Das condigdes de equilibrio cinematico pode-se definir a equagdo diferencial do problema.
Deve-se observar que para se utilizar a primeira delas, isto €, £ = &, +&, deveria ser conhecido &,
através da definigdo de £,, 0 que € uma tarefa dificil, pois necessita-se conhecer ¢ comportamento
de £, para executar uma integraciio no tempo sobre este termo. Mas, se for utilizado a segunda
das relagdes (£=¢,+£,) a formulacdo torna-se mais imediata pois pode-se utilizar £ e &,
diretamente das condigdes de equilibnio de forgas. Portanto,

£=§ +&, (3.18)
das condicdes de equilibrio de forgas o = Eg, => o = E&, e 0 =17¢,

f=g— (3.19)

Portanto esta € a equagdo diferencial a ser solucionada. Pode-se aplicar a transformada de

Laplace nesta equagdo, para obté-la no dominio de Laplace, isto &,

. 1A+€s . (1+ 1) 320
T s e el €3 2 [ o .
© EG STy e E sn ( )

Pode-se utilizar a tensio o(t) como sendo uma tensdo constante no tempo, isto €,

oft) = o, H(t), onde H(t) ¢ a funcdo Heaviside. A transformada de Laplace desta fungdo pode ser

. . 1 . o,
obtida como, 6= O'a{"s'} =6=—*
Substituindo a tensdo acima na equagio do dominio transformado pode-se obter,

PN LU PR £ SN S 0% .
E sq ES’Ir‘S31:"&57;5;2 3.21)
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e utilizando a Transformada de Laplace inversa, tem-se,

S

g()= © + %’*t = g(t) = (—é + ;1; t)co (3.22)

Finalmente define-se 0 Modulo de Fluéncia para o modelo de Maxwell dependente do tempo

J(t), como sendo,
I(t)‘-——-—1 Ll t 3.23
n ( e )

Em seguida pode-se obter a relagio de o(t) para £(t) constante, afim de definir o modulo de

Relaxacio para o modelo de Maxwell.

o .. . O O .~ (1 1
Da equacéo diferencial, £ = §+;?— obtem-se a Transformada de Laplace, £ = (E +—

sn
A fungdo de entrada neste caso sera &(t) constante no tempo, isto é, &(t)= g H(t), e sua

-

~ & . .
transformada € dada por €= -—::—, que pode ser substituido na equacgio do dominio transformado

de Laplace,

G &E =X E{ ! | (3.24)
= =g s
Comac ‘
se A s+ A
E n
Obtem-se entdo a transformada de Laplace inversa da equacio final,
Esy Ey
o(t) maoﬁ{e /n } =>o(t) = Ee "¢, (3.25)
E finalmente, define-se 0 Modulo de Relaxagdo para o modelo de Maxwell E(t),

E@®)=Ee " (3.26)

Foram obtidas as fungbes de Relaxagdo e Fluéncia para os dois modelos de Kelvin e
Maxwell separadamente. No apéndice, sfo deduzidas essas fungbes para dois modelos
viscoelasticos compostos, sendo que um destes modelos modelos compostos devem ser utilizados

na avaliacio dos exemplos deste trabalho.



3.2.3 Modelos Generalizados

Modelo de Maxwell generalizado - sistema em série

°

BoE |
Th ;:_a?‘ tG
E: 2 E £ E-5 1,
ne [ ga-Eh
e T '
L1 ixaﬁ

le

Fig. 3.3 - Modelo Generalizado de Maxwell em Serie

Para sistemas em série define-se:

- Condi¢des de Equilibrio Cinematico -
s=gl +el +& e+ HED +EP
E=EP +EF +ES A E A AEl +ED

- Condigdes de Equilibrio de forgas -

o=of =oh =of =of = =% = o
Define-se também,
O-zﬁl = 13:}:1: 6-?":1525;;’ > Uf‘ﬁEngfn
6 =E&, 6,2 =E6,",., 6," =E&,"

e ainda,

(3.27)
(3.28)

(3.29)

(3.30)
(3.31)



oy =nd", o =Er,.., o = Ek (3.32)
Utilizando a segunda equacio de equilibrio cinematico pode-se escrever,

.G o G of G oF
&= + + + +. 4 + (3.33)
El 7?1 EZ 772 En 7?,;

Pode-se entdo agrupar os termos de rigidez € os termos de amortecimento na equagio acima,

) 0-151 O-fz d-f«u O':h o-;?: O—;:In
£= e+ +— 4+ (3.34)
E, E, E, m mn 7
Das condi¢des de equilibrio de forgas,
o=0 =6 =0, =0} = =0 =¢c™
« B - -E - -E - (3'35)
O =0 3 261731 “”—”O'?,: ﬁo-zz m...:G'ﬂn ___o-:n
Portanto, pode-se substituir estas rela¢Ses na equagio de £
; '1+1++1)+ 1+1++1] (3.36)
E=0O|——+—+. .+ I E s s N
E, E E, o s

Desta forma, o sistema em série para ¢ modelo de Maxwell pode ser representado de forma geral
como,

| LI |
=g ) — — 3.37
é G;E +G§ni 3.37)

i

- 1
E=) —
onde E=3

t

= nigidez equivalente de todos elementos de rigidez

= 1 . ] . .
n= Z—m = amortecimento equivalente de todos elementos viscoelasticos

=1 7
Portanto pode-se concluir que varios modelos de Maxwell representados em sérne,
apresentam exatamente 0 mesmo comportamento de um modelo de Maxwell equivalente, onde a

rigidez equivalente € O amortecimento equivalente sdo dados pela soma em série de todos

elementos de rigidez e amortecimento.



Modelo de Kelvin generalizado - sistema em paralelo

Ex %}"1 EZ%} Li En%}“n= EgEié} nzzqi

Fig. 3.4 - Modelo Generalizado de Kelvin - Sistema em Paralelo

Para sistemas em paralelo define-se:
- Condigdes de Equilibrio Cinematico -
c=gi=gh =g =gl = =g =gl
E=ghugh =g ol = =ghogh
- Condi¢tes de Equilibrio de forgas -
o=0," +o +0p +of +.. +or" +o7
Pode-se também definir as relagbes de o e &,
o =EBeg, o =E,gl,..., oo =Egl
of = IE", 07 =MES ., O =ER
que pode ser substituido na equagio de o,
o=Eg +nE" +E,e +n,EF +. +E g +n £
e substituindo as relactes de equilibrio cinematico, resulta,

o= (El +E,+. .+Eu)s +(1;] + 172+...+1;,1)g' =

o= giEi +éirii
=1 =1

(3.38)
(3.39)

(3.40)

(3.41)
(3.42)

(3.43)

(3.44)



Portanto varios modelos de Kelvin dispostos em paralelo possuem o mesmo comportamento
de um modelo de Kelvin equivalente, obtido pela soma em paralelo de todos os elementos de
rigidez e amortecumento.

Conclui-se que os modelos generalizados de Maxwell, quando dispostos em série ou os
modelos generalizados de Kelvin, quando dispostos em paralelo, possui exatamente o mesmo
comportamento quando utiliza-se apenas um elemento equivalente para cada modelo,
respectivamente

De forma contraria, observa-se ainda que quando utiliza-se uma disposi¢io em paralelo para
os elementos do modelo de Maxwell ou uma disposigiio em série para os elementos do modelo de
Kelvin, torna-se mais complexa a obtengfio de uma sistema equivalente. Porém, nestes casos
utilizam-se os mesmos procedimentos descritos anteriormente, isto €, através das condigdes de
equilibrio cinematico e equilibrio de forgas do sistema, pode-se obter um sistema equivalente.

Detalhes adicionais dos modelos viscoelasticos pode ser visto em Findley, 1976.
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3.3 Equacio Constitutiva Viscoelistica Linear

Forma de Operador Diferencial

Pode-se escrever uma relagio de o ( tensdo - o(1)) e € ( deformac8o - £(t)) como:

Po=0= (3.45)
onde P e Q sdo operadores diferenciais lineares definidos como,
E'S 6 i n i
P= o QU= F 3.46
;pl a tl Q ;ql a tl ( )

Desta forma, utiliza-se o operador diferencial linear sobre a equacdo constitutiva para escrever,

T

AP AL, (3.47)
2 b T iy hd
att q{) ql q._ ql‘ ?t

Como representado anteriormente, a transformada de Laplace aplicada a esta equagio resulta,

Po=po+po+p,0+.+p,

ﬁ(s)&z (po +pls+p252 +---+prst)é;: (qo +q13+qzsz+~~-+qrsr)§ - QA(S)é\ —

o) &
“ﬁ*{g; = ""é“ (3.48)
Esta ¢ uma funcgdo algébrica da variavel de Laplace “s”, que uma vez definidas as constantes
p’s e q’s, permite obter uma relagdo entre o(s) e &(s). Desta forma, em principio, através da
relacdo entre o(s) e &(s), pode-se fazer a transformada de Laplace inversa para obter uma relacio
entre o(t) e £(t), que caracteriza o comportamento viscoelastico do material. Estas fungdes entre o
¢ €, no dominio do tempo, sdo definidas como médulo de Relaxacdo E(t) ou moédulo de Fluéncia
J(t). Para o caso linear, isto ¢ possivel, pois p’s e q’s, na equago 3.47, sdo independentes da
tensdo e deformacio, mas podem depender do tempo.
Deve-se observar que os modelos comumente utilizados para representar modelos

mecanicos, fais como os modelos de Maxwell e de Kelvin, podem ser definidos através desta
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equaciio geral 3.47. Isto €, define-se as constante p’s e g’s para obter a representagio de cada

modelo. Por exemplo, para o modelo de Maxwell define-se,

p,=Lp; = %, q, =1 ¢ os demais termos nulos, que resulta,

PO+ Po= Q& =

o+ %(s = (3.49)

que caracteriza 0 modelo de Maxwell ou ainda pode-se determinar os pardmetros,
P, = Lp, =E, q; =7 ¢ os demais termos nulos, que resulta,
PO =4, £+ Q& =

o=Fe+ni (3.50)
para caracterizar o modelo de Kelvin. Estas equagdes 3.49 e 3.50, resultam nas mesmas relagdes
obtidas para esses modelos nas secdes 3.2.1e3.2.2.

Porém, a utilizagio de apenas trés termos, po, P1, Q1 08 Po, Qo, G, para definir as equagdes
constitutivas dos modelos, n3o sio capazes de representar corretamente ¢ comportamento de
materiais reais. Estabelecendo mais termos da equagio 3.47 pode ser uma forma de representar
melhor 0 comportamento materiais viscoelasticos reais.

Entretanto, quando um grande nimero desses pardmetros torna-se necessario para descrever
realmente o comportamento de um material qualquer, algumas vezes, ndo se consegue avalia-los
de forma experimental passando a ser impossivel determinar esses coeficientes para muitos
materiais reais.

Por outro lado, existem formas mais pratica e precisas de se definir as equacSes constitutivas
de materiais viscoelasticos. Da equagdo (3.48), tem-se a relagio tens3o-deformaciio no dominio

transformado,
— = £=K(s)6 (3.51)
onde K(s) definido em fungBes dos polindmios P(s) e Q(s), pode ser dado por uma soma de

. .5 a
fragdes parciais do tipo K (s) = s

e a relagdo constitutiva resulta,

H
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&(s)= ZIE;.(S) G(s). Mas da definigio da integral de convolugiio para a transformada de Laplace

]

obtém-se,
&)= 'Y Kty o(r) dr (3.52)
=1
onde a transformada inversa de K ,(s)= ;s ¢ dada por,
K (t—1)=a, exp[h(t—1)] (3.53)

Desta forma, a; e b; s3o mais facilmente determinados, na forma da equagdio (3.53), através de
experimentos, do que p; e ¢; na forma de equacao diferencial da equagdo (3.47). Isto ocorre pois,
os pardmetros a; e b; estdo associados a uma expressdo algébrica (3.53), enquanto os pardmetros
p: € g estdo assoclados a uma equagdo diferencial (3.47), que € mais dificil de ser solucionada
quando deseja-se avaliar os termos constantes envolvidos em cada termo da equacgo diferencial.

E ainda, quando necessita-se de uma namero muito grande de parimetros, pode-se

aproximar i:K,.(t —1) por,
=1

if(}(t——t): R(t—1) (3.54)

onde, em principio, R(t— 1) € mais facil de ser obtida experimentalmente.
Forma de Operador Integral

Como observado na secgfio anterior a equagio constitutiva, isto € relacdo tensdo-deformacéo
pode ser descrita através de operadores diferenciais. Porém, algumas dificuldades surgem para
definir os pardmetros do modelo constitutivo.

Esta relagéio tensdo-deformacio também pode ser descrita através de um operador integral,
isto ¢, na forma de integrais hereditarias. A vantagem da forma integral sobre os operadores
diferenciais ¢ a flexibiidade de medir realmente as propriedades viscoelasticas do matenal, como
ja observado. A representacio integral também pode ser estendida para incluir outras analises na
formulagdo, como envelhecimento material, efeito de temperatura, entre outros efeitos de ndo-

linearidades.



Esta abordagem, através da representagiio integral, utilizando a definigio das integrais de
convolugio de Stieltjes e o principio da superposicio de Boltzmann ¢ objeto de estudo e aplicagio

neste trabalho € sera descrita com mais detathes no proximo capitulo.



3.4 Avaliacio do Modulo de Relaxacéio e Modulo de Fluéncia

Modulo de Fluéncia

Através de um teste Fluéncia de pode-se definir 0 Médule de Fluéncia. A fungio no tempo
pode ser dado por: ¢ = o, H(t), onde H(t) ¢ a funcdo unitaria Heaviside. Também chamada de

funcdo passo unitario e € definida como,

4 H(t-a)

1 se t>a

0 se t<a

H(t-—a)z{

Fig. 3.5 - Funcido Heaviside
Para um material linear, a relagio tensdo-deformacio pode ser dada por:
&(t) = 6,J(t) = J(t) = 8(% (3.55)

onde J(t) ¢ chamado de Modulo de Fluéncia. O Modulo de Fluéncia € uma propriedade do
material e esta associada a flexibilidade de um material elastico. Isto ¢ o Modulo de Fluéncia €
uma propriedade dependente do tempo, 0 que caracteriza o material viscoelastico. Desta forma
esta propriedade deve ser definida para cada material analisado. Um exemplo desta propriedade

sio os modelos de Maxwell e modelo de Kelvin que caracterizam propriedades materiais distintas.



Modulo de Relaxacio

Para definir 0 modulo de Relaxagio através de um teste de relaxagdio, mantém-se a
deformagio constante definida também através da fungiio Heaviside H(t), isto €& & = &, H(t) e
mede-se as tensoes o(t).

Para um material com comportamento linear tem-se:
i
o(t) =5, E(t) = E(t) = G(%, (3.56)

onde E(t) é chamada de modulo de relaxacdo. Tal como o Moédulo de Fluéncia, esta é uma

propriedade material e pode também ser apresentada através dos modelos de Maxwell e de Kelvin.

W
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Capitulo 4

Representacao Integral para Formulacao Viscoelastica

4.1 Principio da Superposicio de Boltzmann e Representacio Integral de Stieltjes

Para compreender o principio da superposicio de Boltzmann analisa-se alguns passos no
desenvolvimento da tensdo no tempo. O modelo composto Kelvin-Maxwell, mostrado na figura
4.1, pode ser utilizado na analise, para representar 0 comportamento viscoelastico de uma

estrutura. Neste modelo, E; e E; definem a rigidez e m; define a propriedade viscoelatica do

T O
Eo
Ea i ¢!
|

4]

material.

Fig. 4.1 - Exemplo de Modelo Viscoelastico - Modelo Kelvin-Maxwell

A analise inicia-se aplicando-se uma dada tensiio G, no instante t = O e verifica-se

graficamente O que OCOfTe para este primeiro caso.
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A A &
o(2) = o, H(1) {"” =0
1)=o H() =
0, t<0 —
> g(H)=0o,J(1)
- > .
A C AE
‘ol
o e(t—1,)
o
> v a
T ! T t

Fig. 4.2 - Relacio Tensao-deformacao viscoelastica

Observa-se, nesta primeira situacgio (caso 1) , grafico superior da figura 4.2, que a tensdo ¢
aplicada a partir do tempo t = 0, e mantém-se constante durante o tempo de aplicacio. O salto
inicial de deformacdo caracterizando uma deformacfo instantdnea, mostrado no grafico da
resposta da deformagdo em fungdo do tempo, ocorre pois o modelo do material analisado (figura
4.1), possui uma mola (modelo de rigidez - Ey) disposta em série com os demais elementos do
sistema. Desta forma, quando aplica-se uma tensdo inicial, (tempo t = 0), o sistema se deforma
instantaneamente. Se o material tivesse apenas 0 comportamento elastico poderia se observar que
o nivel de deformacio apresentado seria dado em funcio da tensio e ndo deveria variar
posteriormente com o tempo, enquanto a tensdo se mantivesse constante. Como o comportamento
viscoelastico depende do tempo, através da propriedade de Fluéncia (J(t)) as deformacgdes

continuam crescendo apos a aplicacdo da tensdo constante no tempo.

iV
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No segundo (caso 2), grafico inferior da figura 4.2, uma nova tensiio constante no tempo ¢
aplicada ao material, porém com uma defasagem de tempo t = 1;. Deve-se observar que o material

antes de t = 71 n&o esta submetido a nenhum nivel de tens3o. A tensio neste caso é dada por:

-~

N=oH(t % 125
o)=cHit-r)=1 7", @.1)
Desta forma a deformagio também responde com a mesma defasagem e é dada por,
o J(t—1), 127
_ _ _ _41 17> 1
g{t)y= 0'1.](1‘ rl)H(t rl) = { o <7, 4.2)

Observa-se que a deformagio também responde como no caso 1. Isto é, quando a tensio é
aplicada no instante t = 1; havera uma deformac3o instantinea, que posteriormente deve aumentar
apos este instante pois a fungdo J(t-1;) varia representando o efeito de viscoelasticidade.

Pode-se observar também o que ocorre quando varios niveis de tensdes sio aplicados em
cada passo de tempo. Neste caso, como o material tem comportamento viscoelastico linear, pode-
se aplicar o principio da Superposicio de Boltzmann, a fim de representar o comportamento final
do sistema. O principio de Boltzmann define que a deformaciio em qualquer instante apos t = 1; &
dada pela soma das deformacbes nos instantes em que cada uma destas forem aplicadas
separadamente. Isto €, a deformagcao final deve ser a deformac@o representada pelo caso 1 somada
a deformacio representada pelo caso 2.

O Mbédulo de Fluéncia J(t) depende do tempo, com isto a propriedade de flexibilidade,
relacionando a tens@o-deformacdo, varia com o tempo, e isto sera computado nas deformacdes
quando calcula-se as deformacdes em cada intervalo de tempo. Isto é para t < 1; 0 Modulo de
Fluéncia € dado por J(t), e para t > 1) € definido por J(t-1,). Graficamente, figura 4.3, representa-

se os dois ¢asos em um terceiro ¢aso.
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Fig. 4.3 - Principio da Superposi¢io de Boltzmann

Se a tensdo o(t) € variavel no tempo pode-se represeniar esta tensio como uma soma de
tensOes constantes em cada intervalo de tempo, definindo desta forma uma tensio média em cada

intervalo de tempo. Esta representacdo ¢ feita no grafico da figura 4.4, abaixo.

Fy
(4]
Ao, l
X
Ac |
3
ry
Ao, /
AG
T T T3 Tnz Tn1 Tn 1

Fig. 4.4 - Vanavel Tensdo Aproximada por uma Série de Tensdes Constantes

A fung#o tensdo no tempo € dada por:



oft) = _EN:AGi H(t-z,) 4.3)

O principio da Superposi¢io de Boltzmann estabelece que a soma das deformagdes
resultantes de cada componente de tensdo constante € igual a deformaciio total resultante das
tensdes combinadas, ou da funcdo tensdo. Portanto pode-se definir a deformacio em funcdo da

soma das tensSes aplicadas.
N N
e(t)= 2 &,(t~7,)= 2 Ac, J(t- 7,)H(t-7,) 4.4)
i=1 i=1

Quando define-se o niimero de passos no tempo tendendo a infinito, a representacio de

somatorio pede ser transformado em representacio integral.

&)= [ 3 He— 1) d(o(2)) @5)
Observando que t é sempre menor do gue o tempo t no intervalo de integracio, isto implica

’ _ ) 1 p/ t>1
que H(t-1) sera sempre igual a 1, pois H(t—7) = 0 p/ t<z

Observa-se ainda que se © ¢ diferenciavel, a equagio acima pode ser reescrita como,

()

e@) = f It-17) (4.6)

resultando na relagio constitutiva deformagdo-tensio na forma integral, onde J(t) é 0 modulo de
fluéneia.

Este mesmo procedimento pode ser utilizado novamente, neste caso, aplicando-se uma
variagdo na deformagdo, dando um salto na deformacfio e mantendo-a constante. Determina-se
entdo a variagdo da tensdo em fungdo do tempo, enquanto a deformagio permanece constante.
Assim o principio da superposi¢io de Boltzmann pode ser aplicado novamente no
desenvolvimento, porém, substituindo tensdc por deformagio e vice-versa. E a variavel ),
médulo de Fluéncia, deve ser substituida por E(t), médulo de Relaxagiio. O resultado representa a
relaxacdo da tensdo quando uma deformagdo é definida. A relagio tensdo-deformacio é dada por,

o = [ B =4 @.7)

onde E(t) é o modulo de relaxacio.
As relagbes constitutivas 4.6 e 4.7, pode ser reconhecida através da definicio da integral de
convolucdo de Stieltjes. Na realidade, estas relactes derivam da exata associagdo entre a integral
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de Sticltjes e a integral de Riemann. A teoria matematica da integral de Stielijes ¢ apresentada de
forma bastante rigorosa por Gurtin e Sternberg, 1962, e proporciona uma importante ferramenta
para deduzir as relagdes de integral de convolugio envolvida nas formas integrais das formulagdes
de viscoelasticidade. Estas defimgGes podem ser utilizadas para apresentar outras variagdes das

relagdes constitutivas, apresentadas na proxima segio.



4.2 Forma Integral da Relaciio Constitutiva Tensido-Deformacio Unidimensional

A forma da convolucio da integral de Stieltjes, pode ser utilizada para definir a relacio
constitutiva tensdo-deformacio viscoelastica, ver Christensen, 1982 e para teoria das integrais de
Stieltjes, ver Gurtin e Sternberg, 1962. Isto €,

o, (t) = E(Y) *de, (1) 4.8)

onde o; € & representam as tensdes e deformagGes respectivamente. A fungdo E(t) representa a

propriedade material dependente do tempo que caracteriza material viscoelastico, chamada de
Modulo de Relaxaciio.

Como definido anteriormente pela integral de Stieltjes, esta convolucio pode ser redefinida

por,
o.)=]" Bt-vde (t) =

()

o.=]" Ea- r)%mdr 4.9)

Quando existe uma descontinuidade no instante t=0, isto é quando o processo de integracio
inicia-se no tempo zero, pode redefinir esta integral através de uma condigfio inicial. Isto é, &(t) =

Oparat<0,

5.0 =Ee, 0+ [ B0 =D (410)

As propriedades da integral de Stieltjes podem ser utilizadas para redefinir esta relacio
tensdo-deformacio. Pode-se utilizar,
o, () = E(t) " de, (t) = £, (1) * dE(1) 4.11)

e isto permite definir,



aEB_(:) de 4.12)

o.®=5,OF,+] & @-7)

Observe que neste caso a parte definida por Ey € constante no tempo € representa ©

comportamento elastico do material e a parte que esta dentro da integral de convolugdo representa

o comportamento viscoelastico do material, isto €, representa a propriedade dependente do tempo.
Pode-se apresentar ainda uma relacio deformagéio tensdo dada por,

g M =Jt)*do () (4.13)

Neste caso a funcio J(t) € chamado de Modulo de Fluéncia. Utilizando-se a mesma notagio

apresentada anteriormente, pode-se definir a relaciio deformacéo -tensdo viscoelastica como,
e =1 Jt-)0,0 =

oo (T
£ ()= I;J(t —'c)wmé%)*dt

ou utilizando as condi¢des iniciais para t=0,

g, (1) =1()o (0) +£J t- T)%&)‘d’t (4.14)
ou utilizando as propriedades da integral de Stieltjes,
£.() = 6, (DI(0) +I 6. (t-1) = ('C) (4.15)

4.2.1 - Exemplos Numéricos - Equacio Constitativa

A equagdo constitutiva ¢ avaliada utilizando-se os modelos viscoelasticos apresentados
anteriormente, no capitulo 3. Como definido anteriormente, a equagdo constitutiva pode ser

definida de duas formas, tais como,

6. ()= JE(t &t () (4.16)

onde E(t) foi definido como Médulo de Relaxacio, ¢ a equagio constitutiva também pode ser
defimda por,

g ()= J:J {t-1) 665’?)

onde J(t) foi definido como Modulo de Fluéncia.

dt (4.17)
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Deve-se observar que para determinac¢iio do modulo de Relaxagdo e do modulo de Fluéncia
dos modelos apresentados anteriormente, como os modelos de Kelvin ¢ Maxwell, utilizam-se as
funcdes tensfo (o(t)) constante para determinar o modulo de Fluéncia ou a fungdo (e(t)
deformagdes constantes para determinar o modulo de Relaxagdo.

Portanto, para este primeiro caso pode-se utilizar a equagiio constitutiva para avaliar
numericamente o modulo de Fluéncia. Para determinar o médulo define-se a tensdo dependente do
tempo constante no tempo, o(t) = o,. A figura 4.5 apresenta o médulo de Fluéncia para o modelo

de Kelvin, que foi determinado anteriormente ¢ € dado pela funcdo,

i Ey
J(t)x—g(l-e '

Madulo de Fludncia - Modalo de Kelvin
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Fig. 4.5 - Modulo de Fluéneia para o Modelo de Kelvin

O modulo de Fluéncia para ¢ modelo de Maxwell ¢ avaliado e apresentado na figura 4.6,

abaixo, e pode ser obtido pela equagdo,

G
O=5+
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Module de Fludncia - Modelo de Maxwel
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Fig. 4.6 - Modulo de Fluéncia para o Modelo de Maxwell

(Os modulos de Relaxag@o também podem ser avaliados numericamente, através da relago
constitutiva tensido-deformagdo, dada pela equagdo 4.16. Para se obter os mddulos de Relaxacéo
deve-se definir a fungdo deformacio &(t) = g, e observa-se a tensdo obtida na resposta

Para o modelo de Kelvin, 0 modulo de Relaxacdo € representado por

Ity = E +nd(t)

Desta forma, a tensdo € diretamente proporcional a deformagio e a derivada da deformagdo
no tempo. Nesta analise a deformacdo deve permanecer constante em qualquer tempo, definindo
uma tensdo constante em qualquer passo de tempo. Portanto, para este caso ndo necessita-se
plotar o mddulo de Relaxagdo para o modelo de Kelvin.

A figura 4.7 mostra o module de Relaxagdo obtido numericamente para o modelo de

Maxwell e que pode ser dado pela equagiio Eft) = Ee - "
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Fig. 4.7 - Modulo de Relaxagfio para o Modelo de Maxwell
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4.3 Forma Integral da Equacio de Equilibrio

A equagdo de equilibrio estatico para o problema unidimensional ¢ dada pela equagdo

diferencial,

~

“XLF =0 (4.18)
C;{X

onde G, € a tensdo em qualquer ponto x da estrutura e Fy sdo forgas distribuidas por unidade de
volume na estrutura.
A relagdo constitutiva viscoelastica tens3o-deformagfo, definida anteriormente pode ser

escrita na forma integral como,

&0 4 (4.19)
T

6. (t) = _EE({ -1)

onde E(t) é a propriedade material dependente do tempo e &(t) ¢ a deformagdo adimensional da

estrutura. Esta relacio pode ser substituida na equag@o de equilibric para resultar,

GE( r) ( )d‘f:]—i-Fx =0=

JEe-nE g
o oot

+F. =0 (4.20)

Mas, define-se a relacéio deformagdo-deslocamento como,

g)

g =3 (4.21)

X jm3

cx
Substituindo esta condi¢do de compatibilidade cinematica acima na equagiio de equilibrio,

resuita a equagdo de equilibrio em termos de deslocamentos, isto €,

jE@ ¢[u ()
z) 3 dt+F =0 (4.22)
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Desta forma, pode-se solucionar esta equacio de equilibric unidimensional para obter os
deslocamentos ux(f) na estrutura. As propriedades materiais dependentes do tempo E(t) podem ser
representadas pelos modelos viscoelasticos analisados anteriormente, como o modelo de Kelvin e
Maxwell. A forca F; representa a forca aplicada na direcdo longitudinal de uma estrutura de barra
unidimensional. A seguir deve-se avaliar numericamente esta equagdio afim de analisar o que

ocorre com o comportamento da estrutura em funcio dos modelos viscoelasticos utilizados.
4.3.1 - Implementacio Numérica da Equacio de Equilibrio na Forma Integral

A equacdo de equilibrio na sua forma integral (4.22), pode ser solucionada numericamente,
para obter as deformagdes ou os deslocamentos da estrutura viscoelastica submetida a uma forga
dependente do tempo. Por simplicidade, supde-se na equagdo 4.22, que o sistema € representado
por uma barra unidimensional com apenas 1 grau de liberdade, onde aplicando-se uma for¢a na
extremidade livre pode-se medir a deformacio nesta mesma extrermdade.

Neste caso, a forga distribuida por unidade de volume F; se transforma em uma forca
aplicada na extremidade ¢ distribuida sobre a area. Isto resulta em uma tensdo constante em todo
o comprimento da barra. Desta forma, a distribui¢io de tensdo sobre o comprimento também
permanece constante. Portanto, elimina-se a derivada segunda sobre o deslocamento na equag@o

422, isto €,

[EBe-v= (52“ O ik —0= [Ea- ),\[ m)d

onde neste ponto Fy, representa uma forca na extremidade da barra por unidade de area. Uma vez
que os deslocamentos também estdo sendo avaliados apenas na extremidade da barra, a variagio

destes deslocamentos sobre o comprimentos podem ser redefinidos para x=L, podendo-se entdo

. . .oou (T . c
representar a derivada parcial, s %x em uma forma discreta, isto €,

Au (1) u_ (D)-u. (1) u(r) wu(t)
Ax L-0 T L L

E ainda, tomando-se uma area constante para todo o comprimento da barra, a forca Fp

distribuida por unidade de area, resulta apenas em uma forca concentrada F aplicada na

extremidade da barra.
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Desta forma, a relagdo 4.22 pode ser redefinida como,

ou(t)
ot

onde A ¢ a area de seglio transversal do elemento de barra unidimensional, I. ¢ comprimento total

%L‘E(t-z) di=F (4.23)

deste elemento, F € uma forca concentrada na extremidade e u(t) é o deslocamento nesta mesma
extremidade (x=L.). Define-se ainda que A e L s3o unitarios.

Em seguida, considere uma forga F(t) dependente do tempo aplicada sobre a estrutura, onde
a funcio desta forca F(t) € conhecida. O modulo de relaxagio E(t) de qualquer modelo
viscoelastico também é definido. Desta forma, deve-se apenas obter os deslocamentos u(t).
Seguindo alguns passos para obter os deslocamentos dependentes do tempo, pode-se observar
como esta solugio se procede.

O tempo deve ser discretizado em N passos de tempo, isto €, t =y, ty, ts, ..., t,. As funcdes
F(t) e E(t), devem ser conhecidas para cada um destes passos de tempo. A integral da equagio
4.23 pode ser definida na forma discreta como,

ilA u; E(t—1 ) H(t—-1,)=F(t,) (4.24)

onde H(t) € a funcio Heaviside, mas como t € sempre maior do que 7, , esta fungio € constante e
igual a unidade. A definiciio da integral discreta pode ser definida para cada passo de tempo. A
forca em cada passo de tempo, ¢ definida como constante, dada por,

F(t)=—

(4.25)

ondei=123..n.

Os passos que seguem, mostram o procedimento para se obter a resposta, para os
deslocamentos, da equacdo de equilibrio estatico (4.23), representada na forma discreta na
equacio 4.24. Deve-se observar que esta forma de solugdo do problema viscoelastico € uma
contribuicio importante deste trabalho, uma vez que apesar ter como objetivo obter a solugdo de
problemas quase-estaticos em estruturas viscoelasticas, esta apresentada aqui, € desenvolvida de
forma a permitir sua extensdo na formulagdo do problema dindmico viscoelastico, desenvolvida
nos capitulos seguintes.

Os passos desta solucdo do problema quase-estatico, a fim de obter a forma final discreta os

deslocamentos, sio 0s seguintes:
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- passo 1:

(E(tl -4 )Z E(tl -1, )) (H(tl )_ u(to )) = F('L‘ ) e

(E@?JQJ (u(t)-u@) = F(t,) =

u(t,) ={F(tl)+(@§%)u(0)}/(§@)—;§@J (4.26)

- passo 2:

o PO g D e o)
J%E(tz-r) pe dt~F(tg)ﬂ>.ft°E(tnr) p dt+L B(t,-v)— - dv=F(t) =
(B B2t () o Hm B (o )= ) =

masty -ty =t ,ta-tg=tz; -1 =0, isto €,

(BB} (y0)-u) | E2EE (u)-u )= et =

ut=| Pt {E 2B e o[ B E D | [EOLE)) (o

- passo 3:

O
J'Bt,-0 a”af:) do+ | Et,-0) a"a(:) do+ [ Bt 1) auai‘} dr=F(t,) =
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(E(ts“i)";ﬁ(ts_%)) (uct)-u(t,) +

[E(ts - tZ); =t )) (ut,)-u(t,)) **[E(ts : g); e tZ)) (u(ts)- u(t,)) = Ft;) =

mas, novamente t; -4H =L -~ G-LZ=L, ;-1 =1 ;ts-t_;:(},ts*tzzt} iStOé,

(w] (utt,)-ut,) +

2
(BB 1) u) o BO LB - uty) = Fet =
r |
uty=| P H ) (0 ) (BB (o

(4.28)
E(0)+ E(t, | E(O)+E

Pode-se definir o valor médic da fungdo de relaxacgio em cada passo de tempo, isto €,

E(0O)+ E(t
passe 1 -1, =t =2 E, &(_)z_,m}l)

E(t)+E
passo 2 = tl —> tz =2 E2 :(—})_2_(5_2]

E(t, )+ E(t,
passo3-t, >t = E, ﬂ[_—)_imm(ma)_)

As relagdes 4.25, 4.26 e 4.27, podem ser redefinidas como,
u(t,)=(F(t,)+E, u(0)) /E,

u(t,) = (F(t,)~ E, (ut,)-u(t,))+ E, u(t,)) /E,

u(t,) = (F(t,)~ E; (u(t,)- u(ty)) — E, (u(t,)- u(t,)) + E, u(t,)) /E,

gue podem ser reorganizadas para facilitar a implementago,
Au, = uft,}-u(0) = F(t))/E,

Au, = ult,)-ut) = (F(t,) - E, (u)- ut,))) /E,
Au, = u(t;)-u(t,) = (F(t;) B, (u(t,)-u(t,)) - E, (u(t,)-u(t,)) /&,

ou na forma de um somatorio,
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H
i
i

{ i1 ,
Au; = kF{ti) - in—jﬂ‘-l Au; J /El {4.29)
i /
onde i=23,...1n, ¢ Au, = F(t,)/E,.

A equagdo 4.29 pode entdo ser implementada para obter a solugdo da equagdo de equilibro

na forma integral (4.22) discretizada.
4.3.2 - Exemplos Numéricos - Equacio de Equilibrio

Alguns exemplos podem ser analisados através da solugdo numérica da equagdo de
equilibrio. Pode-se utilizar uma forca aplicada na extremidade de uma barra, e dependente do
tempo. As respostas dos deslocamentos s@o obtidos para a extremidade da barra e as
propriedades materiais viscoelasticas sdo representadas pelos modelos estudados anteriormente.

Neste primeiro caso, o objetivo € apenas validar o processo de integragdo numeérica da
solugio apresentada na equagdo (4.29). Desta forma, o efeito de amortecimento foi eliminado,
podendo-se uiilizar tanto o modelo de Kelvin, quanto o modelo de Maxwell, desde que o fator de
amortecimentc seja minimizado. Portanto, a resposta da figura 4.8, representa apenas o
comportamento elastico da estrutura.

Para validar a resposta numérica, pode-se aplicar uma forga dependente do tempo, que
represente uma resposta conhecida para os deslocamentos na extremidade da barra. Nesta
validaciio da integragio proposta anteriormente, o deslocamento obtido na extremidade da barra ¢
dado pela func¢do seno, ¢ é comparado com a fungdo analitica (fani(t)), isto €, fanl(t)} = uL(t) =
sen(t), mostrado na figura 4.8. O tempo total de observagado ¢ de 27 segundos, com discretizagdo

no tempo At = 21t/100 segundos, ou seja, com n = 100 passos de discretiza¢do no tempo.
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Solugdo da Equagdo de Equilibrio
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Fig. 4.8 - Verificagio da Solugio Numérica da Equacfo de Equilibrio Viscoelastica

Deve-se observar que, dependendo da complexidade da funcdo obtida na resposta do
sistema, isto €, respostas que oscilam bastante em um curto periodo de tempo ou possuem fortes
variacdes de amplitudes, a definigio da discretizagiio no tempo At, pode necessariamente ser
maior. Para os casos avaliados posteriormente, foram utilizados a discretiza¢io do tempo com n =
100 passos, pois esta discretizagiio mostrou-se suficiente para se obter uma boa convergéncia das
respostas.

As analises das respostas a serem obtidas por alguns tipos de carregamentos e os modelos
de Kelvin e Maxwell estario voltadas para o comportamento da func¢do deslocamento em fungdo
das variagdes dos fatores de amortecimento do sistema. Pois, quando se pode variar a rigidez do
sistema, o comportamento da resposta € bem conhecido, representando um comportamento
elastico do sistema. Quando o amortecimento € variado, influencia diretamente o comportamento
viscoelastico do sistema. Desta forma, € este comportamento viscoelastico que estd sendo
enfocado nestes estudos.

Na primeira analise a ser desenvolvida pode-se avaliar o comportamento dos deslocamentos
quando aplica-se uma forga constante na extremidade da estrutura representada pelc modelo de
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Kelvin. Avalia-se entic as respostas quando varia-se o amortecimenic da estrutura. Quando
aplica-se uma forca constante para o modelo de Kelvin, resulta que os deslocamentos em funcao
do tempo devem-se ampliar até o valor constante dado pela reagdo da mola contra a amplitude
maxima da forga externa que esta sendo aplicada. E ainda, a velocidade com que este sistema
responde até se estabilizar em um deslocamento constante depende do fator de amortecimento
existente no meio. Este efeito pode ser observado no grafico abaixo. Quando o fator de
amortecimento é baixo, os deslocamentos tendem mais rapidamente a estabilizar no valor maximo
(u{t) = 1.). Se o fator de amortecimento cresce, n=0.5 ¢ n=1.0, o tempo de relaxacio da
estrutura é maior, exigindo um tempo maior para o deslocamento méaximo a ser atingido, como

pode ser observado no grafico figura 4.9.

Solugdo da Equagdo da Equilibrio - Carregamento Constante
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Fig. 4.9 - Efeito do Fator de Amortecimento - Modeio de Kelvin

Quando utiliza-se um carregamento transiente, COMO um carregamento harmonico, observa-
se que quanto maior o fator de amortecimento, mais tempo © sistema leva para deslocar-se na
mesma freqiiéncia da forga ¢ com amplitude determinada pela reagdo entre a forga excitadora ¢ a
mola. Nas figuras 4.10 ¢ 4.11 foram variados os fatores de amortecimento do sistema. Na
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primeira, onde existe um fator de amortecimento menor, observa-se que o tempo de estabilizacao

damente. Na figura

tantes mais rapi

X1mias passam a sSer ¢ons

menor, ou seja, as amplitudes ma

é

seguinte o fator de amortecimento foi aumentado, exigindo um tempo maior de resposta do

sistema, para se estabilizar.

Solugdeo da Equacio de Eguilthrio - Carregamento Hamdnico
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Fig. 4.10 - Efeito do fator de Amortecimento - Modelo de Kelvin-n=1.0



Solugdo da Equagdo de Equilibrio - Carregamento Harménico
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Fig. 4.11 - Efeito do fator de Amortecimento - Modelo de Kelvin-n = 5.0

A resposta de uma estrutura viscoeldstica representada pelo modelo de Maxwell também
pode ser avaliada. Em uma primeira anélise deve-se observar o comportamento dos deslocamentos
da extremidade da barra quando se aplica uma forga constante. Observa-se entdo que, se ©
carregamento ¢ constante, ocorre um crescimento constante das amplitudes, tendendo ac
deslocamento infinito, uma vez que a forga niio para de ser aplicada. E, a velocidade com que este
crescimento ocorre depende do fator de amortecimento da estrutura. Isto pode ser observado na
figura 4.12. Observa-se que quanio mais baixo o amortecimento {n=0.25) mostrado na primeira
curva da figura, os deslocamentos tendem ao infinito mais rapidamente. O caso inverso ocorre
para n=0.5 e 1=1.0 onde a inclinacio da curva de deslocamentos ¢ reduzida. Deve-se observar
ainda que no primeiro instante de aplicagdo do carregamento, o deslocamento € acrescido
rapidamente ¢ depois depende dos efeito da rigidez ¢ amortecimento da estrutura. Este efeito ¢
observado no inicio do grafico, para o tempe proximo do valor zero. Isto se verifica fisicamente,
pois como o modelo de Maxwell ¢ representado por um sistema onde existe uma mola (rigidez) e
um amortecedor (viscosidade) dispostos em série, este permite uma deformagao instantanea,
imediatamente quando a for¢a ¢ aplicada sobre o sistema, seguindo-se de um deslocamento
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tendendo ao infinito. Este comportamento ndio € observado em um sistemna representado pelo
modelo de Kelvin, pois neste caso, mola e amortecedor estdo dispostos em paralelo, onde ndo ha

deformacio instantinea, quando ocorre a aplicacio da forga.

Solugdo da Equagdo de Equilibrie - Carregamento Constante
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Fig. 4.12 - Efeito do Fator de Amortecimento - Modelo de Maxwell

Em outra analise utilizando o modelo de Maxwell, pode-se avaliar 0 que ocorre quando
aplica-se uma forga excitadora dependente do tempo, como por exemplo uma forga harmonica.
Como observado na figura 4.13, pode-se verificar que se o fator de amortecimento € baixo, o
deslocamento ¢ amplificado rapidamente e finalmente torna-se harménico em torno de um valor
constante, diferente de zero. De forma contriria, quando o amortecimento  cresce
substancialmente, a resposta do elemento viscoso € muito lenta com relagdo a forca excitadora e
este elemento passa a funcionar como um corpo rigido, sem deformagdo, e o sistema reponde
apenas com a reagdo da mola contra a forga externa. E como representado no grafico da figura
414, a resposta converge para a resposta de um sistema onde existe apenas o efeito elastico, ndo
apresentando o efeito viscoelastico. Isto &, ndo ha tempo suficiente para que ocorra a relaxagio do
sistema, pois a relaxagio ¢ produzida lentamente, devido a um fator de amortecimento bastante

alto {n— x}.



Solugdo da Equagdo de Equilibrio - Carregamento HarmGnico
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Finalmente em uma ultima analise da reposta de uma estrutura envolvendo o modelo de
Maxwell, pode-se avaliar a resposta da estrutura para uma forga excitadora harmdnica e crescente
ne tempo. Isto caracteriza um sistema onde os deslocamentos sdo sempre crescentes, tendendo ao
infinito, com amplitude de oscilagio constante. Isto é mostrado na figura 4.15. As curvas também
caracterizam o efeito do amortecimento sobre a resposta, mostrando que quando 0 amortecimento

decresce a resposta oscila tendendo para o infinito mais rapidamente (n=0.25).

Solugds da Equagdo de Equilibrio - Carregamento Harmdnico
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Capitulo 3

Formulacio da Solucfio para Equacio de Equilibrio Integro-Diferencial

do Problema Visco-elastodindmico Transiente

5.1 Equaciio de Equilibrio Dinimico Transiente - Representaciio Integral

Nas secDes anteriores foi apresentada a formulagio e avaliados os resultados para o
problema viscoelastico quase-estatico, isto €, com uma excitagio dependente do tempo, aplicada
sobre a estrutura, porém nesta estrutura, ndo fot considerada a propriedade de inércia da mesma.
A extensdo do problema anterior, isto €, do problema quase-estatico, para o problema dinamico
viscoelastico transiente, consiste em incluir as propriedades de inércia ou massa na formulac#o.

Isto torna a formulacio mais complexa, uma vez que a equagdo de equilibrio dindmico
resulta em uma eguacdo denominada integro-diferencial, pois envolve termos de derivadas parciais
¢ integrais na mesma equacdo final, e que devem ser solucionadas diretamente no tempo.

A equagiio de equilibrio estatico (4.18), envolvendo a relagfio constitutiva viscoelastica
(4.19) escrita na forma de integral de convolugio de Stieltjes, pode ser utilizada para formular o
problema dinfmico. Portanto, para o problema dindmico, deve ser inserido naquela equagdo o
termo caracterizando a inércia do sistema. Para permitir uma melhor compreensdo dos passos
apresentados na formulagdo, deve-se omitir as derivadas espaciais, envolvidas em um sistema
continuo, para desenvolver a solugdo, representando um sistema mecanico como se estivesse um
grau de liberdade. A forma final da solugio, serd posteriormente estendida para mclur a

formulacdo de Elementos Finitos.



A equacio do movimento integro-diferencial para o sistema forgado € dada por:
Mi+ K LE(t— t)udr=F (5.1)

onde M = representa ¢ termo de inércia do sistema;

K’ = representa a constante de rigidez do sistema;

E(t-t) = representa a rmigidez dependente do tempo, caracterizando a propriedade
viscoelastica do sistema;

i = ii{t) =aceleracio;

4 = u(t) =velocidade; e

F = F(t) = forcas externas.

Para determinar a resposta do sistema linear, 0 qual ¢ govermado pela equagio do
movimento acima, pode-se aproximar as derivadas que aparecem na equagio através da solugdo
discreta no tempo, isto ¢ utilizando uma integragdo numérica passo a passo. Embora existam
muitos métodos para realizar a integragio numérica, um dos mais uteis é o método da aceleragdo
média constante, o qual faz parte da familia de Newmark. Este sera escolhido para ser utilizado na
solugio da equagio do movimento, como utilizado na solugdio do problema elastodinidmico,
principalmente pela sua caracteristica de boa estabilidade numeérica, o que ndo ocorre em outros
métodos de integragio numérica no tempo. O método da acelera¢io média € defimdo na familia de
Newmark como P=1/4 e v=1/2. Pode-se obter uma analise comparativa sobre integradores no
tempo e critérios de convergéncias para aplicagdo destes integradores, no trabalho de Hughes,
1987.

O integrador de Newmark para aceleragiio média, caracteriza-se por definir uma aceleragéo
média em um dado intervalo de tempo Af, € que permite encontrar as relagtes da velocidades e
deslocamentos do sistema mecinico neste mesmo passo de tempo, dependendo de seus valores
nos passos de tempos anteriores. Resulta que, a acelerago ¢ determinada como constante em cada
intervalo de tfempo, definida por um valor médio neste intervalo. Consequentemente, as

velocidades serdo determinadas por uma fungio linear e os deslocamentos por uma funcdo
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quadratica, nos intervalos de tempo. A integra¢io numérica utilizando o método de Newmark para

aceleracio média ¢ representada na figura 5.1.

T At

)

u11+1 [ \\_’/

v

un+1 u

1231

1 % b tog t, o

Fig. 5.1 - Integracdo Numeérica do Método de Newmark para Aceleragio Média

As funcdes de velocidade e deslocamentos dependentes do tempo devem ser explicitadas de
forma direta na varidvel tempo, nd3o apenas na forma discreta, como ¢ comumente aplicado o
integrador de Newmark, pois estas fun¢Ges devem ser inseridas na equacgio de equilibrio dindmico
viscoelastico e integradas, para posteriormente tornarem-se discretas, dependentes apenas dos
valores iniciais e finais em cada passo de tempo, isto €, dos valores das fun¢des avaliadas para t, €
ta+1, TESpECtivamente.

Observa-se que a acelerac@o no intervalo de tempo t, a t,.) é obtida como uma média da
aceleraciio inicial e final, isto €,

. o, +a,

iy = — =i 5.2
uy =L (5.2)
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a fungdo aceleracdo € constante no intervalo de tempo At e representado pela propria aceleragdo
media:
o i
i) =i = ——"ili———‘-"- (5.3)

Isto resultara, apds as integragfes no tempo, em uma fungio velocidade linear € uma

fun¢do deslocamento quadratica como € mostrado graficamente na figura 5.1.
A fungdo aceleracio pode ser escrita como:

an dﬁ(‘{) ﬁn—:-1+ ﬁn
)= =
U0 =5 2

[ aam= [T 2 e gt

. BTy . umq—i- un T
act) at, ) ”( 2 ) ,

u(t)—ult, )— (1: -t} (5.4)
portanto a fungéo velocidade linear, para 4(t_)=u_

P T | S

u(r )= un+~——-~5—~—(r -t.) (5.5)

Pode-se reescrever a fun¢do velocidade como,

(T ) - ﬁn-'r!—!-ﬁ

u(t)= =a,+ 2 t—t,) =

I““’du(z) f PP L P N

u+u'c 1;

u(t) ]:‘(;’{ﬁ,, T, I)J

( T \ S,
{ - 2 \
Gty |1 -t
u(t)—uft,)=1u ('c -1 ) u“‘ u, ——t T -2 +tn-J:>
2 2
i, +i, (1221, T+t )
u(t)—ult,) =8, (7=, )+ == R
2 | 2
" .- =+ " 2
u(c)—ut,)=1u, (" —t, )+ 5‘*‘4—“(1 ~t,) (5.6)
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portanto para u(ta) = U,, a equagio resulta,
ﬁn-ﬂ + ﬂn " z
B (N .7)

A funcdo deslocamento ¢ dada por uma fungio quadrética, como observado nos graficos da

u(z )= un-i-ﬁn(r" wta)—%

figura 5.1. Deve-se salientar que T e T sdo tempos t definidos dentro do intervalo t, a t,.;.

A fungdo u(t), u(t) e i(t) devemn ser substituidas na equagic do movimento integro-
diferencial. Nota-se que a equacio integro-diferencial possui uma integral de convolu¢io  E(t-1)
e u(t), o que dificulta a solucdo desta integral quando ndo se define a fun¢do E(t-1), uma vez que a
integragio numérica ndo pode ser executada enquanto ndo se identifica o produto E(t-1).u(t).

Portanto para dar seqiiéncia a formulaggo, até torar a equagio integro-diferencial discreta e
consequentemente programéavel, deve-se fazer uma integragdo por partes neste termo, isto ¢, na
integral de convolugio, afim de passar o termo de velocidade dentro da integral de convolugio
para um termo de aceleracio. Isto permitira uma soluco facilitada da integragdo uma vez que a

funco aceleracio € uma fungio constante no tempo e ndo necessita portanto permanecer dentro

da integral no tempo.

Faz-se entdo uma integragdo por partes no segundo termo da equacdo integro diferencial,

(5.1), reapresentada aqui,

Mii(t) + K J:E(tw )7 )d7 = F(t)
Defini¢io da integral por partes,

w=i=>dw=1ldr
dv=Et-7r)dr = v:_‘:E(tmr)dr
onde J wdv = W- v J vdw
Portanto a integral de convolucio se transforma em,
['Bt-vyamde=amf Be-<)dr) | [uf Ee-ryar 5.8)
e pode ser substituida na equagdo do movimento,
M i)+ K'{(ﬁ(r)f: Et-7)d 7). — _[:Ei(z' ),[: E(t-z)dz d r] ~ F(t) (5.9)
Pode-se definir
K,(r):f E(t-7)d7 (5.10)

82



e substituir na equacdo acima
=M a+K|@@) K(e) |- [aoK @ac]=Fo
que resulta,
M u(t)+ K'[(&(t) K, (H)—u(0) Kl(())) - Lﬁ(t)K,(t)d 1:] =F(1) (5.11)
As funcGes discretas definidas anteriormente para a aceleracio e velocidade devem ser

utilizadas para substituir os termos na equagio acima, tornando-a discreta, onde t = t,.;.
M ii(t,)+ K[ (i(t0) Ky ) -6 K, ) - [ 50K, (o] = Ft,.) 612)

Neste ponto, através de um somatério, pode-se mudar os intervalos de integragdo da
integral que aparece na equacgdo acima, de 0 — t__, para t, — t,.,. Desta forma, a integral deve ser
executada apenas em cada intervalo de tempo e o tempo total sera obtido com o somatdrio de
todos esses intervalos. A equagdo 5.12 pode entio ser reescrita como,

M ii(t,,ﬂ)+Kj]:(ﬁ(tm) K {t,.)—3(0) K, (0)) gj (7K, {T)dt} F(t,.,) (5.13)

Substituindo ainda o valor de ii(t) no intervalo de integragio t, — t,,,, pois para cada passo
de tempo o valor da aceleragdo € constante, dada por,

U, + 1
2

i) = ;" =
e definida por ii* na equacdo anterior,
i L & _I
u(tﬂ)+KL ) Kol = 500) K(0) - L[ 67 Koy = Ft,)
=
resulta,

M it )+ KL ot K () -e(@®K (0) SI:“ By ———K,(1)d '!:J F(t.,) (5.14)
=t
Portanto como o termo de aceleracio dentro da integral é constante no intervalo de tempo

t, > t,,, este pode ficar fora da integral,

r*-'l’

M ““““)"‘“KL 100 Ky ty) = 500) K, 0) - 280 [y |7t

=i
Deve-se observar que o termo U, , parai= n deve ser retirado do somatério pois este é uma

incognita, portanto o somatorio deve ser dividido em dois intervalos distintos, isto €,
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M iict,.,)+ K] (8(t,0) Kyt —a(0) K, (0)) -
‘iuHﬁu ."MK(T)dI ium-su j‘z..lK( }d‘t] Fit,)

i=T

Portanto o segundo somatorio é avaliado apenas no passo de tempo para i = n, o que faz

com que o somatorio desapareca,

M i)+ K](act,.,) K@) -0 K {0)) -

_‘iulﬂﬂz IR’K( yd 7o St +a, j""K(‘c)d"E] F(t,.,)

=1

Define-se tambem,

Kg(ti)=£?'i K(r)dz = Kz(ti):f’gg(tmz')dz’dr

O que substituindo na equacdo anterior resulta,

M ii(t,,)+ K]{i(t,..) Ktt,.)-i(0) K (e)) -

Sl =gy Bt o) |-G

i=1

Simplificando-se os termos da equacao acima, isto €,

M nﬂ_*_K[ nnq Kn+§ ug KO ‘iuﬁ—l-l_ u1 Kl n+1 n Kn_]“'
Das relagdes definidas anteriormente para u(t), uft) e ii(t) tem-se,

u(t) = u(tn)-if-uu(t«wtu)ﬂui‘l—’-‘i‘ﬁ(t—tn)2

4

a{t) =ult, )+ (t t)

i} +u

a+l

2

Pode-se ainda defini-la na forma discreta no tempo, para t = ts.,

M) =a) =

Wty = u,., =u, 0, —t, )+ e Y

4

u_ .+ u
ﬁ(tnﬂ) = '}nﬂ = ﬁn+ 5*32 (tnﬂ - tn)

e posteriormente definindo At =ty - 1,

2

At
4

un+1 = un%”i}n At+(ﬁu+1+ﬁn)
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Substitui-se as relagdes para u(t) = u(t,,,) = u,., dada acima, na equagfo integro diferencial,
[
. At .
M i+ K{ﬁn«t— (i,.,+ ijn)—z—)qu g, KO-

. N B N
E n,+u o w0t u,
T 2 K,- 7 K:r=E,

0., =u,+(d (5.25)

n+l

O dltimo termo do lado esquerdo da equacio pode ser separado afim de substituirmos a

equacdo para ii,_,, isto €,

M i,.,+K {( uml-f- i, __)Kuu

A ﬁi+t+ iii i i‘imnl n ﬁn )
- K. - K-—Klr=F,
i 2 2072 } w1

A equagdo de a(t) =u(t,,,)=1,., pode ser manipulada a fim de ser substituida na equacio

integro-diferencial, como sendo,

i, = (U, —u,— 0, A)— i, (5.26)

7 A
que na substitui¢io resulta,

M {(unﬂ -, U, At)—;:r—z—ﬁn}-i—li’{(ﬁn%((um w,—0, At) ; —l,+ ﬁn)%t—}](fﬂ_.

i=g=1 = - o a
—U, K?—EMKEH[(unﬂ ~u,—u At)i—u )K7 U K} Fon

i=1 2 A . 2 n 2
QO dois altimos termos do lado esquerdo da equagdo pode ser manipulados para serem

simplificados,

M {( a,,, —u,~u At)%uu }+K’{(ﬁn+((un_l —u,-0, At)“ﬁ?“ﬁn*‘ ﬁn)%f}(?ﬂ -

o 1 2 B e n 3 n
- U, Kf—-li:————-u“ﬁuiKé——(um —u,—u, At) 4 K a By K}

E
“~ AE 2 ey Ty T

exceto i, no primeiro termo da equacdo que multiplica M. Isto resulta,



3
M {( u,.;—u,~n At)-——-—u }+ K{[ [(un+i—un—ﬁn At),ﬁi)%h(?ﬂ“
r

. i I T 4 K3
-1, waliw%x‘wl(g —(unﬂ -u,—-u, At) AL 2 }—an
=

527

Os passos seguintes rearranjam cada termo da equaclio afim de separar os deslocamentos

u,,, dos demais termos da equacdo. Fazemos isto no primeiro termao,

A 5 ¥ _ ) Al 4 A0,
K{:—M u,., mM{(—A—J (un+uu At)+ un} +K{(un+((“n+1 -u,—u At) AL ) 9 JKI -

AT n
-y Kfm.i&%}wﬁ’-i(; ““(“m ~u,—u At);; IZ} Fa

i=]

Posteriormente no segundo termo da equagéo,

4 2 Y ; .
yves Mu,,, ~ M{(E} (un+ u, At) + un} +

I . 2 .
+K{Kf Y+ (u,,, ~u,—a, At)—— K5 -

At
-4, K} ~‘§u‘“+ L K —(u,., —u,—0, A)— v K;} F.=
A—‘EZ-M u,.,— M{(—i—):(uu«» 0, At)+ ﬁn} +
+K 4’ Kia_+ zt Ko, —12; K& (u,+ 0, At)~
—u, KO 2“ ;u‘ K ~(u,.,—u,—0 At); f}—-Fﬂ,]
e em seguida no Gltimo termo da equacio,
fFM u,. - M{[—A%;J:(un-i- u, At)+ u} +
+ K'{ K a,+— 2 K;’“um ——A%*Kfﬁ(uﬁ+ 0, At) -
—u, KO- 3:, “’*‘; L At)fgi(g} —E., >

—~§--M -M [*2-):(:: +u At)+ii +
AP Uy At -l n Y

' nel - 2 n+ 2 n -
«1&1({1(l 1“#"&“1(1 luml-—zgi(, Y, +10, At)-

. v, 2
-1, KS_‘X : 12 ~K; -~ AL Klu,, + z(un+ ‘:‘nAt) =
i=t
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Pode-se ent@o aglutinar todos os termos que envolvem u_,,, para resuliar,

a+l?

4 2 . 2 1
At M un+l + K{ K} Iunﬂ - At?. Zuwl’% s

_M{(z J (u,+u, At)+ i, }+K{K“” lK"”(u +1, At)—

-, KJ - ’iu‘“+ c K +——K“(u +1 At)} F,.,

i=1
2
A Yo

- M{[—gﬂ:(u +1 At) +1 }+ K {K”” a —wng“”(u +i A’s) (5.28)

AL
2(“1:4" 1-ln At)} = Fnﬂ

—i, KO- ‘zu -i-u1 K+
.1 S30 as Unicas incognitas do sistema acima (eq. 5.28) para cada passo

e posteriormente,

{ 4
A7

{Kae-Ks)

i=1

Qs deslocamentos u

de tempo. Portanto, devem permanecer do lado esquerdo do sistema apenas os termos associados
a estes deslocamentos. Os demais termos s3o constantes no passo de tempo, pois sio dados dos

passos de tempo anteriores, € devem ser deslocados para o lado direito da igualdade, o que

2
Uoy ™

2 Y . } S 2 .
=F. .+ M{(At) (uﬂ+ o, Ad;)+un}~l({Kk ! un—EK1 ‘(un+ a, At)—

resultara,

{~—M K {K™At- K“}

B + 1,
—i, Kf - —E LK K2 uﬂ-t»{znAt}m
e T 2 A g )

{: M+ K {KA- K2} 2 }un,]

=F .+ M{( ; )n(uu«h 1, At)+ ﬁn}+ K'{—Ki“" {zn+~§;Ki‘”(un+ i, At)+

+1, K+ ’ilu”%l’d(‘: —ﬁ?K’;(uﬁ a, At)} =
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M+ K{KAt - K2} Azt < _}uﬁ =

{ 4
At

=Fpqt M{( ;)—(uﬁ @, At)+ iin}+ K'{(K““At K,,) 2 (u +0, At)~K2a +

A
. S +ii,
+u0 K?‘i‘ 1+12 IKI}

=]

que finalmente resulta,

__i_m ' B+l 1 i _
{ Ve M+ K{KT m—k:z}m2 }unﬂm

= Fn+1+ M{(WA%{) (un-i— ﬁn At)-}- ﬁn}+ (5.30)

+K'{(K§“*mm§<§) ,j

3
{u,+a, At)-K™ 0 -§~K°u0+li ‘“;u‘ K‘}

A equacgdo acima representa um sistema de equacdes dindmico equivalente, representado
por,
[Kml] {u} = {Feq} (531

onde K, representz a matriz do lado esquerdo do sistema como sendo uma rigidez equivalente,
Foq representa o vetor forca equivalente, o qual € dado por todas as variaveis ja conhecidas nos
seus passos anteriores ao que esta sendo analisado e finalmente o vetor “u’ representa o vetor

deslocamento no passo de tempo em questdo. E sdo dados por,

(K] ek ek | (5.32)

{F}= {me M{( 2j(uﬁﬁ« 1, At) +u} +

+K'{(Kf‘*At ——K;)ég(un+ i, At)-K5a,+ KL i+ ilu—ii—‘f— K}}
=1

(5.33)

onde K, e K,, sdo dependentes do tempo, como definido anteriormente, e repetidas abaixo,
K, ()= j.: E(t-t)dt

LY J‘tiq J. T . ,
K=" K@de=Ko)= " Be-1)dv ds
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Estas duas relages dependem das funcdes de relaxagfio do material viscoelastico, e devem
ser avaliadas na proxima segio.

Portanto, a equacdo {5.31) pode ser solucionada para u,,,, pois esta € a Unica incognita, ¢
uma vez que esta equacdo ¢ linear, o principio da superposigio pode ser aplicado, determinando
que os passos de tempo seguintes podem ser obtidos em fungfio dos passos de tempo anteriores, 2
fim de desenvolve-la a cada passo de tempo e solucionar o problema transiente em todos os

passos de tempo seguintes.
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5.2 Integraciio das Funcoes de Relaxacio

As funcgdes de relaxacfio devem ser previamente preparadas a fim de serem introduzidas na
equagio de equilibrio integro-diferencial discreta (5.31). Desta forma, dada a Funcio de
Relaxaciio, obtida através de modelos viscoeldsticos ou experimentalmente, as quais definem o
modulo de Elasticidade dependente do tempo E(t) para os modelos viscoelasticos, pode-se obter a
integral de convolugio desta funcdo para utilizé-la na solucdo da equagdo integro-diferencial
apresentada na formulagfio da se¢iio anterior. Nestas analises deve-se utilizar as fungbes de
relaxaciio para os modelos viscoelasticos de Maxwell e de Kelvin, definidas na se¢do 3.2. Porém,
como ja observado nas teorias apresentadas nos capitulos anteriores, estas funcBes podem

facilmente serem substituidas por fungtes de Relaxacio obtidas em experimentos.
- Modelo de Maxwell
O modelo estd mostrado na figura 5.2,
T (4]
E
1
lo

Fig. 5.2 - Modelo Viscoelastico de Maxwell

¢ a fungdo de Relaxacdo correspondente a este modelo ¢,
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Bt
E(t)=E, e /" (5.34)
onde = %, e essas constantes ja foram definidas nas segdes anteriores (capitulo 3)

A integral de Convolu¢go dada abaixo, faz parte da equacio integro-diferencial, e deve ser
tratada separadamente.

K,(r):fE(t—r')dr' (5.35)

Portanto, para se obter a integral acima, pode-se utilizar a fun¢do de Relaxacio

E(t-7)=E, €#* Desta forma a integral resulta,

K (9= E, e**Vdv > K(0)=]E " d7 =

t l(e'3z —eP °) =

K,(1)=E, e‘ﬁ‘(eﬁ*' %] =K,(t)=E, &P 3

K (t)= %— ePi(e™ 1) (5.36)

A funcdo K,(t) € dependente do tempo e pode ser defimda para t = t, isto €, resultara em
uma fung¢io apenas de t.

K, (1)= 5 et (e -1) > K (1=1)= E‘ e (e” —1) > K, ()=

B

L (ePeP' —e) =

'@]l’ﬂ

K,(t)= -Bm (1-¢P) (5.37)

A funcdo K,(t) pode ser integrada novamente em t, antes de ser defimda como fungdo de t.
Desta forma resulta,

K.()= f‘ K()dr => K, (%)= J}I‘:E(t—r')dr'dr (5.38)

O R e e e a1 LE

Ity

Kz(t)m% e‘f’tj‘:?!(cﬁt —l)d'C - Kz(t)=% e—Bt(eBté_t] .
ke

_E «sf(ﬁ_ﬁ."‘i_ ],[Ei_ j'
K.()= B € l B Ly B g J:>

K(t)——me LB (e" % —eP%) {1, ——t)} (5.39)

i+l
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Deve-se observar que a funcgio K(t) deve ser definida em dois pontos distintos na equacéo

integro-diferencial. No primeiro caso define-se K,(t,,,) = KI” no pnmeiro termo

4 ' + n 2 a3 1 1 1
H—&? M+ KK} !A'-""K:}EE}“M) da equacgdo integro-diferencial. Portanto, neste caso K(t) €

avaliado para o tempo t = ti; = o4, O que resulta,
Kz(t)=5 e‘“{é(eﬁ et ~(tm—ti)}:>

E, .. ]
K (t= M)“g‘ e® MLB R (tm——tn)J:}

Kot )= B (e? et w0 —o? g ) - Ergpay

p*

-t,) =

n+l n

K, (t, )= —* (1 e (m~n})_ﬂe-szml(tn+l,tu) (5.40)

B B
Em um segundo caso, K(t) é definido na equagdio integro-diferencial de forma diferente,

isto é define-se t=t,.1, mas t;.y pode variar dentro do somatoério, que resulta,

ME -Btl__l_. Bha _oBu}_ - QE
K=" e [fs(e ) —(t, ti)j=>

E, o l1;,. _ 1
K (t=t,,)= *;-3* e® ““LE(eB i _gPt )~ (tm‘ t, ) J (5.41)

Isto ocorre pois ¢ tempo ti:; varia dentro de um somatoério, na equagdo integro-diferencial,
enquanto i, permanece constante para avaliar até este passo de tempo. Como mostrado no

somatorio abaixo,
e -
ué‘.,]“i‘ U; pha
z—w—-z L K,(t)dt
e sendo K ()= I:” K,(t)d T, pode-se substitui-lo no somatério acima,

f“’“” Jr Ar)dwli Batlhig o)

Pt B=1

e o termo envolvendo o somatério resulta,

‘ia 1+u i_El Lﬁ(ca tr _ ti)-(tm_ti):ﬁ (5.42)

- Modelo de Kelvin-Maxwell -
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O modelo composto Kelvin-Maxwell utilizado nas andlises esta representado na figura 5.3,

abaixo,

Fig. 5.3 - Modelo Kelvin-Maxwell

e a fungdo de Relaxacio para este modelo € dada por,
E(t)=E, +E, e/ (5.43)

E
onde define-se novamente, = ?‘

Para se obter a integral de Convolugio dada abaixo (5.10),
K,(z)= L E(t-7)d7
deve-se utilizar nesta caso a fungdo de Relaxagdo E(t-7')=E, +E, e#¢* ).

Desta forma esta integral pode ser novamente desenvolvida como apresentado abaixo,
K, (t)= J.:ED +E P47 = K (1)= _‘:EO dt +j:E, P dr =

K,(1)= J.:Eo dt +J:E1 ef'efT dT > K (1)= Eﬁf:d T +E, e‘B‘J.:eﬁ" dt =

p

K, (1)=E, (1-0)+E e'ﬁ‘é(eg‘ A

K, (1)=E, e‘ﬁ‘(t')[ +E, e'B{eﬁ‘"’ i] =%

K, (t)=E,t +E, ¢ %(eﬁt -1 (5.44)

A fungdo Ky(z) ¢ definida para 1 = t, isto é,



1

E E
K, (0)=E,t +—" e‘ﬁt(eﬁz _1) =K, (z=p9= Eat'*‘—l' e-Bt(egt - 1) =

B B
K, ()=Egt + %ﬂ (ePte® —Pt) =
K, (t)=E t+ —%— (1-¢*1) (5.45)

Pode-se obter a segunda integral no tempo, definida como uma fungdo do tempo K,(t), ou
seja,
Tt La §7 B B
Kz(t)=j; K,(r)dr :sz(t)z‘[_ LE(t—T ydr dr (5.46)
K, ()= j.:“‘ J: E,+E e**didt= K ()= J‘:“ E,zt + —%— e?{e” -1)dr =
K ()= j: E,;tdt+ ,f:“%» e?{e” ~1)d1 >

K, (D)= on‘? td "r+%» e‘Btjjl(eﬁt ~)dz=

K_z(t) S Ee(—t—;}-lt"l . E}» e_B t( ﬁri_ t]tiq -
B B

4

I_ 42 [ ot By '
PN

e finalmente K,(t) resulta,

&, zwti: E - trl : . —i
K.()= Englmfww)é+F‘ e* L-g-(eﬁ Pt )t —t,) ] (5.47)
Como explicado para ¢ modelo de Maxwell, a fungdo Ki(t) deve ser definida para dois
pontos no intervalo de tempo, o primeiro € quando t = ti«1 = ty, 15to €, da definigdo de K(t) dada

acima,

(tur-t7) E ol 1o s 1
K,()=E, 5 B € l.ﬁ(e —-€ )~(t,.+,—ti)_12>
. (tn+]2_ tn:) F«q -B »-1{— 1 Bty B —i
Kz(t—ta+3)FE0W+“é” € ' LMBM(e b -€ tﬂ)“(tnﬂmtn)_;m
K.(t,..)=E, _(.tm;_ﬂ%_t&:l_:_ _BFzg.(e-B taghtan o Blinghte ) m%e“ﬁ L (*m“ tu) —

¢ finalmente Ky{t,:1) resulta,

94



K.t )= Eﬁf}m‘z;ﬁJr %( Pl _Ei s I (5.48)

E em outro ponto Kx(t) deve ser definida para t = t,.;, onde ti.; esta variando dentro do
somatorio, ou seja,
(tiﬂ:_tiz) E, -Bt{i Bl _ B4 1
K:(t)““EG 2 + B € l‘ﬁ(e -e )“(tia-lmti)Jm

(tmz"’tiz) E i_

= - E rnd Lipa _opu)y_f | 5.49
Ko(t=to)= Bt e LB(G ") ~(tu-t)| (5.49)

Isto ocorre pois O tempo i+ varia dentro de um somatorio, na equagdo integro-diferencial,
enquanto t,.; permanece constante para avaliar até este passo de tempo. Como mostrado no

somatorio abaixo,

i} WIﬁ— 1 U; {ta
—t LK (0)d

g 2 .L (td=

e sendo K,(1)= f: K (v)dt=

jmpod e - T P s

SR g (o= LT (g

=1 =1

que resulta no somatorio dado por,
D mlﬁiﬂ*ﬁiir (tn'~t7) E oudpu s 1] 5.50
g 5 LEe 5 T B € Lﬁ(e -€ )“(tm“ti)JJ (5:50)

Finalmente, uma vez pré-definidos os termos que envolvem as integrais de convolugdo das
funcdes de Relaxagdo, dentro da equagdo integro-diferencial, estes podem ser incorporados na

solucdo do problema.



5.3 Formulacio de Elementos Finitos

A formulag@o para o problema viscoelastico transiente envolvendo a equagdo de equilibrio
integro-diferencial, foi apresentada nas se¢Oes anteriores para problema estrutural de 1 grau de
liberdade. Esta formulagiio pode entdo ser estendida para solucionar problema estrutural
envolvendo as defini¢des da mecinica do continuo. O Método dos Elementos Finitos deve ser
aplicado para obter a solugdo do problema de um meio continuo, sendo que os elementos
estruturais a serem apresentados nesta formulagdo sdo elementos de barra e viga plana, e as

propriedades fisicas do meio devem ser definidas como viscoelasticas.

- Formulagiio para um continuo unidimensional - elemento de barra

Considere uma barra viscoelastica de comprimento L e com area de secdo transversal

variando na dire¢3o de seu comprimento, como observado na figura abaixo.

Elemento Infinetesimal
de Barra

Fig. 5.4 - Barra Engastada com Excitagio Longitudinal
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Por questdo de generalidade da formulagdo pode-se definir o problema através da equacio

de equilibrio dindmico para um continuo e sua condigdes de contorno ¢ iniciais.

cy; = pu;, emQx[0T] (5.51)
e as condi¢des de contorno e condigdes iniciais sdo dadas por:

- condi¢Ges de contorno

u;=q; emI x [0,T] (5.52)
o;n;=h; eml, x [0,T] (3.53)
- condi¢Ges iniciais
u,=u,; (3.54)
u;, = U, (5.55)

onde G; = tensor de tensdes;
f. = forgas de corpo por unidade de volume;

n; = vetor normal ao contorno I';

q; , h; = sdo os deslocamentos e tragdes especificados no contorno;,
p = densidade de massa;

u,,, = aceleragdo, ou segunda derivada dos deslocamentos u; em relagdo ao tempo t; e

u,, , U, = condi¢des iniciais de deslocamentos e velocidades, isto €, parat = 0.

oi

E a equacdo constitutiva do material viscoelastico € definida como,

c8,(1) dt

0,0 = |* Gptt-1) (5:56)

onde Gy, (t- 1) define a funcdio de relaxagio viscoelastica dependente do tempo, € que caracteriza
o problema viscoelastico.
g,, = tensor de deformagdes.

Para o problema unidimensional, isto é, para um continuo representado por um elemento
estrutural de barra, estas relagbes se simplificam, pois considera-se que existam apenas tensdes na

diregdo longitudinal.
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Portanto, como representado na figura 5.4, os esforcos existentes no meio, ocorrem apenas
na direcio x, e a estrutura estd submetida unicamente a tensGes normais ©=0o(x,t).
Consequentemente, as deformagbes existentes sdo definidas por e=g(xt), resultando em
deslocamentos longitudinais u=u(x,t), provenientes dos carregamentos longitudinais f=1(x,t).
Desta forma a equacfo de equilibrio € descrita como,

Ac, +f= pAu, (5.57)
onde A € a area de secio transversal do elemento de barra.

A relacio constitutiva tensdo-deformag&o também ¢ redefinida,

o(x,t) = | Bt-7) Y& 4 (5.58)
ot
e a relagdo deslocamento-deformacéo €,
o(x, ty= 25D (559)
ox

A equagdo constitutiva (5.58) pode ser substituida na equago de equilibrio (5.57), como,

acs( x,t) 62u(x,t) 3 [ ‘ Pe(x,7) ] . Fux)
+i(x )= pA ——5—= = — [mzﬂ;,'a(taz)————(,%c duj+f(x,0)= Ap — 3=
J aB-n T2 D g g = pa TUEY (5:60)
e utilizando a relagdo deslocamento-deformacdo 5.10, resulta,
: & (éu(x,7) . Suxt)
j_mAE(t-r)axat\ S ()= pA S
t c Sulx, 1) 3 Sulx,t)
j_mAE(t T)Gt[mé‘zx )d‘c%—f(x,t)— pA T (5.61)

Esta é a equagio de equilibrio dindmico do continuo viscoelastico, para problema
unidimensional. Pode-se neste ponto aplicar a formulacio padrdo de Elementos Finitos, através da
técnica de Residuos Ponderados, a fim de obter esta equacgdo na forma discreta.

Deve-se delinear alguns passos da formulagio de Elementos Finitos na solugio do problema
continuo unidimensional. O objetivo € obter as matrizes de elementos da estrutura continua
discretizada. Da definigio de Residuos Ponderados, pode-se integrar a equagéo de equilibrio sobre

o elemento, com coordenadas x; e x,, onde w(x) € a funcio ponderadora. Isto €,
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fw(x)tf AE(t-1) [62“(" T)}d () dexxo (5.62)

esta equagio pode ser reescrita como,

h w(x{j AE(t-1)— (azu(x T)}a Jd”f W(x)E(x, t)dx - f : w(x) pAm;(tx quEY 4. o (5.63)

O primeiro termo da equagio pode ser tratado separadamente. Aplica-se uma integragio por
partes neste termo para a vaniavel x. A defini¢io de integragio por partes €,
[Pwav=-["vawtwy[:

Bu(x, t)
ox

termo da equacdo 5.63, resulta,

onde define-se dv = e w=w(x). Desta forma a integragdo por partes sobre o primeiro

e(ou(x'c) 1

Iz w(x)t-_[ AB(-0 | S5 e dr=

[ ap o 2 (2D g [ s 2 w0 28D

A funcio deslocamento u(x,t), pode ser definida variando linearmente na variavel espacial x,

. (5.64)

em fungio dos valores nodais u,, dados por u, = u(x,,t) e u, =u(x,,t), isto €,
u(x,0)=[N,(x) Ny(x)] {u,} (5.65)
onde as fungdes de forma N, (x)= [Ni(x) Nz(x)] definem as interpolacdes lineares, e sio dadas

N l(")ﬂ(xzh_ x)
N, (x)= {x hx )

sendo A, o comprimento do elemento, dado por A, = x, ~ X,

por,

(5.66)

Para a formulagio de Galerkin, as fungdes ponderadoras, associadas w(x) também sdo

representadas pelas mesmas fungdes de forma, isto €, W(x)= N, (x).
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Substituindo as fungbes w(x) e u(x,t) defimdas pela equacgio (5.65), através das funcbes
ponderadoras e de forma W,(x) e N,(x), dado pela equagéo (5.66), e lembrando que u=u(x,t), o

primeiro termo da equaglo 5.64 pode ser redefinido na forma matricial como,

RIRCRE LN
I (T
:_{:{L[;AE(t-'c)—;: {L
\L &
(T 2 1 )
) @)
f‘fAE(Hﬁ;ll & o {}
{ W52 G ™))
e passando a integral espacial antes da integral no tempo, resulta,
& @)
[ asa-o2l 7 o axaﬁdx{“‘}z
L 1(6]\? aN) [asz JI usz

Lee ar ox
Executando a integracio dos termos dentro da matriz envolvendo as funces de forma,

resulta,

I\ ABe-0=

el 1/h,  -1/h] ul}\
: (5.67)

“1/h, 1/h

Sendo a matriz da equagio envolvendo termos constantes em relagdo ao tempo, podem

estar fora da integral de convolugio no tempo, que resulta,
[* AB@ 11 -—ﬂoud < 68
.wAE('T)"LI J—gug T (5.68)
O segundo termo da equacgdo 5.64 pode ser reescrito novamente para ser analisado,

{I_;Am-ag[ )}s Jf - AB¢-v) L

(5.69)

Este termo estd associado as condi¢gdes de contorno essenciais (deslocamento) e naturais

(forca) da equagdo diferencial. Os termos dentro do colchete definem estas condi¢bes de contorno
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para o problema, quando avaliadas nos pontos x, € x,. Nesta formulagdo assume-se que todas as

condi¢Bes de contorno, quando trata-se do elemento, sdo do tipo natural e podem ser definidas

como,

h,= I;AE(t - 'c)gc—(%ﬂ-)-}it e h,= J-;AE(t - t)—g—(—a%}t (5.70)

Retornando a equagdo (5.63), da definicdo do Residuos Ponderados, pode-se determinar o
termo de inércia. A partir da equacdo (5.65), pode-se defimir a aceleragdo através das fungtes de

forma, isto &,

u(r ) =[N M) {u)=

_@”m%t’itl: a=u(x,t)=[N(x) Nx)]{u}=
azlg;’t) ={i=h(x,t)= [Nl(x) Nz(x)] {ﬁi}

Substituindo as relacdes da aceleragiio acima e a fungio ponderadora W.(x)= N,(x), pode-

S€ eSCrever,

Iz ()pA&“(xg)& I[ '[oa [y, N]{Ei}dxm

. | N NN [~ wn,] [
Jron o M aeelon o)

e fazendo a integracdo de cada um dos termos da matriz,

Jowax=[rnax=2

3

j:Nldexm_[:Nszxm%

e o termo de inércia descrito da forma discreta resulta,

6*u(xt)dx pAhrz 1_‘{03}

J"‘ w(x) pA (5.71)

ot 6 Ll 2
O outro termo da equagdo (5.63) envolve as forgas de corpo, que pode ser interpolada
linearmente através das funcgOes forma, f =f(x,t)=[Nl(x) Nz(x)] {ﬁ} Utilizando entdo esta

equagio e as fungdes ponderadoras, e seguindo o mesmo procedimento para a acelerag@o, o termo

envolvendo as forcas de corpo resulta,
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I"w(x)f(x t)dx—fff» 26+, | 572
x ? - 6 fl-i-Zfz‘;? (' )

A relagdes (5.68), (5.71) e (5.72) podem ser substituidas de volta na equagdo de equilibrio

5.61 para o sistema continuo viscoelastico, tornando-a de forma discreta,

. -115 ju B [2£+5| pARl2 1]]i
I—wAE(t‘T)_Ll 1Jar{ } {f+2f} 9‘6_[1 2J{ JL 5.73)

A equacdo matricial acima representa a informagdo de cada elemento separadamente, €

define as matrizes de rigidez e massa do elemento viscoelastico unidimensional, como,

[£]=A/ hei:__l - (5.74)

[m]= pAn[2 1]

=T 2 (5.75)

Observe que a matriz de rigidez do elemento, ndo possui o termo de flexibilidade que faz
parte da integral de convolugio.

Estas matrizes podem entdo serem superpostas, para obter a contribuicio de todos os

elementos envolvidos na discretizacdo da estrutura, como,

M=2[m)]
k=2k]

onde 0 somatorio Z , deve ser interpretado como um assembler das matrizes de rigidez e massa

e=}

(5.76)

dos elementos.

E o sistema de equagéo global resulta,

M ﬁ+f_;E(t-—c) K% dt=F (5.77)

onde M = matriz de massa global do sistema;

K = matriz de rigidez global do sistema, representando a caracteristica geométrica da
propriedade de rigidez. Esta matriz K associada ao modulo de relaxagdo, ou modulo de
elasticidade dependente do tempo E(t), caracteriza a propriedade de rigidez total do sistema

mecanico, incluindo ainda a capacidade de amortecimento material do mesmo;
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F = vetor carregamento, envolvendo forcas de corpo por unidade de comprimento e as

condi¢des de contorno naturais.

A formulagio de Elementos Finitos para um continuo viscoelastico unidimensional mostra
claramente que € possivel incorporar a solu¢io para um sistema continuo nas formulaghes
envolvendo integrais hereditarias, apresentadas nas segdes anteriores. Este tratamento da equagio
integro-diferencial pode ser aplicado a qualquer outro tipo de meio continuo, tal como, na solugéo
de elementos de viga ou mesmo problema de elasticidade plana, sem perder a potencialidade da
solugiio através do Método dos Elementos Fimitos. Esta formulagio € estendida, na préoxima

secdio, para solugdo de estruturas utilizando viga plana.
- Formula¢ao para elemento de viga

Neste equacionamento, pode-se seguir os mesmos passos da formulagdo unidimensional,
para tornar a formulagio da equaglo integro-diferencial deduzida nas se¢Ses anteriores, aplicavel a

elementos de viga. Desta forma, deve-se apresentar alguns passos para se obter a forma final da

equacio do sistema envolvendo estruturas de vigas.
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X+ dx

at-
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deformada

Fig. 5.5 Viga engastada com excitagfio transversal e diagrama de corpo livre de um elemento
infinitesimal da viga deformada devido a uma forga excitadora por unidade de

comprimento, definida por f(x,t)

Define-se w(x,t), os deslocamentos transversais da viga plana, A(x) a area de secdo
transversal ¢ p a densidade de massa da viga. Os esforgos internos na viga plana sdo definidos por,
M(x,t) momento fletor € V(x,1) forga cortante e f(x,t) forca distribuida transversalmente a viga
por unidade de comprimento.

A equagdo de equilibrio dinmico (5.57) para o problema anterior, pode ser derivada, para a
viga plana, partindo-se do diagrama de for¢a de um elemento infinitesimal da viga, como mostrado

na figura 5.5. Supondo-se pequenas deformagdes, pode-se considerar as deformacdes devido ao
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cisalhamento despreziveis em relacdo a deflexdo w(x,1), e um equilibno de forgas, para o

elemento infinitesimal, na diregio vertical da viga resulta,

Vi
(V(x, )+ g’ t ) Vix, t)+£(x,1) dx = p A(x )azvgx 1) (5.78)
Fazendo um equilibrio de momentos em torno do ponte Q, definido na figura 5.2, resulta,
IM(x,t V
{M(x,t)Jr (x ) J M(x,t){V(x,t)ﬁ—g—-—(%ﬁldx]dxﬁf(x,t) dx] %: 0 (5.79)

Deve-se observar que neste caso o lado direito da equagdio € nulo, pois assume-se que a
inércia de rotaciio do elemento dx é desprezivel. Simplificando esta ultima equag@o e assumindo
que os termos de segunda ordem (dx)* sdo despreziveis, obtém-se a relagdo entre os esforgos

cortantes e de flexfio, isto €,

OM(x,t
Vix,ty= - 21 (5.80)
ox
Esta relagdo pode ser substituida na equagdo {5.77) para obter,
azM(x t Fwlx,t
EMED st 0= p A 5 581)

A equagdo de equilibrio dindmico acima ¢ valida tanto para formulag3o elastica quanto
viscoelastica. Como observado nas discussdes anteriores deste capitulo, o que diferencia a
definigio do meio elstico para o viscoelastico € a equag@o constitutiva, ou entdo a relagéo forga-
deslocamento para a estrutura analisada. Neste caso, fazendo uma analogia com a equagiio (5.58)
da seciio anterior, pode-se escrever a relagio momento fletor M(x,t) e deslocamento w(x,t) para
um estrutura de viga viscoelastica, isto €,

ow(x,1)

M(x, )= f TE(t-1)— ( e (5.82)

onde E(t) é o médulo de relaxagdo do material viscoelastico, e 1 é o momento de inércia de area
da viga.
Seguindo 0 mesmo procedimento do problema anterior, esta relagio pode ser substituida na

equagio de equilibrio (5.81), isto €,
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~ é‘?'M(x,t)
ax?

_ f’a U 1E(t-1)— (EFW(" T)}! J+f(x )=p Alx )&W(x :1)
oxX

L E(x, )= p Alx >iw5~:f~2:>

" 18- T)——[E"‘;’j D410, p A )

e rearranjando Os termos resulta,

6‘w(x t) I 8 [ &w(x,7)

p A(x) - T)g'}ka t=f(x,t) (5.83)

Esta é a equacio final de equilibrio dindmico de uma viga continua viscoelastico, escrita na
variavel deslocamento transversal da viga w(x,t). Esta equagdo ¢ andloga a equagio (5.61) para
um meio continuo unidimensional.

O passo seguinte da formulagio é aplicar a formulacio de Elementos Finitos sobre esta
equagio para obtéla na sua forma discreta. Portanto, deve-se seguir exatamente O MESMO
equacionamento apresentado na secio anterior para o problema unidimensional. Quais sejam estes
passos: aplicar a forma de residuos ponderados sobre a equagdo de equilibrio (5.83) para cada
elemento; escrever a fungio deslocamentos em relagio aos valores de deslocamentos nodais,
semelhante a equagio (5.65), definida através das fungbes de forma, obter as funcdes para
velocidade e aceleragio; definir a fungdo ponderadora igual as funcoes de forma; substituir estas
funcdes na equagio de equilibrio ponderada e integra-la no espaco; € superpor 0s efeitos de cada
elemento para obter um sistema de equagdes matriciais final E importante observar neste caso que
as funcdes de forma e ponderadores sdo fungdes cibicas na variavel espacial, pois a equacgdo
diferencial solucionada possui derivadas até quarta ordem. Isto ¢, para uma methor precisio
numérica das interpolagbes nodais, essas fungbes devem representar as derivadas espaciais mais
superiores, as quais aparecem nas fun¢Ses de deslocamento e rotagdo.

Seguindo todos esses passos pode-se obter um sistema matricial final como,

M ﬁ+f;E(tuz) K% di=F (5.84)

onde a matriz de massa M e de rigidez K sdo obtidas através da superposicio das matrizes de
massa e rigidez dos elementos, como mostrado na equacio (5.76).
A matrizes de massa [me] e rigidez [ke] dos elementos de viga sdo definidos por,
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e

(k]-], D8l ac,

[m]=], [¥"p M ac,
(5.85)

onde N = matriz das fungdes de forma para o elemento de viga,
B = matriz das derivadas das fungbes de forma; e
D = matriz constifutiva do material.

A matrizes de massa ¢ rigidez do elemento de viga a ser utilizada na aplicacio desta

formulagio sdo definidas como,
[ 156 22k 54 -13h|
[m]mpAhei 22h, 4K 13k 3K i 556
“7 40| 54 13k 156 -22h | )
LB h, 3R -22h 4K J
[12 6K -12 6h ]
1|6k 4K Sk 28
(5.87)

e

[ke]mhjl-u 6n 12 -6hJ
68 2K 6h 4K

onde na matriz de rigidez ndo esta explicitada a propriedade de rigidez dependente do tempo E(t),

que caracteriza o comportamento viscoelastico do meio. Para completar a2 matriz de nigidez final, a

matriz de rigidez de elemento {ke] deve estar associada a E(t) através da integral de convolugio de

Stieltjes.

107



5.4 Resultados e Discussdes da Formulacio Integral

Nesta secfio a equagdo integro-diferencial € resolvida numericamente, onde deve-se
apresentar a validagdo da formulacdo dindmica viscoelastica transiente utilizando o método dos
Elementos Finitos para solugfio de um continuo viscoelastico. As formulages apresentadas nas
secdes anteriores, pode ser aplicada para modelar o problema de estruturas viscoelasticas
envolvendo elementos estruturais de barra (unidimensional) e viga plana. Nas duas se¢Ges que s¢
seguem, segdes 5.4.1 e 54.2 para elementos de barra e viga, respectivamente, utiliza-se 0s
modelos viscoeldsticos apresentados anteriormente, para representar as caracteristicas
viscoelasticas da estrutura. Em alguns exemplos, as respostas sao comparadas com solugdes
analiticas e em outros verifica-se a conformidade da solugiic com as respostas de problemas fisicos

envolvendo estruturas viscoelasticas.
5.4.1 - Problema Continuo Viscoelastico - Elemento de Barra

Nesta secdo deve-se avaliar a resposta de um meic continuo unidimensional. A formulagéo

de elementos finitos aplicada a equagio integro-diferencial, é avaliada para elementos de barra.

EXEMPLOS NUMERICOS

Nos exemplos para a estrutura de barra, utiliza-se os modelos viscoelasticos de Maxwell e
Kelvin-Maxwell, também chamado de modelo de trés parmetros, apresentados na figura 5.6. A
estrutura, definida por um elemento de barra, estd fixa em uma extremidade e possui uma forca

externa F(t) aplicada na outra extremidade livre. As caracteristicas geométricas, area de segdo
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transversal e comprimento da barra, sdo definidas com valores unitarios (utiliza-se o Sistema

Internacional de Unidades).

Fig. 5.6 - Modelo de Maxwell ¢ Modelo de Trés Parametros

Nos primeiros trés exemplos, valida-se a solugdo numérica da equagdo viscoelastica
transiente, comparando-se as respostas obtidas com as solugdes analiticas existentes. Nos
exemplos seguintes obtém-se as respostas dindmicas da barra, mostrando a potencialidade da
formulagdo para representar o comportamento dindmico de meios viscoelasticos.

Tnicialmente, analisa-se o problema da vibrago fivre da barra (F(t)=0), ou seja, a resposta da
barra sem amortecimento {n = o), sujeita a condigdes iniciais ndo homogéneas, prescritas abaixo.
As propriedades de rigidez do modelo de trés pardmetros sdo Eg = 1. e E; = 1. ¢ a massa M=1.

As condigBes iniciais do problema s@ouy = 0. e vp= 1.
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Fig. 5.7 - Vibragiio Livre sem Amortecimento - vo = 1.
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Verifica-se, nesta primeira validagiio (fig. 5.7), uma 6tima concordancia entre a resposta
numérica e a resposta analitica. Deve-se salientar que o parimetro 1} definido como tempo de
relaxagdo ¢ inversamente proporcional ao amortecimento. Portanto, neste caso para se obter uma
estrutura sem amortecimento o tempo de relaxagio deve tender a infinito. Em outras palavras, ndo

ha tempo suficiente para a estrutura atirgir a relaxacdo, devido ao efeito viscoelastico, restando

apenas o efeito elastico da estrutura.

Utilizando-se a estrutura com propriedades idénticas as do caso anterior, pode-se obter a
resposta dinimica, com condigdes iniciais nulas e excitada harmonicamente na primeira freqiéncia
natural (o) da barra, ou seja, uma excitagdo forgada com freqiiéncia igual a da primeira

ressondncia da barra, dada por F(t)=Fy.Sen(wn1.t), Fo = 1. Os resultados estdo mostrados na figura

s 8 Observa-se concordancia da resposta numérica com a solugdo analitica.
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Fig. 5.8 - Vibragio Ressonante sem Amortecimento.

110



Em um terceiro exemplo utilizado para validar o algoritmo proposto, analisa-se o efeito do
amortecimenio estrutural na resposta dindmica da barra. As propriedades sfo as mesmas dos
exemplos anteriores, apenas com a modificagdo no pardmetro de relaxagdo, que neste caso €
utilizado n = 1. A forga externa ¢ dada pela fungdo Heaviside (degrau unitario) e as condigdes

iniciais sdo nulas. A resposta se encontra na figura 5.9.
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Fig. 5.9 - Vibragdo Amortecida - Carregamento Heaviside

Estes trés exemplos tem por finalidade validar tanto a formulagiio quanto a implementagdo
do algoritmo proposto. A qualidade dos resultados induz a se acreditar que os mesmos €stic
corretos. Nos exemplos seguintes avalia-se o efeito dos pardmetros viscoelasticos sobre as
respostas dindmicas. Variando-se a rigidez e o amortecimento do modelo de trés parametros
pode-se obter os modelos de Kelvin ou Maxwell, separadamente. Em todos os casos utiliza-se
condicBes iniciais nulas ¢ excitagdo representada pela fun¢iio Heaviside (F=1), aplicada em t=0.

Neste caso adota-se E, =0 restando entdo um estrutura representada por mola-amortecedor
em série, que define o modelo viscoelastico de Maxwell (figura 5.6). Na figura 5.10 observa-se ¢
efeito da variagio do amortecimento (tempo de relaxagdo 1) sobre a resposta.
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Fig. 5.10 - Efeito do Amortecimento e Inércia - Modelo de Maxwell.

A primeira caracteristica que pode ser observada nesta resposta é o efeito da inércia, pois as
oscilages que ocorrem nos deslocamentos s3o devido a presenga da massa do sistema, uma vez
que a forga externa aplicada ¢ constante. Observa-se também uma propriedade patente no modelo
de Maxwell, que € a de permitir deslocamentos crescentes, tendendo ao infinito, quando
submetidos a um carregamento externo gualquer. Quanto ao parimetro de relaxacio (1), nota-se
que quando este cresce, o amortecimento efetivo é menor e que a estrutura devera permanecer um

periodo maior sob controle dos parAmetros rigidez-inércia.

Em seguida mostra-se a versatilidade da formulagio, uma vez que podem ser avaliados tanto
os probiemas dindmicos viscoelasticos transientes, como apresentados acima, quanto os problemas
quase-estaticos, caracterizados pela auséncia de forgas de inércia {(p=>0). Neste caso as
propriedades de rigidez sdo modificadas, fazendo-se Eq=0.5 ¢ E=5. Obtendo-se o modelo de
Kelvin-Maxwell ou modelo de trés parimetros, mostrado na figura 5.6, que caracteristico para um
modelo solido.
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Novamente observa-se na resposta da figura 5.11, a influéncia do parimetro de relaxagdo n,
pois quando este decresce os deslocamentos tendem a se estabilizar mais rapidamente e convergir
para a resposta estatica. Observa-se ainda, a completa auséncia de oscilagbes na resposta, que

caracteriza a resposta quase-estatica.
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Fig. 5.11 - Resposta para Estrutura Quase-estatica - Modelo de Trés Parametros.

No ultimo exemplo utilizando elemento de barra, o mesmo problema anterior ¢ estudado,
acrescentando-se inércia ao sistema. A resposta transiente de uma estrutura viscoelastica com
inércia ¢ mostrada na figura 5.12. Deve-se observar que o comportamento da resposta ¢
semelhante aquele apresentado na figura 5.11, para o caso quase-estatico, a menos das oscilagdes
proveniente do efeito de inércia no sistema. A principal caractéristica do modelo sOlido a ser
observada na resposta da figura 5.12, é que a resposta do sistema oscila devido a inércia e em

seguida, tende ao valor estatico.
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Fig. 5.12 - Estrutura Viscoelastica ¢ Efeito de Inéreia - Modelo de Trés Parametros.
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5.4.2 - Problema Continuo Viscoelastico - Viga Plana

A estrutura discretizada e analisada € de uma viga plana bi-apoiada, com carregamento
dependente do tempo, distribuido sobre sua superficie. Avalia-se uma viga sem massa, para a
solucio do problema quase-estatico, e posteriormente envolvendo o termo de inéreia na solugdo.
A solucdo do problema quase-estatico € validada com a solugBio analitica. Para isto, utilizou-se
dois modelos viscoelasticos, o modelo de Maxwell, também definido como modelo fluido ¢ o
modelo de trés pardmetros, também chamado de modelo solido. Como esta sendo utilizado como
elemento estrutural a viga plana, deve-se observar nos plotes os deslocamentos da linha neutra da
viga. Em alguns casos esta sendo plotada a deformacio de toda linha neutra, e em outros casos,
avalia-se o ponto central da viga sobre a linha neutra. No modelo de Elementos Finitos utilizou-se

uma discretizagdo de 15 elementos de viga (16 pontos nodais}).
EXEMPLOS NUMERICOS
PROBLEMA QUASE-ESTATICO
A viga viscoelastica é considerada como modelo de Maxwell e modelo sohdo de trés

pardmetros, tal como representado nas figuras 5.13 e 5.14. As propriedades materiais sdo

assumidas como:
a) Modelo de Maxwell - El = 9.8x10" N/m*, n = 2.744x10° N.s/m*. O module de relaxacio para

o modelo de Maxwell ¢ dado por,
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Ex = Er exp(Es.t/m)

e ML
5

Fig. 5.13 - Modelo de Maxwell

b) Modelo de trés parfmetros - B = 4.x10” N/m’, E1 = 9.8x10" N/m’, n = 2.744x10° N.&/m”. E o
modulo de relaxacdo € dado por,

Eu = Eo + El exp(E;.t/n)

Fig 5.14 - Modelo de Trés Parametros

Considere uma viga de comprimento L. = 5 m, com largura de b=1.5 m e altura de h=2.0
m. Deve-se observar que estas ndo sfo dimensdes usuais em estruturas de vigas reals, mas apenas
valores utilizados para avaliagio dos modelos viscoelasticos. A solicitagdo ¢ difimda através de um
carregamento distribuido de 4 N/m aplicado sobre a viga na direco z e a viga analisada esta bi-
apoiada. A solugdo obtida neste exemplo inicial de estrutura de viga, ¢ validada com a solucio
exata para o problema quase-estatico envolvendo os dois modelos viscoelasticos propostos acima.

A solucido exata dos deslocamentos do ponto médio x =% L da viga viscoelastica pode ser
obtida para cada modelo viscoelastico. Essas solugbes foram obtidas analiticamente para cada
caso, e para referéncia do procedimento destas solugdes analiticas, ver Flilgge, 1975.

- Viga bi-apoiada com carregamento distribuido:

splt
384 1

w(,1) = ¥t)

O modulo de fluéncia J(t) pode ser obtido através do mddulo de relaxagdo. Isto resulta para

cada caso,
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- Modelo de Maxwell
J(t) = 1.02042x10° + 3.64431x10” t

- Modelo de trés pardmetros

- -5
@) = 2.5x10% - 1.77536x10 LS

A figura 5.15 apresenta os deslocamentos dependentes do tempo no centro da viga para ©
modelo de Maxwell e modelo de trés pardmetros. Pode-se ver uma otima concordancia entre a
solucio numérica € a solugdo exata.

x10°

5

(1) Modelo de Maxwell

4+ (2) Modelo de trés parametros
s
e
S 30 -
§ _ presente
22 o exata
o«
=

0 10 20 30 40
tempo t

Fig. 5.15 - Deslocamento dependente do tempo no centro da viga para o modelo de Maxwell e

modelo de trés parametros

No grafico, deve-se observar a principal caracteristica que diferencia o modelo fluido de
Maxwell e 0 modelo solido de trés pardmetros, qual seja, no modelo fluido os deslocamentos sio
crescentes enguanto existir carregamento, enquanto no modelo solido os deslocamentos
convergem para o valor de equilibrio estatico da viga. O deslocamento estatico para 0 modelo de

trés parametros é w(x=L/2,t,) = 0,8138x10° m.
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Na figura 5.16 observa-se o comportamento da viga inteira através dos deslocamentos da
lirha neutra ao longo do eixo x na viga. Pode-se ver o fendmeno de redugdo do incremento das
deflexdes da viga que € uma caracteristica do modelo sélido, figura 5.14. Este mesmo efeito ndo
ocorre para o modelo fluido de Maxwell, onde as deflexdes crescem linearmente com o termpo,

como observado na figura 5.17.
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Fig. 5.16 - Deflex@io da linha neutra para o modelo solido de trés parametros
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Maxweil 1

deslocamento u

espago X

Fig. 5.17 - Deflexao da linha neutra para o modelo fluido de Maxweil

PROBLEMA DINAMICO

ANALISE DO EFEITO DE INERCIA ~ PROBLEMA QUASE-ESTATICO

Em seguida as analises do problema quase-estatico, pode analisar o problema dindmico,
impondo o efeito de inéreia da viga na solugo transiente.

Considere novamente a viga com as mesmas caracteristica apresentadas para o problema
anterior. Neste caso o carregamento & definido por uma funcdo passo p = 4 H(t) N/m, distribuido
sobre o comprimento X. A massa especifica p = 8.x10" kg/m’. S#o obtidos os deslocamentos no
centro da viga para os modelos de Maxwell e de trés pardmetros.

Na figura 5.18, observa-se o comportamento dindmico da viga viscoelastica. Pode-se ver

que as oscilagdes da viga diminuem com o aumento do tempo, desaparecendo o efeite dinamico
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devido a presencga de inércia, fazendo a resposta convergir para a solu¢io do problema quase-
estatico.

x10°
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{1) Modelo de Maxwell
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Fig. 5.18 - Deslocamento dependente do tempo no centro da viga - Efeito de inércia.

ANALISE VISCOELASTICA TRANSIENTE - ELASTODINAMICA

Em um ultima analise, utiliza-se a viga com as mesmas caracteristicas do problema dindmico
anterior, onde também s3o obtidos os deslocamentos no centro da viga.

O efeito do aumento do coeficiente de viscosidade 7 na resposta transiente da viga
viscoelastica pode ser observado nas figuras 5.19 € 5.20. E evidente que o aumento da viscosidade
reduz as amplitudes dos deslocamentos. Observa-se que, com o incremento acentuado da
viscosidade, a estrutura passa a ter um comportamento elastodindmico, apresentando apenas o

efeito da propriedade de rigidez do modelo viscoelastico.
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Fig. 5.19 - Comparagio dos deslocamento dependente do tempo no centro da viga para o modelo

fluido de Maxwell e a analise elastodinimica.
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Fig. 5.20 - Comparacio dos deslocamento dependente do tempo no centro da viga para o modelo

solido de trés parimetros e a analise elastodindmica.
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A formulagdo integral para o Método dos Elementos Finitos viscoelastico foi apresentada
para solugio de vigas viscoelasticas. Observa-se das solugdes numéricas apresentadas, uma 6tima
concordancia com a solugio exata. As respostas quase-estaticas ¢ dindmicas obtidas através da
formulacgdo, caracterizaram muito bem os modelos viscoelasticos fluido de Maxwell e solido de
trés parametros, que representa-se um elemento de barra ou viga viscoeldstica. A solugdo
elastodindmica pode naturalmente ser obtida através da formulagio viscoelastica transiente. A
analise do efeito de outros modelos de amortecimentos estruturais em problemas elastodindmicos
pode ser avaliada em uma aplicagdo da formulacio obtida. A formulag@io pode ser facilmente

estendida para o problema de elasticidade plana.
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Capitulo 6

Formulacio de FElementos de Contorno e Fun¢io de Green

Estacionarias

6.1 Definicio do Problema Flastodinimico e Visco-elastodinimico

Muitas vezes as solucbes dindmicas de estruturas sfo definidas representando um meio
elastico, que caracteriza o problema elastodindmico. Porém, como justificado extensivamente na
introducdo deste trabalho, uma modelagem mais realista de meios continuos deve ser obtida
incluindo a dissipagiio de energia, caracterizada pelo amortecimento material do meio. Isto pode
ser feito, representando o problema dindmico através de um meio que se caracterize por possuir
um comportamento visco-elastodindmico.

O problema a ser tratado neste capitulo ¢ o de um meio continuo visco-elastodmamico
estacionario, onde s3o apresentadas as formulagGes deste problema para solugdo através da
técnica de superposicio das fungdes de Green e do Método dos Elementos de Contorno. Alguns
detalhes das formulacdes matematicas desenvolvidas para este tipo de problema podem ser
encontrada em varias bibliografias, como Banerjee, 1981, Eringen e Suhubi, 1975, Chnistensen,
1982.

As relacdes matematicas que definem o problema de valor de contorno viscoelastico linear
isotropico, podem ser extraidas diretamente das equacGes da teoria da elasticidade linear. Das
relages que definem o problema viscoelastico, somente a relagdo tensdo-deformacdo difere da sua

equivalente, definida na teoria da elasticidade. Na realidade, o problema visco-elastodindmico €
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uma generalizagdo do problema elastodindmico. Neste ultimo, compreende-se como o problema
de um meio onde ocorre propagacio de ondas, mas que ndo possui capacidade de dissipagio de
energia devido ao amortecimento material. Uma forma de se incluir o amortecimento material em
um meio elastico € trata-lo como um meio viscoelastico. Para isto, pode-se inserir nas popriedades
do meio, um fator de perda de energia, definido como fator de amortecimento. Na generalizacio
da formulagdo elastodindmica para a visco-elastodinfimica, pode-se incluir a propriedade de
amortecimento nas propriedades elasticas do material do meio. Para as formulagdes estacionarias,
isto pode ser feito naturalmente, substituindo-se a relagdo tensfo-deformacdo, fazendo com que a
constante elastica do meio (matriz constitutiva) seja substituida por outra definida como uma
constante no dominio das varidveis complexas. A parte real desta constante complexa define a
constante elastica do problema elastodindmico, enquanto a parte imaginaria da mesma, define a
constante que determina a capacidade viscoelastica do meio, ou amortecimento material do
mesmo. Portanto, pode-se partir da definigio do problema elastodindmico para se desenvolver a
formulagdo visco-elastodindmica.

O problema de valor de contorno visco-elastodindmico ¢ definido através da equagdo de
equilibrio dindmico, as condigbes de contorno e condigbes iniciais do problema. A equacdo de
equilibrio em tensdes € dada por,

oy;thi= py, emQx[0,T] (6.1)
e as condicdes de contorno e condiges iniciais sdo dadas por:

- condi¢des de contorno

u;=q; emI, x [0,T] {6.2)
t=0y;n;=h;, emI, x [0,T] (6.3)
- condi¢es iniciais
u;=u,; 6.4)
u, = U,; (6.5)

onde o = tensor de tensdes;
f. = forcas de corpo por unidade de volume;

n; = vetor normal ao contorno [;

q; , h; = sdo os deslocamentos e tragdes especificados no contorno;

b4
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p = densidade de massa;
w, = aceleraciio, ou segunda derivada dos deslocamentos u; em relagio ao tempo t; e

u,, , u,; = condicdes iniciais de deslocamentos e velocidades, isto ¢, parat = 0.
As equacgdes apresentadas definem o problema elastodindmico, resta apenas definir a
equagdio constitutiva elastica, isto €,
- Cyu (6.6)
onde C,, = matriz constitutiva elastica do material; ¢

g,, = tensor de deformagGes.

Portanto, a menos desta Gltima equagdo, ou seja, a relagio tensdo-deformacdo, todas as
outras podem ser definidas para o problema viscoelastico. Neste caso, a equagio constitutiva do

material viscoelastico € definida por,

(1) = f_‘m(}@(tuc)f'%;@dr 6.7)

onde Gg,(t-7) define a fungdo de relaxagio viscoelastica dependente do tempo, e que caracteriza

o problema viscoelastico.

Entre outras formas para se apresentar esta relagdo constitutiva pode-se redefini-la de forma

conveniente para o desenvolvimento da formulagio, ou seja,

u()

t e "C)
o) = 8, ' -2 ar 4 2 pa-) F e 6.3)

onde Aft-T), u(t- 1) sdo as funcBes de relaxagio -8ij ¢ o operador delta de Kronecker.

Muitas formula¢des partem da equagio de equilibrio dindmico definida em funcdo do vetor
de deslocamentos u,. Desta forma, pode-se recorrer novamente a teonia da elasticidade hnear para
definir a relagio deslocamento-deformaciio, onde a correspondente forma para o problema
viscoelastico € dada por,

2 gy(1)=uy;(t)+uy(t) (6.9)

A relagio constitutiva viscoelastica (6.8) e relagdo deformagio-deslocamento (6.9), podem

ser substituidas conjuntamente na equaggio de equilibrio (6.1) para obter a correspondente equagéo

de equilibrio dindmico em funcdo dos deslocamentos, isto €,

()

. du
J_mu(t_z) = f A -ty+ - 1:)] dr+f = pu,, (6.10)
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Este € a equacdo final, em conjunto com as condi¢des de contorno e iniciais, que define o
problema visco-elastodinimico transiente. Para o problema quasi-estatico, esta se simplifica
apenas eliminando o ultimo termo, isto €, o termo de inéreia.

Entretanto, a solugdo que se pretende obter nesta formulagio, € para o problema visco-
elastodindmico estacionario. Portanto, deve-se transformar esta equacio transiente, do dominio do
tempo, para o dominio da freqiiéncia.

Desta forma, considera-se entio, para o problema estacionario, que as forgas de corpo e as
condi¢des de contorno sejam harménicas no tempo, isto €,

f(x,t)= f, . exp(iot) 6.11)

A imposi¢do desta forma de excitagio resulta em um resposta harmoénica do sistema, ou
seja, a resposta do problema estacionario, corresponde a solugdo do problema dependente do
tempo quando aplica-se um carregamento harménico no tempo. Em outras palavras, essa resposta
que em principio € dada no tempo, pode ser observada apenas variando-se a frequéncia, quando a
parte transiente da resposta do sistema desaparece, e o sistema dindmico encontra-se em regime
estacionario. Desta forma a resposta harmonica resulta em,

u,(x,t)= b, . exp(iot) (6.12)

Uma forma matematica de se operar esta transformacio, do problema transiente (tempo)
para o problema estaciondrio (freqiiéncia), € através da transformada de Fourier. Aplicando-se a
definicio da transformada de Fourier sobre a equacgio de equilibrio, obtém-se a equacio de
equilibrio dindmico em regime estacionario, isto €,

w'(0) T ;+[X (0)+ 1 ()] 5., +f = p o, (6.13)

Observe que as fungdes de relaxaciio 1 e A sdo complexas e defimdas por,

wie)=p. (+in (o) (6.14)
X@o)=1. (1+in(e) {6.15)
onde U e A sdo as constantes de Lameé definidas na teoria da elasticidade; e

n.(®) e M, (@) sdo os coeficientes de amortecimento ou dissipagio do meio.

As propriedades viscoelasticas definidas através das constantes de Lamé complexas p” e 1,
podem ser definidas através de modelos viscoelasticos, como os modelos de Maxwell, Kelvin ¢

Maxwell-Kelvin, ou mesmo obtidos experimentalmente. Como observado nos capitulos anteriores
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sobre viscoelasticidade Iinear, € importante destacar, que qualquer modelo viscoelastico também
necessita de uma avaliagdo experimental, a fim de ajustar os parimetros do modelo para
caracterizar as propriedades viscoelasticas do material utilizado.

Na aplicacgdo dos problemas de intera¢io dindmica solo-estrutura, o solo deve ser modelado
como viscoelastico € os pardmetros de dissipacio do meio 1, {®) ¢ 1, (®) devem ser definidos.
Por exemplo, para o modelo de kelvin, mostrado no capitulo de viscoelasticidade e reapresentado

abaixo,

o

I

bo

Fig. 6.1 - Modelo Viscoelastico de Kelvin

pode-se definir a relagdo entre tensdo deformacio viscoelastica para este modelo (3.6), como,
c=Ee+ne (3.6)
Sendo movimento harménico no tempo, onde a resposta do sistema € dada pela equagdo
6.12, as deformacdes também possuem comportamento harménica, e a relagio tensdo-deformacio
viscoelastica € dada por,
G exp(iot)=(E €+ n € i0) exp(iot)
que resulta,
& = (E +nio)s (6.16)
onde E define a ngidez da mola e N o coeficiente de amortecimento viscoelastico. Observe a
relacdo 3.12, que define a relagdo tensdo-deformacio na variavel de Laplace, reapresentada aqui,
&=(E + nsk.

A relagdo equagdo constitutiva (6.16) pode ser reescrita por,

6 = E(1 + im%}E:‘y
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S = B + iof)E 6.17)
onde pode-se definir £ = % como fator de amortecimento.

Comparando-se esta ultima relacdo com o equagdo constitutiva elastica, ¢ = E g, observa-
se que a passagem das propriedades do problema elastico para o viscoelastico ¢ dada
simplesmente pela transforma¢o de uma varidvel real E para uma varidvel complexa
E’ = E(1 + ie{). Isto implica que a parte que representa a dissipagio de energia of depende da
freqiiéncia. Porém, em avaliagbes experimentais, observa-se que, para muitos materiais estruturais
E  permanece constante para um amplo espectro de freqiiéncia. Portanto, nestes casos, deve-se
modificar a relagido que faz a transi¢io entre materiais elasticos e viscoelasticos, estabelecendo a
E por E(l + in), onde o fator de amortecimento n que representa a dissipagio é constante na
freqiiéncia, ou amortecimento material.

Este amortecimento material na forma E (1 + in) € denominado amortecimento histerético,
enquanto ¢ amortecimento material descrito por E° = E(1 + i) é chamado de amortecimento
VISCOSO0.

Tendo em vista, 0 exposto acima, pode-se estabelecer um principio da correspondéncia
(relacdo entre matenais elasticos e viscoelasticos) para aproximar a descrigio do mecanismo de
amortecimento material num solido elastico. Este principio faz com que as constantes elasticas
comumente utilizadas em problemas estruturais, tais como as constantes de Lamé, A e y, sejam
substituidas, para a solu¢do no dominio da freqiéncia, por suas correspondentes complexas {eq.
6.14 e 6.15), porém com o fator de dissipagdo constante, isto €,

W=p. (+in,) (6.18)
X=x.(+in) (6.19)

Para o problema de mecénica do continuo elstica, a constante de rigidez E define o médulo

de elasticidade do matenial ¢ p o moédulo de elasticidade transversal. Qutra constante

freqiientemente utilizada para definir o meio continuo elastico € o coeficiente de Poison v, que

o E
para o problema elastico ¢ dada por, v= o 1.

As constantes fisicas elasticas E, p, A e v estdo associadas entre si, necessitando-se apenas

de duas delas para definir as propriedades elasticas do meio. Isto também pode-se aplicar para o
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meio viscoelastico, e tal como da teoria da elasticidade, as correspondentes constantes de Lamé

viscoelasticas podem ser dadas por,

I 6.20

P E5av) (6.20)
yo— EV 6.21
S A+V)(a-2v) 621)

Outra simplificac@o pratica, proveniente de resultados experimentais, ¢ que os coeficientes

de amortecimentos, na grande maioria das vezes sdo considerados iguais, isto &, 1,= 7, . Neste

caso, o coeficiente de Poison v’ para o problema viscoelastico é uma constante real, definida por,

-1 (6.22)

Como ja observado anteriormente, em casos reais de problemas estruturais, o
amortecimento viscoso, onde o termo de dissipagio ou amortecimento é depende da fregiiéncia,
pode ser aproximado pelo amortecimento histerético, onde o termo de dissipagdo é constante em
relagdo a freqii€ncia. Desta forma, os problemas que analisados neste trabalho, sio avaliados
definindo-se as propriedades, utilizando o amortecimento histerérico, como dadas nas equagdes

6.18 € 6.19.
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6.2 Funcio de Green - Propagacio de Ondas em Meio Viscoelastico

A formulac@o a seguir tem como objetivo solucionar o problema de propagacio de ondas
em um meio infinito. Em particular deseja-se obter a resposta de uma estrutura interagindo com o
solo, caracterizando o problema de interagio dindmica solo-estrutura, ou da DSSI (Dynamic Soil-
Structure Interaction). A formulacio desenvolvida nesta secio ¢ dedicada ao trabalho de
doutorado de Romanini, 1995. Em sua tese de doutorado, Romanini desenvolve a sintetizacio de
fungdes de Green para tratamento de problemas elastodindmicos analisando a interaciio dinimica
solo-estrutura. Sendo que, sua formulagdo ¢ realizada totalmente no dominio da frequéncia. Desta
forma, deve-se apresentar apenas alguns passos desta formulacio, pois o objetivo deste trabalho ¢
utilizar as repostas estacionarias (resposta em frequéncia) para obter as solu¢Bes transientes de
problemas da DSSL

Neste caso a estrutura representa uma fundaglio ou componente mecinico sobre o solo e

excitada dinamicamente € o solo caracteriza o meio infinito viscoeldstico, como mostrado na

figura 6.2
I &5 eXpliot) j G, exp(iot)
IR ]
> Uz » > Ux
L 2a, x 24 x
{—‘, }'L*:-}“ Pr f't":-;“‘
z¥ Wz z ¥ Wx
Normal Tangencial

Fig 6.2 Carregamento Normal e Tangencial na superficie do semi-espago viscoelastico
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Para o problema estacionario, assume-se os deslocamentos harménicos no tempo, como na
equacdo 6.12, repetida aqui,

u,(x,t)= i,(x) . expliot) (6.23)

e a equagdo de equilibrio dindmico estacionario (6.13), ou equagdo de Navier também repetida

aqui,

W +[N ] g, +f = p o™, (6.24)

e para completar a definicdo deste problema de valor de contorno, resta apenas especificar as

condi¢des de contorno. Assim, considerando os carregamentos normal e tangencial na superficie

do semi-espago, as condicdes de contorno em tensdes podem ser definidas. Para a carga vertical,

estas condi¢es de contorno sio dadas por,

5 om0 {—am . K<a .
G =0)= .
wmlrz=0)= 1 7 70 (6:25)
e para a carga horizontal, as condi¢bes de contorno sdie dadas por,
_ o 1% > ki=<a 626
g X — -_— .
UZK( QZ ) 0 ’ lxl > a ( )

A solucdo para o problema consiste em obter as fungdes de Green que permitem encontrar a
resposta dindmica estacionaria de um semi-espago viscoelastico, submetida a um carregamento
harmonico.

No problema propagac3o de ondas em um semi-espago, € mais comum representar as
propriedades do meio em funcdo das velocidades de propagagiio de ondas de pressdo (dilatagdo)
C; de cisalhamento C,. Para um meio continuo viscoelastico essas velocidades de ondas serdo
definidas em funcd@o das propriedades viscoelasticas do meio. Isto €, as velocidades de onda de

pressdo C,” e de cisalhamento C, sio dadas como,

*2 ):+2. )
cr=tr=l 627
p
*2 !J-*
cr-E 6.28
2 =75 (6.28)

onde as constantes envolvidas nas equagdes ja foram definidas anteriormente. Também ¢ freqiiente

definir os nameros complexos de onda, isto €,



12

K= 6.29

. sz (6.29)
o’

K =— 6.30

2 sz (6.30)

Utilizando as constantes acima a solugiio da equacgdo de equilibrio dindmico (6.24) permite
obter as fun¢des de flexibilidade no semi-espago bi-dimensional.
A funcdo de flexibilidade para carregamento vertical resulta,

= o % (B —05)
H..(B)= w E(B) (6.31)
_ il +a))-20,a)]
H.(B)= () (6.32)
e a fungdo flexibilidade para carregamento horizontal resulta,
T 9% (BZ "’ag)
H,.(B)= TSEB) F_(B) (6.33)
e _ iB[(Bz—g-ai)wZo(,laz]
B ®)=— % Gy (6.34)

onde, o =y S N VB -k, e
E (B)=[28 -] -4B* 0, a,
enquanto, o, o, € B niimero de ondas. E ainda interessante observar que H_(B)=-H__(B).

E a solugdo final, que fornece os deslocamentos estacionarios para carregamentos vertical e

horizontal sobre o semi-espago viscoelastico €,

W)= " Tl );en(B % expi B x) dp (6.35)
U,0= 227 2D i ap (636)

onde p = Z,X.



As equagdes para W,{(x) e U (x) acima sio chamadas de funcdes de influéncia e as

integrais envolvidas na sua solugfio sdo obtidas numericamente.

6.2.1 Definiciio das Grandezas Adimensionais

E comum em problemas de interagio dindmica solo-estrutura apresentar as solucBes em
2

fungdo de grandezas adimensionais, diferente das constantes §, k| , k;’, o, e «,, definidas na

formulacdo anterior. Os resultados sdo apresentados em fungdo da fregiiéncia adimensional Ao e

dos deslocamentos adimensionalizados.

- freqgiiéncia adimensional Ao

(6.37)

onde as constantes foram definidas anteriormente como sendo: © a fregiiéncia de excitacgio, a a

metade da extensdio do carregamento , e C;a velocidade de propagacio de onda de cisalhamento.

- amplitudes adimensionais

Apos a avaliagio numérica das expressdes para m\if;(x) e ﬁp(x) estas podem ser

normalizadas em relaciio as excitaghes fp =2ad,, para fornecer as fungdes de flexibilidade

complexas,
W oty _
1 -
res. " H,, (6.38)
U np
P -
2as, =H,, (6.39)

com p = ZX.
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6.2.2 Superposigiio das fungoes de flexibilidade complexas

Denominados de Método da Superposi¢io a técnica baseada na aplicagio sucessiva da
relagdo (6.38) e (6.39) em cada segmento discretizado da interface solo-estrutura. Assume-se um
campo de tensdes constantes em cada um destes segmentos, e pode-se entfo analisar a influéncia
destas tensdes (localizada sobre cada um dos segmentos) em relagiio aos segmentos restantes.

Desta forma, para uma distribuicio de tensbes constantes por segmentos, em que assume-se
uma discretizag@o regular com n elementos na interface solo-estrutura, as condi¢des de contorno

podem ser escritas na forma,

G, (X)=6,; (x-a) (x( (xM+a) (6.40)
M M M
i | | X
|
2a —M
. Comn
k J z

Fig. 6.3 Discretizacdo das tensGes no solo sob a fundaciio

As fungtes de flexibilidade complexas s3o superpostas na interface solo-funda¢iio a fim de

constituirem uma relacdo geral entre os esforgos f}(xj) e os deslocamentos U (x;), definida por
um sistema matricial,
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{8} = ;%lﬁf(xi,x,- WE ) (6.41)

A equacdo final (6.41) representa a forma discretizada das equagdes para os deslocamentos
adimensionalizados (6.38) e (6.39), e associa o deslocamento no centro do i-ésimo elemento sob a
fundagdo que € provocada por uma tensfo constante no j-ésimo elemento. Algumas aplicacdes

para esta solu¢do pode ser encontrada no trabalho de Mesquita et all, 1995.



6.3 Elementos de Contorno Viscoelistico Estaciondrio
6.3.1 Formulacao da Equacio Integral de Contorno

Na secfo anterior obteve-se a solugdo da equacio de equilibrio dindmico estacionario para
um meio viscoelastico atraves das fungdes de influéncia. Este mesmo problema pode agora ser
solucionado utilizando a formulagiio de Elementos de Contorno. Qualquer uma das formulagtes
tem como objetivo solucionar o problema de propagacio de ondas em um semi-espaco
viscoelastico.

A formulac@o de Elementos de Contorno, tal como a formulagio para fungdes de influéneia,
inicia-se da definicdo da equagdo de Navier para problemas estacionario. O meio a ser analisado é
viscoelastico linear, homogéneo e isotropico. Pode-se partir novamente da equagio de equilibrio
elastodindmico estacionario (6.24) descrita em termos dos deslocamentos, isto é, a equacdo de
Navier. Neste caso a equacgdo de Navier ¢ definida em funcdo das velocidades de propagacio de
ondas C; e C,.

(C —C) T+ € T, +F, = 0’1 (6.42)

As constantes s30 reapresentadas aqui,

- velocidade de propagagio de ondas de dilatagdo C,

e A2y
c? :—B—ﬁm (6.43)

- velocidade de propaga¢do de ondas de cisathamento C,
Cl =" (6.44)

sendo i e A as constantes de Lamé e p a densidade do meio continuo.

As condi¢Bes tambem transformadas para o dominio da freqiiéncia e redefinidas,
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U {x,0)= q,(x,0) em I (6.45)
f(n}i(x,c)): {ij n; = h,(x,0) em T, (6.46)

e a relagiio constitutiva como em Eringen e Suhubi, 1975, ¢ dada por,
t,=p(C’-2C)T,, 8,+ pC; (T, +T,,) 6.47)

Deve-se observar que as condicBes iniciats desaparecem quando se faz a transformacio de
dominio, ou seja, do dominio do tempo para o dominio da freqiiéncia.

O proximo passo ¢ desenvolver a formulagdo integral para um problema geral
elastodindmico estacionario, definido pela equacio 6.42 e suas condigGes de contorno. Para isto,
deve-se definir a solucio fundamental singular para esta equagio num meio infinito. Esta solugdo
fundamental é defimida no dominio da freqii€ncia, como,

"(;“f"{f?”)":"z'"(\i’ O3 —X T 1) (6.48)

T(x.80)=
3(x.5.0) 2o C

onde para o caso bi-dimensional a = 2 e as fungBes y ¢ % sdo definidas por,

BT N I
1=K, {‘C” (é K[ﬂ (6.50)

onde Ko, Ki, K; sdo as fungbes de Bessel modificadas de segundo tipo e ordens 0, 1 e 2,
respectivamente. As demais variaveis sdo dadas como,

x - ponto do campo onde mede-se os deslocamentos

£ - ponto de coloca¢do onde aplica-se a carga

=[x

E a resposta do meio infinito ¢ dada por T; =T . e,
Pode-se através da solucio fundamental E:j, também chamada de tensor de deslocamentos

de Stokes, obter o tensor de tragSes ?-'. como,

1= el el e} x{ 2 g
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Pode-se entdo usar ¢ teorema da reciprocidade de Betti, para obter a solu¢do do problema
elastodinimico no dominio da freqiiéncia ® na forma integral. Para problemas solo-estrutura
(DSSI), o qual € assunto deste capitulo, pode-se supor que as forgas de corpo f, sejam nulas e
ainda deve-se tratar de problemas, os quais possuem contornos geométricos “suaves”. Desta

forma, pode-se finalmente escrever a equacao integral como defimdo abaixo,
1 —— o - —k —
25 G0)= [t o) o)~ Gxgo) ol 6.52)

Detalhes com relagio a esta formulacio do Método dos Elementos de Contorno para

problema elastodindmicos estacionarios podem ser encontrados no trabalho de Pontes, 1992

6.3.2 Discretizacio da Equacio Integral no Contorno - MEC

Pode-se utilizar o Método dos Elementos de Contorno (MEC) para solucionar a integral de
contorno descrita anteriormente. Isto é, o MEC consiste na discretizagdo desta integral de
contorno, obtendo-se um sistema de equagBes com variaveis de tragdes e deslocamentos, na
superficie do solo ou contorno. Deve-se fazer apenas a discretizagio espacial, pois o problema a
ser solucionado € em regime estacionario, dominic da freqiiéncia, ndo necessitando da
discretiza¢do no tempo.

A discretizacdo espacial neste trabalho € feita com elementos constantes, onde os nos de
referéncia para obtengdo das variaveis de deslocamentos e tragdes sio definidos no centro de cada
elemento.

Portanto, utilizando-se da discretizagdo do contorno com elementos constantes e,
superpondo os efeitos de todos os mnos, a equagdo integral de contorno resulta pa sua forma
discreta ou matricial como,

pe el fred S ive] e pe=12,.. M
=2l -2\ O 2 faon (6:53)
onde M = numero de elementos do contorno

pc = elementos que contém o ponto de colocagdo

"t"i";? = vetor deslocamentos

t; = vetor de tracdes



Mé; s E; = matrizes de influéncia dada pela integracdio dos termos na equacdo integral de

contorno, que € definida por,

G = uj(xz0ydr, (6.54)
I,

=] ti(x,8.0) dI (6.55)
I,

U = vetor deslocamentos no elemento singular, ou seja, o elemento que contém o ponto de
colocagdo, ou ponto de aplicagio do carregamento dado pela funcio delta de Dirac, e que gera
uma singularidade na resposta para este ponto.

Na discretiza¢do de Elementos de Contorno, foi uilizado elemento constante, e apos a
integragdo sobre todos os elementos, dada pelas equacdes 6.54 e 6.55, e superposi¢io dos efeitos
através da equacdo 6.33, obtém-se um sistema de equagdes algébricas, escrito na forma matricial
abaixo,

Y@ =[q] (B -[H] ) (6.56)

Para solucionar este sistema de equacgBes deve-se conhecer e impor as condigdes de
contorno como forgas de superficie {t} ou deslocamentos da superficie {u}, ou ainda parte de
cada um desses graus de liberdade. Com isto pode-se rearranjar o sistema de equagdes acima, de
tal forma que os elementos, ou termos das matrizes [G] e [H] relacionados com as tragdes e
deslocamentos desconhecidos, se encontrem no lado esquerdo do sistema, formando a matriz
dinimica equivalente [§] enquanto no lado direito do sistema resta os graus de liberdades dados
por tragdes e deslocamentos conhecidos. Entdo, um sistema de equagdes semelhante aquele obtido

para as formula¢Ges de elementos finitos, resulta para a equagdo de Elementos de Contorno, isto
€,
(8] {u} = {8} (657)
onde {ﬁ} é o vetor formado por parte das tragdes de superficie {t} e parte dos deslocamentos
de superficie {u} desconhecidos;
{f} ¢ formado pelos valores conhecidos de {t} e {ii}, dados pelas condigdes de contorno
do problema; e

[S] ¢é a matriz de coeficientes dindmicos dependentes da freqiiéncia, ou seja [S] = [S(o)].
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6.4 Inclusiio da Solucio para Fundacio Rigida nas Formulacées de Green e do MEC

Os mesmos procedimentos apresentados anteriormente, para as formulacoes das fimgGes de
Green ou do MEC, podem ser empregados para incluir a fundagZo rigida na solugio. Apenas, que
o sistema matricial inicial, obtido através de cada uma das formulagGes sdo distintos. Portanto,
pode-se partir do sistema matricial proveniente da superposigio das fungdes de Green, equacio
6.41, ou do sistema matricial gerado pela formulagio do MEC, equagdo 6.56. Isto €, para a

formulagio através das fungdes de Green, o sistema equivalente do solo € dado por,

— 1 e =

b= e ol ) (6.41)
e para 0 MEC, o sistema equivalente €,

Y@ =[c] {1 -[H & (6.56)

O problema de interaciio solo-estrutura, ou a interagdo entre um corpo rigido (fundacio) e o
solo é definido impondo-se as condigbes cinematicas e de forgas entre o solo e a fundacdo. Para
esta analise, parte-se do principio que a fundagdo permanece sempre em contato (colado) com o
solo.

A partir de uma discretizagiio sobre o solo, determinada pelos métdodos, pode-se identificar
os pontos nodais que devem fazer a interago fisica entre fundac@o e solo. A figura 6.4 representa
uma fundacio rigida sobre o solo, onde os pontos nodais estio identificados sobre o eixo X. As
coordenadas com x; e z; identificam os “n” pontos nodais sobre o solo que sdo comuns com a
fundacdio, enquanto as coordenadas X e zr definem o ponto de referéncia para aplicagio das forcas

externas F,, Fy, e M, aplicadas sobre a fundagio ¢ também os pontos onde deve-se medir os

deslocamentos u. € up € a rotagdo ¢, da fundacio rigida.
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Fig 6.4 - Dominio do Solo Discretizado e a Interagiio com o Corpo Rigido

Pode-se impor as condi¢cGes de compatibilidade cinematica e equilibrio de forcas entre o
corpo rigido e a modelagem do solo.
- Condigdo de compatibilidade cinematica
u, =u, +¢, (x; —%;)
u, =, b, (2~ 2) €59
u_,u, = amplitude dos deslocamentos vertical e horizontal, respectivamente no ponto de
referéncia da fundacdo (deslocamentos de corpo rigido);

u,,u, = amphitude dos deslocamentos vertical e horizontal, respectivamente n0s i-€simos pontos

da fundacdo, que coincidem com os pontos nodais da discretizagio;

¢, = amplitude do angulo de rotagio;

o = freqiiéncia de excrtacio;

X,,Z, = coordenadas desses i-€simos pontos; €

x,,Z = coordenadas do ponto de referéncia da fundacdo.

De uma forma geral pode-se escrever,

ru,i (1 0 (x,—-%.)/a]

u | [0 1 «z-z)al
: o : (6.59)

u, 1 0 (x,—-%;)/a [d) a

u | |01 Az,—z) a]

o

PO, N
£ £
= <
Mo s e e
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onde n € o namero de pontos do solo em contato com a fundagio.

Pode-se escrever a equagio acima de forma compacta,
{u.t=lccl {u,} (6.60)

onde [CC] é a matriz de compatibilidade cinematica.

- Condic¢do de Equilibrio em Forgas
E,=2F,
fu
F,=2F, (6.61)
=1

M, =2 F, (x,~x)-F, (z,— %)
=1
onde F,,F, = for¢as em cada ponto i da fundagdo nas diregOes vertical e horizontal,

respectivamente; e

M, =Momento na fundagéo em torno do eixo y.

Esta relagio de equilibrio de forgas também pode ser reescrita de forma geral,

E, |
(Fv}{ 1 0 1 0 WFXEL
é N H 0 1 0 1 I<3 (6.62)
{My/aJ l—x)/a «z-z)la - (x,-x)/a Hz,-z)/a]|F,
ou mesmo de forma compacta,
{£}=[EQ] {E} (6.63)

onde | EQ] é a matriz equilibrio de forgas.
As relacdes (6.60) e (6.63) devem entdo serem impostas as matrizes provenientes da
modelagem do solo, fun¢Ges de Green ou Elementos de Contorno, para produzirem um sistema de

equagdes que incorpore a interagdo dindmica solo-estrutura.
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6.4.1 Resposta da Fundaciio Rigida e Fungdes de Green

As relagbes (6.35) e (6.36) podem ser utilizadas para definir o campo de deslocamentos W,
e U, provenientes das excitagdes normais F,, e de deslocamentos W, ¢ U, devido as forgas

tangenciais F,. Portanto, o campo de deslocamentos resulta,

W)= 7L (R() (6.64)
Wx(mffiﬁ(x)ﬁ;(x) (6.65)
U,09= 7 HL (R (6.66)
T, ()= 7 - A (IE(0) ©.67)

Pode-se através das relagdes (6.64)-(6.67) obter os deslocamentos totais em cada ponto

nodal sob a fundagio, isto €,

W, (x)= W, (x)+ W, (x) (6.68)
Ue(0)=U,(x)+ U (x) (6.69)
Os deslocamentos totais podem ser escritos através das funcBes das flexibilidades,
resultando,
— | — — 1 — —
W.(x)= — -
()= H (R0 + L (ORR) (6.70)
— | g — | - —
U(x)= ‘;;H.,Z(X)FZ(X)* EH“(X)EX(X) (6.71)

Desta forma, utilizando o principic da superposi¢do definido na relagdo (6.41), pode-se

obter os deslocamentos totais dos nods sob a fundacdo,

W.(x,)= Z -—;wax,,x VE(x, )+——Hm(xl, x,)E. (x) (6.72)

To(x)= ZL%HW(X,, x,)E(x, )+—~—Hm<xl, DE(x) (6.73)

143



Pode-se mmpor as condigdes de compatibilidade cinematica do corpo rigido, na forma
descrita nas relagdes (6.58-6.59). Lembrando-se ainda que as varidveis de deslocamentos de corpo

rigido devem ser escritas no dominio da freqiiéncia, isto € U,,T, € ?Ey, obtém-se,
W,(x;)= Z{ H,,(x;,x )E(x; )+———H (x.%x)E(x, )] =1, +(x;, - x;)/a ¢,.a
(6.74)
U.(x)= thﬂu(x,,xj)lﬂ (x, )+—~1-;»H (%%, )R (x, )| |=T-@-z)lada (675
que resulta,

L H“(Xi,x )F (x, )-f-""”"‘""““H“(XE,XJ)F (x, )J —(x;,~x; )} a cb a=0 (6.76)

SR NI U I _
;L;gHu(X;,Xj)Fz(Xj)'F —- Hﬂ(xiaxj)ﬁ(x,-)J -1, +(z,—z )/ ad,.a=0 (6.77)
As relagtes acima podem ser reescritas na forma matricial, como,
T 1 i _l :Ijz(xj)
;*“‘““"“I'Iwz(x"x) M_I'L (xi,xj) -1 0 -(ximxf)fal FX(Xj)
lxlu 1 o, ={0} (6.78)
| Haxoxy) —Hm(xﬂ x) 0 -1 @-z)all g,
$,.a

Observe que resultou-se em um sistema de mais incognitas do que equagGes (2n equagdes e
2n+3 incognitas), onde “n” € o numero de discretizagGes do solo sob a fundagio. Deve-se neste
ponto, impor as condi¢des de equilibrio de forcas, definida nas equagdes (6.61-6.62). Portanto, o

sistema acima é ampliado para,

- 1 B - . .
EI{WZ(XI:'XJ) ——_I{WX(X17 _] -i O W(Xi _Xf)/a _F—Z(Xj) O
: 1 e __L Fx(xj) 0
H anu(Xi,X‘i) T pan(xipxj) 0 ""1 (Zi zf)/a ) ‘ﬁv L -i::‘ g (6.79)
-1 0 0 0 0 — E
u, B
0 -1 0 0 0 ¢a | (M,/a]
 Ax,-x%:)/a (z,—z)/a 0 0O 0 R )
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Observando o sistema matricial acima, pode-se identificar as matrizes de compatibiidade

cinematica ¢ equilibrio de forcas (egqs. (6.60) e (6.63)). Estas relagbes podem entio serem
substituidas no sistema matricial, resultando,

'H cClE _{o}
EQ o |l |E (6:50)

onde H ¢ a matriz com as fungdes de flexibilidade do solo;

CC ¢ a matriz de compatibilidade cinematica;

EQ ¢ a matriz de equilibrio de forgas;

E ¢é o vetor de forgas na interface da fundacdo;

i1, sdo os graus de liberdade da fundacfo rigida, u,,u, e Ey_a, isto €&, deslocamentos
vertical, horizontal e rotacio, respectivamente; e

E, sio os carregamentos sobre o corpo rigido, F,F, e M, /a, isto ¢, foras vertical e

horizontal e momento.

- Normalizaciio da Resposta da Fundacio Rigida Sem Massa

As tensdes normalizadas podem ser defimdas por,

PR R e G i Al 6.8
“ N a;, F = E, aq (6.81)

— 6, E(x)a - F(x)a

k .::": x 3 -:"‘"_“)k = x_]_ 6.82
pu.4 | G\ aj Et = F‘ aj ( )

a.
onde d; = —;’—; a ¢ o semi-lado da fundagdo rigida e g; a largura das discretizages sob a fundacao.

As equagdes (6.76) e (6.77), da compatibilidade entre os deslocamentos da fundagio € a
superficie do solo podem ser utilizadas para obter as respostas admensionais da fundacéo rigida.
Inicialmente, deve-se assumir que apenas a forca vertical sobre a fundag8o ¢ aplicada, ou seja,
F, =F = 0., enquanto os demais carregamentos s3o iguais a zero, isto ¢, carregamento horizontal,
F, = F, = 0., ¢ momento sobre a fundagio, ﬁy { a =0. Pode-se dividir as relagdes (6.76) e (6.77),

pela forga vertical F,, para obter a admensionalizagdo, isto €,
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1 — E(x) 1 _ Ex)l 1_ 1

Z;I:ELEH (x:,%;) E +m7cp£Hw"(Xi’xj) 3 }—“ﬁ:u ?—X—xf)/aeb a=0 (6.83)
of 1 ) 1 — Ee)] 1 1 ~
?-?[Hﬂuwxa P () |ghtgE-w/ad.az0

(6.84)

Seguindo a mesma normalizacdo das tensGes apresentadas em (6.81) e (6.82), pode-se

substituir os termos envolvendo os carregamentos na equagdo acima, pelas suas respectivas
tensdes normalizadas, isto €,

]

1 o _ 1 — - 1 1

g_-———n MHW(XE,X,-)kzg dj+—me“(xi,xj)k J %-- ?x —X)/a¢,.a=0 (6.85)
] 1

ZI ‘"“““““Hu(xpx)k d, +—H.L‘;(X1,X )k d:' --I—:—— % (z,-%)/ ad,.a=0 (6.86)
eIl

ou ainda,

Neal
"u

_i[izm. H,, (%0 %;)+ Koy &, H,_(x,,%,) |- = —x)/ad,a=0  (6.87)

i[ﬁm d, H, (x,.x,) +kg H‘m(x‘,x)] a +———~(z ~z)lab.a=0  (6.88)

Lembrando que as amplitudes também podem ser normalizadas pelo fator ™ % , pode-se

escrever os deslocamentos verticais, horizontais ¢ a rotagio normalizadas da fundagdo rigida

como,
- _G.mp _ G, mu - $.anp
U = “F'; Upy = """g"ﬁ:m (byN'a =—% E (6.89)

Substituindo estas trés relagbes nas equagdes (6.87) e (6.88), obtem-se,

n

Z[k (4, H (x,%)+ K, d wa(x,,x)] rpuyF n_p(x _x,)/a ¢‘“‘an:G

iz z U Fz T
2. - npi,F np b.aF,
E[km dj an(xi’xj) -i‘k‘f-q d.i Hlﬁ:(xnx ) ] FZ ::u -+ E {Zi —Zif)/a - =0
e simphficando as equacgdes acima, resulta,
Z[k d; H,, (%) + K,y & H (0%, |- B 0 =%, ) @@= 0 (6.90)

Fl
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i[ﬂm d; ﬁu(xi,xj) +Exzj d, ﬁm(xi,xj) ]wﬁm +{z, —zf)/aEFN.az 0 {6.91)

=

Estas duas equacdes acima, podem ser colocadas em uma forma matricial, como em (6.78),

isto €,
)
_ _ k..
(4, H,,(x,x;) d;H.(x,x) -1 0 “x;-x)/al
LG GHLGRx) 0 1 Gmz)la ] =10} (692)
BN
Li’N‘aJ

Novamente, o sistema de equagdes acima deve ser complementado, impondo-se as
condicdes de equilibrio de forca, a fim de se obter um sistema com 2nt+3 equagbes ¢ 2n+3
incognitas. Utilizando a equacdo de equilibrio de forgas da relagdo (6.62), porém neste caso em

sua forma normalizada, e ainda lembrando que definiu F, # 0, enquanto F,=M, =0, pode-se

obter,
i‘”djgw(xi,xj) 4 Ho (%) -1 0 x-xp/all k1 (o]
4 H(x,x)  GHL(x,x) 0 -l F-z)a || ky 0
; -1d, 0 0 0 0 10, =317 (6.93)
| 0 -1d, 0 0 0 T, 0
Ld (- —xc Y @) d((z—z)a) O O 0 ||b0pnal 10

Observando © sistema matricial acima, identifica-se as matrizes de compatibilidade
cinematica e equilibrio de forgas, semelhante aqueles das equagdes (6.60) e (6.63). Portanto
utilizando-se estas matrizes, pode-se escrever um sistema matricial final, tal como o sistema da

equagio (6.80), porém neste caso com as variaveis normalizadas, isto €,

"H, ©C|ky _{0} .04
lEQ o0 Jlu,) |Fx (6.54)

onde Hy é a matriz com as fungdes de flexibilidade normalizadas do solo;
CC é a matriz de compatibilidade cinematica;
EQ ¢ a matriz de equilibrio de forgas;

EN é o vetor normalizado das tensdes na interface da fundacdo rigida com o solo;

U, sdo os graus de liberdade da fundacfo rigida, u . u,y €$,y.a, isto €, deslocamentos

vertical, horizontal e rotag#o, respectivamente; e
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F,, sfio os carregamentos sobre o corpo rigido, {l 0 0}, {0 1 O} e {0 0 1}, isto €,
vetor de forgas vertical, horizontal ¢ momento normalizados, e que podem ser aplicadas sobre o

sistema (6.94), a fim de obter as respostas da fundagdo rigida normalizadas.
6.4.2 Resposta da Fundacio Rigida e o MEC

A partir da forma matrictal da equacSo integral (6.56), pode-se separar as variaveis em
contato com a fundacdo a as restantes representando apenas o solo livre. E o sistema matricial
pode ser rearranjado para separar as variaveis associadas a fundagio rigida daquelas que

discretizam apenas o solo livre.

Al sl wlE
f & i 4 3 £
Portanto, pode-se impor estas duas condicdes, compatibilidade cinematica (6.60) e equilibrio
de forgas (6.63), associadas ac movimento do corpo rigido no sisterna de equagdes gerado pelo
MEC representando a discretizagdo do solo.
Deve-se observar que a forcga transferida da fundagdo para o solo Fr pode ser escrita como a
tensdo tr produzida por esta forga sobre o solo, isto €,
{Bf=a{t} (6.96)
Desta forma, produz-se uma equivaléncia mecanica entre a for¢a aphicada sobre a fundacdo
rigida F, e a tensdo proveniente deste equilibrio de forgas 1., onde esta equivaléncia mecinica ¢
dada por,
H{eq]a {i;}=1{F} (6.97)
Considerando ainda o caso onde pode-se impor esfor¢os fora da regido de interface entre ¢

solo e o corpo rigido, o sistema resulta,

G, -H -H, o }r ] [G.t
G, -H, -H, o0 J‘“s G, 1
- Gp  -Hy -Hy g8t _10et (6.98)

L0 0 I *CcllﬁfJ l()'

—aEQ 0 0 o0 |l|§ E |
Porém, deve-se observar que nestas analises de interacdo solo-estrutura com fundagdo rigida

as tensdes na superficie do solo livre sdo nulas (t_= 0). Desta forma, o sisterna de equagdes final,
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incluindo a modelagem do MEC sobre o solo, e incorporando a influéncia da fundagdo rigida

resulta,
%; G, -H, -H, 0 ] ] (o]
G H -, o |lu| |of
|0 0 I -CCligg] |0 (6.99)
LWEQ 0 0 0 J[ﬁ:j [—EJ

onde H;, = H; + 05, ¢ o indice “i” representa os indices ss, sf, fs, f;
CC ¢é a matriz de compatibilidade cinematica;
EQ ¢ a matriz de equilibrio de forgas;
a ¢ a metade da largura da fundacio rigida;
i, sdo as tensdes na interface do solo com a fundagio;
G, sdo os graus de liberdade do solo fora da fundagio;
i, sdo os graus de liberdade do solo sob a fundagdo;
1, sdo os graus de liberdade da fundagio; e

F, sdo os carregamentos aplicados sobre a fundacgo.
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6.5 Inclusdo da Propriedade de Inércia na Resposta da Fundacdo Rigida

Nesta se¢do deve-se apresentar a formulagio para inclusdo da propriedade de inércia da
fundagdo rigida, na resposta da fundacio para o problema de intera¢io dindmica solo-estrutura. A
figura 6.5, abaixo, mostra uma diagrama de corpo livre do corpo rigido com massa my, para obter

as equagdes de equilibrio de forgas envolvidas no corpo.

L J

Fig. 6.5 - Diagrama de Corpo Livre da Fundacdo Rigida com Massa

Pode-se o equilibrio de forgas sobre o corpo rigido, lembrando que este possui massa. As

equagdes de equilibrio de forgas ¢ obtida aplicando-se a segunda lei de Newton sobre o corpo

rigido, isto &,
2 =ma,
2 E=m,a, (6.100)
2M, =T &,



As forgas externas Py, P, e T, estdo aplicadas sobre o ponto s, que define o centro de massa
do corpo rigido. Desta forma, os deslocamentos, velocidades e aceleragdes devem ser medidos
sobre este ponto. As aceleragbes em cada direcdo do sistema de coordenadas podem ser definidas
COmo,

a,=i,-h¢,
a,=0. (6.101)
a,=i,+h¢/’

Linearizando as relagdes da acelerago, onde os termos de segunda ordem da equagdo

podem ser desprezados, define-se éyg =0. E as aceleracdes resultantes das forgas externas

aplicadas resultam,
ZFX =m; i, ~m, hffly
2 F=m,i, (6.102)
2M, =T, 4,

Impondo-se entdo as solicitagbes externas ao sistema, as equagdes de equilibrio de forcas
(6.100), resultam,
P -F =m.ii,-mhé,
P—F =m i, (6.103)
T,-M,-F h=T1, ¢,

Na forma matricial este sistema de equagdes pode ser reescrito como,

?f 0 - th""h} {le (Fxl ng
'H; m, Hfl) J;L:JPJ——J FZL-—- 0 (6.104)
o o w18 Ig) v lEn

ou de outra forma,
m 0 -mhlfa] [B] [1 0 o]fk]
FH:) m, IIcl) {*ngrJPZL%O 1 GHFZL (6.105)
oo 3w e (%) (a0 1f{m,)



A relacio (6.105), definida no dominio do tempo, representa ¢ equilibrio de forcas da
fundagdo rigida com massa, submetida a carregamentos externos. Esta relagio, deve ser
introduzida nos sistemas de equacgdes (6.80) para solugdo através das funches de Green, e (6.99)
para o Elemento de Contorno, os quais descrevem a interag@o dindmica solo e fundagio rigida,
apresentados anteriormente. Pode-se entdo, reorganizar a equagdo (6.105), para torna-la em

conformidade com os graus de liberdade dispostos nas relagoes (6.80) e (6.99), resultando,
‘m, 0 o0 Uﬁﬂ (p] [1 0 OU F |
| 0 m; -mch| ﬁthJPXL—“) 1 0] FXL (6.106)
oo Jla) (n) Loow 1)l

Este sistema esta definido no dominio do tempo. Desta forma, deve-se transforma-lo para o

dominio da freqiiéncia para associa-lo ao sistema (6.80) e (6.99). A relagio (6.106) no dominio da

freqiiéncia € definida por,
o o Hal [E1 11 o ol[E]
mfr{;f m, -m:h J;L JEL |[0 1 (JI “F (6.167)
o o x l& [t} lon 1))

A ultima hnha do sistema matricial acima pode ser alterada, multiplicando e dividindo
simultaneamente a linha por “a”, definido como a metade da largura da fundacio rigida. Isto €,

o 1[_5 | [
RN g W NN
oo n gy oy lor Ulmy
gue resulta,
_ (1 (5] ()
dre o=z nedel .
oo e (n) low iy

Observando a equacdo acima e as relacdes (6.59-6.60) e (6.62-6.63), respectivamente para
os deslocamentos e carregamentos totais do corpo rigido, pode-se definir um vetor deslocamento

total e um vetor carregamento total para o corpo rigido, como utilizado nas relagBes (6.80) ¢
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(6.99). Isto é, os vetores deslocamentos totais {Ii,}e forcas resultantes {E}, da fundacdo rigada

sobre o solo, sdo dados por,

(5 [ £ |
L5
{a}=1q, L {E}=1 E (6.109)
o) A
a
Desta forma, o sistema matricial da equagdo (6.108) pode ser definido de forma compacta
como,
o’ Ml {u}={P}-[Q] {E} (6.110)
onde [M] é a matriz de inércia equivalente do sistema;
[ _ ]
| 1 0 0] J P |
[Ql=|0 1 0} eo vetor carregamento externo ¢ dado por, {p}= P, £

o %

a

r
|

Em seguida deve-se apresentar a solu¢iio conjunta para reposta da interagfo dindmica da
fundacdo rigida sobre o solo incluindo o efeito de inércia da fundagdo. Sendo que, a modelagem
do solo viscoelastico deve ser feita, utilizando-se as formulagtes obtidas anteriormente, para as

fungdes de Green e para o Método dos Elementos de Contorno.
6.5.1 Resposta da Fundacio Rigida Com Inércia e as Funcdes de Green

O sistema de equagio para obtengio da reposta da fundacdo rigida sobre o solo modelado
pelas Fungdes de Green € dada na equagdo (6.80), repetida aqui,

'H CC} F, _{o} s
e o |laf7lE (©-80)

O sistema matricial acima pode ser reescrito em dois sistemas separadamente, isto €,
[H {F}+lccl {m.)=1{0}
[eQ] {F} -{F}

Da segunda equagdo acima, pode-se obter {F }=|[EQJ{E.} para ser substituido na equaggio

(6.111)

envolvendo a inércia da fundacio (6.110), isto é,
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o’ Ml {5} = {B}-[Q] {E} o’ Ml {5,} = {P} -[q] [EQ] {E}
que resulta,
o* Ml {u}+[q] [EQ] {E} = {7} (6.112)
ou ainda,
[o] [EQ] {E} +o” M1 {5} = {B} (6:113)
A segunda equacfio do sistema matricial (6.111) pode entdo ser substituida pela relacio
{6.113), para resultar,

[H] {E}+  [ccl{a,)=1{o}
[Q] [EQ] {E}+o? M] {u}={P}

O sistema acima pode ainda ser representado por um sistema matricial final, isto é,

ir H cC|E w{o}
QEQ o*M]lT) |P (6.119)

onde H é a matriz com as funcSes de flexibilidade do solo;

(6.114)

CC € a matriz de compatibilidade cinematica;

EQ ¢ a matriz de equilibrio de forgas;

M ¢ a matriz de inércia equivalente da fundacio;

T, é o vetor de forcas na interface da fundagio;

Q € a matriz definida na relagdo (6.110);

o ¢ a freqiiéncia de excitagdo em rad/s;

U, sdo os graus de liberdade da fundagio rigida, U,,T, € ¢,.a, isto &, deslocamentos
vertical, horizontal e rotagio, respectivamente; ¢

¥, sio os carregamentos sobre a fundagiio rigida, F,,F, e“M“y /a, isto é, forcas vertical e
horizontal, € momento.

Finalmente, este sistema representa a solugio para a resposta da fundacfo rigida sob o solo

levando em conta o efetto de inércia da fundacio, sendo que o solo esta sendo modelado através

da superposi¢io das fun¢des de Green.

- Normalizacio da Resposta da Fundacido Rigida Com Efeito de Inércia
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Da relacio (6.108) pode-se escrever irés equagbes de equilibrio, ou seja, obtem-se o
equilibrio para cada grau de liberdade da fundac@o rigida. Isto €,

o’m,u,=P,—F

z z

o' m 1, -0’ m h¢,.a=P —F (6.116)

@ %(by.a: . “hE—

Lembrando que as normalizacSes dos deslocamentos para a fundagfo rigida sem massa,
como em (6.89), sdo dadas, respectivamente, para os deslocamentos verticais, horizontais e

rotagio da fundacio, isto €,
_ u, Ty _ _mp - Ey‘anu

U= 5 Uy = 5 b-a= 3 (6.117)
t t

Substituindo estas trés relagoes de normalizagdo nas equagdes (6.116), pode-se obter,

o’m; (—-—-—*ﬂﬂ P‘Jz P,~F,=

np
om ;-2 E 6.118
T VN_M; '_t (‘ )
a b.aP) _
o’ f(umpt)mﬁ)szh((bw th _F =
Ty Tu
o’m, _ o'm P. E
— h 2 === 6.119
" b "D ( )
;}/ @Nva‘ﬁ\j;/_ _ ”ﬁ/
) az[ U J— a hEs: a =
5 WM/
o’'m, I Y amrl}’é_hf;_ Ja (6.120)
my mea " B R R )

Lembrando-se a teoria da dindmica classica, pode-se definir o raio de giragdo do corpo

rigido como sendo,

£ ]
5 }}'_‘f JY& .82
Ivv = — = - IY‘J'
b mf mf

O termo envolvendo o momento de inércia da fundagiio em (6.120) e a relagiio acima

resulta,



E retornando a (6.120) pode-se obter,

v (2Y. % w M/
T L&’J Fpa=—-a s _a (6.121)

a | WO

Tu
A frequiéncia de excitagio ® também pode ser definida na sua forma admensionalizada A,.

s
T mf

Desta forma, o termo das equagles anteriores (6.118, 6.119 ¢ 6.121), envolvendo a

freqiiéncia da excita¢io sobre a fundacio, deve entdo ser normalizado.
Define-se o pardmetro associando a massa da fundagdo mg e a massa do solo m,, isto €,

B g __Mr
2
m, wpa

b3

(6.122)

onde m = mpa’, corresponde a uma massa equivalente do solo, associada as dimensbes da
metade da largura da fundacdo “a”. Isto €, a massa m, equivale a uma massa de solo

correspondente a uma area de raio “a”, abaixo da fundagio. Portanto pode-se escrever,

o’m, ©m a 1 1 p p 1
£ _ t £ _o - m, =0’ —m, L=o%? B .
P T npa mpua® ' p u mpa

Mas, na relacdo obtida acima, pode-se observar os seguintes termos,

M,

WCI_’ =2 _ definido pela velocidade de propagacdo de ondas de cisathamento
. M
1 1 . .
_—= > - definido pela massa equivalente do solo
m, npa

Entdo, o termo envolvendo a fregiiéncia de excitacio deve ser redefinido em funcdo destes
termos, como,

o'm;, ,, 1 1
=0d
T C,” m,

—£ (6.123)



Mas lembrando-se da equacdo (6.37) onde definiu-se a fregiiéncia admensional A, como,

A= c():.a, pode-se utilizar esta equacdo e a relagidc (6.122) que define o pardmetro B, para

finalmente redefinir o termo envolvendo a freqgiiéncia de excitagdo. Isto €,
o’ m,

T
Retornando as relagbes (6.118), (6.119) e (6.121), pode-se redefinir os deslocamentos da

=A_ B (6.124)

fundacdo rigida normalizados em fungio da freqiéncia admensional A, da relagio (6.124).
Finalmente, as equacdes de equilibrio sio,

P F
A Bi,==—-= (6.125)
t t
— T ﬁx E.
AoBum~AoBh¢YN.arr—? (6.126)
t 1
AR
A B|-= = = = 6.127
L J bpa=—g -5 3" (6.127)
Estas trés relagdes anteriores sdo entdo escritas em uma forma matricial,
] | P, E,
10 o jﬁw /P lh ooTl /P,
A.BIO 1  -h I{m, - A >—Lo 1o 7% : (6.128)
5 2 — _ /T __/h
oo () s s
a X *
L i Ja a
F, | A

Ou na forma matricial compacta, como em (6.110), isto €,
A, B M {u, = {Bu}-[0] {Ey} (6-129)
O sistema de equacdes (6.94), que representa a resposta normalizada da fundacio rigida
com o solo modelado através das fungtes de Green, pode entdo ser complementado pela equacgdo
matricial de (6.129), a fim de incluir na resposta, o efeito de inércia da fundacio.
Seguindo os mesmos passos das relagfes (6.111) a (6.115), pode-se obter o sistema final

CH, CC }fﬁ}ﬁ{“} 6.130
LQEQ ABM|T,) [Py o
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onde Hy € 2 matriz com as fungdes de flexibilidade normalizadas do solo;
CC ¢ a matriz de compatibilidade cinematica;
EQ ¢ a matriz de equilibrio de forgas;
M é a matriz de inércia equivalente da fundacio;
Q ¢ a matriz definida na relacggo (6.110);

A_ B é arelacao de freqiéncia de excitacio admensional,

k. ¢ o vetor normalizado das tenses na interface da fundagdo rigida com o solo;
ii,, sdo os graus de liberdade da fundacfio rigida, u,,u,, € ¢,.a, isto €, deslocamentos
vertical, horizontal e rotacgo, respectivamente; e

P,, sdo os catregamentos externos normalizados, aplicados sobre a fundagdo rigida.
6.5.2 Resposta da Fandaciio Rigida Com Inércia e o MEC

Pode-se seguir 0 mesmo procedimento apresentado no item 6.4.2, da se¢@o antenor, para a
resposta da fundacdo rigida sem massa através do Método dos Elementos de Contorno. Em
seguida, a formulagdo dada na secdio 6.5, até a relagdo (6.110), definindo a cinematica da fundacdo
rigida com massa, deve ser utilizada neste item. Desta forma, pode-se obter a resposta da
fundacdo rigida incluindo o efeito de inércia e utilizando-se o MEC para modelar o solo.

A solucdo do sistema matricial (6.99), permite obter a resposta da fundacfio rigida através
do MEC. Este sistema ¢ repetido aqui,

= 6.99
—cCl {u,. J 0 J (6.99)

0 0 J i, F

Este sistema matricial pode ser modificado inchindo a relagio (6.110), também

reapresentada novamente,

o’ Ml {g}={B}-[q] {E} (6.110)

Portanto os sistemas (6.99) e (6.110), podem ser solucionados conjuntamente, para obter

um sistema matricial final, dado abaixo,



Gy ~-H, -Hy 0 SR _J 0 L
0 0 I —cclig] |o (6.131)
-aQEQ 0 0 o MJ IEJ IEJ

onde H e G sdo as matrizes de flexibilidade do solo, obtidas através do MEC;

| G, -H, -H, o 1 ] [o)
| -
|

CC e EQ sdo as matrizes de compatibilidade cinematica e equilibrio de forcas na interface

da fundacdo;
M ¢ a matniz de inércia equivalente da fundagio rigida;
[1 0 o]

(G} ﬂ% 0 1 0|, como definido na relagio (6.110);

o h 1]

o ¢ a freqiiéncia de excitag@o sobre a fundagio rigida, dada em rad/s;

{Et} =9 U, L sdo os graus de liberdade da fundagfo rigida, isto €, deslocamentos vertical,

9.

horizontal e rotagéo,

[ ]

z

F |
{ﬁ} = j P. ¢ éo vetor carregamento externo aphcado sobre a fundagio;

%
a
te, U, e U, sdo os vetores de tensdes e deslocamentos, definidos anteriormente, com a
relagdo (6.99).

Desta forma, o sistema matricial dado pa relagiio (6.131), permite obter a resposta da
fundag#io rigida sobre o solo, incluindo a inércia desta fundagiio, modelando o solo através do

Método de Elementos de Contorno.
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Capitulo 7

Formulacio de Elementos de Contorno / Fun¢io de Green - Resposta

Transiente

A obtencdo de solugdes de problemas fisicos através da transformacgio de dominio é um
procedimento matematico bastante comum, amplamente aplicado a solugdes de problemas de
engenharia. A teoria da transformagio de dominio, consiste basicamente em obter a transformagio
matematica de uma equacio de equilibrio dependente da variavel real do problema, para um
outros dominio, onde esta equacdo transformada, passa a depender da variavel no dominio
transformado. Na grande maioria das vezes, a equagio de equilibrio ¢ uma equacdo diferencial,
muitas vezes de dificil solugio na sua forma original, que quando transformada torna-se uma
equagdo algébrica, matematicamente mais simples de ser resolvida.

As transformacdes mais comuns a problemas dindmicos em engenharia, s3o as transformadas
de Laplace e Fourier. Neste caso, a equagdo de origem, € a equagdo de equilibrio dinfdmico do
sistema, dependente da variavel original que € o tempo, que, quando transformada, torna-se uma
equagdo algébrica dependente da variavel transformada, definida por “s™ para a transformada de
Laplace e “@™ para a transformada de Fourier. O procedimento formal, para obtencio da solugio
do problema, € transformar a equagéo diferencial para o dominio de Laplace ou Fourier, resolver a
equagio algébrica do dominio transformado, e aplicar uma transformagio inversa sobre a reposta

dependente da vaniavel transformada, para obter a resposta na variavel real.
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Este procedimento, ¢ muitas vezes desenvolvido matematicamente, de forma analitica,
aplicando-se as defini¢des das transformadas de Laplace ou Fourier. O processo de transformacio
para o dominio transformado n#o possui qualquer complicagio matematica, e pode ser resolvido
analiticamente para a maiora das equacdes fisicas aplicadas na engenharia. A complexidade surge,
na obtengdo da resposta original através da aplicacio da transformada inversa sobre a resposta no
dominio transformado. Isto ocorre, pois a defini¢io da integral de transformaciio inversa, deve ser
desenvolvida no dominio da varidveis complexas, e mesmo que se utilize procedimentos analiticos
apropriados, tais como o Método de Cagniard-De Hoop ou derivadas fraccionais para probiemas
viscoelasticos, sdo formas matematicas bastante dificeis de serem executadas. E ainda, estas
inversdes analiticas, freqiiéntemente produzem solugBes particularizadas para ¢ problema fisico
que esta sendo avaliado, como por exemplo para cada modelo viscoelastico utilizado, deve-se
proceder novamente a invesio matematica da resposta. Portanto, € dificil obter solugdes analiticas
gerais para uma ampla variedade de problemas.

Uma alternativa que surge para superar esta dificuldade, ¢ a solugdo da transformada inversa
executando-a numericamente. Esta técnica de solugfio, parece ser uma hipotese interessante, uma
vez que atualmente, desenvolveram-se muitas formas de controle de convergéncia das solucdes
numéricas, resultante de um melhor aparato computacional existente. Entretanto, as solucdes
através da transformac@o de dominio obtida numericamente, possuem algumas peculiaridades.
Quando se refere a convergéncia da transformacio numérica, a dificuldade esta no ajuste dos
parametros matematicos que mfluenciam nesta convergéncia. Pois, estes pardmetros estio sempre
associados as caracteristicas fisicas do problema em quest3o, e ndo devem ser definidos de forma
desarticulada.

A éplicagéo da inversio numeérica de dominio conjuntamente com as formula¢des de
Elementos de Contorno ou FungBes de Green, resulta em grandes vantagens. Pois, como ji
observado mna introdugdio deste trabalho, existemn algumas dificuldades em obter solugbes
transientes para estas formulactes. Em contrapartida, as solugdes, tanto do MEC como através
das fungdes de Green, para problemas no dominio transformado, ja foram bastante investigadas e
as resposta obtidas, possuem um amplo espectro de aplica¢Ges fisicas e sdo altamente confidveis.

Portanto, pode-se obter respostas transientes para muitos problemas fisicos, tal como problemas
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visco-elastodindmicos, que nas formulacdes diretamente no tempo, estdo ainda por serem
aprimorados.

Nas se¢des que seguem, deve-se apresentar as formulaces transientes obtidas através das
equacdes de equilibrio no dominio transformado de Laplace ou Fourier. Em seguida deve-se fazer
uma descricio detalhada da forma de obter a solugBio transiente partindo-se da equacdo de
equilibrio estacionaria desenvolvidas no capitulo anterior, para as formulagdes das fungdes de

Green ¢ de Elementos de Contorno.

.1 Formulacio para Solucio Transiente

A solugdo transiente ou reposta transiente do sistema pode ser obtida partindo-se da
equacdo de equilibrio dinfmico estacionario, equacdo 6.24 ou 6.42, e suas condi¢Ges de contorno,
representada no dominio transformado de Laplace ou de Fourier, dependendo da formulagdo que
originou esta equagio de equilibrio. Deve-se observar que a solugdo no domimo de Laplace (s),
matematicamente, ¢ mais geral que a solugfio estacionaria, no dominio de Fourier (®). Pois, a
menos dos intervalos de integragdo da defini¢do das transformadas, a formulacdo de Laplace pode
ser simplificada supondo-se que a sua variavel s, definida por s= o+ @, seja redefinida por 7 @,
para resultar na formulagio de Fourier. Isto implica, por exemplo, por que algumas fungdes
possuem transformada de Laplace ¢ nio possuem transformada de Fourier. Numericamente isto €
extremamente importante, pois para se obter a transformacio numérica destas fungdes atraves da
transformada de Fourier, deve-se ter alguns cuidados na representacdo destas funghes na sua

forma discreta. Alguns desses cuidados devem ser discutidos na segdo 7.2,
7.1.1 Formulacio da equacio integral no dominio transformade de Laplace

A equagdo de equilibrio dindmicos (6.42) e suas condigdes de contorno, podem ser

representadas no dominio de Laplace como,

2 Ty o 2 o 2,
(6 —¢) b+ ¢ b, +f, =574, (7.1)

E as condi¢des de contorno e a equagdo constitutiva também devem ser transformadas de
dominio,
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G,{x,8)= §,(x,s) em T (7.2)

9z

’Emi(x,s)z Eij n;= ﬁi(x,s) em I, (7.3)

ty=p (g —2.6) Gy, 5;+ pei (@;;+1;;) (7.4)
A aplicacdo da formulag@o de Elementos de Contorno, resultam esta solu¢do na sua forma

de equacio integral,
1. . . e _
Eui(éz S)x J.[U’ij(x,g,.g) t(n) i(xas)_ t,ii(xaz.»s) ui(x: S)} dr (7'5)
T

onde iy e t; sdo os tensores de deslocamentos ¢ tenses, definidos no dominio de Laplace.
A equacdo mtegral € entdo solucionada para obter a resposta do sistema no dominio de
Laplace. Essa solugfo € semethante ao problema estatico para valores definidos da variavel s.
Portanto, o processo de obten¢do da resposta transiente, consiste na solu¢io da equagio
integral de contorno (7.5), juntamente com suas condi¢gdes de contorno do problema, para as

incognitas do contorno 0;(x,s) e t,,,(x,s), em uma seqiiéncia de valores de s. Em seguida, a
resposta no dominio transformado O, e t,,; pode ser invertida numericamente para obter a

solugio transformada no dominio do tempo.
A transformada de Laplace inversa para a funcdo deslocamentos pode ser definida como,
u(x, )= _[:::ﬁi(x, s)e’'ds (7.6)
onde ¢ > 0 € um valor arbitrario e deve ser maior do que a parte real de todas as singularidades da
fungdo 4.(x,s). A integral da equacdo 7.6, é uma integral sobre o plano complexo, sendo que a
variavel s deve ser defimda por,
§S=0+i® (7.7
Desta forma, a integral da equagdo 7.6 deve ser solucionada através de uma técnica de
inversio numérica de Laplace. Como verificado na bibliografia existem muitos métodos aplicados
na avaliacdo desta inversdo numérica. Alguns desses métodos utiizam a inversdo definindo-se a
variavel s, da equacdo 7.7, como sendo real. Porém, estes métodos ndo resultam em boa precisio
para problemas dindmicos, como mostrado no trabalho de Narayanan ¢ Beskos, 1982. Desta
forma, os métodos de inversio resultam em uma precisio maior, se utilizarem a variavel s

complexa, tal como definido na equacéo 7.7.
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Dentre os principais métodos discutido na revisio da literatura, o método de Durbin, 1974, é
reconhecido na bibliografia do assunto, como sendo o mais eficiente e preciso. O método é uma
extensio do método de Dubner e Abate, e utiliza uma combinacio das transformadas de Founer

em seno e cosseno. A formulagio de Durbin resulta na seguinte formula discreta de inversio,

uy(t;)= J; {m(%)Re [G;(c)]+Re [i(A(k)HB(k)) Wﬁ‘}} (7.8)

onde
A{k):ZL‘, Re [6,(c+i (k+1N) (%)) (1.9)
B(k)=2_ Im [i(o+i (k+1N) C%))] (7.10)

W=e /N (1.11)
sendo 7= /-1, define a variavel complexa.
Nesta solucio discretizada, a variavel s (7.7), deve ser redefinida na sua forma discreta

como,

27 k
S=G+i (——’—%—) (1.12)

Assim, a resposta do sistema u(t;), pode ser obtida para um numero N de pontos na
discretizacio do tempo. A discretizagdo € definida por,
t,=jAar=j (40 (7.13)
onde T=t__ define o tempo maximo de analise para observagdo da resposta e j=0,12,...(N-1).
Deve-se observar que o algoritmo de Durbin avalia a transformada inversa, com o auxilio do
algoritmo de Cooley e Tukey, 1965, tradicionalmente conhecido como transformada de Fourier
rapida (FFT). Desta forma, os termos A(k) e B(k), definidos nas equagdes (7.9) ¢ (7.10), séo
avaliados e tornam-se entradas da FFT, que resultam na saida AX(j) e BX(j), e finalmente,
()= AX()) (7.13)

que define os valores dos deslocamento para cada tempo t;.
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7.1.2 Formulacio da equacio integral no dominio transformado de Fourier

O procedimento para obter a resposta do sistema, da equacgdo integral de contorno, através
da transformada de Founer, segue basicamente 0s mesmos passos, que aqueles apresentados na
secdo anterior para a transformada de Laplace. Pois, como observado anteriormente, pode-se
fazer a suposi¢io na formulagdo de Laplace de que s=i ® Neste caso a equagio de equilibrio € a
mesma definida para o regime estacionario (6.42) na formulagtes Elementos de Contorno, e
repetida aqua,

(—c) U+ 2 +E, — @G +0,+iou, =0 (7.14)

E as condigdes de contorno (6.45 € 6.46),

i(x,0)= q,(x,0) em I (7.15)

TL(u}i()":‘:‘))x Eij n; = Ei(xam) em rh; (7.16)

ou na sua forma de equagao integral (6.52),
1_ . _ . _
S5E0=][Tixs0) - HrtoaEala @17
i

onde ﬁ; e f; sao os tensores de deslocamentos e tensGes, definidos no dominio de Fourier, como
na secdo 6.3.

Esta integral pode ser entdo solucionada para as variaveis U;(x,0) e t,,;(x,0), para obter a
resposta dindmica estacionaria do problema.

A defini¢do da transformada de
u(x,t)= I_:iii(x,c-)) ¢°'do (7.15)
Neste caso, a inversa numeérica deve ser obtida diretamente através da transformada de
Fourier rapida (FFT). A transformada discreta de Fourier (Morrison, 1994), a qual da origem a

FFT, ¢ definida para obter a solugdo transformada inversa como,

i2mkj/

N-i
y, =25, e (7.16)
k=0

onde ¥, sdo os termos da fun¢do definida no dominio da freqiiéncia, y; € a resposta no tempo,
sendo j=012,...(N~ 1) e N é o nimero de pontos de discretizagio no tempo.

A fungdo y, € a propria resposta estacionaria u,{(x,0), definida na sua forma discreta, isto ¢,
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Ve = Ui(x, 0 ) (7.17)
onde a freqiiéncia discretizada é dada por,

uan
S

e T é o tempo maximo de anélise, definido por T= N At.

(7.18)

Comparando-se a formula de inversio de Durbin (7.8) e a definigio da transformada de
Fourier (7.17), pode-se fazer algumas observagdes. Se os termos A(k), B(k), equacdes (7.9) e
(7.10), respectivamente, forem avaliados para L. = 1 e 6 = 0., e observando ainda o termo W,
equagio (7.11), a formula de Durbin (7.8), torna-se semelhante a definicio da transformada de
Fourier (7.16). Porém, estes dois pardmetros L e ¢, s#o fundamentais na convergéncia da solugiio
de Durbin, € ndo podem ser definidos aleatoriamente. Em especifico o parimetro o, para alguns
problemas matematicos pode ser nulo. Sugere-se que para L x N definido entre 50 e 5000, 6 T
deve variar entre 5 e 10.

Para 0 caso da inversa da solu¢io no dominio de Fourier, estes parimetros nfo estio
presentes ¢ a influéncia na convergéncia ¢ dada diretamente pela freqiiéncia mixima e o mimero
de pontos de discretiza¢do. Utilizando a relag@o (7.18), pode-se substituir k = N ¢ lembrando que

T =N At, para escrever,

2rN 2N 2xn
O =0=— = =

X

e define-se entfo a freqiiéncia maxima,

® mz—n 7.19

Deve-se observar que a freqii€ncia maxima de analise no espectro € definida através do delta
no tempo, ou discretizagdo do tempo. Ou o inverso, a fregiiéncia maxima define o delta de tempo
na discretiza¢do. Este ¢ um parametro importante na convergéncia da inversio numérica, pois
quando deseja-se obter um refinamento no tempo deve-se aumentar o espectro em freqiéncia
analisado.

Deve-se definir também o tempo maximo de analise. Novamente, utilizando-se a relacio

(7.18), pode-se escrever,
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e sendo T=t__, 0 tempo maximo de anilise € dado por,

2n
t =— 7.20
. (7.20)

Este € o segundo pardmetro de importincia na inversdo numérica de Fourier, pois quando o
tempo de observacio deve ser maior, necessariamente o delta na freqiiéncia deve ser reduzido.
Portanto, deve-se ter o cuidado na defini¢io destes pardmetros, pois eles estdo intrinsecamente
envolvidos. Por exemplo, quando aumenta-se o espectro em freqiiéncia, a fim de melhorar a
convergéncia da resposta, o tempo de observagdo desta resposta € reduzido. Neste caso, deve-se
aumentar a discretiza¢do na mesma propor¢io para observar o mesmo periodo. Algumas teorias
sobre solugbes atraves de transformadas e a aplicagfio da Transformada de Fourier para sistemas
mecdnicos podem ser encontradas em Sneddon, 1962, Kreyszig, 1972, Newland, 1993, ¢
Morrison, 1994,

Nas proximas segOes sdo avaliados alguns casos, para mostrar a influéncia destes pardmetros

na convergéncia da inversa da Transformada de Fourier obtida numericamente.
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7.2 Exemplos Numéricos - Avaliacies da Transformada de Fourier Numérica

Como observado na seciio anterior, a convergéncia das solucGes numéricas em técnicas de
transformacio de dominio sdo fortemente influenciadas por alguns parametros matematicos
associados aos pardmetros fisicos do problema em questdo. Na aplicagdo da transformada de
Fourier numeérica, os principais pardmetros que influenciam na resposta sdo a discretizacdo da
frequiéncia Ao e discretizacdo no tempo At, sendo que este Gltimo esta relacionado a freqiiéncia
maxima de analise.

Acrescentou-se ainda que, fungdes com fortes variagdes das freqiiéncias de oscilagdes, ou
grandes variagdes de amplitudes, podem dificultar a obten¢do da solugiio através da transformada.
Uma funco tipicamente dificil de ser avaliada numericamente através das transformadas, € a
fungio Heaviside H(t) ou fungles derivadas desta (funcio “gate”), como a fungdo pulso
retangular. Esta dificuldade surge, pois estas fungbes possuem variagDes abruptas de valores, em
um espago de fempo muitc pequeno, que matematicamente sdo consideradas como
descontinuidades da funciio. Todavia, estes tipos de funges sdo muito importantes nas aplicagdes
de problemas fisicos, uma vez que permite caracterizar muitos tipos de excitagdes dindmicas que
ocorrem em sistemas mecanicos reais. Portanto, face a importancia destas fungdes matematicas e a
dificuldade em obter suas avaliagSes transformadas numericamente, muitos trabalhos, relacionados
a0s métodos de inversio numérica de dominio, avaliam estas fungdes para testar a eficiéncia de
suas técnicas.

Nesta secio deve-se obter a fungo pulso retangular (fungio “gate”) e a resposta a um
sistema de 1 grau de liberdade, obtida através da mversa numérica da Transformada de Fourter.
Para isto deve-se observar a influéncia dos fatores que melhoram a convergéncia da resposta,

como a discretizacdo na freqiiéncia Aa e no tempo At.
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Inicialmente, avalia-se a funcio pulso retangular, com amplitude unitaria e duragio de 1
segundo. A figura 7.1 mostra a evolugio da convergéncia da resposta do pulso retangular, obtidas

com variagoes no espectro de freqiiéncia do pulso.
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Fig. 7.1 - Convergéncia da Fungiio Pulso Retangular
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Como observado na segio anterior, a freqiiéncia maxima, dada em Hz (1/s), determina a
discretizacio no tempo, isto &, o delta de tempo (At). Portanto, a figura 7.1 apresenta as respostas
do pulso, variando o At (a partir das freqiéncias maximas no espectro), isto resulta em um nUMero
maior de pontos no tempo sob o pulse. No primeiro grafico, avalia-se a fungdo com At = 0255,
que equivale a 4 pontos de discretizagdo sob o pulso de duracdo ! segundo. Pode-se aumentar
gradativamente a freqiiéncia maxima de analise no espectro, fazendo com que o delta de tempo
seja reduzido na mesma proporgdo, € conseqilentemente altera-se o namero de pontos sob o
pulso. A sequiéncia de solugdes, segue dobrando o numero de pontos sob o pulso, isto €, 8 pontos
(At = 0.125 s) para o segundo grafico, 16 pontos (At = 0.0625 3) para o terceiro, € assim
sucessivamente, até atingir 512 pontos sob o pulso (At = 0.00195 s), na solugdo final. Este ultimo
grafico esta ampliado, na figura 7.2, para mostrar a resposta final do pulso retangular.

Deve-se observar que a fungio pulso retangular possui um espectro em freqiiéncia infimto,
onde mesmo estendendo a freqiiéncia de analise para uma valor bastante alto, sempre existira
amplitudes no espectro que contribuem na resposta final, isto €, o espectro em freqiiéncia quase
ndio converge a zero quando a freqiéncia vai para o infinito. Resulta que, sempre quando houver o
aumento da freqiéncia maxima, ocorrera uma variagdo na solugdo final no tempo, ainda que esta
variacgio de freqiiéncia maxima seja bastante reduzida Porém, € importante ressaltar que as
freqiiéncias mais altas vio contribuindo cada vez menos para a resposta final, portanto, quando a
variagio das amplitudes da solugdo no tempo sdo despreziveis, entende-se que a solucdo

convergiu.

170



1 P 512 pontos
At=0001933123s

0.8 .

T

0.4 :

1

H
i

-0.2 1 ' A
0 0.5 1 15 2

tempo t

Fig. 7.2 - Pulso Retangular obtido através da Inversa Numérica da Transformada de Fourier

Em uma segunda analise, deve-se obter a resposta de um sistema dindmico, excitado por
um forca transiente. Como observade na se¢do anterior, deve-se partir da resposta em freqiiéncia,
ou reposta estacionaria para o problema fisico (sistema dindmico). Em seguida, obtém-se a
solugdo no dominio da freqiiéncia para a excitagio dependente do tempo. A resposta estacionaria
final, é o produto enire as respostas em freqiiéncia do sistema e da excitagdo. Esta resposta
estacionaria final, pode entiio ser invertida numericamente para se obter a resposta transiente, isto
¢, no dominio do tempo.

Nestes exemplos numéricos, pode-se idealizar um sistema mecénico de | grau de liberdade
excitado por um pulso retangular unitario. Para se caracterizar o sistema mecanico, deve-se definir
os parametros fisicos do sistema, como rigidez, massa e amortecimento. Como o sistema
mecanico ¢ idealizado, apenas para verificagdo da convergéncia da resposta, pode-se definir os
parimetros de rigidez K e massa M, especificando valores unitarios para estes, ¢ um fator de
amortecimento £=0.1, que equivale a um coeficiente de amortecimento C = 0.2 N $/m. Uma vez
conhecidas as caracteristicas do sistema fisico, define-se a fungiio resposta em freqiiéncia deste, ou

funcdo de impedancia do sistema, apresentada na figura 7.3
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Fig. 7.3 - Fungdo de Impedancia do Sistema

Em uma primeira analise, a excitagio ¢ dada por um pulso retangular de duracdo de 50
segundos, mostrado na figura 7.4. Através da transformada de Fourer, obtém-se esta funcdo
excitacdo transformada para o dominio da freqiiéncia. O produto desta fungdo transformada e a
fungdio de impedancia (figura 7.3), resulta no espectro em freqiéneia da solugdo final. Este
espectro ¢ apresentado na figura 7.5 e comparado com a solugdo obtida analiticamente. Pode-se
observar uma boa concordincia da solugdo numérica e da solugdo analitica para a resposta em
freqiiéncia final do sistema. Pode-se dizer que espera-se realmente esta concordéncia, pois a
dificuldade na aplicacdio das solugdes transformadas, nio esta em obter a resposta para © dominio
transformado, mas na inversdo desta solugdo para o dominio original.

Finalmente, a solugdo transformada do sistema excitado pode ser mvertida numernicamente
para se obter a resposta transiente, mostrada na figura 7.6 e comparada com a solugdo analitica.
Neste caso também, compara-se a resposta obtida numericamente ¢ a solugio analitica do

probiema.
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173
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Fig. 7.6 - Solugdio Transiente para um Sistema Mecanico Excitado por um Pulso Retangular de

duragio 50 segundos

Para ilustrar a influéncia da excitagio sobre a resposta transiente do sistema mecanico, pode-
se reduzir o tempo de permanéncia da excitagio e observar o comportamento do sistema. A
excitagio neste caso deve ter a duragdo de 20 segundos, figura 7.7. A figura 7.8, mostra a
resposta estacionaria final do sistema excitado pelo pulso de duragfio 20 segundos, e estd sendo
comparada com a solugdo analitica. A figura 7.9, apresenta a resposta transiente do sistema,
obtida numericamente, comparando-a com a solugiio analitica, onde observa-se uma boa
convergéncia da solugdo numérica.

As respostas obtidas mostram claramente que a solugdo consegue defimr o comportamento
dinamico transiente do sistema. Como ¢é esperado, para a resposta de um sistema mecanico
excitado por um impulso de duragfo limitada, o sistema deve vibrar em torno da posicio de
equilibrio estatico apés a aplicagdo da forga e voltar a oscilar em torne da posicdo inicial do

movimento, quando o carregamento € eliminado. QOutra caracteristica a ser observada na reposta,
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¢ proveniente do efeito do amortecimento sobre o sistema mecanico, que faz com que as
amplitudes vdo se reduzindo com o tempo até permanecer em repouso na posi¢do estatica.
Nas duas analises foi utilizado 4096 pontos de discretizagdo no tempo e na frequéncia ¢ a

freqiiéncia méaxima avaliada ¢ de 8 Hz Para esta freqiiéncia méaxima, os passos de tempo sdo

dados por um At = 0.25 s.
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Fig. 7.7 - Pulso Retangular de Duragio 20 segundos
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Fig. 7.9 - Solugdo Transiente para um Sistema Mecanico Excitado por um Pulse Retangular de

duragdo 20 segundos
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A funcdo resposta em freqiiéncia apresentada na figura 7.3, descreve a resposta estacionaria
do sistema mecénico quando aplicada uma forca transiente senoidal. Freqlientemente, a resposta
em freqiiéncia € utilizada para determinar as caracteristicas do sistema dindmico. Pois, avaliando-
se a funcdo resposta em freqiiéncia para todas as freqiiéncia do espectro pode-se definir
completamente as caracteristicas dindmicas do sistema, como rigidez, massa (inércia) e
amortecimento, ou entdo fregiiéncia natural e fator de amortecimento. Uma forma alternativa para
se obter as caracteristicas dinimica ¢ através da medida da resposta transiente, iniciada por uma
distarbio apropriado. Isto € feito, medindo-se a resposta transiente para todos os tempos, até que
o equilibrio estatico seja atingido depois do distirbio. Sendo portanto, outra forma de medir
completamente as caracteristicas de um sistema dindmico.

E importante observar que essa resposta do sistema, somente torna-se itil para caracterizar
o sistema dindmico, se o disturbio de entrada for gerado por uma excitagiio dada em um tempo
muito curto (rapido). Este disturbio, é representado por uma forga impulsiva e pode ser definido
matematicamente atraves da fungdo delta de Dirac (8(t)) dependente do tempo. Muito importante
nas formulagfes da fisica-matematica, a fungiio delta, nfo ¢ avaliada numericamente, mas, no
limite, pode ser representada através da fun¢io pulso retangular, se o tempo de aplicagdo do pulso
for bastante reduzido.

O exemplo que segue utiliza-se da excitagdo dada pelo puiso retangular, reduzindo bastante
o seu tempo de duragfo, para apenas 1 s. Conseqiientemente, 0 que se espera da solugdo, apoés a
inversio numérica, ¢ a fungio resposta impulsiva do sistema. A figura 7.10 mostra exatamente
esta resposta, que também pode ser definida como a resposta em vibragdo livre amortecida do
sistema de 1 grau de liberdade. No grafico esta plotada também a solugdo analitica.

Neste caso, em fungio da curta duragio do pulso retangular, a freqiéncia maxima para o

espectro do pulso, foi ampliada para 32 Hz, que equivale ao delta de tempo At = 0,03 s.
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Fig. 7.10 - Resposta Impulsiva - Vibragiio Livre Amortecida do Sistema

O {ltimo exemplo avaliado, através da transformada numeérica, € a resposta dindmica de um
sistema excitado harmonicamente. As caracteristicas fisicas do modelo mecanico s@o exatamente
as mesmas utilizadas nos exemplos anteriores, onde a fungdo de impedancia do sistema ¢ mostrada
na figura 7.4. Porém, a excitagdo para este problema ¢ dada por uma funcio sendide dependente
do tempo, f{t) = Fo sen{o t), onde Fo=1. N, ¢ a forca maxima aplicada ¢ ® = 0.7 rad/s a
freqiiéncia de excitacio, figura 7.11.

Utilizou-se inicialmente uma freqiiénecia maxima de analise de 8 Hz, que equivale a um delta
de tempo, At = 0.125 5. O espectro em frequéncia foi discretizado com ni = 2048 pontos. A figura
7.12 mostra esta primeira tentativa para obter a resposta no tempo do sistema mecinico excitado
pela senoide. Deve-se observar que a respostzi’ a esta excitagdo € composta de duas partes, a
primeira que corresponde a parte transiente da resposta, que estende-se até aproximadamente 30
segundos, ¢ a segunda que caracteriza a parte da resposta em regime estacionario. Porém, para
este caso, pode-se verificar na resposta do sistema dindmico, apresentada na figura 7.12, que a
parte que corresponde ao transiente ndo converge para a solugdo obtida analiticamente,
entretanto, quando o transiente desaparece, a resposta estacionaria tende a coincidir com a

soluciio analitica.
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Posteriormente, em outra tentativa para se obter melhor convergéncia da resposta numerica,
aumentou-se © nimero de pontos da discretizagio para m = 4096 pontos no espectro em
freqiiéncia. A resposta do sistema obtida para este caso esta apresentada no grafico da figura 7.13.
Observa-se que, tanto a parte transiente quanto a estacionaria da solugdo, possuem um boa
concordéincia com a soluco analitica do problema.

A parte do regime estacionario da solugdo, para qualquer sistema mecanico dessa natureza,
excitado por uma forga harmdnica, corresponde a resposta do sistema quando o mesmo esta
vibrando na mesma fregiiéneia de excitagdo da forga, ou seja, quando a influéncia do transiente
desaparece. Comparando-se a solugdo na figura 7.13 e a fungdo excitagdo na figura 7.11, observa-

se claramente este comportamento na resposta do sistema. Pode-se verificar também na resposta
do sistema, que as amplitudes maximas de oscilagdes em regime estacionario, s20 as mesmas que a
amplitude da fungdo resposta em freqiiéncia, mostrada na figura 7.3, correspondente a freqiiéncia

de 0.7 rad/s. Essas amplitudes sdo de aproximadamente 1.8 e esta demarcada na figura 7.3.
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Fig. 7.13 - Resposta Transiente para um Sistema Mecanico Excitado por uma Sendide

Discretizagio 4096 pontos
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Estando estas solugfes extensivamente verificadas, na proxima seclo deve-se utilizar a
transformada inversa de Founer para solucionar o problema dindmico de interacdo solo-estrutura.
Para este problema, as fun¢des de impedéincia do sistema serfio definidas atraves das fungdes de
Green do meio continuo. As excitagdes sdo produzidas por uma fun¢fo puiso retangular e uma
forca harmodnica, como nesta seclo. E as resposta dindmica obtidas, sfo as amplitudes de
oscilagdes de um corpo rigido na superficie do solo. Essas solucdes devem ser verificadas, com

algumas solugdes obtidas na bibliografia para o problema dindmico envolvendo estrutura e um

meio continuo infinito.
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7.3 Exemplos Numéricos - Problema Dinimico Solo-Estrutura

Nesta sec¢io deve-se obter a resposta dindmica transiente envolvendo um meio continuo
viscoelastico. A solucdo transiente deve ser aplicada para o problema de interagdo dinamica solo-
estrutura. O problema a ser avaliado ¢ de uma estrutura rigida sobre a superficie do solo,
submetida a uma excitacio externa, figura 7.14. A solugdo consiste em obter a resposta
estacionana da fundacdo rigida através da superposicio a partir das fungdes de Green
estacionarias. Desta forma, a solugio transiente é obtida aplicando-se inversa numérica da
transformada de Fourier. O semi-espago caracterizando o solo € defimdo como um meio

viscoelastico, podendo entdo incorporar o amortecimento material do solo.

¥ CR

Fig. 7.14 - Problema Interac@o Dinamica Solo-Estrutura

Considere uma fundacdo rigida sem massa com largura 2a = 5 fi, sobre a superficie do solo.
As propriedades fisicas do solo podem ser caracterizadas pelo modulo de elasticidade E = 2.58984
x 10° Ib/f? ; coeficiente de Poison v = 1/3 e densidade de massa p = 10.5368 Ib.s’/f” Como o

solo ¢é considerado viscoelastico, deve-se definir ainda o coeficiente de amortecimento material C.
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Com o objetivo de comparar os resultados obtidos com os resultados da bibliografia sobre o
assunto, os quais possuem apenas resultados de problemas elasticos, deve-se considerar um
coeficiente de amortecimento material baixo, £ = 0.05. A fundacio pode estar submetida a uma
excitagdo dindmica dada por um carregamento vertical F,, horizontal F, e momento M. Os
deslocamentos dependentes da fregiiéncia sdo definidos como vertical W(w), horizontal U(e) e
¢(o) rotagdo do corpo rigido.

A aplicacdo da formulagdo descrita nas segBes anteriores exigem que se encontre a resposta
estacionaria do sistema para posteriormente, através da inversic numérica, obter a resposta
transiente. Portanto, em uma primeira analise deve-se obter a resposta harménica da fundaciio
rigida. Esta solugdo € obtida utilizando a superposigio das fun¢des de Green. Utilizou-se 8 pontos
de discretizacdo sob a fundagdo rigida. O carregamento aplicado na fundacdo é definido por:
F.=F,= 180 x 10° b/

M, = 180 x 10° b fi/ft

Nas figuras 7.15, 7.16 ¢ 7.17, verifica-se as resposta harmdnicas da fundacio rigida
comparando-as com as solugdes obtidas no trabalho de Spyrakos e Beskos, 1986. As amplitudes
que definem os deslocamentos do corpo rigido vertical (W) e horizontal (U) estio dadas em foor
(ft), e as rotagdes de corpo rigido em radianos (rad). A escala horizontal define a freqiéncia
adimensional dada por,

ao
A=
°TC

s

onde C, define a velocidade de propagagio de ondas de cisathamento, dada,

p

Na figura 7.15 esta plotada a resposta vertical comparando-a com as solugSes obtidas nos
trabalhos de Spyrakos e Beskos, 1986; Karasudhi, af all, 1968; e Luco ¢ Westmann, 1972.
Observa-se que a solugdo obtida através das funcdes de Green (fungio de influéneia), concorda
bem com as solucdes obtidas na bibliografia. A menos da resposta das rotagbes que a soluciio de
Green concorda com a reposta de Luco e Westmann e divergem um pouco da solugiio de

Spyrakos e Beskos.
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Fig. 7.16 - Movimento de Corpo Rigido sobre o Solo - Deslocamento Horizontal
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Fig. 7.17 - Movimento de Corpo Rigido sobre o Solo - Rotagio

No exemplo seguinte, deve-se utihizar a fun¢do de influéncia verificada no grafico da figura
7.15, para obter a resposta transiente da fundagio rigida. O exemplo avalia a resposta dindmica
transiente da fundacfio para uma excitagio dada por um pulso retangular de duragio 1.6 x 10™

segundos ¢ amplitude F, = 180 x 10° Ib/ft, figura 7.18.
s Fox10°
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Fig. 7.18 - Fun¢do Pulso Retangular Vertical

A resposta dinamica para a excitacdo na forma de um pulso retangular esta apresentada a

figura 7.19. Alguns casos foram analisados para verificar influéncia dos principais parimetros
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envolvidos na inversio, sobre a convergéncia da resposta. Como definido na se¢dc 7.1 ¢ analisado
em alguns problemas na segdo 7.2, os parametros que influenciam a convergéncia da resposta sao
o namero de pontos de discretizagio na freqiiéncia e a freqiiéncia maxima que define tambem o
delta de tempo da resposta obtida no dominio do tempo.

Uma primeira constata¢do ocorreu sobre a discretizagao na fregiiéncia. Observou-se neste
caso que a freqiéncia maxima do espectro ndo influencia diretamente na convergéncia da resposta,
desde de gue se mantenha o mesmo delta de freqiiéncia utilizado. Ou seja, dada uma freqiéncia
maxima e um numero de pontos de discretizagdo, a reposta € exatamente a mesma se dobrarmos
esta freqiiéncia méxima e dobrarmos os pontos de discretizagao simultaneamente. Pois, desta
forma mantém-se o mesmo delta de freqiéncia para os dois casos. Entretanto, quando mantém-se
a freqiiéncia méxima e aumenta-se 0 numero de pontos de discretizacio a soluciio tende a
convergir, pois o delta de freqiéncia esta se tornando menor.

Desta forma, manteve-se sempre a freqiiéncia maxima adimensional, Ao =200 e verificou-se
a infludncia da discretizagio sobre a resposta final do sistema. Na figura 7.19, esta plotada quatro
curvas correspondentes a diferentes nimeros discretizagao, isto &, ni = 2048, 4096, 8192 e 16384,
sendo que a de menor discretizagdo ¢ a inferior ¢ a de maior discretizagio € a mais superior.
Observa-se que conforme aumenta-se a discretizagio do sistema, a resposta val convergindo
gradativamente. Na figura 7.20, esta mesma solugdo ¢ mostrada aumentando-se o tempo final de
analise.

Em uma segunda analise, observou-se a influéncia de primeiro ponto de frequéncia sobre a
resposta final do sistema. Isto € um fator importante, pois como a reposta transiente € obtida a
partir da solugdo estacionaria do sistema, esta Gltima ndo permite verificar o valor estatico da
resposta (Ao = 0.) pois neste ponto existe a singularidade proveniente da formulagdo e a resposta
tende a infinito. Desta forma, pode-se apenas reduzir a primeira freqiéncia na discretizagdo
fazendo-a tender a zero. As figuras 7.21 & 7.22 mostram esta avaliagio, onde observa-se a reposta
obtida a partir de uma solugdo em freqiiéncia com o primeiro ponto de fregiiéncia tendendo a zero

e a solugiio com discretizagio maxima.
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tempo t x 107

Fig. 7.1S - Resposta ao Impulso Vertical

Soiugdo Transiente

tempo t % 107

Fig. 7.20 - Resposta ac Impulso Vertical - Tempo de Analise
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5 X 10° Solugdo Transiente

0 b . .
o 1 2 3 4 5 8

tempo t < 10™

Fig. 7.21 - Resposta ao Impulso Vertical - Convergéncia

% 10° Solugdo Transiente
3 ' ' T T

250\ _

0 0.5 1 1.5 2 25 3
termmpo £ < 107

Fig. 7.22 - Resposta ao Impulso Vertical - Convergéncia - Tempo de Analise

188



Apos este estudo para verificar os pardmetros que influenciam na solugdo final, pode-se
comparar a solugdo obtida com os resultados da bibliografia. Na figura 7.23 a resposta do sistema
esta sendo comparada com a resposta obtida para nos trabalhos de Spyrakos e Beskos, 1986, e
Spyrakos e Antes, 1986. Observa-se que a solugdo obtida através da inversdo numérica, se
aproxima mais da solugdo dada por Spyrakos e Antes. Isto mostra a boa convergéncia na resposta
obtida atraves da inversdo numérica, uma vez que a solugdo de Spyrakos ¢ Antes, possul muitas
melhorias em relag@o a formulacio de Spyrakos e Beskos. Pode-se observar ainda que, a partir de
1x107 segundos, o decaimento da resposta através da inversdo numérica é ligeiramente maior do
que nas demais solugdes. Este efeito pode ser creditado ao pequeno amortecimento inserido na
resposta da mversdo numeérica, que ndo existe nas outras formulagdes. Deve-se acrescentar que a
resposta da inversdo numérica parece mais realista, pois ainda que nestas analises esteja-se
utiizando um fator de amortecimento bastante baixo, para efeito de validagic dos resultados,

pode-se inclutr qualquer outro valor de amortecimento material na analise.

Resposta Transiente

T T

— [nversa Numérica
-~ Spyrakos e Beskos
-~ Spyrakos e Antes

Fig. 7.23 - Resposta ao Impulso Vertical - Valida¢do da Solugio
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- Resposta a Excitacio Harmonica -

Nesta segundo exemplo, deve-se observar a resposta transiente da fungo rigida, excitada

por uma for¢a harmdnica vertical na forma de uma senoide. A forga ¢ dada por:
F (t)=F sen(ot)
onde F = 180 x 107 Ib/ft e © = 5814.326 rad/s (Ao = 1.5).

A figura 7.24 mostra a avaliagio da convergéncia obtida para as discretizagdes analisadas no
caso anterior, isto €, ni = 2048, 4096, 8192 e 16384 Observa-se novamente que 2z solucio
converge gradativamente, em fungdo do aumento de pontos ni da discretizagio.

E a figura 7.25 mostra a resposta obtida variando o primeiro ponto de freqliéncia na
discretizagdo, como discutido no caso anterior. Observa-se novamente que a solugdo converge

para a resposta obtida com uma maior discretizagdo.

x10° Resposta Transiente

AVNAY
Vo

Y

: _
y
g 05 1 15 2 25 3

tempo t < 107

Fig. 7.24 - Resposta a Excitagiio Harmonica Vertical
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u(t)
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0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
tempo t x 107

Fig. 7.25 - Resposta a Excitagdo Harmonica Vertical - Convergéncia

Em seguida, a resposta obtida pela inversdo numérica, € outra vez comparada com as
solucBes apresentadas nos trabalhos de Spyrakos et all, citados anteriormente. A figura 7.26
apresenta estas comparagdes, onde pode-se observar que as resposta se aproximam bem,
verificando novamente a convergéncia da inversio numeérica. Algumas solugdes transientes
apresentam dificuldades para obter as respostas para periodos de tempos muito grandes, as vezes
devido ao custo computacional para avaliar estas respostas, € em outras devido a erros numéricos
que se apresentam quando a solugdio se estende demasiadamente no tempo. No trabalho de

Spyrakos e Beskos, este apresenta um parte da solugdo para um periodo de tempo mais longo,

avaliado entre 100 e 113,6 (x 107) segundos. Esta verificagio também ¢ feita e mostrada na
figura 7.27. E, uma vez que esta ¢ uma dificuldade nas solugbes transientes, na figura 7.28, ¢

mostrado que a solugiio através da inversio numérica pode ser obtida para um tempo de analise

ainda maior.

191



x 10° Resposta Transiente

ﬁ ¥ ! T
— inversa Numérca
~ " Spyrakos e Beskos
4t /73 -~ Spyrakos e Antes ]
gi k! :'; 3

2} f' "\E i X
= i ' 1‘
7 ob AT

g ; X

2

-4

o 05 1 15 2 25 3
tempo t x 107

Fig. 7.26 - Resposta a Excitagdo Harmodnica Vertical - Validagio

x10° Resposta Transiente
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wx Spyrakos e Beskos
s 2pyrakos e Antes
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Fig. 7.27 - Resposta a Excitacdo Harmdnica Vertical - Validagdo
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Fig. 7.28 - Resposta a Excitagio Harmonica Vertical - Tempo Maximo de Analise
- Resposta a excitaciie harmdnica. Variacio da Freqiiéncia de Excitacio

Nesta terceira e ultima analise, pode-se avaliar a resposta dindmica do corpo rigido variando
a excitagdo harmonica sobre o corpo. Foram utilizadas dois outros valores de frequéncia de
excitacio, @, = 3871.369 rad/s e @, = 1935.684 rad/s. Esta freqiéncias foram escolhidas de forma
a verificar as amplitudes produzidas sobre o corpo rigido na curva de resposta em freqiéncia.
Estas freqiéncias s@io equivalentes as freqiéncias adimensionais Ao = 1 e Ao = 05,
respectivamente para o; € oo

Como discutido nas analises da se¢iio 7.2, a resposta a uma excitagido harmdnica pode ser
dividida em duas partes bem definidas, a primeira chamada de parte transiente e a segunda de
parte estacionaria, sendo que esta tultima corresponde a resposta do sistema, quando o transiente
desaparece ¢ 0 sistema reponde apenas em fun¢io da forga de excitaciio externa. Desta forma, as
amplitudes da parte estacionaria da resposta, devem ser as mesmas que aquelas obtidas na solugio

da resposta em fregiiéncia, figura 7.15. A fungfo resposta em freqiiéncia vertical ¢ novamente
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apresentada na figura 7.29, identificando as amplitudes estacionarias para as freqiiéncias Ao =
05eAo=1.eAo=135, sendo que a freqiéncias Ao = 1.5 (o = 5814.326 rad/s) ¢ mesma dos

exemplos analisados anteriormente.

x 10-  Resposta Estacionaria - Vertical

10

g i

) i
on— ? o
L
Bl “
Z o |

4-

3 ]

. )

0 0.5 1 1.5 2

Ao = AwiC2

Fig. 7.29 - Func¢io Resposta em Freqiiéncia Vertical

Na figura 7.30 é mostrada a resposta a uma excitagdo harmoénica com freqiiéncia de
excitagio @, = 3871.369 rad/s (Ao = 1.). Observa-se que a partir de 0.005 s, a parte equivalente
a0 transiente da resposta comeca a desaparecer e permanece somente a parte estacionaria da
resposta onde a amplitude maxima ¢ de aproximadamente 4.8 x 107 ft, semelhante a amplitude
correspondenite a esta freqiiéncia na figura 7.29.

A figura 7.31 apresenta a mesma verificagdo, porém, a resposta € observada para a
freqiiéncia de excitagdo o, = 1935.684 rad/s (Ao = 0.5). Pode-se notar que o regime transiente da
resposta vai até 0.003 s, permanecendo a partir deste tempo apenas a resposta estacionaria, onde a
amplitude maxima de aproximadamente 7.2 x 107 f1, coincide com o valor identificado na figura

7.29 para esta mesma freqgii€ncia.
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Pode-se ainda fazer esta mesma comparacido observando o grafico da figura 7.29 com o
grafico da figura 7.28, mostrado na primeira analise da resposta a uma excita¢do harmoénica, para
freqiiéncia de excitagdo ® = 5814.326 rad/s (Ao = 1.5), onde € observado que a amplitude maxima

estaciondria é de aproximadamente 3.4 x 107 ft.

x10° Resposta Transiente

———
e,
——— e,

PPy

ARARE

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
tempo t

Fig. 7.30 - Resposta a Excitacio Harmodnica Vertical - Freqiéncia de Excitagio - Ao= 1.



x 107 Resposta Transiente

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
tempo t

Fig. 7.31 - Resposta a Excitagdo Harmonica Vertical - Freqiiéncia de Excitagio - Ao = 0.5
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7.4 Exemplos Numéricos - Problema Dinimico Solo-Estrutura - Inércia da Fundacio

Na segdo anterior, a dinamica da fundagio rigida sobre o solo foi analisada utilizando-se
uma fundagdo sem massa. Em seguida, nesta se¢do, deve-se observar influéncia da propriedade de
mércia da fundacdo sobre resposta dindmica transiente do sistema solo-estrutura. O problema a ser
avaliado € semelhante aquele apresentado anteriormente, isto €, uma fundagio rigida sobre o solo
viscoelastico, excitada externamente. Porém, neste caso a fundacio rigida possui massa. Desta
forma, pode-se verificar a formulacio apresentada na seciio 6.5, onde a resposta dinimica da
fundag¢do com massa € obtida utilizando-se as fun¢Ges de Green ou do Método dos Elementos de
Contorno para modelar o solo viscoelastico, incorporarando o amortecimento material do meio.

Para permitir uma anélise parametrizada do efeito de inércia sobre a resposta do sistema, a
massa da fundagdo my, deve ser associada a uma massa equivalente do solo m, Esta massa m,,
corresponde a uma massa de solo, localizada abaixo da fundacBo, em uma area de meia
circunferéncia de raio “a”, onde “a” ¢ o semi-lado da fundacdo, como representado na figura 7.32,

abaixo. Portanto, pode-se definir a massa equivalente do solo como sendo m_ = npa®.

=

z my
Rammanus
wd

E. v.p.B

Fig. 7.32 - Problema Interacio Dinamica Solo-Estrutura - Inércia da Fundagio
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o . ) m,/
A relacdo existente entre a massa da fundacio mg e massa do solo m,, € dada por B= 7;11 X

As propriedades fisicas do solo sdo as memas utilizadas na se¢io anterior, isto €, modulo de
elasticidade E = 2.58984 x 10° Ib/ft” ; coeficiente de Poison v = 1/3 e densidade de massa p =
10.5368 Ib.s%/ft°. E ainda come a solo é considerado viscoelastico, novamente, deve-se utilizar o
mesmo coeficiente de amortecimento material, £ = 0.05. A largura da fundagio rigida com massa
é dada por 2a =5 fi.

Em todas as analises desenvolvidas a seguir, foram observados quatro casos, relacionados as
propriedades de inércia da fundacio. A massa da fundagiio foi sendo incrementada
gradativamente, a fim de verificar a influéncia desta sobre a resposta dindmica da fundag&o. Inicia-
se com uma massa bastante reduzida mym, = 1, onde a influéncia da massa sobre a resposta €
minima, passando por mgm, = 5, m¢/m, = 20 e my'm, = 50, sendo que neste ultimo caso observa-se
uma influéncia maior da massa da fundacio sob a resposta dindmica.

Em uma analise inicial, envolvendo a inéreia da fundagdo, avalia-se a resposta harmodnica da
fundacgdio rigida, obtida através da superposi¢io das funcdes de Green (fungdo de influéncia).
Utilizou-se 8 pontos de discretizagio sob a fundacfo rigida. Aplica-se uma excitagdo vertical P, =

180 x 10° Ib/ft sob a fundagiio para obter os deslocamentos verticais W(Ao) dadas em jfoor,

dependentes da frequéncia admensional Ao, definida como A = a % , onde “a” é o metade da

largura da fundagdo, C; ¢ a velocidade de propagacio de ondas de cisalhamento ¢ ® a frequéncia
de excitagdo dada em rad/s.

Na figura 7.33, observa-se a resposta estacionaria da fundagio para o caso m¢m, = 1, onde
comparando-a com a resposta dindmica obtida para o caso da fundagio sem massa. Verifica-se
uma varia¢io minima na resposta influénciada pela massa da fundacgio. E em seguida esta massa €
aumentada para mgm, = 5, onde pode-se observar na figura 7.34, o inicio da influéncia da mércia

da fundagdo a resposta.
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Fig. 7.33 - Movimento de Corpo Rigido sobre o Solo - Resposta Harménica - mym, = 1
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x 10 Deslocamento Vertical
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Fig. 7.34 - Movimento de Corpo Rigido sobre o Solo - Resposta Harménica - mgm, = 5
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Em seguida a massa da fundacio € substancialmente amplificada, tormando visivel a
influéncia da inércia da fundacgiio sobre a resposta do sistema. Nos dois casos seguintes, a resposta
da fundacio € obtida para m¢m, = 20, figura 7.35, e m¢m, = 50, figura 7.36, comparando-a com a
resposta da fundacio sem massa. Observa-se nos dois graficos, o aparecimento de um pequeno
pico na resposta em frequéncia da fundacio rigida, determinando uma frequéncia natural para o
sistema. Isto ocorre devido a maior influéncia da massa da fundag@io sobre a resposta do sistema
solo-estrutura. Pois, nestes dois casos a massa da fundagfo € significativamente mator do que a
massa equivalente do solo, pois em um caso a massa da fundagio my é 20 vezes maior do que a
massa do solo m, equanto no outro a massa ¢ 50 vezes maior do que a massa do solo.

Verifica-se ainda que, além do aparecimento destes picos, determinando um frequéncia
natural do sistema, estes ocorrem em frequéncia distintas, o que ¢ naturaimente esperado, uma vez
que a variagio da massa da fundacdo, influéncia tanto na amplitude da resposta, quanto no valor

da frequéncia natural do sistema.

o5 x 1ot Deslocamento Vertical

24 — Fun¢do de Influéneia - mf=0 1
i .. Fungao de Influéncia - mff ms = 20

Ao = A"w/C2

Fig. 7.35 - Movimento de Corpo Rigido sobre o Solo - Resposta Harmonica ~ m¢/m, = 20

200



55X 107 Deslocamento Vertical

2 A Fun¢@io de Influéncia - mf=0 1
\ "\ - Fungio de Influéncia - mf f ms = 50

0 0.5 1 15 z2
Ao = A*w/C2

Fig. 7.36 - Movimento de Corpo Rigido sobre o Solo - Resposta Harmdnica - mgm, = 50

Nos exemplos seguintes, as fungGes de influéncia apresentadas anteriormente, sdo utilizadas
para obter a resposta transiente da fundacdio rigida. A excitacdo externa ¢ dada por uma carga
impulsiva retangular de amplitude P, = 180 x 10° Ib/ft, e duragiio 1.6 x 10™ segundos, tal como
apresentada na figura 7.18, da seco anterior. Isto permite comparar os resultados obtidos neste
capitulo com a resposta sob wnfluéncia da inércia da fundacio e aqueles apresentados no capitulo
anterior para fundacdo sem massa.

Imcialmente, deve-se fazer uma validagiio da convergéncia dos resultados, em fungio do
numero de pontos de discretizagdo no espéctro de freqiiéncia. Tal como no capitulo anterior, a
freqiiéncia admensional maxima de andlise ¢ definida por Ao = 200, sendo que as discretizagdes
sdo dadas por ni = 2048, 4096, 8192 e 16384 pontos de discretizagdo na freqiiéncia. As avaliagGes
da convergéncia destas discretizacSes devem ser feitas para cada caso de massa da fundacdo
diferente, isto €, mym, = 1, mg'm, = 5, m¢m, = 20 & m¢gm, = 50.

A figura 7.37 e 7.38, mostra a resposta transiente devido a carga impulsiva para mgm, = 1 ¢
mg'm, = 5, respectivamente. Observa-se que a resposta vai convergindo gradativamente, da curva

mais inferior (linha tracejada - -} até¢ a mais superior (linha continua) quando a discretizacdo na
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freqiiéneia vai sendo aumentada de 2048 até 16384 pontos, tal como observou-se no capitulo

anterior, para as figuras 7.19 ¢ 7.20.

x 10° Solugdo Transiente
2.5 ; |
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9 i
o 0.002
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Fig. 7.37 - Resposta ao Impulso Vertical - Convergéncia - Inércia da Fundagio - m¢m, =1
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Fig. 7.38 - Resposta ao Impulso Vertical - Convergéncia - Inércia da Fundagdo - mym, = 5

g
0
tempo t
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Em seguida, ¢ avaliada a convergéncia da resposta em fung¢io da discretizaciio na freqgiiéncia,
para os outros dois casos de inércia da fundagdo. Os resultados sdo apresentados nas figuras 7.39
e 7.40, sendo que a massa da fundacio ¢ dada por mym; = 20 e m¢m, = 50, respectivamente.
Novamente verifica-se que a reposta converge quando € aumentada a discretizagdo do espéctro de
freqiiéncia.

Entretanto, observa-se nas respostas obtidas, que maior predomindncia da massa da
fundagfio, influéncia fortemente na convergéncia da resposta. Pode-se verificar por exemplo, no
grafico da figura 7.39 {(me¢'m, = 20), que para uma discretizagio menor (ni = 2048 - curva definida
com a linha tracejada -.-.), nio se observa as oscilagdes na reposta, a partir de 0.003 segundos. Ao
passo que, enquanto a discretizaclio ¢ aumentada, essas oscilagbes vdo tornando-se visiveis.
Observando finalmente, uma maior oscilacdo na reposta, quando esta converge definitivamente na
discretizagdo maxima (ni = 16384 - linha continua). Esta influéncia numérca, da inércia da
fundacio, sobre a resposta pode ser creditada ao aparecimento dos picos na reposta em freqiéncia

(figuras 7.34 e 7.35), os quais exigem uma melhor discretizagdo em torno dessas freqiiéncias.

14> 107 Solugdo Transiente

0 0002 0004 0006 0008 001
tempo t

Fig. 7.39 - Resposta ao Impulsc Vertical - Convergéncia - Inércia da Fundagdo - m¢'m, = 20
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Na figura 7.40 (mym, = 50), este mesmo efeito numérico da influéncia da massa da
fundaciio, € verificado novamente. Observa-se que a reposta converge, quando aumenta-se a
discretizagdo, porém, as diferengas nas repostas, para cada discretizacio apresentada, sdo
significantes. E a convergéncia, novamente ¢ verificada, observando-se desde a curva tracejada

(-.-.) até a curva continua, quando tem-se a maxima discretizagdo.

¥ 40" Solucdo Transiente

-2

0 0002 0004 0006 0008 001
fempo t

Fig. 7.40 - Resposta ac Impulso Vertical - Convergéncia - Inéreia da Fundago - m¢m, = 30

Em seguida, pode-se observar a resposta dindmica da fundagdo rigida, influenciada pela
variagio da massa da fundag@io. As respostas transientes, para os quatro casos de massa da
fundacio rigida (m¢m, = 1, mem, = 5, mgm; = 20 e my'm, = 50), sdo apresentadas comparando-as
entre si.

Inicialmente, pode-se comparar a resposta da fundacfio rigida com um pequenc incremento
de massa e a reposta da fundacao sem massa. Verifica-se no grafico da figura 7.41, que qualquer
incremento, minimo de massa da fundagdo, produz variagdo nas respostas transientes da fundacéo
rigida. Deve-se observar que, enquanto na solugfio estacionana (resposta em frequéncia),

apresentada na figura 7.32, a resposta da fundagio com massa reduzida, m¢ms = 1, ¢ a resposta
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sem massa, apresentam-se muito proximas, isto nfo ocorre na resposta transiente, apresentada na
figura 7.41. E como verificado no grafico da figura 7.41, a existéncia de massa na fundagic
produz uma suavizagio na resposta com o tempo e uma redugdo nas amplitudes, tornando-a, nos

instantes iniciais do movimento do corpo, diferente da resposta da fundag@io sem massa.

Solugdo Transiente

— mf=0
e mffms =1 .
0.5 — _
i o e
Dg f \ f L

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
tempo t x 107%

Fig. 7.41 - Resposta ao Impulso Vertical - Inércia da Fundagido - Fundaciao Com e Sem Massa

No grafico da figura 7.42, a resposta ¢ apresentada fazendo mais um incremento da massa
da fundagdo, avaliando o caso para my¢m, = 5. Comparando-se os trés casos na figura 7.42, isto &,
a resposta para a fundag@io sem massa, m¢m, = 1 ¢ mym, = 5, verifica-se no grafico que existe
grandes variagtes nas amplitudes da fundagdo. A principal alteragio verificada neste grafico € que
as amplitudes crescem e decrescem de forma distinta, quando influenciada pelo presenga de massa.
Na resposta da fundagdo sem massa, observa-se que as amplitudes crescem rapidamente e
decrescem também mais rapidamenie do que nos casos onde existe a influéncia da massa. Quando
a massa se faz presente na resposta do sistema {(mg¢m; = 1), ha um crescimento mais lento das

amplitudes e o decrescimo também € mais lento. Este efeito € observado com mais evidéncia no
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caso em que a massa ¢ acrecida para m¢m, = 5. Isto ocorre pois o efeito de inércia tende a retardar
o movimento do corpo rigido com relacio ao tempo.

Entretanto, ndo se observa uma forte mudanga do comportamento geral da resposta, pois
qualquer uma das respostas obtidas possuem um aumento de amplitude apos a aplicacio da forca
impulsiva com um decaimento {exponencial) até zero. Este corportamento da resposta transiente
mostra que a mnfluéncia da inéreia da fundagido ndo € suficiente para produzir oscilagdes no
movimento do corpo rigido. Visto que, quando a presenga da inércia se torna mais predominante
sobre o sistema mecanico, esta produz oscilagdes na resposta transiente desses sistemas. Estas

oscilacdes podem ser verificadas, de forma bastante incipiente, na resposta do caso em que a

massa da fundacdo ¢ dada por myms= 5.
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Fig. 7.42 - Resposta ao Impulso Vertical - Inércia da Fundagdo - Baixa Influéncia da Inércia

Finalmente, pode-se fazer um estudo comparativo entre todos os casos onde a resposta da
fundagdo ¢ obtida incluindo a propriedade de inércia. No grafico da figura 7.43, pode-se observar
que para as respostas da fundacdo tornam-se mais lentas devido ac aumento da propriedade de

inércia. E ainda, as amplitudes maximas também decrescem com o aumento da massa da fundacio.
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Observa-se tambem a maior presenga de oscilacBes na resposta dos sistemas onde a massa €
maior, isto €, nas respostas para my'm, = 20 e my'm, = 50.

x 10° Solugdo Transiente

t T T

2.5

uit)

5 . : = f
G 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
tempo t

Fig. 7.43 - Resposta ao Impulso Vertical - Inércia da Fundagido - Efeito da Variagdo da Inércia

Posteriormente, quando aumenta-se o tempo de analise, pode-se observar as oscilagbes que
ocorrem devido a presenga da inércia na resposta. Este comportamento € verificado na figura
7.44. Nota-se ainda que, quando a massa da fundacio rigida ndo influéncia mais sobre a resposta
do sistema, todas as respostas convergem para produzir 0 mesmo decrescimo tendendo a zero,

semelhante ao caso da fundacio sem massa.
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Capitulo 8

Conclusdes e Sugestdes para Proximos Trabalhos

Neste trabalho apresentou-se uma formulagdo para tratamento de problemas dindmicos
viscoelasticos. Utilizou-se o0 Método dos Elementos Finitos (MEF) para modelar estruturas com
comportamento viscoeldstico, enquanto o Método dos Elementos de Contorno (MEC) foi
utilizado para modelar um meio infinito viscoelastico. Sendo que um acoplamento entre MEF-
MEC permitiria solucionar problemas de interagio dinfmica solo-estrutura utilizando os dois
métodos conjuntamente.

O Método dos Elementos Finitos formulado diretamente no tempo, utilizando-se os
conceitos de integrais hereditarias, mostrou ser uma forma bastante geral de avaliar o
comportamento dindmico de estruturas viscoelasticas. A implementaco diretamente no tempo
permite incluir qualquer tipo de representacdo para os moédulos de Relaxagdo e Fluéncia, que
caracterizam um material viscoelastico. Esses modulos de Relaxacdo e Fluéncia por sua vez
podem ser obtidos compondo-se modelos viscoelaticos como os de Maxwell e Kelvin, ou medidos
experimentaimente. Desta forma, qualquer tipo de material viscoelastico real pode ser incluido na
formulacgio desde que seja possivel medir de alguma forma as suas caracteristicas viscoelasticas.

A formulagiio do MEF viscoelastico apresentada teve como objetivo principal solucionar o
problema dindmico, onde o amortecimento material na estrutura seria representado atraves das
propriedades viscoelasticas do meio. Porém, observa-se nos resultados apresentados que, esta
formulagéo se aplica diretamente na solugio de problemas quase-estaticos. Desta forma, materiais

com comportamento viscoso, onde a deformagdio depende da historia do tempo, e ndo somente do
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carregamento aplicado, que pode ser constante, podem ser analisados, apenas eliminando o efeito
de inércia do problema.

Na modelagem de Elementos Finitos utilizou-se elementos estruturais de barra e viga. Os
exemplos apresentados avaliaram as respostas de estruturas simples envolvendo estes tipos de
elementos estruturais. Os resultados mostraram-se bastante precisos e totalmente coerente com as
interpretagdes fisicas esperadas para o comportamento dos tipos de estruturas viscoelasticas
avaliadas. A utilizagdo de modelos e elementos estruturais simples teve como objetivo facilitar a
compreensio do fendmeno fisico apresentado na reposta. Porém, € importante observar, que esta
formulaciio pode ser facilmente aplicada para problemas estruturais mais complexos, utilizando-se
elementos planos ou tri-dimensionais.

Em uma segunda parte do trabalho, o método dos Elementos de Contorno ou funcio de
influéncia foi aplicado para obter a resposta dindmica transiente em um meio infinito. Neste caso, a
solugdo transiente foi obtida através de uma invers3o numérica de Fourier a partir da resposta
estacioniria do sistema. A transformada de Fourier inversa obtida da FFT (Fast Fourier
Transform) mostrou-se muito eficiente nos exemplos numéricos avaliados. Nos exemplos iniciais,
envolvendo um sistema mecéinico simples, observou-se que deve-se ter alguns cuidados na
aplicagio da inversdo numérica. Pardmetros como numero de pontos de discretizacio, freqiiéncia
maxima e delta de freqiiéncia ¢ de tempo, influenciam fortemente na resposta do sistema,
descaracterizando totalmente a resposta quando ndo ajustados corretamente. Nas discussdes
apresentadas, deve-se ter claramente que estes parimetros, ndo sio apenas coeficientes
matematicos envolvidos na inversdo numérica, mas estio associados com pardmetros fisicos do
problema.

O objetivo final da utilizagdio da inversdo numérica, foi avaliar o problema de interagdo
dindmica solo-estrutura transiente, onde a estrutura ¢ rigida e o solo possui caracteristicas
viscoelasticas. A resposta estaciondria do problema, foi obtida através das fungdes de influéncia
(formulacfo a partir das funcdes de Green do semi-espago). Esta solugio foi verificada e mostrou-
se de acordo com os resultados obtidos da bibliografia. A resposta transiente da fundagdo rigida
sobre o solo, obtida pela inversdo numérica de Fourier aplicada a este problema, apresentou-se
totalmente de acordo com as repostas obtidas por outras formulagfes. A resposta da estrutura,

obtida para uma carregamento harménico em qualquer freqiéncia de excitagio, mostra que, uma
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vez conbecida a fungio resposta estacionaria do sistema (fungiio de impedancia que caracteriza o
sistema), pode-se obter outras respostas transiente da estrutura, quando excitada por um
carregamento transiente qualquer.

Das solugGes apresentadas para o Elementos Finitos e para o Elementos de Contorno, pode-
se concluir que o trabalho atingiu seus objetivos, pois o acoplamento entre as formulagBes
somente teria sucesso, com as formulagdes para cada método obtidas separadamente, e resolvidas
de forma eficiente. As solugbes obtidas tanto para o MEF quanto para o MEC sio bastante gerais
e permitem solucionar muitos problemas fisicos.

Na solugdo do MEF, uma ampla area de aplicagio pode ser atingida pela forma proposta.
Por exemplo, como sugerido em pareceres de assessores nos trabalhos publicados em congressos,
existe uma necessidade muito grande em se avaliar o comportamento de estruturas de concreto em
Engenharia Civil, que freqiilentemente possuem comportamento viscoelastico. Em outra area,
materiais organicos, invariavelmente possuem caracteristicas viscoelasticas e problemas
dependentes da histéria do tempo com carregamentos constantes, como forga gravitacional, sio
freqiientes nesta area. E até mesmo, problemas estruturais mecinicos envolvendo estruturas
viscoelasticas, constituidos de materiais polimeros ou materiais alternativos, que sdo bastante
comuns na composicdo de elementos mecénicos atualmente, sio vidveis de serem avaliados.
Portanto, com pequenas adaptagdes, que podem estar no tipo de elemento finito utilizado ou na
no modelo viscoelastico utilizado, a formulagao apresentada pode ser empregada para solucionar
muitos problemas reais.

Quanto ao MEC ou fungio de influéncia, a solugdo apresentada, passa por um ponto de
fundamental importancia, qual seja, a resposta transiente depende de uma solu¢io estacionaria
precisa e eficiente. Uma vez que o grupo de pesquisa, no qual se insere o autor deste trabatho,
vem extensivamente ao longo de alguns anos buscando solugdes de problemas estacionsrios em
varias areas de aplicacdo, este problema passa a ser bastante reduzido. Desta forma, a solugio
apresentada, para obter respostas transientes através da inversio numérica, a partir das respostas
estacionarias, deixa uma perspectiva muito grande de solugio de alguns problemas transientes
ainda ndo avaliados de forma precisa. Problemas transientes em meio continuo infinito com
interacdo fluido-estrutura, anisotropia, poroelasticidade, etc, podem de imediato serem verificados

em futuras pesquisas, aplicando-se a solugiio apresentada. Pesquisas mais ousadas, como a
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sintetizacdo fungBes de Green transientes, obtidas numericamente, também podem estar em

projetos de futuras pesquisas.
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Apéndice

Associacio dos Modelos Kelvin e Maxwell

Modelo de Kelvin-Maxwell - 12 Modelo -

TG
U Y F
1! Ea
E] €1 + gEﬂ &0
£1! ™
X . ¥ ¥
lo

Fig. A.1 - Modelo Kelvin-Maxwell

Pode-se analisar um modelo composto onde existem elementos dispostos em s€rie € em
paralelo no sistema. Neste caso, ocorre uma associacdo dos modelos de Maxwell e Kelvin.

- Condigdes de Equilibrio Cinematico:

g, =&l +g" A1)
£=g =§, )
- Condigtes de Equilibrio de Forgas:
c=0;+0, (A2)

Define-se separadamente a parte em série do sistema:
Equilibrio Cinematico Equilibrio de Forgas
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“:1ﬂ“"‘lm'*"‘;;ril OimElgf]:)d_lmEiélEl

g =& +&> o, =nEr (A-3)
Pode-se associar as relagdes acima para obter,
ERL Y RN R S N . B (A4)
E, E,
Define-se em seguida a parte do sistema que esta disposta em paralelo, dada por,
6, =Esg, >0, =E¢ (A.5)

Resolve-se as equagdes acima em conjunto para obter a relagio entre ¢ e €. Para isto,
utiliza-se a Transformada de Laplace sobre as equagdes,

o=0,%0, > 6=6, 16, (A.6)

. 6, o N P
F=— 4+ =5 88 = =—58G,+—
1 Th E, HA

~

o, =E.&

A segunda dessas equagdes permite obter uma definicdo para &; em fungdo de £, isto €,

. “+&‘::>sé [ ]J::}O' E‘é:>
e =| —+— —
s E] 1 ﬂl 17 w§m 1 El
E, m
-~ SE] "~ ~
G =r——<E 26, =E %
' [sE, E, ! (S"I“ 1/]
E n /Th
t Th
Portanto as relagdes de &, e 6, podem ser utilizadas para serem aplicadas na equagdo de
&, isto &,
. A A o m s
6=6,+G6, =>0=Eg+Eg AN
s+
/M
.
- & "
5=|E,+E|—o— (A7)
s+E‘/
I /]

Define-se ainda a funciio deformacdio constante no tempo e sua transformada de Laplace,

. €
e®=gHM)=>Eé= ?" Portanto pode-se escrever,
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E

Utilizando a transformada de Laplace inversa sobre esta equagio resulta,

HE 1(1\11& E jl(lwll
el =0" UL—;—+E, ";:“"ﬁ“l“; JJFO J - LG} “—“L"l{?so}ﬂf‘ IE1(S+E’E{I’/II JSU J =

L6} = EG:—:OL"‘{ }+E,€GL“ =o(t)=Eg, +Eg.e /=

1 1
; [+
t
Ers
oft) m(Eo +Ee ™k,

(A.8)

(A.9)

Finalmente, o modulo de Relaxacio para o modelo composto Maxwell-Kelvin € definido

como,
Eq/

Et)=E,+Ee ™

Modelo de Kelvin-Maxwell - 2° Modelo

16
E(; &0
F 3 L 3 * ? 8
el Fa 1, (€1 |&1!
b

Fig. A.2 - Modelo Kelvin-Maxwell
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Neste segunde modelo, deve-se analisar um modelo composto onde existem elementos
dispostos em série e em paralelo no sistema, isto €, uma composi¢iio dos modelos de Maxwell e
Kelvin. Porém neste caso, os elementos estdo dispostos de forma diferente daquele apresentado
anteriormente.

- Condigoes de Equilibrio Cinematico:

£=g +&,
£ =& = gh (A.11)
- Condicio de Equilibrio de Forgas:
O =0,7G, (A.12)
Define-se inicialmente a parte do sistema que esté disposta em paralelo,
Equilibrio Cinematico Equilibrio de Forgas
&=g=8" of' =Ezgf .0 =
g=gh=En o, =07 +o!" = o, =E,g +n,&" (a.13)

Pode-se substituir as condi¢des de equilibrio cinematico acima, na condicio de equilibrio
de forgas, obtendo-se a equagdio diferencial para o modelo de Maxwell,
o, =Eg; +ng) >0, =Eg +ng, =
g4ty = (A.14)
™ H
A parte que estd em série com o sisterna pode ser definida, utilizando a condi¢io de
equilibrio de forga como sendo,
o, = Ey&, (A.15)
A condi¢do de equilibrio de forgas, o =0, =0,, pode-se utilizada nas duas equagdes
acima, que resulta nas equacoes,

. 1 o
=& +—tg=—
h Th (A.16)
=>o=Eg,

Para completar o conjunto de equacdes, deve-se utilizar ainda a equacgdo de equilibrio
cinematico,

=E=g +&, (A.17)
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Portanto, pode-se aplicar a transformada de Laplace nestas trés ultimas equacgbes para

obter,
) . c . E, . &
E+—& =" >SE +— & =—
L/ n ™ L/
o=E, =>6=E, (A.18)

E=g +E, DE=E +E,
Da primeira equagio obtém-se a relagio entre £, €6,

ﬁ A ( 3
. E . & E}) 6 .1 1 |1,
SE+— & =— D Els+— =— & =7 |—0C (A.19)

yom mJ m ‘L%E/Jm
h

Substituindo as relagdes de £, ¢ £, na terceira equagio do dominio transformado, resulta,

( 3
=& & +' ! |1 =
£=¢,+€ £ = —
° ! EO Eks.{_}iyjni
LI

BRI IS [ 1 ]\
§u| —-— B E=|—+ =
LEO LS+Eyé T LEO STIH'E; }j

fsn,+E +E E,(sn,+E) ) . [(Efsn+E)L
—_—>c—~ —~—~—-——- mG:L_—————— (A.20)
sn1 + E sn,+E, +E, sn, +E

onde E=E, +E,

Utiliza-se novamente a deformacio constante no tempo e sua transformada de Laplace,

~ & v .
definida por e(t) =g H(t) > ¢ = ?0, substituindo na equag#o acima,
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- EO(ST;1+E1) A A Es(5n1+E1) €y
G—L sn, +E L sn, +E Js
( !
G= { h +( b )‘I‘}Z:}&—EF.! O 1 T,
oo sm,+E \sm,+EJs OOLS+%1 'f];Lsa»%lJSj
[ [ (E 3
SO N S - N W 17 " L O
C=Lefol E/ "m |l B/ Is|E/ E/ E
LS+//Th L \S+/411 \f/nl /T ,/mJJ
' ( V(E/ 4oog)
. 1 +Ex 1 1//Q1+Smsll:>
6=Ee\ 5/ 7| TTE/ 5| E
\S+//T¥1 T \S+/]z) \. ,//Th Jj
8 N
el w1
C=E®) E/ "Th!| L E/ Is|E
~S+/h b N S+A1 / L Tth
) (E/ y
1 E, /’}1+SMS 1 L
=Eg&,? +— — (=
G a0 S-i—E"/ n E/ E
/M 1\ S+/Th > Thj
r 3 )
B/
. 1 E, Tt s | L—_-;»
o=k, 7 - - .
o (B (050 k) )
[ [ M
el Bl 1 1 IIL:>
C=E€l " E " ml|E |s
s+ Ah n L/ (s+E{J j
( N
6=E 4 ! +E’II ! ]Lmé Ez& [1 E
C=E&l™ E/ "E gww == EgEg —%—
ls+AI L [ﬁ%;)h |

Apficando a Transformada de Laplace inversa pode-se obter,

1

1

/

Joe

7

1

Es

E, 1

1 (A.21)



j \
c(t>=Eos<,[ A g R e
@(t)—EOSO{[lm% T ’2‘}3
E

o(t) = ano{e“%f -%(ne%‘)} (A.22)

Portanto, o modulo de Relaxacio E(t) para o modelo de Maxwell-Kelvin apresentado

acima € dado por,

o(t)=Eg, {e_’ﬁ’f:"t —%(i+ e_%‘;)} =
B o (A.23)
E@) = Eo{e‘,_/"t m-él—(l + e—/"g)}
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