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Resumo

Sousa, Kerlles Rafael Pereira, Andlise de Tensoes em Placas Finas de Materiais Compdsitos
sob Carregamento Dinamico usando o Método dos Elementos de Contorno. Campinas, 2009.
Dissertacao de Mestrado, Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de

Campinas.

Este trabalho apresenta uma formulagao dinamica do método dos elementos de contorno
para o calculo de tensoes e critério de falhas de placas finas anisétropicas. As formulagoes
utilizam solugoes fundamentais da elasto-estatica e os termos de inércia sao tratados como
forgas de corpo. As integrais de dominio provenientes de forcas de corpo sao transformadas
em integrais de contorno usando o método da integragao radial (RIM). No RIM, a fungao
de aproximacgao "thin plate spline”de placas finas é usada na aproximacao das forcas de
corpo. Sao implementados formulagoes para analise transiente de placas finas. A integracgao
no tempo ¢ realizada usando o método de Houbolt. Uma equacao integral para a segunda
derivada de deslocamento é desenvolvida e todas as derivadas da solucao fundamental sao
calculadas analiticamente. Apenas o contorno é discretizado. Os resultados numéricos ap-
resentaram boa concordancia com os resultados disponiveis na literatura e também com

resultados do método dos elementos finitos.

Palavras chaves: Métodos dos elementos de contorno, método da integracao radial, placas,

materiais compédsitos, dinamica de placas, andlise de tensoes e critérios de falhas.
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Abstract

Sousa, Kerlles Rafael Pereira, Analysis of Stress in thin Plates of Composite Materials
under Dynamic Load using the Boundary Element Method. Campinas, 2009. Master Thesis,

Faculty of Mechanical Engineering, University of Campinas.

This work presents a dynamic formulation of the boundary element method for stress
and failure criterion analyses of anisotropic thin plates. Formulations use elastostatic funda-
mental solutions and inertia terms are treated as body forces. Domain integrals that come
from body forces are transformed into boundary integrals using the radial integration method
(RIM). In the RIM, the augmented thin plate spline is used as the aproximation function. A
formulation for transient analysis is implemented. The time integration is carried out using
the Houbolt method. Integral equations for the second derivatives of deflection are developed
and all derivatives of fundamental solutions are computed analitically. Only the boundary is
discretized in the formulation. Numerical results show good agreement with results available

in literature as well as finite element results.

Key words: Boundary element method, radial integration method, plates, composite

materials, dynamic of plates, stress analyses and failure criterion.
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1 Introducao

O presente trabalho trata de quatro assuntos: os materiais compdsitos, as placas, analise
de falhas e o método dos elementos de contorno. A seguir sao apresentadas as razoes para a

escolha desses quatro assuntos como objeto de estudo, bem como um pouco de sua historia.

1.1 Motivacao

Uma analise estrutural completa deve levar em conta nao somente as deformagoes, assim
como, as falhas e danos na estrutura. A falha de um material compdsito geralmente se inicia
muito antes de qualquer mudanga macroscépica no comportamento da estrutura. Em geral, a
falha ocorre de quatro modos principais (AGARWAL; BROUTMAN, 1990): (1) quebra da fibra,
(2) nucleagao e coalescimento de trincas na matriz (trincamento da matriz), (3) separagao
das fibras da matriz (deslocamento das fibras) e (4) separagdo das laminas uma das outras
(delaminacao). A falha pode ser gerada tanto por carregamentos estaticos como dinamicos.
De fato, falhas causadas por carregamentos dinamicos sao comuns devido as aplicagoes tipicas
de materiais compodsitos, principalmente nas industrias aeronduticas e aeroespaciais. Por
exemplo: fuselagem, tanques de combustiveis, asas e as outras estruturas estao sujeitas
as cargas aerodinamicas transientes e também ao impacto de passaros e outros detritos.
Particularmente, aos impactos considerados de baixa velocidade (onde nao hé penetragao do

projéctil na estrutura).

Raramente os danos causados pelo impacto de baixa velocidade sao detectados a o-
lhos nus. Uma vez que eles podem nao ser encontrados, os danos causados por impactos de
baixa velocidade em materiais compositos sao considerados potencialmente perigosos. Em
geral, o trincamento da matriz e a quebra da fibra sao os danos iniciais que precedem a

delaminacao. A rigidez do material danificado e, consequentemente, da estrutura pode ser



significativamente reduzida pelos danos. Esta perda de rigidez pode, até mesmo, causar uma
falha catastrofica. Por estes motivos, torna-se importante o desenvolvimento de ferramen-
tas que possibilitem andlises de estruturas de materiais compositos sob impactos de baixa

velocidade.

1.2 Consideracoes sobre materiais compodsitos

O material composto (ou compdsito) permite ao engenheiro, até certo ponto, criar um
novo material, enfatizando certas caracteristicas desejaveis, enquanto minimiza outras inde-
sejaveis, por meio da combinagao de componentes. Uma gama bastante ampla de aspectos de
comportamento do material pode ser manipulada no projeto de um composto, e efetivamente

é, como por exemplo:

e resisténcia estatica e a fadiga;

e rigidez;

e resisténcia a corrosao;

e reducao a abrasao;

e reducao de peso;

e capacidade de trabalho a alta e baixa temperatura;

e isolamento ou condutividade térmica, elétrica ou acustica;
e dureza, ductilidade

e aparéncia estética

Embora o desenvolvimento e uso de materiais compostos seja considerado um evento re-
cente, do século XX, a idéia de combinar intimamente diferentes tipos de materiais é aparente-
mente tao antiga quanto a civilizagao. Como relatado no livro do Exodo, ja os egipicios
antigos, do segundo milénio antes de Cristo, embora utilizassem pedra para a construcao

dos monumentos que deveriam desafiar o tempo, usavam em todas as demais construgoes



urbanas um tipo de tijolo construido por barro reforcado por palha vegetal picotada. Tem-se
todos os ingredientes dos modernos compostos: o barro, o material barato, facil de produzir,
de moldar, porém de caracteristicas mecanicas pobres, e a palha, o material fibroso mais

resistente, encarregado de manter o barro agregado e de adicionar resisténcia a ele.

Os compositos avancados sao obtidos pela combinagao de materiais com diferentes
caracteristicas fisico-quimicas e mecanicas e pela utilizacao de diferentes processos de ma-
nufatura. O desenvolvimento destes materiais ainda exige muito trabalho de pesquisa. A
crescente utilizacao dos compdsitos estruturais tem estimulado a formagao de recursos hu-
manos cada vez mais capacitados, de modo a atingir com éxito os desafios da obtencao de

componentes com funcoes multiplas.

A anédlise numérica dos danos causados por impactos de baixa velocidade tem sido
feita principalmente pelo método dos elementos finitos (MEF). Lakshminarayana e Murthy
(1984) e Luo, Green e Morrison (1999) fizeram uma andlise dinamica de uma estrutura
usando um programa comercial para prever danos causados no material sem considerar a
falha progressiva na andlise. Zhao e Cho (2006) analisaram o inicio dos danos em uma casca
de material compdsito usando elementos solidos de 8 ndés. Ganapathy e Rao (1998) analisaram
o dano causado em um laminado curvo usando um elemento de casca de dupla curvatura de 48
graus de liberdade. Li et al. (2002a, 2002b) apresentaram um modelo numérico para simular
o processo de impacto de baixa velocidade baseado em um elemento de placa de Mindlin
de 9 nés. Em levantamentos bibliogréaficos realizados, nao foram encontrados na literatura
nenhum artigo onde o dano causado pelo impacto de baixa velocidade tenha sido analisado
usando o método dos elementos de contorno (MEC). Entretanto, algumas caracteristicas do
MEC o torna atrativo para esta analise como, por exemplo, sua alta taxa de convergéncia
na analise de problemas de alto gradientes, que é o caso da propagacao de ondas surgidas

devido ao impacto.

O numero de trabalhos que analisaram os danos causados pelos impactos de baixa
velocidade é significante na literatura, por exemplo: Zhao e Cho (2006), Li et al. (2002a,
2002b), Ganapathy e Rao (1998), Luo, Green e Morrison (1999) e Lakshminarayana e Murthy
(1984).



1.3 Consideracoes sobre placas

A adogao de hipdteses simplificadoras, visando analisar a placa como um elemento bidi-
mensional, fez surgir diferentes teorias para verificar o comportamento geral desta superficie
estrutural. Kirchhoff (1850) estabeleceu as hip6teses fundamentais da teoria de placas fi-
nas, derivando a expressao da energia potencial para uma placa inclinada e aplicando o
principio dos trabalhos virtuais para obter uma equagao diferencial, onde a rigidez a flexao
foi definida em termos do mddulo de Young e coeficiente de Poisson. Adicionalmente, ele
percebeu que as trés condigoes de contorno naturais propostas por Poisson (1829) ndo eram
compativeis com a natureza de quarta ordem da equacgao diferencial obtida e mostrou que
estas poderiam ser reduzidas a duas condig¢oes de contorno naturais. Esta teoria nao leva em
conta o efeito da deformacao pelo esforco cortante, assumindo-se que retas normais ao plano
médio da placa permanecem normais apds a deformacgao. As hipoteses apresentadas por
Kirchhoff resultaram em uma equacao diferencial de quarta ordem, na qual o deslocamento
¢ dado em funcao de duas coordenadas no plano médio da placa. Esta equacao pode ser
uma eficiente representacao do comportamento de placas finas para pequenos deslocamen-
tos, apresentando boa precisao de resultados para uma grande variedade de carregamentos
e geometrias. Entretanto, a teoria desenvolvida por Kirchhoff ndao apresenta bons resultados
quando sao analisadas placas de maior espessura. Mindlin (1951) formulou uma teoria para
analisar placas moderadamente espessas onde, assumindo-se que as distor¢oes que ocorrem
na espessura sao constantes, as tensoes sao obtidas a partir da geometria imposta para as
deformacoes. O sistema de equacoes diferenciais obtido é de sexta ordem e também satis-
faz as trés condicoes de contorno requeridas. As formulagoes apresentadas por Kirchhoff e
Mindlin podem ser consideradas como expressivas contribuigoes para o aprimoramento da

teoria bidimensional de placas.

1.4 Falhas mecanicas em materiais compdsitos

As teorias de falha sao fundamentais para a determinacao de critérios para a previsao
da falha de um determinado material frente a um estado bi ou tridimensional de tensoes.
Quando o estado de tensoes for unidimensional, o simples critério de controlar o valor da

tensao para que nao ultrapasse a tensao de escoamento ou de ruptura do material é suficiente



para se determinar a falha. No entanto, um estado complexo de tensoes exige teorias proprias

para o tipo de material.

A formulagao desenvolvida, neste trabalho, é aplicada no calculo de tensoes e desloca-
mentos de estruturas planas de materiais compdsitos laminados submetidos a cargas transver-
sais ao plano da estrutura. Serao estudados, neste trabalho, os critérios de falha para mate-

riais compdsitos, abordando o critério quadrético de Tsai e Wu (1971).

1.5 Analise de placas anisotrépicas pelo método dos
elementos de contorno

A motivagao para o desenvolvimento de uma formulacao de elementos de contorno para
andalise do comportamento mecanico dos materiais compositos advém da crescente utilizacao
desses materiais devido as suas excelentes propriedades mecanicas. O método dos elementos
de contorno vem sendo desenvolvido hé varias décadas e através dos anos se consolidando
como uma ferramenta de analise computacional extremamente util em varias disciplinas de
engenharia. Entretanto, a andlise de problemas de materiais anisotrépicos usando o método
dos elementos de contorno ainda demanda muita pesquisa. Neste trabalho, sao apresentadas
formulagoes do método dos elementos de contorno para analise dinamica de tensoes e critérios
de falhas em placas finas de materiais compositos laminados. Nao foi encontrado na literatura
qualquer trabalho que faz a andlise de tensoes de placas anisotrdpicas sob carregamento
dinamico. A precisao dos resultados numéricos apresentados no presente trabalho é analisada
pela comparagao com resultados numéricos obtidos na literatura e com resultados numéricos

obtidos usando-se o método dos elementos finitos.

As formulagoes de elementos de contorno tém sido aplicadas a problemas de flexao em
placas anisotrépicas, considerando a teoria de Kirchhoff, bem como teorias de placas de-
forméveis ao cisalhamento. Shi e Bezine (1990) apresentam uma anélise por elementos de
contorno de problemas de flexao de placa usando a solucao fundamental proposta por Wu e
Altiero (1981) baseadas nos pressupostos de flexao da placa de Kirchhoff. Rajamohan e Raa-
machandran (1999) propuseram uma formulagao na qual as singularidades s@o evitadas por
pontos fontes colocados fora do dominio. Paiva, Sollero e Albuquerque (2003) apresentaram

um tratamento analitico para integrais singulares e hipersingulares da formulagao proposta



por Shi e Bezine (1990). Placas deforméveis por cisalhamento tem sido analisadas usando
o método dos elementos de contorno por Wang e Schweizerhof (1996), Wang e Schweizerhof

(1997) com a solucao fundamental proposta por Wang e Schweizerhof (1995).

No método dos elementos de contorno para flexao de placas, a presenca de forgas dis-
tribuidas no dominio fazem aparecer na formulagao as integrais de dominio. Com o ob-
jetivo de resolver estas integrais, o esquema de integragao por células pode dar resultados
precisos, como demonstrado por Shi e Bezine (1990) para problemas de flexdo em placas
anisotropicas. Contudo, a discretizacao do dominio em células reduz uma das principais van-
tagens do método dos elementos de contorno que é a discretizacao somente do contorno. Uma
alternativa para este procedimento foi apresentada por Rajamohan e Raamachandran (1999)
que propuseram o uso de solucoes particulares para aproximar a discretizagao do dominio.
Entretanto, o uso de solugoes particulares requer a busca de uma funcao que satisfaca a
equacao governante. Dependendo do quao complexa seja a equacao governante, esta fungao

pode ser dificil de ser encontrada.

Neste trabalho, integrais de dominio devido a cargas distribuidas sao transformadas em
integrais de contorno pelo método da integracao radial. Este método foi inicialmente apre-
sentado por Venturini (1988) para problemas de flexdo em placas isotrépicas. Recentemente,
Gao (2002) estendeu o método para problemas de elasticidade isotrépica tridimensional e

Albuquerque et al. (2006) para placa de Kirchhoff anisotrépica.

1.6 Descricao do presente trabalho

O presente trabalho é disposto de 7 capitulos.

No Capitulo 2 é apresentada uma classificagdo dos compdsitos quanto a sua forma e
uma visao geral sobre suas caracteristicas, tais como: composicao, interesse e aplicagoes.

Além disso, ¢é discutida a andlise e critérios de falhas de materiais compoésitos.

No Capitulo 3 sao apresentados algumas consideragoes em que se baseiam as teorias de

placas finas. Sera obtida a equacgao de equilibrio de placas finas em termos da deflexao.

No Capitulo 4 a formulagao de elementos de contorno é apresentada de forma detalhada.

Serd apresentada a obtencao da equacao integral de contorno. Também serd apresentada a



obtencao da solucao fundamental anisotropica, tratamento de integrais andliticas e numéricas

e os tipos de elementos de contorno usados.

No Capitulo 5 sao apresentadas duas formulagoes para o tratamento de integrais de
dominio na formulacao de elementos de contorno. A primeira faz a transformacao exata da
integral de dominio proveniente da carga distribuida em integral de contorno. A segunda
transforma a integral de dominio proveniente do termo de inércia em integrais de contorno

usando-se o método da integragao radial.

No Capitulo 6 sao apresentados alguns resultados numéricos obtidos com as rotinas

implementadas. O momento fletor é calculado para varios instantes de tempo.

Por fim, no Capitulo 7 sao apresentadas as consideracoes finais e conclusoes obtidas

através da analise dos resultados apresentados nesta dissertagao.



2 Andadlise de Falhas em Materiais
Compositos

2.1 Definicao

Um material compdsito (ou composto) é formado pela unidao de dois materiais de na-
turezas diferentes, resultando em um material de performance superior aquela de seus com-
ponentes tomados separadamente. O material resultante é um arranjo de fibras, continuas ou
nao, de um material resistente (refor¢o) que sado impregnados em uma matriz de resisténcia
mecanica inferior as fibras. Apds décadas de uso restrito em alguns setores da industria, como
na area de missies, foguetes e aeronaves de geometrias complexas, os compdsitos poliméricos
estruturais, também denominados avancados, tém ampliado a sua utilizacao em diferentes se-
tores da industria moderna, com um crescimento de uso de 5% ao ano (REZENDE; BOTELHO,
2000). Atualmente, a utilizacao de estruturas de alto desempenho e com baixo peso tem sido

buscada também nas industrias automotiva, esportiva, de construcao civil, entre outras.

2.2 Interesse dos materiais compdsitos

O interesse dos materiais compésitos estd ligado a dois fatores: economico e de desem-
penho. O fator econémico vem do fato do material composto ser muito mais leve que os
materiais metalicos, o que implica numa economia de combustivel e consequentemente, num
aumento de carga 1til (vantagens especiais nas dreas aerondutica e aeroespacial). A reducao
na massa total do produto pode chegar a 30% ou mais, em fungao da aplicacdo dada ao
material compdsito. O custo de fabricacao de algumas pecas em material compdsito pode ser

também sensivelmente menor se comparado com os materiais metalicos. O fator performance



esta ligado a procura por um melhor desempenho de componentes estruturais, sobretudo no
que diz respeito as caracteristicas mecanicas (resisténcia a ruptura, resisténcia a ambientes
agressivos, etc.). O cardter anisotrépico dos materiais compdsitos é o fator primordial para
a obtencao das propriedades mecanicas requeridas pelo componente. A leveza, juntamente

com as excelentes caracteristicas mecanicas, faz com que os materiais compdsitos sejam cada

vez mais utilizados dentro de atividades esportivas.

2.3 Aplicacoes dos materiais compdsitos

A aplicacao dos materiais compdsitos na area aeronautica surgiu devido a necessidade

de estruturas de alto desempenho e baixo peso. Atualmente, uma grande variedade de pegas

em materiais compoésitos pode ser encontrada nos avides (Figura 1) em substituicao aos

materiais metalicos: fuselagem, spoilers, portas de trem de aterrissagem, portas internas,

etc.
Painel sanduiche: Laminado salido:
Vidrofepdxi Vidrofepoxi — — —
Carbono/epéxi —-—-— Carbono/epoxi ------mr + — — Rudder - Fairing tip
Vidrofaramida/ epéxi — — p / o R
Vertical stabilizer - I—.Tring tip — ;= = Elevator - Root fairing
Vertical stabilizer - Leading edge — Elevs
Winglet - Leading edge— — Dorsal fin — Slexahor
Aileron - Floor panel —-— = — Elevator - Fairing tip
Flap fairings / |
Outboard flap / |
Inboard flap / d !
Stub upper panel / i L ;
Radome — — / 2 1 T P
| %‘G:‘H’ ) \‘ ’ 3
| 5 ;r - Sp‘::ﬂ 1 “— — Horizontal stabilizer - Fairing tip
| ’ SUronds - __ sliding plates
I
1
| ¥
| A
Te
NLG bay cover — -
NLG door ----- Filet leading edge
Wing to fuselage fairing —- — Engine nacell panels
havennnens MLG door
*——— Ventral speed brake
Figura 1:

EMB 170 - Vista explodida mostrando vérios componentes em compdsitos
poliméricos avancados. Crédito: Portal Embraer.

Em muitos destes componentes, sua concepcao foge da definicao dada inicialmente
para materiais compdsitos, pois nestes casos os componentes sao fabricados normalmente
por placas de baixa densidade, contra-placadas por placas finas de alta resisténcia. Esta

configuracao normalmente é dita sanduiche. De uma forma mais ampla, estas configuragoes
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sao também consideradas materiais compositos, pois combinam diferentes materiais. Den-
tro da area aeronautica, os helicépteros possuem também varios componentes em material

composito: pas da hélice principal, hélice traseira, arvore de transmissao, fuselagem, etc.

A utilizacao dos materiais compésitos dentro da industria automobilistica é bem mais
recente do que na &area aerondutica. Inicialmente, eram produzidos somente parachoques
e tetos de automdveis. Atualmente, o material compdsito é utilizado para a fabricagao
de capots, carters de 6leo, colunas de direcao, arvores de transmissao, molas laminadas,
painéis, etc. Uma das grandes vantagens trazidas para o meio automobilistico pelos materiais
compdsitos é, além da reducao do peso, a facilidade em confeccionar pegas com superficies
complexas (Figura 2). Uma atividade esportiva notéria que emprega material compdsito é a

Foérmula 1, que pode ser considerada como um laboratério para as inovagoes tecnoldgicas.

Figura 2: Audi - Fibra de carbono compondo a maior parte do veiculo. Crédito: Portal Audi
Brasil.

Em muitos casos, o que se emprega dentro dos carros de Férmula 1 sera utilizado futura-
mente nos carros de passeio. Neste caso, o aumento da relagdo poténcia/peso é fundamental
para um bom desempenho do carro nas pistas. A configuragao mais frequentemente utilizada

nestes carros é do tipo sanduiche que é utilizada para a confeccao da carroceria.
Em praticamente todas as atividades esportivas, a reducao do peso esta diretamente
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ligada a reducao do tempo de execucao de uma prova esportiva. Como exemplo disto, pode-
mos citar: barcos a vela, skis, bicicletas, etc. Em alguns casos, o que se procura ¢ a agilidade,
e a perfeicao, como no ténis, com suas raquetes; no golf, com seus tacos; e no surf, com suas

pranchas.

2.4 Equacao constitutiva do laminado

Em geral, os componentes mecanicos compostos sao construidos pelo empilhamento
de vérias laminas, formando um laminado. A (Figura 3) mostra os elementos principais de
uma lamina. A direcao das fibras define as trés direcoes principais de propriedades
da lamina, que sao as direcoes tomadas como referéncia nas definicoes das propriedades
mecanicas, tensoes, deformacoes e demais calculos basicos. A diregao principal L é a
direcao longitudinal, indicada pelo eixo L. A direcao principal T, transversal a fibra, é

indicada pelo eixo T. E, a direcao principal Z, perpendicular a fibra, é indicada pelo eixo
A

Direcio
fansversal

Divecio
longimdinal

Fibras

Figura 3: Direcoes principais de propriedades mecanicas em uma lamina.

Cada lamina é colocada com as fibras orientadas em direcao diferente das demais. As-
sim, a analise do laminado precisa ser feita por um sistema de coordenadas que, em geral,
nao corresponde ao sistema principal de nenhuma das laminas. Define-se matriz de trans-
formacao [T'] como a matriz que exprime a rotacao de componentes do sistema, determinado

pelo angulo 6, conforme mostrado na (Figura 4). Esta rotacao plana é representada por:
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Ponto genérico

¥ Liaminas
Figura 4: Tensoes coplanares num ponto genérico de coordenadas P de uma lamina.

m2  n? 2mn

T]=1 n> m* —2mn (2.1)

—mn mn m?—n?

sendo

m = cosf (2.2)
n = senf (2.3)

onde € é o angulo entre as fibras e o sistema de referéncia.

Como apresentado por Agarwal e Broutman (1990), as tensdes em cada lamina pode

ser calculada a partir das deformagoes através da relacao:

g @11 @12 @16 €z
y = @12 @22 @26 €y ) (2.4)
Txy @16 @26 @66 Yzy

onde, a matriz [@} ¢ dada por:
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Q= (2.5)

A matriz de rigidez [Q] é dada, em termos das constantes de engenharia por:

Er virEr
l—vprvrr l1-virvrL
Q) = | —zzEr Er 0 (2.6)
l—vprvrr, l-viorvrp
0 0 Grr

onde E e Er sao os modulos de elasticidade nas direcoes paralela e transversal as fibras,
respectivamente; v e vy sao os valores dos coeficientes de Poisson principal e secundario,

respectivamente e G é o modulo de cisalhamento.

As tensoes nas direcoes longitudinal e transversal do reforco com fibras podem ser

calculadas por:

or, Oy
or (=111 o, (2.7)
TLT Ty

Com estas tensoes calculadas em cada ponto de cada lamina, podem ser aplicados

critérios de falha para a avaliacao da resisténcia da placa.

2.5 Critérios de falha para materiais compdsitos

Em engenharia e, mais precisamente no projeto de maquinas e estruturas, o conheci-
mento do comportamento dos materiais utilizados é fundamental. E esse conhecimento que
determinara se um material é adequado ao projeto ou nao, se suportara as solicitagoes a ele

impostas e por quanto tempo suportara.

Em geral, o comportamento de um material é observado e medido experimentalmente,
através de testes como o de tragao, onde amostras padronizadas, os corpos de prova, sao sub-
metidas a esforcos uni-axiais de tracao para o levantamento de suas propriedades mecanicas:

modulos de elasticidade, tensoes de escoamento, limite de ruptura e razao de Poisson, dentre
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outras.

A partir dessas propriedades obtidas dos testes com os corpos de prova, sao aplicadas as
teorias ou critérios de falha para relaciona-las ao comportamento real de pegas de geometria

complexa sujeitas a carregamentos compostos.

Para os materiais de comportamento isotrépico, ou considerados como tal, alguns
critérios sao bem conhecidos e largamente utilizados. J& para os materiais compositos re-
forgados com fibra, cujo desenvolvimento é mais recente e apresentam um comportamento
anisotrépico, os critérios de falha sao mais complexos, envolvendo um nimero maior de

variaveis.

Abaixo serd apresentada uma andlise do comportamento destes materiais e de alguns

critérios de falha para eles desenvolvidos.

2.5.1 Modos de falha para materiais compodsitos

Devido a sua constitui¢ao, um material compdsito laminado, reforcado com fibra, pode

falhar de diversas formas, segundo Agarwal e Broutman (1990):

e Por trincas na matriz (Figura 5), normalmente decorrente de tensoes transversais a

direcao das fibras, quando a tensao da matriz é alta.

Matriz

Figura 5: Falha por trincas na matriz

e Por descolamento interfacial (Figura 6), ou seja, um deslocamento relativo entre a

fibra e a matriz, resultante do colapso da interface entre ambas. Uma vez rompida a
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ligacao entre fibra e matriz, a carga nao é mais transferida entre esses dois componentes,

reduzindo drasticamente a resisténcia do composito.

Deslocamento
Interfacial

Figura 6: Falha por deslocamento interfacial

e Pela delaminagao (Figura 7), ou seja, a separacao entre as laminas que formam um

laminado. E resultado em geral de tensoes na direcao normal as laminas.

Delaminacdo

Delaminacao

Figura 7: Falha por delaminagao
e Pelo descolamento e ruptura das fibras (Figura 8), que é normalmente decorrente da

tensao aplicada na direcao das fibras, situacao em que as fibras sao as responsaveis pela

resisténcia do compdésito.

2.5.2 Critérios da maxima tensao e maxima deformacao

Este critério parte da mesma base usada para materiais isotropicos: a falha ocorre

quando as tensoes maximas na direcao das fibras ou transversalmente as fibras excede a
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<

Matriz

Figura 8: Falha por quebra das fibras

respectiva resisténcia de tragao ou compressao de corpos de prova com as fibras ao longo do

eixo ou transversalmente a ele.

Os limites de falha para o critério da maxima tensao sao dados por (VINSON; SITERKOWSKI,
1987):

o, < X; ou or <Yy, 0 que acontecer primeiro, para oy, € o > 0
lor| > X, e |or| > Y., o que acontecer primeiro, para o, e oy < 0

onde X e Y representam as tensoes ultimas ao longo e transversalmente a direcao das fibras,

respectivamente, e os subscritos ¢ e t referem-se, respectivamente, a compressao e tracgao.

E importante salientar que neste caso o e or sao as tensoes ao longo das fibras e

transversalmente a elas e nao as tensoes principais como no caso isotropico.

Adicionalmente a uma trinca iniciada por tensGes normais, as camadas de compdsito
reforgados com fibras também sao vulneraveis a falhas causadas por tensoes de cisalhamento.

O critério da méxima tensao para cisalhamento é expresso por:

[ Tor| < S (2.8)

onde S é a resisténcia tltima ao cisalhamento plano de um corpo de prova sob cisalhamento
puro e 7.7 é a tensao de cisalhamento na diregao principal do material (ndo a maxima tensao
de cisalhamento). De forma similar, no critério da maxima deformagao a falha ocorre quando

uma das condigoes abaixo nao ¢ atendida (VINSON; SIERKOWSKI, 1987):
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A Figura (9) apresenta os limites de resisténcia em tragao em fungao do angulo das

fibras para um laminado unidirecional de fibras de boro em matriz de resina epdxi.

Para angulos pequenos a resisténcia das fibras controla a falha. Entre aproximadamente
3° e 42° a falha é controlada pelo cisalhamento. Acima de 42° a falha passa a ser controlada

pela resisténcia da matriz. A drea hachureada em cinza representa a faixa em que o material

nao falha.

3000,0

2500,0

Falha da Fibra
—— Falha da Matriz
Falha por Cisalhamento
2 g
000,0 = Resisténcia da Lamina

1500,0

1000,0

Resisténcia a Tragdo (MPa)

500,0 1

e —

0,0

0,0 10,0 20,0 30,0 40,0 50,0 60,0 70,0 80,0 90,0
Angulo das Fibras (Graus)

Figura 9: Limite de resisténcia do laminado unidirecional

Por serem simples, estes critérios (maxima tensao e maxima deformacdo) nao levam
em consideracao as interacoes entre as diferentes componentes de tensao no mecanismo de
falha. Observagoes experimentais mostraram que essas interacoes podem afetar a falha do
material. Critérios de falha quadraticos, similares ao de Von Mises, podem levar em conta

essas interacoes entre as tensoes.

Alguns dos mais utilizados critérios quadraticos desenvolvidos sao os critérios de Tsai-

Hill e Tsai-Wu apresentados a seguir.
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2.5.3 Critério de Tsai-Hill

Hill (1950) considerou que o critério de von Mises, proposto para o inicio de escoamento
em metais isotrépicos, poderia ser modificado para incluir os efeitos da anisotropia induzida
num metal inicialmente isotrépico durante um processo de grandes deformagoes plasticas.

Para um estado triaxial de tensoes, a expressao do critério de von Mises é

2 2

(00 = 0)* + (00 — 02)* + (0, — 02)°| + 3 (72, + 72 +70.) = Ohoy (2.9)

N |

onde opg ¢ o valor da tensao uniaxial equivalente ao estado triaxial de tensoes solicitado ao

material no ponto considerado. Hill modificou esse enunciado e propos o seguinte critério:

F(oy—03)° +G (03 —01) + H (01 — 03)* + 2075 + 2M72, + 2N72, = 1. (2.10)

Esta expressao pode ser reordenada para a forma

(G+H)oi +(F+H)ok+ (F+G) oy (2.11)
—2Hor0r — 2Goj07 — 2F ooy + 2LT%Z + 2MT,%Z + QNTET =1.

A igualdade a 1 indica o limiar de falha, enquanto valores menores que 1 indicam que o
material estd em seguranca sob aquele estado de tensoes, nas diregoes principais do material.
Este critério pode ser usado como um critério de escoamento, resisténcia mecanica ou falha,
pois estabelece um limite tedérico para o comportamento eldstico de um material. As seis
constantes F', G, H, L, M e N, sao propriedades do material relacionadas a sua resisténcia

ao escoamento em diferentes diregoes.

Tsai (1968) aplicou este critério ao caso dos compoésitos laminados, relacionando as
constantes de Hill com os valores de resisténcia X, Y e S das laminas. Observa-se que
quando atuam somente tensoes de cisalhamento, a falha ocorre quando 7.1 atinge um valor

S. Da equagao (2.11) tem-se:
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IN — 512 (2.12)

Similarmente, para situagoes onde s6 atuam tensoes normais o, = X, 00 =Y eogy =72

(individualmente), tem-se:

(G + H) = ;2 (2.13)
(F+ H) = 1/12 (2.14)
(F+G) = 212 (2.15)

respectivamente.

Os valores para F', G e H sao obtidos resolvendo as (2.13), (2.14) e (2.15), donde resulta:

1 1 1 1 1 1 1 1 1

Aplicando-se apenas 71z € 7rz, um por vez, (2.11) resulta em
1 1

Resumindo as consantes das eqs.(2.12), (2.16) e (2.17), a expressao (2.11) resulta no

critério de Hill para um estado triaxial de tensoes na forma:

2 2 2 1 1 1 1 1 1
OL—FUT—I—UZ—< -I——)ULUT—( —+)UTUZ

X2 'y2 " z2 \Xx2'y2 2 Y2 X2 22
1 1 1 T%Z T%Z T%T
—<X_2—YV2+Z2>0'LO'Z‘|“S%+S%+S% (2'18)
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Para o caso dos laminados, tem-se uma condicao de tensao plana, ou seja: o7 = 77 =
7rz = 0 e especificamente para um laminado ortotrépico: Y = Z. O critério de Hill aplicado

a um compodsito ortotrépico pode ser escrito como:

2 2 2
5 o T o = 1 (2.19)

o qual é conhecido como critério de falha de Tsai-Hill com referencial nos eixos principais
do laminado. Valores apropriados de X e Y devem ser utilizados dependendo do sinal das

tensoes, ou seja, tracao ou compressao.

2.5.4 Critério de Tsai-Wu

Uma desvantagem do critério de Tsai-Hill é que nao ha uma distingao direta entre
os limites de resisténcia a tragao e a compressao. Os parametros de resisténcia devem ser
especificados de acordo com o estado de tensao. Com o critério de falha de Tsai-Wu procura-
se uma melhor correlacao com os dados experimentais através do incremento do niimero de
termos na equagao de aproximagao (melhor ajuste da curva aos dados experimentais). Tsai

e Wu (1971) propuseram uma nova expressao para o critério de falha:

Fio11 + Fy00y + Fs012 + Fi10%, + Fyo03, + Fe01y + 2F 15011090 = 1 (2.20)

Da mesma forma que para o critério de Tsai-Hill, a determinacao dos coeficientes é
feita pela substitui¢ao dos resultados experimentais na equagao (2.20).
Por exemplo, para o caso de tensao somente na direcao das fibras, com resisténcia a com-

pressao e a tracao dadas respectivamente por X. e X; tem-se:

X+ FuXi=1
FiX.+FPhX2=1 (2.21)

A solucao do sistema de equagoes acima resulta em:
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o= 1 =
TX X,
1
Fii=- 2.22
e 222)
Similarmente, considerando tensoes na direcao transversal as fibras:
1 1
Bh=—+4+—
TV
1
o = — 2.23
n =y (2.23)

Para que o critério independa do sinal da tensao de cisalhamento, os termos lineares de

012 devem ser nulos, ou seja:

Fog=Fig=1I%=0 (2.24)

Para um estado de cisalhamento puro:
012 — S
011 = 092 =0

ou seja,
1
Fog = I (2.25)

Para se evitar a necessidade de mais um ensaio experimental, é comum que Fis seja

assumido de maneira a fazer o critério de Tsai-Wu concordar com algum critério mais simples.

A abordagem mais usada é fazer: Fio = —1/(2v/Fi1F%) = —1/2v X, X .Y,Y,)

pois, neste caso, se o critério de Tsai-Wu for aplicado em um material como aco de baixo e
médio carbono (isotrépicos e diteis), onde X; = X. =Y, = Y, = 5, sendo S, o limite de

escoamento, obtém-se o critério de von Mises, ou seja:

2 2 _ Q2
011 + 022 - 011022 —_— Sy
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Uma vez que todos os coeficientes foram determinados, o critério de Tsai-Wu ¢é escrito

COINo:

2 2 2
011 02 | 012 011022 1 1 ) ( 1 1 )
vota ooty % - — = =1 2.26
XX, vy, 9 XXy, (Xt X)) \y Ty (2.26)

Observa-se que o critério de Tsai-Wu é mais geral que o critério de Tsai-Hill, ja que

relaciona mais propriedades mecanicas.

Para projetos, o critério de Tsai-Wu é apresentado como um indice de falha, na seguinte

forma:
o2 o2 o? o110 1 1 1 1
-1 22 912 11922 ( _ ) ( — ) 2.27
XX, + YY, + I —XtXthYc + X, X, 011 + Y. v, 099 ( )

Neste caso, para um projeto seguro, ¢ necessario que todas os pontos da estrutura

apresentem F' < 1. A falha ocorre quando F' > 1.

2.6 Consideracoes sobre os critérios de falha

Observando os dados apresentados conclui-se facilmente que a falha em materiais compo-
sitos é mais complexa que em materiais isotrépicos, pois envolve a analise de um numero
maior de variaveis. Assim, os critérios tradicionalmente utilizados no projeto de méquinas e
estruturas em materiais com comportamento isotrépico podem nao ser adequados, podendo

inclusive levar o projetista a erros catastréficos, caso utilizadas equivocadamente.

A utilizacao de critérios mais complexos leva a resultados mais precisos, porém a um
custo maior. Os critérios de maxima tensao e maxima deformacao exigem a andlise de
trés condicoes distintas de falha para a determinacao do limite real. Esse inconveniente é
eliminado com o desenvolvimento de critérios quadraticos como os de Tsai-Hill e Tsai-Wu.
Enquanto o primeiro Tsai-Hill é mais simples de ser utilizado o segundo Tsai-Wu apresenta
uma melhor precisao dos resultados. Todos estes critérios porém exigem um nimero maior

de testes do material compésito (laminado unidirecional) do que aqueles exigidos para a
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determinacao das caracteristicas de um material isotrépico.
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3 Teoria da Flexao em Placas de
Materiais Compdsitos
Laminados

As placas sao elementos estruturais limitados por duas superficies planas e paralelas

Figura 10 distanciadas entre si por uma espessura t.

Figura 10: Placa Fina.

No caso da dimensao da espessura ser muito menor que as dimensoes das superficies
planas limitantes, as placas sao designadas por placas finas. O plano equidistante das su-
perficies planas externas é designado por plano médio da placa. Considerando as propriedades
do material, uma placa pode ser anisotropica, com diferentes propriedades em diferentes
direcoes, ou isotropica, com propriedades iguais em todas as direcoes. Dependendo de sua
espessura, uma placa pode ser considerada fina ou espessa. Neste trabalho, sera desenvolvida

a formulagao do método dos elementos de contorno para placas finas anisotropicas. A teoria
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de flexao em placas finas anisotropicas estd baseada nos seguintes pressupostos:

1. Os pontos pertencentes a normal ao plano médio da placa antes da deformacao per-

manecem normal & superficie média fletida.

2. A tensao normal o, na direcao normal ao plano médio é desprezivel.

3.1 Relacoes basicas para flexao segundo a teoria classica

Considere um elemento de placa seguindo os pressupostos ja definidos. A Figura 11
mostra este elemento com um estado de tensoes agindo nele e uma forca distribuida aplicada

em sua superficie.

Figura 11: Tensoes em um elemento de placa

Integrando as componentes de tensao ao longo da espessura da placa podemos definir

os momentos e forgas (Figura 12):

t/2
My = / o,2dz, (3.1)



Figura 12: Forgas e momentos em um elemento da placa

Do equilibrio de forcas e momentos, podemos escrever:

0¢: | Ogy

Ty g=0
Ox + oy +t9=0
Oomyg  Omy,

— {z = Oa

ox dy a
om,  Omyg, B
gy or =0

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

onde as unidades de forca distribufda g é dada em N/m?, o momento m é dado em N.m/m
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e o esforgo cortante ¢ é dado em N/m.

Resolvendo as equagoes (3.7) e (3.8) para ¢, e ¢,, respectivamente, substituindo a

equacao (3.6) e considerando a simetria de momentos (my, = my,), temos:

2 2 2
" my *mgy,  0°m,

2 oxdy | oy 9 (3:9)

Considere as posicoes inicial e final de um elemento da placa dado por abed paralelo ao
plano médio com lados ab e ad paralelos aos eixos x e y, respectivamente, a uma distancia z

do plano médio (Figura 13).

av

vo+——d
+Eiy Y
gu

o+ —d,
5 e -
A ﬂ”
W d C
A
b r
dy F 3
a'
1H0:l vo+9Y_dx
Vo (454
X Y
a b
il d'\' [ B o
\ Ui +—°E-- dx
ax
>

fY
Figura 13: Deformacao em um elemento da placa.

Assumindo que, durante a flexao da placa, os pontos a, b, ¢ e d, movem-se para a’, b,
c e d', chamando as componentes de deslocamento ug e vy do ponto a nas direcoes = e y

(Figura 13), respectivamente, o deslocamento do ponto b na diregao = é dado por:

b, — by = u, + gde. (3.10)
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Entao, o incremento do comprimento dz na dire¢ao z é dado por:

ou
Adr = —d 3.11
R (3.11)
e a deformagao na direcao x é dada por:

Adxr  Ou
= —— = —. 3.12
c dx ox ( )

Da mesma forma, podemos escrever:
ov

= — 3.13
Ey ay7 ( )

0
Ou , Ov (3.14)

A Figura 14 mostra as posicoes inicial e final de uma secao da placa, paralela ao plano
xz, que contém os pontos a, b, ny e ny. A rotagdo do elemento any, inicialmente na posicao
vertical, é igual a g—g’; (Figura 14). Entao, o deslocamento do ponto na diregao x, a uma

distancia z da superficie média pode ser escrita como:

ow

U= —2—1.
ox

(3.15)

Seguindo um procedimento similar, o deslocamento de um ponto na diregao y é dado

por:

v=—z—. (3.16)

Substituindo as equagoes (3.15) e (3.16) nas equagoes (3.12), (3.13) e (3.14) pode-se

escrever:



—— T———
ao. b
z
I|'I e 0 _\_\__\_\_\--\-\- au‘?
."h"%,,__i_r}f 5___"--.,__5 ox
- a')] T—_ :f = i S
~_1 ~L Ty ]
A P ]
;‘fl T
{ Bl Y |
/
qw _ 0w
ox \ /! ax

0w
€y = —287y2 = Zlﬁy,
*w

onde Ky, Ky € Kgy sa0 as curvaturas da placa dadas por:

82
Ry axlzu
= 2w 3.18
K’y 9y ( . )
9w
Ray 289:83,/

Integrando ao longo da espessura (Figura 15) as equagoes (3.1), (3.2), (3.3) e usando a
equagao (2.4) obtém-se:

m o
xT n hk x
my = Z/h o, ¢ 2dz (3.19)
k=1"Tk—1
Mgy Try

k

Usando-se as equagoes (2.4) e (3.17), a equagao (3.19) pode ser escrita para um laminado
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COINO:

M N . Qu Qun Qe K
k — — p—
my = kZ /};k 1 Rz Qa2 Qo Ky (2 dz (3.20)
=1 -1 _ _
Mgy Qe Q26 Qes E Ry
ou
My Dy D1z Dig Ka
my ¢ =] Dz Dy Dy Ky (3.21)
My D16 Do Deg Ky
onde
1 & —~
Dij = 3 > (Qw)k <hi - hi_l) (3.22)
k=1

onde hy, é a distancia do plano médio do laminado até a interface k (Figura 15).

Figura 15: Compésito laminado com quatro laminas

A equagao (3.21) também pode ser escrita como:
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5?2 5?2 0?2
me = DY L DL Lop, 2.
0xdy

0x? 0y?
0*w 0*w 0*w

my = (Dua 2 +D228 B +2D268 5' ) (323)
0w 0w 0w

Mgy = <D160 5 + D> e + 2D668$6y> :

Substituindo as equagoes (3.23) nas equagoes (3.7) e (3.8), pode-se escrever:

Pw OPw Pw OPw |
Qe = — Dna 3 +3D168x20y (D12+2D66)8 0 D26a 3|
Pw Pw Pw OPw |
G = — Dwﬁ + (D12 + 21)66)(9 %0y + 3DQ6W + Dna—yg_ .
(3.24)
A equagao (3.9) pode entao ser reescrita usando as equagoes (3.23) como:
NMw O*w Mw Ntw NMtw
D 4D + 2(D 2D 4D D =g. 3.25
1184+ 165 35, 30y +2(D1g + 66)8282+ 26683+ 2284 g (3.25)
A equagao (3.25) pode ser integrada no plano caracteristico complexo:
Z =T+ py (3.26)

w=d+ e

onde d e e sao as partes real e imagindria de yu, respectivamente. Usando a equagao (3.26) e

considerando as forgas de corpo nulas, a equagao (3.25) pode ser escrita como:

*w

@ D22M4 + 4D26,U3 + 2<D12 -+ 2D66),u2 -+ 4D16,U -+ Dll} =0. (327)
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A solugao geral para w na equacgao (3.25) depende das raizes py, pa, fiy € iz da equagao

caracteristica dada por:

Doy pi* + 4Dogp® + 2(D1g + 2Dgg) pi* + 4Dt + D1y = 0. (3.28)

As raizes desta equagao, como mostrado por Lekhnitskii (1968), sdo sempre complexas
para materiais homogéneos. As raizes complexas p1; = dy +e1i € s = do + €91 sao conhecidas
como parametros complexos de deflexdo. Em geral, estas raizes sao numeros complexos

distintos. Uma expressao geral para a deflexao tem a forma:

1. no caso de parametros complexos distintos (p # f2):

w = w, + 2Refw(21) + wa(29)]. (3.29)

2. no caso de parametros complexos iguais (p; = fio):

w = w, + 2Refw (z1) + Zywe(21)]. (3.30)

onde wy é uma solugao particular da equagao (3.25) que depende da forca distribuida g nas
superficies da placa, wy(z1) e wq(22) sdo fungoes analiticas arbitrarias de varidveis complexas
21 = x4+ my e z3 = =+ poy. Baseada nas equagoes (3.23) e (3.24), podem ser obtidas

expressoes gerais para forgas e momentos como (para o caso i # fio):

m, = mg — 2Re[piw” (z1) + paw” ()],
my = my — 2Re[qrw”(21) + g’ (22)],
My = My, — 2Re[riw” (z1) + row” (29)],

Qe = q; — 2Re[u151w”’(21) + /LQSQWW(ZQ)],

q = ¢, —2Re[siw"(21) + spw" (22)]. (3.31)
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onde m?%, m?

0 0 a0 of - =
zs My, My, ¢u € g, sao momentos e forgas cisalhantes correspondentes a fungao wy

calculada pelas equagoes (3.23) e (3.24). As outras constantes sao dadas por:

p1 = D1 + Diapi} + 2D, P2 = D11 + Diajis + 2Dis o,
q1 = Dia + Dagpi} + 2Dog i1, G2 = Dia + Dagpis + 2Dog s,
r1 = Dig + D26M% + 2Dgg i1, p2 = Dig + DQGN% + 2Dgg 2,
Dll 2
S1 = 7 + 3D16 + D12 + D66M1 + D%Ml, (332)
1
Dll 2
So = 7 + 3D16 + Dig + Degpio + Daogpis,
2
b1 b2
51 —T1 = —, S9g — T = —,
H1 2
s$1+ 11 = —q i, Sg + 1o = —qallo.

Expressoes similares podem ser obtidas para o caso onde u; = ps. Estes casos ocorrem

quando:

D1y Dyy = (D1g + 2Dgg)? (3.33)

Dig = Doyg =0 (3.34)

Contudo este caso nao sera apresentado neste trabalho (SHI; BEZINE, 1988).
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3.2 Transformacao de coordenadas para momentos e
forcas cortantes

As componentes de tensao o, e T,s, tensoes normal e cisalhante, respectivamente, estao

relacionadas com as tensoes o, 0, € T, pOI:

o, = ogpcosia+ gy sin? o + 27,y sin accos @, (3.35)
Tns = (0, — 0,)sinacosa + 7 (cos® a — sin® a). (3.36)

onde « é o angulo entre os eixos h e y.

As componentes de momento, inicialmente escritas considerando os eixos = e y, podem
agora ser reescritas em um sistema de coordenadas genérico n, s (PAIVA, 1987). Os momentos
fletores referentes as direcoes n e s sao dados por:

m, = m,cos®a+my,sin®a+ 2m,,sinacosa, (3.37)

2

Mps = (M, —my)sinacosa + my,(cos* a — sin’ ). (3.38)

Similarmente, ¢,, a forca cisalhante no eixo n, pode ser escrita como:

¢nds = qyds cos o + q,dssin a, (3.39)

ou

gn = Gz COS @ + @y Sin av. (3.40)

Com o objetivo de resolver a equagao diferencial da placa dada por (3.25), é necessario
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a imposicao das condigoes de contorno para o deslocamento w e sua derivada g—;’j. Kirchhoff
(1850) mostrou que as condigoes de contorno da forga cisalhante g, e momento volvente m,,

podem ser escritas como uma tunica condicao dada por:

OMmy,s

Vn:n
Q+8s

(3.41)

A outra condigao de carregamento no contorno é o momento m,.
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4 O Método dos FElementos de
Contorno para Flexao em Placas
Anisotropicas

4.1 Formulacao integral

Usando o teorema de Betti (Kane (1994)), podemos relacionar dois estados de tensao-

deformagao de um material linear como:

[ oied = [ oieiiac. (4.1)

Escrevendo o lado direito da equagao (4.1) na notagao de von Karman, temos:

/Qaijg’;de = /Q (%832 + Uyggj + 0.7 + Txy%:y + TeaVer + Tszgjz) dS2. (4.2)

Desconsiderando as tensdes normais a superficie média da placa, a equagado (4.2) é

escrita como:

/Q 01 d0) = /Q (el + 0yl + Ty ) A (4.3)

Substituindo as equagoes (3.16) e (3.17) na equagao (4.3), pode-se escrever o primeiro

termo da integral do lado direito da equagao (4.3) como:
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02w 02w\ [ 0w
/ optdQ = / [ / (BH + B+ 2By 8y> <z - ) dz] Q. (4.4)

Integrando (4.4) ao longo da espessura da placa, tem-se:

. 0w 0w 0w \ O*w* OPw*
/QO';EEICZQ = /Q (DH ax2 +D12a D) +2D168 a > axQ = _/meWdQ (45)

Para obter as equagoes do método dos elementos de contorno, é necesséario transformar
as integrais de dominio em integrais de contorno. Considere duas fungdes f(z) e g(x). A

derivada de seu produto pode ser escrita como:

o lF@)g(@)] = =5 (@) + Z0 f(a). (4.6)

Usando a propriedade de derivacao (4.6) na equacao (4.5), pode-se escrever:

.0y 0 ow* ow* Om,
/anel,dQ = —/Q l@x (mx e ) = e Bn ] dQ. (4.7)

Usando o teorema de Green (Kane (1994)), a equacao (4.7) pode ser escrita como:

ow* Om,
/Qazs dQ) = /mm cosadF+/ o O Q. (4.8)

Aplicando a propriedade de derivagao (4.6) no segundo termo do lado direito da equagao

(4.8), tem-se:

2
/o—xs a0 = — /m cosadF+/ [ <w*a;$> —w*aa”;ﬂ”] de. (4.9)
X x

Depois, usando o teorema de Green, pode-se escrever:
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*

ow om *m
/Qa exd F( Mo cos o + w e cosa) d e d (4.10)

Seguindo um procedimento similar, podemos mostrar que:

ow* 0 0?
Aayede:A<—my% sin a + w* ;jy sina) dF—/Qw* a;r;de, (4.11)
e
/7’ * dQ—/ —-m %cosa—m %sinoz—i—w*amxy sin a4+
o e ®E= )L oy Y Ox ox
Oy 9’m,
« MMy dF—/ 2w Z 1 gy 412
w a cosa) 2w 900y (4.12)

Assim, a equagdo (4.3) é escrita como:

* * *

/ - 40 / ow n n o+ L
0ij€5dQ) = — My —— COS (¢ + My ——— SINn & + My —— COS &
o 7TH r ox Y oy Y oy

mxyaau; sinoz) dI’—F/Fw* l(cosaagzx + ag;xy> (sinaaarzy + agj:’)] dl —

*m *m 9’°m
* 42 Y Y Q. 4.1
/Q“’ (W ooy T o )d (4.13)

Substituindo as equagoes (3.7) e (3.9) e usando a equagao (3.40), a equagao (4.13) pode

ser escrita como:

/ £2.dQ) / 0" s +m, 2 sina + ma, 2 cosat
oie5dQ = — Mgy ——— COS O + My —— Sin o + Mgy —— COS &
o 7Y r ox Y 0y Y Oy

mxya;; sin a) dI’ —i—/rw*qndf + /ng*dQ. (4.14)
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Da relagao entre dois sistemas de coordenadas (z,y) e (n, s), tem-se:

ow*  oJw* B ow* |

5 = on S8 g, sine

ow*  ow* . ow*

o 5 sina + 5 o8 (4.15)

Substituindo as equagoes (4.15) na equagao (4.14), tem-se:

. ow* ow*
/ aijeide = —/ My COS (v cos o — sina | +
Q r 0

n 0s

. w* | ow* ow* . ow*
My, SIn v a— sin & + 9 CosS | + Mgy cosa | ——sSina + cosa | +
n S

on 0s
) ow* ow*
Mgy SN & cos o —

o 9 smozﬂ dF—i—/Fw qndl“—l—/ﬂgw dsd. (4.16)

Depois de algumas manipulagoes algébricas, a equagao (4.16) pode ser reescrita como:

ow*
/Q 0j€5;d) = — /F { o (mz cos® o + My sin? o + 2my, sin a cos a) +

38?1: [mxy (COSQ o — sin? a) + (m, — my) sin a cos a} } dl’ +

/w*qndF+/ qw*dSQ. (4.17)
r Q
Substituindo as equagoes (3.37) e (3.38) na equagao (4.17), tem-se:
ow* ow*
Z..%,Q:_/ O 2wt ) dT / “dQ). 4.1
/Qajgwd F(m 7 +m s qw)d + ngd (4.18)

Calculando o segundo termo da primeira integral do lado direito da equagao (4.18),
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temos:

r
? OMps

r Js

/ mnsaidF = m,sw* w*dl, (4.19)
r Js

I'1

onde I'y e I'; sao as coordenadas dos extremos do contorno onde a integracao esta sendo

realizada.

No caso de um contorno fechado sem canto, isto é, a funcao que descreve a curva de
contorno e suas derivadas sdo continuas, o primeiro termo do lado direito da equagao (4.19)

desaparece. No caso onde ha cantos, a equagao (4.19) pode ser escrita como:

ow* Ne O,
ns——dl' = — > Rew; — “dr, 4.20
/Fm 0s ; iWey r Os v ( )
onde
Rci = m:L_Si - m;sﬁ (421)

e 0s termos we,, M, , M, sao, respectivamente, os valores de deslocamentos e momentos

depois e antes do canto ¢ da placa (Figura 16), N, é o nimero total de cantos no contorno
(PAIVA, 1987).

Das equagoes (4.18) e (4.20), pode-se escrever:

* * aw* amns * e * *
/Qaijaide = /1“ (qnw - mn% + s w > dl’ + ;Rciwq + /ng dS). (4.22)

Das equagoes (4.22) e (3.41), tem-se:

* * aw* Ak * *
/Qaijside = /F (Vnw —my, o ) dl' + ;Rciwa + /ng ds). (4.23)

Seguindo um procedimento similar aquele usado para obter a equacao (4.23), o lado
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Figura 16: Canto 7 do contorno da placa.

esquerdo da equagao (4.1) pode ser escrito como:

ow
/Qafjeijdﬂ = /F (V*w m"@) dF+ZR* We, +/ g wdSQ.

Substituindo as equagoes (4.23) e (4.24) na equagao (4.1), pode-se escrever:

/F<Vnw* mn% *>dF+ZRclw + [ gurd -

/ (V*w mn?)) dF+ZR* wcb—i—/ g wdSQ.
r

(4.24)

(4.25)

A equac@o (4.25) relaciona dois estados de um material eldstico. Para aplicar esta

equacao para resolver problemas de flexao, precisamos considerar um dos estados como co-

nhecido e o outro como o estado que queremos analisar. Para obter a equagao integral de

contorno, o estado conhecido é ajustado para que a integral de dominio dada por:
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/ grwd (4.26)
Q

desaparega. Usando as propriedades da funcao delta de Dirac (P, @), de forma que g* = 6(P, @),

a integral (4.26) é escrita como:

/Q 3(P,Q)w(P)dQ(P) = w(Q), (4.27)

onde () é o ponto onde a carga é aplicada, conhecido como ponto fonte, e P é o ponto onde
o deslocamento é observado, conhecido como ponto campo. O estado correspondente a um
material linear sob carregamento de uma funcao delta de Dirac é conhecido como um estado
fundamental e as varidveis da equagao (4.25) relacionadas a este estado (w*,V,* e m}) séo
conhecidas como solugoes fundamentais, as quais sao calculadas analiticamente a partir da

equagao (3.25).

Considerando o estado ”*”como o estado fundamental, a equagao (4.25) pode ser escrita

COINO:

K@+ [ Vi@ Pputr) - Q. ) 5P ar(e) + R @, () -

Ne

[ [P @) - P 5@ are)+ 3Ry @) +

=1

/Q b(P)w*(Q, P)dS. (4.28)

A equagao(4.28) é a equagcao de placas finas para deslocamentos em pontos do dominio
da placa. Esta equacao fornece deslocamentos em todos os pontos do dominio da placa a
partir das cortantes equivalentes (V},), momentos de flexdo na diregdo normal (m,,), reacao
de canto (R.,), deslocamentos (w) e rotagoes em relacdo a normal (Ow/dn) conhecidos no

contorno.

A constante K é introduzida para se considerar que a funcao delta de Dirac pode

ser aplicada no dominio, no contorno ou fora do dominio. Se a funcao delta de Dirac é
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aplicada em um ponto onde o contorno é suave, entdao K = 1/2. As varidveis da equagao

dw(P)
an

dada condicao de contorno, algumas destas varidveis sao conhecidas e outras desconhecidas.

(4.28) sao deslocamentos w(P), rotagoes , momentos m,,(P), e forgas V,,(P). Para uma
Para se ter um nimero de equacoes igual ao nimero de variaveis desconhecidas, é necessario
escrever a equagao integral correspondente a derivada do deslocamento w(()) em relagdo ao
sistema de coordenadas cartesiano fixo no ponto de origem, isto é, o ponto onde o delta de
Dirac do estado fundamental é aplicado. As direcoes dos eixos deste sistema de coordenadas
sao coincidentes com as dire¢oes normal e a tangente ao contorno no ponto de origem. Para
problemas de flexao em placas anisotrépicas tem-se que a equacao integral de contorno escrita
em termos de quatro valores de contorno basicos, isto é, deflexdo w, inclinacao da normal
Ow/On, forga cortante V,, e momento fletor m,,. Em um problema bem colocado dois destes

quatro valores sao incognitas do problema e dois sao condigoes de contorno conhecidas.

Pode-se verificar que num problema de flexao em placas ha sempre duas incognitas
a serem determinadas em qualquer ponto do contorno e consequentemente, a solucao do

problema requer que uma segunda equacao seja estabelecida.

A segunda equagao integral de contorno é obtida da derivada da equagao (4.28) em
relacao a direcao n, normal ao contorno no ponto fonte e também corresponde a solucao do

binario unitario. Esta equacao é dada por:

;agfu“av*(@ Prup) - e;mf(ij)g:(p)] ar(P) +
N oR!

@ PP = [ {v< >gn1 @) = malP e (@ farer) +

2 n,

ny
Ne. a

> Re(P) C’ Q P)+ / Q P)dQ (4.29)
=1

Encontra-se na literatura formulacoes de elementos de contorno que usam apenas a
equagao (4.28). Neste caso, os pontos fontes sao os nés do contorno e um nimero igual de

pontos externos ao dominio do problema (RAJAMOHAN; RAAMACHANDRAN, 1999).
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4.2 Solucao fundamental de deflexao para uma carga
pontual

A solucao fundamental é a resposta a aplicacao de um carregamento unitdrio pontual
em um meio elastico infinito cujas propriedades elasticas sao as mesmas do componente que se
quer analisar. No caso particular de placas, a solugao fundamental é dada pelo deslocamento
w em um ponto P qualquer do dominio, chamado de ponto campo, devido a aplicacao de

uma carga unitdria ¢ em um ponto () qualquer, chamado de ponto fonte (Figura 17).

y ,
4 P (.X_, :")

(X, 0,)

i

Figura 17: Solucao fundamental

A solucao fundamental do deslocamento transversal de placas fletidas é calculado fazendo
o termo nao-homogéneo da equacao diferencial (3.25) igual a uma forga concentrada dada

por uma fungao delta de Dirac §(Q, P), isto é:

AAw*(Q, P) = 6(Q, P), (4.30)

onde AA(.) é o operador diferencial:

_ Dy 0*(.) +4D16 04(.) N 2(D1s + 2Dgs) 0(.) N

"~ Dyy Ox* Dqsy 030y Doy 0x20y>?
Do 04(.) ()
Doy 0z0y? Oyt

AA()

(4.31)

Como mostrado por Shi e Bezine (1988), a solu¢ao fundamental do deslocamento

transversal é dada por:
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W(00) = 5 ACLR(p,0) + Coa(p,0) + Cs [51(0.0) — Sap O}, (432

onde

p=1—2)"+ (y—v)1" (4.33)

x e y sao as coordenadas do ponto campo P, xg e yp sao as coordenadas do ponto fonte @),

0 = arctan ~—2° (4.34)
T —z,

(di — dg)* — (e] — €3)

C, = e, : (4.35)
o, - (h=dl =) 20
Cy = W, (4.37)
G = (di —do)* + (e1 + €2)?, (4.38)
H = (di—dy)*+ (61 — 2)?, (4.39)

d; e e; sao respectivamente as partes real e imaginaria das raizes u; da equagao caracteristica

(3.28).

R, = p? [(cos 0 + d;sinf)* — €2 sin’ 9} X

2
{10g [22 ((cos@ + d; sin)® + €2 sin? 9)1 _ 3} _
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e; sin @

2 . 1 . 1
4p“e; sin @ (cos @ + d; sin 0) arctan 050 1 dsmd’ (4.40)
e
S; = p’e;sinf (cosf + d;sinf) x
2
{log Lﬁ ((0089 + d; sinf)® + €2 sin® 9)] - 3} +
2 a2 2o e;sin

p [(COSQ + d;sinf)” — €7 sin 9] arctan Py e (4.41)

O indice repetido ¢ nos termos de R; e S; nao implicam em soma. O coeficiente a é
uma constante arbitraria tomada como a = 1. As outras grandezas derivadas da solucao

fundamental sao dadas por:

(4.42)

O*w* iy O*w* iy 0?w*
“oxdy | P oy )7

B o— 82w*+ 02w*+ O?w*
T g1 02 ch‘?x@y 93 82 )

PBw* PBw* Aw* 83w*> B

(4.43)

h h hy——
ox3 * 28x28y+ 38;683/2 + i oy’

1 J*w* J*w* J*w*
R <h5 e " omay T oy ) ‘ )

onde R é o raio de curvatura em um ponto suave do contorno I'. As demais constantes sao

definidas como:

f1 = Dnni + 2D16nzny + Dlgni, (445)
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fa

f3

(231

g2

gs

hq

2(D16n3; -+ 2D66nxny + Dggnz),

Dlgni + 2D26nmny + D22n§,

(D15 — D11) cos Bsin 3 + Dig(cos? 3 — sin? 3),

2(Dog — D1g) cos 3sin 3 + 2Dgg(cos® 3 — sin” 3),

(D22 — Dlg) COSBSiDﬁ + .l)g@(COS2 ﬁ — SiIl2 ﬂ),

Dllnx(l -+ nz) —+ 2D16TLZ — Dlgnxnz,

4D16nm =+ Dlgny(l + ni) + 4D667’L2 — Dnniny — 2D26nxn§,

4Dggny, + Dyang (1 + ”::3) + 4D66nf’c — DQannz — 2D16niny,

Dggny(l -+ ni) -+ 2D26ni — Dlgniny,

(Dlg — Dll) COS 2ﬁ — 4D16 sin 267

2<D26 - Dlﬁ) COos 2ﬁ — 4D66 sin 2ﬁ,

(D22 — D12) COS 26 — 4D26 sin 267

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)

e B é o angulo entre o sistema de coordenadas global xy e um sistema de coordenadas ns

o qual tem seus eixos paralelos aos vetores n e s, normal e tangente, respectivamente, ao

contorno no ponto (). As derivadas da solucao fundamental do deslocamento transversal

podem ser expressas pela combinacgao linear das derivadas das funcoes R; e S;. Por exemplo:
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82711* 1 82R1 32R2 8251 8252
=—|C C C - : 4.58
0y? 8 [ ! 0y? e 0y? T Oy? dy? (4:58)
As derivadas de R; e S; sao dadas por:
. 2
%Zz = 2r(cosf + d;sin0) {log [22 ((COSQ + d; sin 0)” + €2 sin? 9)1 — 2} —
4re; sin O arctan __ Gsind (4.59)
! cosf +d;sinf’ ’
8R1 . 2 .
a9y = 2r [di (cos@ + d;sinf) — €7 sin 0} X
log | = ((cos 0 + d;sin0)* + e sin”0) | — 2 —
og |5 ((cos i S e;s
4re; (cos @ + 2d; sin ) arctan __csinb (4.60)
‘ ! cosf +d;sinf’ '
2 2
aa;z = 2log {22 [(cos 0 + d;sinf)* + €2 sin® 0} } (4.61)
25 2
ga:g;/ = 2d;log {22 {(cos 0 + d;sin6)” + €2 sin® 9} } -
e;sin 0
de; _— 4.62
¢ arctan cos + d;sinf’ (4.62)
O*R; 2 2 r? M2 2 2
07 = 2 (di - ei) log pes [(COSH + d;sin6)” + €7 sin «9} -
8d;e; arctan __Gsinb (4.63)
o cosf +d;sin@’ ’
PR, 4 (cos @ + d;sin ) (4.64)
ox3 r [(005«9 + d;sinf)® + €2 sin” 9} ’ '
PR;  4[d;(cos + d;sinf) + 7 sin 6] (4.65)

0x2dy r [(Cosﬁ + d; sin f)® + €2 sin? 9} ’
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PR;
0x0y?

R,
oy3

O*R;
Ozt

O*R;
0x30y

*R;
0x20y?

O*R;
0x0y?

'R,

0S;
ox

a5S;
dy

4[(d? — e?)cosO + (d? + e?) d; sin 0]
r [(cos 0 + d; sin 6)2 + €2 sin? 9}

4[d; (d? — 3e2) cos O + (d} — e}) sin 6]
7 |(cos 0 + d; sin 0)* + €2 sin® 9}

9

(
4 [(cos 0 + d;sinf)* — €2 sin’ 9}
r2 [(cos 0 + d;sin6)” + €2 sin? 6} *

4 d;
- +
r2 { (cos@ + d; sin 0)* + €2 sin®
2e? sin 0 cos 6
[(COS 0 + d; sinf)* + €2 sin? 6}2 ’

4 { (d? + €?)

2 ((cos 0 + d;sin6)” + €2 sin? «9)

2¢? cos? 0
[(cos 0 + d;sinf)* + €2 sin? 9} ’

_4 di (d} + €}) ~
r2 ((cos 0 + d; sinf)* + €2 sin? 9)

2e? cos 6 (2d; cos 0 + (d? + €?) sin6)
. 2 2 . 2 2 ’
{(cos 0 + d;sinf)” + e7 sin 9}

EYECE -
2 | (cos@ + d;sin6)” + e?sin® 6

2e? cos 0 [(3d? — €?) cos 0 + 2d; (d? + €?) sin 0]
. 2 2 2 2 )

[(cos 0 + d;sinf)” + e sin 9]

2

re; sin 0 {log [7"2 ((cos@ + d; sin 9)2 + e? sin? 0)1 — 2} +
a

e;sin @

r (cosf + d; sin ) arctan 050+ d s

(4.66)

(4.67)

(4.68)

(4.69)

(4.70)

(4.71)

(4.72)

(4.73)

2
re; (cosd + 2d; sin §) {log [7’2 ((cos 0 + d; sinf)* + €2 sin’ 0)] — 2} +
a
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%S,
0x?

0 S;
0xdy

33S;
ox3

03S;
0x20y

03S;
0x0y?

9?S;
oy?

01S;
oz

S,
0x30y

01S;
0x20y?

isin ¢
2r [di (cos@ + d;sinf)) — e? sin 0} arctan Cos;—ilzisinﬁ’
e;sin @

2arctan ————,
cosf + d;sinf

2
e; log {7‘2 [(cos 0 + d;sin6)” + €2 sin* 0} } +
a
e;sin @

2d; arctan ———,
cosf + d;sinf

2

2d;e; log {7“2 [(cos 0 + d;sin6)” + €2 sin® 6} } +
a
e;sin @

2 (d? — é? tan ———8M—
(Z el)arc ancos@—l—disin@’

2e;sin 0
r [(cos 0 + d;sin6)” + €2 sin? 9} ’

2e; cos
r {(cos@ + d; sin0)* + €2 sin? 9] ’

2e; [2d; (cos 0 + d; sin 0) — (d? — e?) sin 6)
r [(cos 0 + d; sin0)* + €2 sin? 9}

Y

2¢; [(3d? — €?) cos O + 2d; (d? + €7) sin 0]
r ((COS 0 + d; sin 0)2 + €Z sin® 0}

)

4de;sin 6 (cos 0 + d; sin 0)
r? [(cos 0 + d;sin6)” + €2 sin? 9}27

% 1
2 | (cos @ + d;sin6)* + €2 sin® 0

2cos B (cosf + d; sin0)
[(cos 0 + d;sin6)” + €2 sin? 0} ’
4e; cos B [d; (cos O + d; sin ) + e? sin §]
r? [(COS 0 + d; sinf)* + €2 sin’ 9} ’
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(4.74)

(4.75)

(4.76)

(4.77)

(4.78)

(4.79)

(4.80)

(4.81)

(4.82)

(4.83)

(4.84)



dxoy3 2 (cosf + d;sin0)* + e2 sin® 0

2 (d? + e?) cos O (cos O + d; sin ) — 4e? cos® O

2 , (4.85)
[(COS 0 + d;sin6)” + e2 sin? 6}
oS, _462-{ d; (& + 2)
Oyt 12 | (cosf + d;sinf)® + e2sin 0
cos 0 [d; (d? — 3€?) cos O + (d} — e}) sin 0] (4.86)

[(cos@ + d; sin 0)® + €2 sin? 8}2

Como pode ser visto, as derivadas de R; e S; apresentam singularidades fracas (logr),
singularidades fortes (1/r), e hipersingularidades (1/r?) que precisam de uma atengao especial

durante sua integracao.

4.3 Elementos Quadraticos

Uma vez que nao se tem solucoes analiticas gerais para as equacoes integrais de
contorno (4.28) e (4.29), torna-se necessario o uso de solugoes numéricas. Quando solugoes
numeéricas sao usadas, o contorno é aproximado por elementos discretos. Estes elementos

discretos sdao chamados elementos de contorno.

Considere a Figura 18 onde o contorno de uma placa é aproximado por uma série de
segmentos (elementos de contorno) I';, cujo niimero e forma sao escolhidos para representé-lo

adequadamente.

A cada elemento de contorno associam-se um ou mais pontos chamados nds ou pontos
nodais e os valores das variavéis associadas a eles sao denominados valores nodais. Os deslo-
camentos e esforgos ao longo de cada elemento serao aproximados por fungdes polinomiais

em funcao das quais é definido o niimero de pontos nodais do elemento.

Neste trabalho sao usados os elementos quadraticos descontinuos para representar
os elementos fisicos e os elementos quadraticos continuos para representar os elementos

geométricos.

51



Figura 18: Dominio bidimensional dividido em elementos de contorno.

Nos elementos quadraticos, os deslocamentos e as forcas podem ser representados como:

w®

aw (1)

on

w NY o NP oo NP0 w®
ou ou® (4.87)

on on

(4.88)

My

Nos elementos quadraticos descontinuos os nés sao colocados em £ = —2/3, £ =0 e

¢ = +2/3, como mostrado na Figura 19. As fungoes de forma sao dadas por:
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Elemento
Real

Coordenada Isoparameétrtica ]

! 2 3
S @ & —

1 7 0 231 &

FElemento Intrinseco

Figura 19: Elemento quadratico descontinuo.

N 5(25_?1); (4.89)
- ()
N 5(25+i)' (4.91)

onde £ é a coordenada adimensional ao longo do elemento (Figura 19).

A geometria do elemento também pode ser considerada como quadratica e é represen-

tada por coordenadas nodais na forma:
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iV
2\
{xl} [Ngﬂ 0 N® o0 NO® o0 2t
2 0 NO o N® o NO® || 2
z
z)

4.4 Equacao matricial

(4.92)

(4.93)

(4.94)

(4.95)

Com o objetivo de calcular as varidveis de contorno desconhecidas, o contorno I' é

discretizado em N, elementos de contorno quadraticos e as varidveis de contorno w, dw/dn,

m, e V,, sao interpoladas ao longo de cada elemento. Tomando um né d como o ponto fonte,

as equagoes (4.28) e (4.29) podem ser escritas na forma matricial como:

(d)
w id id id id id id
1 3 R S R T
id id id id id id
S R = N 0 S ) Sy PR e v
on1
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(i)
Jw (1)
on
Sw (:2)
on
w’

@(iﬁ)
on

i,3)




m{
i,d i,d i,d i,d i,d 3,d i
%"‘: [ ggl ) 952 ) 953 ) 9%4 ) 9§5 ) 9§6 ) ] Va ?)
i,d i,d i,d i,d ,d i
i=1 gél : 952 ) 953 ) 954 ) 9%5 ) 9§6 ) m;,Q)
Vni,?;)
m3)

N, (i,d)
(1)) 500

(l d)

2

| P
} Py

Os termos da equagao (4.96) sao integrais dadas por:

Wi = [ N0V,
r;

pid — / NOV*r,
I;

D — / NOV*r,
T;

oV
= | NWZ=ngr,

O— [ e 2V g
T; onq

— / N Vi
T, onq

(zd / N *
(zd / N y*
(zd / NG p*

95

hld)

hzd)

i,d
hig? =

hzd)

zd)

hzd)

912

(3,d
914 ) =

(3,d
916)

/ NO o r,
/ N®par,
/ N®mxdr,
T

/ NI g
TL

/ NC anfdr

/ NG 3TanF
_ / N aw
- / N(2

/ NG 8w

(4.96)

(4.97)

(4.98)

(4.99)

(4.100)

(4.101)

(4.102)

(4.103)

(4.104)

(4.105)



(id) _ / N gSbd) — / N9 am"dr 4.106
921 r; ony on, on (4.106)
(id) _ /N o, (id) _ /N<2> 0 Oma . 4107
923 924 On, on (4. )
<zd>_/ N (id) _ _ /N 9 0m i 4108
925 - ong 926 Ony on ( . )
. - ow?,
i,d * i,d ci
Cg ) = Weis Cg )= on, (4109)
. ) OR*.
R(z,d) — R* R(%d) _ c 4.110
1 ci? 2 8711 ) ( )
0
PO = [ gurds, PO = [ g% 0. (4.111)
0 0”0y
sendo o contorno I' dado por:
Ne
I'= Z r., (4.112)
e=1

onde, N, é o nimero de elementos.

O desenvolvimento das integrais ao longo do elemento na equagao (4.96) requer o uso do
jacobiano, ja que as fungoes de forma sao expressas em termos da coordenada adimensional e
as integrais sao resolvidas ao longo do contorno I'.. O jacobiano desta transformagao é dado

por:

o= () (t) - )

Assim:

T, = J(€)d¢. (4.114)

A equagao matricial (4.96) tem duas equagoes e 6N, + N, variaveis desconhecidas. Para
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se obter um sistema linear solucionédvel, o ponto fonte é colocado sucessivamente em cada né
do contorno (d = 1,...,6NN.) bem como em cada né de canto (d = 6N, + 1,...,6 N, + N.). E
importante notar que enquanto ambas as equagoes, (4.28) e (4.29), sado usadas para cada né
de contorno (fornecendo as primeiras 6N, equagoes), somente a equagao (4.28) é usada para

cada canto (fornecendo outras N, equagoes). Entao, a seguinte equacao matricial é obtida:

H R’ Won, G C
H' R” w, - G

onde, wy, contém o deslocamento transversal e a rotacao de cada né de contorno, Vy,

{ Vin V. }+{ I;’” } (4.115)

C

contém a forga cisalhante e o momento torsor de cada né de contorno, Py, contém a integral
de dominio para cada né de contorno, w, contém o deslocamento transversal de cada canto,
V. contém a reacao de canto para cada canto, P, contém a integral de dominio para cada
canto. Os termos H', C’, R’ e G’ s@o matrizes que contém os respectivos termos da equacao
(4.96) escritos para os N, nés de contorno. Os termos H’, C", R" e G" sdo matrizes que

contém os respectivos primeiros termos da equacao (4.96) escrita para os N, cantos.

A equagao (4.115) pode ser reescrita como:

Hw =GV + P, (4.116)
onde,
H R
H= , (4.117)
HI/ R//
W= { Won } (4.118)
We
G C
G = 7 (4.119)
GI/ C//
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V= , (4.120)
\2
Py,

p={ "1 (4.121)
P,

Para resolver a equagao (4.116) é necessario levar em conta as condigoes de contorno.
No caso de formulagoes dinamicas, o termo P contém as aceleragoes (termos de inércia). Na
formulagao transiente, esta aceleracao é escrita em funcao dos deslocamentos em passos de
tempo anteriores e no instante atual. Neste trabalho, utiliza-se o método de Houbolt (1950)
para descrever a aceleracao em termos dos deslocamentos. Este procedimento é descrito na

secao 5.3.

4.5 Tensoes em Placas Compésitas Laminadas

As laminas de materias compdsitos apresentam um comportamento anisotropico bem
definido, cujas propriedades variam com as dire¢oes, pérem permanecem constantes em cada
direcdo. Assim a resisténcia na direcao longitudinal as fibras serd a mesma por toda a
lamina, bem como a resisténcia na direcao perpendicular as fibras e na direcao normal a
lamina. Essa caracteristica permite que o fabricante tenha controle sobre as propriedades da
lamina através de poucas variaveis. Quando varias laminas unidirecionais sao unidas para
formar um laminado, além do surgimento de outras incégnitas, como o ntimero de laminas e
o angulo das fibras de cada lamina, observa-se que o comportamento eldstico de cada lamina

¢ distinto das outras.

4.5.1 Tensao e deformacao de placas compoésitas laminadas

Os laminados sao fabricados para agir como um elemento estrutural inico. Para atender
a essa condicao, a uniao entre duas laminas do laminado deve ser infinitesimalmente fina e
nao deformavel por cisalhamento para que o deslizamento de uma lamina sobre outra seja
evitado e, permitir o deslocamento continuo ao longo da unido (AGARWAL; BROUTMAN,

1990). Assim, pode-se considerar que as deformagdes sdo continuas ao longo da espessura.
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Contudo, como cada lamina é feita de um material, as tensoes apresentam descontinuidades

ao longo das interfaces do laminado, como mostrado na Figura 20.

y
hy

8

2\ &x

Ox

\4

\4

hs

<

A

Figura 20: Variacao de deformacao e da tensao em um laminado hipotético.

As tensoes em cada lamina sao dadas pela equagao (2.4), e as deformagoes pela equagao

(3.17). Conforme pode ser observado na equagao (3.17), para se

calcular as deformacoes e,

posteriormente, as tensoes é necessario se calcular as segundas derivadas do deslocamento

transversal w. Estas derivadas sao dadas por:

T~ |G @pnr) - Then D e + X T P P) -
[ 5@ p) - me) 2@ P arip) + 3 e G0, P) +
[ o5 (@ a0 (1.122)
0*w(Q) 0*Vx 0? w(P) Ne R
o = [ |GE @ e - e | are) + X 7 @ punr) -
[ [P G @ P = maP) (@ P] P+ S RGP+
O?w*
/Q 9(P) G (@, P (4.123)
PuQ _ [V O ) D0(P) SR
2[5 @pur) - Sk o )+ 3 G @, Phu(P) -



O?w* Pw 82w*
[ VP @) = P2 (@, ) () + 3 R (PG @, P) +

[ oP) e @ Pa (4.124)

onde as segundas derivadas das solugoes fundamentais sao dadas por:

Pw*(p,0) 1 O’Ri(p,0) O’ Ry (p,0) 9*S1(p,0)  0°Sa(p,0)
0x? T 87 = 0x? +C 0x? +Cs ox? B ox? (4.125)

sendo que Cf, Cy e C3 sao dados pelas equagoes (4.35), (4.36)
dado pela equagao (4.33) e 0 é dado pela equagao (4.34).

e (4.37), respectivamente; p é

As outras derivadas da solugao fundamental sao dadas por:

8;;22 - _ <f1 8;;* + f2 54%; + [ 83,?5;2) (4.126)
8;5}- _ <g1 884;1;* + go 54;2; + 93 8?;:%};2) , (4.127)
R

<h5 884 e aa;g; + hy aiig;) , (4.128)

As derivadas para y e xy sao dadas por procedimentos similares. Todas as derivadas das
solugoes fundamentais do deslocamento transversal w podem ser expressas pela combinagao
linear das derivadas de R; e S;. Todas as derivadas de R; e .S; até a 4* ordem sao dadas pelas

equagoes de (4.59) até (4.86). As derivadas de 5* ordem sao dadas por:
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&R, 8(cos @ + d; sin0) [cos2 0 + (diQ — 3ei2) sin? 0 + d; sin 20]

= 4.
Ox? R3 [COS2 0+ (di2 + €¢2> sin? § + d; sin 29}3 (4.129)
PR 8 d;cos® 0 + 3 (di2 + eﬂ) sin @ cos? @ N
dxtdy RS {cos2 0+ (di2 + eﬂ) sin? 0 4 d; sin 20}3
3d; (di2 + eﬂ) sin? @ cos 0 + (di4 — e/l) sin® 6
+ - (4.130)
[cos2 0+ (diz + eﬂ) sin? @ + d; sin 29}
PR, 8 (ali2 — eiz) cos® 0 + 3d; (ali2 + 6@,2) sin 6 cos? 8+
0r30y*  R® [cos2 0+ (di2 - eﬂ) sin? § + d; sin 29} ’
3 (diQ — 62'2)2 sin? @ cos 0 + d; (df + 62'2)2 sin® 0
+ . (4.131)
{COSQ 0+ (di2 + eﬂ) sin? 0 + d; sin 26}
PR 8 d; (di2 — 3612) cos>f + 3 (di4 — ei4) sin 6 cos? 9+
Ox20y>  R3 [cos2 0+ (diQ + eﬂ) sin? 0 + d; sin 20}3
3d; (di2 + ei2)2 sin? 0 cos O + (al,-2 + eﬂ)3 sin®
+ - (4.132)
{COS2 0+ (ali2 + eﬂ) sin? 0 + d; sin 29}
PR 8 (dﬁ — 6e;2d% + ei4) cos® 6 + 3d; (df‘ — 2¢;2d;? — 3€i4> sin @ cos? 9+
dxdyt — R® {COSQ 0+ (di2 + eﬁ) sin? 0 + d, sin 20]3
+3 (diz — eﬁ) (diQ -+ ei2>2 sin? f cos 0 + d; (di2 + :f)g sin® 6 (4133)
[COSQ 0+ (di2 + ez-?) sin? 0 + d; sin 26’}
65RZ’ 8 dz (dz4 - 106i2d2‘2 + 562'4) COS3 0 +3 (dZG - 56i2di4 - 56i4di2 + 61'6) sin 6 COS2 0
oy RS 2 5 . 3 +
Y {0052 0 + (di + eﬂ) sin” f + d; sin 26}
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3d; (df — 361'2> (diz + ei2)2 sin® 0 cos § + (df = eﬂ) (di2 + ef)g sin® @

" {COS2 0 + (diQ + eﬁ) sin? 6 + d; sin 26’} ’

} (4.134)

95, 4eisin @ {—3 cos? 0 — 6di sin 6 cos 0 + (eiQ — 3di2) sin? «9}

ox® R3 {cos2 0 + (di2 + eiQ) sin? 6 + di sin 20} ’ (4.135)
s e {cos.3 0—3 (diz + 6i2) sin? f cos O — 2d; (di2 + eﬁ) sin® 6} (4.136)
ox'oy R3 {0052 0 + (di2 + eﬁ) sin? @ + d; sin 20}3 .
s, de; {2di cos®f + 3 (diz + eiz) sin @ cos® § — (di2 + 612)2 sin® 9]
0x30y? N R3 {0082 0+ (di2 + eﬁ) sin? 0 + d, sin 20}3 4.137)
oS, _ Aejcosd (3d ? ) cos® 6 N
Ox*0y° RS [cos2 0+ (di +e; ) sin? @ + d; sin 26} ’
+3 (di2 + eﬂ) sin @ {Zdi cos @ + (diz + eiz) sgi)n 9} (4.138)
{cos2 0 + (di2 + eﬁ) sin? 0 4 d; sin 29}
o’ de; 4d;(d; — e;)(d; + ;) cos® 0 + 3 (Sdf — ef) <di2 + eiz) sin 0 cos? 9+
dzdy* — R® [(3082 0 + (ali2 + eﬂ) sin? § + d; sin 20} ’
6d; (di2 + ei2)2 sin? 6 cos 0 + (diQ + e,-2)3 sin® @
+ 3 (4.139)
{0052 0+ (di2 + eﬂ) sin? 0 + d; sin 26}

S, 5d t —10e;2d® + ei ) cos® 0 + 12d; (d/l — 614) sin 6 cos?
Ay R cos2 0+ <d~ + 69) sin? @ + d; sin 29} ’

3 e;2 — 3d; ) (d + e; ) sin? 0 cos 0 + 2d; (di2 + ei2)3sin39
5 (4.140)
{cos2 0+ (di + eiz) sin? 0 + d; sin 29}
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5 Transformacao das integrais de
dominio em integrais de
contorno para flexao em placas
anisotropicas

5.1 Introducao

A aplicacao do método dos elementos de contorno requer, preferencialmente, que a
solucao fundamental para o problema em consideragao seja conhecida. Essa solucao funda-
mental deve levar em conta todos os termos da equacao governante de forma a obter uma
formulagao onde apenas o contorno ¢ discretizado. Quando isso nao for possivel, os termos
nao considerados na obtencao da solugao fundamental produzirao integrais de dominio que
preferencialmente, devem ser transformadas em integrais de contorno. A primeira alternativa
é fazer a transformacao exata da integral de dominio em integral de contorno. Pérem, isto
s6 é possivel quando os termos nao considerados sao fungoes apenas da geometria (carrega-
mento distribuido, por exemplo). A segunda alternativa é transferir os efeitos da integral
de dominio para o contorno usando-se o método de elementos de contorno de reciprocidade
dual ou da integracao radial. Estes procedimentos sao mais gerais e podem ser empregados
para quaisquer termos. No caso deste trabalho, as integrais de dominio provenientes da carga
distribuida serao transformadas em integrais de contorno por transformagao exata, enquanto
que os termos de inércia serao transformados usando o método de integragao radial. A forca

de corpo ¢é representada pela equacao abaixo:
b= g+ ohw
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onde g = carga distribuida e phw = termo de inércia, sendo h = espessura, ¢ = densidade

do material.

5.2 Transformacao exata

Como pode ser observado nas equagoes (4.28) e (4.29), hd integrais de dominio na
formulacao devido a carga distribuida no dominio e aos termos de inércia. Estas integrais
podem ser calculadas por integragao direta, através de células, na area €, (veja Figura
10). Contudo, a formulagao dos elementos de contorno perde seu principal atrativo que é
a discretizagao somente do contorno. Neste trabalho, as integrais de dominio oriundas das

cargas distribuidas sao transformadas em integrais de contorno por uma transformacgao exata.

Considere a placa da Figura 10 sob um carregamento g aplicado em uma érea £,.
Assumindo que o carregamento ¢ tem uma distribuigao linear (Az + By + C') na drea ), a

integral de dominio pode ser escrita como:

/Qg quw*dQ) = /Qg(Ax + By + CYw*pdpdb, (5.1)

ou

/Q guw*dQ = /G/T(Ax + By + C)w*pdpdd, (5.2)
v 0

onde, r é o valor de p em um ponto do contorno I';.

Definindo F™* como a seguinte integral:

F* = /0 (Az + By + C)w* pdp, (5.3)

pode—se eScrever.
/Q qutdQ = /0 F*dg. (5.4)
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Considerando um angulo infinitesimal df (Figura 21), a relacdo entre o comprimento

do arco rdf e o comprimento infinitesimal do contorno dI', pode ser escrito como:

Figura 21: Transformacao da integral de dominio em integral de contorno.

do
cosa = —&, (5.5)
2
ou
o = % r. (5.6)

r

Usando as propriedades do produto interno dos vetores unitarios n e r, indicados na

(Figura 21), podemos escrever:

o = 2Lar, (5.7)
T

Finalmente, substituindo a equagao (5.7) na equacao (5.4), a integral de dominio da
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equagao (4.28) pode ser escrita como uma integral de contorno dada por:

F*
gw*dQ = | —n.rdl. (5.8)
Q, r, T
Sabendo que
x = pcosf (5.9)
e
y = psinb, (5.10)

a integral F™* pode ser escrita como:

1
= /0 g(ApCOSQ + Bpsm@ + C) [ClRl + CQRQ + Cg (51 — SQ)] pdp,
(5.11)

onde C1, Cy e C3 sdo dados pelas equagoes (4.35), (4.36) e (4.37), respectivamente. A equagao

(5.11) pode ser reescrita como:

1 r
o= &T{(ACOSQ—l—BsinQ)/O P [CiRy + CoRy + C5 (Sy — S)] dp+

C/O P [01R1 + CQRQ + C3 (Sl - SQ)] dp} . (512)

Seguindo um procedimento similar para obter a equagao (5.12), o termo de dominio da

equagao (4.29) pode ser escrito como:

ow*
0= [ 1
/Qgganld /eGdG, (5.13)

66



onde

ES

G" = /T(A:c+By+C)aw
0

d 14
o, P (5.14)

ou

G* = S {(A cosf + Bsin0) /0 p lClanl + 0278711 +
651 652 r 8R1 (9R2 851 352
oy (22— 222 9 | o, % gor _ O .
3 (5’711 8711)] dp + C/O P [Cl (9711 + CQ anl + CS <8n1 8711)] dp}

Como pode ser visto, as equagoes (5.12) e (5.15) nao sao dependentes de 6. Por inte-

gracao analitica, podemos obter:

' 7”4
/ Ripdp = — {—1661' arctan
0

e;sin @

o0+ d sing S0 (cos O+ disin ) —

16

—7+ 2log

r? (e? sin® @ + (cos ) + d; sin 0)2) }
X
o2

—1—d? e} + (—1+df — ¢ cos 20 — 2d; sin 26 } : (5.16)

—74 2log

a?

r? (e? sin® @ + (cos § + d; sin 0)2) ]
16 8

T ,,,.4
Sipdp = — {2
0

e; sin 0

in 6 0 + d;sinf) + 2 arctan —— X
sin @ (cos 0 + d; sin ) + 2 arctan 050+ d s

[1+d? — e + (1= d? +¢?) cos 20 + 2d; sin 20 } (5.17)
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r 5
/ Rip*dp = T {—40@ arctan
0

e;sin @

—————— sinf 0+ d;sinf) —
cos@—l—disinesm (cos§ -+ disin6)

20

—17+5log

r? (e? sin?  + (cos 6 + d; sin 9)2) ]
X
a2

—1— d; + el + (—1 +dF — e?) cos 20 — 2d; sin 29} } , (5.18)

—17+ 5log

r? (e? sin? @ + (cos @ + d; sin 6)2)]
: X

rS ) T5
iptdp = {2
/0 pep 50 1 °°

sin 6 (cos 6 + d; sin 0) + 5 arctan

a

e;sin @ "
cos + d;sinf

1+ d? — e + (1= d? +¢7) cos 20 + 2d; sin 20 } (5.19)
r OR; 23 e; sin @ ,
o o’ T g {—6@ A s+ s
r? (e? sin? @ + (cos @ + d; sin 9)2)
—8+ 3log 5 (cosf + d;sinf) ¢, (5.20)
a
" OR; 2r3 e;sin 0
L d = B — —_ . Z— 2 L al
0 oy pdp 9 { 6e; arctan 050+ dsmd (cosf 4 2d;sin ) +
72 (€2 sin? @ + (cos 6 + d; sin §)”
—8 + 3log ( (a2 ) ) [di cos 0 + (df — e?) sin 6} :

(5.21)
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r 8, 3 r? (e?sin? 0 + (cos 0 + d;sin §)?
pdp = T e; |—8+ 3log ( ( ) ) sin 0+
0o Ov 9 a?
6 arctan __Gsind (cosf + d,; sin ) (5.22)
cosf + d; sinf o8 i ’ ‘

—8 4 3log 5

0o Oy 9 a

" 9S, 3 { r? (ef sin 0 + (cos § + d; sin 9)2)]
pdp = € X

isind
(cosf + 2d; sin ) — 6 arctan cos@ejlgisin@ {di cos 6 + (df - e?) sin 0] } :
(5.23)
r OR; , r e; sin ,
TRy = - _4e, e A
/0 ox pap 4 { ¢ arctan cosf + d;sinf sinf+
r? (e? sin? @ + (cos @ + d; sin 9)2)
-5+ 2log 5 (cosf +d;sind) (5.24)
a
" OR; r e; sin 0 )
I 2dp = Tl deparctan — Y (cosf + 2d; sin 0
/0 8yp ) 4{ earcancose+disin9(cos + 2d,; sin 0) +
72 (€2 sin? @ + (cosf + d; sin §)”
-5+ 2log ( ( : )) [d,-cos@—l—(d?—e?)sin&} :
a
(5.25)

r? (e% sin® @ + (cosf + d; sin 6)2)

a?

dp = — e

—5+ 2log

] sin @ +
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e;sinf

4arctan ——
arcta cos + d; sinf

(cos @ + d; sin 6’)} : (5.26)

—5+ 2log

2 2dp = —le,
[ = e

(cosf + 2d; sin 6) + 4 arctan

r? (e? sin? § + (cos ) + d; sin 0)2) ]

a?

cos@eiiz-gsinﬁ [di cos 0 + (df — ef) sin&}} :

(5.27)

Embora neste trabalho as cargas de dominio sao consideradas como linearmente dis-
tribuidas, o procedimento apresentado nesta segao pode ser estendido para outras cargas de

ordem superior.

O ultimo termo da equagao (4.122) pode ser transformado de uma integral de dominio
para uma integral de contorno, seguindo um processo similar ao procedimento mostrado na

secao . Entao:

0*w*
dQ:/H*dQ, 5.28
/QggﬁxQ 0 (5.28)
onde
r 2,k
H*:/ Az + By +C d 5.29
0(:6+ y+)ax2pp (5.29)
ou

. 1 . T og 82R1 82R2 8251 8252
H* = 87T{(Acos@—i—Bsm@)/O p [Cl 52 + C 92 + Cj 522 o dp+
r 82R1 82R2 6251 0252
+C/0 1% [Ol Ox2 + 02 02 + 03 <8$2 - 2 dp (530)

As integrais das segundas derivadas de R; e S; que aparecem na equagao (5.30), tanto

as multiplicadas por p quanto por p?, podem ser resolvidas analiticamente e sao dadas por:
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2
= 72 {log lr

(e;2sin 62 + (cos @ + d; sin §)?)

a?

|-}

(5.31)

(5.32)

(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

R 72 (e;2 sin 6% 4 (cos 0 + d; sin H)?
PRy~ 2 o[ g M,
9%S; 2 ctan e; sin @
0 81’2'0 p= arcka cosf + d;sinf
PS5, 2,4 retan e;sinf
0 (%ch B 37’ arcta cosf + d; sin 6
" ’R r? (e;%sin 6% + (cos O + d; sin 0)?
; 8y2p p = TQ{(df—eiQ) [log( ( (a2 )) —1| -
ind
die, tan! e; sin
citan [COSQ—FdiSinQ
r O’R; 2 4 s o r? (e;% sin 0% + (cos 0 + d; sin 6)?)
: 8y2pdp = 35" {(alZ —ei) 3log p - 2| —
e;sinf
—12d;e; -1y e
die; tan [cos@—i—disinel}
r 925, 9 9 9 e;sinf
0o Oy? pdp = v {(dz — G )arctan cosf + d; sinf
2,2 cin B2 i )2
e [log (r (e;°sind —l—(C;)SQ—I—dZSIIIQ) )) _11}
a
r 925, e;siné
“o?dp = 3(d* — tan |————
0 8y2'0 P { ( )arc an [cos@—l—disinel—i_
e, [3 log (7’2 (e;2sin 6% + (:;)s@ +d; sin 9)2)> B 2] }
r ?R; ) r? (e;? sin 0% + (cos 0 + d; sin 0)?)
A 8x8y'0dp =7 {di [log< 2 —1| -

—2¢; tan~? l

e;sinf

cosf + d; sinf
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r 02R2
0 8x8yp

r 8251
0o Ozdy

r 8251
0 8x8yp

equagao (2.7).

de

de

2 Ge. tan-! e;sinf .
9T e tat cosf + d; sinf
[ r? (e;>sin 62 + (cos 6 + d; sin 9)2)” }

e (5.40)
e;sin 6

cos + d; sin 6

+e; [log (Tz (e:” sin 6% + (cos 6 + d; sin 9>2)> _ 1] } (5.41)

a?

1, e; sin 6
§T {6di arctan [cos@—{—d,sm@] +
2 (520 H2 ; Si 2
[ (r (e;*sin60* + (cos O + d; sin 0) )) _2]} (5.42)

a?

As tensoes sao entao calculadas usando o procedimento apresentado na segao 2.4, pela

5.3 Meétodo da integracgao radial - RIM

O RIM aproxima a forca de corpo b como uma soma de M produtos de fungoes de

aproximacao f™ e coeficientes a determinar 4™, ou seja:

b(p)= > " (5.43)

para as fungoes de aproximacao baseadas puramente em fungoes de base radiais, ou:

M
b(P)=> ~"f"+ax+by+c (5.44)
m=1
M M M
YA T =Y Y Y=y, 7" =0 (5.45)
m=1 m=1 m=1
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para as fungoes de aproximagao expandidas por polinomios. A integral de dominio da equagao

(4.28) pode ser escrita como:

M
P(Q) = 37" [ " (Q. P)pdpdo (5.46)
ou
AQ) = 34" [ [ 7w (@. Pypdpao, (5.47)

onde 7 é o valor de p em um ponto no contorno I'; (ver Figura 21):

Definindo F™(Q) como:

Q) = /0 " (Q, P pdp, (5.48)
pode—se escrever.
M
P(Q)= )] ’ym/eF’"(Q)dG- (5.49)
m=1

Substituindo a equagao (5.7) na equagao (5.49), a equacao integral de dominio da

equagao (4.28) pode ser escrita na seguinte integral de contorno dada por:

P(Q) = 2_317m /F FQ) ) var. (5.50)

r

Seguindo procedimentos similares aos usados para obter a equagao (5.50), o termo de

dominio da equacao pode ser escrito assim:

P(Q) :/Q p2U (@ F) o w/ GQ) v, (5.51)

; onq — gy T

onde
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T OW
Q) = /0 f anlpdp-

Assim, a integral de dominio da equacao (4.96) pode ser escrita como:

Pl(d) % Z (d m)
ol :
P2d) — (d m)

onde

- Fdm) - G (dm)
pgd’ ):/ n.rdl’, péd’ ):/ n.rdl’.

ou, na forma matricial, como:

PQ) = [ p 2@nrar [ PQnrar .. [, 20y rar

94!
72

Y™

(5.52)

(5.53)

(5.54)

(5.55)

Para calcular ~,,, é necessario considerar a forca de corpo em M pontos do dominio e

do contorno. No caso deste trabalho, estes pontos sao os nés do contorno e alguns pontos

internos. Assim, a equagao (5.43) pode ser escrita como:

b =F~y

e v pode ser calculado como:

v=F"b,

Substituindo (5.57) na equagao (5.55), tem-se:
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PQ) =] fp BQurdr [ 2Quydr .. fp 2@y pgr [F'b,

T

(5.58)

Escrevendo a equacgao (5.58) para todos os pontos do dominio, isto ¢, todos os nds do

contorno e pontos internos, tem-se:

P = RF 'b = Sb, (5.59)

onde S = RF!, P é um vetor que contém os valores de P(Q) em todos os pontos fontes @
e R é uma matriz que contém todos os valores das integrais (5.58) quando esta equagao é

escrita para todos os pontos fontes Q).

As funcoes de aproximacao f™ serao funcoes de base radial escritas em termos de R,
onde R é a distancia entre o centro S da funcao de base radial e o ponto de integragao P.

Da Figura 22, pode-se escrever:

Figura 22: Posicao dos pontos no dominio.

R= \//)2 + 12 — 2pl cos 3, (5.60)

I0)



onde [ é a distancia entre os pontos S e ) e 3 é o angulo entre p e [ conforme observado na
(Figura 22).

O custo computacional do RIM é maior que do DRM uma vez que as integrais dadas
pelas equagoes (5.48) e (5.52) ndo podem ser calculadas analiticamente para a maioria das

fungoes de aproximacao. Por exemplo, se f™ = R, a equacao (5.48) é escrita como:

F™MQ) = /0 ery/p? + 12 — 2pl cos 3 log (cap) p*dp, (5.61)

onde ¢; e ¢y sdo coeficientes que nao dependem de p. A integral da equagao (5.61) nao
pode ser calculada analiticamente. O célculo numérico desta integral torna mais alto o custo
computacional do RIM, uma vez que no DRM nao se faz nenhuma integracao numérica na
transformacao da integral de dominio em integrais de contorno. A vantagem mais interes-
sante do RIM sobre o DRM para formulagoes que envolvam materiais anisotropicos é que as
funcoes de aproximagao f,, podem ser escolhidas livremente, pois o RIM nao usa as solugoes

particulares w,, obtidas da equagao diferencial (3.25).

Estas solucoes particulares sao necessarias no DRM, o que restringe a escolha das

fungdes de aproximagao devido a complexidade da equagao (3.25).

Neste trabalho foi usada como funcao de aproximacao de base radial denominada spline

de placas finas que é dada por:

fims = R?log (R). (5.62)

Alguns trabalhos da literatura (GOLBERG; CHEN; BOWMAN, 1999) mostraram que esta
funcao possui uma alta taxa de convergéncia quando usadas na forma aumentada por polino-
mios, ou seja, quando a aproximagao da forca de corpo é dada pelas equagdes (5.44) e (5.45).
Neste caso ela é chamada de fungao spline de placas finas aumentada, ou ATPS (augmented

thin plate spline).
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5.4 Problemas transientes

O método dos elementos de contorno de integracao radial sera aplicados ao calculo
dos campos de deslocamentos para problemas transientes no dominio do tempo. A integracao
no tempo seré realizada utilizando o método proposto por Houbolt (1950) por ja ter sido
mostrado por Loeffler e Mansur (1987) que o método de Houbolt é o mais apropriado para
se usar na integracao direta no tempo junto com o método dos elementos de contorno de
integracao radial. Uma importante caracteristica do método de Houbolt é que ele tem um alto
amortecimento numérico. Este amortecimento torna os resultados obtidos pelo método dos
elementos de contorno de integracao radial mais suaves que os obtidos por outras formulagoes
do método dos elementos de contorno aplicadas a elasto-dinamica (FEDELINSK; ALIABADI;
ROOKE, 1996) e (CHIRINO et al., 1994). Porém, o amortecimento numérico pode ser reduzido
usando-se passos de tempo menores. Algumas vezes, para se conseguir reduzir o passo de
tempo e obter uma maior precisao dos resultados é necessario refinar a malha ou aumentar

o numero de nds internos.

Considere que as unicas forgas de corpo presente num corpo de dominio €2 e contorno

I' sdo devido ao campo de aceleracao w, ou seja:

b = ohw. (5.63)

O esquema de Houbolt esta enquadrado entre os métodos de multiplos passos, pois o
mesmo nao se utiliza apenas dos valores do passo anterior para determinar os valores atuais
e sim de trés outros passos passados. Para se proceder a integracao no tempo durante um
periodo 7', este periodo é dividido em N intervalos iguais A7 (7 = NA7T). A acelera¢ao em

T+ AT é aproximada pela expressao de diferencas finitas:

. 1
WriAr = A2 <2WT+AT — 5w, + 4WT—AT - WT—ZAT) . (564)
AT

onde:
T+ AT — passo de tempo atual;

T — passo de tempo imediatamente anterior ao passo atual 7 + Ar;
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7 — AT — passo de tempo imediatamente anterior ao passo T;
T—2AT — passo de tempo imediatamente anterior ao passo 7 — AT;
AT — intervalo de tempo entre passos consecutivos de tempo.

Desde que w,, W,_a, € W,_oa, sejam conhecidos, pode-se calcular w, A, através de

um sistema, da forma:

AXTJrAT =Yrt+ar (565)

onde x,,.a; ¢ 0 vetor de varidaveis desconhecidas e y,.a, ¢ 0 vetor de varidaveis conhecidas,
sendo que seus elementos sao calculados a partir dos valores de w dos passos de tempo

anteriores e das condicoes de contorno no tempo 7 + Ar.

Uma vez que o sistema (5.65) é resolvido, o vetor w, A, é conhecido e a solu¢ao pode

entao ser encontrada para o préximo passo de tempo.
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6 Resultados numeéricos

6.1 Introducao

Sao apresentados a seguir alguns resultados obtidos com as rotinas implementadas.
Esses resultados sao comparados com resultados obtidos pelo método dos elementos finitos
e método sem malhas Petrov-Galerkin (meshless Petrov Galerkin method, MLPG) proposto
por Sladek et al. (2007).

6.2 Aplicacao do RIM na analise transiente de placas
ortotropicas

Nesta secao, resultados numéricos para momentos sao apresentados para placas sob
cargas dependentes do tempo. Os valores obtidos em um ponto da placa sao comparados

com resultados disponiveis na literatura.

6.2.1 Placa quadrada simplesmente apoiada nos quatro lados sob
carga uniformemente distribuida

Considere uma placa apoiada (Figura 23) carregada no instante 7, = 0 s por uma carga
q = 2,07 x 10 N/m? tipo degrau (Figura 24). A placa é ortotrépica e apresenta as seguintes
propriedades e dimensoes: FEy = 6895 MPa, Ey = 2FE,;, G135 = 2651,9 MPa, v = 0,3,
p = 7166 kg/m3 a = 254 mm e espessura h = 12,7 mm. Este problema é equivalente ao
problema proposto por Sladek et al. (2007) que foi analisado usando o MPLG. O momento

fletor estdtico do né central da placa é dado por ms™ = 9 54 x 10> N.m/m e o fator de
normalizacao do tempo por t, = a?(y/ph/Das) /4.
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Figura 23: Placa quadrada ortotrépica apoiada.
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Figura 24: Carregamento tipo funcao degrau.

6.2.1.1 Sensibilidade ao nimero de pontos internos

A placa foi discretizada usando-se 12 elementos de contorno quadraticos descontinuos
de mesmo comprimento, passos de tempo A7 = 3,9447 x 107°s. O problema foi analisado
utilizando-se 1, 9 e 25 pontos internos distribuidos uniformemente. A Figura 25 mostra o

momento fletor do né central da placa em fungao do tempo.
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Figura 25: Malha com pontos internos na placa.

Pode-se observar que o uso de pontos internos sao necessarios para se obter uma maior
precisao dos resultados. Neste caso, o resultado obtido com 25 pontos internos foi mais
proximo da solucao de elementos finitos e do MLPG que os resultados com 1 e 9 pontos inter-
nos. Entretanto, os resultados com 9 e 25 pontos internos encontram-se bastante préximos, o
que indica uma convergéncia dos resultados. Os resultados com um ponto interno se mostrou
excessivamente suave e longe dos demais resultados. Ou seja, o nimero de pontos internos

foi insuficiente para a modelagem adequada deste problema.

6.2.1.2 Sensibilidade ao niimero de elementos

A placa foi discretizada usando-se 9 pontos internos e passo de tempo A7 = 3,9447 x
107°s. O problema foi analisado utilizando-se 8, 12 e 16 elementos de contorno quadraticos
descontinuos de mesmo comprimento. A Figura 26 mostra o momento fletor do né central

da placa em funcao do tempo.
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Figura 26: Momento fletor do né central de placa em funcao do tempo sujeita a variacao do
nimero de elementos.

Conforme observado, as curvas apresentaram-se justapostas, o que indica que apenas 2

elementos por lados ja sao suficientes para a modelagem adequada deste problema.

6.2.1.3 Sensibilidade ao passo de tempo

A placa foi discretizada usando-se 9 pontos internos e 12 elementos de contorno quadraticos
descontinuos de mesmo comprimento. O problema foi analisado utilizando-se passos de tempo

iguais a A7 =1,3149 x 107*s, A7 = 3,9447 x 10 °s e A7 = 1,9723 x 10~°s. A Figura 27
mostra o momento fletor do né central da placa em fungao do tempo.
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Figura 27: Momento fletor do n6 central de placa sujeito a variacao de passo de tempo.

Neste caso, pode-se observar que houve pouca variacao dos resultados quando se usou o
passo de tempo A7 = 1,9723 x 107° s, entretanto, para o passo de tempo A7 = 1,3149x 1074
s o resultado mostrou-se muito suave. Isto indica que passos de tempo excessivamente grandes
tendem a suavisar o resultado, existindo um tamanho 6timo a partir do qual passos de tempo

menores variam pouco os resultados.

6.2.1.4 Comportamento do momento em um intervalo de tempo maior

A placa foi discretizada usando-se 9 pontos internos e passo de tempo A7 = 3,9447 x
107 s. O problema foi analisado utilizando 12 elementos de contorno quadréticos descontinuos
de mesmo comprimento. A Figura 28 mostra o momento fletor do né central da placa em

funcao do tempo.
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Figura 28: Momento fletor do né central da placa.

Observa-se que a curva apresentou um leve amortecimento dos picos, o que pode ser

atribuido ao amortecimento numérico do método de Houbolt. Entretanto, é necessario uma
analise mais detalhada e um ntimero maior de problemas para entender melhor as carac-

teristicas do método de Houbolt. Para os objetivos deste trabalho, o resultado foi bastante

satisfatorio.

Seguindo o mesmo procedimento feito para o momento, realizou-se o calculo do deslo-
camento do né central da placa para o mesmo intervalo de tempo. A Figura 29 mostra o

deslocamento do né central da placa em funcao da variacao de tempo.
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Figura 29: Deslocamento vertical do n6 central da placa.

De acordo com a Figura 29, observou-se que o deslocamento apresentou um bom com-
portamento ao longo do intervalo de tempo, variando muito pouco a forma e a amplitude

dos ciclos.

6.2.2 Placa quadrada engastada nos quatro lados sob carga uni-
formemente distribuida

Considere uma placa engastada (Figura 30) carregada no instante 7, = 0's por uma
carga tipo degrau q = 2,07 x 10° N/m? (Figura 24). A placa considerada apresenta as
mesmas propriedades e dimensoes da Secao 6.2.1. A tnica diferenca é a condicao de contorno.

O momento fletor estético do né central da placa é dado por m: = 4,06 x 10 N.m/m e o
fator de normalizagao do tempo por t, = a?(y/ph/Da) /4.
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Figura 30: Placa quadrada ortotrépica engastada.
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6.2.2.1 Sensibilidade ao nimero de pontos internos

A placa foi discretizada usando 12 elementos de contorno quadraticos descontinuos de
mesmo comprimento e passo de tempo AT = 2,1915 x 10~°s. O problema foi analisado
utilizando-se 1, 9 e 25 pontos internos distribuidos uniformemente. A Figura 31 mostra o
momento fletor do né central da placa em funcao do tempo. Além disso, sao mostrados nesta

figura os resultados usando o MLPG e elementos finitos apresentado por Sladek et al. (2007).

2.5 . . . .
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3;?
< 17
8
E n
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0 O 25 pontos internos i
—&— MEF(Sladek)
—o— Sladek et al. (2006)
_0'5 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

t/to

Figura 31: Momento fletor do né central da placa em fun¢ao do tempo, variando-se o nimero
de pontos internos.
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Pode-se observar que pontos internos sao necessarios para se obter uma maior precisao
dos resultados, conforme mostrado na Figura 31. Com apenas 1 ponto interno existe uma
diferenca expressiva em relagao aos demais resultados. O resultado com 25 pontos internos
mostrou-se mais proximo das solugoes obtidas por Sladek et al. (2007). O resultado com 9

pontos internos teve uma concordancia boa com os resultados da literatura.

6.2.2.2 Sensibilidade ao niimero de elementos

A placa foi discretizada usando-se 9 pontos internos e passo de tempo A7 = 2,1915 x
10~®s. O problema foi analizado utilizando-se 8, 12 e 16 elementos de contorno quadraticos
descontinuos de mesmo comprimento. A Figura 32 mostra o momento fletor do né central

da placa em funcao do tempo.

2.5 T T T T
2 L
1.5¢
*ﬁg
< 1r
8
g
0.5+
0 s —<— 8 elementos | |
* 12 elementos
x 16 elementos
—05 L L 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
t/to

Figura 32: Momento fletor do né central da placa em fungao do tempo, variando-se o niimero
de elementos.
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Pode-se observar na Figura 32 que a discretizagao do contorno da placa pouco afetou

nos resultados, da mesma forma que no caso da placa apoiada analisada anteriormente.

6.2.2.3 Sensibilidade ao passo de tempo

A placa foi discretizada usando-se 9 pontos internos e 12 elementos de contorno quadra-
ticos descontinuos de mesmo comprimento. O problema foi analisado utilizando-se passos de
tempo iguais a A7 = 7,3049 x 107%s, A7 = 2,1915 x 10°s e A7 = 1,0957 x 107 °s. A

Figura 33 mostra o momento fletor do né A da placa em funcao do tempo.
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Figura 33: Momento fletor do n6 central de placa sujeito a variacao de passo de tempo.

Conforme observado na Figura 33, houve pouca variacao dos resultados quando se usou

exemplo anterior.

o passo de tempo A7 = 7,3049 x 107°s e A7 = 2,1915 x 107°s . Entretanto, para o passo
de tempo AT = 1,0957 x 107° s, o resultado mostrou-se bastante suave, conforme notado no

6.2.3 Placa engastada-livre sob carga uniformemente distribuida

Considere uma placa engastada-livre (Figura 34) carregada no instante 7, = 0s por

uma carga tipo degrau ¢ = 2,07 x 105 N/m? (Figura 24). A placa considerada apresenta as
mesmas propriedades e dimensoes da Secao 6.2.1.

A placa foi discretizada usando-se 20 elementos de contorno quadraticos descontinuos
de mesmo comprimento, passo de tempo A7 = 1,1667 x 107*s e 25 pontos internos uni-

formemente distribuidos. A Figura 35 mostra o deslocamento vertical do né central da placa
em funcao do tempo.
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Figura 34: Placa quadrada ortotrépica engastada em um lado e livre em trés lados.
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Figura 35: Deslocamento vertical do né central da placa com o tempo.

Pode-se observar na Figura 35 que os resultados mostraram-se proximo da solucao de

elementos finitos.

A Figura 36 mostra o momento fletor do né central da placa da placa em funcao
do tempo. Pode-se observar o que resultado se manteve estavel durante todo o intervalo

analisado.
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Figura 36: Momento fletor do né central da placa com o tempo.

6.2.3.1 Distribuicao de tensoes ao longo da espessura da placa simplesmente
apoiada

Considere uma placa de material compdsito laminado simétrico de dez camadas com
sequéncia de empilhamento [45°/ — 45° /45" / — 45" /45°]g. Todas as laminas tem espessuras
iguais. A placa foi discretizada usando-se 9 pontos internos, passo de tempo igual A7 =
8,2667 x 10~* s e 12 elementos de contorno quadraticos descontinuos de mesmo comprimento.
A espessura total da placa é h = 0.001 m e as propriedades do material sao: E;, = 207 GPa,
Er =5,2 GPa, Grr = 3,1 GPa e vy = 0,25. A Figura 37 mostra a distribuicdo de tensao

o, ao longo da espessura da placa no n6 central.
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Figura 37: Distribuicao de tensdo o, ao longo da espessura com a = 45° no né central da
placa.

Conforme esperado, as tensoes apresentam descontinuidades entre uma lamina e outra,
devido a descontinuidade do material. Além disso, o resultado mostrou-se duas vezes maior

que o resultado do problema estédtico, conforme apresentado por Gouvéa, Albuquerque e

Palermo-Jr. (2008).

Para se proceder uma andlise de falha na placa analisada, foram consideradas os
seguintes valores para as propriedades de falha: X; = 1260 MPa, Y; = 61 MPa, S = 167
MPa, X, = 500 MPa, Y, = 102 MPa. O indice de falha F' foi calculado segundo o critério de
Tsai-Wu, dado pela equacao (2.27). A tabela 1 apresenta os valores das tensoes e do critério
de falha F' para as camadas mais externas do laminado (camadas 1 e 9), onde se localizam

as tensoes de maior modulo.
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Tabela 1: Tensoes principais no laminado

Lamina Oy oy Tay oy, or TLT F
(MPa) | (MPa) | (MPa) | (MPa) | (MPa) | (MPa)
1 -383,3 | -382,7 | -356,3 | -739,3 -26,7 0,28 1,38
9 383,3 382,7 356,3 739,3 26,7 -0,28 | -0,05

Como esperado, as tensoes sao simétricas com sinais invertidos porém o indice de falha
nao é simétrico, uma vez que as propriedades de falha em tragao sao diferentes das pro-
priedades em compressao. Corforme pode ser notado na tabela 1, pelo critério de falha de

Tsai-Wu, é prevista a falha da camada 1, uma vez que o indice de falha é maior que 1.
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7 Consideracoes finais

7.1 Conclusoes

Este trabalho apresentou uma formulacao do método dos elementos de contorno para
o calculo de momentos, tensoes e critérios de falhas em pontos internos em placas finas de
materiais compositos. A formulacao do método dos elementos de contorno para a andlise de
problemas de elastodinamica em materiais anisotrépicos foi obtida usando solucoes funda-
mentais da elastostatica e considerando os termos de inércia como forgas de corpo. Foram
usados elementos de contorno quadraticos descontinuos. As integrais de dominio provenientes
dos termos de inércia foram transformadas em integrais de contorno usando o método da in-

tegracao radial.

No método da integracao radial foi utilizada como funcao de aproximacao a funcao
de base radial spline de placas finas aumentadas por polindmios que, conforme relatado na

literatura, apresenta um bom desempenho em varias formulagoes.

A formulacao desenvolvida foi aplicada a varios problemas numéricos e mostrou boa
concordancia com resultados disponiveis na literatura. Foram feitas analises de sensibilidade

ao numero de pontos internos, nimero de elementos e o tamanho de passo de tempo.

O método se mostrou sensivel ao nimero de pontos internos, exigindo, em todos os
problemas um nimero minimo de pontos internos a partir do qual a resposta apresenta boa
concordancia com os resultados da literatura. Quando sao usados poucos pontos internos, os

resultados tendem a ser mais suaves.

Houve pouca sensibilidade quanto ao nimero de elementos de contorno da malha,

obtendo-se boa concordancia com a literatura mesmo para malhas bastante grosseiras.
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O método mostrou-se sensivel ao tamanho do passo de tempo. Passos de tempo grandes
tendem a suavisar os resultados, embora ainda permanecendo com uma boa concordancia

com os resultados da literatura.

No geral, a formulagao desenvolvida apresentou um bom desempenho na modelagem
de problemas dinamicos de placas anisotrépicas finas, constituindo-se, como uma alternativa

para a analise de estruturas de materiais compoésitos laminados sujeitas a cargas transientes.

7.2 Sugestoes para trabalhos futuros

e Extensao da formulacao desenvolvida para o calculo de momentos, tensoes e critérios

de falha em pontos do contorno;

e Extensao da formulacao para andlise de danos causados por impacto de baixa velocidade

em placas de materiais compésitos laminados;

e Desenvolvimento de formulagoes similares que considere o efeito da deformacao de

cisalhamento transversal (placas espessas);

e Extensao da formulacao desenvolvida para problemas de placas finas sob grandes de-

flexoes.
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