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Resumo

ALMEIDA VILELA, Carlos Alberto; Simulagio de Escoamento ems Coordenadas Generalizadas Utilizando o
Método dos Volumes-Finitos com Esquema UNIFAES de Discretizagio, Faculdade de Engenharia Mecinica,
Universidade Estadual de Campinas, 2001. 137 p. Tese (Doutorado).

O esquema de discretizacio UNIFAES, é aqui avaliado e comparado com alguns dos mais
tradicionais € utilizados esquemas de discretizagiio para o método dos volumes finitos da atualidade.
Diversos casos testes lineares do problema de transporte convectivo-difusivo em meio fluido e das
equagbes de Navier-Stokes foram utilizados para comparacio. Os esquemas utilizados para
comparagdo foram o Central, Exponencial, LOADS e QUICK em duas versdes diferentes de
formulagdo. Os casos testes realizados para avaliagio do comportamento numérico realizados em
coordenadas generalizadas com mathas regulares e irregulares foram: Transporte convectivo-difusivo
em, a) escoamento paralelo b) escoamento rotacional de fluido como séhido, ¢) escoamento em
canto, d) escoamento em canto com perfil de entrada parabdlico, escoamento em cavidade fechada

inclinada e escoamento em canal divergente gradual.

Os resultados obtidos nos testes demonstraram que o esquema UNIFAES, apresentou
comportamento bastante promissor comparado 2os comportamentos dos demais esquemas. Na
grande maiona dos testes os resultados obtidos pelo esquema UNIFAES foram os melhores em
questdo de acuidade, estando prdximo azos obtidos pelo esquema QUICK, que foi o segundo

esquema que melhores resultados apresentou.

Palavras Chave
Convecgdo-Difusio, Volumes Fmitos, Esquema UNIFAES, Coordenadas Generalizadas



Abstract

ALMEIDA VILELA, Caros Alberto; Fiuid Flow Simulation in Generalized Coordinates Using Finite
Volume Method with UNIFAES Discretization Scheme, Mechanical Engineering Faculty, State University
of Campinas, 2001, 137p. Doctor Thesys.

The UNIFAES discretization scheme is evaluate and compare with some classical and most
used schemes for finite volume method in present time. A lot of linear convection-diffusion
problems i flwmd flow and the solution of Navier-Stokes equations were used for comparison. The
compared used schemes were Central, Exponential, LOADS, and QUICK with two different
formulations. The chosen test cases for comparisons, using regular and irregular grid arrangements in
generalized coordinates formulations were: a) Convective-diffusive transport in parallel fluid flow, in
rotational fluid flow, in fluid flow near a wall, in fluid flow near a wall with parabolic inlet profile of
the transported property , b) Inclined side walls lid driven cavity, and c) Gradually expanding

channel.

The obtaned results shown that UNIFAES scheme has a very promise behavior compared
to the other schemes. In most studied cases, UNIFAES scheme demonstrated better accurate results,
close to QUICK, the second better one.

Key words
Convection-Diffusion, Finite Volume, UNIFAES Scheme, Generalized Coordinates.



Indice

Lista de Figuras

Lista de Tabelas

Yista de simbolos

Siglas

1 Apresentacio
1.1 Introdugio

1.2 Contribuigdo da presente tese

2 Método dos volumes finitos
2.1 Generalidades
2.2 Esquemas classicos de interpolacio
2.2.1 Esquema Central
22.2 Esquema a Montante (Upwind)
2.2.3 Esquema Exponencial
2.2.4 Esquema Hibrido
2.2.5 Esquema Lei de Poténcia (Power-Law)
2.3 Esquema QUICK
2.4 Esquema LOADS
2.5 Esquema UNIFAES
2.6 Esquema UNIFAES para coordenadas generalizadas

Xvi

MDOND WD ]

12
13
14
15
16
19
21



3 Desenvolvimento matematico € numénco

3.1 Arranjo da célula computacional.
3.2 Algoritmo para acoplamento velocidade-pressio
3.3 Coordenadas generalizadas
3.4 Base de vetores no plano cartesiano e transformado
3.5 Escolha entre transformagio total e parcial das equagdes de Navier-Stokes
3.6 Tratamento matematico das equacdes governantes
3.7 Tratamento numérico das equagbes governantes
3.7.1 Discretizagio utilizando o esquema Central
3.7..2 Discretizacio utilizando o esquema UNIFAES
3.8 Condicbes de contomo para velocidades e propriedades transportadas
3.9 Esquema de nterpolacio de Rhie e Chow
3.10 Discretizagio da equacio da continuidade
3.11 Algontmo de acoplamento velocidade-pressio — SIMPLE

3.12 CondigBes de contomo para equagio da corregiio da pressio

4 Resultados obtidos para casos testes lineares

4.1 Apresentagio
4.2 Transporte convectivo-difusivo em coordenadas generalizadas com
malhas regulares
4.2.1 Transporte convectivo-difusivo em escoamento paralelo
4.2.2 Transporte convectivo-difusivo em escoamento rotacional de fluido
como sélido
4.2.3 Transporte convectivo-difusivo em escoamento em canto
4.2.4 Transporte convectivo-difusivo em escoamento em canto com

perfil de entrada parabélico

4.3 Transporte convectivo-difusivo em coordenadas generalizadas com malhas
irregulares
4.3.1 Transporte convectivo-difusivo em escoamento paralelo
4.3.2 Transporte convectivo-difusivo em escoamento rotacional de

fhado como s6hdo

26
26
29
30
33
34
35
39

42

47
53
54
58

62

62

63

65
74

79

87

89

90
93



5 Resultados obtidos para equactes de Navier-Stokes
5.1 Introdugio
5.2 Escoamento em cavidade inclinada

5.3 HEscoamento de fluido em canal divergente gradual

6 Comentarios e conclusdes gerais

6.1 Propostas para trabalhos futuros

Referéncias Bibliograficas

Anexo A

Anexo B

Anexo C

98
98
98
108

114
116

117

125

131

135



Lista de figuras

2.1
2.2
23
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9

3.1
3.2
33
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9
3.10
3.11

4.1
4.2
4.3
4.4

Volume de controle diferencial bidimensional

Curva de mnterpolacdo para pontos vizinhos, esquema Central
Curva de interpolagiio para nds vizinhos, esquema a Montante

Curva de interpolagio para nds vizinhos, esquema Exponencial

Curva de mterpolagio para n6s vizinhos, esquema QUICK
Esquema unidimensional do volume de controle

Volume de controle para esquema LOADS

Molécula computacional para esquema UNIFAES

Volume de controle elementar no plano transformado

Esquema dos diferentes arranjos de matha

Esquema do diagrama de Voronoi

Correspondéncias entre os planos fisico e transformado
Bases covariantes ¢ contravariantes

Volume de controle elementar no plano transformado
Disposicdo dos nos para termos de pressio

Configuracio da malha deslocada

Volume de controle tipico para o método de Rhie e Chow
Volumes de controle para equagio da contimudade

Matha exemplificando condigio de contomo para pressdo

Malha para detivada nula

Linhas de corrente e dominio de calculo para escoamento paralelo

Solugdo analitica tipo A, escoamento paralelo
Solugio analitica tipo B, escoamento paralelo

Solugdo analitica tipo C, escoamento paralelo

10
11
13
15
17
18
21

27
31
32
34
37
47

49
53
59
60

66
69
69
69



45
4.6
47
48
49
4.10
411
412
413
414
415
4.16

4.17
4.18
4.19

4.20
4.21
4.22
4.23
4.24
4.25
4.26
4.27
4.28
4.29
4.30
4.31
432
4.33

Solugdo analitica tipo D, escoamento paralelo

Erro numérico, escoamento paralelo, Pe=102, A=10, Funcio tpo A, a=22.5°
Ertro numérico, escoamento paralelo, Pe=103, A=10, Fungio ttpo A, a=22.5°¢
Erro numénico, escoamento paralelo, Pe=104, A=10, Funcio tipo A, a=22.5°
Erro numérico, escoamento paralelo, Pe=105, A=10, Funcio tipo A, a=22.5°
Erro numérico, escoamento paralelo, Pe=10, A=10, Fungio tipo B, a=22.5¢
Erro numérico, escoamento paralelo, Pe=100, A=10, Funcio tipo B, a=22.5¢
Erro numénco, escoamento paralelo, Pe=102, 4=10, Fungio tipo C, a=22.5°
Erro numérico, escoamento paralelo, Pe=103, =10, Fungio tipo C, a=22.5°
Erro numérico, escoamento paralelo, Pe=10% A=10, Funcio tipo C, a=22.5°
Erro numérico, escoamento paralelo, Pe=105, A=10, Funcio tipo C, a=22.5°
Erro numérico, escoamento paralelo, Pe=50, =10, Funcio tipo D, at=22.5¢
Erro numérico, escoamento paralelo, Pe=100, 1=10, Funcio fipo D, a=22.5°
Escoamento paralelo, convergéncia

Linhas de corrente e dominio de calculo para escoamento rotacional de fluido
como sOlido

Solugio analitica, escoamento rotacional

Solugdio analitica, escoamento rotacional

Erro numérico, escoamento rotacional de fluido com sélido, Pe=1

Erro numérico, escoamento rotacional de fluido com sélido, Pe=10

Erro numérico, escoamento rotacional de fluido com sélido, Pe=100

Erro numérico, escoamento rotacional de fluido com sélido, Pe=1000
Escoamento rotacional de fluido como sdlido, histrico da convergéncia
Linhas de corrente e dominio de cilculo para escoamento em caoto

Solucdo analitica YaXa, escoamento em canto

Solugio analitica YaXa, escoamento em canto

Solugdo analitica YaXi, escoamento em canto

Solugio analitica YaXi, escoamento em canto

Solugdo analitica YiXa, escoamento em canto

Solugio analitica YiXa, escoamento em canto

69
70
70
71
71
71
71
72
72
72
72
73
73

73
75

76
76
77
77
77
77
78
79
82
32
82
82
83
83



4.34
4.35

436
437
438
439
4.40
4.41
4.42
4.43

4.44
4.45
4.46
4.47

4.48
4.49

4.50

4.51

4.52

4.53

4.54

4.55

Solugdo analitica YiXi, escoamento em canto

Solucio analitica Yi1Xi, escoamento em canto

Erro numérico, escoamento em canto, Pe=50, A=-100, Solugio YiXi

Erro numérico, escoamento em canto, Pe=50, A=+100, Solucio YiXi

Erro numérico, escoamento em canto, Pe=50, A=-100, Solucio YiXa

Erro numérico, escoamento em canto, Pe=50, A=+100, Solucio YiXa

Erro numérico, escoamento em canto, Pe=50, A=-100, Solucio YaXi

Erro numérico, escoamento em canto, Pe=50, A=+100, Solucio YaXi

Erro numérnico, escoamento em canto, Pe=50, A=-100, Solucio YaXa

Erro numérico, escoamento em canto, Pe=50, A=+100, Solucio YaXa
Escoamento em canto, convergéncia

Linhas de corrente e dominio de calculo para escoamento em canto com
perfil de entrada parabdlico

Solugio analitica, escoamento em canto parabdlico

Erro numérico, escoamento em canto com petfil de entrada parabdlico Pe=50
Escoamento em canto com perfil de entrada parabdlico, convergéncia
Malha generalizada Tipo 1 utilizada para escoamento paralelo

Erro numérico escoamento paralelo com malha generalizada Pe=10%, A=10,
Fungdo tipo A, a=10° f=5¢

Erro numérico escoamento paralelo com malha generalizada Pe=103, A=10,
Funcio tipo A, 0=10° ,3=20°

Erro numérico escoamento paralelo com malha generalizada Pe=10%, A=10,
Funcio tipo C, a=10° B=5°

Erro numérico escoamento paralelo com malha generalizada Pe=10%, A=10,
Fungdo tipo C, a=10° ,f=20°

Influéncia da variagio de j3, escoamento paralelo com malha generalizada
Pe=10%, A=10, Funcio tipo A, a=1(°

Influéncia da variagdo de 3, escoamento paralelo com malha generalizada

Pe=10%, A=10, Funcio tipo A, a=10°

83
83

€

84
85
85
85
85

86
87

88
89
89

91

91

91

91

92

92



4.56
4.57

4.58

4.59

4.60

4.61

4.62

4.63
4.64

5.1
5.2
53
54
5.5
5.6
5.7
5.8
5.9
5.10
5.11
5.12
5.13
5.14

Malha generalizada Tipo 2 para escoamento rotacional

Erro numérico escoamento paralelo com malha generalizada Tipo 1,
Pe=10, f=5°

Erro numérico escoamento paralelo com malha generalizada Tipo 1,
Pe=10, f=20°

Erro numérico escoamento paralelo com malha generalizada Tipo 1,
Pe=10%, B=5°

Erro numérico escoamento paralelo com malha generalizada Tipo 1,
Pe=10%, B=20°

Influéncia da variagio de §, escoamento paralelo com malba generalizada
Tipo 1 Pe=10

Influéncia da variagio de f3, escoamento paralelo com malha generalizada
Tipo 1 Pe=10°

Erro numérico escoamento paralelo com malha generalizada Tipo 2, Pe=10

Erro numérico escoamento paralelo com malba generalizada Tipo 2, Pe=1(?

Geometnia, condigbes de contorno ¢ malba utilizadas para cavidade inclinada
Componente ‘v’ na linha de centro vertical, Re=100, a=90°
Componente v’ na linha de centro horizontal, Re=100, =90
Pressdo na linha de centro vertical, Re=100, at=90°

Pressdo na linha de centro horizontal, Re=100, a=90°
Componente ‘v’ na hnha de centro vertical, Re=100, a=80°
Componente v’ na hinha de centro horzontal, Re=100, a=80°
Pressdo na linha de centro vertical, Re=100, a=80°

Pressido na linha de centro horizontal, Re=100, a=80°
Componente ‘v’ na linha de centro vertical, Re=100, a=70°
Componente v’ na linha de centro honizontal, Re=100, a=70°
Pressio na linha de centro vertical, Re=100, a=70°

Pressio na linha de centro horizontal, Re=100, a=70°

Componente v’ na linha de centro vertical, Re=100, a==60°

93
94

94

94

94

95

95

96
96

99

110
110
101
101
101
101
102
102
102
102
103
103
103



5.15
5.16
517
5.18
5.19
5.20
5.21
5.22
523
5.24
5.25
5.26
5.27
5.28
5.29
5.30

5.31
5.32
5.33
5.34
5.35
5.36
537
5.38
5.39
5.40

Al

Componente v’ na linha de centro horizontal, Re=100, at=60°
Pressdo na linha de centro vertical, Re=100, o=60°

Pressdo na linha de centro horizontal, Re=100, a=60°
Componente ‘0’ na linha de centro vertical, Re=100, a=45°
Componente %" na linha de centro horizontal, Re=100, ot=45°
Pressdo na linha de centro vertical, Re=100, =45

Pressdo na linha de centro horizontal, Re=100, at=45°

Historico da convergéncia Esquema UNIFAES — Re=100, a=90°
Histdnco da convergéncia Esquema QUICK — Re=100, a=90°
Histérico da convergéncia Esquema UNIFAES ~ Re=100, o=80°
Histonico da convergéncia Esquema QUICK ~ Re=100, a=80°
Histbrico da convergéncia Esquema UNIFAES — Re=100, a=70°
Historico da convergéncia Esquema QUICK — Re=100, a=70°
Historico da convergéncia Esquema UNIFAES — Re=100, a=60°
Historico da convergéncia Esquema QUICK — Re=100, a=60°
Histonico da convergéncia Esquema UNIFAES — Re=100, a=45°
Histérico da convergéncia Esquema QUICK — Re=100, a=45¢
Geommetria e condigbes de contorno para escoamento em canal divergente gradual
Malha utilizada para simulacio em volumes finitos para canal divergente gradual
Canal divergente gradual - Linhas de corrente Re=10 — UNIFAES
Canal divergente gradual - Isobaricas Re=10 — UNIFAES

Canal divergente gradual - Linhas de corrente Re=10 — QUICK
Canal divergente gradual - Isobaricas Re=10 — QUICK
Distribuigio de pressio na parede do canal divergente

Historico da convergéncia Canal divergente, Re=10 - UNIFAES
Historico da convergéncia Canal divergente, Re=10 - QUICK

Fluxograma do programa computacional

Numeracio 1

103
104
104
104
104
105
105
105
105
106
106
106
106
107
107
107
107
109
109
110
110
110
110
111

112
112

135
136



Lista de tabelas

4.1 Propriedades fisicas do ar

4.2 Condi¢des de contorno para escoamento em canto

64
81



Lista de simbolos

Simbolos romanes

E,W,P,N, S
e,w,n,s

%y

&S 7T o
ol

EoT S

5 H

relativos aos nos da matha principal
relacionados as faces dos volumes de controle
coordenadas cartesianas

componentes cartesianas da velocidade
numero de Peclet

numero de Reynolds

componentes transformadas da velocidade
jacobiano da transformagiio geométrica
fluxo convectivo-difusivo

relagbes de transformacio geométrica
pressio

viscosidade

densidade

capacidade térmica

fluxo de massa

coeficientes das equagdes discretizadas

termos fonte

termos fontes em coordenadas cartesianas
termos fontes em coordenadas generalizadas
constantes

erro

coordenadas cartesianas deslocadas

velocidade angular



9
on

Simbolos gregos
&1

¢

@ B

@y, By

arelwr

coeficientes da série

derivada normal

coordenadas generalizadas

propriedade transportada

angulos

simplificacSes nas expressdes para C. i-interface do volume de controle, j-
direcio da coordenada generalizada

variacdo dos valores das varidveis entre duas iteracOes

indice de relaxacio

coeficiente de difusao



Siglas

QUICK
LOADS
UNIFAES
SOU

SU

SUDS
WUDS
SUPG

PG

GLS
MAC
SIMPLE
SIMPLER
SIMPLEC
SIMPLEM

Quadratic Upstream Interpolation for Convective Kinematics

Locally Analytic Differencing Scheme
Unified Finite Approach Exponential-Type Scheme
Second Order Upwind
Skew Upwind
Skew Upstream Difference
Weighted Upstream Differencing Scheme
Streamline Upwind Petrov Galerkin
Petrov Galerkin
Galerkin Least Squares
Streamline Upwind
Marker and Cell
Sem1 Implicit Method for Pressure Linked Equations
SIMPLE (Revised)
SIMPLE(Consistent)
SIMPLE(Modified)



Capitulo 1

Apresentagio

A motivagio para o estudo apresentado neste trabalho foi o desenvolvimento de um novo
esquema de discretizacdo construido no método dos volumes finitos para solucio da equagio de
transporte convectivo-difusivo. Os objetivos a serem alcancados sfo a transformacio do esquema
para aphicacio em coordenadas generalizadas para solugdo das equagdes de transporte convectivo-
difusivo e de Navier-Stokes e a extens3o da avaliagio do seu comportamento numérico para estes

<asos.

No caso da formulagio em coordenadas generalizadas, o trabalho que ser4 apresentado pode
ser resumido em alguns passos. Definidas as equaces para teste, estas sdo transformadas do sistema
de coordenadas cartesianas para o sistema de coordenadas generalizadas e resolvidas utilizando o
método dos volumes finitos no plano de coordenadas transformado de configuragio simples. Os
resultados serfo comparados com as respectivas solucdes analiticas, quando disponiveis, ou com

solucdes obtidas pelo pacote computacional Ansys.
L1 Introdugio

Uma grande parte dos processos de transporte convectivo-difusivo em meio fluido ocorre
em situagdes onde o dominio fisico néo tem uma geometria regular. Alguns exemplos priticos deste
tipo de configuragdo podem ser encontrados nos escoamentos em trocadores de calor, em turbinas,
perfis aerodinimicos, em canais com geometrias irregulares, ao redor de componentes eletronicos e

ndmeras outras aphcacdes.



Devido 2 esta grande variedade de casos onde 0s processos fisicos ocorrem em geometrias
irregulares, os métodos numéricos aplicados 2 solucdes das equacdes diferenciais nestas condicbes

tem-se desenvolvido de forma expressiva nos Gltimos anos.

Para simulacio de escoamento utilizando uma formulacio em coordenadas cartesianas, Os
métodos de diferencas finitas ¢ de volumes finitos que hé tempos tem sido aplicados para o
tratamento das equagdes de Navier-Stokes, tem sido utilizados com sucesso em inlimeros casos
desde as suas primeiras implementagdes. Para a simulacio de escoamento em dominios irregulares,
algumas aproximagSes foram desenvolvidas para um tratamento especial das fronteiras curvas. A
dertvagio de expressdes especiais de interpolagio € a construgio de malhas diferenciadas como sio
apresentadas por Morton e Mayers (1994), sdo alguns destes artificios utilizados para a solugdo de
problemas quando o dominio apresenta uma geometria irregular e ¢ utilizada uma malha regular em

coordenadas cartesianas ou cilindricas.

Patankar (1980} apresenta uma alternativa relativamente simples para este tratamento especial
em fronteiras curvas, para o método dos volumes finitos, onde é gerada uma malha que envolve todo
o dominio tratado e as regiGes formadas pelas fronteiras curvas e o excedente da matha sio tratadas
de forma distintas. Entdo a malha que serd considerada para o dominio fisico serd formada por
regiGes ativas e inativas, sendo que as fronteiras fisicas do problema serdio representadas pelas
interfaces formadas pelas duas regides existentes na matha. £ equivalente a representar como uma
regidio sdlida aquela regifio fora do dominio do escoamento do fluido. Algumas desvantagens deste
metodo sdo: primeiro, que ele néo utiliza eficientemente a memébria computacional, sendo necessério
guardar informagdes para aquelas regides inativas; segundo, se a fronteira fisica nfio coincidir com as
fronteiras dos volumes, esta serd representada por uma linha em degraus, o que faz necessirio um
refinamento mais acentuado nas regides proximas s fronteiras. Esta alternativa iatroduziu um

inconveniente a mais no problema, que foi o desperdicio de meméda e tempo computacionais.

Para evitar situagbes desta natureza, os trés caminhos mais comuns 2 serem tomados s30: nos
métodos das diferencas finitas e dos volumes finitos seria o desenvolvimento de outras alternativas
para que problemas de fronteiras curvas fossem contornados como por exemplo, a solucio das

equagbes em coordenadas generalizadas ou em mathas nfio estruturadas; ou a utilizacio do método



dos elementos finitos cuja formulagdo traz um grande atrativo que € tratar geometrias irregulares

mats facilmente.

O método dos elementos finitos primeiramente foi bastante utilizado para resolver
problemas de clasticidade, e a sua extensdioc para o campo do escoamento dos fluidos trouse a
facthdade de tratamento das fronteiras irregulares. As primeiras formulacdes do método dos
elementos finitos representavam bem os problemas lineares, casos mais comuns encontrados em
elasticidade. Ja para os casos ndo lineares como as equagdes de Navier-Stokes, o método nio se

comportava tio bem, principalmente quando os termos convectivos eram predominantes.

Numericamente pode-se encontrar alguma correspondéncia entre 0s métodos dos elementos
finitos, volumes finitos ¢ diferengas finitas. Pode-se verificar que os elementos lineares resultam em
um sistema correspondente ao obtido quando é utilizado o esquema Central em volumes finitos,
como detalhado por Idelshohn e Ofiate (1994). Para o caso bidimensional, quando utilizados os
elementos triangulares com iterpolagio linear, surgem problemas relacionados 2 estabilidade
numénca do método para altos nimeros de Reynods do mesmo modo que para o esquema Central

em volumes finitos.

Para resolver este problema de instabilidade numérica, varas alternativas tém sido
apresentadas tais como 2s propostas de Ramadhyani (1979) que desenvolveu fungdes de interpolacio
mais estiveis para elementos quadrilaterais, Baliga e Patankar (1980) que propuseram um método em
que no lugar da interpolagdo linear para o elemento tnangular, eram empregadas interpolages de
base exponencial nas diregbes das velocidades médias do escoamento e interpolagdes lineares nas
direcBes normais. Um resumo de vinas fungBes de interpolagio para varios outros tipos de
elementos pode ser encontrado em Reddy (1993). Atualmente tém-se varias alternativas de escolha
de elementos mais estaveis numericamente como o SUPG apresentado por Brooks e Hughes (1982),
PG e GLS apresentado por Idelsohn ef 4/ (1996), que sdo utilizados em casos de escoamento com

altos nimeros de Reynolds.

No método dos volumes finitos também sdo encontradas dificuldades semelhantes as
encontradas no método das diferencas finitas no que se diz respeito a geometrias irregulares. De

todas as alternativas propostas para evitar problemas com geometrias irregulares, a que tem se



desenvolvido com destaque nos timos anos é o uso de coordenadas generalizadas, onde um outro
sistema de coordenadas é gerado e as equacdes govemantes sio resolvidas em um plano
transformado regular. Dentre virias caracteristicas deste método de solucdo, uma das atraentes
vantagens € que todas as fronteiras do dominio serio formadas por fronteiras de volumes de
controles alinhados, ou seja, as fronteiras do dominio serfio coincidentes com as fronteiras dos
volumes. Este é um método bastante promissor e atualmente a grande matoria dos pacotes

comerciais baseados na formulagiio de volumes finitos traz incorporada esta opgio.

A solugio em coordenadas generalizadas requer que sejam realizados alguns procedimentos
preliminares para 2 solucio da equacgiio diferencial. Primeiro é necessirio que seja feita a
transformacio da equagfio diferencial para o sistema de coordenadas generalizadas, e depois a
transformagdo do método numérico e a construgio da malha Em coordenadas generalizadas sio
utilizadas as malhas estruturadas, pela correspondéncia entre os planos fisico e transformado. Para
geragio numérica de mathas estruturadas virios métodos podem ser utilizados, dentre eles estio o de
geragio algebrica através de polindmios de interpolagio e os de geracio parabdlica, hiperbolica e
eliptica apresentadas por Thompson ef o/ (1985).

Dentro do método de solugio por coordenadas generalizadas, ha vérios caminhos a serem
tomados para definir um conjunto de operagdes necessarias A solugio numérica. No caso da solucio
das equacdes de Navier-Stokes, as escolhas entre malhas ortogonas € ndo ortogonais, entre os
esquemas de malha deslocada e colocalizada, entre a representagio das componentes de velocidades
covanantes e contravariantes, entre 0S vitios algoritmos de acoplamento velocidade-pressio, entre os
varios métodos de solugdo do sistema de equacbes para correcio da pressdo, sdo escolhas

importantes a serem feitas para o processo de cilculo.

Virios autores tém realizado estudos para avaliar detalhadamente de quanto a ortogonalidade
da malha pode mnfluenciar os resultados finais. Xu e Zhang (1998) e (1999) avaliaram os efeitos da
nfo ortogonalidade da malha nos resultados para malhas colocalizadas, além de apresentarem uma
comparagio entre vanos algoritmos para acoplamento velocidade-pressdo. Referente a
ortogonalidade da malha utilizada, é preferido pela maioria dos autores a utilizacio da malha ndo
ortogonal devido a maior facillidade de construgio e adaptagio as irregularidades do dominio.
Comparagdes entre os algoritmos SIMPLE, SIMPLER e SIMPLEM para o acoplamento velocidade-



pressdo utilizando malhas colocalizadas também sio apresentados por Acharya e Moukalled (1989),
concluiram que o algoritmo SIMPLEM apesar de ter uma convergéncia mais lenta ndo hé vestigios
de oscilagbes no processo. Yang e o/ (1994) realizaram testes em malhas nfo ortogonais comparando
os métodos de transformagio das equagBes de Navier-Stokes para coordenadas generalizadas e
concluiram que a formulagio fraca em alguns casos leva 2 oscilagdes na solucio numérica. Em
relacio ao armazenamento das vaddveis na malha, Peric e o/ (1988) fizeram comparacSes entre
malhas deslocadas e colocalizadas, ¢ indicaram virias vantagens do uso da malha colocalizada em
relagio a deslocada, prncipalmente em malhas nio ortogonais. Melagen (1992) confirmou esta
afirmacio apresentando os resultados obtidos para simulagio de escoamento em geometrias
trregulares, ¢ ainda afirmou que a ndo ortogonalidade pouco afeta 2 qualidade dos resultados. Karki e
Patankar (1988) utihzaram malhas n3o ortogonais e deslocadas para solucdo de escoamentos em
geometrias complexas, ¢ comentaram que 2 escolha pela malha ndo ortogonal se deu pela maior
facihidade de construgio e flexibilidade. Sharatchandra e Rbhode (1994) também utilizando malhas ndo
ortogonais e colocalizadas, fizeram comparagSes entre algoritmos de acoplamento velocidade-
pressio e descrevem algumas vantagens do uso das componentes de velocidade covariantes. Choi ef
4/ (1993) utilizaram mathas ndo ortogonais e colocalizadas para realizar testes comparativos entre o
uso das componentes de velocidades covariantes e contravatiantes, e reportaram que melhores

resultados sfio obtidos se utilizadas as componentes covasniantes.

Entio referente 4 forma de armazenamento das varidveis nos nds da malha parece ser
consenso que o uso das malhas colocalizadas trazem vantagens relacionadas ao armazenamento

computacional e a velocidade de cdlculo dos coeficientes do sistema de equagdes a ser resolvido

E importante ressaltar que em grande parte dos trabathos apresentados onde sdo utilizadas
malhas colocalizadas, € também utilizada a chamada Interpolagio de Momento para as velocidades
na equagio da continuidade, com o objetivo de evitar o campo altemado de pressio e velocidades.
Detalhes referentes 20 método de interpolagio de momento podem ser encontrados em Rhie e
Chow (1983). Autores como Majumdar (1988) utilizam este tipo de interpolacio e apresentam
algumas modificagbes do método original.



1.2 Contribuigio da presente tese

O esquema UNIFAES de discretizagio, j4 anteriormente avaliado por Vilela e Figueiredo
(2000), Figueiredo e Llagostera (1999), apresentou resultados promissores na sua aplicacio para
solucio de diversos problemas de transporte convectivo-difusivo em meio fluido, quando
comparados com as solugdes analiticas se disponiveis e também com os resultados obtidos por

outros esquemas nUMENCos.

Como o campo de aplicagbes envolvendo problemas de escoamento de fluidos é bastante
amplo, as avaliacbes de um novo esquema nos mais diversos tipos de problemas revelario o seu
comportamento numérico e com estes dados disponiveis poderio ser feitas avaliacdes mais
completas tornando-o cada vez mais confidvel se tais resultados forem considerados bons ou mesmo
apresentando suas limitagdes. O esquema UNIFAES vem justamente percorrendo este caminho, de
apresentar-s¢ com bom desempenho quanto 4 acuidade e estabilidade nos mais diversos tipos de
problemas até entdo avaliados, e por esta razio toma-se evidente a sua aplicacdo a casos ainda nio

avaliados onde justamente hd maiores dificuldades de se obterem solucfes numéricas.

A presente tese tem como objetivo apresentar novas avaliagbes numéricas realizadas
considerando casos lineares e ndo lineares, em coordenadas generalizadas com malhas regulares e
principalmente com malhas nio regulares, ampliando assim o campo de aplicacdes do esquema de
discretizagio UNIFAES aplicado ao método dos volumes finitos nas equacdes de transporte
convectivo-difusivo em meio fluido e nas equagdes de Navier-Stokes para o caso bidimensional.
Como produtos finais deste trabalho, sio apresentadas curvas que descrevem o comportamento do

esquema estudado € uma ampla discussio sobre os resultados obtidos.



Capitulo 2
Método dos volumes finitos

2.1 Generalidades

O método dos volumes finitos, que é baseado na integragio da equagdo diferencial em um
volume de controle tem como objetivo, expressd-la de forma numérica e discreta. Uma breve

apresentagio deste método sera descrita a seguir.

Consideremos 2 equacio de transporte convectivo-difusivo em coordenadas cartestanas para

o caso bidimensional em regime permanente na forma divergente ou conservativa:

m(pucﬁ) ,.,._( ¢)- ( zf]—-g;-[F%)mS @.1)

Aplicando a regra da derivac;ﬁo do produto, temos:

"-—(pu¢) pu +¢ (pu) (2.23)

—(pvcé) P"g ¢— ( ) (2.2b)

Considerando a equacio da continuidade:

0 0
a(ﬂu)*' '5y"(PV)=G



entdo a equacio de transporte convectivo-difusivo pode ser escrita também na forma abaixo, que €

denominada de forma convectiva ou nio conservativa :

o, 0P O(.0¢) 8(.04)_
P Ty ax[rax) ay( ay) : ey

A equagdo (2.1) na forma divergente pode ainda ser escrita como:

el
o, 4ol = § 2.4)

ox oy

onde os fluxos convectivos-difusivos sio:

I, mpu;b—r—g—é
- @5

ol
J = -T¥
y =PV

Integrando a equagiio (2.4) no volume de controle apresentado na figura 2.1, empregando o

teorema do divergente podemos expressi-la de forma discreta seguado o método dos volumes

finitos, obtendo:

f‘\m

v
Y

F 3

Ax Ax

Figura 2.1: Volume de controle diferencial bidimensional

(0. 1.)ay + (-7, )Ax = SAxay 26



onde os fluxos considerados constantes na face do volume sio expressos por:

Je = pu¢e —r'%g'
¢ Q2.7
d¢
I = -~T
n = PV, ‘{ayn

assim como para as fronteiras we .

Analisando 2 equagio (2.7), observa-se que os termos desta equagio envolvem valores das
varidveis € suas derivadas nas fronteiras dos volumes de controle considerados, ¢ como na malha
numérica utilizada estes valores ndo sio disponiveis nestas localizagdes mas sim nos nés principas,
deve-se entio aproxima-los por uma cutva interpolante que envolva valotes da prdpria varidvel em
pontos vizinhos da malha, ou seja, nos nds principais. Virios esquemas de discretizagio podem ser
utiizados para avaliar estes valores localizados nas interfaces dos volumes de controle, e alguns dos
esquemas classicos mais conhecidos como o Central, Exponencial e a Montante (Upwind) serfio de
forma resumida aqui apresentados, além de alguns esquemas mais elaborados matematicamente
como o LOADS, QUICK e o UNIFAES.

2.2 Esquemas classicos de interpolagiio

O objetivo agora ¢ a avaliagio adequada dos valores das varidveis nas fronteiras dos volumes

de controle, e virias propostas serdo apresentadas pelos diversos esquemas de discretizacio a seguir.

2.2.1 Esquema Central

O esquema de discretizagio Central é baseado em uma curva mterpolante linear entre os
valores da variavel nos dois nds vizinhos 4 fronteira do volume de controle considerado, como
mostrado na figura 2.2,



v

E
N
Ax

Figura 2.2: Curva de interpolagio para nds vizinhos, esquema Central

Considerando 2 fronteira ¢ localizada no ponto intermediario entre os nés P e E, os termos
da equagio (2.7) serdo aproximados pela curva interpolante Linear envolvendo os pontos P e E nas

seguintes relacHes:

_ (s +65)
o

(r %l = i; (¢E - ¢P) 29

2.8)

As relagbes apresentadas descrevem a formulagio para o esquema Central para a face e
RelagBes semelhantes podem pode ser conseguidas de forma andloga para a face » no caso
unidimensional, que também podem ser estendidas para as faces # e 5 para o caso bidimensional.

Entio a equag@o (2.3) discretizada utilizando o esquema Central ficard na forma:

apbp = arPp + gy +aydy +agds +8 (2.10)

onde 4 s sdo coeficientes, que nos casos dos nés E e W ficam como:

10



a{ﬁ‘f] e @11

T, 2,
Ax
T, o,

2.2.2 Esquema a Montante (Upwind)

No esquema a Montante (Upwind) a curva interpolante j4 é considerada constante, e seu

valor € dependente do sentido do termo pu na seguinte relagio, considerando para a face &

A

s
R O
P R o0

Y

h 4

Ax

Figura 2.3: Curva de interpolagio para nds vizinhos, esquema a Montante

Se pue>0 entio ¢e = ¢P
Se P"e<0 entdo ¢e = ¢E

Expressdes anilogas também sio empregadas para as faces # do volume de controle no caso
unidimensional, e também para as faces # e 5 para o caso bidimensional. Os termos que envolvem
valores de derivada nas interfaces, normalmente sdo avaliados segundo o esquema Central, como
mostrado anteriormente. Uma expressdo correspondente a (2.10) também ¢ encontrada, onde os

coeficientes para 0s casos dos nés E e W sdo da forma:

11



a{%"-} =14 LAY para  pu {0 212)

e re
a {—?—xj =1 para  pu,)0 2.13)
Ax
ay [%?—) =1+ pz;:; para  pu, )0
aw[ﬂ]zl paa  pu, 0
L,
2.2.3 Esquema Exponencial

No esquema Exponencial, é considerada uma curva interpolante resultante da solugio
analitica da equagdo diferencial unidimensional.

2
@ _rd'd_,
dx dx

2.14)

Considerando um dominio limitado em 0 < x < L e com condicBes de contorno definidas:

Em x=0 temos ¢ = ¢,

Em x=L  temos ¢ =¢,

a solugio geral da equagiio (2.14) pode ser encontrada analiticamente como:

fncd
$p=C +Cee™ (2.15)
A solugio geral pode ser utilizada para encontrarmos a soluciio particular vilida para o dominio:

(@-¢,) _exp(Pex/L)-1
(¢L “¢o) exP(P e)""l

2.16)

onde: Pe = ~—
r

12
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P ¢ E x

e g

L=Ax
Figura 2.4: Curvas de interpolagio para nds vizinhos, esquema Exponencial

Se considerando que a face ¢ esteja no ponto intermedidrio entre os nés P e E, a expressio

(2.16) pode ser sumplificada. Ja que temos que:

L
=Ll
2
entio:
@5 — 45 {CXP[&) - 1:}
4 = A @17
¢ [exp(Pe)-1] ? '

Desta forma uma expressdo correspondente a (2.10) para o esquema Exponencial serd

encontrada com os seguintes coeficientes, pata os casos dos nds E e W.

a| X =p”fo( ! 2.18)
E(TBJ T, texp{pz;eﬂtx}_l

a Kp[puw J

W(F) p(puw ]

w
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2.2.4 Esquema Hibrido

O esquema Hibrido deseavolvido por Spalding (1972), também apresentado em Patankar
(1980), é um esquema que se aproxima numericamente o esquema Exponencial previamente
apresentado, por representar a curva de variagio dos coeficientes 4's com o valor de Peclet da
equagio diferencial discretizada por uma curva formada por trés segmentos de retas. A aproximacio

feita pelo esquema Hibrido é definida da seguinte forma:

Para Pe (-2 DE =—Pe, o= 0 (2.192)
Paca ~2< Pe <2 %y Fe Gyl (2.19b)
D, 2 D, 2
Para Pe)2 %‘?- =0 %’l = Pe, 2.199)
onde: D= -E—
Ax

2.2.5 Esquema Lei de Poténcia (Power-Law)

O esquema Lei de Poténcia (Power-Law) assim como o esquema Hibrido, aproxima o
esquema Exponencial. Uma detalhada apresentacio deste esquema pode ser encontrada em Patankar
(1979), mas resumidamente as expressdes para a aproximacio da curva de vanagio dos coeficientes

2’s em func¢do do valor de Peclet sio.

Para Pe (~10 =-P 7 ~g 2.20

ara Pe { D, e, D, (2.202)

Para —10 < Pe(0 ZE =(1+0.1Pe, )} - Pe, %ﬁ"’- =(1+0.1Pe, )’ (2.20b)

Para 0 < Pe(10 %‘f_ =(1-0.1P¢, )’ -‘5’5"’— =(1-0.1Pe,) +Pe, (220¢)

Para Pe 210 % -0 % = Pe 2.20d)
- D, D, " |

14



2.3 Esquema QUICK

Em vista a contornar as dificuldades apresentadas pelos esquemas classicos quando aplicados
a problemas de alta convectividade, foi apresentado por Leonard (1979} um esquema de interpolagio
de mats alta ordem, 0 QUICK, que utiliza uma curva interpolante parabdlica envolvendo trés nds da
malha préximos 2 mterface em questio, ¢ suas disposicdes estio definidas segundo o fluxo que

atravessa esta interface.

Considerando 2 face ¢ do volume de controle unidimensional que esti no ponto médio entre

os n6s P e E temos que pelo esquema QUICK:

Para u,)0 P, = %( g +¢E)“'§'(¢W _2¢P +¢E) 2.21a)
4. =4

Para #,(0 o =38 +8:) - +(Be ~ 205 + 45) (2:21)

h 4

W P © E X

E‘
I‘-

Ax
Figura 2.5: Curva de interpolagio para nés vizinhos, esquema QUICK

15



ExpressOes para as faces #, # € 5 sdo apresentadas no Anexo A, e substituindo-as na equacio

(2.7) e (2.6) encontramos a forma discretizada onde os coeficientes serdo determinados em funcio da

expressio utilizada para a interpolagio. Para o caso de #,)0 e )0 teremos:

Ax 3{ pu,Ax

il P Bl W s i 2.22
“""(r) 8( r ] R
2.4 Esquema LLOADS

O esquema Exponencial previamente apresentado, ao longo dos anos se mostrou um
esquema numericamente estivel e com boa acuidade quando utilizado em vérios problemas onde os
esquemas Central ¢ 2 Montante (Upwind) ndo se comportavam muito bem, apresentando
dificuldades de convergéncia e neste sentido com resultados nio satisfatérios. A partir dai, uma linha
de esquemas os quais estdo baseados no Exponencial orginal, vem surgindo a0 longo do tempo, e
um destes esquemas que foi utilizado como comparagio para os resultados obtidos é o esquema
LOADS de Wong e Raithby (1979). A idéia principal é utilizar a equagiio diferencial de transporte

convectivo-difusivo como uma aproximacio para a interpolacio.

Como esquema de base exponencial, a equagio unidimensional geratriz da funcio de

mterpolagio é escrita como:

(2.23)

Pode-se encontrar analiticamente a solugfo exata geral da equagio (2.23), em um dominio limitado

por 0 <x< L como:

pux
= C C il 2.24
¢=C +C,x+C,e L ] (2.24)

onde a constante C, € dada por:

C,=—* (2.25)
pu
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Figura 2.6: Esquema unidimensional do volume de controle

Com referéncia o nd P, teremos que para um noé situado na face ¢ do volume de controle, 2

solugo analitica pode ser escrita como:

¢, =C, +C2§x§-—+€3 exl{Pe A; ) (2.26)

onde por simplificagdo chamaremos:

p, = P
T

Derivando a expressio (2.24) em relacio a x, temos:

d PAx*
df =C, +C,P, ex;{ 2 J (2.27)

€

entio o fluxo convectivo-difusivo na fronteira ¢ da célula, fica:

I, = pu,C, +c2[P¢‘;x —1} 2.28)

Assumindo que £, e C, possam ser calculados em cada célula, o perfil interpolante pode ser

ajustado aos nos Pe E:

gp =C, +GC; (2.29)
b — Cox™ =C, +C, explP.Ax") 230)

17



entio encontramos;

- _ ¢E — ¢P CzAx+
=0 explP.Ax )1 expl2Ax* )1 @3

Cs =¢P _Ci

e o fluxo fica:

brofe  FAC el L1 1 232)
Ax*  explPAx*)-1 explP.Ax*)-1 PAx® 2

Je = pue¢P +

Tem-se que agora determinar o valor de & para completar a aproximacic considerada.

Tomanco a equagio (2.1) na forma conservativa, podemos representa-la como:

O ug-198) ek =52 g 108
5;[91446 r ax) k.=S ay[pvsé r 6yJ 2.33)

Agora o termo fonte £, € considerado na equagio e este poders representar todos os termos
fontes das equagbes diferenciais empregadas para solucio, como por exemplo das equaches de
Navier-Stokes. O lado direito da equagio incluindo os termos de fluxo entre paréateses sio

calculados segundo a expressio considerando o volume de controle representado na figura 2.7.

;

¥
|

»
- E

Ax Ax
Figura 2.7: Volume de controle para esquema LOADS

F 3
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ke E(Sﬁ +S;+1J)+(Jn“‘]5)+(Jne“JSE) (2.34)

2 2

Com 2 adigdo do termo fonte, a curva de interpolagio estard mais proxima de representar

corretamente o perfil da variavel no intervalo do volume de controle.
2.5 Esquema UNIFAES

O esquema de discretizagdo UNIFAES, idealizado e desenvolvido por Figueiredo (1997),
traz em sua formulagdo onginal uma nova alternativa para o cilculo dos termos fonte da equacgio
geratriz de base exponencial, equacio (2.14). Esta nova alternativa trouxe ao método algumas
caracteristicas interessantes quanto a estabilidade numérca, simplicidade de implementagio e
acuidade nos resultados. Os resultados dos testes ja realizados anteriormente para o caso de
transporte convectivo-difusivo em escoamento paralelo apresentado por Figueiredo (1997), para
solugio do problema de Smith and Hutton e o caso de convecgio natural em cavidade porosa
apresentados por Figueiredo e Llagostera (1999), para o caso de convecgdo mista em meio poroso
com cavidade apresentados por Liagostera e Figueiredo (2000), e o caso de transporte convectivo-
difusivo em escoamento paralelo, escoamento rotacional de fluido como sélido, escoamento em
canto € escoamento em canto com perfil de entrada parabdlico apresentados por Vilela e Figueiredo

(2000}, mostram estas caractenisticas numéricas mencionadas em relagio ao esquema UNIFAES.

Como esquema de base exponencial, os procedimentos matematicos iniciais serdo
semelhantes aos 4 apresentados para o esquema LOADS. Ajustando 2 curva interpolante, equacio

(2.24) aos trés nds vizinhos W, P, E segundo a figura (2.6), teremos:

by =C, ~CyAx™ +C, exp[w p”—?x—] (2.35)
g =C,+C; (2.36)
#r =C, +C,Ax" +Cjex pulz}x } (3.37)
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¢ resolvendo o sistema formado pelas equagdes (2.35), (2.36) e (2.37) para encontrar C, e

substituindo na expressio (2.25), obteremos:

k, = (¢P ~ P )I_F +(¢P ~ &y )H— = pPup “"fg'“ %g" (2.38)

el T R

H— - . puP [exp(-p+ )——1] . 2.40
Ax*{exp(— p“)m IJ+ Ax”[exp(p*)* 1] @49

onde:

Pi = pu, Ax* (2.41)

No esquema UNIFAES, os valores de £,, etc, sdo obtidos generalizando o desenvolvimento
algebrico de Allen e Southwell para malhas irregulares. No caso particular de espagamento regular, as
expressoes 2.38, 2.39 e 2.40 reduzem-se 4s encontradas por Allen e Southwell (1955) para malhas
regulares. O esquema UNIFAES utiliza estas expressbes para determinar numericamente os valores

dos termos fonte £ das expressdes de interpolagio requeridas para a formulagiio por volumes finitos.
k= 05{(k" + ki) (242)

Nota-se que a expressdo para £, , equacio (2.38), envolve valores da varidvel @ em trés nos
vizinhos, W, P ¢ E. Com isto para calcular o valor de £, s30 necessarios os valores de ky e kp,epor
sua vez para encontrar k; s30 necessarios valores de ¢ em WW, W e P. No caso de nds Proximos as

fronteiras do dominio, verifica-se que o 016 WW estaria fora do dominio, mmpossibilitando assim o
cilculo de &, Entio para casos semelhantes a este, foi utilizada uma extrapolagio linear
considerando os valores de &, para dois n6s vizinhos e adjacentes que estejam dentro do dominio
para estimar o valor de £, na fronteira do volume de controle adjacente i fronteira do dominio. A

molécula computacional necessiria 20 esquema UNIFAES est representada na figura 2.8.
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Figura 2.8: Molécula computacional para esquema UNIFAES

2.6 Esquema UNIFAES para coordenadas generalizadas

De forma semelhante 2o desenvolvimento do esquema UNIFAES para coordenadas
cartesianas, serid apresentado a seguir o seu desenvolvimento para o sistema de coordenadas
generalizadas bidimensional. Considerando as equagbes geratrizes das fungdes de interpolagio

transformadas para coordenadas generalizadas unidimensionais em cada direcio de coordenada

COMmo:
d d (gl d¢
gg(pusé) 5[ ¥ d&g] ke (2.432)

(pv ¢)- *(W ﬁj =k, (2.43b)

dn
onde definimos:
Pe, = Jp (2.44a)
anl’
Pe, =2 (2.44b)
gnl
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Aplicando os mesmos métodos analiticos utilizados para a solugdo analitica em coordenadas
cartesianas, e considerando a disposicio dos nés como na figura 2.9 no plano transformado, agora a

solugdo analitica geral e suas derivadas em coordenadas generalizadas aplicadas em todas as faces do

volume de controle s3o dadas por:

NW N NE
W E
A1 ws s SE

48

Figura 2.9: Volume de controle elementar no plano transformado

Para a face &

JAE Pe A&
b= Ci+Ci 545 exz{ ; J
2.45
a . Pe AL &)
dge:C2+C3Pee¢exp >
Para a face »~
Y . AE Y Pe Aé
¢, =C"+C] "5_'*"(:3 CXP[“_EQ““‘
(2.46)
d¢ w w Pengé':
e, =C) +C; Pewge)@[ 3

onde as constantes sio dadas da forma:

Paraaface

Cf =¢; (— X, )"{" Pp (1 +a,, )’*’ B.:

k.

= @47)
Pe,,

C=¢ (ae§ )+ ?» (" a,: )“‘ B.:

G




Analogamente para as outras faces:

Para a face »:
C = ¢W(1'§'aw§)+¢P(“awg)+ﬂwg

ke
Pe,, (2.48)

C3 = ¢W ('- awé )+ ¢P (awé )'"' ﬂwg

cr =

onde:
= ! kA
e = [eXP(Pee;Ag)—IJ B = Zlexp(Pe A 5) j (2.49)
- 1 k, A&
e ™ [exp(Peng}— 1] P = (2.50)

? [exp(Pe,, §A§) _I

Expresstes anilogas podem ser encontradas para as demais faces do volume de controle.
Seguindo procedimentos semelhantes aos apresentados no desenvolvimento para coordenadas

cartesianas, encontramos as expressdes para cilculo dos termos fonte para coordenadas

generalizadas.

Para a direcio &

ke =(¢» — o) A g([ifji‘f}) 1] +(8r —r) = ;ﬁiﬁg) 1 (2.51)
Para a direcio 77

k, = (8, —¢x) (f(pi,,} 1r-(aﬁp 9s) ({]:_ieiz) ] 2.52)

E importante lembrar que os valores de £ encontrados pelas expressdes apresentadas sdo
validos para os pontos P do volume de controle em questio e, por isso, para obter 0 valor em uma
das interfaces do volume é necessario fazer uma interpolacio entre os valores vizinhos, como no

caso para coordenadas retangulares.



2.7 Comentdrios

Todos 0s esquemas de discretizagio numérica para avaliacio das varidveis localizadas nas
interfaces dos volumes de controle, tentam aproximar o comportamento da equacdo no intervalo
discreto por uma curva de caracteristicas conhecidas. Os resultados obtidos através do método dos
volumes finitos sofrem grande influéncia com o tipo de interpolacio utilizada para avaliagdo dos
valores nas interfaces, € esta € a razdo que movimenta vérias pesquisas na 4rea, a de desenvolver um
esquema de discretizacdo que melhor possa expressar numericamente o comportamento da equacio

para aquele tervalo discreto.

Nessa tentativa de encontrar uma panaces’ numérica para todos os problemas possiveis, virios
outros esquemas também foram desenvolvidos além daqueles ja apresentados. Além dos ja
apresentados ainda temos alguns como o esquema SOU apresentado por Shyy (1985), o esquema SU
apresentado por Hassan (1983), como também diferentes formulacdes do esquema QUICK,
ongnalmente desenvolvido por Leonard (1979), apresentadas por Hayase (1992) e por Leonard e
Mokitan (1990) e os esquemas SUDS, WUDS e derivados, comentados por Maliska (1995).
Trabalhos desenvolvidos por virios autores, incluindo os anteriormente mencionados, apresentam
resultados do comportamento numérico de cada um dos esquemas para virios casos especificos. A

grande variedade de testes realizados ¢ importante para a avaliagdo final do esquema.

Temos entdo duas lichas de metodologia para que possamos enquadrar os esquemas de
discretizagio: os de base algébrica, dentre os quais estio o Central, a Montante, WUDS, QUICK e
seus derivados, e os de base exponencial, dentre os quais estio o Exponencial, Hibrido, Lei de
Poténcia, LOADS e o UNIFAES.

Leonard (1995), idealizador do esquema QUICK, recomenda em seu trabatho a preferéncia
pelo uso dos esquemas de base algébrica de alta ordem 20 uso dos esquemas de base exponencial,
pelo fato de que a difusdo numérica observada nos esquemas de base exponendial, pode ser em
muitos casos maiores do que a difusdo fisica do problema. S3o listadas por Leonard algumas

condices principais para que 0s esquemas de base exponencial tenham um resultado aceitével, entre
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elas estdo: condigbes de escoamento desenvolvido, escoamento quase unidimensional, coeficientes
constantes e escoamento livre de termos fontes, ¢ que sendo alguma destas condicdes violadas,

podem ser obtidos resultados n3o realistas ou até mesmo a divergéncia na solucio numérica.

E importante ressaltar que os esquemas de base exponencial ¢ assemethados observados por
Leonard, foram o Exponencial simples, o Hibrido e o Lei de Poténcia, nio sendo incluido nos testes
nenhum esquema mais elaborado como o LOADS, j4 existente em 1995. Um dos testes realizados
por Leonard, o problema de Smith-Hutton, do qual foram apresentados resultados que realmente
demonstraram 2 difusividade numérca dos esquemas de base exponencial estudados por ele,
também foi realizado por Figueiredo e Llagostera (1999), utilizando os esquemas LOADS e
UNIFAES que também sio de base exponencial, e comparando os resultados obtidos observou-se
uma grande diferenca de comportamento dos esquemas. Em problemas mais complexos como
escoamento em cavidade inclinada e escoamento em canal divergente gradual, apresentados neste
trabalho, ou mesmo no caso de transporte convectivo-difusivo em escoamento paralelo, onde
também pode ser observado o problema de difusio numérica, os esquemas de base exponencial mais
elaborados apresentam 6timos resultados mesmo quando comparados com os obtidos pelo esquema

QUICK, que sdo resultados bem distintos dos obtidos pelo esquema Exponencial simples.

! Planta imaginaria que supostamente curaria todos os males do homem.
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Capitulo 3

Desenvolvimento matematico e numérico

Os tratamentos matemético ¢ numérico das equagdes de transporte convectivo-difusivo, da
continuidade e de Navier-Stokes serfio descritos neste capitulo. Entretanto, antes de iniciar a
apresentacio dos tratamentos propriamente ditos, ¢ adequado que se facam consideracdes

importantes para o desenvolvimento,

3.1 Arranjo da célula computacional.

Nas solucbes das equagdes diferenciais utilizando-se métodos numéricos tais como
diferencas finitas, volumes finitos ou elementos finitos, é importante que seja bem definida a
distribuigiio dos nds que representario discretamente o dominio fisico, pois nestas localidades serfo
calculadas as vatidveis desejadas. Dentre vatios pontos mnportantes que devemn ser observados para
que sejam obtidos bons resultados nas solugdes numéricas, um deles é a distribuigio da malha
utilizada. Sempre que possivel é interessante ter uma maior concentragio local de nds, ou mesmo a
utilizacio de elementos/volumes de maior grau de interpolacio, em regides onde hi maiores

gradientes da vanivel que estd sendo aproximada, porque assim serfio minimizados os erros locais.

No caso da solugio das equagles de Navier-Stokes é também relevante a localizacio de
armazenatoento das nformagdes relacionadas 3s componentes da velocidade e pressio na célula
computacional. Trés alternativas para localizacio das varidveis na célula computacional para
aproximagio das equacbes de Navier-Stokes sio apresentadas por Preyet e Taylor (1983) conforme
as figuras 3.1 (a), (b) e (¢). Dentre estas, duas das formas de armazenamento das varidveis na célula
computacional mais utilizadas no método dos volumes finitos s30 o arranjo com malha deslocada

tipo MAC e o arranjo com malha colocalizada,
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©
Figura 3.1: Esquema dos diferentes arranjos de malha

Observando os esquemas apresentados nas figuras 3.1 (a), (b) e (c), nota-se que as diferencas
entre as formas de atmazenamento estd na posi¢io relativa em que si0 armazenadas as varidveis no
volume. No arranjo (z) temos que as componentes # da velocidade estdo localizadas nas faces ee »
do volume de controle da pressio em destaque, as componentes » estio localizadas nas faces z ¢ s
deste volume e as vaniveis escalares eventualmente presentes estio localizadas no centro do volume
de controle junto a pressdo. No arranjo (b) tetnos que as componentes # e » estio localizadas nos
vértices do volume de controle ¢ 2 pressio ou outras vatidveis estio localizadas no centro do volume
de controle. No arranjo (c) temos que todas as variaveis, tanto velocidades como pressio e outras

varidveis consideradas, estido localizadas no centro do volume de controle.

Cada um dos arranjos computacionais tem suas vantagens e desvantagens. O arranjo de
malha que ¢ bastante utilizado e que hoje divide espago com o arranjo colocalizado € o tipo MAC,
apresentado por Harlow e Welsh (1965), e que foi grandemente difundido por Patankar (1980), por
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evitar o aparecimento de um campo alternado de pressio (checkboard’) que pode ocorrer quando se

usa a malha ndo deslocada na solugfio das equagdes de Navier-Stokes.

O problema do campo de pressio alternada ocorre pelo fato de que na matha colocalizada a
expressio para representar a derivada de pressio no nd envolve valores de pressio em nds
alternados, ndo consecutivos, ¢ da mesma forma situacio semelhante pode ocorrer na equagio da
continwidade com as componentes da velocidade. Entio temos que se utiizarmos uma matha
colocalizada para 2 solucio das equagdes de Navier-Stokes corremos o risco de obter como solucdo
um campo de pressdo alternada fisicamente incorreto, mas que ainda pode estar satisfazendo
numencamente as equagdes do momento. Uma alternativa para remediar o problema do campo
alternado de pressdo quando ¢ utilizada malha colocalizada na solugio das equagbes de Navier-
Stokes foi apresentada por Rhie ¢ Chow (1983), que desenvolveu um método para mnterpolacio das
componentes da velocidade nas fronteiras dos volumes de controle envolvendo valores da pressio
em nds vizinhos. Este método foi denominado de Interpolagdo de Momento para a avaliacio das
componentes da velocidade nas faces do volume de controle. Com isto foi conseguido introduzir nas

equagses discretizadas para # e », uma conexdo entre nés vizinhos 10 que se diz IESPELLO A Pressio.

Comparando os arranjos deslocado tipo MAC e colocalizado, Peric ¢f af (1988), Melaaen

(1992) e Date (1998) entre outros, destacam algumas das mais atcaentes vantagens do uso da malha

colocalizada em rela¢do 4 malha deslocada.

v Todas as varidveis sio localizadas nos mesmos nds.

v’ Hi apenas um conjunto de volumes de controle. Nio existem mais volumes diferentes para
componentes de velocidades, pressio e varidveis dependentes.

v" A contribuigio convectiva para os coeficientes nas equagOes discretizadas € 2 mesma para todas
as variaveis.

v' Para geometrias complexas componentes cartesianas de velocidade podem ser usados em
conjun¢io com coordenadas ndo ortogonais.

¥" O uso da malha ndo deslocada diminui o tempo necessario para calcular coeficientes e fatores de
interpolagio geométricas, reduzindo assim o tempo global de calculo.

v" Maior facilidade geométrica

! Faz-se referéncia ao tabuleiro de xadrez por apresentar casas anexas com cores alternadas
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Resultados obtidos por Peric e a/ (1988), Melasen (1992) demonstraram que, quando
convergidas, as solugBes obtidas utilizando malhas deslocadas e colocalizadas nio apresentam

diferencas qualitativas significativas nos resultados finais.

3.2 oritmo para acoplamento velocidade-pressio
p P p

Nas equagGes de Navier-Stokes estdo relacionadas as componentes de velocidade e a pressio,
sendo estas interligadas e dependentes uma da outra, ou seja, para a soluciio numérica do campo de
escoamento € necessirio que se obtenha também o campo de pressio e vice-versa. Duas sdo as
alternativas mais utilizadas para a solugdo do sistema de equagdes. A primeira consiste na montagem
e solugio de um 1nico sistema de equagdes que contenha todas as informacdes para os campos de
velocidades e pressdo, e com a solugho do sistema sdo obtidos os valores das componentes de
ambos, ¢ a outra alternativa € 2 solugdo segregada de dois sistemas de equagdes, sendo um para as
componentes da velocidade e outro para a pressio, que s3o resolvidos separadamente, mas
obedecendo um critério de acoplamento para que sejam satisfeitas as equagdes governantes. A
primeira alternativa ¢ bastante utilizada quando se trabalha com o método dos elementos finitos,
Taylor € Hughes (1981), € a segunda alternativa é bastante utilizada no método dos volumes finitos,
apesar de que hoje alguns pacotes comerciais baseados no método do elementos finitos utilizam este

segundo método de solugio.

Inicialmente temos o trabatho de Hadow e Welsh, que partindo das equagdes discretizadas
da quantidade de movimento e da continuidade na malha deslocada, obtiveram numericamente uma
equagio da pressdo, correspondente a uma equagio de Poisson da pressdo antes j4 conhecida
analiticamente. O método MAC emprega um procedimento temporal explicito para as equacbes da
quantidade de movimento e um procedimento ponto a ponto para a equagio da pressio. A partir
deste concetto, uma familia assemelhada de métodos é constituida pelo SIMPLE e seus derivados.
No método SIMPLE as equagSes governantes sdo obtidas pelo mesmo método de discretizacio, mas
o procedimento de solugiio ¢ distinto. Ele busca alcangar a solugfio segundo procedimentos
implicitos ou semi-implicitos na equagdo da conservacio da quantidade de movimento, alternando

com corregdes nos campos de velocidade e presséio.



Deatro do método dos volumes finitos, ha uma grande variedade de algoritmos que podem
ser escolhidos para realizar o acoplamento velocidade-pressdo. Patankar (1980) apresentou os
algoritmos SIMPLE e SIMPLER, que desde entfio sio bastante utilizados. Varios pesquisadores tém
concentrado esforgos no desenvolvimento de outras formas de acoplamento, na busca de melhores
resultados relativos a velocidade de convergéncia, estabilidade numérica e acuidade. Acharya e
Moukalled (1989} apresentaram o algoritmo SIMPLEM, e comparando os resultados com os obtidos
utilizando os algoritmos SIMPLE e SIMPLER afirmaram que o algoritmo proposto por eles tem um
melhor desempenho em problemas onde sfo utilizadas malhas colocalizadas. Xu e Zhang (1998)
comparatam os algoritmos SIMPLE, SIMPLER e SIMPLEC para a solucdes de problemas
utihizando malthas generalizadas colocalizadas e constataram que utilizando o algoritmo SIMPLEC
ndo h restrigbes na escolha do indice de relaxacio para equagao da pressdo, como ocorrem nos

outros algoritmos.

Resultados semelhantes foram obtidos posteriormente pelos mesmos autores em um novo
trabalho, Xu e Zhang (1999), onde ainda constataram que quanto mais distante geometricamente um
volume de controle da malha estd de um volume de controle retangular regular mais restrita fica a
faixa de valores para o indice de relaxagio da pressio para que seja conseguida a convergéncia. Peric
(1990) também obteve resultados que apontaram para o mesmo sentido indicando uma dependéncia
da convergéncia numérica do algoritmo SIMPLE e seus derivados com a configuragdo geométrica do

volume de controle.

Como o objetivo principal deste trabalho é a avaliacio numérica do esquema de interpolacio
UNIFAES em coordenadas generalizadas e ndo do algoritmo de acoplamento velocidade-pressio,
foi utilizado para todos os calculos apresentados no texto, o algonitmo SIMPLE, pela simplicidade de
sua implementagdo computacional, por ter sido obtida a convergéncia em todos os testes realizados

além do fato de ser ainda bastante utilizado em pacotes computacionais comerciais.

3.3 Coordenadas generalizadas

Em casos priticos nem sempre temos um dominio fisico onde a geometna pode ser

aproximada por uma configuragio mais simples como formas geométricas primitivas, por isso um



grande atrativo 20 uso do método dos elementos finitos ¢ justamente a propriedade de melhor ajuste

dos elementos nas fronteiras do dominio, representando-o com maior fidelidade.

Algumas alternativas tém sido apresentadas para o método dos volumes finitos para
conseguir um ajuste da malha 3s fronteiras do dominio. Como j4 discutido anteriormente, tem-se
uma hnha de deseavolvimento baseada na formulagiio para malhas nio estruturadas e outra para
malhas estruturadas. A utilizagio do método dos volumes finitos em malhas ndo estruturadas tem
sido uma boa altemativa para o tratamento de problemas com geometrias complexas. Como
exemplo temos o trabalho de Taniguchi ¢ Kobayashi (1991) que para solucio de escoamento em
torno de um veiculo utilizaram o método de volumes finitos com malhas nio estruturadas formadas
por clementos triangulares com volumes de controle que podem ser pentagonais ou nio,

configuragio denominada de diagramas de Voronoi, figura 3.2,

.......

Diagrama
de Voronoi

Figura 3.2: Esquema do diagrama de Voronoi

Neste método a integracio serd feita no volume de controle formado, e o balango final dos
fluxos serd o somatdrio de todos os fluxos normais 4s suas faces. A figura 3.2 também representa

esquematicamente o balango de fluxo em um volume de controle tipico.

Qutra alternativa para o tratamento de geometrias complexas € a solugdo das equacbes
governantes em um plano transformado de geometria mais simples. Para isso é necessitio que as

equagbes sejam transformadas matematicamente do sistema cartesiano () para o sistema de

coordenadas generalizadas (£)).
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Dois dos classicos trabalhos relacionados a geracio de malha estruturadas em geometrias
complexas e solucdo das equagdes em um plano transformado sio os trabalhos de Thompson e a/
(1977) e Thames e a/ (1977), onde sido apresentados métodos de geragio de mathas estruturadas em
vérias configuragbes e utilizadas para solucdes de escoamento em tomo de COIPOs com geometrias
complexas e escoamentos em placas planas. Dentre intimeras configuracdes que se pode usar para a
correspondéncia entre os planos fisico e transformado, estio representados na figura 3.3 algumas das

mais usuais.

R §
[7.]
o

© @

Figura 3.3: Correspondéncias entre os planos fisico e transformado

As relacbes de transformagio necessirias para o tratamento das equacdes diferenciais
parciass, além de vanas outras transformacdes basicas estdo apresentadas no Anexo B. No caso de
coordenadas generalizadas para solugio das equagdes diferenciais parciais utilizando mathas do tipo
estruturada, tem-se ainda as configuracbes de malhas ortogonais ou ndo. E preferida por virios
autores a utilizagdo de malhas nio ortogonais pelo fato de sua construcio ser mais simples e por se
adaptar melhor que as ortogonais a geometrias complexas. Thompson et a/ (1985) fazem um
apanhado geral de varios métodos de geracio de malhas estruturadas, entre eles a geracio eliptica,

nterpolagdo matemdtica e malhas auto-adaptativas.
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Entre as malhas nio estruturadas e estruturadas, ha vantagens e desvantagens relacionadas a
cada uma delas. Maliska (1995) recomenda o uso de malhas estruturadas alinhadas as linhas de
corrente do escoamento para que sejam minimizados os erros de aproximacio. Esta recomendacio
deve-se a mfluéncia que alguns esquemas numéricos sofrem com o angulo formado pela coordenada
da malha ¢ a diregdo do escoamento, um fendmeno comumente chamado de difusio numérica. Uma
avaliagio dos esquemas Lei de Poténcia, Hibrido ¢ QUICK em problemas de convecgio pura
conveccdo-difusdo € apresentada por Leonard e Mokhtari (1990) onde também relatam a falsa
difusividade do esquema QUICK original em problemas de alta convectividade e avaliam com

sucesso novas formulacdes.

Ja as mathas nfio estruturadas se adaptam melhor as geometrias com reentrincias e ressaltos
muito complexos. Em geral a construgio de malhas estruturadas demanda maior tempo
computacional que para malhas ndo estruturadas, sendo estas Gltimas mais flexiveis. Um ponto
bastante favoravel ao uso das malhas estruturadas, sendo elas ortogonais ou nio, é que sio formados
volumes de controle mais regulares geometricamente que nas malhas nfo estruturadas, e quanto mais

regular o volume e controle, menores os erros oriundos das transformacbes geométricas.

Para todo procedimento de discretizacio das equagdes e para os testes realizados foi
escothido o tipo de malha estruturada ndo ortogonal, sendo esta gerada automaticamente utilizando-
se o pacote GridGen desenvolvido por Vilela (1996), originalmente para geracio de malhas para
solugdo das equagSes de Navier-Stokes utilizando-se o método dos elementos finitos com elementos
quadrangulares de 8 nos, € posteriormente adaptado para geracdo de volumes quadrangulares de 4

-

nos.

3.4 Base de vetores no plano cartesiano e transformado

Como a velocidade € uma grandeza vetorial, podemos expressi-la de duas maneiras quando é
tratada em coordenadas generalizadas. Hi duas bases de vetores que se pode utilizar nos sistemas de
coordenadas generalizadas nfio ortogonais. S0 eles tangentes as linhas de coordenadas,
componentes covariantes, ou normais as linhas de coordenada, componentes contravariantes. A

figura 3.4 abaixo mostra a disposicio destas duas bases.
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Figura 3.4: Bases covariantes e contravariantes

Na figura 3.4, o sistema de coordenadas cartesianas é representado pelas linhas xy, enquanto
que o sistema de coordenadas generalizadas é representado pelas linhas &£77. A base covariante é

representada pelos vetores eme), € a base contravariante é representada pelos vetores eWe (@,

3.5 Escolha entre transformagio total e parcial das equagdes de Navier-Stokes

Matematicamente as equagdes de Navier-Stokes podem ser transformadas para o sistema de
coordenadas generalizadas aplicando-se duas diferentes aproximacées, denominadas transformacOes
parcial ou total. Na transformagio parcial normalmente as varisveis dependentes das equagSes de
Navier-Stokes para o caso bidimensional sdo as componentes cartesianas da velocidade # ¢ 4, o que
caracteriza uma formulagio forte da transformagdo, ¢ na transformacio total as varidveis
dependentes s30 as componentes transformadas da velocidade, Yang e a/ (1994). A forma parcial fo1
escolhida porque apss 2 transformagdo é obtida uma forma conservativa forte das equacdes e a

transformacio total leva a uma forma conservativa fraca.

Xu (1998) comenta em seu trabalho que hi uma tendéncia em se usar as projecdes das
velocidades covanantes 4s componentes de velocidade contravariantes por dois aspectos: a) as
projegdes das velocidades covariantes se alinham com as coordenadas curvilineas; b) os termos de
derivada cruzada de pressio desaparecem nas equagdes de Navier-Stokes. Uma vantagem no uso das
velocidades contravatiantes € que a equagio da continuidade discretizada se torna mais simples, e por

esta razdo foi adotada esta representagdo para velocidades.



3.6 Tratamento matemdtico das equagdes governantes

Os testes realizados neste trabalho envolvem a solugiio em coordenadas generalizadas de
quatro equagdes diferenciais: equagio de transporte convectivo-difusivo, equacdes de Navier-Stokes
bidimensional ¢ equagdo da continuidade. A equagio de transporte convectivo-difusivo ji foi
apresentada no capitulo 2, equagio (2.3), e as demais equacdes em coordenadas cartesianas sio
escritas como, considerando as hipdteses de escoamento laminar, propriedades fisicas constantes,

regime permanente ¢ para o caso bidimensional:

Equagio da continwmdade

i(gl—)wé(—%}’r)-m 0 (3.9

Equacdes de Navier-Stokes

(3.2)

Como serd detalhado adiante, alguns testes foram realizados considerando o sistema de
coordenadas retangulares (x,3) € outros considerando o sistema de coordenadas generalizadas. Para o
tratamento das equacdes no sistema de coordenadas retangulares, ndo se fez necessino nenhuma
transformacio matematica adicional das equagBes, mas para o tratamento em coordenadas
generalizadas for necessario que as equagdes governantes fossem escritas na forma transformada. A
transformacio das equagbes pode ser feita aplicando os conceitos de transformagio geométrica e
relagdes entre planos fisico e transformado que estdo apresentadas no Anexo B, onde também esti
detalhado todo o procedimento para transformacio de uma equagdio de transporte convectivo-

difusivo. Simplificando o desenvolvimento, segundo Shyy (1998) as equacdes transformadas para o

sistema de coordenadas generalizadas £77 sdo escritas na forma:
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Equacio de transporte convectivo-difusivo

(pu¢) -—(pvqﬁ)-—-{ (qu?;; 1 %ﬂ %P(%; X %}] (3.3)
onde
rz-c-k— (3.4)

Equagio da continuidade

deit) dm)
Z =0 (3.5)

Equagdes de Navier-Stokes

2 e Lo 2l a A, ofuf a, a2, | o
é’f( ) (F’") 55[ (‘Iu 2 %2577)]"'5’][‘![?21 é}f‘i’%z &J} [:aé:(ﬂip)+é,’7(fzxp):|+gx'j

(3.62)
2+ 2 o) = 2200 2 v 2) | 2] 40 2100 2] 2 1) 2
(3.6b)
As componentes contravariantes da velocidade sdo escritas como:
u=uf, +vf}, 6.7)
V=1 +Vn ’
As relages de transformagio geométricas sio escritas como:
qu=1i+1
= fA+r3 (3.8)

=gy = fufu + fofz



& & (3.9
Jfa= "EE Jo= 'gé}'
O jacobiano da transformagio ¢ dado por:
&y &&
J = — 3.10
Zon on % @10

Com base nestas informagdes o proximo passo é a aplicagio do método numérico adequado
para a solugdo. Por razdes de simplicidade, serd apresentado aqui somente o desenvolvimento
numérico das equagles escritas em coordenadas generalizadas, que serdo utilizadas para teste do
esquema em geometnas complexas, pois o desenvolvimento para as equagdes em coordenadas
cartesianas pode ser encontrado detathadamente em Patankar (1980), além do que ainda hd uma certa

semelhanca entre as duas formulacdes.

Seguindo um procedimento semelhante ao apresentado por Patankar (1980) para aplicacio
do método dos volumes finitos em coordenadas cartesianas com malhas colocalizadas na equacio de
transporte convectivo-difusivo, a integracio das equagbes governantes em um volume de controle
elementar bidtmensional regularmente espagado no plano transformado, temos que as equagdes sdo

escritas como:

NW N NE
W E
A7 lws SE
A8

Figura 3.5: Volume de controle elementar no plano transformado



Equagio de transporte convectivo-difusivo
M. ~M.$, +M, 8, -M,¢, =

[Aufﬁ'*'Alzﬁ] _[Aaxﬁ"‘/\iz%} ”*“[Azlf':'??‘”!'j\néﬂ} "[Azléf"*’/\zzﬁ]
24 an |. & an |, 24 o 24 an 4,

n

Equacio da continuidade

M,~ M, +M,~M =0

Equactes de Navier-Stokes

Mu, My, +Mu, —Mu, =

u S ¥ S Vo & 71 &
[An ‘"5‘5’” +Ap, 51 "'[An “ég +A, —0“;1.; + [Azx EE +Ay ‘éﬂ“‘l "[Am ;:,“E +An 55]:

—r]p*hean+ g agag

My, ~My, +My -My, =

& & & & & (% & (%
[Au “”54,” +A;, “a—q]e “[An ”55 +Ap ‘a';:lw + [Azz }E +Ap 2;’7{]» - [Aza "("%" +Ap 3}7‘1

—1[p"hean+ g incan

onde os fluxos de massa nas faces do elemento de volume de controle sio dados por:
M, = (o), An

M, = (pii),An

M, =(pv),A¢

M, =(p).a¢

a integragio dos termos de pressio nas equacdes de Navier-Stokes é dada por:

I '\u]: (P£f11£ — owi1w)+ (PNfZIN - Psles)
2AE 2An

avl (PsfzzE ‘owizw) (PNf _Psfzz___.g_)
L [p ]‘ 2A¢ * 22;;37;

(3.11)

(3.12)

(3.13a)

(3.13b)

(3.143)
(3.14b)
(3.14¢)

(3.14d)

(3.153)

(3.15b)



e os coeficientes sdo dados por:

Au = ﬂ?l An
p (3.162)
A, =212 5
12 7 n
Ay = ”f}ﬂ AE
(3.16b)
Ay =H2As

Apds todo este tratamento matemético apresentado, as equacBes agora estio escritas na
forma final necessaria para a aplicagio dos esquemas de discretizacio numérica utilizados no método

dos volumes finitos e assim posterior implementacio computacional.

3.7 Tratamento numérico das equagbes governantes

A integragdo das equagbes no volume de controle elementar resulta na formulagio final
alguns termos que envolvem valores das vandveis dependentes localizados nas interfaces dos
volumes, como por exemplo #,, #,, que sdo pontos ndo coincidentes com os nds principais da
malha. Por isso, entdo, € necessino a representagio destas vardveis por meio de uma curva
interpolante em funcdo de valores localizados nos n6s da malha. Virios esquemas de discretizacio
foram utlizados para este fim, e¢ comparados os resultados obtidos entre si quanto a0
comportamento numérico. Para os testes realizados neste trabalho, foram utilizados os esquenas

Central, Exponencial, LOADS, QUICK e UNIFAES.

Aqui serfio apresentados os tratamentos numéricos para os esquemas Central e UNIFAES, j3
que para 0§ esquemas restantes o procedimento ¢ semelhante, com modificacdes somente nas
funcdes de mnterpolagio das varidveis e suas derivadas. Um resumo das funcdes de interpolagio para

todos os esquemas utithzados esta apresentado em anexo.
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3.7.1 Discretizagio utilizando o esquema Central

Apos a integracio das equagBes governantes no volume de controle elementar no plano
transformado bidimensional e a adequada substituicio das fungdes de interpolacio para 0 esquema
Central que estio descritas em anexo, as equagdes governantes ficam na forma apresentada a seguir.
Substitwindo as expressGes escritas para @, @, etc e fazendo-se as respectivas correspondéncias para
#, %, €tc relativas 20 esquema Central que estdio apresentadas no Anexo A, nas equagdes 3.11 a 3.13
podemos encontrar as expressGes finais das equagbes governantes na forma de equagbes discretas

relacionando os valores das varidveis dependentes no nds principais da matha

Equacio de transporte convectivo-difusivo

¢P“ At Al . IS 54
2 2 2 AE AE Anp  An

2
¢ _Me +A11e +A21n _A21: +
£ AE  AAE  AAE

Allw - A21n + Ale o+
AE 4AE 4AZ

2
¢N(“ Mn +A12e “AIZW +A22n]+

M M AI}e +A1}w + A22n + A225J:

G| +—2+

(3-17)

4An 4An  An

2
¢ +Ms “AEZe +A12w +A223 4+
N2 4An 4An Ag

¢ A12e AZln ¢ A12w _ A21n ¢ 12e - A21.s ¢ 12w Azls
AE 4A17 4A¢) T\ 4An aAe) T\ 4Aan 4AZ) T\ 4anp 4A<§

Equagio da continuidade
Me - Mw + Mn - Ms = 0 (3‘18)



Equagio de Navier-Stokes para

componente #

Up uMe+Mmeu+Ms +A11e +A11w+A22n+A223 -
2 2 2 2 AE AE A Anm
1 __Me +Aile +A21n ___A21.s' +
ELU 2 AE  4AE 4AE
u +Mw +Ailw ___A2ln _[_AEES +
LU 2 AE 4AE 4A&
u,, “Mn A, __A'12w +A22n + (3.19)
2 4An 4An  Ang
HS['}'MS ___Ai?.e +A12w +A223]+
2 4An 4An An
Ay, Azm] Ap, Ay Ap, Ay Ap, Ay
Upp| = —=E bt | ~— L — =l gy | e TS gy | 2 2 g
’“5[443:; 4AE) T dAn 4AaE) L 4An 4AE) T\ 4Ap 4AE
Llp*}+ g 7,087
Equacio de Navier-Stokes para componente v
;o . . .
Vp .__Meqi_Mw__Mn +Ms+Aile+A11w+A22n +A22,s =
L 2 2 2 2 AE AE An An
v (___ Me A‘lie A2ln - AZIS +
Bl 2 AE 4AL 4AAE
;oo
v Mw__*_Allw___AZln AE!S o+
U 2 A& 4AE AAZ
(‘ -
A A
vN __Mn 12¢  “ 12w A22n + (3.20)
\ 2 4An 4An Ang
VS(“F'MS __AI,?,e +A12w _;_A'Zzs)__}_
2 4An 4An An

yo| Dize y A |,
Mlaag aag) Y

Lplrg, 8880

T 4A

Ay _ Az +y
n -4-_A ; SE

AIZw + Ale

_ AlZe = A23§ P
FLaAY  4AE

4Ay 4AE

J+

4



Simplificando as expressdes apresentadas ¢ organizando-as em uma forma matricial, tem-se

as equagOes discretizadas para as vadidveis na forma final para implementacio computacional:

KP¢P = Ke‘?ja + zwﬁéw + R’n¢N + ‘Kﬁbs + Kne¢f\£‘ + KM¢NW + ‘Kse¢SE + RW¢SW (3.21)

s ~ —~

Apup, = A u; + A uy, + Auy + A ug +A A Uy + A ug +A Uy +S,  (3.22)

~ o~ —~

EPVP =Av; +A vy +A, v, + sts -1—;&“,,21:1,\,E +Kmvw -J-KMvSE + }iwvw +§,, (3.23)

onde os coeficientes 4’s sio todos os termos que acompanham as varidveis dependentes, e

—~

os termos S’s sdo os restantes dos termos das equaces, incluindo termos fonte e termos de

presséo, dependendo da equagio analisada.
3.7.2 Discretizagio utilizando o esquema UNIFAES

Como ja foram encontradas as expressdes para a interpolacio das velocidades e propriedades
transportadas seguindo o esquema UNIFAES para coordenadas generalizadas, basta agora a
substituicdo nas expressGes das equacdes governantes discretizadas analogamente ao que foi feito

quando tratado o esquema Central.
Substituindo as expressbes (2.26) e (2.27) que interpolam valores das varidveis e suas

derivadas nas imterfaces dos volumes de controle nas expressdes (3-11) a (3.13), tem-se que as

equagdes resultantes ficam na forma final:
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Equagio de transporte convectivo-difusivo

Pe A&
rf CA ee e eé aﬁ
AncAnE ¢ xp{ 2 )( ‘E) annAg r%uA‘f
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(3.24)
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Equagdo de Navier-Stokes para componente #

( P
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Equagio de Navier-Stokes para componente »

( g AnPe exp{%)(a )
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onde:

_ CAE  (Pe A& _ CrA Pe, AS)
emmeA{ﬁeg + 2 _e}q)(mé{_ ﬂef —puwA ﬁwé + 22 gﬂexp _-5“% ﬁm_‘,‘" +
C}A Pe, Ai) G,A Pe, An
{Bmg I? exp( ;?J WSA{ﬁSU '+' 2 ?? - exp[ ; )ﬁsq] -

H.9,..A7 Pe, A pwq Al Pe, Ag
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HnAS Pe, A B AE[ PeAn
...%_.._[ - Pe,, exp[ B ——-——-jf‘m--» C; - Pe,, exp ; B.,

(3.27)

Simplificando as expressées finais e organizando em uma forma matricial, tem-se as equacdes

discretizadas para as varidveis na forma:

Apfp = A, b + A, by + Ay + A9 + A, P + Ao + Aoy + A bsp (3.28)
Aptipy = A ug + A ug, + Ay +Aug + Aty + A Uy + A + A ug, + 8, (3.29)
Apvp = A vy + A vy + A vy + Avs + A Ve + A, Vi + A v + A vy + 8, (3.30)

onde os coeficientes 4’s sio todos os termos que acompanham as varidveis dependentes, ¢

os termos §’s s30 os restantes dos termos das equacdes, incluindo termos fonte e termos de Pressio.

3.8 Condigbes de contorno para velocidades e propriedades transportadas

As condi¢des de contomo que sio aplicadas nas fronteiras do dominio podem ser
classificadas em duas formas: condicdes de valor descrito e condicbes de fluxo descrito. Nos testes
realizados utilizando 2s equagbes de transporte convectivo-difusivo tanto em coordenadas
retangulares como em coordenadas generalizadas, todas as condices de contomo foram de valor

descrito nas fronteiras, porque em todos 0s casos sio conhecidas as solucdes exatas no dominio, e
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para os casos de escoamentos governados pelas equagdes de Navier-Stokes foram utilizadas as
condigbes de velocidade de valores descritos nas fronteiras do dominio. Quanto as condicGes de

contormno para pressio para solugio do campo de escoamento, estas serdo detalhadas adiante.

3.9 Esquema de interpolagio de Rhie e Chow

Um dos problemas que surgem quando ¢ utilizada uma malha colocalizada na solucio das
equacbes de Navier-Stokes, é o aparectmento de um campo de pressio alternado, indicando um
campo nfo realista. A causa deste problema estd representagio da derivada de pressio no né P que

envolve pontos alternados da malha, como esquematizado na figura 3.6.

w w /g_ e E

H | Ny

T e

| Ar Ar i

B T 7 .

[ > >
Ax Ax

Figura 3.6: Disposi¢io dos nés para termos de pressao

A representacdo da denivada de pressio no ponto P, é dada por:

9P| _Pe=Py 531

oxip Ax

mas

p, =Bl (3.32)
2

o= _1?_""2[”__35., (3.33)
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Substituindo as expressdes (3.32) e (3.33) em (3.31), tem-se 2 expressdo final para representar

a dertvada de pressio no ponto P.

lvd _Pe " Pw (334)
éx|,  2Ax '

que como pode-se notar, a expressio relaciona dois pontos alternados na malha, E ¢ W.

O problema do campo alternado de pressio nio ocorre nos casos de malhas deslocadas tipo
MAC, que foram desenvolvidas primeiramente, mas quando utilizadas as malhas colocalizadas ou

malhas tipo Kuznetsov.

Volume de o
controle para v
T
O p
Volume de
controle para #
Velume de
controle para p

Figura 3.7: Configuracio da maltha deslocada

Nesta configuragio, as expressdes resultantes para os termos de pressio nas equaches
discretizadas para # € 4, envolverio valores da pressio em nds vizinhos, eliminando assim o

problema do campo altemado.

Situagio semelhante também € encontrada quando discretizada a equagio da continnidade,
onde equacdo discretizada também envolve pontos alternados se usada a matha colocalizada. Por
estas razbes, para O uso da malha colocalizada, se faz necessirio um tratamento diferenciado para

interpolacdo das velocidades na equacio da continuidade discretizada.



Uma alternativa para o tratamento da interpolagdo das componentes da velocidade nas faces
dos volumes de controle com o objetivo de controlar o campo alternado de pressdo foi apresentada
por Rhie e Chow (1983). Este esquema de interpolacio denominado de Método da Interpolacio do
Momento, ¢ baseado na condi¢fio de que, na equagio da continuidade discretizada, as velocidades
nas mterfaces dos volumes de controle sdo interpoladas por uma expressio proveniente da propria
equagdo do momento, resultando assim em expressSes onde as pressdes relacionadas sio localizadas
em pontos adjacentes. A aplicagio detalhada deste método em coordenadas generalizadas serd

apresentada neste capitulo.

Como o algoritmo de acoplamento entre velocidade-pressio escolhido foi o SIMPLE, e aqui
sera descrito todo o detalhamento do método de Rhie e Chow para este algoritmo, mas podendo ser
estendido para outros algoritmos como o SIMPLER, SIMPLEC, SIMPLEM, SIMPLES, como
descritos por Acharya e Moukalled (1989), Kobayashi e Pereira (1991), Cho e Chung (1994), entre

ouiros.

A interpolacdo em coordenadas cartesianas pelo método de Rhie e Chow pode ser escrita

para as velocidades # e #, seguindo o esquema de um volume de controle tipico na forma.

SE

Figura 3.8: Volume de controle tipico para o método de Rhie e Chow
Como demonstrado por Acharya ¢ Moukalled (1989) e Choi ¢ a/ (1993) entre outros, as

equagbes do momento para as componentes # € z, equacdes (3.29) e (3.30), podem ser escritas para o

n6 P, considerando os termos de pressio como nas equagdes (3.153) e (3.15b), como sendo:
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Equagdo para

Z A:bunb + G"
_ P % (3.35)
Ay o0& on

Up

Considerando que os termos fontes S nas equacBes 3.29 e 3.30 sejam formados por um conjuato de
termos fontes como:

S=G+P

P sdo os termos de pressdo

G sdo os termos de campo gravitacional e termos fonte

A& = An =1 pela prépra construcio da matha transformada

entao escrevemos:

Up :(Hu)p +(D11:)P(Pw “Pe)"‘(D:)p(Ps —Pn)

Hquagdo para ¢
ZA:qua +GY
v, =2 - D] @ _ D? d (3.36)
Ay o& on
v}’ =(Hv)}’+(D5)P(pwm.pe)+(Df)P(psupn) (3‘37)
onde:
ZA:;H,,I, +Gu ZA:bvnb +Gv
H, =2 H, =2 (3.38)
4 4y
Dl =__f_}}_ D2 = :I;zl_
pi=fe  prota (339)
v A; L A;
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As expressOes apresentadas para as componentes # € » foram desenvolvidas considerando o
esquema UNIFAES. Portanto para os demais esquemas, devemos fazer as devidas substituicdes dos
cochicientes ¢ termos fonte, e assim por diante. Ainda em relagio a figura 3.8, o mesmo
procedimento pode ser utilizado para a obtengio de expressdes para as componentes das velocidades

localizadas nas interfaces dos volumes de controle. Entio tem-se que:

para as componeates #:

u, =(H,), +(D}).(ps - )+ (D2),(p.. - P.)

u,=(H,), +(D).(ps - 2»)+(D2), (P, - D)

u, =(H,), + (D), (2 ~ P)+(D2), (25 - P2

,=(#,), +(D).(Pre ~ )+ (D2).(ps - £) (3.40)

i

U

para as componentes 2

v, =(H,), +(D))(ps - )+ (D2),(p.. - ,.)

v, =(&,), +(D)).(Py = £)+(D2).(P0r -~ Po)

v, =(H,),+(D}), (P = Po)+(D2), (25 - 1)

v, =(8,), +(D)(ps - £.)+(02), (55 - py) (3.41)

Para coordenadas generalizadas, as equagbes para as componentes das velocidades que

podem ser obtidas de forma semelhante da forma 3s apresentadas por Chot ef &/ (1993):

para as componentes I :

i, =( o). +(D2).(2p ~ 1)+ (D2), (P - P..)
( 2+ (D4 (o - 2,)+(02), (2.0 - £.0)
= (Hy), +(D) (P~ P+ (02),(55 - 1)
( o) + (D22 = 2 )+ (D), (s - pp) (3.42)

=1

3‘42
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para as componentes V :

%, =H;), +D}), (P, ~ P )+ D2),(ps - ) (3.43)
onde

Hy =(f,H,+ f,H,)

Hy =(fuH, + [2H,) (3.44)

L = (£,D! + £,D%)
D? =(f,,D2 + £,D%)
L= (fuD} + D)
2 =(f,D? + f,D?) (3.45)

Nas expressOes para o cilculo das velocidades nas interfaces dos volumes de controle, os
termos de press@o localizados fora dos nds principais da malha, sio aproximados utilizando uma

wnterpolagio bi-linear como sugerido por Peric (1990).

Pre = 0-25(pp + P+ P +pN) Py = 0-25(pp +Ps + P +pg)
Dpy = 0-25(Pp + Pyt Pyw ‘*‘PW) Po = 0-25(PP + P+ Dsw “*'Ps) (3.46)

O que fo1 apresentado até agora em relagio as interpolagdes das componentes da velocidade
nos da condigdes de prosseguir com a implementagio numérica para solucdo das equacdes em
coordenadas generalizadas. O objetivo da utilizagio desta interpolagio apresentada por Rhie e Chow

¢ evitar o campo alternado de pressdo e velocidades, que é o que aconteceria normalmente quando
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sdo utilizadas mathas colocalizadas para solugio das equacdes de Navier-Stokes caso seja utilizada

uma mterpolacio linear para as componentes da velocidade e pressio.
A seguir serdo descritos os procedimentos para o tratamento da equagdo da continuidade e o
acoplamento velocidade-pressio, para a conclusio do método dos volumes finitos em coordenadas

generalizadas utilizando o esquema de interpolacio UNIFAES.

3.10 Discretizagio da equagio da continuidade

SE

Figura 3.9: Volumes de controle para equagio da continuidade

A equacdo da continuidade escta em coordenadas generalizadas quando integrada no

volume de controle elementar fica como:
(piian), - (piian), +(pvAL), - (pPAg), =0 (3.47)

As expressdes encontradas para interpolagdo das velocidades pelo método de Rhie e Chow,
equagdes (3.42) e (3.43), serdo utilizadas na equacio da continuidade, com isto serd encontrada uma
equagdo envolvendo os termos de corregdo de pressdo no campo de escoamento, que sers a equacio
utilizada para determinar a distribuico da pressfio. Sendo esta equagio solucionada, estaremos
implicitamente satisfazendo também a equagio da continuidade e assim fechando o sistema de
equagbes formado pelas equagbes de Navier-Stokes e da continuidade. Os detalhes deste

acoplamento serfo descrito no item seguinte.
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3.11 Algoritmo de acoplamento velocidade-pressio — SIMPLE

Virias sdo as formas de tratamento para o acoplamento entre velocidade e pressdo para as
equagdes de Navier-Stokes, sendo que para este fim os algoritmos mais utilizados sdo os da linha
SIMPLE. Como mencionado anterormente, hi hoje virias formulagdes derivadas da formulagio
oniginal do SIMPLE apresentada por Patankar (1980). Para os testes realizados com as equagOes de
Navier-Stokes, fo1 utilizado o algoritmo SIMPLE original, por razdes j4 discutidas anteriormente.

A filosofia do acoplamento entre velocidade e pressio, consiste na transformagcio da equacio
da continmdade mtegrada no volume de controle em uma equagio resultante para pressio. Assim a
continuidade € a pressio estario sendo satisfeitas quando o campo de velocidades também estiver

sendo satisferto.

As expressdes encontradas para as componentes de velocidade # e ¥ nas interfaces dos
volumes de controle, sGo substituidas na equacio da continuidade resultando uma equacio para

correcio da pressdo, que sera esclarecida a seguir.

No processo sterativo de solugdo, € proposto que a solugiio final do sistema seja obtida a
partir de uma estimativa inicial para os campos de velocidade e pressio. Fsta estimativa em

coordenadas retangulares € escrita matematicamente como:

u=u" +u (3.48)
v=v +v (3.49)
p=p+p (3.50)
onde :

* significa 0 campo estimado

" significa a correciio a ser feita para encontrar 0 campo correto

Tomando as equagdes escritas para as componentes de velocidade (3.35) e (3.36), isolando o
termo que referencie o n6 P do volume de controle e considerando que estes sejam os valores

estimados, temos que:



2 )+ 6" C
A —(Di PP } (3.51)
AP ag 6'7 P
Swale o
vp= W[Df, P J (3.52)
Ap o& on J,
E de forma semelhante considerando agora os valores como corretos, temos que:
Z(A':b urrb )+ G"
Uy =22 . -—(Di P>, D? 9*5’-] (3.53)
4p 05 " on,
Z(A:bvnb )‘*‘ G
v, =2 . {D}, P, D? Qﬂ] (3.54)
Ay o0& on ),

Subtraindo a expressio (3.51) de (3.53) e a expressio (3.52) de (3.54) e arbitrariamente?

desprezando 08 termos ZA:,,(un —»u;) € 08§ termos ZA:b(Vn —V; ), temos as eXPICSS(SCS para a
nb nb

correcdo das velocidades:

u, =u," | DV p2 (3.55)
o4 on
. o' op'
=y, | D} .y p? 3.56
vP vP [ v ag 12 67]) ( )

Como os testes para as equagdes de Navier-Stokes foram realizados utilizando a formulacio
para coordenadas generalizadas, serd aqui detalhado apenas o desenvolvimento para este caso. Para

coordenadas retangulares, maiores detalhes podem ser encontrados em Patankar (1980).

? Os termos sio desprezados considerando que quando convergida a solugio teremos u-u =0 e v-v =0.
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As correspondentes corregdes para as velocidades transformadas podem ser encontradas
substituindo as equagdes (3.55) e (3.56) em (3.7) obtendo :

gt xP gy ¥

o0&  ony -7
v=$‘+2%1+W%% (3.58)
7
onde:
x=|-p&,ip v=|-D? % 2 &
on on on on
z=|-02 & 2 & we|l-pDEip 2
o¢ o¢ o¢ ég

Substituindo agora as expressdes (3.57) e (3.58) na equacio da continuidade (3.47), tem-se a
equagio para corregdo da pressio.

PAN E:+X8(PE“PP)+Ye3Pi - pAn E;+XW(P”"PW)+YW5P +
A o), A anl,

i (3.59)
PAE F;+Zn(pN_pP)+Wnap ~ PAE §S'+Zs(pp—p5)+Wsapl =0
I An 8|, A o&|,

onde:
Xt Xy ¥ - Xnt X,
¢ 2 ” 2
y Btl y _LntY,
‘ 2 " 2
7 mZP+ZN Z=ZS+ZP
n 2 5 2
WﬁWP-{—WN W=WS+WF
" 2 : 2



e os termos de derivada da corregio da pressiio nas interfaces dos volumes de controle, sio

calculados segundo expressdes andlogas as apresentadas em anexo, como sugere Maliska (1995).

Arranjando os termos semelhantes em um tnico coeficiente comum, obtém-se o sistema de

equacdes para a correcio da pressio.

,(_pAr]I _PAR, pBE L, mpAfm]z

PrTTag T ag An An
([ pPAY (_ pAn [ pAg ( PAE ]
-1 i+ ——f |+ I |+ ps| ——Z M1 |+
p‘{ Ag ) pW( A& ) pN( An Ps\ " ag (3.60)

pii Anp— pti, A+ pv; AL — v AE +

op' op' op' op'
Ani] — pAnll + PAELV - pA&Y
P?Jwg;y'tw P’Ieﬁte 951;%15 pél,,Ein

Os quatro ltimos termos da equacio (3.60) sdo termos provenientes da ndo ortogonalidade
da malha utilizada e tem-se vinas formas de tratamento para estes termos. A primeira alternativa é
simplesmente desconsidera-los na formacio da matriz de coeficientes para p’, a segunda alternativa é
apresentada por Penic (1990) que expandindo as derivadas da correcio da pressdo sdo encontrados
termos adicionais referentes aos nés P, E, W, N, S, além de novos termos referentes aos nés WW,
EE, NN e 88§, e que posteniormente s3o adicionados aos termos ji existentes para a formacio da
matriz de coeficientes para p’, com isto o sistemna resultante serd um sistema com cinco diagonais nio
nulas e ndo mais um sistema tridiagonal como anteriormente formado, tomando o sistema mais
implicito e necessitando de um algoritmo mais elaborado para solugio. Cho e Chung (1994)
explicando que se 2 malha for bastante deformada os termos de derivada da corregio da pressio ndo
s80 despreziveis e também se for utilizado todos os termos implicitamente o sistema torna-se muito
instivel numericamente sendo necessario a utilizagio de parimetros de relaxacio muito baixos,
discorda das duas altemativas propostas anteriormente ¢ apresenta uma nova alternativa que consiste
na decomposigio dos termos onde parte deles serdo considerados como implicitos e parte explicitos.
Na formulacio utilizada para os testes realizados neste trabalho todos os termos de derivada de

correcdo de pressdo foram considerados como termos explicitos.
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Entdo finalmente do sistema de equagdes (3.60), tiramos como soluciio a correcdo da pressdo

para todos os n6s da malha, e a cotregiio das velocidades serfio dadas pelas expressdes {3.55) e (3.56).
3.12 Condi¢des de contorno para equagio da corregio da pressio

Em relagdo a pressio pode-se ter dois tipos de condicdes de contorno.

Valor descrito: P = Degpectpicns

Dernivada descrita: —gn‘?- =f

Como ja foi apresentado anteriormente, o campo de pressio estd sempre sendo corrigido por
um valor p, e esta corregio vem da equagio da continuidade que deve ser satisfeita para todo o
dominio de calculo. Para 2 solugio do sistema de equagdes para p’ devemos informar quais as

condi¢Bes de contorno, € estas podem ser levantadas das seguintes formas:

® Se temos o valor da presso descrita na fronteira, entio teremos consequentemente o

valor da corregdio que devers ser nula;

* Se temos velocidades descritas nas fronteiras, entio podemos utilizar estas informacbes
para escrever a equacdo da continuidade nos volumes de fronteira e assim conseguir um

sistema para p’ que possa ser resolvido, como foi utilizado neste trabalho.

Utilizando o segundo procedimento set4 encontrado um sistema de equagdes envolvendo as
corregdes para pressio nos nds intemos do dominio de cilculo, entdo os valores das correcBes nas

fronteiras serdo encontrados utilizando a seguinte aproximacio:

Maliska (1995) comenta que a aproximagio de derivada nula para a correcio da pressiao nas

fronteiras € razoavel quando tem-se velocidades descritas ¢ quando o sistema de coordenadas ¢



ortogonal, caso contririo ndo é aconselhdvel a aproximagiio pois o gradiente de p’ niio pode ser
determinado em fungio de dois nés somente. Esta observagfio é feita considerando a utilizacio de

derivada nula como condicio de contorno para a solucio do sistema.

No presente trabalbo as condicdes de contomo utilizadas foram as de velocidade descrita nas
frontetras, e a aproximagio de derivada nula foi utiizada somente para avaliacdo da correcio na

fronteira, apds a solucio do sistema.

Analisando o sistema formado pelas equagdes da corregiio de pressio para todos os
nés da malha, encontrariamos um sistema de matriz tridiagonal se fossem conhecidos os valores das
corregOes nas fronteiras. Como isto nem sempre € possivel de se ter em m3os, uma alternativa para
solucionar este problema é satisfazer a equagdo da continuidade nas fronteiras onde sdo conhecidas
as condi¢des de contomo de velocidades, como sugerem Maliska (1995) e Doormaal e Raithby
(1984). Com este procedimento, quando ndo sdo disponiveis condigdes de pressio descrita para os
volumes de controle com faces coincidentes com as fronteiras do dominio, na equacio da
continuidade os termos relativos as respectivas faces, sdo consideradas as condicBes de contomo de

velocidade descrita, o que simplifica a equagio e elimina os termos de pressdo nas fronteiras.

Figura 3.10: Malha exemplificando condi¢do de contorno para pressio

A figura esquematizada mostra alguns volumes de controle coincidentes com as fronteiras do
dominio, € como sfo tratadas as condicSes de contorno de velocidades disponiveis. No volume de
controle “E” em destaque, a equagio da continuidade fica, considerando que a face ¢ seja coincidente

com z fronteira do dominio:
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(piian), - (piin), +(WAg), -(ag), =0 (3.61)

Jace coimcidens:

~(paan), +(WAL), -(¥AL), =~ (piAn), (3.62)
[ ———

valor conhecido

Agora substituindo as expressdes para interpolacio das velocidades pelo método de Rhie e

Chow, a equagio para este ponto fica:

Y- an

PAE| T + 1T, -(!M’_)-HV,,QE—
A £y

*PAU[EI; +I“M+H”_6p'} ]4—

7 og

n

}- pAf[ﬁ;' +1I, —(E—j;fil 17, 3’-’-’-} } = ~(pitan),

(3.63)

Com a aplicacio da condicio de contorno de velocidade na equacio da continuidade, nota-se
que o termo relativo 2 face ¢ é de valor conhecido, 0 que reduz a equagiio em apenas duas incognitas

para este ponto, com isto o sistema de equacdes se tora tridiagonal.

Os valores das pressdes nas fronteiras sdo encontrados apds a solugdo do sistema de
equacOes para p° e subsequente corregio para encontrar os valores corretos das pressdes. Como a
solugdo do sistema compreende apenas os pontos intetnos da matha, os valores nas fronteiras sio

aproximados pela condicio de derivada nula utilizando uma das formulaces seguintes:

3
hd
¥

Figura 3.11: Malha para derivada nula



Para Ll =0 temos p; = p,
Ox |,

Para Ul =0 temos p, = p|
Ox |,

ou como sugendo por Kreyszig (1993):

op’ 1
L = (=3p,+4p! - P, 3.64
) 2h( Py +4p, - p3) (3.64)
op' 1
Z omp —4p +3p 3.65
ox ), 2h(Po Dy Pz) {3.65)

Em testes preliminares foram utilizadas as duas formulagSes para comparagio dos resultados,

€ como constatado a segunda aproximagio foi a que melhor representou o campo de pressdo nas
fronteiras.
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Capitulo 4

Resultados obtidos para casos testes lineares

4.1 Apresentagiio

Como forma de avaliagio do esquema de discretizacio UNIFAES através de sua comparacio
com outros esquemas mais largamente utilizados atualmente, foram realizados alguns testes clissicos
j4 bastante empregados para este fim. Com os resultados obtidos foi possivel a avaliagdo em relagio a
varios aspectos do comportamento numérico dos esquemas.  Serio apresentados a seguir ©
comportamento numérico dos varios esquemas de discretizacio utilizados para solugiio da equagio
de transporte convectivo-difusivo, e de forma comparativa sio apresentados os resultados dos erros
cometidos comparados com as respectivas solucbes exatas dos problemas, quando disponivel, € um

historico da convergéncia das solucbes numéricas. Para todos os testes, foi considerada como

convergida a solugio numérica encontrada, se atende ao seguinte critério segundo a norma L

lel., = maxle,| <107 (4.1)
onde:
8! -4
L
a
£ ¢ a iteracio atual

k-1 € a iteracdo anterior
¢ é aidentificacdo para cada né da malha

¢ € a propriedade transportada
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No processo iterativo, 2 atualizacio dos resultados ¢ calculada pela seguinte expressio:

e"'ik = arelax¢:k B + (1 “aquMk

onde @, ¢ o indice de relaxacio
¢ do lado direito da equagio é o valor mais recente calculado

¢ do lado esquerdo da equaciio é o valor considerado como o da iteracio atual
Os erros apresentados nos grificos seguintes foram calculados segundo 2 norma Lz, que é

definida da seguinte forma:

%
151, =($ 52 62

”
j=l

onde # é o ntmero de pontos da malha no dominio, e

‘E 1'2 = ’¢£,exa:o - ¢i,mmnm|2

Neste capitulo estio apresentados os resultados dos casos testes lineares realizados com
varios esquemas entre eles o esquema UNIFAES. Foram realizados dois conjuntos de testes que
ficaram divididos da seguinte forma: 19 Transporte convectivo-difusivo em coordenadas
generalizadas com malhas regularmente espagadas que foi composto pelos problemas definidos pelos
seguintes escoamentos: escoamento paralelo, escoamento rotacional de fluido como sélido e
escoamento em canto, 2%) Transporte convectivo-difusivo em coordenadas generalizadas com malhas
irregulares, que for composto pelos problemas definidos pelos seguintes escoamentos: escoamento

paralelo e escoamento rotacional de fluido como séhdo.

4.2 Transporte convectivo-difusivo em coordenadas generalizadas com malhas regulares:
Por generalidade os resultados dos testes bem como as véras solucdes analiticas, sdo

apresentadas na forma adimensional. Por outro lado o algoritmo computacional foi construido na

forma dimensional. A tabela 4.1 registra os valores das propriedades empregadas, referentes 20 ar a
27°Cel atm.
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Propnedades do ar a 300K e pressio 1 Atm:

Densidade Viscosidade Viscosidade  dindmica | Condutibilidade Capacidade  térmica
plkg/m3] cinemdtica L[m2/s] | uNs/m2] térmica k [W/mK] | CpJ/kgK]
1.1614 1.589x10° 184.6x107 26.3x10° 1007.0

Tabela 4.1: Propriedades fisicas do ar

Nos problemas tratados nos casos testes lineares, foram utilizadas duas classes de malhas
numéricas. A primeira classe formada por malhas regularmente espacadas em coordenadas
generalizadas, ¢ 2 segunda formada por malhas em coordenadas generalizadas com malhas

irregulares.

Dentro da primeira classe de malhas, foram utilizadas para simulagio computacional, um
refinamento na malha vatando de 10x10 a 120x120 volumes, e em alguns casos até que fosse

conseguido obter um comportamento quadritico da queda do erro com o refinamento da malha.

Dentro da segunda classe de malhas, foram consideradas dois tipos distintos de construcio
de matha numérica. Tipo 1, que relaciona um 4ngulo B de deformacio local do volume de controle
caracterizando uma malha que dificilmente conseguiremos na pritica, € o Tipo 2, caracterizando uma
malha gerada automaticamente por métodos elipticos ¢ que é mais comum na pratica. Na malha Tipo
1, além das condicbes de refinamento ji comentadas para as malhas da primeira classe, foi adicionada
mais uma condicio para a construgdo das malhas, que foi a vatiacio do angulo Bentre 0 2 20° . Na

malha Tipo 2 ndo foi considerado nenhuma condigio adicional.

Como ji foi dito anteriormente, virios esquemas de discretizacio foram utilizados para
comparacio dos resultados, a saber: Central, Exponencial simples, LOADS, UNIFAES, QUICK
com a formulacio original de Leonard (1979) identificado nos grificos como QUICK]2], QUICK
com a formulagio apresentada por Hayase (1992) identificado nos graficos como QUICK [3] e
QUICK com formulagio de Pollard que também foi tratada por Hayase (1992). A diltima formulacio
do esquema QUICK, revelou-se instivel numericamente em alguns testes preliminares e por esta
razdo foi entio eliminada dos testes realizados.



As condigdes de contorno necessarias para solugio numérica sio do tipo Dirichlet, dada em
cada caso pela solugio analitica obtida nas fronteiras do dominio. Para os esquemas QUICK e seus
denvados, nas fronteiras do dominio onde apareceriam termos relacionados 3 nds que estariam fora
do dominio de cilculo, foram utilizadas as formulagBes dos esquemas Central e Upwind como
objetivo de que todos os nds envolvidos no sistema de equacdes estivessem contidos dentro do
dominio. Dentre as duas alternativas utilizadas, nio houve uma diferenca qualitativa significativa

entre elas, sendo entdo adotada apenas da formulacio Central.

A seguir serio descritos detalhadamente cada caso teste realizado. Sio apresentados dados de

geometnia, campos de velocidade e as condicdes de contorno para a varidvel ¢

4.2.1 Transporte convectivo-difusivo em escoamento paralelo

Virios autores tem utilizado este tipo de escoamento para solugio das equagdes de transporte
convectivo-difusivo com o objetivo de avaliagio do comportamento dos esquemas desenvolvidos.
Figueiredo (1997) em estudo realizado com o esquema UNIFAES em coordenadas cartesianas
utilizou as solugdes analiticas que serfio apresentadas a seguir, como referéncia e verificou que o
comportamento do esquema proposto tem pouca influéncia com a orientacdo do escoamento além
de boa acwmdade. Utlizando o problema de transporte puramente convectivo de uma
descontinuidade, Prakash (1984) realizou estudos com o esquema LOADS e verficou que o
fenémeno de difusdo numérica € bastante reduzido pelo fato de que os fluxos serem calculados na
ditecio normal a linha da malha, Hassan o 4/ (1983) em testes realizados com o esquema SU
proposto por ele mesmo, verificou que os problemas de estabilidade foram minimizados, que o
esquema SU é computacionalmente mais econbémico e apresenta resultados para valores de Peclet
abaixo de 5 onde o fendmeno da difusio numérica é pequeno, Leonard € Mokhtar (1990) também
avaliam o esquema QUICK e verificam que para problemas de alta convectividade, Peclet celular
proximo de 100, ha uma considerivel difusio numérica e entio apresentam o esquema ULTRA-
SHARP, sio alguns dos trabalhos ja realizados que demostram o quanto testes envolvendo este tipo
de escoamento € revelador e importante para avaliagio do comportamento numérico de um esquema

de discretizacio.
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O problema tratado representa o transporte de uma propriedade escalar, por exemplo a
temperatura, em um campo de escoamento parilelo. As linhas de corrente e dominio estio

representados na figura 4.1 e as condicBes de contorno estio descritas a Seguir.

w

05p

04k
a3 :
02k
01 E

> of

Q1E
02}
o3k

04E

‘0§05”—l04 -0.3 02 01 OX{H 02 03 04 95

Figura 4.1 : Linhas de corrente e dominio de célculo para escoamento paralelo

O campo de velocidades para este problema é dado por :

u =V cos(a)
v =V sen(a)
onde:

17 € o médulo da velocidade no campo

a € o angulo formado entre as linhas de corrente e a coordenada x

Considerando uma dimensio caracteristica L. e a velocidade caracteristica V, podemos

encontrar 2 forma adimensional da equagio 2.1 como sendo:

APeig) , Pevg) o°¢ 0%
ax oy @t

=0 @3)



onde:
pVLC,
==

Pe U= V=

u v
v’ v

Temos que as coordenadas cartesianas podem ser escritas em funcio do sistema de
coordenadas (5%) respectivamente paralela e normal i linha de corrente do escoamento,

considerando as seguintes relacdes:

s = xcos{a) + ysenf{a)

n = -xsen(a) + ycos{a)

Entio a equagio 4.3 escrita em termos destas duas novas coordenadas fica como:

Pe-(?£ ¢ ¢ 0

4.4
s 88 on? &4

Aplicando o método da separagio de varidveis, é encontrada uma solucio do tipo

¢ = Q(s)¥(n) apresentada por Figuetredo (1997):

#5)

xr{Pe-i—«/Peziémz J p[Pem\/Pezi-émz J
Q=ce s+, ex s

2 2

¥Y=c expL/-— (* liﬂ.nj+ C, expl— 1/-~-ii 1 Mn} (4.6)

temos que para A =0

Y=g +cn @.7)
onde:

Ae®R

¢, sio coeficientes
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Das solugdes encontradas, temos as seguintes combinacdes:

Pe—+ Pé® + 41
#,(s,n) = ex

5 SJ sen(An) (4.8)

¢B(s,n)=exp{Pe+ Pe* +4ﬁ,2 “9)

411)

b (s,n) = exp( e Pe Ve -47 J explAn) (4.10)

- 2
¢D(S’n)=exp[}>e+ P - 47

Bep = exp(%s]sen{ﬁ/f - —-I-;E]exp(ﬂn) *12)
Pe . Pe
Goe = exp(wiwsjco{sw,ﬂ —?Jexp(ﬁn) (4.13)

Testes anteriormente realizados foram feitos por Figueiredo (1997) comparando os
resultados obtidos pelos esquemas Central, Exponencial, UNIFAES ¢ LOADS para uma larga faixa
de valores para A em todos os tipos de solucdes encontradas. Uma descri¢io detalhada da solucdo

analitica para este problema pode ser encontrada em Figueiredo (1997).



Nas figuras a seguir estdo apresentadas algumas das solucdes exatas encontradas.
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Lambda=10 Lambda=i0
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Figura 4.2: Solngdo analitica Tipo A

Escoamento paralelo

Figura 4.3: Solugiio analitica Tipo B

Escoamento paralelo
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Figura 4.4: Solugio analitica Tipo C

Escoamento paralelo
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Figura 4.5: Solugdo analitica Tipo D

Escoamento paralelo




erre

Neste problema teste, apesar de serem obtidas seis tipos de soluc®es analiticas, foram
utilizadas apenas as do tipo A, B, C ¢ D para avaliagio para 0s esquemas numéricos. A justificativa
para esta escolha é porque nestas solugdes e principalmente nas do tipo A e C onde é possivel a

melhor avaliagio do fendmeno angular denominado de difusio numérica dos esquemas.

Para este teste for utilizado o esquema QUICK pela formulacio de Hayase (1992), por se

comportar em alguns testes preliminares, de forma mais estdvel ¢ com convergéneia mais rapida que

o de Leonard (1979).

Os graficos apresentados a seguir mostram os resultados obtidos para as funcdes A, B, C e

D, em uma faixa de nimero de Pe bastante abrangente.
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Como foi observado nos testes realizados, o comportamento da convergéncia foi semelhante

para todos 0s casos, entdo aqui serd apresentado um caso tipico para solucio Tipo A com Pe=10*%
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Figura 4.18: Escoamento paralelo, convergéncia
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Comentérios

Foram realizados os testes comparativos utilizando as solucBes analiticas obtidas para as

funcdes tipo A, B, C e D para uma sbrangente faixa de ntmero de Peclet.

Para as fungBes tipo A e C, o esquema Exponencial simples foi o que piores resultados
apresentou, sendo bem visivel a diferenca entre os demais esquemas. Ja para as fungBes ipo Be D o
esquema Exponencial simples foi o que melhores resultados apresentou. Foi observado também em
alguns resultados um comportamento nio monotdnico na convergéncia dos esquemas exceto para
os esquemas Exponencial, LOADS e UNIFAES. O esquema Central apresentou  um
comportamento n3o monoténico para malhas grosseiras, em maior némero de casos o esquema
QUICK o apresentou também para malhas moderadamente refinadas. Para alguns casos este
comportamento fez com que o erro assintético quadritico fosse atingido para malthas com

refinamento acima de 500x500 volumes de controle.

Em geral o comportamento quadritico de queda de erro com o refinamento foi atingido com
uma malha de 40x40 volumes de controle, sendo que o esquema UNIFAES esteve sempre
classificado como um dos primeiros esquemas a atingir este ponto. Para os casos de mais alto Peclet,
foi observada 2 nfio convergéncia do esquema Central, quando considerando um Processo iterativo

de até 10000 iteractes.

Em relagio 20s esquemas UNIFAES e QUICK, foi observado que eles se alternam
apresentando os melhores resultados para grande maioria dos casos, e com o aumento do nimero de
Peclet tomam-se mais evidentes suas diferengas com resultados obtidos pelos demais esquemas. Em
relacdo 2 velocidade de convergéncia o esquema Exponencial simples foi 0 que apresentou mais

ripida convergéncia, seguido pelos esquemas LOADS, UNIFAES e QUICK.

4.2.2 Transporte convectivo-difusivo em escoamento rotacional de fluido como sélido

O teste seguinte representa o transporte convectivo-difusivo de uma propriedade em um
campo de escoamento rotacional, como indicado na figura 4.19, onde esti também indicado o

dominio de cilculo considerado para avaliacio da propriedade transportada.
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Figura 4.19: Linhas de corrente ¢ dominio de calculo para escoamento rotacional de flido como

solido

Campo de velocidades considerado para este problema ¢ dado por:
=2y (4.14)

QO dominio de cilculo ¢ limitado por:
[ 1 3 } [ 1 3 }
x| =T — |» y T =
v2742 ¥2'42
Uma solucio analitica para o problema é dada por Ruachall (1972) como sendo:

#(x,v)= —%Pe ln(x2 +y° )+C (4.15)

onde:
_ pwf cp
k

@ é a velocidade angular dada por:

o=" V=Au’ +v?

r

Pe
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O valor da constante C, ¢ determinado de forma que se obtenha um valor minimo de zero

no canto superior direito do dominio.

Algumas solugbes analiticas encontradas estdo apresentadas nas figuras a seguir.
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Transporte Convectivo-Difisivo
Escoaments Rotaciona]

Figura 4.20: Solucdo analitica

Escoamento rotacional

Figura 4.21 Solugiio analitica

Escoamento rotacional

Para alguns dos grificos de erro apresentados, foram utilizadas as duas formulacdes do

esquema QUICK, mas para os grificos onde os nimeros de Peclet sio mais altos, nio houve

convergéncia quando utilizada a formulacio original de Leonard (1979, dentro dos critérios de

convergéncia apresentados no inicio do capitulo.

Os resultados a seguir mostram as comparagBes entre os esquemas utilizados para

discretizacdo e a solugdo analitica. Foi utilizada uma larga faixa de niimero de Peclet, com o objetivo

de varrer uma grande faixa de solucdes.
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O grifico 2 seguir é um comparativo da velocidade de convergéncia entre os esquemas
estudados. S4o apresentados apenas os resultados para o caso de Pe=100 que foi o segundo maior
valor de Peclet considerado, pois neste caso ainda foi possivel obter uma solucio numérica com o

esquemna Central.
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Figura 4.26: Escoamento rotacional de fluido como solido, convergéncia

Comentirios

Fot observado que o esquema Exponencial simples neste caso foi o que demonstrou o pior
desempenho dentre todos os esquemnas testados. Novamente para os casos de alto Peclet niic houve

convergéncia para o esquema Central,

As duas formulagdes utilizadas do esquema QUICK apresentaram praticamente 0s mesmos
resultados, havendo apenas uma diferenca na velocidade de convergéncia e estabilidade, com
vantagem para a formulacdo apresentada por Hayase (1992), confirmando assim o que é defendido

por ele em seu trabalho.
Comparativamente os esquemas UNIFAES ¢ QUICK continuam se alternando na qualidade

dos resultados, sendo que neste problema teste nio foi observado em nenhum caso um

comportamento nio monotdnico na convergéncia dos esquemas.
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Em relacdo a velocidade de convergéncia o esquema Exponencial simples foi o que melhor
desempenho obteve sendo também que o esquema UNIFAES se apresentou mais veloz que o

esquema QUICK.

O que podemos concluir destes resultados € o seguinte: analisando os resultados para este
caso, nota-se claramente com o aumento do nimero de Peclet que o comportamento dos esquemas
vio se apresentando bem distintos. Apesar de neste caso ainda o esquema Exponencial apresentar
velocidade de convergéncia maior, ele € o que apresenta também os piores resultados. Quando
atingido um refinamento tal que o erro assintdtico quadritico é predominante, os esquemas
UNIFAES e QUICK apresentam erros quanto a acuidade préximos, alternando ora UNIFAES e ora
QUICK como o melhor. Quanto a convergéncia, os esquemas UNIFAES e QUICK se aproximam

com o refinamento da malha
4.2.3 Transporte convectivo-difusivo em escoamento em canto
O caso seguinte representa o problema de transporte convectivo-difusivo em escoamento de

fluido descendente em canto representado pelos eixos xy, onde nfo hé aderéncia de fluido na parede

e com condi¢cdes de impermeabilidade.

Figura 4.27 : Linhas de corrente e dominio de calculo para escoamento em canto
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Para este caso, € considerado o campo de velocidades dado por :
u=x

V==Y

A solugdo da equagio (2.3), apresentada por Figueiredo (1994), é obtida aplicando o método

da separacio de varidveis na forma:

#x.y) = x(D¥(y) @.16)

onde ¢ considerado que X seja fungio apenas de x ¢ Y apenas de 3. Desenvolvendo as desivadas de

X e Y e substituindo em (4.16), encontramos:

PexX'-X" PeyV'+¥"
X Y

A @17

onde A é uma constante real.

Manipulando 2 equagio (4.17) podemos escrever:

~ X"+ PexX'— X =0 (4.182)
Y"+ PeyY' - AY =0 (4.18b)

A solugdo da equagio (4.18a) e (4.18b) podem ser encontradas por me1o de séries como:

X=3ax" (4.19)
n=0

Y=3>ay" (4.20)
n=0

Derivando as expressdes (4.19) e (4.20), e substituindo em (4.18), teremos:

- iamz (n+2)fn+1)x" + iPea,,nx” + i -Aa,x" =0 (4.21z)
n=0 =] n=0

i 8,2 (n+2)n+1)y" + iPeanff,v” + f} Aa,y" =0 (4.21b)

n=0) el =y
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onde:

Ada,
a, =0ou a, =1 a2=i'—2"
A- Pe-
a,=0ouaq =1 ad,., =xa G )

T ) +2)

As equacdes (4.19) e (4.20) podem ser desmembradas em:

o o

X = Zaznxﬂn + Zazﬂﬂxﬁmri (422)
=0 =0
= 2 N 2+l

Y = ZaZHy " + ZaZHHy " (42'3)
=0 n=0

que combinadas resultard na solucdo geral:

w0 €GB og b &) o0 oK oK
¢(JC, y) = aO,xaG,y zxz Y + aO,xal,y z xz y + al,xaﬁ,y Z 'xz y + al,xai,y Z xz y (424)
0.x Oy 0x Ly Lx O Lx Ly

Os coeficientes a5 definem o tipo de solugdo encontrada, que é dependente do tipo de
condicio de contorno para cada fronteira. Na tabela 4.2 a seguir, estio relacionados os tipos de
condi¢des de contorno tratadas no problema teste, e os indices @’s subscritos significam fronteiras

adiabdicas, ¢ 0s indices 7’s subscntos, significam fronteiras isotermas.

Tipo de solugdo  Condi¢es de contorno

XY, ay =0 ) a, =0  A=100
KLY ag =0 a, =1 A=%100
XiY. a, =1 a =0 A=+100
XiYi a, =1 a =1 A=£100

Tabela 4.2: Condi¢des de contorno para escoamento em canto
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Nas figuras a seguir estdo apresentadas algumas das solugdes analiticas encontradas.
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Figura 4.33: Solugio analitica YiXa
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Figura 4.34: Solugao analitica YiXi

Escoamento em cantfo

Figura 4.35: Solugio analitica Y1Xi

Escoamento em canto

Os graficos a seguir estio representando os resultados comparativos entre 08 esquemas

utilizados e as solughes analiticas. Sio apresentados aqui os resultados para os casos mais severos de

escoamento, onde o nimero de Peclet é mais alto. Para niimeros de Peclet maiores de 50 ndo for

atingida a convergéncia da solugio analitica por séries encontrada, até o limite de 10000 termos.
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Como constatado através dos varios testes realizados que o comportamento dos esquemas em

relacio 4 velocidade de convergéncia sdo semelhantes em todos os casos analisados, portanto como

referéncia aqui serd apresentado o resultado para um dos casos.
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Figura 4.44: Escoamento em canto, convergéncia

Comentarios

Observou-se que para a grande maioria dos testes o esquema Exponencial simples foi o que
apresentou os melhores resultados, e em todos os testes para este problema o esquemna UNIFAES se
comportou melhor que o esquema QUICK. Em seis dos oito testes realizados para este problema, o
esquema QUICK voltou 2 apresentar comportamento ndo monotdnico, € em geral atinge o

comportamento quadratico de queda de erro com malhas mais refinadas que os demais esquemas.

O grifico do histérico da convergéncia representa um comportamento geral que foi
observado em todos os casos, sendo que o esquema UNIFAES foi o que apresentou um maior

nlmero de iteragbes e o esquema QUICK foi o que apresentou um menor nimero de iteragOes.

Destas observagbes podemos tirar algumas conclusdes: o esquema Exponencial simples
apresentou melhores resultados na matoria dos testes, e entre os esquemas UNIFAES e LOADS os

erros sdo bem préximos quando j4 atingida a tendéncia quadritica do comportamento do erro, e



entre o0s esquemas UNIFAES e QUICK, o esquema UNIFAES apresentou resultados
significativamente melhores, aproximadamente 1 década a menos no erro cometido. Em relagio 23
convergencia, o esquema UNIFAES apresenta uma convergéneta mais lenta que os demais esquemas
nas duas primeiras malhas utilizadas, mas apds este poato, as iteraches necessaras para cada esquema
s3o bem proximas. Novamente como nos dois problemas anteriores o esquema Exponencial simples

foi o que apresentou uma maior velocidade de convergéncia.

4.2.4 'Transporte convectivo-difusivo em escoamentc em canto com perfil de entrada

parabdlico
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BARE JAANS sr=rs

Figura 4.45: Linhas de corrente e dominio de cilculo para escoamento em canto

com perfil de entrada parabdlico
Campo de velocidades para este problema é dado por :
H=—X

v=y

¢ uma sohugdo analitica para este problema é dada por Lai (1983):

¢' = C,(1- Pe.y* )1+ Pe.x) (4.25)
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A figura a seguir mostra um dos casos para a solugio analitica.

&6607E-01
T.7679E-1
§.8750E-1
59821E-01
5.0883E-81
4.1664E.01
3.3036E-01
24107801
15179501
§25008-02

Transporte Convectivo-Difisive

- Escoamenta em Cante

1 e Perfil de Entrada Parabolice
Pe=39

Higura 4.46: Solugdc analitica, escoamento em canto parabdlico
Como este € um caso teste mais simples, os resultados apresentados compreendem as

comparagbes entre 0§ esquemas para o caso de escoamento mais severo com Pe=50 e a comparacio

entre as velocidades de convergéncias dos esquemas.
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Comentirios

Para o caso de Pe=50, os esquemas UNIFAES e QUICK foram os que melhores resultados
apresentaram, sendo estes bem préximos um do outro de acordo com que o refinamento da matha
vai aumentando, sendo que o esquema Exponencial simples foi o que apresentou piores resultados.

Em relacio a velocidade de convergéncia, esta é praticamente 2 mesma para todos os esquemas.
4.3 Transporte convectivo-difusivo em coordenadas generalizadas com malhas irregulares

Até agora foram apresentados os resultados para os testes realizados em coordenadas
generalizadas com malhas regulares. Para a avaliagdo dos esquemas em coordenadas generalizadas
com malhas irregulares, foram realizados alguns testes com a equagio de transporte convectivo-
difusivo sendo que dois casos foram escolhidos para avaliagio, casos estes j4 foram utilizados como
referéncia para nos testes anteriores. O que difere aqui dos testes anteriores € a distrbuicio dos nés
na malha, que agora sdo utilizadas malhas em coordenadas generalizadas. Fazem parte de segundo

conjunto de testes os seguintes casos: Transporte convectivo-difusivo em escoamento paralelo e em

escoamento rotacional de fluido como séhdo.
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4.3.1 Transporte convectivo-difusivo em escoamento paralelo

A geometria, condigdes de contorno e solucio analitica para este problema sio as mesmas
anteriormente apresentadas para o caso de coordenadas generalizadas com malhas regulares. A
configuracdo da malha apresentada na figura 4.49 segue um modelo padsio adotado e sugerido por
Shyy (1986), Verma and Eswaran (1999) entre outros. A malha possue uma configuragio em funcio
de um 4ngulo £ definido entre as linhas verticais da coordenada e as linhas verticais dos volumes de

controle.

A justificativa para 2 utilizagio deste tipo de malha se baseia no fato de que nela os erros
numéricos  oriundos das transformagdes geométricas para a formulacio em coordenadas
generalizadas e consequentemente a qualidade dos resultados obtidos pelos diversos esquemas sdo
bastante evidenciados, entdo a utilizagio deste tipo de malha é justificada somente para a avaliagio do

comportamento numérico dos esquemas com a variagio do 4ngulo £

Foi utilizada uma variagio de £ de 0.0° a 20.0°, que é aplicada somente 20s nds internos da
malha. A varagio de f varre todo o campo angular no volume de controle até proximo do limite

B>22.5, onde ocorreria o encontro_das fronteiras de volumes ndo vizinhos ocasionando uma

sobreposi¢do dos volumes.
[ T

Mudha Generalizada Tipo |
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Figura 4.49: Malha generalizada Tipo 1 utilizada para escoamento paralelo
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Foram escolhidos para este teste os casos de niimero de Peclet médio, onde ainda foi

possivel 2 convergéncia numérica com o esquema Central, e 0s casos de menor e maior valores de £
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Figura 4.52: Erro numérico

escoamento paralelo com malha generalizada
Pe=103, A=10, Funcio tipo C, a=10° B=50
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erro

Para avaliagdo do efeito da variagio de £ no comportamento numérico dos esquemas, foram
considerados os casos de nimero de Pe médio para solugdes tipo A e C, variando 2 deformagio em

uma faixa abrangente.
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Figura 4.54: Influéncia da varacio de f Figura 4.55: Influéncia da variacio de S
escoamento paralelo com malha generalizada  escoamento paralelo com malha generalizada
Pe=103, A=10, Fun¢io tipc A, a=10° Pe=10%, A=10, Fungdo tipo C, a=1(r
Comentarios

Foram realizados quatro testes distintos, sendo consideradas as fungdes tipo A e C, pois nas
solugdes destas duas fun¢des observou-se nos testes realizados anteriormente que foram os casos

onde houve maiores diferencas entre os comportamentos dos esquemas nos graficos dos erros.

Observou-se que os esquemas UNIFAES e QUICK foram os que melhores resultados
apresentaram, € que por outro lado o esquema Exponencial simples foi o que piores resultados
apresentou. Em relagdo a influéncia da variagio do dngulo £ da malha nos resultados finas, que for o
objetivo da utilizagio da matha com a configuragio tipo 1, observou-se que o esquema Exponencial

simples fo1 o que menor influéncia sofreu, enquanto que o esquema UNIFAES pareceu ser O mais
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sensivel 4 esta vanacio. A influéncia do 4ngulo S parece equalizar a quahdade dos resultados dos
esquemas quando este valor atinge em média 12° , o que é uma deformacio local bastante

considerdvel.

4.3.2 Transporte convectivo-difusivo em escoamento rotacional de fluido como sélido

A geometnia e solucio analitica para este caso, s3o as mesmas que para o caso de escoamento
rotacional como sélido em coordenadas generalizadas com malhas regulares. Para este teste, foram
utilizadas dois tipos de malhas generalizadas irregulaces. A primeira configuragio é semelhante 3
usada no caso transporte convectivo-difusivo em escoamento paralelo em malhas generalizadas, e 2
segunda configuracio trata-se uma segio de anel circular como sugerido e apresentado por Melazen
(1992) representada na figura 4.38. A construgio da malha Tipo 2 é feita de tal forma que se obtenha
a mesma quantidade de nds nas diregdes & e 77 constantes, ¢ neste tipo de malha as linhas de

coordenadas estio alinhadas is linhas de corrente.

(R e v

Mala Generalizada Tipo 2

Figura 4.56: Malha generalizada Tipo 2 para escoamento rotacional

Os resultados 2 seguir foram obtidos utilizando-se a matha generalizada Tipo 1. Os

resultados abrangem casos de niémero de Peclet baixos ¢ altos, com baixos e altos valores de £
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efro

Para avaliagdo da influéncia variagio de fno comportamento numérico dos esquemas, foi

considerada uma faixa de dngulo de deformagiio como no caso de escoamento paralelo em malhas

generalizadas.
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Figura 4.61: Influéncia da variagio de 8
escoamento rotacional como solido

malha generalizada Tipo 1Pe=10
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Figura 4.62: Influéncia da variagio de §
escoamento rotacional como sélido

malha generalizada Tipo 1 Pe=103

Os resultados a seguir, foram obtidos utilizando-se 2 malha generalizada Tipo 2. Ao contrario

da malha tipo 1, esta matha ndo sofre deformacio adicional nos volumes de controle, pois ela é

ajustada a0 dominio de cilculo. Os resultados apresentados abrangem valores de baizxo e médio

nameros de Pe.
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Foi observado neste problema teste que quando utilizada a malha generalizada tipo 1,
praticamente nfo houve uma significativa diferenca entre os resultados obtdos pelos esquernas
testados para os casos de baixo Peclet, tanto para baixo quanto para altos valores de B Assim que foi
elevado o Peclet, houve entio um distanciamento relativo entre as curvas dos erros dos esquemas,
sendo estas mais evidenciadas para no caso de maior valor de B Foi observado também no caso
mais critico, que o esquema UNIFAES foi o que piores resultados apresentou. Este comportamento
do esquema UNIFAES ndo foi observado em nenhum dos testes até aqui reahzados, mas
observando o comportamento dos esquemas quanto a sua influéncia pela variacio do angulo A, foi
observado que o esquema UNIFAES como no caso de transporte convectivo-difusivo em
escoamento paralelo utlizando malhas generalizadas novamente se apresentou como sendo o
esquema que maior influencia sofre com a variagio do dngulo B, e que o esquema Exponencial
simples novamente se apresenta como o que menor influéncia sofre. Quanto ao esquema QUICK,

este se manteve na média de comportamento entre os demais,
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Para o caso de malha generalizada tipo 2, observou-se que © comportamento dos esquemas
numérnicos € bem distinto do caso antedior. O esquema UNIFAES se destaca em relacio aos demais
mesmo no caso de baixo nimero de Peclet, e se torna bem evidente para o caso de alto ndmero de

Peclet.

Pode-se entdo verificar que como no caso da matha tipo 1 com baixo valor de £ onde
teriamos volumes de controle com geometrias mais proximas de um retingulo, no caso da malha
tipo 2 os volumes de controle também se aproximam da forma geométrica de um retingulo, o que

consequentemente 2 construgdo da malha terd uma pouca influéncia nos resultados do esquema

UNIFAES.
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Capitulo 5

Resultados obtidos para equagdes de Navier-Stokes

5.1 Introdugio

O capitulo 5 foi reservado para apresentacio e discussdo dos resultados obtidos para Os casos
testes para equacSes de Navier-Stokes. Os critérios de convergéncia utilizados foram os mesmos
apresentados para os casos lineares, capitulo 4. Como testes ndo-lineares foram escolhidos dois casos
classicos que sdo facilmente encontrados na literatura como uma forma de avaliagdo de esquemas
numéricos: Escoamento em cavidade ¢ escoamento em canal divergente gradual. Estes dois
problemas foram tratados utilizando-se as formulagdes para coordenadas generahizadas das equa¢des

de Navier-Stokes e da continuidade.

5.2 Escoamento em cavidade inclinada

O problema de escoamento de fludo em cavidade retangular bidimensional tem sido
largamente utilizado como forma de avaliagio de métodos numéricos aplicados is equagdes de

Navier-Stokes devido a simplicidade geométrica e a complexidade do escoamento.

Provavelmente o trabalho mais conhecido que envolve uma solucio numérica deste
problema € o trabalho de Ghia er a/ (1982), onde ¢ aplicado o método multigrid para solugio das
equagdes de Navier-Stokes para altos nlimeros de Re. A solugdo obtida por Ghia é considerada
como solugido de referéncia para outros autores, devido 3 quahidade dos resultados, ao método e ao
refmamento da matha utilizados. No estudo realizado por Ghia e o/ (1 982) foi considerado um

problema em coordenadas cartesianas bidimensional, e com a difusio dos métodos numéricos para
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coordenadas generalizadas, a utilizacio de um problema similar que é o do escoamento em cavidade

inclinada também tem sido muito utilizado para avaliagio dos métodos numéricos.

Este caso fot escolhido por ser um problema bastante tratado na literatura como teste para
comparagOes ¢ avaliagbes do comportamento de esquemas numéricos em coordenadas generalizadas.
Choi e a/ (1993), Oosterlee e Ritzdorf (1996) e Wang e Komori (1999) entre outros, apresentam
estudos referentes a utilizagio do método de interpolacio de momento de Rhie ¢ Chow para resolver
o problema de campo alternado de pressio, acuidade e comportamento de esquemas numéricos de

discretizagiio e comparagio entre vérias formas de tratamento dos componentes da velocidade.

A geometria ¢ as condi¢Ses de contorno para este problema estdio apresentadas nas figuras a

segutr, bem como a malha utilizada.

Figura 5.1: Geometria, condi¢bes de contorno e malha utilizadas para cavidade inclinada

Para todos os testes realizados, foi utilizado Re=100 como referéncia para cilculo, sendo este
definido como:

7]

Os angulos utilizados para teste foram: a=90°, 80°, 70°, 60° e 45°.
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Aqui os resultados obtidos através do programa desenvolvido utilizando o esquema
UNIFAES, foram comparados com resultados obtidos pelo pacote computacional Ansys, baseado
10 método dos elementos finitos. Foi utilizada uma malha com refinamento de 20x20 volumes nas
fronteiras para os esquemas UNIFAES e QUICK, ¢ uma malha com refinamento de 100x100
elementos quadrangulares com interpolagio SUPG para velocidades e SU para pressio para a

solugio por elementos finitos,
Em alguns casos foram realizados testes utilizando uma malha mais refinada com 40x40
volumes de controle, para que fosse registrada e observada a convergéncia do campo de pressio, que

para estes respectivos casos a solugdo obtida com a malha 20x20 nio foi satisfatoria.

A seguir serio apresentados como resultados os perfis das componentes da velocidade e

pressao nas linhas de centro honizontal e vertical da cavidade.
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Figura 5.2: Componente “u’ na linha Figura 5.3: Componente v’ na linha
de centro vertical, Re=100, ot=90° de centro horizontal, Re=100, a=90°
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Prasséions inha horizontel passenda pelo cantro de cavidade
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Os graficos a seguir, mostram o histdrico da convergéncia para cada varidvel calculada ao

escoamento. O residuo foi calculado da mesma forma que para os casos testes lineares, equacdo 4.1
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Comentarios

Os resultados obtidos pelos esquemas UNIFAES ¢ QUICK para este problema sdo bem
proximos, ndo havendo quase que nenhuma distingdo entre eles, tanto para as componentes da

velocidade quanto para a distribuicdo de pressio.

Analisando os graficos do histérico da convergéncia, observou-se também comportamentos
semelhantes entre O3 esquemas, mas COm uma poequena vantagem para o esquema QUICK em
relagio A velocidade para os casos de maior 4ngulo « da cavidade. Este fato, reforca o que foi
relatado em testes anteriores em refagdo a sensibilidade do esquema UNIFAES 2s deformacdes locais
dos volumes de controle. Temos que quante maior o dngulo @ da cavidade, os volumes de controle
estardo se afastando cada vez mais da forma geométrica de um volume retangular e com isto o
comportamento do esquema UNIFAES foi sensivelmente influenciado, fato que foi revelado na

velocidade de convergéncia.

Os graficos de distribuicfio de pressio no interior da cavidade, mostraram que a interpolagio
sugerida por Rhie e Chow realmente seluciona o problema do campo alternado de pressio. Como
fot dito no inicio do capitule 5, para alguns casos foram necessirios novos testes com malhas mais
refinadas porque os resultados iniciais obtidos para o campo de pressfio com a malha padrio nio
foram considerados satisfatorios tanto qualitativamente quanto quantitativamente. A realizacio
destes novos testes com malhas mais refinadas demonstrou que hi uma tendéncia da solucio por
volumes finitos de se aproximar da solugio obtida por elementos finitos, o que sugere que as

formulacdes ¢ os algoritmos construidos estio corretos.

5.3 Escoamento de fluido em canal divergente gradual

Para avaliagio dos métodos computacionais aplicados 4 solugiio das equactes de Navier-
Stokes em coordenadas generalizadas muitos problemas testes tem sido utilizados ao longo do
tempo. O problema proposto aqui como mais um campo para avaliacio do esquema UNIFAES para
solugdo das equacbes de Navier-Stokes ¢ o problema de escoamento de fluido em regime laminar em
canal divergente gradual, que foi primetramente proposto por Napolitano e Orlandi (1985) onde o

dominio consiste em um canal divergente onde a geometria é dependente do nimero de Reynolds
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segundo a equagio (5.1) e € considerado um perfil de velocidades desenvolvido na entrada segundo a

equacio (5.2).

Hyaree = 0-5(tanh(2 — 30x/ Re) - tanh(2)) (.1)
u[mm =3p{1-0.5y) (5.2)
onde:
0<xz< Re

3

O nimero de Reynolds ¢ definido para o problema como:
Re = £ UL
H
onde:
U € a velocidade média na secio de entrada

L. é a altura da secdio.

A geometria, condi¢Bes de contorno e a malha utilizada para o problema estio apresentadas

nas figuras 5.32 e 5.33 a seguir.

Malha otifeats
Re=12
25F [
bt
> 1
05 H
oF EE_
05 :- :EE
OO 85 LI N
0.5 1. ? 25 EE] 4
X
Figura 5.32: Geometria ¢ condi¢bes Figura 5.33: Malha utlizada para simulagio
de contorno para escoamento em em volumes finitos para
canal divergente gradual canal divergente gradual
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O problema do canal divergente gradual foi primeiramente resolvido por Napolitano e
Orlandi (1985) e tem sido utilizado como referéncia para comparacio dos métodos numéricos em
coordenadas generalizadas. Autores como Xu e Zhang (2000), Melagen (1 992), Choi et a/ (1993) entre
outros, utilizam as solu¢des de Napolitano para comparagdes em seus testes. Para o presente estudo,

foi considerado o caso de Re=10 por ser o mais utilizado pelos autores citados.

A seguir estdo plotadas as solugdes obtidas pelos esquemas UNIFAES e QUICK para o

campo de linhas de corrente e pressio.
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Figura 5.36: Canal divergente gradual Figura 5.37: Canal divergente gradual
Linhas de corrente Re=10 - QUICK Isobaricas Re=10 — QUICK
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Residuo

A distribuigao da pressio na parede do canal € apresentada no grafico da figura 5.38
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Figura 5.38: Distribuigio de pressio na parede do canal divergente

Os grificos a seguir, mostram o historico da convergéncia para cada varidvel calculada no

escoamento e o residuo foi calculado da mesma forma apresentada para os casos testes lineares.

1.00E+5
1004
4£.00E+3
1.00E+2
1.O0E+1
1.00E+0
1.O0EA
1.08E-2
1.00E-3
1.00E-4
10055
1.0BE6
10087
1.008-8
1.00E-8
1.008-1G
1.008-11
100812
1.008-13

EEstdrico du converginea

Componene &

Componente v
- Pressio

Esquerna UNEFAES
Re=10

T I T H H T

H {
4000.G0 8000.00

[0 2000.00 8000.0¢

Namero de Heracdes
Figura 5.39: Historico da convergéncia

Canal divergente, Re=10 - UNIFAES

t

1.00E+4 w;

1.00E+3
1O0E+2
1.00E+1
1.008+0
1.00E-1
+.00E-2
1.00E-3
10064
1.00E-5
1.00E-8
*.00E-7
1 00E-8
+.00E-9
100810
100E-11

Residuo

100E-12
100813
1.00E-14

G000

111

Histdrice da copverginca

[
\ e Componente v |
Pressdo

Comnponietie § §

Eggquema QHUCK
Re=10

0.00 2000.00 00000 G00.00 BOO0.00

MNimero de iteracdes

Figura 5.40: Historico da convergéncia

Canal divergente, Re=10 - QUICK

10000.00



Comentarios

No problema de escoamento laminar em canal divergente gradual, nos trabalhos 14 realizados
sobre o assunto, a distribuicdo da pressio nas paredes do canal é sempre observada como forma de

avaliacio da qualidade dos resultados obtidos numericamente.

As figuras mostrando os quatro primeiros resultados para as linhas de corrente e distribuicio
de pressdo para os esquemas QUICK e UNIFAES comparativamente ndo apresentam nenhuma
diferenga visivel, e em particular para os grificos da distribuicio da pressfio assim como no caso de
escoamento em cavidade inclinada ndo houve o aparecimento do campo alternado de pressio,
indicande novamente que a utilizagio do esquema de Rhie e Chow realmente elimina essa
possibilidade de se obter um campo alternado. Pelo grafico da distribuigdo da pressdo na parede,
observou-se que entre os esquemas QUICK ¢ UNIFAES nio houve praticamente nenhuma
diferenga tanto quantitativa quanto qualitativa. Os resultados obtidos pelos esquemas UNIFAES e
QUICK para distribuigiio da pressio nas paredes do canal foram comparados com os resultados

obtidos por Kaki e Patankar (1988).
Em relagdo a convergéncia numérica, observou-se que nfo hid também diferencas

significativas nos resultados para os esquemas QUICK e UNIFAES. Os dois esquemas atingem a

convergéncia praticamente com ¢ mestmo numero de iteracdes.
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Capitulo 6

Comentarios e conclusdes gerais

Em todos os casos estudados, tanto os lineares quanto nas equacdes de Navier-Stokes, na
implementagdo numérica do esquema QUICK e seus derivados, foi necessirio um tratamento
especial para os pontos provenientes das expressdes de interpolagio quando aplicadas nas fronteiras
¢ que eventualmente estariam fora das fronteiras do dominio estudado. Este tratamento se deu de
duas formas distintas: primeiro aplicando o valor da solugio analitica quando disponivel 2 estes
pontos e segundo aplicando uma discretizagdo local nas fronteiras vtilizando os esquemas Central ou
a Montante. Em todos os casos estudados nfio foram observadas diferencas significativas tanto
qualitativas quanto quantitativas nos clculos dos erros das solugdes numéricas quando comparados
os diferentes métodos de discretizagio nas fronteiras, por esta razdo foi adotada como padrio a
discretizagio pelo esquema Central nas fronteiras para os casos onde ndo sio possiveis obter-se

solucGes analiticas.

De um modo geral para 0s problemas lineares observou-se que o esquema Exponencial
simples foi 0 esquema que mais rapidamente atingia a convergéncia numérica, mas por outro lado o
seu comportamento quanto a0 erro cometido em relacdo as solugdes analiticas foi um tanto vaniado,
ora se apresentando como o melhor esquema e ora como o pior. Ja os esquemas QUICK e
UNIFAES apresentaram um comportamento mais regular, sempre se apresentando como um dos
melhores esquemas para todos os casos testes estudados, ¢ em relacio de um 20 outro, também

sempre houve uma proximidade dos resultados obtidos.

Em particular aos casos lineares com malhas generalizadas irregulares pode-se apresentar

apbs uma andlise dos resultados, comentirios ¢ conclusdes. Observou-se nos grificos apresentados
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uma variacio do erro da aproximagio numérica com o valor do 4ngulo B definido como uma
deformagio local do volume de controle, ¢ que esta variagio foi menor para o esquema Exponencial
e maior para o esquema UNIFAES. Uma indicagio para justificativa para este comportamento pode
ser o fato de que no caso dos esquema de base exponencial as curvas interpolantes sio ajustadas as
linhas coordenadas, mas entre os esquemas Exponencial, LOADS e UNIFAES 2 diferenca esti na
forma que ¢ calculado o termo £, que indica ser o ponto diferencial que estd em funcio do jacobiano
da transformagio geométrica presente na formulagio. No esquema Exponencial tem-se que 4=0,
entdo a influéncia do jacobiano estaria minimizada, j4 para os esquemas LOADS e UNIFAES o
célculo do termo £ € dependente do jacobiano, sendo menos sensivel no esquema LOADS, que

pode ser atribuido 4 presenca de um termo a mais na formulacio.

Ja para os demais esquemas, a influéncia do jacobiano estaria mais presente na formulagio
geral das equagbes governantes do problema. Isto explicaria 2 melhor acuidade nos resultados do
esquema UNIFAES 2 medida que o valor de § vai diminuindo, ou seja, a forma geométrica do
volume de controle fisico estaria mais préximo geometricamente de um volume de controle
transformado e com isto o jacobiano da transformaciio serd mais corretamente avaliado, e isto pode

ser observado nos resultados para malhas regulares.

£ importante ressaltar que uma malha com 2 configuragdo da matha Tipo 1 utilizada nos
casos lineares com mathas generalizadas, dificilmente serd construida na pritica. Este tipo de malha &
propositadamente construida desta forma para o estudo do comportamento numérico dos esquemas

discretizantes, como sugetem Braaten e Shyy (1986), Verma e Eswaran (1996) e Shyy ez a{1998).

Foi observado nos testes realizados para os casos testes em coordenadas generalizadas que a
avaliagio das derivadas envolvidas nas transformagdes geométricas é muito importante para a
qualidade dos resultados. Por esta razio sdo utilizadas as expresses para derivadas centradas para os
nés internos da malha e derivadas de segunda ordem para os nds pertencentes as fronteiras como

descrito em Himmerlin e Hoffman (1989).

Para as equagbes de Navier-Stokes os resultados obtidos pelos esquemas QUICK e

UNIFAES sio bem préximos um do outro, sendo as maiores diferencas evidenciadas nos graficos
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do historico da convergéncia para os casos de maior dngulo @ para cavidade inclinada Pela
proximidade dos resultados para as componentes da velocidade e pressio obtidos pelos esquemas
QUICK e UNIFAES em relagiio as solugOes obtidas por elementos finitos, podemos observar a
qualidade destes esquemas considerando que para solugio por elementos finitos foram utilizadas
malhas de 100x100 elementos contra malhas de 20x20 e 40x40 volumes de controle na formulacio

por volumes finitos.

A escolha da utilizagio de mathas colocalizadas foi considerada satisfatoria pois analisando o
algoritmo computacional desenvolvido relativamente simples, foram conseguidos bons resultados

devido a utilizacio do esquema de interpolacio sugerido por Rhie ¢ Chow.

6.1 Propostas para trabalhos futuros

O esquema UNIFAES nos dltimos anos tem sido aplicado a vérios tipos de solugdes para
avaliagdo de seu comportamento, dentre elas algumas apresentadas neste trabalho. Como esquema
numérico, € importante que se faga uma completa avaliagio de quais sdo os campos de solucbes onde
poderd ser aplicado vantajosamente em relagio aos esquemas mais utilizados. Além dos campos
estudados apresentados neste trabalho, Figueiredo e Llagostera (1999) e Liagostera ¢ Figueiredo
(2000) também avaliaram o comportamento deste esquema em problemas de convecgiio natural e
mista em meios porosos onde obtiveram bons resultados, o que amplia o campo de aplicacdes do
esquema UNIFAES. Alguns outros campos de solucBes que ainda podem ser tratados estio

relacionados a seguir:

» Problemas envolvendo fendmenos de convecgio natural

» Problemas em regime turbulento

» Dascretizagio em malhas nio estruturadas

» Avahacio mais detalhada da influéncia da convergéncia numérica com os valores dos indices
de relaxagio para velocidades e pressio na solugdo das equacdes de Navier-Stokes.

» Utihizagio de outros algoritmos de acoplamento velocidade-pressio.
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Anexo A

Expressdes para os esquemas utilizados:

(¢E ‘*’¢P)
bo=g

(¢ +4,)

¢W =

N (¢N +¢P)
T2

=

(¢P +¢s)
¢s = 2

&)f%f e P R
&

Esguema QUICK ~Leonard (1979) * 0 0 0 i s

2,v)0 u, {0

6. =38, +0:) -t - 26, + 4) b =4(6s +8:) - $(bex —26; + 4,)
b =3ty + )4t — 20y +6,) 8, =36y +6,) (¢ 26, + 45)
b, =36 + 6,)- 165 - 26, + 9, b, =4 +8¢) - Howw ~ 204 + 65
g, = 4g; +8,) - Hoss - 26 + ;) 6. = o5 +6,)- (6 20, +4;)

1t

Nl-—-'

124



Esquema QUICK =Hayase (1992) 0 0 o
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Coordenadas generalizadas

Equagio de interpolagio:
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Coordenadas generalizadas

A equagio de transporte convectivo-difusivo bidimensional em coordenadas generalizadas é

escrita como:

gg(ﬁ¢)+§q—(ﬁ¢)* -0%[5 (Qn ﬁg 9o ng]+ a,,[?(g g‘; T2 gﬂ]
Bquagdes de interpolagio para direcio &
-;%(pa'gs)-gg(%ﬁ%] =k onde &= %f—;»
onde temos:

e _ 912{‘ 5’2¢ Z [ ap 5’?’)]
K Sy én[ Lo g

Equacdes de interpolagio para direcio #:

O (wg)-2 |9l H ) _ i
7Y é‘rz( J ﬁn] g b= gl

O ol T 3 (a;rs a¢)
kq"'_puﬁg J 559'7 é’f[ ‘11155‘*“?125’7}

Solugio analitica geral das equacdes unidimensionais podem ser encontradas como:

$=C, +Cye+Cye)

d¢ =C,+C, Peyelfes)
dg
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Para interface ¢ localizada no centro do volume de controle

1

é,-_—(;54,‘:(-—.«):eg:.)+¢jr,(1-iﬂo:eg)+,6ﬂf onde aegzm

e
Iy

E

ko AE
3 P = ( Eg(epiag) _ 1)

63 = ¢E(ae§) + ¢P(“ aez,‘) - ﬂe-;’

Ca=

Y

Formas analogas sdo encontradas para as interfaces #, #, 5, localizadas nos centros dos volumes de

controle:

Ci=t(i+a)rd(-a)th, onde a,= e’%“lﬁ -1

C: = ’;—Z Poe = ( ng(?ﬁf) )
Cs=te(- )+ (e} - s

Eim et blis )y onde ay =t

G, = %’: Bon = ( 3 n(i’;ﬁ:]) _ 1)
Cs = b tun) + 06~ @)~ By

Cy = ¢S(1 + as,?) + ¢p(- as,,) +pB, onde a,= (efmf; -1)
b T

é'3 = s (“ as:;) +dp (am) - B
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6¢ 62¢
3 5 652 , analogamente para a direcio 7, expressas em funcio

de C,, C, € C; substituidas nas expressdes de interpolagio unidimensional teremos as expressdes

Com as expressGes para ¢,

para £ na forma nodal:

- BAS 2g,,I° Z¢

~( ¢EW +(do - )7 Pfﬂf_;)"’ J &

FAn - FAn 2g,I &¢

k§=(¢P“¢N)Aﬂz(epﬂA,’“1 +(¢PM¢S)A172(€*P”A”-I)+ 7 é’fﬁq
Expressoes utilizadas para calcular os termos G é¢ ﬁij
xS g

op m¢e"¢p A
GEl T As on), 4An
G| _¢p"¢w Fp| Oy + b — s~ by
GE| T A onl 4An
8B Ot P — by — b 124 _~¢n“¢p
), 4A¢ o1, ~ ap
G| P +Py — by~ P ap m¢p“¢s

B 4A¢ o, Ag

& ¢ - P — buw + Pow — s
con 4A%An
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RelagGes de transformacio de coordenadas

Diferengas centrass

1.;
A A
= =
EE R I~
i |
]
F F
~ o
WO
R L

Ul

&/ &

(xi+1,j ~ X1,y
(‘§+1,j - é-—l,j

i
N

(yi,j-f—l = Yij-1
(’7 1 T

U

| §

(y +1,j "’y-—lj)
(‘5‘-1-1,_/' . é—l,j)

W

S
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Anexo B

Procedimento para transformagiio da equagio de convecgdo-difusdo de coordenadas

cartesianas para coordenadas generalizadas

As dentvadas parciais, na forma matricial podem ser escritas como:

o a Al [a a alx & &
& & al| |& o Xlax 8 &
X d A D& Aldg oy
& & & | |\&E& o & & &
X o ) W ML d X
& 8 &) |& & X|a 5 2]

Onde o Jacobiano da transformagio ser dado por:

% % &
& & &
j_|91 n o
& & &
X & X
& & &

J é o determinante de

Transformagio para coordenadas generalizadas da equagio diferencial de primeira ordem

(Ala)

|y
{
|
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Sendo a diferenciacio parcial dada por:

i

Dy Py
]

SR P&
R Qv
D9 2|9
Flo Qo

Utilizando 2 seguinte notagio

%

—— entio
o

széxF§+??xFrg

G,= fng +n,G

7

Substituindo em (A1) e dividindo por J tem-se

F, G F G
gx -§+§y §+ﬂ: v+77y 7 _

J J J J 0

O prmetro termo da equagio pode ser escrito da forma

.8 Y

4 4

(Alb)

(Alo)

(A2)

(A3)

e de forma andloga aos outros termos, pode encontrar a forma final da equagdo transformada

F,+G,=JF +G;)

onde
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Transformagdo para coordenadas generalizadas da equagdo diferencial de segunda ordem.

A equagio onginal em coordenadas retangulares ¢é escrita da forma
d & éR FS T

-—-u..-+._~._-—

& éj &2 &é} + @}2 (A6)

ou na notagio adotada

F,+G,=R_+S_+T, (A7)

introduzindo um termo de ponderacio €
F,+G,=(R,+&5,) +(1-9)s,+ z;)y

Tomando o lado direito ¢ comparando com a equagio (A4) tem-se

(Rx +€Sy) ((lms)Sx +:I;)

x ¥
7 + T, =F+0,

Pm%(R +e5,)+ ((z—g)s, +7,) (ASa)

= %—(Rx +65,)+ %?—((1 -6)S,+7,) (A8b)

Tomando-se os termos de derivada em x do lado direito da equacido (A8a) e utilizando a

expansio apresentada em (A3), obtém-se

g Ry &R S S
5;— -8, = (”:, ];%Hl-—a)(%) w(l—e)-{J— (A9)

X
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Aplicando a defim¢io apreseatada em (Alb) e (Alc) expande-se a expressio (A8) para
coordenadas generalizadas, e analogamente para o restante dos termos das equacdes (A8a) e (A8.b),

encontrando-se a forma final da equagio diferencial de segunda ordem.

L1 3 ¥ x - £ ]
£y "E'Gn =R§§+S§fr+j;m

onde
F™ = —5»(5 F+£G)+ (g;R +E,S+E,T)
G” = m}(nxm n,G)+ —}(%R +7,S+17,7)
=—:1f-( R+ EES+ET)
= "}(25 nR+(&m, + £n,)s +2§ynyT)
= -}(qim m1,S+7T)
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{ infcio }

£
v

Leitura de dados em arquivo
Inicializagio de variaveis
¥
Anexo C Verificagio geométrica

v

Estima valores iniciais ¢!

Aspectos computacionais

. =1-u
i b A S 1
Fluxograma $7i=1- | [i=2 -v

*-—“"——FJ nadi=1-—>4
v
Célculo de coeficientes F

Qp, Ay, Ay Gy, dg,...,§

TDMA

3 4 Caleula 7% %™ nas interfaces dos
ke .
Calcula 7,5 nos n6s da volumes utilizando interpolagio de

malha momento
|

4

v
Calcula coeficientes :
paraequagiode pr |, | Calaula p |
v
' 5 = (1- )™ +ap i Atualiza valores de

u=v7ﬁ"v>p

v
J Nio

O, e < E

v Sim

Escrita de resultados

v
\fim )

Figura A1: Fluxograma do programa computacional
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TDMA - Algoritmo para matriz tri-diagonal (TriDiagonal-Matrix Algorithm

A solugdo do sistema linear de equagdes pode ser obtido pelo método de eliminagio
Gaussiana. O algoritmo de Thomas, também chamado de TDMA, ¢ uma forma mais simples do
método de eliminacio, aplicado em sistemas onde ha trés diagonais na matriz de coeficientes, isto

pode ser conseguido se todos os outros coeficientes do sistema forem tratados como termos fonte.

Constderemos o sistema seguinte:

App = Aptp + Ay Py + Ay by + Asbs + Aypbrx + A + A Psz + Aswsw + 5,

Seguindo o esquema de numeragdo apresentado na figura Ad:

NWiy  Nigy NE; 11341

Wiy Py Eivj

SWiya 8 SEiii1

Figura A2: Numeracio 1

Aplicando-se o método para a linha ; constante, tem-se o sistema de equacbes que contém

todos os pontos #, de forma que pode-se escrever para um ponto genérico:

Ay¢y AM-I_; 1+1j +Az-—1_,r¢1 -1j
+ Ag;'+1¢y+1 + Aﬁ—!¢zj—1 + 4, j+i¢i+} ja Tt 4., j+l¢r‘-—1 jat A j~!¢i+1 1T Af—ij—l 1 T Si

No algoritmo TDMA o termo S compreende todos os termos restantes da equagio que ndo

s30 adjacentes a0 termo relacionado ao ponto 7, entdo a equagio fica:
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Ay = Ay Gy + A8, + S,

que na forma matricial é escrita na forma:

r-A -.—¢2\ rszw
4, 4 ¢, Ss

[
Wi

[N}
c A
o

0 Ay Ay A |82 |Ses
.. Aﬂ-—2 Annl,_ \¢n—i J ._Sn—l J

No sistema acima, os valores de @, ¢ @, sdo conhecidos devido as condigdes de contorno,

entio os termos que 0s acompanham fazem parte do termo fonte § correspondente.
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