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RESUMO

Este trabalho apresenta uma descrigdo sistemdtica da utilizacdo de
métodos de identificacdc no dominio do tempo aplicados & andlise modal
de estruturas meclnicas. Inicialmente formulam~se o8 fundamentos da
discretizacdo de sistemas continuos e andlise modal de maneira
adeguada 4 anflise de sistemas dindmicos neste dominio., Em seguida
relacionam-se modelos de andlise no dominio do tempo, utilizados em
osutras Areas do conhecimento {engenharia elétrica, estatistica e
economia) com ¢ modelo modal, visando a identificacgdo de fregqiiéncias e
méﬂes de wvibrar. Apresentam-se algoritmos baseados nos modelos
probabilisticos de séries estocdsticas (ARMA e ARIMA) e sistematiza-se
a série de Prony para identificag@o de sistemas sujeitos a diferentes
tipos de excitac¢do. Apresentam-se também exemplos da utilizag@o dos
aigcritmos de andlise em simulagdes numéricas e na andlise modal
pratica de uma viga sujeita & forgas impulsivas. O objetive deste
tyabalho & apresentar ao analista de sistemas dindmicos algumas das
mais importantes técnicas de identificag8o modal no dominio do tempo.
0s exemplos apresentados demonstram o© potencial de andlise dos
algoritmos come no caso de sistemas com fregiidncias coincidentes e
témhém em casos praticos de andlise modal. 0 trabalho sugere também
estudos futuros no campo de identificagdo de polos computacionais, o
desenvolvimento de métodos numéricos mais eficientes para a solugdo de
?rcﬁy e ainda a identificagdo de ndc linearidades no dominio do tempo.

el
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ABSTRACT

The present work describes the use of time domain identification
technigues in the modal analysis of wechanical structures. The
fundamentals of continuous system discretization and medal analysis
are presented in a suitable maner for the study of dynamic systems in
such a domain. Time domain identification models employed 1in other
areas (electric engineering, statistics and economics) are related to
the modal model with the objective of identification of natural
frequencies and mode shapes. Stochastic series algorithms (ARMA,ARIMA)
are presented and the Prony series is introduced as a tool for the
identification of systems subjected to different kinds of excitation.
There are also shown examples of using the algorithms in numerical
simulations and a pratical modal analysis of a bean subjected to an
impulsive forcing. The aim of the work is to introduce to the dynamic
analist some of the most important technigues of time domain modal
jdentification. The examples shown illustrate the potential of the
algorithms to the identification of systems even with coincident
natural frequenciesg and also in pratical modal analysis. The work
suggests further developments in the field of computational poles
détarmination, more efficient numerical methods for the scolution of
Prony’s problem and the identification of non-linearities in the tinme

domain.
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q, (t)
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Q, (t)

Nomenclatura

i~&ésima inércia do sistema

nimero de inércias do sistema
niimero de eguagdes de restricgio
nimero de graus de liberdade (ordem do sistema dinamico)

i~ésimo vetor forga
i-ésimo vetor forga de restrigio
i-ésimo vetor posigdlo

k-&sima coordenada generalizada

trabalho virtual
deslocamentoe virtual

j~é&sima forga generalizada ndc conservativa
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capiruLo 1

INTRODUCRO

O3 métodos de andlise de vibragdes no dominic do tempo vén
encontrando aplica¢fes na drea de engenharia mecédnica desde o tempo
relativamente recente de uma década atris. Outras Areas do
conhecimento cientifico j& possuem uma maior familiaridade com tais
métodos. Nos anos 20 e 30 os economistas Walker e Yule [56,58],
utilizaram métodos no dominio do tempo para a previsdeo de dados
scondmicos através de séries temporais, Wold  [57], em 1938
estabeleceu um teorema sobre processos estocdsticos estaciondrios que
demonstra que todo o processo deste tipo pode ser representado por um
modelo linear Mé&dia Mdvel (MA). Em 1971, através do seu livro texto,
Box e Jenkins [20] utilizaram o teorema de Wold para fundamentarem
a sua metodologia de busca de uma classe geral de modelos capazes de
representarem o processo gerador da série, trabalhando com uma classe
de modelos mistos, Auto Regressivo de Média MOvel (ARMA).

As séries estocisticas no dominio do tempo s&o ferramentas
tradicionals 3 area da estatistica, =sendo utilizadas em previsdes
econfmicas {21,47,48,52]. No ambite da engenharia elétrica & comum a
utilizacdo de séries discretas no tempo (sinais digitais) para a
an&lise de circuitos e componentes elétricos. Estas séries sob a forma
de filtros digitais sdc utilizadas em &reas como kprocassamenta
[17,42,45,49] e controle digital de sinais [41,59]. .

A andlise de vibrag¢des em engenharia mecdnica baseou-se sempre na
resposta de sistemas a excitagdes harménicas, 0 estudo de vibragdes
nos aneos 40 e 50 recebeu unm grande impulso tecnolégiéo com a
utilizagdo de computadores anal6gicos, aliados a técnicas de anilise
por varredura de freqliéncia. Os anos 60 veriam o constante e
progressivo desenvolvimento dos computadores digitais e engenhosas
técnicas de realizagdo numérica de algoritmos de  andlise na
fregiiéncia. Tais fatores serviram para consclidar e ampliar ainda
mais o universo de aplicacdo das técnicas de andlise dinamica no
dominic da fregiiéncia. Uma nova disciplina, a andlise modal, comegou



também a surgir nos anos 70, integrando as técnicas de modelagem
discreta de sistemas dindmicos aocs entdo JA4 bem  conhecidos
procedimentos experimentais de an&lise de vibragdes.

0 primeiro livre texto a sintetizar as principais idéias da
modelagenm discreta de sistemas dinfdnmicos associadas as  técnicas de
andlise experimental de vibragdes no dominio da freqliéncia, fol
apresentado por Ewins [8] em 1984. O nGmero cada vesz maior de
fabricantes de equipamentos de andlise de vibragdes, utilizando
técnicas no dominio da fregiiéncia, as tornam cada vez mais populares
e acessivels acs usudrios ndo especializados.

As técnicas de analise-dewvibragéeS~no-dominio-do-tempo~ aplicadas
4 engenharia mecénica, por outro lado, s&o ainda objeto de estudos

especializados e suas aplicagdes, restritas a poucas A&reas praticas. .

Em 1973 Cole [30] desenvolveu um método de tratamento de vibragdes
chamado fungdo "RANDOMDEC",em 76 e 77 Ibrahim e Mikulcik [60,61]
utilizaram md8todos no dominio do tempo para identificagdio modal, o
gue gerou interesse dos analistas neste dominio. Sua abordagem se
chamou mé&todo "ITD" (Ibrahim Time Domain) e em 1979 Ibrahim associou
a fungdo RANDOMDEC ao método "ITDY gerando o gue ele chamou de
"Randondec~Time-Domain~Technique®, [62].

Em 1983 Leuridan e Vold [63] publicaram um resume dos principais
métodos no dominio do tempo. Mais recentemente,em 1986 Cooper e Wright
[64] publicaram um trabalho - comparando alguns  métodos de

jdentificagio, baseados em uma teoria de tratamento de erro. Outras

publicagdes como Ibrahim [65] em 1986, Ewins [66] em 1984 e Brown [67]
em 1982, apresentaram uma visdo dos testes modais tante no dominio do
tempo como da fregliéncia. A mnoderna andlise wmodal inclui ainda
algoritmos como o da "Polyreference" desenvolvido por Vold ([68] em
1982, o algoritmo UWERAY (Eigensystem Realization  Algorithm)
desenvolvido por Juang e Pappa [69] em 1984, o algoritmo (TDP) (Time
Domain Direct Parameter Method) desenvolvido por Leuridan {[70] em
i984. Outros algoritmos seriam o© (LSE} (Least Sgquare Complex
Exponential Method) desenvolvido por MNergeey [71] em 1983 a
metodologia (DDS) criada por Wu e Pandit {72,73] e aplicada a andlise
medal por Pandit e Metha [29] em 1985, os algoritmos da resposta



impulsiva e aleatfria desenveolvidos por Kurka {26,386} respectivamente
em 1987 = 1990 e ainda trabalhos como o de Kurka [74], Xurka et‘ al.
{75,76] em 1991 e recentemente trabalhos come o de Kurka e  Bazan
[77,78,79]. |

0 grande e diversificado universo das técnicas numéricas ¢que se
gnguadram na categoria de "dominio do tempo® as tornam de dificil
acesgo prético para o analista de vibragbes mec8nicas, habituade aos
tradicionais procedimentos no dominio da fregiiéncia. O trabalho de
Leuridan, Braun e Allemang {28] da Universidade de Cincinatti em 1986,
entitulado "Time Domain Parameter Identification Metheds for Linear
Modal Analysis: A Unifying Approach®, sintetiza a formulagio de vérios
de tails wmétodos com a finalidade d&e uma aplicagdo pratica na
identificacgio de sistemas din8micos. Este trabalho, entretanto, néo
apresenta uma descricdo da origem dos métodos de identificagdo, ou de
como foram transportados de sua formulagio original até a sua
aplicagdo no 4mbito da ané&lise modal estrutural.

0 presente trabalho tem por objetivo apresentar uma descrigio
sistematica da utilizagdo de métodos de identificagdo no dominio do
tempo aplicados & andlise modal de estruturas mecénicas. A boa
compreensdo de tais métodos requer, antes de mais nada, um bom
conhecimento da formulag@o da resposta de sistemas din&micos no tempo,
a partir de excitagdes de forgas genéricas. A maioria dos textos que
tratam da descrigio dos sistemas vibratérios mecénicos, o© fazenm
adequando toda a sua formulagdo aos métodos de identificagdo no
dominio da fraqﬁéngia, os gquais sdo normalmente utilizados,

[8,12,14,51].

Este +trabalho busca, inicialmente, relacionar os sistemas
vibratdrios mecdnicos aos métodos de identificagdo no dominie do
tempo. Estes - métodos de identificacio .~ sic formulados para a
utilizacgdo éspecifica-de uma entrada e uma saida do sistema (método
S180), j& que a generalizacg&o de tal conceito basico de andlise, pode
sempre ser extendida para uma andlise mais abrangente dos sistemas
dinsmicos. Apresentam-se os métodos de identificacio desde o ponto de
vista de suags aplicagdes originais - séries estocdsticas, séries
discretas no tempo, até o seu estreito vinculo com as solugdes



analiticas discretizadas da resposta no tempo dos sistemas vibratérios
mecinicos.

Procura-se também apresentar o algoritmo de exponenciais complexas
de Prony [27], tradicionalmente utilizado na anflise da resposta livre
de sistemas, como ferramenta basica para a anilise da resposta dos
sistemas a excitagdes conhecidas (forgas impulsivas ou permanentes)
ou  desconheclidas (forgas aleatérias). S30 apresentados tambénm
algumas técnicas para tratamento dos sinais no dominio do tempo, para
a reducdo do efeito de ruidos nos sinais dinamicos, bem cone a
sgparagio entre modos de vibrar verdadeiros e conmputacionais. Assin
sendo, os capitulos deste trabalho apresentam o seguinte contetGdo :

Capitulo II : Estabelece a discretizagdo espacial dos sistemas
dinimicos, fundamental 4 compreensdo do modelo matemdtico utilizado em
andlise modal,

Capitulo IITI : Apresenta a formulagde modal  dos sistemas
dinsmicos, enfatizando a sua resposta de deslocamentos generalizados
ng dominio do tempo como fungdo de condigdes iniciais mwodais e da
fungdo de resposta ao impulsc unitaric (o modelo modal}.

Capitulo IV : Apresenta os principais mnodelos de anflise no
dominio do tempo, utilizados em outras &reas do  conhecimento
cientifico, desde o ponto de vista exclusivo do tratamento de sinais.
8o apresentados modelos como o integro~diferencial, o modelo de
equagio a difereng¢as qgue pode ser compreendide como um modelo de
filtras digitais e os modelos de séries temporais.

Ccapitulo V : Este capitulo aplica os principais conceitos do
capitule anterior no  desenvolvimento de  algoritnmos para a
identificacdo de sistemas mecdnicos . Estes algoritmos estdo baseados
na solucgdc modal discretizada no tempo, onde a série de Prony &
utilizada como ferramenta basica para a identificagdo de sistemas
sujeitos a diversos tipos de excitagdo e nos modelos probabilisticos
AEMA & ARIMA, onde as séries temporais representam uma amostra de um

pﬁaeesso estocastico.



Capitulo VI : Neste capitulo sio apresentados exemplos sintéticos
da utiliza¢do da maicria dos métodos descritos na andlise de um
sistema mecénico numérico de trés graus de 1liberdade, bem comoe na
anilise de um sistema hipotético de seis graus de 1liberdade, con
distribuigdo particular da posigfic relativa de seus auto-valores. Além
disso, este capitulo inclui a andlise modal pritica de uma viga
sﬁj&ita & forgas impulsivas.

Capitulo VII : Apresenta as conclusdes ac presente trabalho, ben
como sugestdes de futuros desenvolvimentos.



caPiTULO IX

REPRESENTACAO DE SISTEMAS DINAMICOS DE FORMA DISCRETIZADA
NO ESPACO

2.1 INTRODUCAQ

Este capitulo tem por finalidade o desenvolvimento de um modelo
natendtico discretizado no espago gue represente sistemas reals e
gus com o gqual seja possivel fazer-se a andlise modal destes sistemas.
Os sistemas reais sfo em geral estruturas continuas gque podem ser
convenientemente modeladas por equagbes diferencials parciais. Una
modelagem simplificada do mesmo sistema pode ser obtida através da sua
discretizagdc utilizando~se equagdes diferenciais  ordindrias de
segqunda ordem. Este modelo discreto tem o objetive de reduzir o
sistema real a uma aproximacgio por um modelo matemdtico linear de n
graus de liberdade ou ordem n, sendo composto por um conjunto finito
de n destas equacgdes e permitindo o use da &lgebra e do método

matricial para o seu estudo.

Neste capitulo considera-se o sistema real constituido por um
corpo unidimensional sofrendo deformagfo axial, sendo representado por
um conjunto de massas discretas unidas por molas e amortecedores. A
egquagio do movimento para este sistema & uma equagdo diferencial
matricial de segunda ordem e n variéveis, sendo ?btida através da
formulagdo Lagrangeana. Depois de encontrado o mo&elo mQtemético '
descreve-se a obtencdo da sua solugdo. Conceitos como ortogonalidade e
o teorema da expansio s3o utilizados para obtengdc desta solugao

através da andlise modal.

2,2 MODELC MATEMATICO DISCRETO PARA O SISTEMA DINAMICO

-

Em muitas aplicagdes praticas & usual considerar-se um sistena
fisico continue representado por um conjunto de inércias discretas m,
{(i=1,2,...,N), unidas por molas e amortecedores. Um modelo con



pardmetros discretos deste tipo tem n graus de liberdade, onde o
nmero de graus de liberdade & definido como: |

n=3N~-¢ {2.1)

sendo ¢ o nfimero de eguagdes de restrigdo cinemiatica e N o nlimero de
inérecias m, do modelo.

0 objetivo agui é obter-se uma equagdo que possa descrever o
sistema fisico representado~o sob esta forma discreta, o que pode
ser feito através de duas formulagles.

A primeira formulag@o utilizando as leis de Newton, descreve o
movimento através de quantidades vetoriais como coordenadas e esforgos
fisicos, ' chamada por isso de mec8nica vetorial. A segunda formulagdo
considera o© sistema como um todo eliminando a necessidade de
caleular-se os esforcos de interagdo.Esta segunda formulagdo atribuida
a Lagrange e Leibnitz, utiliza coordenadas e esforgos generalizados
gue ndo sdo necessériamente fisicos. Assim, a formulagao matematica
spresenta-se, independente de qualquer sistema de coordenadas, sendo
conhecida como mecaénica analitica.

pevido ao seu caracter mals geral optou-se pela formulagdo
Lagrangeana. Esta formulag@o € uma abordagem variacional da mecénica e
permite obter-se a equag¢do do movimento do sistema através da energia
cinética, energia potencial e de uma express@c diferencial conhecida
como trabalho virtual para o casc de sistemas ndo_conservativos.

A energia cinética e potencial sf@o quantidades escalares e poden
ser expressas por deslocamentos e velocidades qeneralizadas e o
trabalho virtual por'esfcrgos e deslocamentos‘¥irtuais generalizados.
como ndo & necessério conhecer-se o0 sistema de coordenadas, esta

formulacio ndo utiliza o diagrama de corpo livre do sistema.

Considere um sistema de particulas de inércias constantes m,
(i=1,2,...,H) 1ligadas no espago por molas e sujeito a esforgos
externos ao sistema ou que atuam nas préprias molas, que tem a forma

geral:



Fi e ini + Fyij + FZ}( i=1,2,...,8 {(2.2)

onde in, Fy‘, in 580 as componentes do vetor forgamento Fi nas
diregfes ¥, y, z respzctivamente e 1, j, k o8 vetores unitédrios nas

dirvegdes cartesianas x, y, 2.

Estando o movimento das inércias m§ restrito a uma certa curva ou

zuperficie pode-~se considerar esforgos de restrigio £, atuando sobre
elas, tendo a expressio

£ = fxi + fyJ + fzk i=1,2,...,XN (2.3)
snde fxi, fyi, fzi, sd3c as suas componentes.

Sendo o movimento de m, em trés dimensdes, o seu vetor posigio £
ohde X0 Y0 2, 5340 as suas componentes, pode ser dado por:

r, = rxii + ryij + rzik i=1,2,...,N (2.4)

Utilizando-se a segunda lei de Newton a eguagdo diferencial
vetorial do movimento para cada particula onde #° & a aceleragdo da
inéroia m, £ dada por:

F + f =‘mi £ i=1,2,...,N (2.5)

Az eguagdes (2.5) representam um sSistema de 3N egquacdes
diferenciais gque podem ser lineares ou ndo,dependendo da relagdo entre

os esforgos e os movimentos das inéreias.

0 movimento das N particulas estando sujeito a restricdes

cinematicas pode ser descrite completamente pelas coordenadas
qi,qz,...,qnunde "n" & dado pela expressdo(2.1). Estas coordenadas
s30 chamadas de coordenadas generalizadas e utilizando-as, o vetor

posigio (2.4) pode ser dado por:



r, = r(q,) i=1,2,...,N (2.6)
knl,z,...,n
Nesta formulagdo a equacdc do movimento & obtida pela equagfo de
Lagrange, que por sua vez & obtida considerando-se ¢ principio

do trabalho virtual. e o principio de D’Alembert. Estes .. principios. ...

servem de transigido entre a formulagdo Newtoniana € a Lagrangeana. O
trabalho virtual scbre todo o sistema de particulas & dado por :

N

W mz (F, +£) .3r=0 (2.7}
j=1

onde F. & a resultante dos esforgos- externos aplicados em cada "~

particula, fi a resultante dos esforgos de restrigido que atuam em cada
particula e ér o deslocamento virtual do vetor posigéo r, consistente
com  as restricles do sistema.

Na equac8o (2.6) &W & uma  expressdo infinitesimal e ndo a
variagio de W , porgue a funcgdo trabalho W existe somente guando o
sistema & conservativo. Esta expressdo fol igualada a zero porque para
um sistema em egquilibrio a resultante dos esforgos & nula.

Ssendo o deslocamento virtual uma mudanga infinitesimal nas

coordenadas x,
considerado real e por isso o intervalo de tempo necessario para

r Y0 2, que formam o vetor posigéo r.. este ndc &

. pta mudanga ndo existe. 1Isto faz com gue durante o© processo os
esforgos e as restricdes também ndo variem.

sendo © vetor esforgo de restricfo sempre perpendicular ao
deslocamento virtual consistente com esta restrigdo, o produto escalar
entre eles seri sempre nulo e a expressio (2.7) pude ser re-escrita

COMo s

—_—

AW =
i

(2.8)

il ~1 2
_h".l
e
A
H
L=

A eguacdo (2.8) é a representacgdo matemdtica do principio do



trabalho virtual e estabelece a condic8o de eqguilibrio estitico do
sistema, Para obter~se a condigdo de equilibric dindmico parte—ée da
equagao do movimento de Newton para um sistema de particulas , equagdo
{2.5}. Neste caso o trabalho virtual de todo o sistema & dado por:

£F1 £, - mit;) . Sri = () {2.9)
1

B~ =

i

Da mesma forma anterior o trabalho virtual feito pelos esforgos
de restrigdc & nulo, obtendo-se a expressio matemdtica do principio
de DfAlembert:

N
Y (F, - m#}) . dr =0 (2.10)
=1

A equacfo de Lagrange para um sistema de n graus de liberdade &
obtida assumindo-se que as suas coordenadas fisicas nfo dependen
explicitamente do tempo podendo-se usar a transformagdo de coordenadas
{2.6) e suas derivadas. Utiliza-se ainda para a sua cobtengdo as
eguagdes (2.8) e (2.10), sabendo-se gue o deslocamento virtual B&r

_ i
obedece as regras do cdlculo diferencial, assim:

d ar ¥ av
[ ] s + in j=1’2’caa'n (2-11)

at \ oy, 8q

& a equacio de Lagrange do movimento, onde Qj representa os esforcos

generalizados ndo conservativos atuande no sistema, T a energia

sinética de todo o sistema, ¥V a energia potenc i al devido aos esforgos

conservativos e g as coordenadas generalizadas.

Nio é objetivo deste trabalho a dedugdo da f érmula de Lagrange e
sim sua aplicagdo na obtengdo da equagdo do movimento de sistenas
lineares. Sua deducdo pode ser vista em [2,3]. A substituigdo do
indice k por j nas coordenadas e esforgos generalizados fol devido a

esta dedugdo.

10



As forgas ndo conservativas devido ao amortecimento viscoso podem
ser incluidas de forma explicita na eguagdo (2.11) através da fungdo
de dissipagdo de Rayleigh F , assim tem-se :

d ar ar aF 8w
[ [Em———. - ’+’ + = Qj j;}.'z‘-ao;n (2412)

onde agora Qi representa sonmente os esforgos generalizados externocs
aplicados e o termo (»aw/aq}) os eaforgos devidos ao amoy tecimento

visooso,

A eguagdo {2.12) pode ser aplicada em sistemas lineares e ndo
lineares. Sendo ¢ sistema linear com n graus de liberdade, no qual os
deglocamentos e velocidades s3o suficientemente pequenos, podendo-se
ignorar os termos ndo lineares, tem-se para a sua energia cinética a

expressio:
N
1r=-—~1:-2m F.oE (2.13)
2 i i i
i=1

& velocidade ti & obtida fazendo~se a derivada no tempo de (2.6):

Bri ' o B
“Z 5, g, i=1,2,...n (2.\14)

k=1

substituindo-se (2.20) em (2.1%) obtém-se a enérgia cinética em fungido

Y

das velocidades generalizadas:

r's

n hn
1
T=3 ) ) m44 (2.15)
r=1 s=1
onde os indices r e & s3o mudos e os termos mrs sA0 simétricos e

11



conhecidos como coeficientes de inércia.

i arf
=zmi 6qf‘ * qu = msf (2.186)

r,8=1,2,+++,n

Em geral a energia potencial & uma fung@o ndo linear das
coordenadas e para ser obtida deve ser expandida em série de Taylor em
toerno do ponto e guilibrio do sistema, dado por q,=0, k=1,2,..,n,
tendo-se?

L n rn 2
_ aw - 1 W
w(qif“!qn)_w(o!“fa)“}'z aqr l‘ -E Z z q aqs . qrqs+ LI I (2317)

r=1 o cg =0
qr" qr_qs

onde os termos de ordem mais alta foram desconsiderados. Sendo termo
¥(0,..,0) constante, a sua derivada serd nula e além disso a condigdo
de equilibrioc estatico /g =0 r=1,2,...,n faz com dque o8 termos

linecares da série sejam também nulos,

A expressio para a energia potencial em coordenadas generalizadas é

dada por:

z z re s ‘ (2.18)

2§ sz!

-,

onde o  termos krs ‘850 simétricos constantes e conhecidos CoOmo

coeficientes de rigidez:

x =2V L =k (2.1%)

qr:qszﬁ q =q =0

r’s=l,2fl.-'n

A expressio para a funglo de dissipagdo de Rayleigh & definida

12



Como:

n n .
F =M§“ z Z crsqrqs | (2.20)

r=1 g=1

onde os termos c. sfio simétricos e conhecidos como coeficientes de
amortecimento viscoso.

Substituinda—sé (2.15-18~-20) emn {2.12) ' fazendo~se  as
diferenciais parcias , a derivada em relagdo ao  tempo e
desconsiderando-se os somatérios, obtém-se um conjunto de n equagbes
diferenciais ordindrias de sequnda ordem :

moo4(t)+e & (t)+k g (t)=Q (£)  s=1,2,...,n (2.21)

onde o termo 8T/8g 8 nulo porque os coeficientes de inércia e3o
considerados constantes e a energia cinética ndo contém as coordenadas

generalizadas.

Utilizando-se as vregras de soma e multiplicagio de matrizes e
vetores do método matricial a equagdo (2.21) pode ser escrita da forma:

M g(t) + C q(t) + K q(t) = Q(t) (2.22)

%,

onde "M" & a matriz de inércia composta pelos coeficientes m_, "CY  a
matriz de amortecimento composta pelos coeficientes c__. "K" matriz de
rigidez composta pelos coeficientes km, q{t) o vetor deslocamento
composto pelas coordenadas generalizadas qj{t) e Q{t) o vetor
esforge composto pelas esforgos generalizados aplicados Qj(t).

A equagdo (2.22) é a equagdo de Lagrange ou a equagao geral do
movimento para um sistema linear de n graus de liberdade com
amortecimento viscoso na forma matricial. Esta egquagdo € uma nova
representagdo matemitica do conjunto de n equagdes (2.21) As nmatrizes
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gue compdem este modelo sdo simétricas e tem dimensBes (nxn) e 08

vetores dimens8o {nxl).

Neste ponto & bom salientar gue o sistema considerado, & linear e
por isso pode ser expresso por um conjunto de n eguagdes diferenciais
ordindrias, podendo ser analisado posteriormente utilizando-se a
aigebra linear. Além disso, o sistema & considerado invariante - com  o-
tempo.

A solugdc da equagdo (2.22) & dificil de ser obtida,
particularmente devido ao acoplamento introduzido pelos coeficientes
£, mas em alguns casos obtém-se a sua solugdo. A forma matricial
para a eguag@c facilita esta solugio. Existem ainda casos onde as
matrizes que compdem a equagdo (2.22) ndo sioc simétricas.

o modelo matemdtico de um sistema dinamico linear e discretizado
necessita das matrizes "M® , "CY e "K" , podendo estas ser obtidas
airavés das equagdes matriciais da energia cinética, potencial e da
fungio de dissipagio de Rayleigh dadas abaixo:

T=—% q'(t) o q(t) (2.23a)
_ 1t y _
F=-3 q(t) € a(t) (2.23b)
17
Vo= -5 4 (t) K q(t) (2.23c)

onde qT(t) significa o vetor q(t) transposto.

Um exemplo possivel para um sistema real pode ser © de uma
haste delgada de comprimento L . engastada nas extremidades e sofrendo
defornagio axial, como O da figura 2.1 abaixo. Unm sistema comoc este

ﬁede ser visto em [1,2]:
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Fig. 2.1 Haste de comprimento L sofrendo deformacdo axial

onde u({x,t) € o deslocamento da haste ao longe da direcic axial,
f{x,t) a forga axial externa aplicada por unidade de comprimento con
a resultante ac longo do eixo centrdide da haste, m(x) a massa por
unidade de comprimento, EA(x) a rigidez axial, A(x) a frea da secdo
trangversal e E o mddule de elasticidade do material.

Um peossivel modelo discretizado para esta haste pode ser dado por
um sistema de inércias discretas de "n" graus de liberdade como o da
figura abaixo:

—3Q (T}

AR
ﬂ g
.
m3§
™
~—
~
"
o
~
>
!
AR

Fig. 2.2 Sistema de inércias discretas sofrendo deformagio axial-n G.L.

Para o sistema acima, observa-se gue devido & escolha do sistema de
coordenadas a matriz de massa apresenta-se diagonal, sendo ainda todas
as matrizes simétricas. Neste casc as coordenadas generalizadas sdo
dadas por q1(t);q2(t): ese qn(t) e os esforgos generalizados
(axiais) externos dados por Q,(t), Q,(t), ... , int).

As restricBes ao modelo discreto, representado pela equagdo
{2.22}, =80 gue este & apenas uma aproximagdo do sistema fisico real,
devendo ser linear e invariante no tempo. A solugdo q(t) deste
modelo pode ser obtida pela andlise modal, estando esta andlise
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baseada no teorema da expansdo [2]. Sendo os vetores modais ¢r,
r=1,2,...,n ortonormais, eles formam uma base na qual pode. seyr
representada a resposta do sistema 4, condigdes iniciais e A,
excitagdes

n
2(t)=) 1. (8)9,= & n(t) (2.24)

ﬁgﬁe “H% & a matriz modal e nr(t)__r=1,2,...,n s80 as coordenadas
dependentes do tempo nesta nova base, chamadas de coordenadas modais,
A eguacdo (2.24) representa uma transformagdo linear entre dois
conjuntos de coordenadas generalizadas q,(t), q,(t),....q (%) e
ng{tj, nz{t},...,nh(t), Esta. . transformagiico & capaz - de reduzir. a
eguagdo (2.28) a um conjunto de "n" equagles ordindrias de segunda
ordem independentes, tendo solugdes nk(t)'cOnhecidas.

Negste caso as matrizes "M" e "K" estdo diagonalizadas devido
ao processo de ortogonalizagdo dos vetores modais em relagdo a matriz
de massa "M" e a matriz de rigidez "K" , mas o acoplamento devido
ane amortecimentos continua existindo. Para solucionar este problenma,
considera~-se gue o amortecimento & estrutural . Neste caso, a matriz
v & uma combinacdo linear das matrizes "M® e "K" , podendo tambénm
ser diagonalizada wutilizando-se a solugdo (2.24). Considerando-se
pequenos amortecimentos & posssivel também obter-se esta
diagonalizacgdo, de forma aproximada.

A solucdio  (2.24) necessita das caracteristicas do sistema
representado pela eguagao (2.22) e estas podem ser determinadas
analisando-se as suas vibracBes livres. Neste casc o amortecimento &
considerado nulo "C* = O, ben éomo, a excitagio. Estas caracteristicas
s8o fungdes das matrizes "M" e MK" e s8o0 chamadas de autovalores
ou freqliéncias naturais ao gquadrado, wf r=1,2,...,n e autovetores ou
vetores modais correspondentes ¢, r=1,2,...,n, sendo obtidas
resolvendo-se o problema de autovalor associade. Conhecendo-se 08
autovalores, autovetores, as condi¢fes iniciais e a excitacio obtén-se
a resposta do modo Mr® nr(t) r=1,2,...,n, sendo a solugio geral dada
por {(2.24}).
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Deve-se observar que até este mnomento foram considerados
amortecimentos pequenos ou proporcionais para o sistema., Em casos mals
gerais de amortecimentos uma transformagdo do tipe (2.24) sera
ainda capaz de desacoplar os modos de forma a obter-se a resposta do
sistema, mas neste caso, outras consideragdes se farfo necessérias
{ver capitulc III a seguir). Classicamente & possivel, por exemplo,
obter~se a resposta guando o amortecimento & ndo proporcional,
através da matriz transigdo de estado,onde trabalha-se com vetores de
estado de di?enséo_(znxl), incluindo os deslocamentos qr(t) e as
velocidades qr(t).

Existem outras formas de anilise da equacgio do movimento do
gsistema discreto dado por (2.22). Pode-se por exemplo obter-se a sua
fungBo de transferéncia através da transformada de Laplace e a
zeguir a sua resposta impulsiva. ¥este caso deve-se trabalhar com osg
seus residucs, No capitulo 3 a seguir diversas técnicas de obtengdo
dos paridnetros modals serdo estudadas e a solugic da equagao de
movimento (2.22) se tornara mais clara.

2.3 CONCLUSAO

Neste capitulo desenvolveu-se um modelo matemdtico discretizado
no espago gue serve como uma representagdo de um sistema real.
Observou~-se gue a solugio deste modelo pode ser‘o?tida pela anilise
modal. A grande vantagem no uso do modelo matemdtico discreto
simplificado é que este permite a utilizagdo de computadores, sendo
a sua anilise feita através da 4&lgebra linear associada ao método
matricial. No capitulo III, a seguir, seré apresentada uma formulagdo
_gue obtém a solugdo da equagde (2.22), mesmo gquando © amortecimento &
nfo proporcional. Esta fomulagdo utiliza a formulagdo por espago de

estado e a base modal, egquagdo (2.24).
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CAPITULO IXIX

CARACTERIZACAO MODAL DE SISTEMAS DINAMICOS LINEARES
COM PARAMETROS CONCENTRADOS

3.1 INTRODUCAO

No capitule II um sistema dindmico foi discretizado no espacgo,
sendo representado por uma equagdo diferencial matricial de segunda
ordem de "n" vari&veis. Considerou~se a sua solugdo no tempo como uma
superposicdo dos vetores modais multiplicadcs por coeficientes
dependentes do tempo, chamados de coordenadas modais,

Heste capitulo a equagdo de segunda ordem € transformada en uma
equagdo de primeira ordem de "2n" variiveis, chamada de equagdo de
estado do sistema original. 2 solugdo geral no tempo do sistema,
{spluciodo modelo modaly, & obtida transformando-se a equaglio de
estado em um conjunto de "2n* equagﬁes'diferenciais uni-modais. Esta
solugfo & wutilizada, a segquir, para caracterizar na fregliéncia
o sistema dindmico, através da matriz de transferéncia e de unm
elemento genérico desta matriz.

3.2 DESCRICAO DO PROBLEMA MODAL GENERALIZADO NO DOMINIO DO TEMPO

-,
Uma forma consistente de descrever o problema modal para unm

sistema dindmico de tempo continuo & através de um sistema de equagdes
diferenciais de primeira ordem. Neste sentido transforma-se a equagéo
matricial de sequnda ordem do mo&imento, em uma equagio de estado. A
vibragdo livre ou solugdo homogénea da equagdo de estado,através do
problema de autovalor, conduz as suas caracteristicas ou paré@metros

modais.

Com a utilizagdo de uma transformagdo de coordenadas, obtém-se a
base modal onde o vetor solugdo no tempo & obtido como uma

combinagdo linear dos vetores modais. Através desta transformagdo e
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consliderando as propriedades modais ,encontra~se uma solugdo no tempo.

Esta solugdc é obtida através das equagdes diferenciais
uni-modais, sendo considerada a solugdo modo a modojdo sistema. Como
uml passo gseguinte, compara-se esta solugdo com a solucdo encontrada
através da matriz transicio de estado. Considerando-se uma entrada
e uma salda para o sistema, obtém-se ainda esta solugdo em fungdoc da
resposta impulsiva e das caracteristicas de amplitude, fregiiéncia,
ancrtecimente e fase do sistena,

3.2.1 A EQUACRO DO MOVIMENTO NA FORMA DE EQUACAQ DE ESTADO

0 modelo discretizado no espago'para o sistema dindnico foi obtido
no capitulo 2, equag8o (2.28):

Mq(t) + Cq(t) + Kq(t) = Q(t) (3.1)

onde g{t) nx1 & o vetor deslocamento composto pelas coordenadas
generalizadas qi(t) i=1,2,...,n e Q(t) nxi & o vetor de forcas
conposte pelas forgas generalizadas ijt) d=1,2...,N.

4 equagdo diferencial matricial de segunda ordem (3.1), representa
um sistema mecanico linear e invariante no tempo com amortecimento
viscoso. As forgas nic conservativas de posigdo foram consideradas
milas, fazendo portanto com gue todas as matrizes sejam simétricas.

0 comportamento no tempo de (3.1) & descrito através do seu vetor

deslocamento q(t) nxi. Utilizando-se também o vetor velocidade q(t}
nxl, define-se o vetor de estado x{t) 2nxl do sistema, como :

{ g{t) ]
x(t) = | . (3.2)
q(t)

ytilizando-gse o vetor de estado (3.2) e as notagdes a seguir:
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cC M -K 0 o{t)
[ e[
M 0 0 M L+

ohtém~se para a eguagdo do movimente (3.1), acrescentando-se a equagdo
trivial Mqg{t) = Mq(t), a forma:

Bx(t) - Wx(t) = u(t) (3.3)

Pré~multiplicando-se ambos os lados da equagédo (3.3) por B_l,

obtén~se a equacgdo de estado classica para o modelo discretizado,
{4,5].

x(t) = Ax(t) + b(t) (3.4)

considerando gue a matriz M é positivo definida possuinde inversa, a
inversa da matriz B & dada por:

0 ut
g~1l=
[ mt ~u”1cx"1]

A eguacgido (3.4) representa uma equagdo diferencial wvetorial de
primeira ordem Znxi. Se K nxn & uma matriz nio singular, a matriz do -
sistema A 2nx2n serd também ndo singular, sendo dada por:

4 0 I
A=BW=| _, -1 (3.5)
-4 K -M ¢

sendo o novo vetor forgamento b(t) 2nxl dado por :

-l 0 '
b(t] = B u{t) = -1 {3.6)
M TQ(t)

onde I nxn é a matriz identidade, B™1 2nx2n a matriz distribuigio e
u{t) 2nxl o vetor excitagdo do sistema.
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3.2.2 O PROBLEMA DE AUTOVALOR, A TRANSFORMAGARO DE COORDENADAS
E A BASE HODAL

considerando as vibragdes livres, u(t)=0, a equagio (3.3) & dada
por ¢

Bx(t) = Wx(t) (3.7}
para um dado valor de A o problema de autovalor sera:

Wx = AB%

e

sendo eguivalente 3 equagdo linear homogénea:
[ﬂ - ;m]x = 0 (3.8)

A condicdo necessdria e suficiente para que o valor de A seja um
autovalor do sistema é dada pela equacgdo caracteristica
det [W - AB]=0, [4].

Substituindo-se os valores A r=1,2,...,2n obtidos pela equagado
caracteristica em (3.8), obtém-se os autovetores x = wr T=1,2,000,20
correspondentes. Assim, a equagdo (3.8) deve ser satisfeita para :

[w - xra] y_= 0 r=%1,2;.++,20 (3.9)

para matrizes reais, que & o caso deM , € e K e sendo o

amortecimento nio proporcional,os autovalores como OS autovetores

apresentam-se COmO pares complexos conjugadose gqualquer

conjuntodestes  autovetores (por serem prtogonais)é linearmente

independente, servindo comc uma nova base vetorial na qual gualguer
vetor x(t) pode ser expressoc por uma combinacio linear do tipo:

an

x(t) =Y £ (t)y =¥ £(t) (3.10)

=1
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onde, pelo teorema da expansdao, gr(t)zwiax(t) para gualguey t=0 g ¥ &
a matriz modal cuias colunas sdoc os autovetores w#

Neste caso o vetor de estade x(t) pode ser definido como uma
combinagdo linear dos vetores modails Wrﬁmltiplicadas por coeficientes
dependentes do tempo. Estes coeficientes podem ser vistos como um novo
conjunto de coordenadas generalizadas gr(t}. Assim, a equagdo (3.10)
representa uma transformagdo de coordenadas onde as novas coordenadas
s80 chamadas de coordenadas modzis e a nova base de base modal.

Sando os autovetores wr a solugdo de um conjunto de equagdes
algébricas homogéneas, utiliza~se um esquema de normalizagio para
obter-se um vetor modal de magnitude Gnica:

T

v, B y=1 r=1,2,..+,20 (3.11)

Multiplicando-se (3.9) por ¢T e considerando-se (3.11), obtém-se:

v wy= A r=1,2,...,2n {3.12)

r r
considerando-se as propriedades de normalizagdo e ortogonalizacgio
dos autovetores, pode-se escrever (3.11) e (3.12} na forma matricial:

T

W B Y =1 ¥

.w.

WY =A (3.13)

onde I 2nx2n & a matriz identidade 2 A 2nx2n & a matriz diagonal dos
autovetores Ar r=1,2,...,20 incluindo os seus complexos conjugados.

pevido & natureza do vetor de estado x(t) o autovetor wr pode ser

) '
Y o= {(3.14)
© Ar¢

sendo a matriz dos autovalores e dos autovetores dadas respectivanmente

eazcrito na forma:

por:
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[ . % 5 * .
A = ;¥ o= {3.15)
A* ' & A @*A* )

_ *
onde A € a matriz diagonal dos autovalores h r=1, 2,...,n e A a
matriz dlagonal dos autovalores complexos conjugados A r=1,2,...,0,
sendo & e & as matrizes dos autovetores correspcndentes.

3,2.3 A RESPOSTA GERAL DO MODELO MODAL DISCRETIZADO

Pré-multiplicando-se a equagi&o do movimento na forma de estado
{2.3) por QT e utilizando~se a transformag¢do de coordenadas (3.10} e

-

stia derivada, onde a matriz modal ¢ & constante, tem-se:
¥Toy £(t) = ¥TWE £(t) + Viu(t)

Conziderando as propriedades de ortonormalizacde dos vetores
nodais em relagio as matrizes B e W (3.13), tem-se a equagio do
movimento na forma de estado diagonalizada:

I E(t) = A £(t) + ¥lu(t) (3.16)

sabendo~ge que:

c fe R o(t)
Pl . e u(t) =
g*T " \FTR*T o
tenm~-se:l

gluct) = {

sTo(t) ] 317

_@*TQ{t>

Considerando a matriz A em (3.15) e {3.17) o conjunto de 2n
squagbes dado por (3.16) pode ser visto como doig conjuntos de n

egquagdes da forma:
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i

In{t) =~ a(t) + £(t)

. (3.18)
I n*{t)

H

a¥ey + 7 (x)

onde, agora a matriz identidade I tem dimens3o nun, 0Q(t) & o vetor
de forcas original e f(t)=¢TQ(t), f*(t)mé*TQ(t).

0s dois sistemas de eguagdes (3.18) representam dois conjuntos de
n eguagdes diferencias ordinArias independentes de primeira ordem:

nr(t) = Arn?(t) + fr(t) T=),2,000,N
(3.19)
"% * X *
nr(t) = A 7 {t) + £ {(t}) r=1,2,....n
L r
onde:
1] ]

£,(£)=¢70(t)=) ¢,_0.(t) e £ (E)=¢, Q(E)=) ¢, Q (t).  (3.20)
i=t i=1

Quaisguer das eguagbes (3.19) podenm descrever ¢ comportamento de
um sistema mecéinico linear,com amortecimente ndo proporcional de

primeira ordem.

* . .
Az fungdes nr(t),nr(t) e fr(t),f:(t) sao fungdes do tempo e
representam respectivamente a resposta e a excitacio considerando os

.,

pares complexo conjugados.

Eﬁfas equagdes apresentam constantes complexas dadas por Ar' l; e
@rj, ¢rj , r=1,2,...,2n, j=1,2,...,n, que representam ¥ e spectivamente
os autovalores e as componentes j dos vetores modals. Pode-se ver
também em (3.20) gue o termo Qj representa o i-é&simo esforgo

generalizado original, componente do esforgo do modo r.

Fazendo-se a transformada de Laplace de (3.19), tem-se:
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8 Hr{a}

s #'(s) - n(0)

onde R (s), N (s) a F (s} F (8) 880 as

m_(t}, n (t) e £ (

das condxqoes 1n1

As equagdes (3.

- 1,(0)

Rrﬂr(s) + Fr(s} r=1,2,...,0

(3.21)

*® & *
hrﬂr(s) + Fr(s) r=1,2,ss+,0

de
*
e nr(O) o par complexo conjugado

transformadas de Laplace
t), f (t), e n_{0)
ciais.

21) podem ser escritas ainda como:

m,. (0} 1 P (s)
ﬁr{s) = oI A + oo X r r=1,2,...,n
(3.22)
n,(0) 1 *
;{*(S} — - + < FI"(S) r“I;Z",,-.,n
r s ~ A s - A
[ r
A transformada inversa de Laplace das eguagbes (3.22), pelo
taorema da convolugdo [6], & dada por:
-1 rt o (t*t)
nrgtj = 2 {Rr(s)} = g 7 {(0) + e ' (r)dt r=1,2,...,n
4]
* t (3.23)
.. -1l 4 Art * 1 A (t-t)
ﬁé{t} = £ {Kr(s)} = @ nr(o) + e f (r)dr r=1,2,++.,1
: “ to

Considerando a
em (3.10) pode ser

x{t) = [ "

substituindo-se (3.

constantes e re

e

solugio complexo conjugada, o vetor de estado x{L}

dado por:
q(t) . " % x
}“ ZHJQ m-+Zth3w, (3.24)
a(t) r=1 r=1
23) em {3.24})}, sendo os vetores modais wr e

-arranjando os somatdrios e as integrais tem-se: .
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x{t)

H

x, (E) + x_(t)

n At "
=¥ e ago) y_+Yert UM (3.25)

r=1 r=1

+ jt [ E: ehr(tnz)fr(r) wr+§: ehf(tmr)ff(r) v ] at
0

rz1 r=1

onde fr(r) 2z wfu(t) e f:(r} w=w:Tu(t)

A solugio geral de tempo continup do modelo modal obtida em
{3.28) foi possivel porgue, sendo o sistema de equagbes linear,
utilizou-se o principio da superposigdo. Observa-se assim, uma parte
homogénea xh(t)e uma parte particular xﬁ(tj. Esta mesmna solugdo
pode ser obtida utilizando-se o conceito de matriz transigio de estado

{4,7]

A matriz transic8o & um operador wutilizade para a solugdo de
sistemag de equagdes diferenciais lineares e & definida de tal forma
gue sendo uma solugdo para a eguagdo de estado, também serve de
transigfo para gue ¢ sistema alcance o estado sequinte.

Neste cazo, pode-se demonstrar gque a solugdo geral de tempo
continuo através desta matriz pode ser dada por, [7]:

,

x({ty = xh(t) + xp(t)
{3.26)

A{t-T)

At vT8 lu(r)ar

t
= ¥ PeTx(0) + f ¥ e
0

onde B Yé a matriz distribuicgdc, sendo a solugio  particular

x {t} obtida através das propriedades da matriz transigdo [7].
P

Eata solucdo é obtida na base modal considerando-se o sistema
invariante com o tempo, sendo a matriz de transicic dada por Y(t,0)=
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={t) = ¥ eht%T* Utilizando-se as férmulas anteriores e sabendo~ge

gue et = diag[ekrt], onde considera-se o par complexo conjugado,

pode~se mostrar que as equagdes (3.25) e {3.28) sdo eguivalentes.

Utilizando-se ({3.14) e a solugdo homogénea, fungdo das condigdes
iniciais de (3.25), cohtém-se a resposta livre do modelo modal devido
ag deslocamento do sistema original :

"at nate
q(t) =Ye " n(0)s +Ye " u (0)4 (3.27)
r=1

r=1

Da mesma forma, utilizando~se (3.14) e a solugio particular, dada
pela integral de convolugdo de (3.25),0btém-se a resposta forgada do
modelo modal devido ao deslocamento do sistema original :

q,(t) = Z [ [: ekr(tﬂr)fr(r)dr]tpr-i- Z [ J: eaf(t—';) f:{t)dt)tt: éa.zs)
| r=1 rzl -

onde fr{t}méfQ(t)ef:(r)w ¢fTQ(r) e manteve-se a forma original da
solugdo particular.

Considerando o vetor de forcas generalizado QT(t}:{OO..Qj(t}..OO},
os deslocamentos generalizados qT(tj=[OO..q}(t)..00] e utilizando wum
tinico gomatdrio para a parte  homogénea {3.27) e particular
{3,28}, tem-se :
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g (t) = q () +q (L)
" At . % ALt
=T (s @ e+ ot nloe" ) (3.29)
Fed
£on A_(t-T) « % A (E-T)
+ J‘{z [¢ri¢r§ e + ct’r-i¢r,i € ] Q}('C)} dz
0 r=1
i-‘:"lfz,Otdln j=1'2;llirn
onde as forcas modals s3o agora dadas por _fr(t):¢ﬁQI(t) _ e

£7(8)=4" 0. (t) .

3,2.4 A RESPOSTA DO MODELO MODAL EM FUNCAO DA RESPOSTA
A0 IMPULSO UNITARIO

considerando a forca generalizada sobre o sistema original como a
fungdo impulso unitédrice de Dirac, tem-se Qj(r)=aj(t) ,onde por
definicgdo Si(r)=0 para T # 0 e £w Sj(t)' dt = 1. Sendo as forgas
modais também fungdes impulsos de Dirac ponderadas pelos elementos da

o, * #*
matriz modal, fr(‘c)m ¢”,8j(1:) e fr(r);¢r385(r)'_

pesta forma,a resposta do sistema forcgada por esta fungio impulso,
(resposta ilmpulsiva), tirada de (3.2%) com thr)=3j(t) sera:;

[

t =n *
A (E-T) A {t-T)
h(8) = | {Z (6052 7 T+ olere ] sj(r)} ar
g r=1
n ' * (3.30)
At At
= Z [¢ﬁ¢rf§ T ¢:i¢:je ' ]
r=1

i=1,2,...,0n 3=1,2...,n
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onde foi utilizada a propriedade de amostragen de 63(t), [10].

Assim, tem-se para a resposta geral wodo a modo, em funcdo da
resposta impulsiva do sistema, a expressido:

q(t) = q,,(t) + h (£) *Q (k)

n

At At
a,,(0) =7 [n (00, e+t ") o
" AE L, . At
hij(t) “Z [ ¢ri¢r} e + ¢ri¢r} e )

izl’z'oilrn j=1'2"‘ﬁlﬂ’n

onde o produto de convolugio em (3.31) & definido pela integral de
convolugao:

t
h, () * Q (£) = fﬂ h, (t-1)Q, (r)dT

i=1,2,...,n J=1,2,...,n

tendo~se considerado os sinais causais , isto é, Qj{t)mo para t<0, e
o sistema fisicamente realizdvel.

-

3.2,.5 A RESPOSTA DO MODELO MODAL EM FUNCAOQ DAS CARACTERISTICAS DE
AMPLITUDE, AMORTECIMENTO, FREQUENCIA E FASE

Considerando o& mnodos sub-amortecidos e substituindo~se os

autovalores caracteristicos da estrutura analisada, (medelo dinémico},
. . % \

k;wﬁ}+3w&_e o seu complexe conjugado lr=”5}"3ww em (3.31) , ten-se

para a resposta 1livre e impulsiva as expressses:
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g,,(t) z}:( A e "osen(w, t-a) ] (3.32)

o r
nyy(t) »-}:[ Ay e sen(w, t - a_ 1) ] (3.33)
i=1,2,...,n  J=1,2,...,n

onde os termos reais A.eu da resposta livre qhi(t) sdo dados por:

ri

r

A =2 [n(0)é =2 [n (03] Jo I

r

Re(n_(0)¢ ) ]

a = fas&(nr(0)¢ri) = arctg( Im{n (0)¢ )
r ri

r=1,2,...,n i=1,2,...,n

e o5 termos reails Aﬁje o da resposta forcada por uma fungado

ri}
inpulso, h”(t), sio dados por:

A’ij =2 Hrf‘ijll =2 E¢ri¢rjﬂ =2 E_¢riﬁ H¢rj§

fase($_ 9 ) ¢ [Re“’ri‘“n) ] (3-39)
@ . = fase{p ¢ ) = arctg
rt} Fi"r} Im(¢ri¢r3)

r=1,2,...,n i=1,2,...,n j=1,2,...,n

Expressando~se o8 autovalores caracteristicos kr em fungio do
fator de amortecimento e da fregliéncia natural, tem-se :

172
A= ~gwt o 1-—cf ) r=1,2,400,0 (3.36)

r

onde o coeficiente de amortecimento o e a fregiiéncia natural

amortecida w, do modo r, s30 expresses por
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= 2 E - 2 2 - \
Gf Crw? F] Wdi" Wr( 1 c;‘ ) r'-"l,z,...,n (3»3?)

e o fator de amortecimento Cr’ a fregiléncia natural w e a fase o« do
i r
modo v, s80 exXpressos por @

~Re(X ) Re(2 )
w= Al i g =-——— a= arctg ———— (3.38)
121 In(2 )
r r
rml ‘ 2 I L N r n
-0 t

0 termo genérico A}ie r sen(wdrtwari) da eguagdo (3.32) & a
resposta livre no tempo de um sistema (massa-mola-amortecedor) de um
grau de liberdade com amortecimento o e freqiiéncia natural amortecida
w . As amplitudes e fases estdo relacionadas com as condicdes

[+
iniciais e o0os elementos da matriz modal através da eguacgdo (3.34).

- t
E

¢ termo genérico A sen(w , t-u« ) da eguagdo (3.33) & a

e
ri] rij
resposta deste mesmo sistema cuja excitagdo & a fungdo impulso
unitdrio. Neste caso, as condigdes iniclais sfo consideradas nulas e
as amplitudes e fases estdo relacionadas somente con as

caracteristicas espaciais do sistema através da eguacgdo (3.35).

gendo o amortecimento do sistema proporcional, os$ angulos de fase
def{nr(0)¢ﬁ] e de [¢ﬁ¢rﬂ serdo de 90 graus e consegilentemente o, e
o . dadas por (3.34) e (3.35), serao zero.
FE)

3.3 DESCRICRO DO PROBLEMA MODAL GENERALIZADO NO DOMINIO DA FREQUENCIA

Em andlise de freqliéncia trabalha-se no planc complexo da
varifvel s, sendo a matriz funcdo de transferéncia uma relag&o entre a
transformada de Laplace da parte forgada do vetor sclugdo no tempo e
a transformada de Laplace do veter resposta no tempo do sistema.

considerando-se uma entrada e uma saida para o sistema, & possivel
definir também a fungiao de transferéncia nodal,sendo esta uma

combinacdo linear das fungdes de transferéncias uni-modais. Por
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sua vez, estas fungdes sdo obtidas dividindo-se a resposta no tempo
4o sistema uni-modal eStHr(s) pela sua excitagdoc no tempo eSt.

Utilizando-se a definigdo acima e as equacdes diferencias uni-
~modais obtém-se expressdes para as fungbes de transferéncia
uni-modais.Através da transformada inversa de Laplace destas fungoes
encontra-se as respostas ao impulso unitdrio para cada modo. Na bage

modal uma combinagio linear destas respostas , leva & resposta
impulsiva modal.

3.3.1 A MATRIZ FUNCAO DE TRANSFERENCIA E A MATRIZ FRF

Segundo Ewins [8] a matriz FRF & composta de um conjunte de
. Fungdes de Resposta em Fregliéncia FRFs, obtidas através da resposta
forgada da estrutura, onde a forga de excitagdo & em geral harmbnica e
respresentada por exponenciais imagindrias, cujas amplitudes contém a
informagdo de fase. Esta forga excita a estrutura em todas as
fregiiéncias {e em uma determinada faixa), e a matriz FRF relaciona

a resposta vetorial com a excitacdo vetorial, sendo a resposta
tanbén composta por exponenciais imaginérias.

A diferencga entre as formulagdes que conduzem & matriz FRF e a
matriz funcio de transferéncia estd na  varidvel considerada.
No primeiro caso, por razdes praticas, desejou-se conhecer a estrutura
através de uma varredura harmdnica forgada e para isso utilizou-se
exponenciais imagindrias. Assim a varidvel de Laplace utilizada aqui &
definida b no eixo imaginario do plano complexo s = jw .Na formulagao
gue conduz & matriz fungdo de transferéncia a varifvel utilizada
contém uma parte real ¢ e a varidvel de Laplace & definida como
¢ = ¢ +jw . Desta forma o problema da andlise linear de vibr agdes
através da matriz FRF ni3o leva em consideracdo a formulaglo utilizada
em andlise dinémica de sistemas lineares na gual a varidvel estéd no

plano conplexo s .

Independendo de uma ou outra formulagdo existirdo sempre os

autovalores caracteristicos da estrutura analisada que poderdo ser
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conplexos e definidos neste plano como A= -G+ jwdr. A solugdo  de
tempo continuo apresentada nas se¢des anteriores, principalmente na
segio 3.2.3, demonstra que a partir do problema de autovalor e da
transformagdo de coordenadas, obtidas através do teorema da expansio,

encontra-se a base modal na gual aparecem exponenciais complexas.

Fazendo-se a3 transformada de Laplace de {3.1), sendo as condigdes
injiciais nulas e sabendo-se gque as matrizes K,C ¢ K nde variam com ¢
teémpo, tem-se [9]:

[M st +cs+ K] ?ip{s) = G(s) (3.39)

onde a resposta forcgada (solugdo particular) do vetor deslocamento
transformado & a forga transformada do sistema no plano complexo
s sfo dados respectivamente por: Ep{s) = E{qp(t)}- e Q(s) = Z{Q(t)}.

vtilizando-se (3.39) pode-se expressar o vetor deslocanmento
transformado Ep(s) como fungdo do vetor de forgas transformado Q(s):

-1

E;'p(s) = [M sS+cCs + K] Q(s) {3.40)

Define-se a matriz fungio de transferéncia do sistema H{(s) nxn
como a matriz que relaciona o vetor q(s) com o vetor Q(s), assinm

ten-sel
E‘;‘p(s> = H(s) Q(s) - (3.41)

comparando-se (3.40) e (3.41) a matriz H(s) pode ser dada

. por:

-1
H(s) = [M sS+Cs + x} (3.42)

A watriz H(s) pode ser expressa diretamente na base modal
considerando-se a parte forgada do vetor resposta do sistema, equagdo
(3.28). Neste caso sendo a integral de convolugio definida como o

produto de convolugdo ¢
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t At

f et T eiryar = & x £(1)
0
a sguagdo (3.28) pode ser expressa COmo!
n *
At ate
a,0) =Y [ e w g ene (e w el N | (3.43)

Fet

Usando o teorema da convelugdo e fazendo-se a transformada de
Laplace da equagdo (3.43) onde £ _(t) ﬂqSTQ{t}, f:(t) =¢:TQ(t}
# % Tare -
£{f (1)) = ¢78(s), £ {E£. ()} = ¢, Q(s) e d (s) = £ {q,(t)}, tem-se:

{3.44)

onde & conhecido que £ { eht} = 1/ {s~A).

Sabendo-se gue ¢?§(s) & ?:Tﬁ(s} sdc escalares, (3.44) pode ser

2EPressa COMO? -
n )
q_(s) Ei [—mfilgz- + “fsz;f“] 8(s) (3.45)
) == - .
% s~ A s - a:

Comparando-se (3.41) com (3.45) pode-se definir a matriz fungio de

transferéncia H(s) na base modal. Neste caso H(s) estd em fungio dos

vetores modais do sistema original (3.1) @
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P ¥ T _
6 4 9.0
H(s) = Z {W + mm;-] (3.46)
8~ A 5~ A _
r=1i
A& matriz H(s) pode ser obtida também através do seu

determinante caracteristico e da sua expansio em fragdes parciais,
[¢]. Considerando D(s)=[M s?+ ¢ s + K] e a eqguagdo (3.33), obtém-se

r
H{s) através divis8o da matriz adjunta D (s) e do determinante

ip(s)|:

o1 D
(s} =D "(8) = ——m {3.47)
[p(s) |

onde o determinante |D(s)| & ¢ polindmio caracteristico de ordem 2n
do sistema, cujas raizes sdo pares compléxos conjugados ne plano s,

*
terkico os valores s = s es8 =8 r=1,2,...,n .

Assim a matriz H{s) pode ser expandida em fragdes parciais da

formas

D’ (s) : .
H(s) = - = Z( F b ) (3.48)
] (S*S-r) (S-S): r=1 r
r=%

comparando~se {3.48) com {(3.46) observa-se que as matrizes Ar
. - - ¥ *
sio o produtec diddico dos vetores modais do sistema original ¢ ¢,

sendo as raizes do polindmio caracteristice os seus., autovalores

* *

s = A € 8 = A
F ¢

3 r

Esquematicamente a matriz H(s) pode ser representada como;
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Q) — ' ——3 q, (t)
Q(£) ——| *h(t) — g (£)

»

Q () —— — q_ ()

Fig. 3.1 Diagrama em blocos de H(s), [*h{t)]

onde Qj(t) e q {t} sdo respectivamente a forga generalizada no
ponto j e o deslocamento generalizado no ponto i, sem considerar as

condicdes iniciais.

3,3,2 A FUNCAC DE TRANSFERENCIA MODAL (UM ELEMENTO DE H(s))

No estudo sobre andlise na fregiléncia pode-se obter a resposta de
um sistema conhecendo~gse a funcgdo de excitagdo e a sua fungdo de
transferéncia. A resposta de um sistema linear e invariante no tempo a
uma fungdo de excitagéo est(—m <t< 4m») & dada por H(s)eSt e
define-se a funcgdo de transferéncia do sistema H(s) pela razao entre a

zua saida e a sua entrada , [6],

Devido 3 sua definigdo a funcio de transferéncia seréd diferente em
diferentes pontos do sistema, devendo ser obtida através da equagio

diferencial que o descreve.

Para ¢ caso do sistema dindmico discretizado (3.1} as eqguagdes

diferenciais uni-modais gue o descrevem sdo dadas por (3.19}):

(€)= A7 () = £ (t) r=1,2,...,n
C{3.49)
' & * * *
nr(t) - arnr(t) = fr(t) r=1,2,...,0
, * _.st " st
Considerando fr(t)mfr(t)—e tem~-se nr(t)wH}(s)e e

* * » [ e *
n_{t)xHr(s)eSt, substituindo estas expressbes e suas derivadas en
E
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{3.49}, tem-se as fungbesg de transferéncias uni-modais dadas por:

1 * 1
H {s8) = - 3} H {8) = e {3.50)
¥ s -~ A r s - A"

r r

r=1l,2,...,n

Esgquematicamente a fungio Hr(s} pode ser representada como

£ (t)=e"t s *h_(t) —— 7 _(t)=H_(s)e""

Fig. 3.2 Diagrama em bloco de H (s), [*h (t}]

onde fr{t)e nr(t) sdo respectivamente as forcas e os deslocamentos
upi-modaisa. Na base modal, a comhinagdc linear destas funcgdes
levam & fung8o de transferéncia wmodal H“(s).

sendo QT (t) = [0 0..Q (t)..00], unm elemento genérico K (s)  da
matriz H{(s) representard a relagdo entre 'ai(s) e i%(s), podendo
s&r expresso em termos dos autovalores e de elementos dos vetores

nodais do sistema:

- ) “_q&;(S) Z [ ¢ri¢rj + ¢l_"i¢l‘i ) (3 51)
8) =@ ——m = i B .
i 35}(5) s - A s - af

r=1

i;lfzfiﬂ.’n ' jﬁl'z"‘.‘fn

onde ¢ rié o elemento 1 do autovetor ¢r, sendo © transposto de unm
escalar © prépric escalar., A matriz H(s) & sinétrica, assim
ﬁﬁ{a)mHﬁ(s). Considerando (3.50} e r. ¢N¢” ; (3.81) pode ser
expressa COmol:

n
q (=) x %
= 3 .52
H}fs) (S) E;l[ ,j}a{s) Yo Hr(s)] { )

[
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Peste caso substitui-se o produto complexo ¢ﬂ¢ﬂ por  uma
constante conplexa rrij ; fhamada ds constante modal ou residuo, sendo
os avtovalores Ar £ A, congiderados, anflogamente & teoria de
controles, polog do sistema . Os polos € os residuos representam a
informagdo bésica ou os pardmetros modais do modelo discretizado (3.1)
e Hij(s) a fungdo de transferéncia modal gue relaciona a  excitagéo

no ponto § com a resposta no ponto i.

Egquematicamente a fungio H“(s) pode ser representada como:

Q(t)_ h,, (£) , d(t)

Fig. 3.3 Diagrama em bloco de Hij(s), {*hij(t)]

onde as forgas generalizadas Qj(t) e oS deslocamentos
generalizados qi(t) dz sistema original est8c relacionados coﬁp as
forgas modais £ (), £ (t) e os deslocamentos modais 1 (t), n {t),
através da base wodal. Estas relagdes sfo expressas pelas eqguagdes:

E(0=)0,.0() ; £O=PeI0(E). i q(0)=)In()e+ 1 (E)4]
i=t j=1 r=

*
onde considera-se 86 a parte forgada de n;{t) e nr(t).

.

3.3.3 A RESPOSTA A0 IMPULSO UNITARIO NA BASE MODAL

S

2 resposta ao impulso unitdrio uni-modal pode ser obtida
fazendo-se a transformada inversa de Laplace da equacgdo (3.50):
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- Art
£ {Hr(s)} = @

*
2 e . (3.83)
le{ﬁt {(s)} = e '

i

h_(t)

#

bl (t)

podendo ser expressa na base modal como:

h (t) = £, ()} = § (r h(t) +xp (L)) (3.54)

r =1

A equagdo (3.54) & a mesma eguagdo (3.30), obtida no donminio do
tempo, podendo ser ainda encontrada fazendo-se a transformada inversa
de Laplace da eguagdo (3.52}.

3.4 CONCLUSAO

Neste c¢apitulo reviu-se a caracterizagcdo modal de sistemas
dindmicos discretizados no espago, apresentando-se expressdes no tempo
¢ na fregiiéncia para a sua resposta em fungdo dos seus parametros
modais. No capitulo IV a seguir, serid (desenvolvida) a andlise de
sistemas dindnicos através de diversos  nmodelos paramétricos
representativos. Nestes modelos inclui-se o modelo integro-diferencial
o modelo de sistemas discrete ne tempo {equagdo a diferengas -
filtros digitais) e os nodelos de séries temporais tais como AR, Ma,
ARMA & ARTMA.
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cariTULO IV
ANALISE DE SISTEMAS DINAMICOS NO DOMINIO DO TEMPO
4,1 INTRODUCRO

Ho caplitulo TII reviu-se a teoria da resposta geral de um sistema
dindmico discretizado no espago através da sua representacdo de estado
e da transformada de Laplace.

Neste capitulo (desenvolve~se) a anflise do sistema dindmico (de
uma entrada e uma saida) no dominio do tempo através de modelos como
a) o integro-diferencial, onde o sistema & representado por uma
equacio diferencial de ordem "n" de uma varidvel, b) o modelo de
sistemas discretos no tempo, onde esta equagdo &  transformada em uma
gouagido a diferengas, podendo ser compreendida come um modelo de
filtros, ¢) o modelo de séries temporais, onde a série representa uma

anostra de um processo estocastico.

Ao longo do capitulo observar-se~& a relagdo entre a solugdo modal
obtida no capitulo anterior , a solugio do modelo integro-diferencial
{ambas continuas no tempo-séries de exponenciais)e a solugdo do modelo
discreto no tempo (séries geométricas).Serdo vistas também as relagdes
entre o modelo de equagio a diferengas, o modelo de filtros, e o
modele de séries temporais.

Como uma visdo mais abrangente destes modeloé no teppo & dada pela
andlise de séries temporais da estatistica, este capitulo dedicara
uma parte significativa & descrigio desta forma de analisar modelos
probabilisticos, tais como o ARMA e o ARIMA..

.
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4.2 O HODELO INTEGRO-DIFERENCIAL

¢ modelo integro-diferencial & formulado de forma ndo matricial,
sendo utilizado na mec8nica cléssica e em &reas como circuitos
elétricos, [6,10,15]. Nesta &rea, por exemplo, as malhas do circuito
80 modeladas por equagbes integro-diferenciais, [10].

Em cada uma destas equagdes estdo incluidas a excitagio (voltagen
da malha) e as respostas {correntes das malhas), sendo necessério
eliminar as varidveis de resposta, de tal forma que se tenha para cada
equacdo a relagdo entre a excitagdo e uma destas respostas.

Para isto, torna-se conveniente o uso de uma notaglc operacional,
onde substitui-se o operador diferencial djdt por um operador
algébrico "p" e a operagdo de integragdo em relagio a t por um
operador algébrice "1/p". Assim, sendo f(t) uma fungdo de "%, tem-se:

R
4 f£(t) 1 t.t .t .
PUE (L)} e @ e £{E) nj jj £(t)at (4.1)
at" p" ‘0 0
Utilizando-se  esta notacio, o conjunto de equacdes
integro~diferenciais qgue representam o sistema & convertido em um

conjunto de eguagdes algébricas. Com a utilizagdo da regra de Cramer
eliminam~-se as variadveis, podendo-se representar genéricamente uma

destas equacbes como,[6]: N

1

n n- -
(p+a . p +...4ap+a)qlt]

(4.2)

£y

. " m- %

2 eguacdo (4.2) & uma equacgdc diferencial de ordem "n" de uma

varidvel e carateriza um sistema linear, invariante no tempo de uma

entrada Qj(t) e uma saida qi(t)._
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Introduzindo ¢ conceito de operador de transferéncla, a eguagdo

{4.2) pode ser vista como, [10]2
D(p) q,(t) = N(p) Q,(t) (4.3)

onde D{p) e N{(p) s8o polindmics em p. Esta equagdo pode ser tambénm

gxpressa por:

q () = Qs (t) (4.4)

definindo-se, entdoc, o operador de transferéncia H?(p) COMO
]

N(p)

H (p) = (4.5)
D(p)
Utilizando-gse (4.4} e (4.5} tem-se:
q,(t) = H (p) Q(t) (4.6)
A equagdo (4.6) relaciona a resposta e a entrada do sistema
uma

através do operador H”(p). Esta eguagio ndo & algébrica e sim
eguagao diferencial com uma notacdo operacional. Esqguematicamente pode-

~ge representi-la por:

Q, () — | H(p) | ——— q(¥)

Fig. 4.1 O.operador de transferéncia Hij(p)

Fatorando-se em (4.3} o polindmio D(p), a solucdo homogénea

do sistema (resposta livre) & obtida de:

(p*hij(p~h2}...(pwan)qm(t) = 0 i=1,2,...,n (4.7)

onde 11, Rz,..., zn s80c as raizes de D(p).
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Considerando wuma raiz genérica "kr“ de (4.7}, tem-se a equagdo
diferencial homogénea de primeira ordem !

(p-2)q, . (t) =0 r=1,2,...,N

AL
sendo a sua  solugido dada  por c.e r , onde cri é una constante
arbitraria funcio das condigdes iniciais. Sendo o sistema linear a

soluclio geral de (4.7) & dada pela soma de tals solugdes:

. At
q.(t) =) c e (4.8)

r=1

4 solugdo particular de (4.3) devida somente & excitagfo Qj(t) é
obtida de (4.6):

a (£) = H (p)Q(t) (4.9)
onde de (4.5}, (4.3) e (4.1), tem-ge:
(b p" + bm_ip'“" + ... +bp+b)

H, (P) = _ (4.10)
(pn + a n-1

& * W + +

o,

A equagdo (4.10) pode ser, analogamente a uma eXpressan
“polinomial, expandida em fragdes parciais [10] da forma :

EN

H{p) 1i§+ zij; +dnij
H (p) = = rae
e (P2} (P=2,) ... (P2 ) P-A,  PT3, p-r

{4.11)

i=1,2,...,0 i=1,2,...,n

onde, agora, A
4

1 e d
" kz’ ...,kn sdo os polos de H”(p)

. fe..,d 03 seus residuos obtidos da expressdo:
i} nij
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d = lim  H_(p) (p-2)
rij p — Ar” r

se 08 A forem de multiplicidade 1.

Utilizando-se {4.11) e considerando o polo genédrico ”kr" de
{4.9), tem-se a equacgdo diferencial de primeira ordem:

= -3 v _
a8 =d . et o) r=1,2,...,n

sendo a sua solugdo, considerando as condigdes iniciais nulas e o
sistema causal e fisicamente realizével,  dada pela - integral de

convolugdo:

£ A (£-1)
I a. e’ g (t) dt  r=1,2,...,n
0 rij i

como o sistema & linear a solugdo geral de (4.92) & dada pela soma

destas solugdes:

t{ idrijear(tw))

r=1

q,(t) = b, (¥)*Q,(t) =f Q;(z) dr (4.12)

0
onde inverteu-se a operagdo de integragdc e de soma.

Utilizando~se o principio da superposicéc e as expresses (4.8) e

{4.12), , obtém-se a resposta geral do sistema:
= . * -
q(t) =g, (t) +h (€) * Q (%)

" At
g,; (V) “Z"’ri @ __ (4.13)
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As constantes < sdo arbitrarias e determinadas através das

condigbes iniclials do sistema. As constantes dﬁj nido s&8  arbitrérias

sendo obtidas da expansio em fragdes parciais de H”(p).

Comparando-se as equagdes (4.13) e (3.31) observa-se a semelhanga
nas duas solugdes. Existe diferenga porgue este modelo n3o considera
o autovalores como pares complexos conjugados e as constantes na sua
solugdo ndoc apresentam relagdo com os parimetros modais do sistema.

Desconsiderando~se o par complexo conjugado e comparando-se as
equacdes {(3.31) e (4.13}, observa-se  gque C = ¢Hnr(0) e
rﬁm rﬁjm ¢ﬁ¢ﬁ , que & evidentemente o residuo da expans d o ou
ainda a constante modal do sistema. 2Assim, o modelo modal do
capitulo anterior permite relacionar estas constantes com o modelo

gspacial do sistema dindmico.

Uma abordagem similar & anterior pode ser utilizada  para
desenvolver-se o modelo de sistemas discretos no tempo, o que levari a
compreender-se a origem da utilizagdo da série de Prony (capitulo V) e
de filtros digitais como modelos para a ldentificagdc dos pardmetros

modais do sistema.
£4.% O MODELO DE SISTEMAS DISCRETOS NGO TEMPO

Sistemas discretos no tempo , sfo sistemas dindmicos em gue uma ou
mais variivels podem mudar em instantes - discretos no tempo, tais
instantes sdo do tipo t=kAt (k=0,1,2,...,K-1), onde At & o intervalo
de mostragem e K € o nGmerc de amostras do sinal dindmico domsistema.

Pm um sistema discreto os sinais estd@c na forma amostrada e a
descricio do seu comportamento dindmico operando com estes sinais
diferentemente de um sistema continuo gque utiliza  equagdes
diferencials, & obtida através de equagbes a4 diferenga. Aproximando a
equagio (4.2) por uma eguagdo & diferenca de ordem n",  pode-se

SECYever:
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qigkun) + anhiqi(k—nwl} + vl t+ aaqi(k—l) + aaqi(k) e mej(k~m) _
{4.14)
+ bm'igj(k~m~1) + o F binﬂe—l) + on;(k)

k=0’1’...'K~1
onde considerou-se o intervalo At pequeno e a notagﬁo,(%(k&t)EQjﬁq e
qgkﬂt)m%(k) para os sinais discretizados de entrada e saida do

siatema.

Analogamente ao  sistema continuo utiliza~se uma  notagio
gperacional. O gue no caso continuo era um operador diferenciagado ‘'p"
e um operador integragio "1/p%, agui serd um operador de avango "E" e
um operador de retardo YB=1/EY. Assim, sendo f(k) uma fungio amostrada

no tempo, com intervalo de amostragem At, tem-se;

1
E'[f(k)]=f(k+n}) e B [f(k)}= —— [£(k) ]=f (k-n) (4.15)
E

Esquematicamente, por exemplo, o operador de retardo pode ser

visto como:

retardo At

B=1/E ——y £ {k-1}

a

Fig. 4.2 O operador de metardo B=1/E

vtilizando-se (4.15) a equagdo (4.14) pode ser escrita como:

n n-1 "
{B" + an‘TB + L. * a1B +a0) qi(k3
(4.16)

— m nt- 1
= (b B"+b B+ ...+ DB+ b0 (k)
k=0’1'I.QrK*l

Introduzindo o conceito de operador de transferéncia discreto, a

eguagdo (4.16) pode ser vista da seguinte forma, [10]:
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D(B)q, (k) = N(B)Q,(K) ¥=0,1,...,6K-1 (4.17)

onde D(B} e N(B) s3o polindmios cuja varifvel & o operador “B", Esta
equagao pode ser também expressa por:

qi(k) ﬁmg’(“g‘)—“qj{k) k=0,1,,,,,K-1 {4.18)

definindo~se, entfo, o operador de transferéncia discreto HH(B) Cono:

H(B)
H  (B) = k=0,1,...,K~1 (4.19)
Y D(B)
g utilizando-se (4.18) e (4.19) tem-se:
qi(k) =z Hij(B) Qj(k) k=0G,1,...K-1 {(4.20)

A egquacdo (4.20) indica que o operador de transferéncia
discreto Hij(B} atua sobre a seqglidncia de entrada Qj (k) para produzir
a seqlidncia de saida g, {k}. Esta equacdo nd3ov & algébrica e sim uma
equagdo & diferenga com uma notagdo operacional.Esquematicamente pode-
-sée representa-la por: '

L

Q, (k) o | H_(B) oy G (K)

a,

Fig., 4.3 O operador de transferéncia discreto Hij (B}

0 procedimento para resolver a equacdo & diferenga (4.17) &
similar ao usado para a eguagio diferencial (4.3). As lels gue se
aplicam ao operador diferencial "p", também aplicam-se aoc operador de
retardo "B", [10].
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Fatorizando-se em (4.17) o polindmio D(B), a solugdo homogénea do
sistema (resposta livre} & obtida de:

(3“71)(5”72}"'(8-?33qm(k) = 0 k=0,%1,...,K-1 (4.21)

ande Voo Vyrones ¥, s30 as raizes de D(B).

2’

Considerando uma raiz genérica "wr" de {4.21), tem~se a eguagao
a4 diferengas de primeira ovrdem homogénea:

(B”?’;-)thi{k) = ) r=1,2,...,n
K=0,1,...,K~1

utilizando-se (4.15}, a equagdo acima pode ser escrita da seguinte
formal
dy e (BFL) r=1,2,...,0

=¥
k=0 1 L K-l
g, (¥) r S

o gue mostra que a raiz 7. € a razdo comum da progressio geométrica
dada pela segliéncia qmﬁ(kj, sendo a sua solugao cﬁvt onde c, é& uma
constante arbitraria fungdo das condig@es iniciais.

Como o sistema & linear a solugio geral de (4.21) & soma de tais

solugbes:

_ n
k
q,, (k) -—=z c. 7, k=0,1,...,K~1 (4.22)
r=1

A solucgdo particular de (4.17) devida somente & excitagéao Qj(k} é
ohtida de (4.20):

q;; (k) = H (B)Q (k) k=0,1,...,K=1 (4.23)

onde, de (4.19), (4.17) e (4.16), tem-se:
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m w1
| (b B"+b B+ ... +DbB+b)
H, (B) = (4.24)
(8" +a B" '+ .., 4 a B +a)

-1

A equagae (4.24) pode ser expandida em fragdSes parciails pelas
mesmas razdes utilizadas para expandir o operador H”(p), segdo 4.2:

i (B) N{B) _ 11} 2i} dnij
- = = + + ... t
Y (B-7,) (B=¥,) . (B~7 ) B-y, B~y B-7

(4.25)

onde, agora, LAY ?z‘ RV s80 o8 polos de Hﬁ(B) =] d
d

-

tij
e, 4. 08 seus residuos.

2’ nij

gtilizando~se (4.25) e considerando o¢ polo genérico "y " de
{4.20), tem-se a equagdo & diferenga de primeira ordem:

- eyl " '
qwﬁj{k) = drij (B rr) Qj(k) r=1,2,.¢.,0
k=o' 1’ .I.’K”l

sendo a sua solucdo, considerando as condigdes iniciais nulas e o

sistema causal e fisicamente realizével, dada pelo somatdrio de

convolugao:

{x—¢£) 1
E:drﬁ T, Qj{k} r=1,2,...,0
17.=0 k=0’1’ttC'K-l

como o sistema & linear a solugdo geral de (4.20) & dada pela sona

destas solucdes:
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K1 n
_ ) (x-t)
a0 = o0r ) =7 [ Ta, 1) o

{4.26
£zp r=% )

kmg,l,».-,x‘”l

Utilizando-se ¢ principio da superposic8o e as expressdes (4.22) e
{4.26)},, obtém-se a resposta geral do sistema:

g (k) = q, (k) +h (k) * QK

n
- k
q,, (k) =)c v (4.27)
Fr=1

"
- k _ .
h, . (k) -Zdr” 7] k=0,1,...,K-1

r=1

onde as constantes c, s8o arbitrérias e determinadas através das
condicgdes iniciais do sistema e as constantes dﬁj ndo s8c arbitrarias
sendo obtidas da expansfo em fragbes parciais de HH(E)'

No capitulo V serd visto gue a resposta discretizada no tempo do
wmodelo modal (capitule IITI) pode' ser relacionada com a solugad
{£.27}, onde c.= ¢Hnr(0} , drﬁ= rﬁjm ¢H¢ﬂ e considera-se o
par complexo conjugado para os autovalores. '

k-3

Nesta abordagem discreta foi usada uma equagio & diferenca. Sera
visto a sequir que o modelo de filtros origina~se desta equagéo,
permitindo compreender-se a sua utilizagao. para obtengdoc dos

paridmetros modais. _ .
4.4 O MODELC DE FILTROS DIGITAIS

0 sistema discreto no tempo pode também ser entendido como uma
estrutura gque, operando scbre um sinal dindmico discretizado de
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entrada, produz  um  sinal dindmico discretizado de saida.
Esguematicamente pode-se representar esta estrutura por:

Q(k) ———  h (k) [ q (k)

kzotl'll.’w

Fig. 4.4 Sistema discreto no tempo

ongde hgj(k} & a resposta do sistema ne instante %"k" devido a unma
entrada unitiria amostrada no instante zero (resposta aoc impulso
unitério }.

Estando o sistema em regime permanente, representa~se
matematicamente esta estrutura pelo somatdrio de convolugdo das
segiléncias Iﬂj(k} e Qj(k).

q,(k) =h (K)*Q (k) =} h (&) @ (k-{) (4.28)

tew k=0,1,...,®

A equagdo (4.28) € a equagdo (4.27) sem a parte homogénea, onde
considerou-se o sistema ndo causal e _a possibilidade de uma resposta
ac impulso unitadrio infinita. Quando a seqgiiéncia h”{k) tem um  nGmero
finito de termos diferentes de zero & dito que o sistema tem resposta
impulsiva finita (FIR}, de outra forma & dito gue tem resposta

™

impulsi#a infinita (IIR).

2 resposta deste sistema pode também ser obtida diretamente
através da equag@o & diferenga (4.14). Re-escrevendo esta equagio sob
a forma de somatdrio tem-se:
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a,(k) =¥ b, Qk-0) -3 a, q(k-t) (4.29)

£=0 L= :
kmO’lrﬁ¢§;m

onde incluli-se a constante a e considera-se a,= 1, sendo "a" a ordem da
equacio & diferenga . ‘

Uma grande classe de sistemas lineares, discretos e invariantes no
tempe, podem ser descritos pela equagio (4.29), onde Qj(k) & a sua
aﬁtrada,t&(k) a sua saida e 3, b, constantes gue determinam as suas
caracteristicas. Estes sistemas 80 comumente chamados de filtros
digitais, formando uma das classes mais importantes de sistemas de
processamento digital de sinais, tendo aplicagbes em diversos campos
da ciéncia e da engenharia., [17].

0 filtro digital da equagdo (4.29) calcula a k-&sima resposta
amostrada qi(k) usando as "n" respostas amostradas anteriores t%(k*l),
cﬁ{sz),,.‘,qg(k—n), a excitagéo amostrada atual Qj(k) e as "m*
excitagdes anteriores Qj{k~1), Qj(k~2),...ﬁ%(k~m). Desde gque ndo sio
necessarias amostras futuras da excitacgdo e da resposta para o cdlculo
do wvalor amostrade da resposta atual, o filtro é considerado
fisicamente realizdvel ou causal, tendo a sua resposta impulsiva a
propriedade h”(k)mﬁ para k=0, Assumindo gue o filtro devera  ser
também estével, sb um nlmero finito de termos de h“(k) sdo ndo nulos,
ia?a é, hﬁ(k)ﬁo para "k*" tendendo a infinito, estando todos os seus
polos densro do circule unitério, [17].

Um filtro digital, pode também ser analisado por um método de
trransformada, analogamente aos métodos de transformada usados en
sistemas continuocs. As transformadas de Laplace ou Fourier
converten equagdes diferenciais em eguaghes algébficas. Da mesna
forma a transformada 2, converte equagbes & diferencga en
equagdes algébricas. Assim, a rransformada Z unilateral da resposta

do filtro, equagdo (4.29), € definida por:
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]

T, (2) = g, (0} = ) q,(k) 27" (4.30)
k,.....

onde ¥z¥ & uma varidvel complexa. A série do lado direito de (4.30)
converge guando "z" assume valores em uma determinada regifo do plano
complexo. Esta série & conhecida como série de Laurent na teoria
das varidveis complexas, [10,43].

A relagdo entre a varidvel "s" de Laplace e a variadvel "z" é
encontrada sabendo-se que a resposta do filtro pode ser representada
por um somatéric de fungdes impulsos ponderadas pelas suas amplitudes.
Tomando-se entdo a sua transformada de Laplace tem—se:

w

~kAts

q,(s) = 2g, (D)} = ) g, (kAt)£{s (t-kAL)} = ) g (K)e (4.31)
k=0 k=0
e comparando~se (4.31) com (4.30), tem-se:
z = eS'E:\t | {4.32)

A transformada Z tem as mesmas propriedades da transformada. de
Laplace. Fazendo-se a transformada Z do filtro da equac@o {4.29),

tem-gse:

0

zqi(k)z‘ Y { Zb Q, (k-2) Zaz q. (k—f)} (4.33)
0

k=0 k= £=0 - £=1

o lado esguerdo de (4.33) é 'ﬁz(z} e o lado direito pode ser obtido
gtilizando-se as propriedades de linearidade e deslocamento da

transformada 2, sendo possivel escrever:
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q, (z) = Q,(2) 21% 2 ~q, (2) Zai 2 (4.34)

£=p =0

ou considerando uma forma mais conveniente para (4.34) :

H (2} = = (4.35)

A equagdo (4.385) poderia ser obtida diretamente da expressdo do
operador de transferéncia discreto, equagdc (4.24), onde considera-se
“1 e inclui-se a constante a_. Isto & possivel porgque o operador de
retardo definido como B Bﬂ(k}}«;(k ¢y, s=sendo a sua transformada
z, G, (2) zf.

Em processamento digital de sinais H (z) € chamada de fungdo
transferéncia do filtro. As raizes do numerador de H (z) sjo chamadas
da zeros de H”(z) e as do denominador de polos de Hﬁ(z)

No dominio do tempo a equagdo (4.35) & dada pela equagdo {4.28),
estas expressdes relacionam a resposta ao impulso unitério do filtro
e os coeficientes a,, b, da equagdo a diferenga que o caracteriza.

Os filtros digitais podem ainda ser classificados como recursivos
e ndo recursivos. S&o ditos recursivos quando existem coeficientes a,
diferentes de zero, neste caso o calculo de ‘%%{k)“, . ver
equagdo (4:29), necessita valores amostrados préviamente calculados.
para estes filtros, H”(z) & uma fung8e racional enm z'  dada pela
equagdo (4.35) e os seus coeficientes h@ nido =sdc iguais a resposta
hﬁ{Z}. Esta resposta pode ser obtida fazendo-se a divis@o longa entre
o8 pelinémics de (4.35), obtendo-se:
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=44
- nem n-m-~ 2 _ h-m-k '
ﬁﬁ(z) Ay 2 t oAz T2 + ol = E A B {4.386)

k=0

Os filtros digitals sfo ditos ndo recursivos, guando todos os
cpeficientes a, s&0 nulos, neste caso ndco € necessério o cdlculo prévio
de amostras da resposta "q;(k)", sendo Hij{z) polinomial en zd;
ver equacdc (4.35).Para estes filtros o lado direito da equagdo (4.29)
pede ser visto como a soma de convolugio de duas segiiéncias Qj(k) e bk
k=0,1,...,%2, sendo a resposta "h”(ﬁ)“ idéntica aos coeficlentes b
[10,17,41,44], isto é&:

14

% D=fsm
h”{n =

0 outros tasos

Por estas razdes , um filtro nio recursivo é também um filtro de
resposta impulsiva finita (FIR) e um filtro recursivo & um filtro de
resposta impulsiva infinita, (IIR).

0 filtro da equagdo (4.2%) pode ser programado em computador com
fins og mais diversos. Desenvolveram-se virios métodos que propiciam
ao projetista escolher os seus coeficientes a, , b, . A escolha dos
coeficientes & funcdo das caracteristicas que s3o desejadas para o
filtro, o qual sera utiiizado para o proae5$amént0 digital dos sinais.

Uma vantagem na utilizag¢iic do modelo de~ filtros seria a sua
flexibilidade, porque as suas caracteristicas podem mudar facilmente,
através da leitura de um novo conjunto de coeficientes guardadoe na
membria do computador. Isto significa gque, uma Unica estrutura de
filtro pode servir a uma multiplicidade de sinais de entrada e saida.

para a sua implementacdo & necessério considerar-se a sua
especifica aplicagéio. O filtro da equago (4.29) apresenta um diagrama
d= blocos na forma direta, sendo uma maneira na gual o filtro digital
pode ser implementado, mas pouco desejavel. Uma outra forma direta de
realizacdo seria guando m = n. Formas alternativas de implementagdo
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seriam o filtre em paralelo e em cascata. Outras consideracdes
seriam necessdrias para a sua Implementag¢d8o podendo ser vistas en
referéncias bibliogréficas sobre processamentoe digital, [17.41,42,45]).

¢ propdsito deste trabalho difere do dade em processamento
digital para os filtros, onde estes sdo usados como estruturas gue
iimitan o sinal em freqiiéncia para diversos fins. Agqui a estrutura do
filtro é utilizada como um modelo paramétrico para o sistema dindmico.
Neste case o0 objetivo & identificar os parametros do nmodelo
{coeficientes do filtro), gue por sua vez estdo relacionados com os
pardmetros modais do sistema, © gue serd visto no capitulo V.

0 modelo de filtros & similar ao modelo de séries temporais
estocdsticas ARMA e a relagdo entre os conceitos utilizados en
sigtemas discretos no tempo, com a &rea de séries temporais, abre a
possibilidade de estudar-se modelos gque vrepresentam processos nac
sestaciondrios. Nas se¢Bes seguintes estes temas serdo desenvolvidos.

4.5 A ANALISE POR SERIES TEMPORAIS

Uma série temporal & uma celecdo  de observagdes feitas
segiiencialmente no tempo. Exemplos destas séries ocorrem em uma
grande variedade de campos, desde a economia até a engenharia
constituindo uma importante &rea da estatistica. Algumas das séries
temporais encontradas na prética seriam séries econdmicas, como por
exemplo o total de exportagbes em meses sucessivos. Séries temporais
fi{sicas como a temperatura do ar em horas, dias ou meses sucessivos.
Pode-se ainda citar séries temporais demogréficas, séries temporais
chamadas de processos binirios gue ocorrem particularmente na tecoria
de comunicacbes e, para teoria de sistemas dinadmicos na engenharia
mecdnica, séries temporais gue representam por exemplo as vibragdes

degtes sistemas.
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4.5.1 ©0S OBJETIVOS DA ANALISE POR SERIES TEMPORAIS

Existem véArios possiveis objetivos na andlise por séries
temporais. Estes objetivos podem ser classificados como descricgio,
explanagio, predigdo e controle, [52].

a, Descricdo : Este objetive & considerade o primeiro passo da
andlise, usualmente faz-se o gréfico dos dados para obter-se uma
sinples medida descritiva das principais propriedades da série. Heste
caso pode~se observar a sua tendéncia ascendente, como por exemple o
aumento anual de salirios, ou o efeito regular da sua sazonalidade,
come por exemplo o aumento das vendas de um determinado produto no
veri3o e a diminuigdoe destas vendas ne inverno. Isto serd melhor
explicado a seguir, Para outras séries; técnicas de andlise mais
sofisticada sfo necessérias, assim modelos probabilisticos mais
complexos como ¢ ARMA, utilizados em processos estocisticos, serdo
desenvelvidos mais adiante.

p., Explanacdo : Quando sdo obtidas observagbes sobre duas ou mais
varidveis pode ser possivel utilizar a variagdo em uma série temporal
para explicar a variagdo em outra. Isto leva ao entendimento do
mecanismo que gerou a série, podendo-se utilizaxr modelos de regressao
miltipla. Este € o caso de sistemas lineares, onde uma série de
entrada & convertida em uma série de saida através de uma operagio
ilinear. Conhecendo~se as observacBes de entrada e saida do sistema,
obtén-se as suas propriedades, isto &, identifica-se o sistema.
- Prabalhando-se com séries de entrada e saida discretas no tempo um
modelo a ser considerado poderia ser o modelo de filtros dado na segao

anterior.

¢. Prediclio : Dada uma série temporal pode~se predizer os seus
valores futuros. Este objetivo & muito utilizado em previsio de vendas
e na anadlise de séries temporais econdmicas e industriais e esta
intimamente relacionada com o problema de controle. Um exemplo de
controle ocorre guando se torna necessirioc predizer se um processo
de manufatura esta alcangando os seus objetivos ou se s3o necessdrias

acBes corretivas para que isso ocorra. Na abordagem por séries muitos
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autores consideranm os termos predigio e previsdc intercanmbifveis,
cutros utilizam o termo previsdo significando qualguer &spécie de
conhecinento futuro dos valores da série e o termo predicdo como a
sistem8tica gue leva a fazer isto, [52].

d. Controle : Quando uma série temporal gerada mede a gualidade do
processo, o objetivo da anfélise pode ser controlar este processo.
Podem existir vdrios tipos diferentes de controle, como por exemplo o
controle estatistico da qualidade, Desenvolveram-se também estratégias
mais sofisticadas de controle através do estudo das séries, neste caso
um modelo estocdstico € utilizado para representar estas séries
e predizer os seus valores futuros, sendo a seguir as varidveis de
entrada e saida do processo ajustadas ,0 que o leva ac seu objetivo,
f20]. Muitas contribuig¢des tem sido felitas a teoria de controle,
principalmente na area da engenharia elétrica e mecénica, sendo o
processo controlado por computador analégico ou digital. Um exemplo
séria o controle da trajetdria do brago de um robd articulado,
utilizado em robdtica industrial.

Através dos objetivos acima observa-se o© grande campo de
aplicacgio das séries. Para a engenharia mecdnica, através da predigdo
e controle pode~se trabalhar com o diagndstico de estruturas ou ainda
com robdtica através da identificagl3o e controle. Mantendo-se o©
ocbjetivo deste trabalho deve-se utilizar o objetivo "b" onde atraveés
das séries de entrada e saida pode-se identificar as caracteristicas
modais de sistemas dindmicos.

4.5.2 AS SERIES TEMPORAIS E 08 PROCESSOS ESTOCASTICOS

Uma série temporal univariada & definida como um conjunto de
ohservactes de uma varidvel, dispostas seqliencialmente no tempo, sendo
discreta quando o conjunto de observagdes for finito, [46]. Em geral
estas observagdes sfo geradas em um intervalo de tempo com amplitude
constante, podendo ser consideradas deterministicas ou estocasticas .
sendo elas estocasticas os seus valores futuros sé poderio ser
determinados em termos probabilisticos. Este trabalho ird considerar
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somente séries temporais estocisticas discretas, cujas observagdes
sic geradas em intervalos de tempo constante,

Métodos tradicionais de andlise de séries temporais procuram
classificar os movimentos de uma série de tempo em guatro tipoes
basicos de variacio, [16,46,52]. Esta maneira de decompor a série nem
gsempre & a melhor, mas & ainda freqilentemente usada:

a, Tendéncia : Caracterizada por um movimento regular e continuo de
longoe prazo, ascendente ou descendente, sendo em estitistica a
variacdo no tempo do valor esperado.

b. Variacio Sazonal : Caracterizada por um movimento ciclico gue
ocorre com certa regularidade dentro de um curto periodo de tempo.

¢. Variagdo Ciclica : Caracterizada por um movimento ciclico de longo
prazo com perfodo variadvel. Em geral os ciclos econdmicos. S&o
filutuacdes em torno da curva de tendéncia.

d. Variacdo Aleatdria : Caracterizada por um movimento aleatdrio, que
nio pode ser identificado com nenhum dos casos acinma, 44 gue ndo pode
ser descrita de forma deterministica.

os primeiros dois tipos de variaglc apresentados s3o a parte
sistemdtica ou deterministica da série e os dois Gltimos sdo a parte
nio sistemidtica ou aleatéria. '

-,

A anilise através de séries temporais pressuple que exista um
processo estocfstico gerador da série, isto significa que a cada
realizacio aleatéria da varidvel esta associada uma probabilidade de
oco-réneia da observagio. Assim, descrevem-se 08 mecanismos do
processo e as caracteristicas da sua aleatoriedade, fornecende as

probabilidades associadas aos valores futuros da série.

Inicialmente a notacio nesta seclo seguird o estudo da andlise de
séries temporais, sendo depols, ao longo do texto, relacionada com &
notacio da andlise de sistemas discretos no tempo, incluindo a an&lise

de sistemas din@micos.
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Muitos processos fisicos na prética envolvem elementos aleatérios
ou estocisticos em sua estrutura e um processo estocéstico podé ser
descrito como um fendmeno estatistico que evolui no tempo de acordo
com leis probabilisticas. Muitos autores usam Yprocesso estocistico?
como sindnimo de "processo aleatdrio®, servindo este termo tante para
descrever um processo fisico real guanto para indicar um n odelo
matemdtico para isso, {52]. Estando a teoria de processos estocisticos
maito desenvelvida, este trabalho concentrar-se-4 em seus aspectos
importantes para a andlise das séries.

Se para cada vrealizag8o amostral de um experimento, fosse
considerada uma fungdo do tenmpo QL , 8), tem-se um processo
estocéstico, onde 8 ¢ § , - sendo Wg® o espago amostral. Assin,
matematicamente um processo estocdstico pode ser definide como uma
familia de vetores aleatdérios {((t),teT}, classificada mediante unm
parénetro t, gue varia em um intervale de tempo "T™,
caracterizando-se O processo por ser fungdo aleatdria de ", Na
notacio "(Q® &€ a varidvel aleatfSria e "g" & a ocorréncia desta
varidvel. Um registro de um processo estocidtico & dado abaixo:
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Fig. 4.5 Registro de um processo estocéstico
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Muitos problemas estatisticos estdo relacionados com a estimativa
das propriedades de uma amostra de uma populagido. Na andlise por
séries, entretanto, & freglientemente impossivel obter-se mais que uma
cheervagdo em um dado tempo, assin tem-se somente uma observacio sobre
a variédvel aleatdria neste tempo. Contudo pode-se considerar a série
cbservada como um exemplo do conjunte infinito de séries, sendo esta
entendida como uma realizagdo amostral do processo.

Contendo T={K~1)}At um nGmero finito de valores o  processo
estocdstico & dito com parimetros discretos, ou discreto no tempo e
para este  processo  uma seqgiiéneia de ohservagbes q{k&t,sg
k=0,1,...,K-1, gualguer Si i=1,2,...,w, sendo At o intervaleo entre
pada observagdoc no tempo, € uma realizag8o amostral deste processo,
sendo a série temporal considerada como esta realizagdo, BAssim, uma
sdérie temporal representa wuma realizagdo amostral do processo e
considerando qi(kﬁt)aqi(k), tem~-se a notacdo q(kﬁt,si)=qk(k), sendo
g {k} a k-ésima ocorréncia da i~ésima série. Anteriormente q.{k) era
considerada a i-ésima resposta discretizada do sistema dindmico dada
pela eguagdo (4.27), onde neste caso 86 a sua parte forgada &
considerada. Para o estudo de séries temporais utiliza-se a notagdo
q, (k) =q, k=t=0,1,...,K~1, onde o indice "i" fol suprimido. Esta
notagio pode ser vista em referéncias tais como [20,52].

A andlise da série supde que cada uma de suas ocorréncias 9y
FPRL: S & obtida aleatériamente, assim a série & uma seqgiiéncia
ée:variéveisﬂaleatérias conjuntamente distribuidas, isto &, existe
alguma fungéb de pgpbabilidade conjunta Paaa'ai""'ax~9 gque assune
valores para +todas as possiveis combinagdes de dy Ayrooo oGy
consequindo-se especificar a fungdo de probabilidade da série,fica
p&ssivei determinar a probabilidade de ocorréncia de um valor futuro.
Entretanto a esﬁecificagéo completa da fungdo de probabkilidade que
rege o processo gerador da série & de dificil obtengdo, sendo os seus
nonmentos de mais alta ordem raramente usados, por isso restringe-se o
estudo a momentos de baixa ordem. Assim,serfo considerados os momentos
de primeira e segunda ordem do processo estocéstico, isto &, a nédia,
varidncia e a autocovariédncia.
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Sendo © processo ndo estaciondrio os seus momentos estatisticos
variam com o tempo, mas a malor parte da teoria da probabilidada
estd vrelacionada com séries estacionarias. Sendo a série ndo
estaciondria existem métodos que a transformam em estacionéria
podendo~se utilizar esta teoria. Assim, este trabalho ir& considerar
o processo estacionirio, sendo a série gue o representa também
estaciondria. Considerando-se ainda gue o© processo & gaussiano,
a distribui¢do normal pode ser Gnicamente determinada em termos dos
seus momentos de primeira e segunda ordem, tendo-se para estes
momentos as expressdes:

média Elg, ] =“§: . gqualguer £ eT

2

varidncia : Var[q ] = E[q ~"§:] , gqualguer t eT {4.37)

t

autocovariancia : Covig ,q__,] =E[(q, -'&1)(qt_£_“§; ]

qualquer t g7

Neste caso a série gue representa o processo ndo possul unma
variacd3o sistemftica na média (nd3o possui tendéncia), nem ha
varifncia, sendo removidas todas as suas variacgbes periddicas, o que
significa gue ndc variam com o tempo , dependendo a autocovarilncia
somente do nlimero de intervalos no tempo entre as observagdes., Na
pratica, entretanto, o gue se dispSe & de uma amostra do processo,
sendo uma estimativa da sua média obtida pela média temporal da série,

ocorrendc o mesmo para a varidncia e auto~covaridncia::

1 ¥
E{g ] =u = — ) q
T t=0

varlq, ] =0, = - ). (4, mH) £=0,1,...,K-1 {4.38)
t=0
1 ¥
COV[qt ’qt--f. 1= ﬂém T cht e H-q )(qt—f- = u-q)
t =0
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Ho caso, onde o8 valores mé&dios do processo 80 o8 mesnos valores
médios temporals, diz-se que o processo & ergddico. Neste trabalho a
ergodicidade dos. processos estacionirios associados a  fenémenos
fisicos, serd considerada.

Para as séries pode-se também definir a estimativa do coeficiente
de autocorrelacido como:

T

Y (g, - R ICHPENS
Py = = 120 (4.39)
2

T
Z (qt - “q) t“a,l,-.-,x—l
t=0

onde este coeficiente & uma medida padronizada do coeficiente de
autocovaridncia,sendo a fungdo gue assocla cada valor de "' com o seu
raspectivo coeficiente de autocorrelacdo a fungdo de autocorrelagio.

4.5,3 OS OPERADORES E A RELACAO ENTRE O MODELO MA E AR,

0 tratamento desenvolvido por Box e Jenkins [20], para a anilise

das séries geradas por um processo estocdstico, estaciondrio e
gauseiano,esta baseada no fato de gue, embora seus respectivos valores
d, apresentem correlagdo serial, cada um deles pode ser consideradoe
como gerado por uma seqiiéncia de "chogques a', teT, aleatdrios e
independentes estatisticamente entre si, cada um possuindo uma
distribuicio normal, isto é: '
E{at]m H,=0 ; Var[aJ = ¢

(4.40}
o £=0 i, £=0 :
coviaga, 41 = { o , =0 Fr 7 { 0 , t#0
£=0,1,...,K-1

R expressdo "chogues aleatbrios", gque para a andlise de sistemas
dinamicos seria o mesmo gque "forgas aleatérias®, & usual na andlise de
séries e a seqgiiéncia destes chogues com as caracteristicas acima
mencionadas & denominada de processo de ruido branco. 0 fundamento da

metodologia de Box e Jenkins, para a busca de uma classe geral de

63



modelos capazes de representarem o processo gerador da série, esta
haseado no teorema da decomposiclo de Wold para séries garadaé por
processos estaclionirios, [20,46,52,57]. Este teorema demonstra que
todo o processo estocdstico estaciondrio pode ser representado por unm
modelo linear do tipo Média Movel "MAY 1

q.~ g§+ a +era ,F P Gt e {4.41)

onde pazl & [Qb&xl,z,...,], uq , 8o parametros estabelecidos pelos
valores da série, sendo g, a observagdo no tempo "tV e a o ruido
branco no tempo *tY, t=0,1,...,K~1, devendo os Py formarem uma série
convergente para que d, seja estivel, isto &, mantenha as condigfes de
sstacionariedade. O termo “nq“ aparece na edquagdo (4.41) porque
supdenm-se gque a série tenha média diferente de zeroe,
Provavelmente este modelo foi chamado de média mdvel, porque sendo o
processo nio estaciondrio, o valor médio de (4.41) variard com o
nGnero de termos da série. Estando as varidvels centradas na nédia e
considerando a ordem do modelo igual a "w', a equa¢do (4.41) pode ser

gserita come @

q =q, -k =art z"e a_, t=0,1,...,K-1 (4.42)
£z

A equacdo acima & igual & equagdo(4.2%), onde "w=n", b°= 1, b£=q
@ 08 az:nulos, gendo o modelo linear MA um filtro ndo recursivo. Neste
caso a sua excitacéo Qj(k) & um ruido branco a e os parametros Médias
Mévels Py @ sua“resposta impulsiva. Assim, pensando-se na série cono
uma amostra de wum  _processo pode-se analisi-la estatisticamente,
eonseguindo~ge previsfes de valores futuros e ao encari-la como uma
soma de convolucgdo, pode-se utilizéd-la para a identificacgio do
gistema. Utilizando-se o operador de retardo da eguagdo (4.15)
B%qgmqbz, a equagﬁa (4.42) pode ser dada por:

g =N(B) a, ;i N(B) =1+pB +...+ pw_ja"”'% ?NPBHP (4.43)

onde N(B) em andlise de séries temporais & chamado de filtro Média
uével do sistema. A equagio acima &€ a equagdoc (4.17) onde a6=1 sendo
os {a’s)restantes nulos. A série N(B) deve convergir para interior
ou sobre o circulo unitario, ou seja |Blsl, para gue O pProcesso
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linear seja estaciondrio. Para este modelo tem~se o diagrama abaixo:

N({B)
a = rulde brance| filtre t{inear Ei-tw N(B) a = série
? nédia nbvel ? temparal

Fig. 4.6 Diagrama de um filtro linear Média Mével para
séries temporais

0 modelo, expresso por (4.41), sob determinadas condigbes, pode
ser egquivalente a outro, chamado AutawRegres_sivo HARY  onde "qt" é
descrito como uma soma ponderada de seus valores passados mals um
chogue aleatério "a *. Assim utilizando-se a eguagdo (4.41), tem-se:

a, =49 “q TR AT PR e
(4.44)

Ao Qg TH, T PR TR BT o

substituindo-se a_, de (4.44) em (4.41) tem-se:
2
= - - = + LI »
q, }.Eq {1 t>1)+p,‘<;f‘:’1+at-t~(w2 91)at-2+ (93 91!*2) a4 {4.45)

continuando o mesmo processo de substituigdo para a r A grees em

{4.44) obtém~se uma equagdo linear, gue &€ um pProcesso Auto~Regressivo:

9, = a‘[qt-1+ qzqt-z"" LR A 2, {4.46}

t

onde v = & /{1 0, 8- ...} & os pesos " sd0 fungdes dos pesos "pM,
: q
considerando varidveis centradas na média e s_endo a ordem do modelo
we® {4.46) pode ser escrita como: '
NG
= qt- I = ZQz qt-z + at (4-47)
£=1

q,

t=0,1,...,K-1

A menos do termo a_ a equagio acima & igual a equagdo (4.29), onde
"we=n", a =1, a,=¢, e os b, nulos, sendo considerada um wodelo linear
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AR. Esta equagdo pode ainda ser escrita como:

o
AR (4.48)
ta1 £=0,1,...,K~1
e usando o coperadeor de retardo BﬁqJ=qb£ . ten-se:

Q-
He-1_ o pHe

NG -} NG

D{B} ’c‘;”t = a : D(B) =1 =aB ~v..- g (4.49)

4

onde D(B)w1 em andlise de séries temporais & chamade de filtro Auto
Regressive do sistema. A equaglo anterior & a equagdo (4.17) onde h?=1
sendo os (bfs) restantes nulos. A série D{B) deve convergir para o
interior ou sobre o circule unitdrie, ou seja |B|sl, para que o
processo linear seja inversivel. Para este modelo tem-se o diagrama

abaixo:
-1
D(B)
a = ruido branco[filtre estacicondrio 'c';'t=[}(8)'1a = s@rie
S UUUU—— _ R temporal
auto-regressive :

Fig. 4.7 Diagrama de um filtro estaciondrio Auto-Regressive
para séries temporais

Conparando-se as equacbes (4.49) e (4.43) , tem-se ‘uma relagdo
entre os operadores: '

- 1

N(B) = D(B) ' = (1 -aB ~aqB*~ ...) (4.50)

o modelo "AR"™ ohtido através de wum  modelo HMAW finito,
apresentou-se infinito. A situagido inversa & verdadeira, isto &, de um
modelo YWAR® finito obtém-se um modele "MA" infinito. Detalhes, comoc o
fato de gque a condigfio de inversibilidade do wodelo & independente da
condicio de estacionariedade, podem ser melhor compreendidos em Box &
Jenkins [20}. A associagdo das duas formas eguivalentes de
representagdo de um modele linear leva ao modelo ARMA, isto sera visto

na secio seguinte:
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4.5.4 0S MODELOS PROBABILISTICOS ARMA E ARIMA PARA SERIES TEMPORAIS
ESTOCASTICAS

A1ém dos modelos "MAY e MARY relacionados na seg3o anterior,
pode~se obter um nove modelo , comparando-se estas duas formas
equivalentes de representagdo de um modelo linear. Sabendo-se gque o
modelo YMA" & descrito por: ﬁ'tﬁN{B)at e gue ¢ modelo MAR"™ & descrito
por: ﬁ(B)%JﬁH, onde N(B)=D(B) ', nota-se uma dualidade entre a
sstacionariedade e a inversibilidade dos dois. Se H(B} converge, o
processe "MA" é estaciondrio e se D(B} converge o processo "ARY &
inversivel, funcioconando as restrigdes de estacionariedade para um
modelo YARY, da mesma forma que funcionam estas restrigdes para a
inversibilidade de um modelo "MAW,

a, 0 modelo estaciondrio ARMA

¢ objetivo de Box e Jenkins {20], era obter um modelc para o
processo, gue contivesse um menor nimerc de parémetros possiveis,
utlizando uma descricdoc aproximada do modelo linear de Wold [57]. Isto
foi feito para modelos "MAY e "ARY mas percebendo a relagdo dual entre
estes dois modelos, resolveram trabalhar com uma classe de nodelos
mistos, Auto-Regressivos e Média Mével, ARMA., A justificativa para
ugar este modelo & que muitas vezes as caracteristicas do processo
estocistico ndo sdo obtidas satisfatdériamente, usando-se sonente um
modelo "AR" ou "MAY, de poucos parﬁmetrbs, Box & Jenkins sabiam que
a dualidade entre os dois processos ocorre de tal forma que para
um processoe "MAY finito, tem-se um processo "AR" infinite e
vice-versa, isto &, a obtengdo das estimativas dos parénetros (c menor
nimero possivel) necessita muitas vezes a inclusdo de ambos 08

LY

processoes no modelo.

Un processo Auto-Regressivo de Média Movel de ordem ™w" e "wY,
ARMA (wo,w) , & um processo de filtro linear do tipo:
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+ atw & ~1+; I

t-1 Y TH Yheng 1Tt NP NP

{4.51)

LD P
=20 Tt Lt
=1 =0

A eguacgdo acima é a eguagao (4.29), onde Twe=m", Tw=n",sendo os
parimetros MA “P£=h2“ e o8 AR “n£=~a£“ para £>0, sendo o modelo 1linear
ARMA um filtro recursivo. O modelo ARMA(m,wr) pode ser descrito ainda

através dos operadores lineares
D(B) 3: = N(B) a (4.52)

Utilizando-se as equacdes {4.43) e {(4.49), (4.52) pode ser escrita

COMO:
q, N(B) 1+ 8B +...¥ pgp_1a""“+ PHPBW
= - - v = H(B) (4.53)
a, D(B) 1-09B-..-aq B -apB

Utilizando em (4.83) o operador de retardo, eguagio (4.15)
Egﬁ%}=qr¢ , onde a sua transformada Z & &(z)z¢, a transformada Z de

{4.53) & dada por:

Z

al|

. ) .
H(z) = = " t=1 (4.54)
}

af{z

£=1
as equagdes (4.52-53-54) sio as eguagdes (4.17-24-35) anteriores
con bomag=1 e os (afs) restantes negativos, representando
respectivamente a equagio & diferenga, o operador de transferéncia
discreto e a fungdo de transferéncia do filtro. A equacdo acima
poderia ser obtida também através da transformada Z da equagdo (4.51)

usando-se o procedimento da segdo 4.4.

Do exposto acima pode-se dizer gue para um processo  ARMA (N, we)
cada observacio da série g, pode ser gerada de trés maneiras

68



diferentes: 1. por um filtro cuja funcdo de transferéncia & a razio
entre dols polinbmios de grau "w" e Yw", guando a excitagio & um
processo de ruldo branco., 2. por um processo  AR(w) e a seguir um
MA{w}. 3. por um processo MA{w)} e a seguir um AR(m). As
caracteristicas deste processo sio:

v

média : E[g. ] = u_ =

varidncia : Var{qt} = E[th uq}z

coeficientes de (4.55)
autocovaridncia: B, = n1ﬁé_1+ nZ&£_2+ cee + uuaﬂﬁ-nc ; &> wp
coeficientes de %,

autocorrelacgio! Pp = 5= 0.0, ,Ft Py, tewo A Py £&> xp

para este processo ser estacionério e inversivel as ralzes de
D{By=0 e N(B)=0 deverfio, respectivamente, estarem fora do circulo
unitdrio,. Para este modelo tem-se o diagrama abaiwo:

-4
- % -+ =
N(B) | D (B) D(B) N(B)a,
azzwido = gérie temporal
branco fittre {inear filtre estacionario P
-2 . .. - - i 3
m2dia mOvel sauto-regressive

oy

Fig. 4. 8 Diagrama de um filtro Auto~Regressivo de Média Mével
para séries temporais

L

Para processos ecbnomices, estes modelos descreven de maneira
satisfatdéria as séries temporais, com um pegueno nimero de pardmetros,
en geral w+w=2, sendo o modelo mais usadoe o ARMA(1,1). Para a
engenharia mecdnica na andlise de sistemas vibrantes e actsticos a
ordem deste modelo & maior., Por exemplo. tendo o sistema varios modos
de vibracio e sob certas condigbes de comportamento, cada modo pode
ser modelado usando~se um modelo ARMA{2.1). Supondo—-se gue a resposta
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impulsiva do sistema seja a soma de doze destes modos, a ordem do
modelo serd ARMA{24,23), {181,

Um interesse no estudo de sistemas dindmicos com a visdo das
séries estocldsticas seria a introdugdo nesta area de novos mnodelos
probabilisticos, tais como o modelo ARIMA onde 0  processo
apresenta~-se ndo estacionirio devido § variaglo na sua mnédia. Este
modelo serd apresentado a seguir.

b, O modelo ndo estaciondrio ARIMA

Em geral na prdatica da engenharia, os sinais aleatdrios analisados
poden ser considerados estacionirics, mas em relagdc a economia por
exemplo, a estacionariedade & em geral uma restrigd@o muito grande para
o modelo. Neste caso além da aleatoriedade existem situagdes onde a
série contém tendéncias e sazonalidades, Considerando o caso onde
existem dados sem sazonalidade mas com tendéncia pode-se considerar
nétodos tradicionais de ajuste de curvas aproximando-os por fungles
simples como curvas polinomiais (lineares, guadraticas,cibicas, .etc).
Uma outra forma de lidar com a tendéncia da série seria utilizando-se
uma filtragem linear gue converte esta série em outra através de uma
operagio linear. O modelo "MA" apresentade & um caso particular desta
operag¢io onde o somatdério dos pesos da série & igual a unidade, [52].

pode-se utilizar ainda um outro tipo de modele para séries nio
estacionairias e homogéneas. Onde, série homogénea significa uma série
gue ndo altera significativamente o seu comportamento com o passar do
tempo. Este modelo seria um tipo especial de filtragem particularmente
ugado para remover a tendéncia da série ( n#o estacionariedade em
relagio a média), através da sua diferenciagdc, até que se torne
estaciondria. Neste procedimento a série pode ser diferenciada uma ou
mais vezes, onde a ordem de homogeneidade é o nimero de vezes que ela
& diferenciada. Em economia, sendo os dados ndo sazonais, uma
giferenciacio de primeira ordem é em geral suficiente para obter-se
uma aparente estacionariedade. Ocasionalmente uma diferenciagdoc de

sequnda ordem se faz necesséria.
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Supondo-ge "g " uma série homogénea nfo estaciondria de primeira
{1 .
; ()_ o2
estaciondria de segunda ordem = = - oy -
_ g e qt ¢ q: v qt qui qt 2qr4+ qt~2

ordem, g = ¥ 9, = 9,7 9., sera estacionaria, sendo “qt“ ndo
ser& estacioniiria. O operador v onde "d* & o nGmero de
diferenciacBes, & chamado de operador diferenga de retardo e o seu
inverzo & o operador somatério 5%, Uma classse de modelos nfo
estacionirios gue utilizam os principios desenvolvidos no modelo
ARMA {na,w), acrescido do operador 59 & chamado de ARIMA(w,d,w},
modelo Auto-Regressivo Integrade de Média Mével, [20,46,52]. A palavra
#integrado" & incluida porque o modelo estaciondrio obtido pelas
diferenciagBes deve ser "integrado" para obter-se o modelo para os
dados ndo estaciondrios, sendo o operador somatbrio correspondente ac
ovperador integral dquando a varigvel & continua.

Sando ﬁ?”= v E: e utilizando-se a egquagdo (4.51) do modelo
ARMA (ne,wp) , pode-se escrever para 0 modelo ARIMA (wo,d, ) a

expressdo:

N NP

—(d) _ (el

q,” =) 9, G +) e A, (4.56)
=1 =0

para este modelo tem—~se o diagrama abaixo:

N(B) p(s) "’

- a, fiitro linear Fiitro estacionario] | filtro at _
T pBdis mbvet w_) suto-regressivae | somatdrio >
as ruido '&tmidﬁ(ﬂ)-'*ﬂ{ﬁ)af

brance . ' = g@rie temporal

Fig. 4.9 Diagrama de um filtro Auto-Regressive Integrado
de Média Mdvel para séries temporais

De uma forma geral observa-se gue a metodologia Box e Jenkins
[20], supbe que O processo de filtragem do ruido branco, pode ser
dividida em trés etapas: filtragem linear Média Mével, filtragen

estacionaria Auto-Regressiva e filtragem somatdério. Qutras variagdes
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do modelc ARIMA podem ser obtidas considerando a componente tendencial
ou sazonal da série. No caso da componsnte sazonal, utiliza-se o
modelo sazonal multiplicativo SARIMA,[20,46].

4.6 A HOMENCLATURAUSADA EM SERIES, PROCESSAMENTO DIGITAL
E ANALISE MODAL

Congiderando~se as relagdes obtidas entre os modelos apresentados
naste capituleo e no capitulo anterior (modelc modal), pode~ge
considerar a tabela 4.1, onde as varidvels e par&metros utilizados nas
diversas dreas estdc relacionados.

séries temporais process, digital - andlise modal
4, sbservaGde no qi(k)—a i-&simo sinal qi(k)—+ i~-&simo deslo-
tempo t ds vari- digital de sat- camento discre-
Avel ateatBria da do filtra tizado de sis-
t{série temparsal) ma
a, - chogque aleatd- Q. (K)o j-8sima sinel [Q (K} — j-8simes forQa
riec nue tempo t ! digital de en- . discretizada da
iprocesso de trada do fii- sistema
ruido branco) tro '
By~ par@metro do bz—% coeficiente de Qj bzﬁa coeficiente de Q.
" 1. H
processo A a.-=0— b =h_,(k) relacionado cem
0. =0-3 p,=h. (k) £ £°77 o8 parfdmetros mo-
£ F A {filtro nds recur- dais Rr, rrij .
sive) atravE@s de hij(k)
4,-» parametro do A, > coeficiente de g |8, —> coeficiente de (f
£ 2 i1 &
processo ®ARY a, e b! nde nutos|s a, e bi ndo nulos
G °© e nde nulos (fittro recursivo) parf8metros modais
(modeto ARNA) ' © relacionados cem

ns conficientes Ak

Kp - erdem d o m—» ordem da excitaGlo|m—» relacionado com o
modelo MA da eg.a diferenCas *nfimero de residucs

. do sistems.{expan-
s8o0 en fragdes par-

ciats}
g% ardem o o nN— ordem da equaqﬁa n— nfimerao de graus de
' modeto AR s diferenGas liberdade do sis-

tema dindmico

Tab. 4.1 Comparagio entre as varidveis e os parimetros usados em
séries temporais, process. digital e anflise modal

72



as relagies cobtidas nos mostram gue guando existen cc&ficientes 2,
ou %‘ﬁifer&ntes de zero os filtros sdo d4ditos recursivos, tendo
resposta impulsiva infinita (IIR) e para o estudo de séries temporais
¢ modelo que descreve o sistema & o ARMA. Quando os coeficientes a, ou
9, 5850 nulos os filtros s8o dites ndo recursivos, tendo resposta
impulsziva finita (FIR} e o modelo que descreve o sistema & MA. Neste
caso a rvesposta do sistema & dada por uma soma de convolugdo, sendo a
rasposta impulsiva igual aos coeficientes do filtro e aos parametros

Ma, isto é:
hij(f) = bZ = Py E=Q, L, ..., p=0

Para a engenharia elétrica conhesce-se o modelo de equagdes a
diferencas (filtros), mas ndo a relacdo entre os seus coeeficientes e
os parémetros modais. Para estatistica conhece~se o modelo das séries
gque representam os sinals e as suas relagdes com o  processo
sstocdstico gerador, mas desconhece-se a relagio com o modelo fisico.
Para engenharia mecdnica conhece~se o modelo fisico gue gerou o nodelo
modal (capitulolII) e conhecendo-se ainda a relagdo entre 0s
coeficientes do modelo ARMA e os pardmetros modais, pode-se utilizar
estes dois nodelos para a identificacgdo modal, o que serd visto no
capitulo V a seguir.

4,7 CONCLUSAO

Neste capitulo foi vista a relag8o ne tempo de diversos modelos
entre si e o modelo modal do capitulo III. Todos estes mnodelos
podem ser utilizados para representar um sistema dinadmico e servir
como base paré o desenvolvinento de algoritmoes gque levam & sua
jidentificacio modal. No capituleo sequinte estes algoritmos no dominio
do tempo serdo apresentados , sendo para isso obtida a relagdo entre
os parametros modais e o modelo ARMA , utilizade o modelo de

exponenciais complexas de Prony e a fungdo Randomdec.
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caprfTULO V
IDERTIFICACAO DE PARAMETROS DE SISTEMAS MECANICOS
5.1 INTRODUCAO

Ho capitulo IIT e IV foram apresentados no dominio do  tempo
modelos de sistemas dindmicos de uma entrada e uma saida, que podenm
seyvir para o desenvolvimento de algoritmos de identificagfo modal
neste dominio.

Neste capituleo, inicialmente a solugdo mnodal discretizada no
tempo através da sua representaglo pela série geométrica de Prony &
ytilizada para identificagdo do sistema dinfmico. Esta identificagfo
& feita ; a: através da resposta livre (nétodo de Prony - tradicional),-
b: através da resposta geral sendo a excitagido aleatédria (método de
Prony + a funglo Randomdec), c: através da resposta forgada sendo a
excitagio impulsiva ou aleatédria (algoritmo da resposta impulsiva e

aleatdrial.

21ém dos métodos de Prony o sistema din8mico & identificado
utilizando~-se algoritmos baseados nos modelos probabilisticos ARMA e
ARIMA. Em ambos 08 casos a excitagdo € aleatdria, mas para o segundo
algoritmo supdem-se um processo n3o estacionfrio na saida do sistema.
Ka pratica devide a ruidos indesejados presentes nos sinals dinamicos,
téonicas de tratamento dos sinais tais como super-dimensionamento,
paaé&owinvgrsa e verificacio do erro, sfo utilizadas com o objetivo

de reduzi-lo.
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5.2 ¢ TECREMA DA AMOSTRAGEM E A INTRODUCAO A0 CALCULD
DGS  PARAMETROS MODAIS

Resta segdo serd revisto o problema da discretizagio no tempo e
introduzida uma forma de determinar os par8metros wmodais do sistema
dindmico conhecendo-se as suas respostas livre e ao impulso unitério.

a, O teorema da amostragem

Para sinals amostrados uniformemente no tenpo a possibilidade e
condicbes de discretizagio sdo comprovadas através do teorema da
amostragem, [6,10,41]. Este teorema estabelece que um sinal limitado
en falxa de fregiiéncia, isto &, que ndo possul componentes espectrais
acinma de uma fregiiéncia maxima fm&k Hz, & univocamente determinado por
seus valorses obtidos em intervalos uniformes de tempo menores ou

iguais a 1{2fmﬂseg.

Este teorema implica em que, se a transformada de Fouriler do

sinal & nula acima de uma certa fregqiiéncia S entio toda a
informacio acerca deste sinal & obtida através de suas amostras
espacadas uniformemente no tempo a disténcias menores ou iguais a

1;2fmax seg, podendo ser comprovado através do teorema da convolugao
na fregliéncia. Considerando como exemple de um sinal amostrado a
resposta livre de um sistema, esta pode ser expressa analiticamente
multiplicando a sua forma continua por um trem de fungdes impulsivas,

espagadas uniformemente por um intervalo At:

-1
q,.(t) =g (t) . Za(t ~ KAt} (5.1)
k=0 .

congiderando o espectro continue de fregiiéncia da resposta
reprasentado por Qm(f) e sabendo-se gue a transformada de _Fourier
de um trem de fungdes impulsivas no tempo & também um trem de
| fungdes impulsivas na freqgliéncia, espagadas agora por 1/At Hz, a
transformada de Fourier da equagdo (5.1) & dada por:

75



k-1 k-1
Q(£) = Q. (£) * Y&(f - k/8t) =} Q (£ - k/At)  (5.2)
k=0 k=g

onde fol usado o teorema da convolugdo na freglidncia e as propriedades
da fung8o impulsoc unitério. A expressfo (5.2} indica que o espectro da
resposta amostrada no tempo & uma fungdo periddica gque repete o
espectro da resposta continua com um pericdo constante igual ao
intervalo de freqiiéncia 1/At Hz, Este intervalo de freglléncia & a
fregiiéncia de amostragem e deve ser maior ou igual a 2f  para evitar
a superposigdo dos espectros, (erro de "aliasing"), isto &:

Mt s 1/2f (5.3)

como estabelece o teorema da amostragem. O méximo intervalo de
amostragenm &tml/mem & também conhecide como intervalo de Nyguist. A
superposigdo dos espectros & evitada considerando-se (5.3) porgue 0s
einais sfo limitados em faixa de fregiiéncia. Na préatica deve-se
utilizar filtros "anti-aliasing®, os quais sendo ligados
imediatamente antes do amostrador deverdo rejeitar componentes do

ginal acima de £ .
HaX

%, Introdugdo ao cilculo dos pardmetros modais

-

Conhecendo-se a regposta livre e a resposta ao impulso unitario em
¥ diferentes valores de © (t=tk , k=0,1,...,K-1), onde Kz4n {porgue
tem-se 4n incégnitas para o sistema de equagdes) en & o nlmero de
graus de liberdade do sistema, as equagdes (3.32) e (3.33), capitulo
17T, formam dois conjuntos de equagdes da forma:
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f1
-g T

a— T
qhi{ti;) “‘Z A, ®

r=1

k
Seniw -
{ drtk o

) (5.4)

F

kmo’l’-.ﬁfxwl iml‘z’lﬂifn

: “Urtk
hij(tg = z &rij € sen(wdrtk -

ret

kmo'l"!.‘K-l j=1I2‘l‘.ln iﬁlfzft.’n

c13) (5.5)

amostrando~se a resposta ac impulso unitério em intervalos no
tenpo t;ﬂkat que respeitam a equagdo {5.3) e resolvendo-se
simultineamente © conjunto de eguagles (6.5y, (k=0,1,...,K-1 e
r=1,2,..,0), para uma dada excitagio no ponto j e uma resposta no
ponto i, obtém-se © coeficiente de amortecimento o, a fregiiéncia
natural amortecida W, e as constantes Aﬁj e ur” para r=1,2,...,N.
gendo determinados também, o fator de amortecimento, a fregliéncia
natural e a fase do modo r através da egquagdo (3.38), capitulo
11I. Sabendo-se, da equagdo (3.35%), que Ay = 2(¢,.1 ﬂ¢ﬁﬁ, n’
valores diferentes de Aﬁj sio suficientes para determinar em mbddulo
todo o sistema de vetores modais je b r=1,2,...,10. Estes valores
e3o encontrados calculando-se a resposta ac impulso unitério hﬁ(t),
{que & parte da resposta geral qi(t) }, para i=1,2,...,n sendo Qiﬁn
fixo. '

0 mesmo processo anterior pcde ser usado para a resposta livre.
A resolucdo simultdnea do conjunto de equagdes (5.4) onde
{k=1,2,...,4n € r=1,2,...,0n), para uma dada resposta no ponto i, leva
a obtencgio de, T W Aﬂ, o para r%l,z,...,n. Sabendo~-se, da
equacio (3.34), que A . = 2 unr(O)H §¢H§, ~ 1 valores diferentes
de A sfio suficientes para determinar em wmédulo as condigdes iniciais
do sistema ﬂn;(c}ﬂ r=1,2,...,n. Estes valqres S30 encontrados
através do sistema de vetores modais f¢ | r=1,2,.-..7/ 44 obtidos
através da resposta impulsiva, sendo necessarioc uma Gnica  das

respostas livres qm(t) do sistema.

Neste case, um acoplamento entre uma resolugdoc e outra resulta na

obtengio de todes vetores modais e de todas as condigles iniciais do
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sistema no dominio do tempo, Das agquagoées (5.4) e (5.5) observa-se
gque sfSo necessdrias pelo menos 4n  amostras das respostas .para
definir-se os n parémetros de amplitude, amortecimento, fregiiéncia e
fase. Isto &, se K=4n nas equa¢des, um conjunto de 2n equagdes
lineares simulténeas, gue possuem soluglo, pode ser sstabelecido.Sendo
Kr4n a soluglo ainda é possivel, mas deve-se neste caso utilizar
a abordagem por minimos guadrados. Isto serd visto na secdo 5.5 en
téonicas de processamento do sinal.

5,3 IDENTIFICAGAO ATRAVES DA RESPOSTA DO MODELO MODAL

05 métodos paramétricos sdo origindrios da modelagem do sistema
dindmico por uma equagdo a diferengas, podendo ser classificados como
métodos gue identificam o sistema utilizando a sua solugdc modal
(capitulo III}, ou utilizando diretamente a equagdc a diferengas
{modelo ARMA - capitule IV).

0 método de interpolagio pela série de Prony necessita da
formulagdo discreta do sistema. Esta formulagdo foi desenvolvida no
capitulo IV, sendo a solugdo da equagdo a diferengas dada por uma
série geométrica. Utilizando-se a resposta do modelo modal (equagdo
{3.31)) e considerando-se a natureza discreta dos dados, a resposta

r

deste modelo (discreta no tempo) & dada por :

g (k) = q,,(k) + h (k) *Q (k)

g, (0 = L[ n.00 , 75+ (0 0] (5.6)
: r=1

n

A

= k s %y
hij(k} - 2 ( Ty ¥ * Tai¥e ]

r=i k=0' L) ’K-l
_ ArAt -
onde tztgwkﬁt, sendo At pequena,<;i(kﬁt)=q(k) y ¥, =6 a ragao
geométrica do modo “r¥ e 7:= ekrﬁt o seu conplexo conjugado.

L

Comparando (5.6} com (4.27} tem~se crizd:ﬁ'qr(ﬂ) e e.’xﬂ,j=rm_ljmq}'ﬂlq}rj

sendo o produto de convolugdo em (5.6) definide pelo somatdrio de
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convolugio:

K-1 _
9 = by (k) * Q (k) =3 b, (k-8) Q (¢) (5.7)
£=0
kme,l,»-K”l

pevido ao principlo da superposigido, o comportamento din8mico do
sistema pode ser descritc pela sua resposta ao impulso unitario
discretizada no tempo. Neste caso, a componente particular da solugdo
& dada pelo somatérioc de convolugdo e sendo o sistema considerado
causal e estlvel, hw(k)=0 para X = 0 e s& um nfimero finito de termos
de-hi}(k) 280 nd3o nulos, isto é,.h”(k) # 0 para k > K~-1.

5.3.1 IﬁENTIFICAQﬁO ATRAVES DA RESPOSTA LIVRE

Nesta seclo serdc desenvolvidos dois métodos de identificacgio ¢ue
utilizam a série de Prony e a func8o Randomdec sendo apresentados os
seus respectivos algoritmos. O algoritmo da série de Prony & utilizado
para identificar o sistema dinémico (freqgiiéncias e anortecimentos)
através da sua resposta livre. O algoritmo da fungdo Randomdec utiliza
inicialmente esta fungdo para tratar a resposta geral do sistema
sxcitado aleatériamente, obtendo a sua resposta livre e a sequir
utiliza o algoritmo da série de Prony para sua identificag@o. A jungdo
destes dois algoritmos identifica o sistema excitado aleatériamente e
substitui o algoritme do modelo Auto Regressive (AR), gque ndo trabalha
com condicdes iniciais. Nesta identificagl8o obtém-se também as
condigdes iniciais e elementos dos vetores modais, o conjunto completo
dos autovetores sé serd obtido através da identificagdo da resposta

forgada na secho 5.4.

%5,3.1.1 IDENTIFICACRO UTILIZANDO UM MODELO DE EXPONENCIAIS COMPLEXAS

0 método de identificagio que utiliza um modelo de exponenciais
complexas para representar sinais transitérics amostrados no tempo, se
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haseou no nétodo da série de Prony . Neste método s8o calculadas as
incégnitas de uma série dada por um somatdrio de expnnenciais; que
representam um fungio amostrada a intervalos constantes, [24,371.
Sabe-se do cvapitule IIT que a resposta livre do sistema qh’(t)
{equagio (3.31)) & dada por um somatdrio de 2n exponenciais complexas
epm pares complexos conjugados, sendo representada discretamente no
tempo pela série geométrica qhiﬂq da equacgido (5.6). Desta forma,
percebe~se gue 0 modelo da série & similar ao modelo da resposta do
gsistema dindmico e gue a utilizacdo de um algoritmo gue interpole a
sua resposta livre por exponencials complexas baseado no método de
Prony ,[9,24,25] & vidvel.

considerando a i-ésima resposta livre; o seu valor estimado pela
série de exponencials, pode ser dado pela expressdo:

n
- k * *k
g, (k) =q, (k) “Z( a , ¥ +a ¥ ]  (5.8)
1

kﬂo'l".lﬂtxul

ehrﬁt

onde aﬁﬁ nr(O)¢r;aYr§ ¥,= 880 nimeros complexos , a* e Y:

ri
seug complexos conijugados, At o intervalo de amostragem no tempo e

¥ o nfimero de pontos amostrados da i-é&sima resposta.
a. O método da Série de Prony para exponenciais complexas

Ooriginalmente a série de Prony incluia no somatério uma
exponencial sem o seu compléxo conjugado e usava as constantes "y
come uma forma eguivalente de representagdo da série.Sabe-se agora due
a varifvel "Yr" esti relacionada com a razdo da progressio deométrica
da série que vrepresenta a resposta livre do sistema  discreto
e que esta série se apresenta como um par complexo conjugado, assim a
a série de Prony utilizada na interpolag¢do apresenta ordem dupla. Para
o sistena dinamico "n" & o nimeroc de graus de liberdade e para
série & a ordem ou o niimero de par8metros complexos utilizados para
interpolar a i-ésima resposta “qm(kj". Se (5.8) deve ser uma
igualdade para todos os valores de "k", as equagbes abaixo deverdo ser

satisfeitas:
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k * Rk k * Mk k * %k
aﬁ"x" + aﬁYil + aﬁYz + azin toaaet aﬂiYn + a. an qhi(k) (5.9)
k=0,1,...,K

Sendo as constantes "Yr“”Cthecidas, sd0 necesslrias Y"2n" equagdes
lineares em (5.9) para obter-se ags "2n" incégnitas "a " Sendo
”yr“ desconhecidas necessitam-se no minimo "4n" equagdes n3o lineares
em {5.2), isto &, sdo necessfrios pelo menos ¥4n" pontos da resposta
amostrada (Kz4n) para definir-se os "4n" paradmetros conmplexos de
interpolacio. Estas equagles poder3c ser resolvidas exatamente se

K=4n, ou aproximadamente pelo método dos minimos guadrados se K>4n.

Considerando o© caso em gue "¥}“ s8c desconhecidas, as nio
linearidades do sistema podem ser concentradas em uma Gnica equagio,
onde estas constantes sdo raizes do polindnio:

2n n-1

¥+ “2n-1Y tora. ¥+ 051’{ + ao = {) {(5.10)

Com o objetivo de determinar os coeficientes Qorsvsely o

mualtiplica-se a eguagdo (5.9) com k=0 por ®,, com k=1 por G pneey COM

k=2n-1 por a, , € com k=2n por 1. -Soma-se as "2n" egquagdes
resultantes e se cada "Y" satisfaz a eguagio (5.10), tem-se a equacgio:

“2n~1qhi(2n"1)+"*+tx1qhi(l)+‘xﬂqhi(0) = -—qhi'{Zn) . {5.11)

As "2n~1i" equagdes adicionais podem =er obtidas repetindo-se o
processo, comegando com a segunda equagdo em (5.9) onde k=1,...,k=2n,
até a ltima equagdo com k=2n-1,...,k=4n-1. Obtendo-se um conjunto de
#an~-1% equagBes lineares similares a {(5.11). Sendo os valores
amostrados qhi(ﬂj,...,qm(4n—1) conhecidos, este conjunto de "2n"
equacdes lineares pode ser resolvido diretamente para os 2n{a’s), se
K=4n. Os 2n({Y¥’s) sfo entdo encontrados como as raizes de {5.10) e as
equagdes em (5.9} tornam-se lineares nos 2n({a’s) com coeficientes
conhecidos. 0s 2n{a’s) podem ser finalmente determinados através das

#zn® primeiras equagdes de (5.9).
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b, 0 algoritmo da série de Prony para exponencials complexas,

Desta forma pode-se utilizar um algoritme baseado no mnétodo de
Prony para obter~se os pardmetros de uma série de exponenciais
complexas ue nodelam a vresposta livre discretizada do sistema
dinénico, onde o intervalo d« discretizag8o deve ser dado pelo teorema
da amostragem, equagdo (5.3), para prevenir o erro de "allasing".

0 algoritmo que determina os pardmetros complexos da série (5.8)
& dado pela seguinte seqgliéncia:

1. Resolver o sistema Toeplitz de "2n" equagdes lineares para
obter~se os 2n{a’s), através dos ™"4n" pontos amostrados da
resposta “qm{k)”:

[Tag,. (0 g, ... q(20-1)7] e g (2n)
qhi{i) qhi(Z) s e qm(zn) o, - qm(2n+1} {5.12)
qhi(znwl} qhi{zn).... qm(4n—2) &y qm(énml)
(2nx2nd (Zrxt} t2nx 1)

_ *
2. Encontrar os "n" pares de raizes complexas ¥ e Y do polindmio
dado pela eguagido (5.10}.

3. Resolver o sistema Van der  Monde de eguagbes lineares para
obter-se os 2n({a’s), através dos 2n{Y¥’s} :

1 1 vees 1 | 1 Ay qhi(O)
* Yy Y R 1 5.13
Y* Y1 * % N K n f aii = qhi { ) { * )
sint ren-1 it *on- 1 o* i -
,___,Y" Y1 vrae Yn Yn ] jnim m_qhi(zn 1_)—_
(Znxen} (2rx 1} 2Zrx1)

Neste ponto s&o conhecidos todos os pardmetros complexos da série
*
gr’ Yr’ air
sistema através de :

* ]
e a. r=1,2,..+,n. Sendo ocbtidos os autovalores do
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1
At

In Yr r=1,2,..,0 {5.14)

onde wutilizando-se as equagdes (3.37) e (3.38) capitule III,
e a oguagio (5.14) obtém-se os valores aproximados do coeficiente de

aportecimento o e da freqiiéncia natural amortecida w, do modo r , em
r

fungio dos par8metros de interpolagio Y :
r

1 1 2 2 /2
o % - ~g€* Re(1nY ) A " [ﬂlnYrE - Re(lan) {5.15)}

R

r=1‘2’¢¢n,n

sendo o8 valores aproximados da amplitude Aﬁ e da fase % do modo r
v
da i-ésima resposta livre, fungdo dos parémetros de interpolacgido

a nr{O)éﬂ , dadas por:

Re{a .}
ri } (5.16)

Im(ari)
rml,zl...’n

A = zﬂaﬁﬂ ; @« arctg[

ry

assim, tem-se todos os pardmetros para reconstruir a i-ésima
resposta livre do sistema, dada por (3.32) capitulo III, através dos
seus pontos amostrados qm(k) ¥=0,1,...,4n~1, sendo a sua formulacgio

discreta dada por (5.6}, onde t =kiAt e ¥ = 7r=ekrﬁtme-(m-—3wr)ﬁt

5

Para o método de Prony de sinais transitérios ser utilizado como
um método pratico de andlise modal, além de todos os vetores modais
serem obtidos, segdo 5.3.2 a seguir, deve-se considerar o fato de que
as dados amostrados da resposta transitdéria de uma estrutura ndao
contém uma soma exata de fungdes harmdnicas. Mesmo nos cases em  que
um modelo exato & utilizadoe, existirdo erros na resposta amostrada
devido & presenga de ruidos externos. Nestes casos deve-se usar
t&cnicas gue minimizem o efeito destes ruidos para a aplicagdo dos
algoritmos no dominio do tempo, © gue sera visto no final deste
capitulo. Sendo a excitagdo do sistema um ruido, pode-se utilizar
técnicas sobre o sinal de sua resposta para elimind-lo, isto sera

vistoe a sequir com a utilizacgdo da funcdo Randomdec.
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5.3,1.2 IDENTIFICACAO UTILIZANDO A FUHCAO RANDOMDEC

A fungido Randomdec & um método de anflise de vibragdes estruturais
que teve sua origem devido a Cole [30],sendo utilizade inicialmente en
medidas de amortecimento, problemas de fadiga e detecglc de falhas.
0 seu desenvolvimentoe tedrico ocorreu mals recentemente, e neste
desenvelvimento ficou demonstrado gque sendo o sistema linear,
invariante com o tempo e excitado por um ruido branco gaussiano de
média zero, esta fungdo serd proporcional a3 fungdo de autocorrelagdo
do processce aleatdrio. Estabeleceu-se também os seus fundamentos
matemdticos para sistemas de vérios graus de liberdade, =sendo visto
gue matematicamente ela pode ser interpretada como uma estimativa do
valor médio estatistico deste processo, [31,32,33].

Esta fung8o tem a mesma dimensdo da resposta aleatdria e necessita
somente a medicglo da resposta dinimica do sistema o© que permite a
sua monitoragdo automdtica e continua. Sende o sistema linear,
invariante com o tempo e o processo ergddico, a vantagem na sua
utilizag8o seria a sua interpretag8o come a resposta livre devida &
condiglo inicial de deslocamentos do sistema, o gue permitiria
identificar os seus parlnetros, mesmo sendo © sistema excitado
aleatériamente. Utilizando a formulagdo desenvolvida agqui e sendo
respectivamente "Qj(k)“ e "g (k)" sinais aleatédrios amostrados no
tempo da excitagdo e resposta do sistema, tem-se esquematicamente que:

Qj{kﬁt}an(k)~mwwwe SISTEMA ey qi(k&t)aqi(k)

Fig.5.1 Sistema excitado aleatdriamente

onde At & o intervale de amostragem no tempo , k=0,1,...,k-1 e K o
nlimero de amostras da i-ésima resposta aleatéria.
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a. 0 algoritmo da fungio Randomdec

Conhscendo-se a resposta mﬁ(k}“, o algoritmo da fungdo Randomdec
& dado por:

1. Fixa-se uma amplitude inicial ou nivel de selegdo "R".

2. A cada passagenm de resposta "qi(k)" por esta amplitude, um
trecho “q?(m)" de tamanho YMAt" & retirado, onde mmk-ks . Sendo
"M% o0 nGmero de pontos da fungdo Randomdec e "k ALY ou
simplesmente "k " , o tempo de retirada de cada tr;cho.

3, Subtrai-se de cada trechc-“qfnﬂﬂ a amplitude R.

4. Faz-se a média sobre estes novos trechos encontrando-se a

fungdo Randonmdec, "dqinn)“, isto & :

s
dg (m) =—4 ¥ (a}(m}-3) = E[q}(m)-R] (5.17)
s=1

m = k-k_=0,1,...,M~1

onde § & o nfmero de trechos retirados de “quk)“ para uma dada
amplitude R.

5, Utiliza-se o algoritmo de Prony da secdo anterior onde a
resposta livre “qm{kj“ & substituida pela fungdo Randomdec
’Hﬂﬁ(m)”, para obtengio das freglidncias e amortecimentos.

. Desenveolvimento da fungdo Randomdec

& equacgdc (5.17) indica que, sendo 0  processo aleatério
representado pelos "S" trechos, a funcdc Randomdec  pode ser vista
como uma estimativa do valor médio deste processo subtraida de "AY.
ytilizando~se as esquagbes (5.6) e {(5.7), um trecho "s" da i-ésima
resposta aleatdria pode ser dado por:
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" -1
5 - ;3 ] ¥ *g * g 8 - 8
gm) =Y (@, k)" + ¢, m (k)7 ") + ) By (=03 (5.18)
ret =0
m = kmksm O,l,cow;M“l
S = 3,2,¢00,5

onde substitui-se k por m, sendo os termos n:(ks}r:mn:r(m) as solugdes
homogéneas uni-modais do treche "s% e niﬂ%) as novas condigdes
iniciais . Utilizando-se a formulagio discreta para a forma
complexo conjugada da base modal, equagdo (3.10) capitule III, tem-se

também para um trecho "s" da i-8zima resposta a expressido:

gt(m) =Y (4, m(m) + ¢ n " (m) (5.19)
r=q

sml’z’l..'s

sends a amplitude inicial, devido a sua definicio, dada por:

1]
R =q'(k) =) (em0c) + ¢ 0" (k) (5.20)
r=1

s = 1,2,...,8

substituindo-se (5.19) e (5.20) em (5.17) e comutando~-se a operagao de
média o de soma e sabendo-se que as caracteristicas do sistema, como
os seus autovetores as suas respostas impulsivas uni-modais e a sua
resposta impulsiva modal néoc se alteram devido ao processo de mnédia,
tem~-sel .
n .
o s m_ * *g *m
dg (m) = ¥ {6 EDn)(k)1(¥-1) + ¢ Eln ~ (k) 1T}
rei
Het {5.21)
E E)
+ Y b} (m-t)E[Q] ()]
530 ) m‘:k”ksn 0,1,...,M"1
8 = 1,2,.0+.8

nevido ao uso da formulagdo por espago de estado, capitulo IXXI, a
resposta aleatéria apresentada & fungdo das condigdes iniciais de
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deglocamento mals a cowmponente forgada. Incluindo-se nesta resposta as
condicfes inlciais de velocidade, sabe-se gue para unma determinada
média imposta, funglo do nGmero de trechos "S8",as solugdes homogéneas
unimmgdais dev}do a estas condigles tendem a anular-~se E[%:r{m)] % 0,
onde n:r(m)wlrn:(ksjff , [311.

Sendo o processo ndo estaciondrio o somatério de convolugdio na
equagio (5.21) existiri, onde EKﬁ(Z)kﬁ]ﬁ) e f{f} ser& o wvalor mnédio
do processo fungdo de "%, Sendo o processo estaciondrio de média nio
nula, existird o somatédrio de convolugdo sobre a resposta lwmpulsiva
multiplicada por uma constante %C", onde Egﬁ(ﬁ]mc. Tendo  este
processo média nula, €=0 e o termo forgado em (5.21) desaparecer§.

Sendo o processo estaciondrio e ergddico, EHﬁ(&}=jSk), onde:

k-1
_ 1
Q, (k) = ~g— ZQj(k)
k=8

& o valor médio no tempo da j-ésima excitagdo de entrada.

Assim, utilizando-se como um sinal de entrada do sistema um ruido
branco gaussianoc, gue tem média nula, ou um ruido colorido no gual &
anulada a sua média, o termo forgado da eguagio (5.21) tanbém
desaparecer&. <Considerando-se ainda que o© n(mero de médias &
suficiente para ter-se- Ehﬁ(kg]gmjﬁi e Eﬁis(k;)pnifo), a equagio
{6.21) pode ser escrita cono: .

dq,m) =Y e n (0)(x"-1) + ¢ 07 (0) (7,2 1)} (5.22)
r=%

m= k-k = 0,1,...,M-1

0 processc de subtragdo de YR" gerou os termos (7?—1) c  gue
padroniza a fungdo, dqi(m:0)=0. Isto foi feito porgque o valor da
amplitude inicial varia em funglc do  namero de médias e
originariamente esta fungdo, podendc ser interpretada come um valor
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médio, fol utilizada come uma “assinatura padr8c®, [30,31,40]. Para a
identificagio ndo & necessiria a subbtragcfo de R, sendo a eqﬁag&o
{(5.22) igual a resposta livre “qM(k}“. Assim, pode-se utilizar o
nodelo de Prony da segdo anterior, para a ldentificagdo dos parénmetros
modais através da fungfo Randomdeq, guando o sistema & excitado por
um ruido gaussiano . Neste caso as incégnitas da série (5.8) serdo
dadas por a_.= Epﬁ(kgl¢ﬁ.

A =meguir a forga “Qj(k)“ a resposta geral “qi(k}" e a impulsiva
**laj{k)“ da egquagdo (5.6) serdo utilizadas para a identificagdc dos
residucs, das fregiiéncias e dog fatores de amortecimento do sistenma
dindnico.

5.3.2 IDENTIFICACAO ATRAVES DA RESPOSTA FORCADA

A resposta impulsiva discretizada “h“(k}" da eguacdo (5.6} tem a
resma forma basica da resposta livre "qm(k)" da mesma eguagdo e
sugere a utilizagio de um modelo de exponenciais complexas, equagdo
(5.8}, e o método de Prony para determinar-se os pardmetros modais do
sistema, incluindo os residues. Na préatica, entretanto, & mnuito
diffcil reproduzir uma forga de excitagdo eguivalente a um impulso
anitario atuando em um sistema dinfmico. O fendmeno fisico gque se
aproximaria desta forga impulsiva seria o '"golpe de um martelo"¥,
sendo dificil contrelar sua intensidade de forma que obtivéssemos uma
srea unitaria_caracteristica da fungdo impulso unitério.

A seguir serdo apresentados dois algoritmos que utilizam a
interpolagdo por exponenciais complexas de Prony, com  algumas
madificagéés, para a andlise de uma entrada e uma saida do sistema
dindmico, [9,26,36].0 primeiro & formulade para o Ccaso particular onde
a entrada & um forca impulsiva no inicie do intervalo de andlise. ©
seqgundo tem uma aplicagdo similar ao algoritmo ARMA, gque serd visto
na secdo 5.4 , sendo utilizado para o célculo dos parémetros modais
da resposta de um sistema & uma entrada aleatdria. Ambos os algoritmos
consideram gue o sistema & ser analisado esta sendoe testado na
condicio de repousoc, isto &, as condigdes iniciais sdo nulas.
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5.3.2.1 IDENTIFICACAC UTILIZANDO UMA FORCA IMPULSIVA

0 algoritmo apresentado &€ composto de dois estigios de anflise. No
primeiro estlgio calcula as fregiiéneias e amortecimenteos do sistema,
baseado na componente livre da sua resposta. No segundo estégio
utiliza estas informagdes e Jjunto com as informagBes obtidas da
componente forgada da sua resposta, calcula os residuos. Assim, para
a aguisicdc de dados sfo necessirias a parte livre e forgcada da
resposta do sistema e a forga impulsiva de entrada aplicada. Os
registros apresentam-se com comprimentos no tempo diferentes, seria
possivel considerar tamb@m intervalos de amostragens diferentes o que
tornaria mais flexivel o processamento, [26].

Considerg a i-ésima resposta amostrada - ”qi(kﬁt}Eqi(k)"
k=0,1,...,Rg-1, devida & j-ésima forca amostrada 'W%(kﬁt)agj(k}"
k=0,1,...,K0~1 do sistema dingmico de ordem "n", onde At deve ser dado
palo teorema da amostragem (equagdo (5.3)) para prevenir o© erro de
"zliasing®. Esquematicamente tem-se:

Qj(k)ﬁm_ma SISTEMA iy qi(k)=qp”(k)
= h_(k)*Q (k)

Fig.5.2 Sistema inicialmente em repousc excitado
por uma forga impulsiva

A natureza impulsiva de ’%%(k)” & representada pelo fato que
Qﬁk}ﬁo para k>»Rg-1, sendo a componente particular da solucdo
qﬁﬁgk}mhﬁ(k}*gj(k} nula para estes valores de k™., Neste caso tem-se
para o8 {Kg-KQ) pontos restantes a resposta livre, que
considera-se gatisfagam a condigio (Kg-KQ)=4n. O algoritmo da resposta
jimpulsiva & ent3o implementado analisando-se inicialmente um sistema
super-dimensionado de ordem "na“, (nsa n), através da sua resposta
livre. Como o sistema & super—dimensionade terd mais equagdes que
incégnitas, sendo necessdrio para a sua solugdo a utilizagdo da
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técnica winimos guadrados, [9], gue serd vista na secdo 5.5,

0 algoritmo da respogta impulsiva

1. Solugdo do sistema de (Kq~KQ~2ns) equagdes lineares representativas
da componente livre da resposta "qi(k)mqm(k)“ para obter-se o8
zns {afs), através dos "Kq" pontos amostrados.

A A,
L a= ¥ {5.23)
onde:
q, (KQ) q, (KQ+1) .+ g (KQ+2n -1)
L= q, (KQo+2n -1) q (KQ+2n) ... g, (kQ+4n -2) (5.24a)
qi(Kq-Zns-l) qi(Kq~2ns+1) .o qi(quzj
[cxq-ka-2ns3x{2ns) ]}
e
o, qi(KQ+2ns)
E fx1 A : .
o = . v = - | q (KQ+4n -1) (5.24b)
ars- 1 q, (Kg-1)
{2nsx1}

[tkg-xo-2ns)x1]

Sendo Kg-KQ=4n e n_=n, 0 sistema terd 2n eguagbes , ndo sendo
necessaria a solugdo por minimos quadrados.

2, Determinar as raizes do polindmio :

ons Zns-1
= + 5.25
PZns (¥) L aEns-‘iY toee 011Y dﬂ ( )
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As ralizes deste polinfmio ocorrem em geral em pares complexos

conjugados podendo ser obtidas guande este & fatorado em “ns”
* *

bindémios do tipo: (Yw?r)(XMYr} rml,z,.‘ﬂ,ns.

Caloular a fregliéncia natural amortecida w, e o coeficiente de
anortecimento C, do modo r, rwl,z,..,ns, através da equagdo (5.14),
uvtilizada no algoritmo de Prony. O fator de amortecimento Lo @
fregligncia natural w e a fase a do modo r, podem ser obtidas da
sguagdo {5.15) e da equagdo (3.38}.

Verificar os possiveis modos verdadeiros do sistema através da
determinacdo dos 2n;(a'5) de um  novo palin@mia“?zﬁs(Y)“,
solucionando-se novamente um sistema gue agora possul (quxqmzn;)

egquagdes lineares:

L' a'= v (5.26)

Neste caso a matriz L° e os vetores a' e v sio iguais &s egquagdes
{6.24a) e (5.24b) substituindo-se n_ por n; e o polindmio & dado

por @

2hs Yzasq

P, (YY) = ¥ o, F v +O0Y + & (5.27)
2ns 1

g

| . * .
pivide-se o polindmioc em (5.27) pelos binbmics (Y-Y)(¥Y-Y ) j&
calculados no segundo passo, obtendo-se um guociente "Qﬁm(Y}" de
ordem 2ni-2 mais um resto dado por eﬂY+ew, isto é&:

{5.28)

*
Pzﬁs(i’} = (Y_¥r) (Y*YP)Q%S(Y) + eﬂY + e,

* -
0s bindmios (Y-Yr){Yer) r=1,2,...,n serdc fatores comuns dos
polindmios em (5.25) e (5.28) se corresponderem aos modos
verdadeiros do sistema. Assim, os restos “ar" obtidos pela divisdo:

) » 1#2
= - L N B n
€, {eﬂ&- erﬁ] r=1,2, .
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tendem a zero sempre gue o bindmio gue divide ({5.28) representa um
destes modos, indicando dentre todos, gquais o3 "n" verdadeiros.

Solugdo do sistema de "Kg" eguacdes lineares representativas da

componente forgada da resposta~”q§(k)wq;u(k}mh{jEF)*Qj(k)“, - para
obter-~se os  "2n" residuos do sistema rﬁj, rr”, r=1,2,...,n,
através dos (KQ~1) pontos amostrados da forga quq, dos 2n{¥’s)

encontrados no passo 4 e dos YKg" pontos amostrados da resposta.
A Y
Br= v {5.29)

onde utilizando-se o somatdrio de convolugdo, eguagido (5.7) , e a
resposta impulsiva "hij(k}“ da eguacdoc {5.6) com 1: & Y:, tem~se;

KQ'T n k"é - *k"’£
AR ¥ +x Y )} Q)
E=p p=1

A
Br

k=1,2,....Kq

considerando que o sistema & causal, isto &, hﬁ(k-£)=0 para  k-i=0,
existindo a resposta impulsiva s guando k>¢, tem-se B = Q ¥, onde:

W I 0 P Y D 0 " oas 0 mm——
Q,;(0) 0 :
® & & ¥ 0 LI o 0 L B 0 Kn

(1) 90 . :

Q= . . . . .

Q (KQ'—]-) Q,(KQ-z)ann“Q (o) RIS B Q " Eea o -
a i, IR . . . 1
. . . . . : Kq-KQ

0 0 eeee 0 ... @ (KO-1) Q(K@-2)....@,(0)| L

) e — Kg-Xa »] ¢ Ke e |

(KqxKg) {(5.30a)
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Yi Y’ [ ) Yﬂ Yn
¥ Y2 e ¥ y'?
L : n n
) : ) . (5.30b)
Yy = | ¥ S ye
b 1 f n
qu*:q Y*xq_xg » R E s qu-xq ¥*ngxa
b % n n
¥'m Y*Kq IR RN YKq Y*Kq
_._..1 1 n n ]
(KgxZn )
@
Tiii q, (1)
L3
rifj qi (2)
& »
r = . ~ .
' v o= qi(KQ) (5.30¢c)
r
nij .
* -
nij q, (Xg-KQ)
(2axh)
~ g, (Kq)
(xgx1)
.
&. calcular os valores mnédios da fregiéncia ﬁ;r, do fator de

amortecimento C e do residuo T?;ﬁ do modo r, r=1 2,...,n,
através de uma sérle de "S" testes impulsivoes sobre o mesmo sistema
dinamico de ordem "n%, o gqual estima-se ter “ns“ modos.

os valores usados no processo de médias sdo:
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e, $

wdl‘“‘wﬂs‘—‘zwﬂr K'*”“lngns-,n (5831)
5=
8

e 1

T =~——S—Zf:§ £=1,2,...,0 (5.32)
gzt
s

—_— X s

¥, = F Z’%n r=1,2,...,0 (5.33)
gt

onde wlj §ie r;j, r=1,2, 000, sfo o8 pardmetros nodais

verdadeiros, determinados individualmente em cada um dos "3

testes.

os valores médios foram obtidos através das eguagdes anteriores
porque estes nao podem ser obtidos diretamnente, fazendo-se
inicialmente médias sobre oS sinais amostrados. Poderia~se
encontrar os valores médios “"ﬁar" e “*E;“ fazendo-se inicialmente
médias sobre os coeficientes do polinémio “Pam(Y)“ para
sucessivos testes, mas isto nao levaria & encontrar o valor médio

dos residues "_Eiigh {9].

]

N
5.1.2.2 IDENTIFICAGAO UTILIZANDO UMA FORGA ALEATORIA ESTACIONARIA

O algoritmo da excitagéao aleatéria para andlise modal no dominio
do tempo & similar em muitos aspectos aoc algoritmo apresentade na
secio anterior. A Gnica diferenca & que toda a analise & baseada no

vetor resposta ao impulso unitario calculado no inicio do processo.
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Conzidere a i-ésima resposta aleatdria amostrada "qi(kﬁt}ﬁqiik}“,
k=1,2,...,Kq, devida a d-ésima forga  aleatéria ampstrada
“Qﬁk&t}agl{k}“ k=0,1,...,KQ-1, do sistema dindmico de ordem "n" e
inicialmente em repouso, onde At deve ser dado pelo teorema da

anostragem, equacdo (5.3}, para prevenir o erro de "aliasing®.
Esgquematicamente tem-se:

Q, (k) h (k} | q,(k}=q

Ji ()
=h, | (k)*Q, (k)

Fig.5.3 Sistema inicialmente em repouso excitado
por uma forga aleatdria.

Sendo a forga W%(k}“ aleatéria, esta & escolhida com o mesmo
niimers de pontos da resposta do sistema deslocada de At, tendo-se para
a sua soluclo o somatdrio de convolugdo, equagdo (5.7), onde XK=Kq :

Kg-d

¥ b (k-0)Q,(0) = h (k)*Q, (k) = g, (K) (5.34)

&= k=1,2,...,Kq

A equacio (5.34) na forma matricial se apresenta como um sistema
A
de "Kq" equagbes lineares, podendo o vetor resposta impulsiva " h "
ser obtido de @

gh=v (5.35)

onde, sendo 0 sistema causal, hij(k—£r=0 para k~i<0, tendo-se:

0, (0) 0 vree O (B, (1) g, (1) ]
Q,(1) Q,(0) .... © B (2) | = | q(2) (5.35a)
Q,(Ka-1) Q, (KQ=2)....Q (0 h,, (Xa) g, (Ka)
Q (Eqgx¥g)} i; (Kgx1} ; (Kgx1)
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Utilizando~se o vetor resposta impulsiva " h ", o algoritmo £
obtido através dos seguintes passost

0 algoritmo da excitagio aleatdria.

1. Bolugio do sistema de (quznk) equagdes lineares para obter-se os
zns{afg}, através dos Kq pontos obtidos da resposta impulsiva.

A, A
Ho=h {5.386)
onde:
h 1 * 0¥ R w
i () h, . (2) b, (2n )
H = h 2 EEER
i3 (2 b (3) h;;(2n +1) (5.36a)
[(Kq-2ns3Ixt2ns) ]
e
o h”(2n8+1)
o = . h = hij(zns+2) (5.36b)
-“ -
2ns -1 hi;{Kq-l_}
{ 2nsx1) [(Xg-2ns3x1]

2, Determinar as Zns(Y’s) raizes do polindmio “me(y)“ dado pela
eqguagdo {5.25), passo 2, segdo 5.3.2.1.

5, Calcular a fregiiéncia natural amortecida w, e © coeficiente de
amortecimento o, do wodo r, r=1,2,..,0h, através das 2ns(Y's}
raizes do polinémic segunde a equagdc (5.14), utilizada no
algoritmo de Prony. 0 fator de amortecimento Cr, a freqgiéncia
natural w e a fase o do modo r, podem ser obtidas da equagdo
(5.15) e da equagao {(3.38}.

26



4, Verificar os pogsivels modos verdadeiros do .sistema através da
determinagio dos 2n;{a’s) de um novo polindmio “E}as(Y}”,utiliéando
novanente a solugdo do sgistema gue agora possuil (%qwzn;} egquacdes
lineares:

- A» At

Neste casc a matriz H' e os vetores &' e h ‘sio iguais as egquagdes
{5.36a) e (5.36b) substituindo-se n_ por n; e o polindmio & dado
pela eguagdo (5.25), sendo o processo de verificagio dos modos
verdadeiros do sistema similar ac utilizado no passo 4 da segdo
anterior.

5, 0 cdleulo dos "2n® residuos do sistema Ty © r;j,

feito de forma similar ao passo 5 da seglo anterior onde

r=31,2,...,n &

substitui~se a matriz da forga impulsiva, eguagdc (5.30a), pela
matriz triangular inferior "QU dada na equagdo {5.35a).

&, Antes do c8lculo dos pardmetros modais, deve-se obter o vetor
resposta impulsiva médic através de uma série de testes aleatérios
feitos sobre ¢ mesmo sistema dindmico. Na seqgiiéncia, através dos
paseos 1 a 5 anteriores, pode-se entdo cbhter os valores médios
destes parametros. Sendo "S" o n(mero de testes realizados sobre o
sistema de ordem "n® e tendo-se "Kg" pontos amostrados para a
s-dsima forga “Q?(k}“ e para a s-ésima resposta ,“qf(k}", este

yalor médio serd dadoe por:
5
e 1 ”y
h = — Y h (5.38)
) _ '
g1
onde »h®# & o s-ésimo vetor obtido na equagdo (5.35a),sendo a média
feita sobre cada um dos seus elementos h?j(k}, k=1,2,+.4,Kg.
considerando os desenvolvimentos feitos nas segldes anteriores
5,3.1 (resposta livre) e 5.3.2 (resposta forgada), observa-se que
mesmo sendo o sistema excitado por uma forga aleatdria, todos os

parametros modais, incluindo os residuos podem ser identificados.
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através da vresposta livre as incbgnitas da  série a_=1 (G}éi

. r r r
foram obtidas. Conhecendo~se agora, através da resposta forgada, todo
o sistema de vetores nodais ¢r r=1,2,...,0n, serdo suficientes ¥"np¥

valores de a r=1,2,...,n para determinar todas as condigdes

i
iniciais ﬁr(G) r=31,2,...,n, Em todas as resolugdes de sistemas de
equacdes, como por exemplo (5.23-26-29-36}, onde as matrizes
apresentan-se retangulares, daeve~ge utilizayr a téenica = da

pseudo~inversa, gue serd vista na segdo 5.5 no fim do capitulo.
5.4 IDENTIFICACRO ATRAVES DOS MODELOS PROBABILISTICOS ARMA E ARIMA

Na segfo 5.3 desenvolveu-se algoritmos baseados na solugio mwodal
do sistema din8mico. Nesta se¢do relacionam-se inicialmente o8
parametros modais com os parimetros ARMA, desenvolvendo-se a sequir
algoritmos baseados neste modelc e no ARIMA . Ambos os modelos estido
relacionados com o sistema dindmico através da sua representagdo por
uma equagio a diferengas. Estes algoritmos s&o  desenvolvidos
considerando-se uma entrada e uma saida para o sistema gque esta
inicialmente em repouso. Da mesma forma que nos algoritmos anteriores
quando as matrizes apresentam-se  retangulares (devido ao
super-dimensionamento ou devido ao acréscimo de linhas) deve-se

utilizar a técnica da pseudo-inversa, segdc 5.5 .

5.4,1 RELACKRO ENTRE 0S PARAMETROS MODAIS E 0S PARﬁMETRQS“}RMA

A transformada 2 da resposta ao impulso unitério do sistema

- dinsmico, equagdo (5.6) &€ dada por:

n 2-1 z*‘l :

Hﬂ(Z} = Z{h”(k)} o Z {rr’ij -—;:*T:—?— + rrij ﬂ ] (5.39}
r=t r :

onde considerou-se a resposta ao impulso uma segiiéncia causal, sendo
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g}mekr&t e a transformada 2 de ?tm ghreAt

forma fechada:

a série de poténcia na sUa

w 3
] ArAt ArAt ArAt
z{ahw&t}m Z ahrk&tz ko 1+{ e ]+{ @ ]+[ e ]+ .

]

(5.40)

onde jz] > 7, & a condicdio gue representa a regifo de convergéncia da
série. A eguagdo (5.39) & a expansdc em Iragles parciais do modele
ARMA na freqiiéncia, eguagdo (4.54),onde a sua ordem & go=Kr=2n, sendo
"p¥ o nGmero de graus de liberdade do sistema dinémico. Assinm,
calculando-se os pardmetros », e %'da modele e relacionando-os com  as
constantes da sua expansdo em fragbes parciais obtém-se os pardmetros
modais do sistema rog e, Pode~se também obter a relagdo entre
estes parAmetros através da expansdo em série de potencia dada pela
definicdo da transformada Z. Neste caso a transformada Z unilateral

de h”{k} & definida como uma série de poténcia em 2:

o
H (z2) =Y b (02" =1 (0) + h ()27 + b ()27 ... (5.41)
- k=0 :

onde os coeficientes dos ternos zf 540 hﬁ(k). Portanto a expansio
de Hﬁ{z) em série de potéBncia em 2" produz diretamente a seqliéncia
giscreta no tempo hﬁ(k), Comparando a equagdo (5.41) com a equacgao
{4.54) e considerando gue o sistema tem resposta  impulsiva finita,
todos os paridmetros Autowreqres;ivos sdo nulos qzmo, £=1,2,...,8

podendo-se escrever:
NP e
n % -k
H (z) = Yo oz Zhij(k) z (5.42)
k=0 k=0

e utilizando-se a equacgdo (5.6) pode-se escrever:
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*

7% (5.43)

53
k
p = h o
k ij(k) z(rrij ‘3"_ t rrij r

re=t

K@, 1, o0, up

Tendo o© sistema resposta impulsiva infinita, o modelo ARMA
sguagdo {4.54) pode ser expandido em série de poténcia pela divisio
longa de ssus polindmios, sendo dado pela egquagdo (4.36). Sabe-se que
ERY 8 SRR @ que o8 parémetros “&“ da expansdo de H”(a) sdo dados
neste caso por A;dnj(NQ-NP+k), {10]. Utilizando-se a equagdo (5.6},
pode-se escrever:

n
- _ - (NG-NP-K) * * { HQ-KP-K)
A = by (NQ-NP+k) =) (r ¥ +r 7 ) (5.44)
r=1

r rij r

k=0,1,...,m

As eguacgles (5.43) e (5.44) relacionam os par8metros do mnodelo
ARMA com os par8metros modais. Ho caso da eguacdo {5.44) a relagdo ndo
£ pbtida entre os pardmetros modais e os .parametros Py € 9 dos
polindmios, sendo 08 par@metros modais relacionados com os pardmetros
kb da divisdo longa destes.

5,4.2 IDENTIFICACRO UTILIZANDO O MODELO ESTACIONARIO ARMA

]

»,

o modelo ARMA da equagio (4.51) estabelece uma recorrencia entre
os coeficientes dos polinomios da fungdo de transferéncia e os valores
améstrados do sinal de entrada e saida. Considerando-se a notagio de
sistenas dinamicos , a ordem do modelo "sw=w=2n" e MK=4n" amostras
para estes sinais, o sistema de equagdes lineares a seguir pode ser
estabelecido:

0 algoritmo ARMA !
1. Solucdo do sistema de "4n" equagdes lineares para obtengdo dos "2nV
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pardmetros Auto-Regressivos *o," e dos "2n" parédmetros Média-Mbvels

§Ep #
¢ . |
Hp =v (5.45)
onde:
Qj{{}}’ * LA . * » - L » O | a - L] L] L] - * L] - [} 0__—
jS}-} Qj(f}}o L] * * L] 0 I qi(o) L] .c L] - * » * L] . 0
Qj(z) Qj{l} L] L L] L L} G | qi(l) qi (o}n . » * L] » 0
E 5 E | q(2) q{1). ... .. O
H = Q,(2n-1) Q (2n-2) ... Q,(0) I : .
Qj_(ﬁn) Qj(Zn-l) thl} | g,{2n~1) q,(2n-2) ... 9;(0)
. . < | g(2n) g (2n-1) ... g (1)
. . . | : : :
Qj{énwi) Qj(4n~2) ...Qj(zn} | qi(énwz} qf(én-3) ‘s qi(2n)
Canxény {5.45a)
@
P, q,(1)
p=| "ot ; v =| 9 (5.45b)
e, qi(2n+1}
“a .
“nzmﬁ_ .dqi(én-lt
(4nxl} {hnxt)

#. railoulo das raizes do polinémioc do denominador da equagdo (4.54)
oom =N, (Yr%yr, Yﬁw:, r=1,2,...,n,polos da fungdo transferéncia
Hﬁfz}), através dos parimetros Auto-Regressivos “°£“ calculados no

passo 1.

3, Determinacgdo dos autovalores “lr“, Ao coeficiente de amortecimento
#y % o da freqiiéncia natural amortecida do sistema através das
r

equagdes {5.14) e (5.18), capitulo IV.
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N - *
4., Determinagao dos residuos “rr”“ e “rﬁi" da expansdo em fragdes

parcials da egquagdo (4.54), através das ralizes obtidags no passo 2.

: -1
rop el (2 YR, (2)]

z =¥ (5.46)

* ,1 *
ro® l%? {{z - Y})H“(z)]

2 ¥
,
onde H”(z} & descrito pela egquagdo (5.39}).

sendo necesgirio o super-dimensionamento do modelo, determina-se

os modos verdadeiros através da técnica de verificaglo do resto, -

apresentadas na se¢8o 5.5. Existindo uma componente tendencial a série
serd nic estacioniria em relagSo a sua wédia, sendo necessiria a sua
diferenciacédo antes da utilizagdo do modelo ARMA, isto serd visto a

sequir.
5,4.3 IDENTIFICACAO UTILIZANDO O MODELO NAO ESTACIONARIO ARIMA

Utilizando~se o modelo ARIMA dado pela equagdo (4.56),a notagio de
sistemas dinadmicos e considerando~se a série de salda (resposta do
sistema) ndc estaciondria de primeira ordem onde a ordem do wmodelo

#yp=gp=2n?, pode-sSe escrever:

2n Zn
€ 00 =V'q, (k) = e, 0 k-t)3) 0, V'a, (x -0 - (547)
£=O 3=1 *

sendo V%%(k}=qiaﬂ-ﬂh(kw1) e estando as variaveis centradas na média.
A equacgdo (5.47) mostra gue a diferenciag@o é feita sobre a série
de resposta. Isto ocorre porque a tendéncia & fungdo do mecanismo que

gerou a série (sistema dinémico), estando, por isso, associada & sua
resposta. Com a diferenciagdo esta série torna-se estacionaria,

102



podendo-ge utilizar ¢ modelo "ARMA™, onde substitui-se q,(k} por
V%q%(}c}, {modelo “ARIMA)}., Considerando-se gue a série de saida e
de entrada apresentam "K=4n" amostras, obtém-se os "Zn" parametros
auto~Regressivoes “%“ e 0s "2n" pardmetros Média-Mbveis “95“, através
do sistema de Y4n* equagdes lineares dado abaixo:

HP:':' {5.48)
onde:
Qi(o}. a s A = " - * - » Q | O . - F - - * * . * " G
0 (1) ij).,...owqw) e e e e s+ .0
Q,(2) Q1) « . .. .0 v'q, (1) vig (0). .+ . . 0
: : ]?qi(?,) vig (). . . .0
H = Qj(zn-l) Qj(zn-Z) oo Q (oy | : :
Q,(zn) Qj(zn—'l} Q (1) | i}*q (2n-1) A q (En-Z)...vq (0)
. . . f vq {2n) A q, {2n- 1)...Vq (1)
: : - : :
Q (4n-1) @ (4n-2) ...Q (2n) | v‘qi(zm«z) v‘qi(ams),..v‘qi(zn)
(4nxdnd {5.48a)
£
LU _ ‘?q (0)
P, | Vq (1)
: v'a, (2)
p = "1 ;v o= vq (2n) (5.48b)
@ . (2n+1)
1 1
92 :
“gzn_1“ _Vq (4n-1)m
{4 nxt) (enxt)

Utilizando-se os passos 2 a 4 do algoritmo P"ARMA" obtém-se os
parametros modais do sistema dindmico. Da mesma forma que no algoritno
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anterior, se for mnecessério deverio ser usadas as técnicas de
processamento dadas na segdo seguinte,

sendo a resposta do sistema dinémlco estaciondria de segunda
ordemn, substitui-ge na egquagio {5.48) ?ﬁi(k) por
v, (k)=q, (k) -2q, (k=1)+q, (k~2) . Os par&metros "s," e ","  obtidos
na equacio (5.48), sdo coeficientes de um modelo estacionirio. Para
gue o modelo seja usado para previsdo de valores futuros & necessirio

a integraglo da série de resposta “V%ﬁ(k)" através do  operador
s 1
somatdrioc ®L ",

5.5 TECHNICAS DE PROCESSAMENTO DO SINAL BO poMINIO DO TEMPO

Ha pritica muitas estruturas mecéinicas apresentan infinitos graus
de liberdade e consegientemente infinitas freqliéncias de ressondncia,
conficientes de amortecimente e forma dos modos. Entretante para a
anSlise de tais estruturas & de interesse determinar estes parametros
dentro de uma determinada faixa operacional de freqiiéncia, assin
tem-se para a estrutura um nGmero finito de ressonidncias. Além disso,
para a aplicagdo de algoritmos de andlise modal {(tanto no tempo come
na fregiiéncia} é necessério a filtragem anti~aliasing dos sinais
dindmicos a serem analisados com o objetivo de eliminar destes sinais
ag altas freqiiéncias de ressondncia. Uma estrutura gue apresenta tnt
fregiiéncias de ressondncia, teoricamente, poderia ser representada
por um modelo dinémico de "n!' graus de liberdade. Entretanto, na
pratica alguns fatores como ndo linearidades e a presenga de ruidos
egplirios fazem com ¢ue esta representagdo ndo seja suficiente.
Apesar disto um grande nﬁqero de algoritmos para modelos lineares
tem tido sucesso na cobtengdoc dos parametros modais. Isto indica
gque, ainda gue presentes, as ndo linearidades em geral nao
repragentam as maiores causas de problemas na modelagem de estruturas
 mecinicas. A maior fonte de problemas se encontra no  ruido
presente nos sinais dinamicos os guais s3o  processados pelos
algoritmos, tornande o modelo pouco eficiente. A seguir serao
apresentadas algumas técnicas que podem ser utilizadas  para
minimizar o efeito do ruide quando da aplicagdo de algoritmos no
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dominio do tempo para andlise modal.

5,5,1 TECNICA DE SUPER-DIMENSIOHAMENTO DO MODELO

A utlizagdo de um medelo super-dimensionado para um sistema
dinfdmice discreitizado no tempo, com objetivo de determinar os seus
parametros modais na presenga de ruidos esplirios, j4 foi feita conm
sucessoe  em  alguns trabalhos, [34,53,54,55]. Por  exenplo, a
deternminagio da fungdo de resposta ao impulso de um sistema de "n®
graus de liberdade hij{k), equacdo (5.6), na presenga de ruidos
espiirios, pode ser feita considerando-se um modelo com “"p=n+q" graus
de liberdade.

05 parametros rﬁj, L Y¥=1,2,...,0n de hﬁ(k) sd80 os parfnetros
modais verdadeiros do sistema din&mico de ordem "n®. Os paradnetros

r L r=n+1,2,...,p 830 os modos falsos devido a existéncia do

rijf
rufdo no calculo da resposta impulsiva. Estes parametros nac
representam necessériamente propriedades fisicas do sistema, podendo
ser niGmercs reals puros em vez de complexos. Pensando-se na sua

ArAbL

representacio exponencial ¥ =e onde A}w-o}+jwm_ estes parametros

podenm produzir amortecimentos negativos.

0 problema da identificag8o dos modos verdadeiros quande o modelo
do sistema é super-dimensicnado & a malor fraqueza deste mnétodo. Uma
técnica, que diferencia os modos verdadeiros dos falsos seré
apresentada na segdo 5.5.3. A seguir apresenta-se a técnica dos
minimos guadrados para ajuste de gqualguer nimero conveniente de
amostras dos sinais de entrada e saida do sistema dindmico, a serem
util%zados nos algoritmos no dominio do tempo para andlise modal.

£ 5.2 A TECNICA DA PSEUDO~INVERSA

Foi visto gue o algoritmo de Prony, o ARMA e o ARIMA utilizam no
minimo 4n amostras dos sinais de entrada e saida para identificar as
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caracteristicas dindmicas de um sistema de "n" graus de liberdade,
Hestes algoritmoes o processo de identificagdo se inicia com a solugdo
de um sistema simulténec de equagdes lineares do tipo:

Ax=0Db (5.49)

onde ¥x* & o vetor solugdo de dimensdo 2nxl para o algoritme de Prony
e 4nxl para os algoritmos ARMA e ARIMA.

No algoritmo de Prony a matriz “AY 2nx2n contém elementos que sdo
as amostras da resposta livre do sistema devido as condigdes iniciais.
¢ vetor "Hb® 2nx1 contém elementos gue também =30 amostrzs da resposta
livre, eguacde (5.12). No algoritmo ARMA a matriz ®"A" 4nxdn, &
incompleta e contém amostras da excitagBo e da resposta do sistema
e o vetor "g“ anxl, contém as amostras da resposta, egquagdo (5.45).
0 algoritmo ARIMA & anflogo ac ARMA, considerando-se que em vez da
resposta, ele trabalha com a sua diferenclaglo, eguagdo (5.48)..

Tendo-se "pr4n" amostras para os sinais de entrada e saida, o
algoritmo de Prony apresenta a matriz "A" com a dimensdo retangular
{p~2n)}¥2n e 0s algoritmos ARMA e ARIMA a apresentam com a dinensdo
retangular px4n. Neste caso ¢ vetor "5” apresenta dimensdo ({p~Zn)xl
para o algoritmo de Prony & pxl para os outros e © vetor solugdo “Q“
se mantém com a dimensdo 2nx1l e 4nx1 em cada caso respectivamente. A
solugdo deste novo sistema onde existem wmais  equagdes  gue
incégnitas, pode somente ser obtida de uma forma otimizada. Isto &
feito pré-multiplicando-se ambos os lados da equagdo (5.48) pela
transposta da matriz "A", produzindo um novo sistema de egquagles cuio
vetor solugao "Q“ & a aproximacdoc por minimos quadrados do vetor n;«_
Esta operagiio pode ser expressa por:

afTay=a"»o " (5.50)

& produto “kT&“ & uma matriz quadrada e Y"y" e “ATb" sdo vetores

gue tem a mesma dimensdo de "ATA“. 4 ‘solucio proposta pela equagdo

{8.50} & conhecida cowmo abordagem por pseudo-inversa. ¢ uso da solugdo
aproximada pelos minimos guadrados assegura uma boa avaliagdc dos

conficientes do vetor ¥xY para os algoritmos, gquando Os sinais
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dindmicog disuretizados contém rulidos esplrios. Desta forma a
determinagio dos parédmetros modals de um sistema  dinamico na
pressnga de ruido, pode ser feita através do
super-dimensionanento do modelo, ou através da técnica dos mninimos
guadradog. Em experimentos préticos de andlise modal, entretanto,
ambas as técnicas apresentadas, podem calcular parimetros com pouca
precisdo se um modelo sub-dimensionade for wutilizado. Nestas -
circunstincias a técnica do super-dimensionamento introduzird o
problema da identificagdo do sistema de wmodos verdadeiros,

A seqgdo seguinte, combinando as técnicas de super-dimensionamento
e dos ninimos guadrados para a andlise modal de uma estrutura
dinfinica, apresentard um meic de determinagdo  destes  modos

verdadeliros,

5,5,3 TECNICA DE VERIFICACZ0 ATRAVES DO RESTO

A técnica supbe gue a andlise modal de um sistema dinamico de
ordem "n® & feita sobre um nmodelce super-dimensionado de ordem “ns“,
onde “n;ﬂﬁh Existindo "m" amostras do sinal de entrada e saida onde
“m>4ﬁ;u a anélise comega stravés da solugdo por minimos guadrados do

sigtema "A A y = &Th“

Sendo a an&lise de Prony utilizada a matriz "AY" serd retangular de
ocrdem (mw2n.)x2n e os vetores “§" e "Q" serao vetores de dimensédo
2?& ¥ e {m-2n )xl respectivamente, Utilizando-se o algorltmo ARMA . ou
AREH& a matrlz nat geri retangular de ordem: dmx4n e “y" e "b* terso
dimensio 4n X1 2 4mxl respectivamente. Em qualquer dos métodos o vetor
zolucgdo "%“ conterd os coeficientes do polindémio cujas' raizes serio

proporcionais as fregliéncias de resson@ncia do sistema e aos
coeficientes de amortecimento, equagdes (5.14), (5.15) e (5.16}.

Para a andlise de Prony o5 elementos de “§“ sdc os coeficientes
de um polindmiv de ordem 2n, cujas raizes sdo complexas, eguagio
{5,100} . Para 08 algoritmos ARMA e ARIMA somente os dGltimos 2n
elementos de 'y" s&o coeficientes do polindmio, equagdes (5.45) e
(5.48) .
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Sendo as raizes do  polindmio ?&W(Y)g ¥r, rzl,z,,,f,zns
propercionais aos pardmetros modais do modelo super~dimensionado de
orden “n&“, cuja ordem verdadeira & “n", somente as rafzes ¥
r=1,2;...,n produzirde o sistema de freqglléncias de ressonincia ;
coeficientes de amortecimento verdadeiros. BAs raizes restantes ¥
£=2n+l, 0., 20 serdo valores numéricos proporcionais ao ruido e ;
outros fatores de distirbios aleatdrios, introduszidos durante o
processo de aguisicio de dados.

G mesmes dados usados para definir me(Y) podem ser utilizados
em um modelo super~dimensionado de ordenm “ﬁ;‘ gue definem o mesmo
zistema, produzindo um novo polindmio PHW(Y) con Ug>ﬁs>n] . Este
nove polindmio também terd "2n" ralizes  verdadeiras as guais
corresponderfo ao sistema de parémetros modais verdadeiros e "2&;2n“
raizes as guals corresponderdc aos modos falsos, devidas a efeitos

aleatdérios indesejados.

Todas as raizes de Pﬁm(¥} e PQE(Y) gque correspondem as
informa¢des modals verdadeiras, devem ser complexas e se apresentarem
sob a forma de um par complexo conjugado. Assim, uma forma conveniente
de utilizagdo da técnica de verificagdo através do resto, para
obter-se os modos verdadeiros, seria fazer-se a divisdo do polindmio
E}as{y} pelos bindmios {Y*Yr)(Y»Yr} 34 calculados através de Pmm{Y)’
obtendo-se um guociente "QQMJY) de ordenm "2n£-2“ mais um resto dado

e} o “eﬂY + em“, isto &
Pzﬁs(Y) = (Y--Yr) ('33--&'._){22;‘&“2(!() + (e.MY + esm} (5.51)

onde e e € os coeficientes de Qﬂmq(Y) sdo nimeros reais.

? ¢
¥a eguacdo {5.51), se os binémios correspondem a informa¢&c modal
verdadeira o seu resto seré& nulo, mas na prética sempre gue “Yr“ e
% - -
”Y%” s8¢0 raizes gue correspondem a modos verdadeiros o0s termos “eﬂ" e
e ¥ nio serio nulos, devido a limitagdes do modelo matemdtico e a
[ :

erros maméricos de cdlculc.

Sendo 0s bindmios (Y*?r)(Y-YZ) r=1,2,...,n , fatores comuns dos
polindmios Pam(Yje Pﬁm(¥) e correspondende aos wodos verdadeiros,
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procura-se entdo oblter os restos %e " ¢
F

. 2 F I V)
€:r [ eri + ere ]

E=1,2,c04,0 {5.52}

e quando ”ar“ tender a valores pequenos o bindmio gque divide a equagdo
{5.51} representard um dos "n" modos verdadeiros.

is técnicas apresentadas nestas segfes devem ser utilizadas para
05 algoritmos apresentados nas segbes 5.3 e 5.4. A aplicagdo destas
técnicas serd vista en exemplos dados no capitulo VI, a seguir.

5.6 CONCLUsRo

Apresentou-se neste capitule diversos algoritmos utilizados para a
identificago modal de  sistemas din&micos no  dominio do
tenpo. Estes algoritmos se basearam na solugdo do modelo modal
(algoritmos de Prony} e nos modelos de séries temporais (ARMA e ARIMA}.
¥o capituloc seguinte, com o auxilio das técnicas de processanento
e dos algoritmos apresentados serdo sinmulados e identificados
modaimente sistemas dindmicos. Serd desenvolvida tanbém uma aplicagéo
pratica onde serd feita a andlise modal de uma viga sujeita a

forcas impulsivas.
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capiTune VI

EXEMPLOS E APLICAGOES
§.1 INTRODUCAOD

¥Neste capitule sdc apresentados exemplos da utilizagio dos métodos
de identificacdo descritos no capitule V. Para a realizaglo das
simulagdes utilizou-se um PC AT-286 com um co-processador numérico
8087 e o  Usoftvare® PC~MATLAB, Apresenta-se inicialmente
a identificacio de um sistema numérice vepresentante de um sistena
mecinico de trés graus de liberdade. Este exemplo serve para mostrar
de maneira abrangente a utilizacdo de todos os métodos apresentados
neste trabalho. Em sequida & feita a anilise de um sistema matemitico
de seis graus de liberdade, gue apresenta fregiénciag naturais
repetidas. A identificagdo de tal sistema & feita utilizando-se apenas
os métodos baseados no algoritmo de Prony. Finalmente um exemplo
pratico de identificagfo modal de uma viga suspensa por suportes
flexiveis & apresentado. MNeste exemplo o algoritmo de identificacgéo

empregado & o ARMA.

&.2 SIMULACAC DO SISTEMA DINAMICO

. HNesta seg3o propbe-se um sistema dindmico de trés graus de
liberdade, como um modelo discreto (para@metros concentrados) para o
modelo real da haste sofrendo deformacgio axial apresentada na figura
2.1, capitulo II. Andlogamente ao sistema de "n" graus de liberdade da

figura 2.2, capitulec II, tem-se a figura abaixo:

t
q1(t) qz(t) q3£ 3
| i ¥ l k
5 ki k?. 3 % %
) ==
A A NP N AV AL e Vo SN W N VA
— —*Q t —3 {1} =
%H—W— hiid ikl R N
= =
== t.:’ Il.'l1 CZ mz €4 mz (:{|l

Fig. 6.1 Sistema de inércias discretas sofrendo deformagfo axial-3 G.L.
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Considera-se, para este modelo, gue as molas tenham comportamento
linear, sends os seus ancriecimentos viscosos., As suas  coordenadas
generalizadas s&o qi€t), i=1,2,3 e os seus esforgos generalizados

axiais externos zdo Qiit), j=1,2,3,

6.2,1 A EQUACAO DE HOVIMENTO

A egquagdo do movimento tem a sua expressdo matemdtica dada pela
ewpressio (2.22), capitulo II :

M q(t) + C q(t) + K q(t) = g(t) (6.1)

sendo determinada através das matrizes ,(nxn) »n=3, de inércia,

amoritecinento e rigidez, il L wCH e ngH dadas abaixo:
mii) H
B = UH%O {6.2a)
G!}n%
c,+c, -c, 0
C = -c, c,tc, -G {6.2b)
0 - c{+c&
3 k'+kz -kz o
K = ~k2 ka+ ks "k3 {6.2¢)
0 -k3 k3+ k&

As matrizes ,"MY, "C¥ e "K" acima foram obtidas através das
equagbes matriciais de energia cinética, potencial e da fungdo de
dissipagdo de Rayleigh, equagdes (2.23a,b e ¢}, capitulo II.

Considerando-se a tabela de coeficientes a seguir:
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peguenss smortecimentos grandes asmortecimentos
snBreis rigidez amortec . indreia rigidez smor tee,
{Kgd {Hi{min)} (R/im) (kg (HI(mfB)) {(R/im)
n%mlﬁ )%31000 ¢1WI m1ﬂ10 k’=1600 c=m40
n%ﬂlﬁ kiﬂlﬁﬁ ﬁzﬁﬁ mzmlﬁ RZ:IOO 3m10
x%M1G-- e kgﬂlﬁ&ﬂ~- c3m1 m3:10 - kSM1GOG . 3m30
k{*loﬂo c4=1 k‘mlﬁeﬁ ‘—20

Tab, 6.1 Coeficientes das matrizes "M", ¥C" e YK%,

Az matrizes anteriores, para peguenos amortecimentos, serido dadas por:

10 0 0 0 o 11006 ~100 0
M={ 0 10 0f ;C= 1 wil jE=1-~100 1100 ~1000] ({6.3a)
0 0

O i -1 2 0 -1000 2000

LA

e para grandes amortecimentos

16 0 0 ~10 ¢ 1100 =100 0
¥=i O 10 O} ;C= -10 490 -30] ;K=]-100 1100 -1000] (6.3b)
o 10

-390 50 ¢ -1000 2000

6,2,2 AUTOVALORES E MATRIZ HMODAL

A matriz diagonal "AM (2nx2n), n=3, & construida com os valores
de ®a® obtidos através da soluani da equagio caracteristica do
sistema, det[W-aBl=0, sendo dada pela equagdo (3.15),“ capitulo III.
As matrizes "B" e "W", (2nx2n), n=3, s30 obtidas, por sua vez, através
das matrizes (6.3} anteriores e da utilizagio da eguagdo (3.3)
capitulo III, tendo-se portanto para os autovalores a tabela abaixo:

o

pequencs amortecimentos grandes amortecimentos

to mado ——d ,==0,0196-3 6,6533 A,==0,7026-] 6,6302
20 modo  ~———? ,~~0,0496-310,5300 A,=~2,5634-310,2155
30 modo ~—> A ==0,1307-j16,2737 A;=-3,7340-315,8016

Tab 6.2 Autovalores Simulados
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Substituindo~se os valores Ar r=1,2,...,n {n=3}, da tabela 6.2 e

na equacic linear homogénea do

seus copplexos conjugados sistema

dinamico, equacdo (3.8), capitulo III, obtém-se o8 autovetores ¢
r

(2rx1), r=1,2,...,2n (n=3). Estes autovetores compSem as colunas da
matriz modal *¥Y (Znx2n}, n=3, eguagdo (3.15}, sendo dada neste caso

POYE

N : * : * ’ *
A N N SR PR
P e - con e e aama e
‘ : : : . *
A1‘51.. Az%: A3¢3:(A1¢9 :Ekz¢z} :(h3¢3)
onde {(6.4)
¢
o= ... e ¢ = r r=1,2,3
r r ¢
r2
lr¢r 3
r3
Conziderando-se a normalizacdc da matriz "¥" em relagdo a matriz
wp# . equagdo (3.13) e sende 08 amortecimentos pequencs, ten-se
para © exemplo os valores:
0,0014wj0;0014 c,0483-30,0483  0,0077-30,0078
-g,0213+30,0213 -0,0042+30,0043 _ 0,0512-30,0512
¥ = 0,0329-30,0329 -0,0047+j0,0048  0,0329-30,0329 .....
= | o,0226+30,0222 0.5061+j0,5111  0,0519+30,0516
-0,3442-30,3494 ~0,0452~30,0448 0,3393+130,3415
0,5304+j0,5393 -0,0507-30,0502  0,2179+j0,2192 (6.5a)
0,0014+30,0014 0,0483+j0,0483  0,0077+j0,0078

-0,0213-30,0213
0,0320+30,0329
0,0226-30,0222

-0,3442+30,3494
0,5304~30,5393

U R

sendo os anortecimentos

-0,0042~30,0043
~0,0047~30,0048

0.5061-30,5111
~0,0452+30,0448
~0,0507+30,0502

0,0512+4+30,0512
0n,0329+30,0329
0,0519~30,0516
0,3393-30,3415
0,2179~30,2192

grandes, tem-se os valores:
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0,0035~30, 0008
~0,0240~30,0200
0,0318+30, 0345
-0,0259~30, 0515
-0, 2265+30,4536

0,0486+30,0494
~0,0065-30,0044
-0,0082-30,0022
0,3803-30,6232
~0,0287+30,0774

0,0105430, 0064
0,0503430,0522
0,0340+30,0322
0,0349-30,0741
0,3109-30,3702

LR R

0,4270-30,6318

0,0035+30,0008
-0,0240+30,0200
0,0318-30,0345
-0,0259+30,0515
~0,2265-30,4536
0,4270+30,6315

PR

£.%.3 0S5 PARAMETROS MODAILS

~0,0017+30,0898

0,0486~350,0494
~0,0065+30,0044
-0,0082+30,0022
0,3803+70,6232
-0, 0287-10,0774
-0, 0017-30,08%8

0,1894~30,2477

(6.5b)
0,0105~-30,0064
0,0503~30,0522
0,0340~30,0322
0,0349+30,0741
0,3109+30,3702
0,1884+50,2477

Utilizando-se a eguagdo (3.38) capitulo IIT e o8 auvtovalores k1,
Rz e AE dados na tabela (6.2), cbtém-se as fregiiéncias naturais “w;‘
¢ os fatores de amortecimento "Cr" dos modos r=1,2,3. Considerando-se
a excitagio do sistema na massa %ﬂ“ e a sua resposta na massa 'ﬁ%”,
os residuocs rr31w¢r3¢r1 r=1,2,3, sdc obtidos utilizando-se as matrizes

da eguagio (6.5). Tem-se, entdo, para oS parémetros a tabela abaixo:

pequenocs ambrtecimentos
freq.natural fat. amort. r es$duos {rr31]

(H2) : p.resl p.imsgindria
tomodo—s £.= 1,0589 £,= 0,0030 ~3,09x10'6 5,11x10'4
2raodo—r £,= 1,6759 ;= 0,0047 4,65x10°° —4,63x10 1
Seacdo— .= 2,5901 (.= 0,0080 -1,56x10 8 9,05%10 >

) grandes amortecimentos
freg.natural fat. amort. r eslduos [rr31]

(Hz} p.real p.imagindria
tomodo—s  £.= 1,0611 = 0,1054 1,51110‘4 5,54x10'4
2ensdo—s £,=1,6763 = 0,2434 -2,89x10"% -5,15x10" %
Semsdo— f,=2,5842 (.= 0,2300 1,38x10 % 9,20%10 >

ab. 6.3 Fregliéncias naturais, fatores de amortecimento e residuos
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£.3 A RESFOSTA DO MODELC MODAL

para o exemplo consldera-se somente a excitagdo da massa "mi“ e a

resposta da massa, “mi“, gsende o forga ) o deslocanento
generalizados discretos no  tewpo, dados  respectivamente  por:
7

o' (k) ={0,(k),0,00 e g (k)=lq, (K),q,(X),q0)] Neste caso,

utilizando~se a eqguagio (5.6), capitulo Vv, a resposta do modelo
modal de tempo discreto na coordenada qiik) dada em fung¢do da resposta

impulsiva & @

q (k) = q, (k) +h, (k) * Q (k)

: AXAE ., A KAt
aat) =Y [ m (00 e +u (04, e ]
re (6.6)
k.1 *
; arkﬁt Arkﬁt
h,, (%) ‘“"Ztrm e T }
r=1
k=0,1,...,K~1
pefine~se tambén qﬁ(k)mhy* QJRJ como sendo a solugdo particular da

equagio {(6.86).
£.72.1 ESCOLHA DOS PARAMETROS PARA O PROCESSAMENTO

Definindo-se o nimero de pontos do sinal, K=128 e o seu méximo

valor no tempeo , T=15 seg., tem—-se a tabela de parimetros abaixo:

At = T/K £, = 1/8t £ =f /2 Af = 1/T

60,1172 seg| 8,533 Hz 4,2667 Hz 0,0667 Hz

Tab. 6.4 Pardmetros para o processamento

onde "At® & o intervalo de amostragem no tempo, "fa“ a fregiigncia de

amostragem, “fméx" a mixima freqiiéncia do sinal e YAf" o intervalo de
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amostragem na fregléncia. Heste caseo utilizou-se ¢ teorema da
amostragem, equagdo (5.3} , capitulo V onde  considerou-se o
intervalo de Ryquist, ﬁtwlfzfm“.

6.3,2 A RESPOSTA LIVRE

Neste caso, supondo a excitagdc da nassa “m1" nila (%(k)mo,
k=0,1,...,K~1, a vresposta do modelo modal & dada pela solugde

honogénea da eguagdo (6.6}, “qhs(k}“.

a.Esvelha das condigles iniciais e as constantes ﬁ%{03¢ﬁ}

considerando-se as condigBes iniciais de deslocamento do sistema
eriginal dadas por qT(O)w{~1 2 11 e as condigdes iniciails de
velocidade nulas qT(O)m{o g0 0], o vetor de estade, equagido (3.2},
capitulo III, & dado por x (0)={-1 2 1 0 0 O].

Utilizando-se a base modal, egquacgdo (3.10), as condigdes iniciais
uni~modais , sdo obtidas de : £{0)y = ?4x(0), onde £ (o =
[, (0} n,(0) n,{0) n:(O} n:(O)n;(O)], sendo ¥ a inversa da matriz
modal ¥ (6x6) dada pela equagdo (6.5)}. A partir destas condigdes
obién-se as constantes “nr(0)¢ﬁ“, tendo-se -para pequencs

smortecinentos a tabela:

cond. iniciais ‘nr(U} constantes ﬁr(ﬂ)tﬁrs

p. resl p.imsgindria p. rest p.imaginfria
‘o mods ——3  8,4903  -8,4617 5,57x10°F  9,69x10° %
20 mode ——>  —6,5243  —6,4559 6,22x10°2  9,64x10 %
3o mode ——>»  =1,8298  -1,7949 -1,10x10" % -1,12x10"3

Tab. 6.5 Condigdes iniciais e constantes h%(0)¢ﬁ}

b, Graficos da resposta livre

Utilizando-se os parametros de processamento, tabela (6.4}, =as
constantes da tabela (6.5) e os autovalores da tabela (6.2},
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determina-se a resposta livre da massa m, no tempo, figura 6.2, com
Ql{k)mﬁ, Fsta resposta fol calculada sd para peguenos anortecimentos,
sendo apresentada também no dominio da freglléncia, figura 6.3. UHNeste
caso o eixo das ordenadas esta representado em escala logaritmica.

a5 (%)

it
i

kAt
Fig. 6.2 Resposta livre da massa “ms“ no tempo

9,542,

, KAE
Fig. 6.3 Resposta livre da massa "m/" na fregiiéncia

€.3.3 A RESPOSTA AO IMPULSO UNITARIO

gtilizando-se os parédmetros dades na tabela 6.4, O0S residuos,
da tabela 6.3 e os autovalores da tabela 6.2, determina-se a Tresposta
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ao impulso unitario '**hmgk}“, equacio {6.6} com i=3, i=1, da massa ™.
Esta rvesposta no tempo, para peguenos e grandes amortecimentos &
apresentada nas figuras 6.4 e 6.5,

h3'§ {k}
0.0021
0.0014
0.0007 ;_
0
-0.0007 |
.0.0014 |
0.0021
0

6 9 12 15

kAt

Fig 6.4 Resposta ao impulso unitério da massa "m ™
{tempo - peguencos amortecimentos) 3

By, (k)

00012
0.0008
£.0004
0
-0.0004
-3.0008
0.0012 ; i - ] ; ! ; !
0 :

3 6 g 12 i3
~ kAL

Fig. 6.5 Resposta ao impulso unitdrio da massa "m, "
(tempo - grandes amortecimentos)

§.3.4 A RESPOSTA A UMA FORCA ALEATORIA
{(RUTDO BRANCO~SISTEMA INICIALMENTE EM REPOUSO)

NWeste caso considera-se como excitagdo da primeira massa do
sistema da figura 6.1, "Qt(k)", um ruide com distribuig¢d3o normal,
varidncia unitéria e média Zero. 0s  parametros para s
processamento sdo dados pela tabela 6.4 e devido ao alte valor das
rigidezes, tabela 6.1, considera-se um fator multiplicativo que
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aumenta a amplitude da forga aleatfria de entrada. Esta forga &
apresentada na figura 6.6

Q, (k) 15

10 g~
3

-3
10 b

15 NS DUSTSU R S R
0 3 6 9 12 15 kAt

Fig. 6.6 Forga aleatéria no tempo, atuando na massa m,

. A resposta forgada, sendo as condigdes iniciais do sistema nulas,
& obtida na terceira wmassa do sistema, através da sua solugdo
particular dada pela equagdo (6.6), qpsfkjmhm(k)*q10{)’ Neste caso
ten~se esguenaticamente:

0, (K) —| B (k) > q_ (k)

k:O, 1, e ,K"'l=127

Fig. 6.7 Resposta da wmassa "m ™ de um sistema inlcialmente en
repouso, excitado por uma forga aleatdria na massa "m;h

ptilizando-se as respostas ao impulso unitdrio dadas pelas figuras
s.4 e 6.5 e fazendo-se a convolugdo discreta, equagio (5.7) capitulo
v, destas respostas com a forga aleatdéria dada na figura 6.6, tem-se
as;réspostas forgadas representadas nas figuras 6.8 & 6.9.

g ik}
pe 0.12

0.08
08.04
0
-0.04
-0.08

_‘0.12 H I ] l H ! H l 1
0 3 6 9 12 15 kAt

Fig.6.8 Resposta forgada no tempo da massa “m3"

1 ] il i 1

R I &

(forga aleatdria - peguenos anmort.)
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¢ para grandes amortecimentos :
q(k)

0.027
0.018
0,009
!
0,009
0018 |

-0.027
0

12 15
kAt
Fig.6.9 Resposta forgada no tempo da massa “ms“

{forga aleatbdria - grandes amort.)}

As respostas forgadas acima s8c representativas de sinails de
energia infinita, fazendo-se a autocorrelagdo do sipal da figura 6.9
e utilizando-se a FPT para transformd-lo para fregliéncia, obtém-se a
sua funcio densidade espectral de poténcia, figura 6.10.

s {2}
e

10 kAL

Fig. 6.10 Funcgfc Densidade Espectral de Poténcia da resposta
da massa “n%“.(forga aleatéria-grandes amort.)

Através da figura 6.10, observa-se gque o© sinal de saida do
sistema apresenta um espectro que deve conter as fregliéncias naturais,

o mesmo ocorrendo para peguenos anmortecimentos. Fazendo-se a wnédia
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aobre ostas fungbes densidades obtém-se um  espectyo  onde A5

fregiiéncias naturals se evidencianm,
£.73.5% A RESPOSTA GERAL SEHDO A FORCA DE EK&KT&C@@ ELEATORIA

pevido ao principlo da superpesigdo, a resposta geral do nodelo
modal & obtida pela soma da resposta livre do sistema "qm(k}” malis a
awva resposta forcada “qﬁi(k}“, eguacic {6.6). Somando-se a resposta
livre da figura 6.2 com a vesposta forgada da figura 6.8,onde
sonsiderou-se a resposta forgada com 25% de amplitude da resposta
1ivre, tem-se para pequenos amortecimentos, figura 6.11, a vresposta
geral no tempo:

o, (k)

-5

-1

-1.3 ‘
&

.
e
et

3 6 9 12 15
kAt

Fig. 6.11 Resposta geral no tempo da massa "m*"
{forga aleatdria - pequenos amort.) .

£.3.6 A RESPOSTA A UMA FORCA IMPULSIVA
{SISTEMA INICIALMENTE EM REPOUSQ)

Nesta segdo, sendo as condigdes iniclais do sistema nulas,
excita-se a sua primeira massa por uma forca impulsiva "Q1Gﬁ"
eptre 0 e 3At. Utiliza-se, para esta forga, uma anplitude compativel

com o alto valor das rigidezes do sistema, sendo apresentada no

grafico da Tigura 6.12.
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0, (k)

240
200
160
120

0.8 1.2 1.6 2
' kAt

Fig. 6.12 Forga impulsiva no tempe, atuando na massa m,

3 figura 6.12 apresenta a forga impulsiva com amplitude 225 en
At & 5 em QAL e 24At, sendo nula a partir de 3At, onde ¢ intervaleo de
amostragem & dado na tabela 6.3. Para aumentar a resolugdo o grifico
apresenta esta forga com 1/8 do seu valor no tempo, {T/8)=1,875 seqg. O
gr&fico desta forga no dominio da fregi®ncia & apresentado na figura

G.13.

T ()
236
232
228
224
220
216

212 i i ] | ’ L i i ! | i i 5
0 0.8 16 24 3.2 4 4.8 KAE

i ] 1 ] b ] b ] 13 ]

|

Fig. 6.13 Forga impulsiva na fregiiéncia, atuando na massa “m1“

Procurou~se utilizar uma forga impulsiva suficientemente larga no
tempo, de forma a representar um situagdo fisica real, mas levando em
conta a necessidade de excitagdo dos modos, cuja fregliéncia mais alta
& f{=2,5§01 Hz para peguenos amortecimentos, ver tabela 6.3.
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A resposta forgada é obtida na terceira massa do sistema, através
da sua solugdo particular dada pela eguacdo (6.6},
qp3§k}mhm(k§*aiﬂ{). Esta situaglo & apresentada esquenmaticamente
pela flgura 6.7, onde agora "Q fk}" & uma forga impulsiva.

Utilizando-se a resposta ao impulsc unitério dada para pegquenos

ampriecinentos pela figura 6.4 e fazendo-se a convolugdo discreta,

equacdo (5.7} capitulo V, desta resposta com a forga impulsiva dada
na figura 6.12, tem—se a resposta apresentada na figura 6.14.

q,5(K)
ool | \ |
0 -
-0. % :
04 | j
_ﬁ'5émm,ﬂmhwmwwmwwwmgwmwﬁmw”wmwﬁwwwmigwmw»%w,wm_ﬂﬂmmis

kAt
Fig. 6.14 Resposta forgada no tempo da massa “n%"
{forga impulsiva - peguenos amort.)

6.3.7 RESPOSTA A UMA FORGA ALEATORIA COM TENDENCIA EM RELAGAO A SUA
MEDIA (SISTEMA INICIALMENTE EM REPOUSO).

Neste caso, consideram~se como excitagdo e resposta do sistema as
nesmas apresentadas na ;egéc 6.3.4, somando-se a sua saida um sinal
gue varia com o tempo "f(kAt)" k=0,1,..,K-1l. Este sinal vrepresenta a
sipulacdo de um defeito na leitura da resposta do sistema.
aplicando~se o esqguema ilustrade na figura 6.7 anterior, tem-se uma
nova representacgio dos sinais dindmicos através da figura 6.15.
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a(k)=
sistzma h, (K}*Q (k} _
QK== h (k) = e () — =
=L a_, (k) +E (k)
B ! .
pra resposta
sleatlria slesthria g(k)
na massam ds mBssa m {perturhaGio
1 3 de tendBncia)

Fig. 6.15 Simulagdo de defeito na leitura da resposta da massa “ms”
de um sistema ewcitado aleatériamente na massa “m1".

Estatisticamente o sinal ®"{{k}" pode ser consideradc como o valor
nédic do processo ndo estacliondrio de sajda do sistema. Na pratica
pode ser considerado como uma perturbagdo de tendénclia, como por
exenplo © “drift" do amplificador utilizado para awplificar o sinal
de gaida. Assim, o awplificador tendo em sua entrada wum sinal
constante, produz em sua saida um sinal gue varia ccm o tempo {neste
case a média do sinal).

Considerando a perturbacio uma reta, {(kAti=akAt+b k=0,1,2..,K-1 ,
cuia constante e coeficiente angular s&c dados respectivamente por
"h=0" e “a=max[%ps{k)/K-1]" , onde At & dado pela tabela 6.4 e
somando~se esta reta a resposta para peguenos amortecimentos, figura
6.8, tem—-se o gr&fico representado pela figura 6.16.

Ca %)
0.16
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. 0.08
0.04

0

-0.04

008 : [ L ] ; i ; | ;
0 3 6 9 12 15

kAt

FPig. 6.16 Resposta somada a uma perturbagdo do tipo "“{k)=k"
{pequenos amortecimentos)
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Considerando grandes amortecimentos, onde soma~se & perturbagdo
snterior a resposta da figura 6.9, tem-se o gréfico da figura 6.17.

af, (k)
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0 3 & 9 12 13

1 1 13 1 ¥ i H j Ef

] 2

kit

Fig. 6.17 Resposta somada a uma perturbagfo do tipo "{(k)=k"
{grandes amortecimentos)

sendo agora a perturbagdo representada por £(kAt)=(eﬁét—1), onde
£§ﬁt & dada pelos trés primeiros termos da sua representagdo pela
série de Taylor, isto &, [{kAt}=KAt + (kAt)2{4 k=0,1,+..,K~1, ten-se

para peguenos amortecimentos o grafico da figura 6.18

¥

g,y (¥}

p3
0.16
0.12
0.08
0.04
O_
-0.04

-0.08
' 0

Fig. 6.18 Resposta somada a uma perturbagdo do tipo "i({k)=k + kz/é
(pequenos amortecimentos)

gSendo a perturbagio a mesma da figura 6.17 e considerando-se
grandes amortecimentos, tem-se o grafico da figura 6.19.

125



qésgk)

0.03
0.04
(.03
0.02
001

T i ¥ i 1

Lol

0.0

002 : i ; } | I ; ] ,
O 3 o) o 12 15

kAL

Fig. 6.19 Resposta somada a uma perturbagdo do tipo "[{k)=k + szé
{grandes amortecimentos)

Os diversos sinais no tempo apresentados nesta e nas seqdes
anteriores, servem para a obtencfo dos pardmetros modais do sistema
dindmico. Dependendo dos sinais de excitag@o e respostas considerados,
pode~se utilizar um ou outro métode de identificagdo, descrito no

capitulos V.

A escolha dos sinais e seus métodos associados levan @&
jdentificacdo, das fregiiéncias naturais, fatores de amortecimento,
e residuscs do sistema. A sequir estes métodos serdo utilizados

sobre estes sinais, sendo os parémetros modais identificados.

§.4. IDENTIFICACAO ATRAVES DOS MODELOS PROBABILISTICOS ARMA E ARIMA

@

Estes modelos representam o sistema em regime permanente e s0
trabalham com a sua vresposta forgada. Considerando-se mnodelos
probabilisticos como o ARMA e o ARIMA, a forga de excitagd: sera
aleatéria, figura 6.6, sendo os parametros modais identificados

através desta forca e das respostas do sistema.
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_ de
através do

ERTMA utilizam as téonicas

super-dimensionamente, pseudo-inversa

Ambos o8 algoritmos, ARMA &

e de verificagio
resto, apresentadas na secgfo 5.5,

£.4.1 IDENTIFICACAO ATRAVES DO MODELO ESTACIONARIOC ARMA
¢ algoritmo ARMA, seglo 5.4.2, utiliza as

6.9
através da eguagdo (5.45).

respostas apresentadas

nas figuras 6.8 e e calcula inicialmente o8 parimetros ARMA

A ordem super-~dimensionada foi considerada n =8, sendo o nimero de
Hp {5.45) "93 linhas®
amortecimentos e ligual a para

32 parametros ARMA,
{(5.50),
matriz "H" de dimensdo {(122x32) para pequenos amortecimentos e (40x32}

en igual a
1‘58

EFm ambos o casos calcularam~se

linhag extras da matriz para

pegquencs linhag" grandes

amortecinentos.
aplicada a

através da técnica da pseudo-inversa, equagdo

para grandes amortecimentos.

Em anbos os casos os autovalores foranm obtidos através da
equagdo (5.14), onde utilizou-se as raizes do polindmio do denominador
da equacic (5.39) com n=w=16.0s ccoeficientes do polindmio s@o os "ie"
pardmetros  MARY™ & obtidos. Considerando uma  nhova ordem
super-dimensionada A =6 e utilizando a técnica de verificagdo
através do resto, eguagio (5.52), identificou~se vs polos verdadeiros

como indicado na

do sistema para pequenos e grandes amortecimentos,

tabela abaixo:

L

prguenos amsrtecimentos \grand&s amortecimentos

restos [E:r} sutovslores restos {Br] autovalores
2,3769 ~1,008%-3 4,0637 3,6376 ~0,2205-3 1,5796

50,0001 ~-0,0197~j 6,6525 ¢ lo modo—> 0,0195 -0,6957~] 66,6220 «

56,0001 ~-0,0495-110,5289 ¢ 20 modo—3 0,0473 ~2,4212-7 92,9477 «
0,8325 ~-1,1198-313,1225 06,2534 =-1,5434-311,5950

50,0012 ~0,1302~716,2765 ¢ 30 modo—> 0, 0654 =-3,3115-315,20292 «
6,8050 ~0,8792-320,2324 1,5768 ~0,3598-321,8977
0,9647 ~0,4497-323,9733 2,3532 -~0,2881~-324,7982

Tab. 6.6 Autovalores identificados (verdadeiros e computacionais).

{Algoritmo ARMA)
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Comparando-se o8 autovalores da tabela 6.6 com o8 da tabela 6.2,
ten~ged
peguencs amortecimentos grandes amortecimentos
g.¥.8imu., a.v.ident. errof{%; g.v.simu. B.v.ident, errofX}
p.resl . p.real p.real p.realt. . p.real p.real
~{3,01943 -0, 01968 D,27917 ~0,70256 -0,69569 ~0,97840
~0,04962 ~3,04955 ~0,01486 -2,56339 ~2,42122 ~5,54623
-3, 13075 -3,13022 ~0,40652 ~3,7340% -3,31155 =~11,31155
p.imeg. p.imag. p.imag. p.imag. p.imag. p.imag.
- &,65328 ~6,6524% ~0,01239 -~ 6,63018 ~-6,62203 -0,12286
~10,53004 ~10,52889 -0,01086 ~10,21553 =~ 9,94771 -2Z,62169
-16,27366 ~16,27653 0,01763 -15,80162 ~15,20281 -3,78893
Tah., 6.7 Comparacdo entre os autovalores simulados e identificados

{algoritmo ARMA)

da tabela 6.7
amortecimento

ptilizando-se a egquagdo {3.38) e os autovalores

identificam-se as fregiiénclas naturais e os fatores de

dos modos. Na tabela abaixo comparam—-se estes parémetreos com os
parimetros simulados, tabela 6.3.
peqguenos amortecimentos
freg.s5imu. freg.ident. erro{i) far.simu., fat,.ident. errof{X}
ts —3 1,058%81 1,05878 ~0,01239 0,002950¢ 0,002959 0,28160
2¢ - 1,67583 1,67574 -0,01086 0,004712 0©,004706 -0,13782
3s — 2,59012 2,59057 0,01761 0,008034 0,008000 ~0,42405
grandes gamortecimentos
freg.simu. freq.ident, errof{%) fet.simu. far.ident. errolX}
1s —> 1,06113 - 1,05973 -0,13232 0,10537 0,10448 ~0,84720
26 -+ 1,67626 1,62945 -2,79247 0,24339 0,23649 -2,83286
3o —> 2,58417 2,47638 -4,17216 0,22997 0,21283 -7,45362
Tab., 6.8 Comparagao entre as fregiiéncias =3 os fatores de

amortecimento simulados e identificados (algoritmo ARMA).

0s residuos, analogamente ao algoritmo da resposta impulsiva, s&o
técnica da pseudo-inversa, eguagio (5.50)
substituida pela matriz
come para

calculados através da
Neste caso a matriz da forga impulsiva &
da forga aleatéria (figura 6.6), que tanto para pedquenos

grandeg amortecimentos, tem dimensdc (80x80).
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Além da forca aleatdria, o c¢&loule dos residuos

necessita das

ralzes correspondentes aocs autovalores verdadeiros e os vetores de

r@§§0$ta de dimensfo (80x1), figuras 6.8 e 6.9,

Ha tabela abaixo

comparam~se os residuos identificados com os simulados, tabela 6.3.

pEguens

r.5 iR,
p.real

~3,0894X10_
4,6519%10_
~1,5625%10

p.imag.

5,1141%10_
~4,6292%10_
§,0453%10

-3

6
6
&

4
4
5

gmortecimentos

r.ident.

p.real

~2,7829%10
4,6164x10
~1,8332%10

p.imag.

5,1142x10
~4,6289x10
9,0509x10

-6
~G
-6

4
4
-5

errof{X)
p.reeatl

~9,9176
~0,7618 -
17,3257

p.imag.

0,0045
~0,0063 -
0,0626

grandes amortecimentoes

r.simu.
p-restl

1,5124x%10_
2,8946x10_
1,3822x10

4
4
4

p.imag.

5,5442x10_
5,1539%10_
9,2996x10

4
4
5

r.ident. errol{¥)
p.reatl p.regal
1,5648x10_5 13,4622
*3,3626210“4 16,1716
1,78958%10 29,4744
p.imag. p.imag
5,4123xia:2 -2,3689
~4,3789%10__ -15,0361
5,1875%10 ~44 2188

Tab. 6.9 Comparacdo entre os resfiduos simulados e identificados
{algoritmo ARMA)

pesconsiderando o naGmerc de linhas extras,

eouagdo {5.45), apresenta-se quadrada de dimensdo
sendo a ordem auto-regressiva e média mbvel

iguais,

a matriz "H" na

caso o "resto" utilizado pela técnica de verificagéao,

{(4ns¥éns), nNs=8,
Ne=¥p=16. Heste

secdo 5.5.3,

apresenta-se em geral grande, ndo identificando precisamente os wmodos

verdadeiros. Deve-se, entfo, utilizar as linhag extras, para melhorar

a identificacgio através dos restos. Quanto maior ¢ nimero de linhas

.menor 0 resto e melhor a

pequenos amortecimentos

shserva-se gue

identificacio.

na

tabela

os restos obtidos

apregentam-se maiores,

utilizadas. Neste caso,

necessirio porgue um niimerco maior de

6.6, Ne

para grandas

Isto pode ser

sta ta

visto para
bela tanbén

amortecimentos

devido ao menor nimero de linhas extras

apesar de prejudicar o resto, isto foi

linhas da

imprecisa a identificagdo dos amortecimentos.

Sendo A
diferencia-se

resposta

matriz

do sistema um processo nao

inicialmente esta resposta, utilizando-se

algoritmo ARMA. Isto serd visto na segao seguinte.
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£.4.2 IDERTIFICACAC ATRAVES DO MODELO NAO ESTACIONARIO ARIMA

a. Resposta nido estacionfiria de primeira ordem

Heste caso o algoritmo ARIMA, seqdo 5.4.3, utiliza
apresentadas nas 6.16 e &.17 e «calcula
parimetros ARMA através da equagldo (5.48).A matriz "H",

as respostas
figuras inicialmente os

no lugar da

resposta do sistema, inclui esta resposta diferenciada uma vez. Nas
figuras 6.20 e 6.21 apresentam-se as superposi¢les destas respostas
diferenciadas com as respostas originais do sistema, figuras 6.8 ¢
6.9, para peguencs e grandes amrtecimentos.
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Fig. 6.21 Resposta original{-—-} e resposta difgregciada (===}
{grandes amortecimentos-uma diferenciagdo)
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Para pequenos e grandes awortecimentos  considerou-se
respectivamente, a ordem super-dimensionada n =8 e n =14, sendo o0
nimerc de linhas extras da matriz "HY em (5.48) igual a *80 linhas®
¢ %20 linhas®™. Calculou-se, entio, para um e outro caso, 32 e 656

pardmetros ARMA, através da técnica da pseudo-inversa, equagdo (5.50),
aplicada & matriz "H" de dimensdes (122x32) e (76x56).

Em ambos os casos os autovalores foram obtidos através da equagdo

{5.14), onde utilizou-~se as raizes do polindmio do denominador da
eguacdo (5.39) com n=ue=16 e n=ie=28. Os coeficientes do polindmio séo
ps 16 ou 28 parametros YAR"™ j& cobtidos. Considerando uma nova orden
super-dimensionada, (nsxé para peguenos amcortecimentos,

r%mlz para

grandes amortecimentos}, e utilizando-se da técnica de verificagéo
através do resto, eguacio (5.52}), identificou-se os polos verdadeiros,

conforne indicado na tabela abaixo:

peyguenss amortecimentos grandes amortecimentas

regtos {ar] sutovalores restos {8r} autovalores

4,8023 ~0,4439-3 3,1891
+ 60,0006 ~0,0199-3 6,6528 ¢ 1c medo—s 0,0270 -0,6803-j 6,6276 «
» 06,0001 =0,0497-310,5288 ¢ 20 modo— 0,1061 ~-2,6390-310,0894 «
1,678 ~2,3054-315,1585 30 modo-» 0,0968 ~4,1348-715,8342 ¢
+ 0,0030 =-0,1333-316,2788 ¢ 30 modo  2,3344 ~6,4185-716,7738
0,9740 -0,2404-322,2346 1,2190 ~0,4515~322,0943
1,2964 -0,5511-324,3793

Tab., 6.10 Autovalores identificados (verdadeiros e computacionais).
{Algoritmo ARIMA-uma diferenciagdo) .

Comparando~se estes autovalores identificados com Qs
6.2

tabela

; tem-se:
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poaguenss amortecimentos grendes amortecimentos

g.v.5i1mu. s.¥.ident, erro{%) B.v.eimu, a.y.ident, erroi{¥%)

p.real p.real p.reai p.resl p.real p.real
~0,01963 ~0,01987 1,24600 ~-3,70256 ~0,68030 ~3,16761
-3, 04862 -, 04967 ¢,08800 -2,56339 ~-2,63902 2,%5015
-0,13075 ~0,13333 1,97225 -3,73405 ~4,13476 ~-10,73129
p.imag. p.imag. p.imag. p.imag. p.imag. p.imag.,
- §,6H328 -6, 682HR2 -0,00686 - 6,63018 -G,62762 ~-0,03862
«30,53004 -10,52877 -0,011908 -10,215583 ~10,08941 ~1,23459
-=16,27366 ~16, 27880 3,03156 ~15,80162 -15,83420 0,20616

Tab, 6.11 Comparagdo entre os autovalores simulados e identificados
(Algoritmo ARIMA~uma diferenciacdo)

Utilizando-se a equagdo (3.38) e os autovalores da tabela 6,11

identificam-se as fregiiéncias naturais e os fatores de amortecimento

dos modes. Na tabela abaixo comparam~se estes parémetros com o8

pardmetros simulados, tabela 6.3.

peguencs amortecimentos

ftreg.simu, freg.ident. erroci¥%) fat.simu. fat.ldent. erro{X)
1e - 1,05891 1,05883  -0,00685 0,002950 ©,002987 1,25293
2o —» 1,67593 1,67573  ~0,01198 0,004712 0,004717  0,09999
is —» 2,59012 2,55004 0,03169 0,008034 0,008190 1,93995

grandes amortecimentos

at.ident. errof(X)}

fregq.simu. freq.ident. erra{%) fat.simu.
e —» 1,063113 1,06036 -3,07282 0,10537 0,10211 ~3,00704
e — 1,67626 1,585980 -0,98177 G,24339 G,25308 3,97091
2,6045% -~0,79038 0,22997 0,25266 9,86299

3o -~ 2,58417

Tab. 6.12 Comparacgdo entre  as fregiidncias e os fatores de
amortecinento simulados e identificados.

{Algoritmoc ARIMA-uma diferenciacgio)

Da mesma forma gue no algoritmo ARMA, os residuos s&c calculados

através da técnica da pseudo-inversa, equagdo (5.50), sendo a matriz
Ga forga aleatdria composta pelo ruideo da figura 6.6. Esta matriz tem
dimens8o (80x80), para pequenos e grandes amortecimentos. Para o
calculo dos residuos necessita-se ainda das raizes correspondentes aos

autovalores verdadeiros e os vetores de resposta diferenciados de

dimensdo (80x1), figuras 6.20 e 6,21. Na tabela abalixo comparam-se oS

132



residuos identificades con os simulados da tabela &.3.

peguenos smosrtecimentos grandes amert;cimantos
reoaimu. r.ident, errof%} r.simu,. r.ident. erro{X)}
p.resl p.real p.reat p.reat poreal p.real
w&,ﬁaﬁéxlﬁ:g 3,6&30x10:§ 'wl,?):mg 1,5124;;10:: a 3,60%1){10:2' 98,70
é,ﬁﬁl?xiﬁwﬁ *4,3750X10”5 »9,5x103~2,8946x10_4 -6,6512x10“5 ~-77,40
=1, 562810 8,48530%x10 ~5,5x107 1,3822x10 -8,3006%10 ~167,298
p.imag. p.imayg. p.imag. p.imag. p.imag. p.imag
5,1141x10_, -1,4616x10_ 128,57 5,5442x10_; ~2,7626x107% -149,83
w%;62§2x10_5 3,0573x10w4 -166,26 ~5,1539x10 5 5,8208x10 4 ~214,88

9,0453x%10 -31,1823x10 -230,70 9,2996x10 ~2,5964%x10 -379,98

Tab. 6.13 Comparagioc entre os residuos simulados e identificados
(Algoritmo ARIMA-uma diferenciacio)

Para as fregiiéncias e fatores de amortecimento, os resultados
acima apresentam~se muito precisos, mas os residucs nio foram
identificados, como pode-se ver na tabela 6.13. Isto significa gque o
processo de diferenciagdc da resposta, que retira a sua tendéncia,
prejudicou esta identificagdo. Testes demonstraram gue o aumento do
nmeros de linhas extras da matriz "H" da equagdo (5.48) e o
aumento da ordem da matriz da forga aleatdria, melhoram a
identificacdo dos residuos. Assim, sugere-se o aumento do ninero
de pontos da forga aleatdria e da resposta do sistema e a diminuig3o
do intervalo de amostragem no tempo (o processo de diferenciagdo
trabalha come este intervalo), com o cbjetivo de identifica-los.

e,
b. Resposta ndo estaciondria de segunda ordem

.Heste caseo o algoritmo ARIMA, secfo 5.4.3, utiliza as respostas
agresentadag nas figuras 6.18 e 6.19 e calcula inicialmente os
pardmetros ARMA através da equagdo (5.48). Analogamente ao caso Ya"
apresentado, a matriz "H" inclul a resposta diferenciada do sistenma,
s5& gue neste caso , diferenciada duas vezes. Abaixo apresentanm-se as
superposigdes destas respostas diferencladas conm as respostas
originais do sistema, figuras 6.8 e 6.9. Em relagdo a0 caso "a", as
respostas apresentam~se mals deslocadas para a esguerda. Tanto neste
case, como no caso anterior, a resposta diferenciada ndo foi dividida
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pelo intervalo de amostragenm.
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Fig., 6.22 Resposta original( } e resposta diferenciada{~--)
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Fig. 6.23 Resposta original{-——) e resposta diferenciada {~--)

{grandes amortecimentos~duas diferenciagdes)

Para peguenos e grandes amortecimentos considerou-se ¢
regpectivamente, a ordem super-dimensionada ns=10 e nsmlz, gsendo o©
nitmero de linhas extras da matriz "H" em (5.48) igual a 70 linhas"
e %40 linhas". Calculou-~se, entdo, para um e outro caso, 40 e 48
parédmetros ARMA, através da técnica da pseudo-inversa, eguagdo (5.50}),
aplicada & matriz "HY de dimensdes (110x40) e (88x48).

Em anbos o5 cazos os autovalores foram obtidos através da equagao
(5.14}, onde utilizou-se as raizes do polindmio do denominador da
equacio (5.39) com n=ke=20 e ne=we=24. Da mesma forma que no caso "a" ’

os coeficientes do polindémio s3oc os 20 ou 24 parametros "AR" ja
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obtidos. Considerando uma nova ordem super-dimensionada, (n =8 para
- .

pequencs  amortecimentos, amortecinentos), e

r%wlo para grandes

utilizando-se da té&cnica de verificagdo através do resto, equagdo

(.52}, identificou~se os polos verdadeiros, como indicado na tabela

abaixo:
peqguencs amsrtecimentos grandes amortecimentos
FEstos [Er] sutovalores restos [Er] sutovalores
3,6884 -0,1331-3 2,6561
2,8035 *G,?IOS-j 33,9264 0,4872 *0,6722-j 66,1941
«;0,§952 *0,0192“j 6,6527 ¢+ 1o mﬁaméqigﬁip *0,6445-j 6,661 +
¥ %£Gﬁ13 “0,9500*j16,5294 & 20 wodo-——p QLEZEQ‘ “2,1113*j10,6394 &
1,2706 -0,73974~7312,2104 00,3987 -0,3013-311,6976
60,5229 ~8,8387-312,6033 3o medo~—3 0,1518 ~1,9853-413,7287 «
3 $,3100 “O,Bﬁﬁﬁ*jlﬁ,EZBl - 30 modo 0,8425 “0,?829“j16,1580
33,1513 “0,3317-ﬁ18,1014 0,7409 “0,4330“j18,2202
4,8821 -0,0102+j24,9005 1,4196 —0,9592*j21,8154
1,9264 —1,5207-j22,3284
3,8392 -0,6351—j25,3109

Tab. 6.14 Autovalores identificados (verdadeiros e computacionais).
{Algoritmo ARIMA-duas diferenciacdes)

comparando-se os autovalores identificados (verdadeiros),com o8

simulados, tabela 6.2 ,tem-se:

pequencs amortecimentos grandes amortecimentos
a.¥.5imu, a.v.ident. erro{%} a.v.simu. a.v.ident, errol(X}
p.real p.reat p.resal p.reat p;real p-reali

~,01963 ~0,01918 -2,27914 -0,70256 ~0,64447 ~8,26797
-0, 04962 -0,05003 0,82799 ~2,56339 -2,11129 -17,63655
~3,13075 -0!09603 «26,55293 -3,73405 ~1,98530 ~46,83245
p.imag. p;imas. p.imag. p.imag. p.imag. p.imsg.

- §,65328 -6,65273 -0,00814 - 6,63018 -6,66187 0,47790
-10,.53004 -10,52936 -G,00638 «10,215883 ~-10,63936 4,14889
-16,27366 ~16,22306 «0,31096 -15,80162 -13,72874 -13,11817

Tab. 6.15 Comparagdo entre os autovalores simulados e identificados
(Algoritmo ARIMA-duas diferenciacgdes)
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Utilizando-se a equagio (3.38) ¢ os autovalores da tabela 6.14
identificam-se as fregliéncias naturais e os fatores de amortecimento
dos modos. Ha tabela abaixo comparam-se estes parémetros com osg
parimetros simulados, tabela 6.3.

pequencs asmortecimentos

freg.simu. freg.ident. erve(%) fat.simu, fat.ident. erroc(%)

¢ ~» 1,05891 1,05882 ~0,00816 0,002956 0,002883 -2,27116
e —+ 1,67593 1,67%82 ~0,00836 0,004712 0,004751 G,83441
s - 4,59012 2,58203 G,31243 0,0Q8034 0,005919 ~-26,32274

grandes amortecimentos

freq.simu. freq.ident. 2rro(X) fat.simu., sat.ident. erro{%}

ts -+ 1,06113 1,06522 Q,38497 0,10537 0,08629 ~8,61976
s - 1,67626 1,72633 2,98689 0,24339 0,19465 -20,02530
3¢ ¥ 2,08417 2,2077% ~14,56737 0,22987 0,14312 =37,76668

Tab. 6.16 Comparagao entre as freqgliéncias e os fatores de
amortecimentoe simulados e identificados.
{Algoritme ARIMA-duas diferenciagbes)

Analogamente ao caso Ya" e ao algoritmo ARMA, os residuos sdo
caloulados através da técnica da pseudo-inversa, equagldo (5.50), sendo
a matriz da forga aleatdria composta pelo ruido da figura 6.6. Esta
matriz tem também a mesma dimens3o (80x80), para pequenos e dgrandes
amortecimentos. Para o cédlculo dos residuos necessita-se ainda das
raizes correspondentes aog autovalores vexdadeiros e o8 vetores de
resposta diferenciados (neste caso duas vezes) de dimensdc (80x1),
figuras 6.22 e §.23. Na tabela abaixo compgram—se os residuos

identificados com os simulados da tabela 6.3.
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pequencs smoersecimentos grandes amortecimentos
r.simu., r.ident. errof{%) r.afmu. E.{dunt, grro{i%}
p.real p.resti p.real p.resl p.real p.real
~3,0894%1075 -2,0646x107, 6,6x10° 1,5124x10]4 -2,5465%10_; -268,37
4,6519}{10“6 5,8223}\{10”4 1,3)(104**2,8946}(10”4 5,2457}{10“4 ~281,23
~1,5625x10 -2,4286%10 1,5x10° 1,3822x10 2,0039%10 414,98
p.imag. p.inag. p.imag. p.imag. p.imag. p.imag
5,1141x10 % ~2,0087x107, ~141,04 5,5442x107% ~9,9850x107; -118,01
«»é,6292x10“5 2,0351}{10_5 -~143,96 ”5,1539210_5 *1,4091210_5 72,66
9,0453x%x10 8,6192x10 ~8,62 9,2996x10 4,8250x10 -48,12

Tab. 6.17 Comparagfo entre os residuos simulados e identificados
(Algoritmo ARIMA-duas diferenciagtes)

para a Area de séries temporais o modelo ARIMA, pressupde gue o
mecanismo gerador da série (o sistema}, produz a n3o estacionariedade
da série. Assim, ao serem determinados os parimetros do sistena
através do algoritmo ARMA & necessario um processo de integragdo,
para a determinagdo dos parametros do sistema que gerou

esta nio estacionariedade.

Este ndo foi o caso considerado agui, onde a nio estacionariedade
apresentou-se como uma perturbagio da saida estacioniria do sistema,
ver segdo 6.3.7. Devido a isso o objetive deste algoritmo, foi
diferenciar inicialmente a resposta, identificando o sistema através,
agora, do algoritmoc ARMA. para as freqgiiéncias naturais e os fatores
de aﬁbrtecimento, os resultados {com exce¢do de grandes amortecimentos
e ndo estacionariedade de segunda ordem), apresentaran-se bastarnte
pxeaisos, ver tabelas 6.12 e 6.16, sendo acompanhados nesta preciséo
pelos autovalores, tabelas 6.11 e 8.15.

os residuos, ao contriario do algoritmo ARMA (segao 6.4.1),
praticamente ndo foram identificados, ver tabelas 6.13 e 6,17. (omo jé
fol citado, existem algumas alternativas possiveis para welhorar esta
sdentificacdo, aumentando o nlmexro de linhas extras da watriz "H",
sumentando a ordem da matriz da forga aleatdria ou ainda diminuindo o

intervalo de amostragem de discretizacioc no tempo.
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Nesta segdo apresentou~se os resultados obtidos por wmodeloes
probabilisticos (secgfo 5.4 cap.V). A seguir ser3c  apresentados o8
resultados obtlidos pelo modelo modal do sistema (segdo 5.3 cap.V).

6.5 IDENTIFICACAD ATRAVES DO MODELG HMODAL

Heste caso, utiliza-se a resposta livre “qm{k)“, figura 6.2,
oy a resposta geral quando a excitagdo & uma forga aleatbria 'k%(k}“,
figura 6.11. Em anmbos os casos serfo identificados as fregiléncias
naturais, o8 fatores de amortecimento e constantes gue incluen
elementos da matriz modal e as condigdes iniciais do sistema. Isto
serd visto na segdo 6.5.1 a seguir.

Além disso, considerando-se o sistema inicialmente em repouso,
pode~se utilizar a resposta forgada por uma forga impulsiva, “qﬁ(k)”,
figura 6.14 e a resposta forgada gquando a excitagdo €& uwma forga
aleatéria, figura 6.8. Em ambos o0s casos serdo identificados
as freguéncias naturals, os fatores de amortecimento e os residuos do
sistena. Isto serd visto na seglo 6.5.2 a seguir.Para todes os méteodos
utilizados, considera-se gue o sistema tenha peguenos amortecimentos.

§.5,1 IDENTIFICACAC ATRAVES DA RESPOSTA LIVRE

Neste caso, para a identificagdo, sendo o sinal a resposta livre,
trabalha-se com o modelo de exponencials complexas de Prony, equagdo
{5.8). Sendo o sinal a resposta geral, acopla-se a fungido Randomdec

ao modelo de Prony, equacgdo {(5.22). .
6.5.1.1 IDERTIFICACAO UTILIZANDO UM MODELC DE EXPONENCIAIS COMFPLEXAS

Para ¢ sistema utilizado, o modelo de exponenciais complexas &

dado por:s
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3
o k * * ¥
qiﬁ(k) “Z( Ay Yr + B3 Yr ] (6.7)

r=1

Considerando o nGmero de pontos do sinal K=4n=12, onde n=3
tem-se para a resposta livre da massa “mS" do sistema, figura 6.2, o
grafico da figura 6,24:

9,06

1.5
1
0.5
(F e v e em N e e v o e g im0 e
0.5
-1
-1.5

0 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5 KAL

Fig. 6.24 Resposta livre da massa “ms" ne tempo (K=12)

o célculo dos pardmetros & feito através do algoritmo da série
de Prony, seg¢ldo 5.3.1.1~b. Neste caso sdo suficientes um ninero
exato de modos ndo sendo necessiria a técnica de super-dimensionamento
dc modelo e de verificagdc através do resto, segdo 5.5, igmbém
ndo sio necessfrias linhas extras para a matriz da equagao (5}12},
podendo~se desconsiderar a técnica da pseudo inversa.

As seis incdgnitas [2n(a’s}, n=3] sdo obtidas através da | solugdo
de um sistema exato de seis equagdes lineares equacdo (5.12). Através
destes alfas obtém-se as raizes cemplex9~conjugadas Yr & Y: do
polindmio (5.10)}, encontrando~se respectivamente através das eguagdes
{(5.13} e (5.14) as constantes al_?‘m'nr((}}:ﬁi_3 e o©os autovalores Ar
r=1,2,3. Para o caso dos autovalores utiliza-se também ¢ intervalo
HAt=(,1172 seq” dade na tabela 6.4. Na tabela abaixo comparam-se, para-
peguenos amortecimentos, estes par@metros com as constantes sipuladas
da tabela 6.5 e os autovalores simulados da tabela 6.2,
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sutevalores lr conztantes nr{°)¢r3
simulado identificado errai{il sinmutadoe identificado erro{X)
p.real p.real p-real p.real p.real p.reatl
-0,01963  ~0,01963 3,0x10:§g 0,55693 0,55693 1,5x10 12
-0,04962  -0,04962  -3,6x10_yc  0,06219  0,06219 -6, 1x10 22
-6,13675  ~0,13075 -1,5x10 -0,11912 =-0,11912  2z,5x10 12
p.inag. p.imag. p-imag. p.imeg. p.imag. p.imag.,
~ 6,65328  -6,65328 -2,?x10:i§ 0,00097  0,00097  5,8x10 10
-10,53004 -10,53004 ~7,3x10_)5  0,00096  0,00096  7,6x10 7
-16,27366 -16,27366  ~1,3x10 -0,00112 ~0,00112  ~4,2%10

Tab. 6.18 Comparagdo entre os autovalores e as constantes simulados
e identificados (Algoritmo de Prony-Resposta Livre)

Yrilizando~se a equagdo (3.38) e os autovalores da tabela 6.18
identificam-se as fregliéncias naturais e os fatores de amortecimento
dos modos. Na tabela abaixo comparam-se estes parimetros como os

simaladog da tabela 6.3,

frequBncia amortecimento
gimulads identificads erro{%X) simulado identificado grro{%}
1o -» 1,05891  1,05891 —4,2x10:i§ 0,002950 0,002950 3,0x10:i§
2¢ - 1,B87583 1,67593 '~7,4x10_13 0,004712 0,004712 -3f7x10_11
e ~» £,592012 2,59012 -1,4%x10 0,008034 0,008034 ~-1,5%10

Tab, 6,19 Comparagac entre as fregliéncias @ e os fatores de
amortecimento simulados e identificados.
(Algoritmo de Prony-Resposta Livre)

As tabelas 6.18 e 6.19 mostram gue © erro percentual para
todos os parametros identificados ficou em “torno da precisdo do
cemputador, sendo na prética idénticos aos parametros simulados.

6.5.1.2 IDENTIFICACAO UTILIZANDC A FUNGCAO RANDOMDEC

para a utilizagio da fungdo Randomdec sdc necessérios um nlmero
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maior de pontos, por este motivo, no lugar da resposta geral, figura
6.11, considera-se a resposta abaixo: |

a, (k)

kAt

Fig. 6.25 Resposta geral da massa "m " no tempo (K=1024)
{forca aleatéria -~ pequenoi amortecimentos}

Para gue ¢ sinal tenha a mesma fregliéneia méxima, manteve-se o
maesne intervalo de mostragem at=0;11?2 seqg., sendo o midximo wvalor do
zinal no tempo T=KxAt=120 seg, e o Iintervaloe na fregiiéncia,
Af=17T=0,0083 Hz. '

A funcdo Randomdec € obt ida através de médias feitas sobre
diversos trechos retirados da resposta da figura 6.25. Fixando-se a
amplitude inicial de retirada destes trechos em A=0,4 e considerando
o nimero de trechos (com o nimero de pontos M=128) igual a 5=25,
tem-se para a fungdo Randomdec, equagdo (5.17), a expressioc abaixo:

e

1 25
aqy(m) = —— Y laj(m)-0,4] (6.8)

=1  p=1,2,...,M=128

4 seguir sdo apresentados os primeiros trés trechos obtidos da
figura 6.25.
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la (m) -0, 41]
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Pig. 6.26 08 primeiros trés trechos da resposta qg{k},(A=0,4 e M=128).

sendo a fung&o Randomdecd, egquagido (6.8), dada por:

- dg, (m}
~ 02

0 I S S N "”'”"""""' """""""""""""""""""""""""""""""
ool ' "

0.4
-0.6

-0'8 it : . . ! £ { 3
0 3 6 9 12 15

"Fig. 6.27 A fung8o Randomdec (A=0,4 ; M=128 ; 8=25)
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A4 funglo da figura 6.27 foli obtida com o mesmo intervale de
amostragem, 4t=0,1172 seg, tendo a mesma fregliéncia mé&xima dos sinais
anteriores, Como foram considerados M=128 pontos, o seu méximo valor no
tempoe & T=MxhAt=15 seq. e o intervalo de freqiiéncia & Af=1/T7=0,0667Hz.
Estes pardmetros de procesgamento s8o os mesmos utilizados pela
regposta do modelo modal, tabela 6.4.

A fungido Randomdec pode ser compreendida como a resposta livee do
sistema, equagdo {5.22), onde desconsidsrando-se a subtracic de "a¥®,
08 termnos {‘a”:-l} transforman-se em g”: . Assim, 0o smeu valor estimado

pela série de exponencials, pode ser dado pela eguacgio {6§.7):

* *m
dqa(m} = qhsfm) %Z[ a . YT + a_, Yr ] {6.9)

m=l,2,...M~1=127

m m__ ArmAt
onde arz nr{O)cﬁrs ; &'rg ¥ =e

& =K.
3 .

-,

Para o célculo dos par@metros considerou-se a jungdo do algoritmo
de Prony (segio 5.3.1.1-b), do algoritmo da fungdo Randomdec (segao
5,3.1.2~a) e das técnicas de processamentoc do sinal (se¢do 5.5).
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A ordem super-dimensionada fol considerada n =10, sendo o ﬁﬁmera
de linhas extras da matriz da resposta livre, eguagdo {5.12), igual a
"60 linhas".0s [2n{a’s), n=3] foram obtidos através da técnica da
pseudo~inversa, equagdo (5.50), aplicada a esta matriz que neste
caso tem dimensdo {80x20}.

0s autovalores foram obtidos através da equagdo (5.14), onde
utilizou-se as raizes do polinémio da eguagfo (5.10) conm [n=n_=10].
Considerando uma nova ordem super-dimensionada h;wa e utilizando a
técnica de verificagdo através do resto, equagio (5.52),
identificou-se o8 polos verdadeiros do sistema , como indicado na

tabela abaixo:

restos [Sr] autovalores
0,1960 -0,6891~3 5,4501
1¢ modo -~ 0,0001 ~0,0189~7 6,6561 ¢ 10 mods
0,.0870 ~0,3948~7 9,4989
20 modo -—3 00,0047 ~0,0519-710,5383 +— 2o modeo
10,0374 -0,0605~-313,4705
09,4045 -2,8188-715,6815
30 mode -3 00,0048 ~0,1336~716,2858 «— 30 modo
90,4951 _ ~0,1458~719,8479
22,0377 -1,4084~322,4987

“Tah. 6,20 Autovalores identificados (verdadeiros e computacionais).
{Fung8o Randondec mais o algoritmo de Prony)}

Através das raizes verdadeiras e utilizando a técnica da
pseudo~inversa, egquagdo (5.50), na equagdo (5.14) onde a matriz das
raizes tem dimensdo (100x6) &€ o vetor de resposta tem dimens&o
{100x1), calculou~se as constantes [ar3=nr{0)¢ﬁ]. Na tabela abaixo

comparam-se as constantes e os autovalores identificados com os
simulados, dados respectivamente pelas tabelas 6.5 e 6.2.
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¢ L A
sytevetores . constantes ﬂr(63¢r3
sinpulade fdentificado erro(%) simulade ldentificado errols)
p.real p.real p.real p.reatl p.real p.reét
-3, 01963 ~0,01887 ~3,85803 0,55693 0,20861 “60,2430
~3,04962 ~0,05192 4,64210 0,06219 «0,00177 ~102,841
~03,13075 ~0,13360 2,18309 -,11912 ~0,00188 ~58,4198
p.imag. p.imag, p.imag. p-imag. p.imag. p.imag,
- £,65328 -6, 656098 G,04236 0,00087 0,01883 ~2043,56
-10,53004 -~10,5%3830 0,07849 0,00098 0,00153 58,7264
~16,27366 -16,28572 g,07457 -(,00112 0,00217 ~294,387

Tab. 6.21 Compar:¢io entre os autovalores e as constantes simulados
e identificados (Fungio Randomdec mais o Algoritmo de Prony)

gtilizando-se a eguagio (3.38) e os autovalores da tabela 6.21
jdentificam-se as freglidncias naturais e os fatores de amortecimento
dos modos. Na tabela abaixe comparam~se estes parametros como oS8
simulados da tabela 6.3.

frequéneia amartecimento
simulada identificads arraf{%) simublado identificado errci(i}
18 -+ 1,05891 1,05836 0,04233 0,002950 0,002835 ~3,89870
25 — 1,67593 1,67724 0,07860 0,004712 0,004927  4,55991
3o — 2,59012 2,5920%5 0,07470 0,008034 0,008203 2,10682

Tab. 6.22 Comparagio entre as fregiiéncias e 0s fatores de
' amortecimento simulados e identificados.
{(Funcde Randomdec mais o algoritmo de Prony)

as tabelas 6.20 e 6.21 mostram gque as lidentificagbes dos
autovalores, fatores de amortecimento e fregliéncias naturais foram
bastante precisas. A tabela 6.20 mostra também que praticamente nao
foram identificadas as constaﬁhes [nr(0)¢ﬁ]. Estes dados foram
encontrados considerando-se 25 médias para a fungdo Randomdec. Testes
realizados com médias (em torno de 100) nao demonstraram melhores
resultados, mas & possivel gue melhore com mais médias. Uma outra
possibilidade de melhora seria através do aumento do tamanho no tempo
da funcdo Randomdec, o que permitiria o aumento das linhas da matriz
da rvesposta e da matriz das ralzes, eguacgdes (5.12) e (5.13).
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6.5,2 IDENTIFICACEC ATRAVES DA RESPOSTA FORCADA

Hesta seq¢loc consideram~se dois algoritmos que se baselam no modelo
de exponenciais complexas de Prony. Ambos algoritmos consideram gque o
sistema tenha peguenos amortecimentos,estando inicialmente em repouso.

0 algoritmo da resposta impulsiva wutiliza a resposta livre do
sistema, figura 6.2 para calcular as fregliéncias e os fatores de
amortecimento. A seguir a forga impulsiva, figura 6.12, e a resposta
de sistema & esta forga, figura 6.14, s8o utilizadas para calcular os
residuos.

o algoritmoe da resposta aleatéria utiliza a forga aleatdria,
figura 6.6 e a resposta do sistema & esta forga, figura 6.8 para
calcular através da deconvolugdo a respesta ao impulso unitério deo
sistema., Através desta resposta todos os pardmetros modais séo
calculados inclusive os residuos,

6,5.2.1 IDENTIFICACAO UTILIZANDO UMA FORCA IMPULSIVA

Analogamente ao algoritmo de Prony aplicado ao Randomdec , este
algoritmo inicia calculando os [2n{a,s),n=3] através da técnica da
pseudo~inversa, se¢do 5.5.2, aplicada a matriz da resposta livre
#L% eguac8o (5.23). Como considerou-se a ordenm super-dimeﬁéionadgt
nsuxé, o nfimero de pontos 4a resposta forgada Kg=128 e o nlnere de
pontos gue dura a resposta livre KQ=124, a dimensfo da matriz *L" foi
de {96x28}, tendo o vetor da resposta livre “;" a dimens&é {96x1).

As raizes foram obtidas através do polindmio, equagdo (5.10), com
ﬁvwamléj, sendo obtidos os autovalores através destas ralzes e da
equacio (5.14). Considerando uma nova ordem super-dimensionada h =12
@ utilizando a técnica de verificagio através do resto, se¢deo 5.5.3,
{0 guarto passo do algoritme}, identificou~se os polos verdadeiros do

sistema como indicade na tabela abaixo:

146



restos [Sr] sutovalores
2,8353 -3, 7185~1 0,3173
1,8489 ~0,3918~% 2,6995
40,5330 -0,271%~7 4,6180
1o moda ~—3 O, 0000 ~0,0197-3 6,6533 4 Yo mado
0,8066 ~0,6804~7 88,7294
26 modo —— 00,0001 ~0,0494-310,5308 ¢ 20 modo
G,6823 ~0,5372-712,3346
0,6614 ~-0,5031~314,4654
30 modo —3 0,0002 ~0,1309~316,2734 ¢ 3u modo
0,7642 -3, 4708-118,8241
0,4927 ~-0,2565~320,1391
0,1598 -0,2747~322,2386
0,92182 -0,3063~324,1290

Tab. 6.23 Autovalores identificades {verdadeiros e computaciocnais).
{Algoritmo da resposta impulsiva)

Através das raizes verdadeiras, do vetor da resposta & forga
impulsiva, da técnica da pseudo-inversa (segio 5.5.2), da matriz
da forca impulsiva e da equagido (5.29) identifica-se og residuos.
Nesta equagldo a matriz "B=QY" tem dimensfo (8x6), tendo a matriz da
forga impulsiva "QY dimens8o (8x8), a matriz das raizes dimensdo
{8x6) e o vetor da resposta & forga impulsiva,dimensio  (8x1). A
sequir, para peguenos amortecimentos, comparam-se os autovalores
verdadeiros e os residuos identificados com os autovalores e residuos:

simulados das tabelas 6.2 e 6.3.

sutovalores A : residuyocs T
" r3n

simulads identificado erro{X} sinutado identificado errol{%}

p.real p-resal p.real p.real p.real p-resl
-0,01963  -0,01966  0,13256 -3,0894x10_c-3,1221x10_C 1,05875
~-0,04962 -0,04938 ~(, 49692 4,6519X10_6 4,7348X10_6 1,78229
~G,13075 -0,13089 0,11529 ~1,5625x10 "-1,5564%10 0,38936

p.imag. p.imag. p.imag. p.imag. p.imag. p.imag.
- 6,65328  ~6,65328 0, 00009 5,11403{10:2 5,1139;;10:2 -0,002293
~18,53004 «310,53050 0,00444 *4,6291}{10“5—4,6285310_5 -0,01252
~16,27366 ~-16,27336 -0 ,00187 9,0453x10 7 9,0428%x10 -0,02727

Tab. 6.24 Comparagfo entre os autovalores e os residuos simulados e
identificados {(Algoritmo da Resposta Impulsiva)
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Utilizando-ze a equagdo (3.38) e os autovalores da tabela 6.24
jdentificam-se as freglidncias naturails e os fatores de amortecimento
dos modos. Na tabela abaixo comparan-se estes parémetros  com 0s
simalados da tabela 6.3,

frequ@ncie amortesimento
simuiada identificada errofX) simulado identificedo erra{%)
1o wél,GSSQl 1,06891 0,0000%9 0,002950 0,002954 0,13247
2e -3 1,67593 1,67600 0,00442 0,004712 0,004689 ~0,50132
30 - 2,59012 2,59007 -0,001856 0,008034 0,008044 0,11715

rab., 6.25 Comparagio entre as fregii&ncias e os fatores de
amortecimento simulados e identificados.
(Algoritmo da Resposta Inpulsiva)

as tabelas 6.24 e 6.25 demonstram gue todos os parametros foran
miito bem identificados, estando © menor erro percentual em torno de
wm por cento. Obteve-se 08 resultados através de simulagdo, sendo
estes muito bons, devido a jstoc nio houve a necessidade de gxecugio do
gexto passo do algoritmo (célcule do valor médio do parametros},

secaoc 5.3.2.1.

£.5,2.2 IDENTIFICACRO UTILIZARDO UMA FORCA ALEATORIA ESTACIONARIA

Ei]

Este algoritmo inicla calculando através da deconvolugdo, a
resposta ao impul$c'unitéri¢ do sistema "Em(k)". Matricialmente
a relacgdoc entre © vetor resposta ao impulse "h" a matriz da forga
aleatdria "Q" e o vetor da resposta &4 esta forga wyw & dada pela

equagac {5.35-a}.

Analogamente aos algoritmos anteriores, este algoritmo calcula os
[2n(a’s), n=3] através da técnica da pseudo-inversa, secao 5.5.2,
aplicada agora a matriz da resposta ac impulso wy, equagdo (5.36).
cono considerou-se a ordem gsuper~dimensionada n=14 e O nimerc de
pontos da resposta ac impulso Kg=128, a dimensao da matriz “"H" foli de
{100x%28} , tendo o vetor da resposta ao impulso "ﬁ“ a dimensdo {100x1).
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analogamente ao algoritmo da resposta impuleiva, as raizes sio
obtidas através do polindmio da equacgdos (5,25) com ﬁvw%m14], sendo oS
autovalores obtidos através destas raizes, utilizando a egquagdo
{5.14)}. Considerando uma nova ordem super-dimensionada nauzz‘ e
utilizande a téeonica de verificacgdo através do resto, segfdo 5.5.3, (o
quarto passo do algoritmo), identificou~-se os polos verdadeiros do
sistema como indicado na tabela abaixo:

restos {Sr] sutovalores
3,3046 ~0,3938-7 00,9632
1,9723 ~0,4129~3 2,7399
0,5009 -0,2583~3 4,4809
1o modo >3 0,0000 w0,0196-% 6,6526 ¢~ 1o modo
00,7494 -0,1303-3 B,9096
20 mede -3 0,0001 ~0,0496-310,5288 ¢ 20 modo
0,5822 -0,1563-312,3907
,9737 ~-0,4577-315,0906
30 mode -3 00,0006 -0,1309~316,2721 ¢-— 30 modo
65,3598 ~G,3186-318,5732
0,9000 ~1,2429~-320,1664
00,0719 -0,2321~322,6155
0,5739 ~0,8914-324,2209
0,9904 -0,9573-325,7841

Tab. 6.26 Autovalores identificados (verdadeiros e computacionais).
{Algoritmo da Resposta Aleatdria)

*,

Os residuos foram calculados de forma similar ao algoritmo da
resposta impulsiva através da equagao (5.29). 86 que neste caso a
mgtriz wB=QY" teve dimensdo (64x6) e no lugar da matriz da resposta
impulsiva "Q" utilizou-se a wmatriz jdentidade "I (64x64). A matriz
Aas raizes "Y" teve dimensdo (64x6) e o vetor da resposta & forga
jmpulsiva nen fFoi substituido pelo vetor resposta ao impulso unitario
“g“ de dimensio [{64x1). A sequir, para peguenos
amortecimentos, conparam-se os auvtovalores verdadeiros ¢ os residuos
identificados com os autovalores e residuos simulados das tabelas 6.2

=3 6«39

149



aut t A
utavalores A resfduocs L
simulado identificado errofX} gimulade identificasde erro{X)
p.real p.reatl p.resat p.real p.reatl p.real
-0,01963  =0,01963  -0,00685 -3,0394x1o:2~3,1326xlo:§ 3,01678
-{,049862 ~0,04959 -~ ,06664 4,6519x10_5 4’3341x10“6 -6,83164
-0,13075 -1, 13094 0,14748 ~1,5625x10 "-1,8607x%10 -~19,08377
p.imag. p.imag. p.imag. p.imeg. p.imag. p.fmag.
- 6,65328 ~6,65259 ~0,01033 5,1140x10:: 5,1126Xlﬂ:2 -Q, 02948
“«3140,53004 «10,52880 -G,01172 “4,6291X1&ﬁ5~4,6269x10_5 -0,04908
~16,27366 ~16,27211 -0,006953 9,0453%10 9,0592x10 -0,15387

Tab. 6.27 Comparac¢io entre os autovalores e os residuos simulados e
identificados {Algoritmo da Resposta Aleatdria)

Utilizando~se a eguacdo (3.38) e os autovalores da tabela 6.27
identificam~se as fregliéncias naturais e os fatores de amortecimento
dos modos. Na tabela abaixo comparan—-se estes parametros como os
simulados da tabela 6.3.

frequ@ncia smortecimento
simulade identificada errofk) simulade identificado errof{%}
m % 1,05891 1,05880 -0,01033 C,002980 0,002350 ,00349
2 -+ 1,67593 1,67573 -0,01172 0,004712 0,004710 ~0,05493
30 —% 2,59012 2,59000 -0,00852 0,008034 0,008047 0,15762

Tab. 6.28 Comparac80 entre as fregiliéncias e os fatores de
amortecimente simulados e identificados.
(Algoritmo da Resposta Aleatéria)

Az tabelas 6.25 e 6.26, demonstram que as .identificagées
alcancadas foram boas, ndo havendo necessidade de execugado do sexto
passe do  algoritmo, secéo 5.3.2.2. A seguir os diversos
rasultados obtidos pelos algoritmos que trabalham, tanto com o modelo
modal como com os modelos probabilisticos , serdo comparados e

analisados.
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6.6 COMPARACOES ENTRE 0S RESULTADOS

Abaixeo, & apresentada uma tabela com os parimetros

identificados

pelos diversos métodos no tempo que foram formulados no capitulos V.

Esta

resultados

tabela contém um resumo dos principais
apresentados ao longo deste capitulo.
sinal frequencia Peq“ﬁ’_’“ residuss
wtiti amert ecimentos parte real parte imaginaria
zado {vator lerro % ivalor {erro % valar erro X velor errs %
Hodelo 105890 ---  1lo,00%0] --- -3,1x10:2 ....... Y
Simula-f -« [1,6759] <= 0,007 - | A,TXIOQ_f oooee “,6x30 o] —eceuns
do 2,501 -~--  [0,0080f --- ~1,8x10 | <oenees 9,4%10 7| cmennn-
P - .
wo | ok Resp. 11,0589 ~4x10_:§ 80,6030} -3x10 :; ............................
bE ; Livea (11,6759 —?xTU_iS 0,0047 | -4x10 IS B Rt SRSRAEE BEELEED
Lo 2,5901) -1x10 6,008 -2x40 ] -mremme | emeween | oceeveic oeenaon.
RAK
pEg | ROSP- | 1,059 | ©,04233 10,0028 -3,8987 | ---cvec | meveree foeeeeeen |l
aa |pia Geral | 1,6772] 0,0786010,0049) 4,5599 | ~ve-vem | ceeeven | cnnenas ] oieein
oY 2,59211 0,07470]0,0082] 2,1068 | ----cvn | -mmmene | ocieenen | eainail
ALG IR Liv{1,0589| 0,00009]{0,0030] o,1325 -3,1x10:: 1,05875 | 5,1x10 | {-0,00229
ris | RES | F-1mp 1,67601 0,0044210,00471-0,5013 4,?110,6 1,78229 }-4,6x10 _[-0,01252
pos | PP {R-For|2,5901]-0,00186 10,0080 | 0,1172 | -1,6x10 0,38936 | ¢,0xt0 | -0,02727
™ ae :;::E ¥,0588}-0,01033 | 0,0030] 0,0035 ~3.2x10:2 3,01678 | 5,1x10 > | -0,02048
REST . Ale 1,6757{-0,01172 10,0047 | -0, 0549 4,3x10»6 ~6,83164 | -4,6x10 | -0,04908
ALE| - -12,5900]-0,00952[0,0080] 0,1570 | -1,9%10 ~|-19,0838 | 9,0x10 | -0,15387
A jF.Ale -4
Y B T 1,05881-0,0123910,00301 ©,7918 |-2.8x10 -9, 91759 | 5,1x10 i 6,00454
N E;ta» 1,6757}-0,01086 | 0,0047{ -0,1378 | 4,6x10 _1-0,76177 |-4,6x10 _|-0,00629
(o | & lecion, |2e5908] 0,01761[0,0080(-0,4261 |-1,8x10 17,3257 | 9,1x10 0,056257
F.AL % "
de A le ﬁl: ¥,0588] -0,00685[0,0030 1,2529 3,6}('10‘4 -1,?}(16; -1,5x10 N -128,57%.
2 n‘€st $,6757 -0,01198{0,0067] 0,0999 |-4,4x18 1-9,5x10 3,0x10 | | - 166,261
; 1;rd 2,5909| 0,03169{0,0082] 1,9399 |-1,9x10 |{-5,5x10° |-1,2x10  |-230,704
S A hl; 3 Z
A a'*le 1,0588|-0,00816{0,0029 -2,2712 | -2,1x10 | 6,6x107 [-2,1x10  {-141,039
n'Egt 1,6758-0,006360,00481 0,8344 | 5,8x10 1,3x10 2,0x10 _1-14%,961
2;rd 2,58201 0,312430,0059]-26,323 |-2,4x10 1,5x10 8,6x10 " | -4,71030

utilizado por todos
apresentados na tabela 6.29 envolven sé este tipo de amortecimento.

Tab. 6.29 Comparacdo entre os parimetros obtidos pelos
algoritmos no tempo

Ao longo do capituleo, o sistema com pequenos
Devido a

08 algoritmos.
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A tabela 6.29 divide os algoritmos em funglo do modelo
considerado. Para ¢ modelo modal do  sistema dindmico, os quais

s&o séries geométricas (séries de Prony), considera~se guatro
algoritmos.

¢ primeiro (o algoritmo de Prony) calcula as freqgiidénecias e os
amortecimentos através da vresposta livre do sistema. Como este
algoritmo utiliza a resposta livre, niio pode calcular os residuos.
Como mostra a tabela 6.29, os resultados obtidos estic dentro da
préai&&o do computador, sendo os parémetros simulados, na préatica,
iguais aos identificados.

0 segundo algoritmo (a fungdo Randomdec associada ao algoritmo de
Prony} calcula as fregliéncias e os amortecimentos através da resposta
geral do sistema excitado por um forga aleatédria (ruido branco). Esta
resposta geral é transformada (pela fung8c Randomdec) na resposta
livre e devido a isto este algoritmo ndo calcula os residuos. Os

resultados, neste caso apresentam~se muito bonsg.

¢ terceiro algoritmo (o da resposta impulsiva) utiliza a resposta
iivre para calcular as fregiiéncias e os amortecimentos e a forga
impulsiva e a resposta forgada para calcular os residuos. Todos os
narametros, como mostra a tabela 6.29, foram muito bem identificados.

9 quarto algoritmo (o da resposta aleatdria) wutiliza a forga
aleatbdria (ruido branco) e a resposta forgada para obter a resposta ao
im@ulsa unitério, que por sua vez, & utilizada para calcular todos os
parémetros modais do sistema. Neste caso a pilor identificagio foi a da
parte real do residuo do tereeiro modo {~19,08 %), sendo todas outras

muito boas.

Para os modelos probabilisticos consideram-se dois algoritmos. ©
primeiro algoritmo ({ARMA), utiliza a forga aleatbria (ruido
brance} e a resposta forgada (estaciondria) para calcular todos os
parametros modais. Como mostra a tabela 6.29 as identificagbes neste
case, apresentaran resultados com a nesma ordem de grandeza do
algoritmo da resposta aletdria (observar a parte real dos residuos

ideantificados).
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0 segundo algoritmo (ARIMA), da mesma forma gue o algoritmo ARMA e
o da resposta aleatbdria, wutiliza a forga aleatdria e a reépasta
forgada para calcular todos os parametros modais do sistema. A
diferenga, neste caso, €& gue este algoritmo considera gque a resposta
tenha uma ndo estaclonariedade em relaglo a média gque pode ser de
primeira ou de segunda orden.

Com a excegdo do amortecimento do terceiro modo (guando a ndo
ast&cianariedade foi de segunda ordem, -26,3 % de erro), todos os
amortecimentos restantes e todas as fregiiéncias foram muito benm
identificadas. Em relagdo aos residuocs, a tabela 6.29, mostra que nio
foram identificados. Ao longo do capitulo foram dadas  algumas
sugestdes, como aumentar o nimero de pontos e diminuir o intervalo de
amostragen no tempo, para melhorar estes resultados.

De um maneira geral, todos os algoritmos identificaram com uma
precisfo muito grande tanto as fregiiéncias como os amortecimentos e
em alguns casos os residuos. A seguir um modelo matemdtico de seis
graus de liberdade com fregiiéncias e amortecimentos muito proximos

{iguais), serd apresentado.

6.7 0S8 METODOS DE PRONY NA IDENTIFICACAC DE UM EXEMPLO MATEMATICO DE
SEIS GRAUS DE LIBERDADE

k=3

Nesta secdo congidera-se um sistema hipotético de seis graus de
liberdade, que apresenta os autovalores abaixo :

autoval ores [?tr}

1o mode 3 3.1 = —-0,2500-3 7,0000
20 modp e Ra = ~0,0200~3 7,0000
30 modo ~—— A3= -(, 0200310, 5000
40 modoe wwm—> 7!.6 = =0,1000~314,0000
50 mode we————3 3.5 = ~0,1000~316,0000
60 modo  —emd Kﬁ = -(,2000-316,0000

Tab. 6.30 Autovalores de um sistema hipotético de 6 graus de liberdade
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Considerando~se os parfmetros de processamento dados pela fahela
6.4, este sistema apresenta a resposta livre abaixo:

g, (k)
1.6
1.2
0.8
0.4

T i i j 1

0.4

3 6 9 12 15

kAt
Fig. 6.28 Resposta livre no tempo (sistema de 6 G.L.).

4 segulir esta resposta & vista na freqgiiéncia :

q,(z,)

14
12
10

¥ i ¥ E ¥ i ¥ l 1 i ki ] [

B B O 06

G 0.8 48
Fig. 6.29 Resposta livre na freqgliéncia (sistema de 6.G.L.}.

A figura acima mostra gue os sistema apresenta somente guatro
fregliéncias naturais. Considerande uma forga impulsiva dada pelo
grafico a seguir.
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ek}

i ! ) I ] i i ! |
0.4 0.8 1.2 1.6 2

Fig. 6.30 Forga impulsiva no tempo (sistema de 6 G.L.).

o sistema apresenta comoc resposta a esta forga o gré&fico abaixo:

q,(k) 00018
/
00012 |- |

il |
I

_00012 X ! ‘ ] | 1 ! ;
0 3 6 9 12 i5

\.

¥ig. 6.31 Resposta do sistema de 6 G.L.devido & forga impulsiva

sendo agora, a forga de excitagdo o ruido da figura 6.6 ,

resposta do sistema serad :

QQ{k}

0.09
0.06
6.03

0

-0.03

-0.06

Fig. 6.32 Resposta do sistema de 6 G.L.devido a forga aleatdria
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Utilizando-se a resposta livre anterior com um nGmero de pontos
K=4n=24, calcula-se os pardmetros através do algoritmo da sérié de
Prony, analogamente a segio 6.5.1.1. Tambén neste Caso,
sfin necessdrios somente um nGnero exato de modos, tendo-se agora doze
incégnitas [2n{a’s), n=6], cbtidas pela soluglo de um sistema de doze
equagdes lineares. Considerando-se a resposta livre, a forga impulsiva
e a resposta 4 esta forga e utilizando-se o algoritmo da resposta
impulsiva, analogamente a se¢do 6.5.2.1., onde agora a ordenm
sgperwéimensianada & n=16 e a nova ordem super-dimensionada & igual
f&wié, calocula-se os parémetros do sistema. Considerando esta mesma
ordem e obtendo-se através da deconvolugdo da forga aleatdéria e da
resposta A esta forga, a resposta ao impulsoc unitdric e wutilizando o
algoritmo da resposta aleatdria, analogamente a segio 6.5.2.2,
shtem-se novamente os parénetros modais do sistema de seis
graus de liberdade. Os parénmetros {simulados e identificados)
estdo apresentados na tabela abaixo:

o res{duns
sinal freqizancia amartecinentos
parte razl parte imaginaris
utiii
ada | vatsr jerre % valer lesrro X valer errp % valor eren %
1,188 --- §,0357§ --- -0,000% § v--e--- 0,806 | -------
MOBELY 1, 1141 e @, 002¥ e 0,068 § v~ 89,5082 | vemee--
SiMU- as 3,671t --- £,0019 = 8001 § sevvnes D, 0001 | vvnvwen
LABD 2,2282 e &, 087 Ehtd -G,8002 | neeeee &, 0008 | -------
2,5445 ne t, 0062 aun ,0008 | mmeeeee “B,000F p -------
2,5447 --- 49,0125 man & 0008 | ceeenen ~B,0E82 § exranue
-8 -7
P 1,11.8 -inﬁ‘ 0, 06357 -?x}i}“é ---------------------------- _
. RES- J1,1%4% waﬁm e,0029 ﬂw‘& ] EEEREEES wemmamn ] wevaven
0 FOSTA 1,471 ~3s10_9 0,501¢ um_? merevva rammsey | awmmme | eswnnes
% LIVRE 22282 *h‘lﬂ'a 0,011 éxw»a asvmmne | ewrroan sevaliae | wrocnen
y . 2, 54565 *5:10'8 &, Bosd -wa'? -------------------- s emwenas
2, 5667 | &x18 8,015 -3x10 | --evwen fommmavss doeroeces }osenenes h
ALGO- * ’
a3 the t,1138 0 -0, 08561 |, 0078 | 5,797 §-0,0001091 8, VA050 &, 000094 ] -3, 85037
BES- LY 1,138 % -0, 02527 0, 0053 { 15,4796 o, 00B04] 3,195 #, 400207 5,37156
POSTA . 1,6718F -0, 81005 § 0,001%} -3, 0049 2, 500099 ¢ -0, 05%25 ¢, 0001005 0,475
epuL-  ]R.eoR #2260 -0,0152{ ¢, 0072] O,263% §-0,000200) 0,11448 o,6009208| 0,1940%
S1VA T8 | L,05264 10,0873 16,4299 0,0004%¢ ] &4, 1078 | -2,000062 -3?.162!
t12,5543 ¢ 830078 |6,0130| 3,7536 0,500455 | -TE, 9357 { -0, 000237 18,5281
K& G0~
RITHO 10134 | -0,12150 5, 0084 2,088447-0,000102 §, 78857 | &,000095|-4,52678
REE- FALE 1,060 | -0, 00656 10,0030 &,42388 0,000202 1 9,79424 o,000205 | 2, 3F6BS
FOSTA BALE §,6M01 -0, 07897 | 6,009 | -6, 24088 0, DO00ER -5, 256804 0000100 O,22909
ALEA- 222800 -0,0116& | 0,007 | -9, 05805 § -0, (U019 -0,01T47 0,0008083 0,06444
TERIA 254581 0,00351|0,0088 9,004580 0,000399% 29,9633 -0, 000109 9, 17237
2,5691F 0, 096430, 01381 B 566461 0,000%60] 35,8307 -0, 000198 | -4, 87410 i

Tab. 6.31 Parametros obtidos pelos algoritmos de Prony
(sistema de 6 G.L.)
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0 algoritmo da resposta livre obteve os parimetros gquase com a
precisfic do computador. Para os outros algoritmos asg freqﬁén&iaa
naturais e os fatores de amortecimento {considerando para o
fator de amortecimento uma margem de 20% de erro) foram  bem
identificados. Ho caso da identificaglSoc dos residuocs os algoritnos
também apresentaram bons resultados. Excecgdes devem ser feitas para a
parte real do gquinto e sexto residuos obtidos pelo algoritmo da
resposta impulsiva. Estes resultados possivelmente serfo melhores se
forem considerados mais pontos para os sinais utilizados,

6.8 ANALISE MODAL DE UMA VIGA EXCITADA POR FORCAS IMPULSIVAS

A aquisigdo dos dados experimentais utilizados neste exemplo, benm
coms a construgio da estrutura de teste devem-se ao prof. Milton Dias
Junior, do Departamento de Projeto Mec@nico, UNICAMP que gentilmente
og colocou & disposigdo para este trabalho. A seguir serfo descritos o
sistema experimental, a instrumentagio para medigio e apresentados os

resultados obtidos,
&. 8.1 DESCRICﬁO DO SISTEMA EXPERIMENTAL

5 estrutura de teste utilizada & uma viga de ago com dimensdes
20x30x600mm, suspensa nas extremidades por molas flexiveis, conforme

ilustra a figura 6.33. A estrutura fol discretizada em gquatro
elementos de igual comprimento e testada através de impactos aplicados
aos nds 1-~5, na diregdo y, conforme ilustrado na figura 6,34, A

resposta ao impacto foi senmpre mediga ne ponto "R", na diregio vy
{também indicado na figura 6.34).

MOLAS DE
505 PENSRD

Fig. 6.33 Bancada de teste utilizada
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Fig., 6.34 D scretizagfo da viga (dimensSes em mm)

Foram utilizados um transdutor de forga acoplado ac martelete de
impacto e um acelerdmetro fixe & viga, em seu ponto "R,

6.2,2 INSTRUMENTACAO E ESQUEMA DE MEDICAQ UTILIZADOS

0s dados de ensalo constaram de cinco conjuntos de amostras dos
zinais de forga e aceleragdo da viga. Cada conjunto de amostras
possui 2048 valores discretos dos sinais dinf8micos do sistema,
adrquiridos em intervalos regulares de tempo de 1/10240 segundos. A
figura 6.35 a seguir apresenta o esquema de medigfo e a instrumentagio

utilizada para o ensalo,

T @ g _—
1 i—
i . ¢h {3 — (4) e 4 T T
R vige (2)y— i | —
{52

£ty acelerometro HEK (4} Anatisador Espectral
$2) Martelete de Impacte Instrumentado Scientifie Atlantsa
13y smplificeador de Cargs BRK (5) FL AT-386

Fig. 6.35 Instrumentacdo e esquema de medigdo do ensaio
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6£.8.3 RESULTADGS (BTIDOS

A anilise no dominio do tempo consistiu na utilizagio do algoritmo
ARMA sobre apenas 1/16 dos pontos anmostrados em cada conjunto de
dados, ou seja, 128 pontos por conjunto de amostras. ¢ modelo ARMA
utilizado partiu sempre da hipétese da existéncia de 32 modos de
vibrar na estrutura, o gque levou em todos os casos estudados a
cbtencdo de diversos polos computacionais., Em todos os casos porém,
vsé polos computacionais foram identificados pelo critério da
repetibilidade dos ponlos verdadeiros, vrestando sempre um total de

cerca de 8 polos verdadeiros a serem utilizados por analise.

as raizes caracteristicas do filtro ARMA com a hipbtese da
existéncia de 32 modos levou aos resultados de determinagdo de polos,
jilustrados tipicamente pelos valores da tabela 6.32. Nesta tabela séo
ayresent&dos os resultados do cédlculo de polos com parte imagindria de
até 18849 Rd/fs (3000Hz), & partir da anilise dos dados de resposta do
sistema 4 excitacAdo nos ponto 1 e 4. Pode-se perceber desta tabela
gue os Gnicos polos que possuen repetibilidade com erros inferiores a
0.2% sdo agueles indicados por seu nimeroc de ordem.

rotos freq. rolos freq.

{Rod- s} {Hz tRod g) Mz
-27. 60 + 2101 a8 ~Z7.75 + 341 L3
-27. 85 + 1564 2 &4 {4 ~27.8% + i GG 254 (4
-7 AE * EE T B 547 ~28. 24 + 3-8 R% ST
-, G4 ¥ apsi 52% -27. 84 + 4531 724 (23
~27. 84 + 2594 24 ¥4 ~ZB. 48 + Y51 a?e?
~-28. 0% + SOB L o83 ] -28, 80 * S3 91 1037
~ZF.81 % 7RSL £172 -27. 94 + 701 5462
-EF, 58 + LT R 14874 —-29.85% + :1:1.31 1408 13y
~R7.H5 + BESt 1408 <3 «~28.38 + wz27i 1475
-2B. .08 + 10491 1S5ED ~-28. 08 + 10OG4t 1604
2s. 84 + f£14ti 1915 G Lz7.B8 + 11901 19006
—zg.%3 + 1242i 1029 ~ZB.ZP + 1 ZOGL 2062
~EF. 7B + i%s2t 20688 -259. 22 + 1925t zi108
~R27.8% + 14501 2206 {4) -27.88 + i4291 2274 {4
~27.%7 +  1%421 2ADG ~27. 62 + i%50%i 2598
—27. 44 + 16201 2579 ~28. o4 + 146, 45 2Gi0
~2R.8G + 17881 #2768 -27. 88 + 17671 -3:X %] (8-
-~27.83 + 17?704 ZB47 (5 -28., D4 18521 CZoaAB

Tab. 6.32 Alguns polos encontrados na anidlise nos pontos 1 e 4.
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0s polos verdadeiros identificados s@o utilizados para o célculo

dos residuos do sistema.

Utilizam-se entdo os polog e ryesiduog do

sistema para o cdlculo das amplitudes e fases dos trés primeiros modos

de vibracio do sistema, conforme mostrado na tabela 6.33.

ARPLITUBES:

Fonto #1 . k{

1.76e-02 1.12e-03 f.1%e-902

£ .36Ge-02 3.09e-02 B.%%te-04

1.14e-02 1.¥1e-02 T.482-02

FASES {grausgjii

Ponto #1 2 3
~98.1 6.3 78.5
~116.4 68,5 ~1Y4.8 -

34.8 «~122.4 4.1 -

4 5
2.10e~-03 2.37e~02
b4.11n-02 B.%5&-02
1.30e-02 t.82e~02

& 5

73.9 ~1et1.3 {2&4
118.6 62.2 (720
144.4 4.1 (1408

(264 H1)
LT20 Hz}
{14068 Mz}

Hz}
Hed
Kz}

Tab. 6.33 Amplitudes e fases dos trés

primeiros modos

do sistema

de vibragio

0 conhecimento das amplitudes e fases relativas de vibragdo dos

pontos do sistema em cada regsondncia,
representagao geométrica de seus modos de vibrar,

na figura 6.36. Considerou-se,

nesta

pode

representagio, a

amplitudes dos modos complexcs no gixo real.
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Os polos e residuos encontrados na anAlise s30 ainda utilizados na
reconstrugdo de Fungldes de Resposta em Fregliéncia do sistema, a fim de
coppar&~las com agquelas obtidas através da transformagio de fourier de
cada um dos conjuntos de 2048 amostras de excitagfo e resposta do
sistema. As figuras 6.37a-e apresentam os graficos de amplitude
{escala logaritmica) e fase (dngulo em graus} das referidas Fungdes de
Resposta em Fregli®éncla para os diferentes pontos de aplicagdo de
forga. Hota-se em tals figuras uma boa concordincia guanto a forma
dags amplitudes das FRF e uma certa correla¢io dos &ngulos de fase na
malor parte do espectro. As malores diferengas entretanto, {com
excessdo dos angulos de faze, gue variam intensamente nas regifes +180
g ~180) s30 notadas na parte inicial dos espectros das FRF obtidas
através de reconstrugio paramétrica e das FRF obtidas através das
técnicas tradicionais no dominie da fregiiéncia.

Obhserva~se nas FRF obtidas a partir de wétodos tradicionais a
existéncia de uma baixa fregiliéncia, na ordem de 50Hz, provavelpente
devido & suspensfo eldstica da estrutura. Tal fregiiéncia ndco &
detectada na anadlise no dominic do tempo devido ao reduzido nimero de
pontos amostrais utilizados na andlise (128 pontos), conveniente para
a andlise da maior parte do espectro, porém insuficiente na detecgdo
de fregiiéncias mais baixas. Em algumas curvas também percebe-se que a
FRF obtida através dos parémetros identificados, deixa de apresentar a
ressonidncia em torno de 2800Hz. Isto deve-se ndo ao fato de que tal
fregiléncia néo tenha sido corretamente identificada pelo algoritmo,
mas sim gue no processo de selecdo dos polos verdadeiros, o polo
associado a tal fregiidncia ndo apresentou boa repetibilidade em sua
parte real. Tal fato péde ser observado, na tabela 6.32.
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Fig. 6.37a FRF entre pontos 1 e R
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Fig. 6.37b FRF entre pontos 2 e R
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Fig. 6.37e FRF entre pontos 5 e R
6.9 CONCLUSZO

De uma maneira geral as fregiiéncias e amortecimentos identificados
dos sistemas simulados (incluido o sistema de 6 graus de liberdade),
apresentaram muito bons resultados em todos os algoritmos utilizados.
Fm relagioc aos residuos identificados os algnritmos' da resposta
impulsiva , da resposta aleatéria e o ARMA apresentaram hons
resultados, mas nioc foram identificados pelo ARIMA. Em relacio a este
algoritmo sugere-se testes onde o intervalo de amostragem no tempo
seja menor, ou ainda o aumento das linhas da matriz do modelo. HNa
andlise experimental da viga os resultados obtidos foram também
coerentes com os resultados que seriam encontrados em uma anfilise

tradicional no dominio da fregliéncia.
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cariruLo vix

CONCLUSAO E SUGESTOES

Este trabalho procurcu formular os fundamentos da discretizagio de
sistemas continuos e andlise modal de maneira adeguada & andlise de
sistemas dindmicos no dominioc do tempo, visando facilitar o acesso do
analista aos procedimentos de identificagic modal destes sistenas
neste dominio.

Procurou ainda sintetizar as principais ideias relacionadas a
nodelos no tempo, utilizados em outras areas do conhecimento
cientifico tals como a engenharia elétrica e a estatisica. No primeiro
caso, a scolugdo do modelo integro-diferencial (série de exponenciais)
¢ na sua forma discreta o modelo de equagBes a difer engas {série
geométrica), permitiu a sistematizagio do uso do algoritmo de Prony
(usado normalmente para a identificacgdo através da resposta livre} nos
casos mals gerais de sistemas sujeitos a excitagfes impulsivas ou

aleatdrias.

No case da estatistica a sintese das principais ideias sobre o
estudo de séries temporais e processos estocdsticos através de modelos
probabilisticos permitiu a utilizagdo de algoritmos de identificacgdo
médal baseados nestes modelos, inclusive no caso em gque ¢ processo de
saida do sistema apresenta-se nao estaciondrio.

5

aAssim, este trabalho procurou apresentar e sistematizar as duas
abordagens tipicas da identificagdo modal de sistemas dinamicos no
dominio do tempo, o modelo ARMA e © modelo de exponenciais complexas,
abrindo o caminho para a utilizacdo de outros modelos probabilisticoes,
COmo por”exemplo o ARIMA e ¢ sazonal SARIMA.

0s exemplos utilizados  objetivaram a apresentagdc detalhada do
uso dos algoritmos no dominio do tempo, além da utilizag&o de
técnicas de processamento. Permitiram a demonstragio do potencial  de
anadlise dos algoritmos, como no caso dos modos com fregliéncias
coincidentes e também nos casos préticos, através da andlise modal
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de uma viga sujeita a forgas impulsivas.

Como propostas de estudos futuros poderia-se citar a identificacgdo
de polos computacionais, o desenvolvimento de métodos numéricos mais
@fieientes para a solugdo de Prony e ainda a ldentificagdo e o
tratamento de ndo linearidades no dominio do tempo.
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