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RESUMDO

Neste trabalho & feita uma analise comparativa entre
o Método dos Elementos Finitos, o© Método dos Elementos de
contorne e © acoplamento entre OS dois métodos aplicados a
problemas dinamicos estacionario entre solo-estrutura (DSSI =
pynamic So0il-Structure Interaction).

Apresentamos a formulacio do MEF e MEC para obter o
sistema final aplicado ao pssI, bem como para o© processo de
acoplamento entre o8 métodos.

rinalmente, algumas aplicagbes praticas entre as trés
formas de modelar o problena do pssI s3c mostradas com analise

critica dos resultados.



ABSTRACT

This Work presents a comparison among the MEF, the
MEC and the coupling petween them applied to dynanic
soil-structure interaction {DSSI).

Formulations for the MEC and for the MEF to obtain
the final systen applied to DSSI and for the process of
coupling between them are also presented.

Finaly,some practical aplications of the three ways
of modelling the DSSI are shown with a critical analysis of the

results.
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1 - Introdugao -

As preocupagbes doS pesquisadores, Dna drea de
geomecénica, com problemnas dinamicos de maguinas pasadas, COmO
surbinas hidrelétricas e nucleares, néo SA0 recentes. Existila
um concensc de dque a melhor forma de resolver O8 problemas de
vibragbes entre maquinas era mudando as caracteristicas de suas
fundagibes, normalmente aumentande seu tamanho, tornando-as mais
ropustas, ou alterando SuUas §ropriedades fisicas, tornando-as
mais rigidas., Os modelaos de representagdes do soloc e da
estrutura eram, entdo, hastante simplificados e nfio envolvianm
rodos os parametros necessarios.

Ccom © passar 4os anoes pode-se perceber gue existe uma
grande interacdo entre OS parimnetros, tanto da maguina
{rotagdo, Rassa, etec), gquanto da fundacao (geometria, massa,
ete} e do solo {flexibilidade, densidade, etc).

atualmente, criou-se uma drea de pesquisa especifica
nesta diregao chamada de DS5I1 (Dynamic Soil Structure
Tnteraction} . Grandes esforcos tem sido feitc para analisar OS
parémetros envolvidos. Una anilise detalhada da evolucdo destes
pardmetyros € da utilizacdo de métodos semi-analiticos aplicados
ap DBSI pode ser encontrada, respectivamente, €0 (43 e (51,
(6],

com © 2 avango dos computadores de grande porte
surgiram o©S métodos numéricos, permitindo uma anadlise mais
Adetalhada <desses problemas. rntre estes, O Método dos
glementos Finitos - MEF foi o gue mais se destacou e & ainda ©
mais utilizado. Tsto sSe deve ao fato de g¢gue S5ua estrutiura
permite modelar COR mais facilidade problemas de geometrias
complexas, problemas COm dominics gue possuem grandes varlacdbes
das propriedades hem como problemas nado lineares.

apesar desta eficiéncia, o MEF, por ser um método de
domninio, exige a discretizagaoc completa do mesmo, © que & uma
jimitacdo gquando se modela dominios gue S€ estendem ao
winfinito®. Teto & particularmente importante para problemas
da elastodindmica nos guais existe a propagagdo de ondas para o
infinite, e gue carreganR consige energia, dque & retirada do

sistema. EBEste fendmenc é chamado de amortecimento geométrico.

1



Quando modelamos O comportamento dinamico de propagagao de
opndas no continuo, Ppor neio de uma malha finita, surge
implicagbes relacionadas com a reflexao de ondas provocadas
pelo truncamento da malha uma vez fue & ferramenta
computacional exige uma malha finita. Tais reflexdes se€ dao
independentenente do tipo de condigéo de contorno aplicada na
extremidade da malha (Newman ou pirichlet).

Diversas tentativas para o desenvolvimento dos
chanados talenentos infinitos", gque possibilitariam a
incorporagao do anortecimento geométrico no dominio
considerado podem ser encontradas em {1, 2, 3].

Uma analise detalhada das vantagens € desvantagens do
MEF contra as solugdes analiticas pode ser encontrada no
+yabalhe de LucCo, Hadjian, e Bos {7] ou ainda no trabalho de
Hadjian, Luco € Tsai [B].

No final da década de 70, surgiu um método
computacional alternativo ao MEF e Que possibilitaria LHm
rratamente mais adeguado a0 problemas do DSSI, gqual seja ©
Método dos Elementos de Contorno =~ MEC. Diferente do
nétodo dos Elementos Finitos, o MEC possul caracteristicas
tipicas para aplicagbes em meio infinito, pois este nao exige
gque todo © deminic infinito seja modelado mas somente ©
contorno deste dominic. Com iste por sua propria formulagio, ©
HMEC permite que O amortecimento~gecmétrico, responsével por uma
das formas de retirada de energia do sistema, esteja presente
no modeloc, caracterizando de fato um meio continuo.

peve-se notar ainda que existe um outro mecanismo de
retirada de energia em um meio continuo, associado ao atrito
entre as particulas, e chamado de amortecimento material. Este,
esta presente em ambas as formulagbes, MEF e MEC, mas aastes
dois mecanismos de amortecimento Sao distintes nao sendo
possivel aumentar o valor do amortecimento paterial em uRa
malha finita para simalar a resisténcia do amortecimento
geoméirico. Estes mecanismo de retirada de energia em um neio
continuc seré discutido oportunamente no trabalho.

) MEC apesar de melhor aplicado a estes problemas de
meic infinito, tem grandes dificuldades de modelar dominios

cuias propriedades fisicas variem frequentemente. pai entdo a
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necessidade de se fazer um acoplamento entre os dois métodos
numéricos (MEF e MEC), de modo a aproveitar a maior parte cdas
vantagens dos mesmos simultaneamente,

Algumas dificuldades de ordem estruturais surgem na
execugdc do acoplamento, ou seja, © MEF trabalha com apenas uma
variavel, por exemplo deslocamentos, ao passe gue ¢ MEC
trabalha com duas variédveis, tensdes e deslocamentos, devendo
uma delas ser transformada. OQutra diferenga & gque o MEF gera
matrizes simétricas e em banda ao passo que o MEC gera matrizes
ndc simétricas e completas. Algumas formas distintas de
acoplamento tém sido estudadas. Uma das primeiras tentativas em
se fazer o acoplamento fol o trabalho de Zienkiewicz, Kelly e
Bettess [18] seguida peloc trabalho de Beer [19]1. 0Os dois
trabalhos apresentam formas diferentes de resolver © problema
do acoplamento.

Trabalhos importantes como de Brebbia e Georgiou
{21}, Karabalis e Beskos [25] apresentam uma terceira maneira
de proceder © acoplamente. Esta forma por sua vez parece ser a
mais adequada, poils vem sendo utilizada em trabalhos bastante
recentes como de vVon Estorff [27] e Von Estorff e
Prabucki [29}.

Alguns detalhes sobre outros trabalhos importantes
tratande  problemas especificos com o  aceplamento si0
apresentados na segfo 4.1 desta dissertacdo.

Tendo em vista © exposto, o objetive do nosso
trabalho & fazer um estudo comparativeo entre os nétodos dos
Elementos Finitos e Elementos de Contorno aplicados a problemas
de interac8c dinadmica solo~estrutura, bem c¢ome analisar o
acoplamento entre os mesmos, através da validacgdo com problenmas
de elasticidade bi-dimensional, e em particular problemas da
DE8I. O estudo comparativo a que nos referimos fol possivel
gragcas a uma modificagio gue fizemos do programa Dlearn devido
a Hughes [13] e ao programa desenvelvido por Pontes {(37]

sobre eslementos de Contorno.



2 -~ 0 Método dos Elementoes Finitos -

2.1 - Formulacdo para Estado Plano de
Tensdo/Deformacdo - estatica

Iniciamos a apresentac8o da formulagdo do método para
problemas de elasticidade em estado de deformagdo plana.

Partimos entdo da equacgdo de eguilibrio:

+ £ o= .
U”’J . o em (2.1}

g as condigdbes de contorno,

u = q em Tqi {2.2)

0}3 . nj = hi em Fhi {2.3)

onde a“ tensor de tensdes;
f forcas de corpe por unidade de volume;
& o vetor normal ac contorno I'; e

q, hi s80 os deslocamentos e as tragbes especificadas
no contorno;

Expandimos a notacio indicial para o caso
pidimensional.

O V12,2 7 £ =0
’ ! en £
+ + = 0
Ta1,1 Taz,2 £,
w - g = 0 em I'g
- = 0 em I"
M 4, 4,
+ n - = en I'n
{ﬁ- 1 ni 0‘12 2 ) hl 0 1
+ - = G em I'n
(05 - 1y Top » Dy ) b, 2
Para o caso bidimensional, egtados plano de

deformacdes, ver referéncia [11] podemos especificar os indices



1 e 2 comoe sendo as coordenadas ¥ @ ¥ do  probklema,
respectivamente. Portanto, escrevenos novamente as eguagdes
para a coordenada x e descreverenos todo procedimentce com esta
coordenada apenas, sendo que seguindo 08 mMeSMOS passos podemos
chegar a um resultado semelhante para a coordenada y.

pPortanto, a equaclo de eguilibrio e condictes de

contornoc para a coordenada X sao,

x® Xy f
5% + 5y + T = O em £ {2.4)
u, -4 = 0 em f@x {2.5}
o . n + U ., n - h =0 em I'n (2.6}
X x Xy ¥ X ®

vamos formular o MEF utilizando-nos do esguema dos
residuos Ponderados, referéncia [12]. Desta forma, consideramos

uma equagio diferencial gualguer,
g +p =20 em Q (2.7}

onde § & um operador diferencial linear e ‘p’ & independente da
varigvel ¢. Consideramocs tambén que a eguagdo (2.7) esté

sujelta a&s condicgdes de contorno, gue sio0 dadas na forma geral,
Mme¢ +r =20 em I {2.8)

onde M & outro operador diferencial e ‘rf & independente da
variavel ¢. Temos, entdo, uma funcéde aproximada de ¢ através

das fungdes de forma dada poxr
H
¢ zxd= La N (2.9)

onde M & o nimero de fungdes de forma N & a_ sdo constantes, e
ainda N, = 0 para todo m. Como ¢ estd sendsn aproximada por
m

uma série de fungles podemos definir o residuo no gominio,

R. =8 & + p em £2.10)



e também o residuo no contoxrno,

R.=WM¢+rT en T (2.11)

portanto, afim de tentar reduzir estes residuocs,

a do residuc neo contorno RT e O

fazemos uma Soha ponderad
- referéncia

residuo no dominio Rg escrevendo (equagaoc {2.41)

(21},

jwl R, 40 +[‘ﬁ1 R dr = 0 (2.12)
& T
onde Wl e ﬁl sio fungdes ponderadoras que podem Ser
escolhidas independentemente.
Desta forma definimos 2a equagdo dos Residuos
Observando

a um problema geral, equaglo {2.12}.

pPonderados par
ver a egqguagao dos

as equaches (2.8) & (2.11), podenos escre
Residuos Ponderados para © problena da elasticidade.

ruindo apenas para & direcdo x temos:

const

ag 8¢ £ _
W g2 Y 4t 40+ W [& .n+6 _.n-h ]drn
1 8y 11 %" x xy ¥ X x

ax

Q I'nt

®
+ Wi[ux~qx]drqx = 0 {2.13)

Ta
Utilizamos a regra da integragac por partes
juntamente com O teorema de Green , ou seja

(2.14)

ap L da
Ia ¥ dx = [—wﬁiﬁdx + [aﬁndfx
£ Q r

ral da egquagao (2.13) obtemos,

e aplicames para a prineira integ

&



+ }'W}((Tx.nx+ﬂ”xy.ny'hx]drhx + Wl[uqux]dr‘qx = { {2.15)

I'n qu

Escolhendo as fungbes de forma de maneira

conveniente,
Wl = O em rqx (2.16)
W = ~W, em I'n_ {2.17)
portanto a eg. (2.15) resulta,
& awW s 0w
x =z + X gy an -~ Wl.fxdﬂ - Wl.hxdrhx = 0 {2.18B)
{ T

e apesar desta escolha feita para

pevemos observar qu
posteriormente W,

as fungdes de ponderagac equagae (2,16},
sera diferente de zerc no contorno Tq guando calcularmos as

reachbes do problema.
Esta &
para a direg¢ao ¥,

a equacgldo dos Residuos Ponderados para a
o procedimento & idéntico,

equagao {(2.4) -
gquagdo em uma forma

portanto podemos expressar & ltima e

ricial gue inclue as duas diregao.

L[f WI]T [5 ]cm - le ] { £ }dQ - H W, ] { h }dl" (2.19)

mat



Utilizando a relagdc linear deformacio-deslocanentos

e as equagBes constitutivas da elasticidade linear homogénea e

isotyépica podemos  escrever a tensdc em fungdo dos

deslocamentos.
A eguaglo (2.9) pode ser escrita assim,

i M
4 = a"}zgnm a (2.20)

forma gue devem satisfazer as

funcgdes de
e d sao
1]

onge N sao as
m

condicbes de contorno em I (eguagbes 2.2 € 2.3)

coeficientes a_.
Relagéo deformagdes-deslocanentos,

8>c aux/ﬁx
ey =4{ %y } = sy =8 {ﬁ} (2.21)
wxy aux//ay‘+ auy//ax
a//ax o
onde & = 0 5 /sy {2.22)
8 sy %/ ex
e  para estadeo plano de deformagdo  temos a relacgdo
tensdo-deformagdo através da matriz constitutiva dada por,
o—x a + 2y A 0] sx
{cr} =4 %yl = A +2¢ O €y } = [n ]{s} (2.23)
o sim ri
13 XY

Xy

(2.22) e (2.23), podemos

(2.21),
e deslocamentos.

Utilizando as eguagdes

expressar a rensio em fungac do Campo d

L[z[ﬁ a] [0 ] 0 Jon LL v, |{s) an - L[ o o} ar @20




e usando a eguagdo (2.20) temos,

éx Uf[}g wi]T[ D ][;5 ﬂm]dﬁ]dm=j[ W;] {f}dn—“ W ]{h}dl‘ (2.25)

{1 r

Pinalmente um sistema de equagbes matricial da forma,

] (o)1)

onde esté definido .

- | o] e -
: - L[ w oo | [w]fp}er (2.28)

come sendo as matrizes de rigidez e o vetor carregamento,

respectivamente.
ce utilizarmos ainda a aproximagdo de Galerkin para ©

#étodo dos Residuos Ponderados,
(W = N_) (2.29)

1 i

podemos escrever a matriz de rigidez da seguinte forma,

g[f RI]T[ D ][ Nm] an . (2.30)



2.1.1 = Ponto de vizta do elemento -

até agui nbs tratamos © Método dos Elementos Finitos
como  Um proc.esso de aproximagadoc por residuos ponderados e
posteriornente aproximagao de Galerkin para formulacdc fraca.
0 gue faz isto agora um processo de elementos finitos
& a caracteristica das fungbes de forma.
rarticularmernte, diferente da fungdo de forma
anterior aplicada ao dominio completo, esta & uma fungac
de forma linear aplicada a parte 4o dominio, ou seja em cada

slemento, £ a diferenca da aplicagac global € local ou no

elemento.
pefininos a aproximagdc do Campo de deslocamnentos
COMO,
- {1 b4 ¥ £
a(g) = { ﬁy} =m§ir¥m(‘€> a (2.31)
ﬁz = {U gm}t & o wvetor due contém as aproximagoes dos

deslocamentos NDOS noés ‘m’,
2 = {£,n) s80 as coordenadas 4o elemento, chamadas coordenadas

locais, € a deformacdc dada por

{e} = &

m

m 111

H
e _ =
N amm‘gamd (2.32)
1 m= 1

W e

onde £ & unm operador definido em (2.22). pesta forma,

8 Nm/ax 0
€ = 2N o bR Say (2.33)
6 Ny O Nalex

gtﬁ
i

Com - as funcdes  de ponderagao definidas para
aproximaqac de Galerkin, COme antericrmente, a eguagidc 4OS

yesiduos ponderados {2.28) agora pode ser reescrita para ©

alemento,

16



ou na forma matricial,

] ()= ()

as matrizes de rigidez e © carregamento dos elenmentos

[Tl ] e @29

onde
sdn dados por,

f:m‘[ﬂj{f}dﬂ+‘[bi‘:{h}dr‘ (2.37)
{le r
sistema matricial,

portanto, para obtermos este

definir inicialmente quais fungbes de forma gque

devemos
Tsto seré mostrado na secio

deveremos usaxy sobre os elementos.

seguinte.

i1



2.1.2 - Elemento Isoparamétrice -

Nesta secdo nbs faremos uma analise das fungdes de
forma a serem utilizadas no elemento.

Algumas condigbes 530 impostas a estas fungbes de
forma, tals CoOmo:

c1 -~ deve ser uma fungdo rguave® (ndp deve ter
descontinuidades) en cada interior do elemento, Qe 7

¢z - deve ser continua nos contornos do elemento, I'e; €

3 - deve ser uma fungdo conmpleta.

As condigdes €1 e C2 garantem que as primeiras
derivadas das fungbes de forma tenham, nNO minimo, saltos
finitos na interface dr..elemento, assegurandc assim gue todas
as integrais usadas ‘na obtengdo das matrizes sejam bem
definidas.

E ainda, as fungdes de forma poderiam ser escolhidas
de modo a assegurar dgue a melhora na aproximacdo ocorra com ©
incremento do n, de funcgdes de forma usadas. Uma condigéo &bvia
para esta aproximagido €& que as fungdes de forma sejam dadas de

H
maneira gue a combinagdo ¢ = )y a, N; {equagdon (2.9)) possan

m=1

representar gqualguer fungdo ¢ quando M - = . Isto satisfaz
entio a condigado €3, O seja a condigdc de tcompleteness? das
funcgdes de forma.

Podemos entdo escolher a fungéo de forma nais
conveniente para © NOSSO problema.

para problemas pidimensionais (elastoestética -
tensio/deformagao plana) um dos elementos usado & o elenmento
gquadrilateral pilinear.

0 dominio deste clemento & definido pela iocalizagao
dos Seus guatre pontos nodais, onde ?Z & um vetoxr das
coordenadas x e ¥- F a numneragio destes nés no elemento é
feita no sentido antihorario (ver figura 2.1).

para representar © sistema local em uma forma mais
conveniente, devemos fazer uma mudanga de coordenada de um dado
quadrildteroc para um guadrado piunitadrio, oCORO mostrado ha
figura 2.1, Isto permite uma farcilidade nNos cidlculos das

matrizes dos clementos.

12
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fig. 2.1 -~ Dominio do  elemento quadrilateral
bilinear e ordem dos ndés locais.

Definimos as coordenadas de um ponto no guadrado

wiunitario como ,

E = { % } (2.38)

de un pontoc no elemento {{le} COMQ,

7 = { ; } (2.39)

por um mapeamento

e as coordenadas

¥stas poden sSer relacionadas

através das fungdes de forma,

&

x(€,m) = LN (£, X, (2.40)
a=l
4

y(€,m = LN (E,M 7, (2.41)
a=l

onde £,n s8o as vezes chamados de coordenadas naturais.
Podenos escrever ainda de forma compacta,
{2.42)

3
@) = LN (@)
a=1
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agora devemos obter & fungdo de forma para este tipo

de elenento. Assumimos entao uma expressac bilinear na forma de

um gmlinﬁmin,

x{&,m) = ®0 + o £ + w2zt O3 £ 1 {2.43)
y(g,m) = Bo * B g + Bam + B2 &M (2.44)

onde a's € Rfs BAC parametros a seren determinados.

Devenos assumir rambém Jue,

x(Ea,M2) = xz (2.45)
y(Ea, M) = ¥, (2.46)

onde £a,Na SA0 coordenadas 1ocais e podenm cer dadas pela tabela

5,1 abaixo,

rabela 2.1

as condigbes (2.45) € (2.46)} impbem uma restrigao &
funcac de forma, Qo tipe Ha{gb,nb) = Sab., BER palavras, isto
significa que a fungdo de forma de um nd gualguer do elemento
deve ter valor unitério guando avaliada neste nd e deve ser
nula nos demais nbds.

Ugando as equacoes (2.43} a3 (2.45) montAROS dois
cistemas parsa obternos as constantes afs € Bis-

ﬁesenvolvendu para & coordenada X usando @ tabela 1

Temoes,

xz 1 -1 -1 1 &0
H2 . 1 1 -1 -1 lj &
3 0 1 1 1 1 o (2.47)
x4 1 -1 1 -1 o

e solucionando o sistema de equagdes obtemos,

14



o0 = X1 + X2 t X3 4+ X4
or = -¥1 + ¥& + X3 + X4

4 (2.48)
az = XL T x2 : X3 + X4
ae = %1 — X2 + X3 = X&

4
gsubstituindc essas constantes novamente na equagao (2.43)
x{€,1) :”}Wffl”i"ﬂ+€ﬂ) %1 + (1+€-m-€n) xz +
3 (2.49)

+ (1+E+m+EN) x3 F {(1-E£+m—-£M) X& ]

Comparando esta eguacdco com & equagao (2.40},

ohservancs Jgue,

H1 (1-€y (1-m)

RS

1

N2 = 1 (1+€) (1-m)
2 (2.50)
1

N2

i

(1+€) (1+m)

-,

Ne = 1 (1-€) (3+7m)
4

fste procedimento pode ser seguido para a coordenada
Y, obhtendo as mesmas funcdes de forma de (2.50}. rortanto
neando a tabela 2.1 escrevemos as funcdes de forma de uma
maneira geral,

Na(B) = Na(g,m) =1 (3 + & & (L + W ) (2.51)

A
4

Observe gue COWO citado anteriormente Na{Ep}=0ab.

Fazendo uma COMPAaragao entre a eguagio (2.42) e &
equagio {(2.31} pbhervamos gue ambos deslocamentos 3 e as
coordenadas ¥ nos pontos dos elementos podem ser expressos
usando as meshas runcdes de forma. Isto entdo dafine o elemento
igoparamétrico.

0 elemento quadrilaterai bilinear apresentado

anteriormente & portanto um exemplo de elemento jsoparamétrico.
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2.2 - Estrutura do programa DLEARN -

com a finalidade de reproduzir os resultados ne
trabalho de comparagdo entre o MEF e © MEC e ainda a
implementag@o do acoplamento entre as técnicas, utilizameos o
software de Elementos Finitos DLEARN [13]. Este software fol
ytilizado devido as suas vantagens estruturais e didaticas.

para fazer as aplicagbes a gque noOS PrOponos foram
necessarias algumas alteragbes no programa DLEARN , mantendo
suas estruturas basicas de aplicacdo do Métode dos Elementos
Finitos.

Nesta secdo faremos uma breve apresentagdo da
esgtrutura do prograna.

As principais alteragbes foram:

1 - analise dinamica no dominio da fregquéncia, pois ©
programa Dlearn traz analise dindmica no dominio do tempo;

2 - incorporaglo do  COrpo rigido, introduzinde as
varigveis do corpo rigide (deslocamentos vertical e horizontal
e rotagdo), bhen Como OS carregamentos sobre O COrpo rigido. E
ainda implementagdc das rotinas gue deven relacionar estas
variadveis com os deslocamentos na malha, ou seja célculo das
matrizes de eguilibric de forgas e compatiblidade cinema&tica,
para serem incorporadas ao sistema de eguacgBes (ver segio
2.3.2);

3 - implementacio do elemento viscoeldsticn, exigindo
varisveis complexas para o problema;

4 -~ introducdo das rotinas do acoplamento 4o MEF/MEC;

Mais detalhes com relagdo a estas alteragdes feitas
no programa Dlearn seradc dadas conforme forem apresentadas as
teorias de cada estégio.

Apesay das alteracbes, a estrutura basica do programa
foil preservada e ainda pode~-se aproveitar suas principais
vantagens COome:

-~ manteve-se sua estrutura de programa modular gue o torna
um programa facilmente legivel e permite a introducio de mails
ripos de elementos;

- manteve-se toda estrutura da alocacgdo do armazenamanto

Ainamice com a mesma estrutura dos apontadores da mendria
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{armazenamento vetorizado);

- manteve-se ¢ elemento quadrilateral, guatro-nos
{bilinear}, para tensdo plana, deformagao plana e torgac ;

- manteve~se toda estrutura do elemento finito, como
entrada de dados, montagem das matrizes de rigidez do elemento
e matriz global. Permitindo entdo utilizarmos a mesma subrotina
de resolugdo de sistemas € sua propria saida de dados.

0 programa de elementos finitos Dlearn segue
basicamente a teoria apresentada anteriormente. Ou seja, trata
o problema por residuos ponderados com formulagdo fraca e
aproximagado de Galerkin.

Alguns detalhes podem  ser observados sobre &
egtrutura do programa gquante & programagido de elenentos
finitos.

As trés principais variaveis utilizadas pelo programa
plearn na montagem da matriz de rigidez do elemento na matriz
de rigidez global sac:

a ) matriz IEN das incidéncias nodais, definida como:

- IEN {(a,e) = A

nimere (——-——J ‘L L———) nimers do

7
N . Aumera .
4o no no gliobal
de elements
do eleman i o

Fsta armazena os dados nodais do elemente, o gual
relaciona © nimerc do nd global. Suas dimensdes sdoc "nen X
nel”, ou seja nGmero de nbés do elemento (para © elemento
quadrilateral, nen=4} por nimerc de elementos, respectivamente.

b ) matriz ID das condigbes de contorno, definida

COMO:
- 1D (i,A) = { 1 seA ¢ 'y (C.C. ndo especificadas)
rB) 0 sed € Iq {C.C. especificadas)
nimer o nhmere do
do grau nd glebal

de liberdade

e P & o nGmero de egquagdo global, ou seja ninerc de graus de

1iberdade total da malha.
ID armazena a relagdo entre oS nimeros de nés globals

17



e seus graus de liberdade,ou seja ntimero das equacbes do
problema. Na entrada de dados este vetor armazena inicialmente
as condicBes de contorne. Suas dimengdes sdo ndof x npumnnp, oOuU
seja n, de grau de liberdade do problema por n, de noés
globais.

Tanto o arranjo IEN guanto o ID sdo dados do
problema. Deve-se observar que o arranjo ID inicialmente traz
as condigdes de contorno do problema (definido como O para ©S
graus de liberdade livre e 1 para 0S graus de liberdade
restringidos). Posteriormente este arranjo ID armazenara o
nimero de equagdes do problema.

Existe ainda mais uma matriz, gue & definida a partir
dos dados de entrada de IEN e ID. Isto &

¢ YA matriz IM chamada matriz de locagdo e definida

COMo S

LM (i,a,e) = ID (i,IEN(a,e))
grag de numero elemento

1iberdade do no

local

) ¥
numerd do numero do

A matriz IM define o nimero da equagao global a
partir dos dados do grau de liberdade, e do n, do nd local de
um elemento, este Gltimo & exatamente a incidéncia nodal. Suas
dimensdes sio dadas pelo n, de grau de liberdade, n, de nés do
elemento pelo n, de elementos (ndof,nen,nelj.

Podemos agora, através de um exemplo pratice aplicar
os arranjos acima, partindec das matrizes dos elementos até a
matriz global e compreender melhor a utilizacdo dos cédigos.

Temos uma viga biapoiada com as seguintes numeragbes

nodais,
2 6 g
(I 1,8 1,
2 4 &
o i o
, (Lo N s| L7
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Dados de entrada: nen = 4
nel = 2
ndof = 2

numnp = 6
arranjo ID {i,3)

numnp
i 2 3 4 5 [
1 1 3] 0 0 O 0

ndefl

21 1% o o aQ 1 G

Imediatamente apfs a sua leitura {condigdes de
contorno) o© arranjo ID armazena O nGmero das equacgdes do
problema. Ou seja quando ID = 1 (grau de iiberdade restringido)

 ID=1ID - 1
guando ID = 0 (grau de liberdade livre)
-» ID = ID + 1

anterior
Portante o arranjo ID fica da seguinte forma,

atmpp
i e 3 ) =3 2]
1F 0 i 3 5 7 B8

ndof
2

arranjo ID{i,a)

arranjo IEN(a,e)

faad l
o

| 2
-

e

21 3 5
3l 4 &
4| = 4
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podemos entldo obter as matrizes dos elementos gue sa0:

-]

k$: Kiz Ki» kKi+ Kis Kis Ki7 Kis
KS: K3z K3« K3s K3e Kir Kia

k% K K Kl Kt Kis

K+ Kis Xis Kir Kis

K& K8 KE7 Kés

Kis K7 Kss

K% K7s

Kés

(s1lmi

Devemos observar ainda dque a matriz do elemento
apresentada antericrm-nte foi obtida de acordo com as egquagdes
do elemento most: .da na Segao 2.1, e as integragbes
presentes foram felias utilizando a regra da Quadratura de
canss com guatro pontos. og pontos ficam localizados da

segquinte forma no elemento.

fig. 2.2 - Localizacdc dos pontos da regra da
guadratura de Gauss

com os arranjos ID e 1EN, nonta-se © arranjo global LM, para

ser utilizado na montagem de E° em K global.
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g uURCES 4
global

{
B AR
{
{

nee=8, N,

ndof

. - : IM(i,a,e) = ID(i, IEN{a,e)

zi © 4 onde p = n, da equacdo local
1] 3 7 p = (ndof (a - 1) + 1)
al 4 o

1 & 8

z{ 6 9

i 1 5

2 2 &

de equagao elemento (nee=ndof.nen)
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portanto fazemos a montagem usando simetria ,

para o elememto 1 {e = 1) para o elemento 2 {e = 2)
i1 = K11 + K%? K3z = Kaza + Kgl
1 Kas = Kaa + Kiz
1z = 4
Kz Kiz K:B ¥3s = K3s + ng
K13z = K13 + K73 K36 = K3s + K%a
_ 1 K37 = K37 + Ki3
K14 Kia + Kz4 K3s = K3s + K%s
£is = Ki1s5 + K75 ¥zg = Kag + K%G
i
Kia = K16 + K76 Kie = Kaa + ng
_ o= ) Kas = Kas + Kz7
K2z = Kez + Kbe Kss = Kes + K3s
Kza = Kaa + K83 Ka7 = Kavr + ng
- 1 Kas = Kas + K25
Kzs = Rz * K?4 Kao = Kag + K3s
Kzs = Kzs + Kss -
_ 1 Rss = Kss + K77
K2e = Kze + Kss Kse = Kse + Kia
_ i K57 = Ks7 + Ki3
Kzz = K33 + Kza Ksg = Kss + Kis
K34 = K34 + K3 Ks9 = Kseg + K76
1
Kas = K3s ¥ Kfs Kee = Kes + K%s
¥3s = K3e + K36 Key = Ke7 + Kga
Kse = Kss + Kgs
Ksz = Kasa + Kz Kes = Kee + Kis
Kes = Kas + K:S Kr7 = Rv7 + K%a
Kss = Kas + Kié K7g = K78 + K%S
s K7e = K79 + K3eé
Kss = Kss + K58 2
- 1 Kae = Kes + K55
¥Ksg = Kss + Kbé Kso = Kaso + K%ﬁ
1
Kes = Kes + Kos Kss = Koo + K&s
e ainda obtemos © vetor carregamento ,
para o elemento 1 (e = 1) para o© elemento 2 (e = 2)
i 2
£1 = f1 + £7 fa = f3 + E%
a2 = f2 + f% fq = Fa + f%
f3 = fa + f% fz = fs5 + f%
£4 = £4 + fi fs = f& + f%
fs = fs + 3 £7 = £7 + £3
fe = £6 + f% fg = fg + f%
fo = fo + f%
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Portanto a matriz de rigidez global e o vetor carregamento
global podem ser definidos.

!, largura de banda .
Y x
1 1 1 1 3 1 i
Krr Kis K73 Krs ¥is Kirs
1 1 1 1 1
Kas Kaz K&4 Kgs Kse

Ki3+Kh1 Kha«Ki2 Kis+Ki7 Kie+Kis Kiz Kis Kfe
K?: & +K%2 Ki 5 +K§7 Kis+K3s K% 3 Kis K%s

K% 5 +K§7 K% [ +K$s K% 3 Kgs K%s

I(%. 6 +K§s K% 3 Kss K%s

K3z Kis Kie

Kss KE&

Kés

(K] =

Hy

m

r STRT T N AT U o P
+
4

Fh
+
4

{F} = {

+
]

]
L] ST VI WM U
.a

By b

[ S A
+
iy

]
oty

Podemos observar deimediato uma das grandes vantagens
do MEF em termos computacionais, que & o fato de a matriz de
rigidez global ter a formagdo em banda, pois acoplam apenas os
elementos gue possuem nds comuns.

Definimos entdc um valor de semi~banda como:

mk = max {i - mi}, P R o}
onde + = n, das colunas da matriz
ni = n, da linha do primeiro elemento ndc zero na coluna i
n = n, de colunas
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Ou seja mk & a maxima diferencga entre a numeragdo 4os
graus de liberdade no sistema global pertencente a gualguer um
dos elementos finitos na malha.

0 programa Dlearn, utiliza o wvalor de Tk na
resoluclo do sistenma, usando o método da coluna ativa ou
skyline. Isto permite armazenar a matriz em um vetor e cada
coluna & armazenada neste vetor iniciando do primeiro elemento
nic zero até o elementc da diagonal, com isto reduz
consideravelmente 2a guantidade de memdria necessaria para ©
armazenanento do sistema de equagbes.

pesta forma nioc haverad uma panda constante na matriz
e ovalor da semi-banda € estimado [14]. Chamado tambén de
semi-banda principal, este valor no Dlearn & dado por m =
nalhs/neqg, onde nalhs & o n, total de termos armazenados pela
matriz global e neq & o n, de equages do sistema global.

0 valor de mx torna-se importante pois ele estima ©
niimero de operag¢des utilizadas na resolugdo do sistema e pode
ser geralmente dados por o,5. (n.mxz), onde n=neq (dimensao do
sistema) .

putro vetor auxiliar utilizade no processo de
wontagem € armazenamento da matriz global do programa Dlearn
& o vetor IDIAG. Este vetor possul dimensic neqg (n, de
equacgdes) € define o enderego das diagonais de cada
matriz. Para o exemplo apresentado anteriormente IDIAG pode
ser definido como:

idiag (1) = 1

(2) = 3
(3) = 6
(4) = 10
(6) = 15
(6) = 21
(7) = 26
(8) = 32
(9) = 39

com os valores de IDIAG e LM gualquer elemente da
matriz [K} vetorizada pode ser obtido.
Finalmente uma das maiores vantagens estruturais do

programa Dlearn & o seu processc de alocacao dinamica da
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nemdria.

com esta técnica todas as varidvelis podem SeX
armazenadas em un s& vetor principal. Isto permite que as
aimensbes dos problenas variem, dentro do limite miaximo de
armazenamento do vetor, nio exigindo o redimensionanento de
cada varidvel separadamente.
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2.2.1 =~ Validagdo do programa Dlearn - Viga

elastica simplesmente apolada -

Como mencionado anteriormente, algumas alteracgdes de
ordem estruturais tiveram que ser feitas no programa Dlearn,
afinm de deixéa-lo de uma forma mais conveniente para incorporar
as subrotinas necessirias para as posteriores andlises do nosso
trabalho.

com isto, apds as primeiras modificagdes fizemos a
validagdo do programa conm o MEF aplicado a problemas de
elasticidade bi-dimensional (estado plano de tenzdes). Através
dasta simulagio validamos também a implementagio da teoria de
elementos finites para problemas de elasticidade apresentada
anteriormente.

A validagio foi feita resolvendo um problema cléassico
da teoria de resisténcia dos materiais. Problema de uma viga
elastica bi-apoiada sujeita a um carregamento estatico
distribuido.

A figura abaixo mostra a caracteristica do proklema

resolvido e a malha de elementos finitos.

/4

E,V

fig. 2.3 - Viga elistica discretizada por elementos

finitos

podemos definir os dados do problema CONO:
= 100,0 XN/m — carregamento distribuido
= 0,2 m - comprimento total da viga
0,02 m - altura da viga
= 200,0 GPa - médulo de Young

i
¢ oMot
]

= 0,3 - coeficiente de Poisson
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- devemos ocbservar ainda gque para caso plano a espessura
t = 0,01lm

No MEF foi utilizado elementos quadrilateral
bilinear, e a discretizacac foi feita com 160 elementos (ver
figura 2.3 ). Devemos observar ainda gque para o problema de
tensfc plana como este a ser analisado, a tensao permanece
constante sobre toda a superficie do elemento. Portanto para
que isto seja valido devemos considerar o carregamento como
sendo distribuide sobre elementos, e igsto pode ser feito
utilizando as ponderagdes das fungbes de forma.

Com os resultados obtidos podemos comparar alguns
deles com os valores obtidos da teoria da resisténcia dos
materiais através da equacdo da 1inha eléstica de um viga em
flexdo pura bi-apoiada nas mesmas condicdes.

a figura abaixo mostra a viga deformada e ©OS
respectivos pontos comparados com OS valores analiticos (ver
tabela 2.2j.

fig. 2.4 - viga elastica deformada.
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tabela 2.2 - deslocamentos da viga eléstica.

pon t oo MEF Tesdrico oo
13 0,02512 0,02488 0,966
23 0,04919 0,04905 0,288
33 0,07189 0,07188 0,022
43 0,08267 0,09280 0,019
53 0,11106 0,11133 0,244
63 0,12664 0,12705 0,320
73 G,13811 0,13963 0,374
83 0,14819 0,14880 0,410
93 0,15371 0,15438 G,430

1063 0, 15557 0,15625 0,437
113 0,15371 0,15438 0,430
123 0,14819 0,14880 0,410
133 §,13911 0,139863 0,374
143 0,12664 0,12705 0,320
153 0,11106 0,11133 G,244
163 0,09267 0,09280 0,018
173 0,07189%9 0,07188 Q,022
183 0,04919 0,04905 0,288
193 0,02512 0,02488 0,966

Podemos observar, pela tabela, a proximidade dos
valores onde os erros sio bastante reduzidos. Pode-se observar
tanbém a simetria dos deslocamentos da linha elastica partindo
do ponto central da viga (nd 103) para a direita e esquerda

longitudinal & viga.
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2.3 - Formulagdo para Elastodindmica Estacionaria ~
2.3.1 -~ Problema Elastodin8mico -

0 problema aqui tem as mesmas caracteristicas que
aquelas apresentadas na segdo 2.1 , onde tratamos ¢ problema
elastoestatico.

Nés  generalizaremos o problema elastcoestatico,
tornando as varifveis dependente do tempo, além da dependéncia
do espago come anteriormente. Isto implicard8 no acréscimo de
um termo & edquacdc de equilibric (eguacdo (2.1}), termo este
gue inclui as propriedades inerciais do sistema.

O preoblema de valor de contorno apresentado na secgdo
2.1, agora torna-se um problema de valor de contorno juntamente
com um problema de valor inicial, chamado entdo de problema de
valor de contorno/inicial.

Apresentamos ¢ problema da sequinte forma:

- eguagdoc do movimento =~

p‘“&¢t = ﬁiLj + fs em  x [{0,T] (2.52)
- condigdes de contorno -
u =g em r@i x [0,T] {2.53)
ij.n} = hi em I%i x [0,T] {2.54)
~ condigbes iniciais -
u (¥,0) = u (¥ ¥ e (2.58)
u, t{i’,{)) = ﬁm("x’} ¥ eq (2.56)

onde p = densidade de massa;
u o, = aceleracdo, ou segunda derivada do deslocanmento
u, en relagdo ao tempo t;

u, = condicdo inicial do deslocamento, ou seja em t=0;
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ﬁm = condic¢dc inicial de velocidade, também em t=0; e
as demais variaveis foram definidas na segdo 2.1.

Aqui agora a variével ﬁ(?} do problema anterior,
dependerid também do tempo e serd definida como ﬁ{f,t), onde
Fe ete j0,T[ .

com isto a formulagdo fraca da aproximagdo de
residuos ponderados para este problema fica semelhante ao caso
elastoestiatico {egquacgdo 2.25), como mostramos abaixo,

{2.57)
[[w ) {e)oe “ {h}m«
2 I'n
e ainda definimos
3 uk(x t) ¥
Q= u¥,t) = uy(;’t) = Enm(i?) d_(t) {2.58)
onde ¥ = {(¥X,¥)}; e
u (t)
a ) =4 4 (b {(2.59)
i

portanto usandc a aproximagdc de Galerkin podemos finalmente
definir o dominio sobre o elemento, (semelhante as equagdes

{2.35), (2.36) e (2.37)), para obter o sistema matricial,

] (e} [ (o) - (e} e
Mjm = Lf[ N ].p.[ N ] ag (2.61)



ij= Lf[znl ]h[n] {amﬁ] dao (2.62)
£ = [ne[ Nl‘] { f } an + J- [ Nll] { h } ar (2.63)

& uxm
am 31 (2.64)
¥

Devemos oObserval que O sistema global resultante da
montagem das matrizes dos elementos dadas acima & um sistema

dependente do tempo e do espago. Tal como,

(o] (s« [x] (sem )= {r0 ) e

Trataremos nosso problema em regime estaciondrio
{dominio da fregquéncia). ©Ou seja Se introduzirmos Um
carreganento harménice do tipo,

£(t) = £ exp(i w t) (2.66)
F = amplitude da forga de excitagdo,
w = frequéncia de excitacdo.Cono apenas derivadas de nesna

ordem aparecem do 1ado esquerdo da equacac (2.65), podemos
esperar uma resposta tambén harménica do tipo,

u(t) = u exp(i w t) (2.67)
onde 5 = amplitude dos deslocamentos.

com isto podemos escrever a equagio para resposta em

frequéncia do problema COMO sendo,

[waz.ﬂ]{ﬁ}={f} (2.68)
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ou ainda

[<]{5}-{)

onde [S] = [S(w)] = [K] = . [M], sendo
S (w) matriz de rigidez dinémica ou impedéncia global.

H
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2.3.2 - Incorporacic de corpo rigido -

para tratarmos a interagdo do solo com fundagbes
consideradas rigidas & necessfrio impor aos deslocamentos
nodais da malha de elementos finitos condigdes de
compatibilidade cinemdtica com os deslocamentos do corpo rigido
aa fundaglo na interface solo/fundagao.

Analogamente, deve ser considerado o equilibrio de
forcas nodais da malha de elementos finitos com os esforgos
externos aplicados na fundagdo {15].

f praxe gue se inicie a formulagdo para uma
fundacdo rigida sem massa, ver figura 2.5.

Supomos o corpo rigido apresentado da seguinte forma:

(x,.2,) L Fv My
ey Fh
| ; > x
{ a a 4
i i
w o
fig. 2.5 - Ceometria da fundagdo rigida e condigdes

de carreganento
Podenos iﬁpor duas condig¢des, a saber:
1,} Condig@o de compatibilidade cinenatica.

Uz = uv + ¢ (X, - X))
' ! £ (2.70)

il

Ux

. ue - @ (z‘ - Zr)

ur,un = amplitude dos deslocamentos vertical e horizontal,
respectivamente no ponto de referéncia da
fundagdo {deslocamentos do Corpo rigido)};

uz Uk F amplitude dos deslocamentos vertical e
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horizontal, respectivamente nos i~ésimos pontes
da fundagido, gue coincidem corm os pontos nodais
da malha do MEF;

= amplitude do &ngulo de rotagido;

¢

w = frequéncia de rotacgao;

X = goordenadas desses i-é&simos pontos; e
x

z
A
;1% = coordenadas do ponto de referéncia da fundagdo.

De uma forma geral poderiamos escrever:

f uzi’ F 1 0 (x, - x.)/a
Ux 0 1 «(zi - zf)/a
O : {E:} (2.72)
. . : . é.a
uz_ 1 Q (xn - xf)/a
k x , ] 0 1 —(zn - z{){a |

onde n & o nimeroc de pontos do solo em contato com a fundagao.
Podemos escrever a equagdo (2.71) da seguinte forma,

(=[] {x)

onde [CC] é a matriz de compatibilidade cinendtica.

2,) Condigho de equilibric de forgas.

n
Fn = }: Fx r (2'73)

n
My =} (in.(x1 - xr) - Fxt.(z1 - zf)

onde Faﬁf&i = sfo as forcas em cada ponto 1 da fundagdo nas
diregdes vertical e horizontal,
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respectivamente; e

My = Momento em torno do gixo ¥y

papbém de uma forma geral escrevemos,

f

\
1 0 aeen. 1 0 g*;
Fv xl
Fan }= 0 1 eaeswe O 1 {0 H(2.74)
My/a Fa
(xi—xf)/a w{zl-zf)/a...(xnwxr)/a w(zn~zf)/a Fu®

E podemos escrever a equagdo (2.74) da seguinte forma

() - [=]{")

onde [EQ] & a matriz de equilibrio de forgas.

portanto, prosseguimos agora impondo estas duas
condicbes associadas ac movimento do corpo rigide da fundagao
aoc sistema de equagdes global geradc pelo MEF.

Eyxistem duas formas distintas de incorporagdo do
corpo rigido no MEF que serac apresentadas nas secbes seguintes

e discutidas posteriormente.

2.3.2.1 - Incorporagdo do corpo rigide sem manter a
simetria da matriz global - '

Inicialmente temos um sistema global gerado

pelo MEF.

<] {=)-{7)

onde {81 = matriz de rigidez dinamica global;

{u} = vetor de deslocamentos 4os nos; &
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{¥} = vetor de carregamento dos nods.

Definimos as caracteristicas do problema discretizado
como na fig. abaixo,

e
|
AN

fig. 2.6 ~ dominio do solo discretizado com MEF e
corpo rigido

Na figura nés definimos ks como © dominio
discretizado pelo MEF com os nds fora da interface e e
s contorno com os nds da interface. Portanto usaremos OS5
subindices "s" para identificar os nés na fundagdo e "s" para
identificar os nés no solo fora da fundacgéio.

podenos entio rearranjar o sistema de equagdes, de
tal forma gue separamos as variaveis dos nés em contato com O
corpo rigido e agquelas livres do corpo rigido, ficando o

sistema assim,

‘- Ss=
‘- Srs

onde F = carregamento nodal no sole fora da fundagio, em geral
5

St -l i F
8

It

5 (2.77}
Srr J U, FI‘

pode ser nulo; e
Ff = carregamento nodal dos nds na interface.
aumentamos entdo o sistema de eguagdes com as
condicbes de corpo rigido e reordenando as incdégnitas podemos

escrever © sistema total com as equagdes (2.72), (2.75) e
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{(2.77},

Sss Sar 0 O u ¥
£ 1
5 8¢ ] -
fs T X 4 uf ] ) P (2.78)
g I -G { ut O
] 0 0 EQ Ff Ft
b - L ¥, \ F.

onde além dos deslocamentoes u e das forgas F_ desejamos

uv
gnconfrar u = «{ P } , gue sdo os deslocamentos do corpo

¢.a

rigidoc. Observe gque guando existe mistura de varidveis fisicas,

pode existir problema de balanceamento numérico.

2.3.2.2 - Incorporagdc do cOrpo rigido mantendo a
simetria da matriz global -~

Existe uma outra forma de se fazer a incorporacdo 4o
corpe rigido no MEF, porém mantendo a simetria da matriz
global.

tnicialmente separamos as varidveis da fundagdo € as
variaveis 1livres da fundagdo, COmO no Caso anterior. {ver
cistema matricial da equagdo (2.77))

separando a parte inferior daquele sistema, repetimos

agui,

o] o} e Lo ] ()= ()

Fazemos entio una transformagio de varidveis nesta
parte do sistenma, multiplicando o sistema por uma matriz

transformagdo [T].
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B e E ] bR e

Podemos escolher a matriz de transformagdo [T] como
gsendo a matriz de compatibilidade cinemdtica, ou seja,

[#] - [=] oo

Observando agora a matriz de compatibilidade
cinemdtica [CC} e a matriz de egquilibrio de forgas [EQ],

podenos escrever,

H

[ EQ ] (2.81)

[e=]

e consequentemente o lado direito do sistema (2.79) fica,

()= [eT(n) - [T [ (n )} o

gque € exatamente a imposigdo dada pela condiglo de eguilibrio
de forcas em (2.75).

Finalmente substituinde [T} por [CC] no lado
esquerdo, impomos a condigdc de compatibilidade cinemdtica
dada em (2.72).

Esta parte do sistema resulta,

fed] ool fo o [ec] o] [e] {o}[ed] (e} cooom

Posteriormente para completar a transformagdc do

sistema de eguacdes, a parte superior do sistema fica,

[sss] {ug}+ [ssf] [CC] {ut}z{FS} (2.84)

portanto o sistema completo agora reduzido torna-se,
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7 7 = {2.85)
[ Srs Ser J u F
t t
- ' - - t
onde Srr = oC } [ Sﬂ'] { cC ]
-, A _
Ssr = Ssr ] [ eC :I
-, . -, .
S¢s == Ssf ]

Devemos observar que o MEF tem uma grande vantagemn
computacional de produzir um sistema com matrizes simétricas e
sm banda. Isto vcorre com a segunda forma de incorporagdc do
corpo rigido mostrada acima, mantendo esta vantagem do MEF.
putra grande vantagenm desta forma de incorporar o corpe rigido
& gue 0 sistema final obtido ndo & mixto, ou seja as incdgnitas
s80o apenas deslocamentos. Isto pode melhorar o© nimerc de
condicionamento do sistema, ou seja ndo traz problemas de
balanceamento numérico como observamos anteriormente gque ocorre
guando misturamos variaveis fisicas.

Podemos perceber ainda gue além de nic destruir a
simetria das matrizes, a segunda forma reduz a ordem destas. De
fato, ela transforma todos os graus de liberdade dos pontos en
contato com a fundacgdo nos trés graus de liberdade da fundagéo
{av,un,¢.a).

Na incorporagido do corpo rigido utilizada neste
trabalho, foi implementada a segunda forma, mantendo a simetria

das matrizes.
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2.3.3 - Validagio dos resultados para*problemas
elastodinémicos -

Esta secio trata da validagao das teorias
apresentadas nos itens anteriores deste capitulo.

0 problema considerado & o de uma viga eléstica em
palango excitada uni-axialmente por uma forga (harmdnica), cuja
frequéncia & Q.

A viga & discretizada com 40 elementos finitos
guadrilaterais bilineares. As caracteristicas do problema bem
como a malha de elementos finitos s@o apresentadas na figura
2.7, abaixo.

E. v, p

fig 2.7 ~ viga eléstica excitada dinamicamente e

discretizada por elementos finitos.

os dados da figura para o problema sido os seguintes:

- 1L = 0,2 m - comprimento total da viga

- H = 0,02 m - altura da viga

- Fn = 1,0 N - carregamento axial aplicado sobre © corpo

rigido
- F , M- &0 carreganento transversal e momento fletor,
respectivamente, no caso sS30 nulos

- E = 2,6 MPa - mbdulo de rigidesz (este valor do
médulo de rigidez foi escolhide para gue © mddulo de rigidez
transversal G seja unitério, devido a adimensicnalizag8do feita
para problemas solo-estrutura, meio continuo)

-y = 0,3 - coeficiente de Poisson

- p=1,0 kg/m3 - densidade de massa

- ¢ = 0,01 m - espessura da viga
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Com isto o problema a ser resolvido est& definido.
gomo  trataremos posteriormente de problemas dindmico
solo-estrutura (meio continuc), usaremos agui uma freguéncia
adimensional ao definida como [16]:

onde w = fregquéncia de excitagdo;
a = metade da largura do COrpo rigido; e
ve = velocidade de onda cisalhante, definida comno

"= (%)

A curva de resposta em frequéncia obtida pela

wo o

utilizacdo do MEF & mostrada na figura 2.8. Através dela,
ochtemos as frequéncia naturais (autovalores}, simplesmente
observando os pontos de frequéncias para amplitudes méximas.
Isto pode ser feito diretamente do grafico da figura 2.8 ou
mesmo dos valores obtidos nos arguivos de saida do programa do
MEF., Com estes valores € transformando as frequéncias tedricas
em valores adimensionais, podemos construir a tabela 2.3. Esta
rabela traz, entre parenteses, 05 €rros relativos obtidos entre
os dois wvalores de frequéncias naturais da viga excitada
uni-axialmente,

Até o presente momento nao definimos o problema
viscoelastodindnico, portanto os resultados do MEF no grafico e
na tabela representam as frequéncias naturais obtidas com fator

de amortecimento material nulo.
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- freguéncia adimensional ac = 0-1

102 £ : ? T r ; Y . . ey

E -~  Elementos Finitos ]

10t \; E

T 100 = \K 3

. - / \ -

L) I - el

B ogp-rh / .

& 5 / 3

10”22 %
10——3 I ' : 3 1 r 4 \

0 0.1 0.2 0.3 0.4 6.5 0.6 0.¢ 0.8 5.9 1

ao={w*a}/Cs
fig 2.8 - Curva de resposta em frequéncia da viga
elastica, frequéncia ao = 0 ~ 1.

tab. 2.3 - Frequéncias naturais adimensionais da viga
eladstica, grafico da figura 2.8

ponto MEF Tebrico

1 0,130 0,1268
(2,6%)

2 0,400 00,3799
{5,2x%)

3 0,665 g,6332
(5,0%)

4 0,928 00,8865
{4,3%)

Com respeito aos resultados apresentados acima existem algumas

aproximagdes gue devem ser consideradas no modelo. Unma delas é
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o engastamento da viga em uma das extremidades, restringindo
tanto os graus de liberdade no sentido do carregamento gquanto
no sentido perpendicular a esta. Isto influencia o efeito de
Poisson proéximo a esta extremidade. A outra tem o mesmo efeito
mas & provocada na outra extremidade sobre o corpo rigido. Isto
ocorre pois o tipo de interac8o entre o corpo rigido e a viga &
do tipo contato colado.

Uma forma de evitar este tipo de problema e minimizar
o erro nesta simulagdo seria o aumento da relagdo entre
comprimento I, da viga e largura h, ou corrigir as condigdes de
contorno de tal forma gue possa permitir os deslocamentos
verticais dos nds que estio na extremidade engastada da viga e
ainda permitir um contato corpoc rigido/viga sem efeito de

cisalhamento.
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2.4 = TFormulagao para Viscoelastodindmica
Estacionaria -

2.4.1 ~ Problema Viscoelastodindmico -

Até o presente momento nds tratamos apenas problemas
elastodinamicos. Uma modelagem mais realista do solo & obtido
av se incluir a dissipagio de energia devido ao atrito, que
recebe o nome de amortecimente material do meio. Partindo da
equagdo do movimento e suas condicdes de contorne e iniciais
(equacbes (2.52) & (2.56)}, podenos transformar os procblemas do
caso elastodinamico para o caso viscoelastodinamico.

ITniciamos da equagdo do movimento na diregdo x. O
procedimento serd feito apenas para a coordenada x, sendo gue
para a diregdo y, segue de forma similar.

bo, ot F g, (2.86)

Dadas as formas gerais da relagdo constitutiva

viscoelastica, referéncia [17], temos em notagao indicial,

t (t)

ae
- _ K1
G}j s J Giﬁl{t t)-—ﬁg%——w~ dr {2.87)

0

onde Glmi{t} & chamada fungdo relaxagdo. Podemos escrever

ainda,

¢ aakl(r) as
€, = JLWl (E~T) dt {(2.88)

0

onde J&ﬁl(t) & chamada fungdo fluéncia.
Tntroduzindo o© tensor de desvio Sij e as
correspondentes componentes e, da dilatacdoc volumétrica de

deformacio,
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Podemos entdo decompor
relaxacdo independentes,

(2.89)
(2.90)

a funcio relaxagdo em duas fungles

rt aeij(r)
s” = Gi(t_t) 3T dar {(2.91)
Y
-t ge  (T)
O = Gz(twt) 3T at {2.92)
“
Ecrevendo também as fungdes de toreep” independentes,
¢ 85, (T)
e, = I (t-T) 55 at (2.93)
4i]
* aakk(r)
e, = Jz(t—r) FE dr {(2.94)
3
com isto definimos a relagao tensdo-deformagao
isotrépica viscoeldstica completa,
¢ ge (T) * ae (T
“uméu A(E-T) —55 ar + 2.1 M(t-T) —53 dt (2.95)
-0 -~ 00
e p{t-tr) sac fungdes relaxagioc apropriadas que
r Christensen [17].
expandindoc os

onde A{(t~T)
podem ser obtidas de Gi e Ji, ve
a

Escrevemos

equagio acima

indices e definindo

ou seja,
4 = & = & o = .
i1 x b4 22 y H xy 12
= g e = g £ = B N
i1 x H 22 v H 12 %y
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t 6(8x{t)+8 {T)) t de (T}
¢, = A{t-T) Y dr+2.J u(t—r}——gi—mm—dt (2.96)

aT T
- t ,._m
6exy(r)
'r:“=~cxyz u{t-t) —ErT dr (2.97)

- ok

Por definigdo, da elasticidade sabemos que,

2.8 =u +u {2.98)

du_ du_ du_ )
2‘£:1 = 2'8x= ax + 8x 7 Fy T Y
auy Buy 6uy
2ee,, = 2.eym 7y + 5y "% €, < 3y . {2.99)

Bux 6uy ; au 611y
¥

L = L] = + TR H——

2 E:12 2 ny 3y ix exy 2 ( 8y ax )

Substituindo as relacgdes tensdo~deformagio (equacdes {2.96) e
{2.97}) e as relacBes deformacio-deslocanento {equacdo (2.99))
na eguagao de equilibric para x {equagdo (2.86)) temos,

t t

P P 313.x Buy a a én?u.x
[ reeen) &[G ) Joe + 2| uceee) (£ o | Ja

-y bt * ]
t 2
du du g "u
oy Ll X X, ¥ = x
+ 2.[ p(t-1) 6,5( S [ e ]]dt *Pe= oy (2.100)
bt ¢ 1
reordenando a eguacgdo (2.100) temos,
h a a%u 82u t 3 Bzux 8%u
u{t-T) »-é»[ 2“ + 23’ ]dt+ [ (t=T)+A{t=-1) ] -{%( -+ ”]cﬁr
T ¥ a8y ax Ixay
bl + 13 o
8%u
+ Fx = = (2.101)
at®
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Esta & a equagdc do movimento (em termos de
deslocamentos na diregdo da coordenada x) para um problema de
viscoelasticidade transiente 1linear. Para a coordenada ¥ o
procedimento & exatamente o mesmo. Deve-se observar agui gue u
€ fungdo das coordenadas x, y e do tempo, ou seja uxmuk(f,t), e
% = (x,)

Nosso trabalho se restringe a viscoelastodinamica
estaciondria, portanto devemos passar esta egquacio do dominio
do tempo para o dominio da freguéncia,

Definimos a forga como,
Fx = Fx(X%,t) = Fx . exp(iwt) (2.102)

¢ fazendo uma transformada de TFourier na eg. (2.101) temos,
ref [171:

. s*u_  o*u . . CRT
g {(iw) —+ 2y + [A (iw)+u (iw)] =+ L4 +
ox oy ax axay
+Fx = - p w u (2.103)

-

onde agora ﬁx é fungado das coordenadas x,y e da frequéncia w,
ou seja §£m fof,w), e ¥ = (x,¥)

Esta finalmente & a eguagdoc do movimento para
problemas viscoelastodinanmicos estacionarios (com relacdo &
coordenada x do problemal.

De uma forma geral escrevemos esta eguagfo em notagio
indicial,

u*(iu}.ﬁi

+ [A’(im)+u'(iw)].ﬁk +F = -p.w.u (2.104)

» 13 Kl H

Observamos gue as fungdes de relaxagdo g e A s30

complexas e definidos como,

w'(ilwy = M. (341 w(w))}
(2.105)

AT (iw) = AL (1+i B(w))
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onde g4 & A sio as constantes de Lamé definidas anteriormente;
7{w) e B{w) sdo coeficientes de amortecimento ou perdas,
dependem da frequéncia e podem ser levantados
experimentalmente ou obtidos a partir de um
modelo pré-definido.
Substituinds a eguacdo {(2.108) em (2.104) e

rearraniando em parte real e imaginéria, referéncia [17], isto

resulta,
. u + +1).1 + 1 L i -
el (A+u) ux,m 1y (W) Y + 1(l3{w)+uv(w)).uk’ki +
] - 1 . |
= 2 = *1 * 2
N Fi+pwiou, =0 (2.106)

poderiamos partir da equagdo do movimento na forma indicial
dada na eguagioc {2.52) e obtermos a equacio de Navier, e ainda
transformamos-a para ¢ dominio da fregquéncia. Assim, temos:

2 —
u.umj + (H“)‘uk,ki + bi + p.w.u =0

Percebemos entdo ¢ue se b = ?i, as egquagdes sHo
exatamente as mesmas a mnenos dos termos %1 e %2 gque vem
exatamente das contantes g e i gue agora sdc definidas como
complexas, fazendo surgir estes dois termos na egquagdo (2.106).

Do ponto de vista da implementagdoc o tratamento do
problema viscoelastodindmico consiste em tornar todas variaveis
de campe ui e b1 complexas, e também introduzir as constantes
de Lamé complexas uf e A .

Pode-se mostrar, ver vreferéncia [5], que para o
coeficiente de Poisson do solo ser real, v € R , entdo os
coeficientes do amortecimento y¥{w) e B(w) devem ser iguais.

Na préatica computacional, referéncia {5}, escolhe-se
dois modelos para os coeficientes de amortecimento do solo. O

-

modelo de Kelvin-Voligt é representado pela relagdo,
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y{w) = B(w) = w7 (2.107)
para o modelo de histerese constante temos,

7(w) = B(w) =¥ {2.108)
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2.4.2~ Validagdo - Comparagdc com o0s resultados do
trabalho de Luco/Hadjian/Bes [7]

Na &area do DSSI, Luco e Hadjian [7] realizaram um
trabalho onde se faz um estudo comparativo scbre o© MEF e
solugdo semi-analitica para o problema solo-estrutura. Nesta
segao faremos uma comparagdo do nossoc trabalhc com uma das
curvas do trabalhe de Luco a fim de validar nossos resultados.

0 modelo a ser analisadoe & o mesmo apresentado em
[7]. Modelaremos o solo com o MEF viscoeldstico e a interagao
entre o solo e a estrutura rigida na superficie & do tipo
contato colado {welded contact).

partimos da parte inferior do sistema (2.85), ou
seja, [S;r], para representar a matriz de impedéncia para os
graus de liberdade da fundagao rigida. Esta parte do sistema

pode ser representada como:

v Svv QO 0 v
Fn = 7, G 0 Shh  Snh us {2.109)
M/a 0 S5hm Sem { $.a }
Fv Kvedl, Cvv i) ] v
Fn =n.G 0 kin+il,Cvw  Kehti, Coh Uh (2.110)
M/a 0 Kimti.Chn Kawtl. Con ]{q&.a}

onde kv, km, ke sd3oc os coeficientes de rigidez dependentes
da freguéncia para os carregamentos harménicos verticais,
horizontais e momentos, respectivamente. keh € Xkme sS80 08
coeficientes de rigidez acoplados. Da mesma forma, <Cw, O,
cms, Cmh € Cmh sS80 os coeficientes de amortecimento dependentes
da freguéncia.

Para este tipc de problema (DSSI) utilizamos a
frequéncia adimensional ao=w.a/Vs, definida anteriormente, onde
w & a frequéncia de excitag@o, ™"a" & o semi~lade da fundagao
rigida e vs & a velocidade de onda de cisalhamento do meio
continuo elastico.

Definimos ¢ vetor carregamento total Fr={Fv,Fn,My/a}
como Fe={1,0,0}, {0,1,0}, {0,0,1} para obter cada termo da
matriz de impedancia (2.109). Ou seja para cada wvetor Ft

definido acima podemos obter os termos equivalentes a estes
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carregamentos na matriz de impedéncia, como apresentado

abaixo,
F
Sw(ao) = n.Gfuv ’
Fn
Snn{R0) = e
My/a
Sm(a{}) = _____mm"‘é{¢‘a'
Fn
Smh(ai)} e ”ﬁ*:m,
My/a
Shm({ag) = H.é =
e ainda Smh = Shm, ou seja, deve existir a simetria entre os

termos acoplados.

Devemos  observar ainda gue nuitos resultados
apresentados para estes tipos de problemas utilizam as
flexibilidades din8mica complexa Cvv, Cbhh, Cuam, Cmn € Chm, 0OU
seja [C(ac)] = [S(ao)]%. Neste trabalho alguns resultados
serido comparados através das flexibilidades.

C modele a ser analisado serd o seguinte: o solo seri
discretizado com 392 elementos qguadrilaterais bilineares. As
caracteristicas desta discretizacgio estdoc apresentadas na

figura 2.9, abaixo,
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& eiem & elem § slen
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fig. 2.9 - Modelo de elementos finitos e corpo rigido

Para o problema definimos as constantes fisicas como:
= G = 1,0 MPa ~ mddulo de cisalhamento

i
=
1

- v = 0,3 - coeficiente de Poisson
1,0 kg/nﬁ - densidade de massa

t
o]
i

Uma adimensionalizacio deve ser feita para plotarmos

os valores da rigidez dinamica,

Sw(a{)) - T G U

onde Pv = 1,0 N - carregamento vertical sobre a fundagio,
uv SAc os deslocamentons da fundagdo dependentes da
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frequéncia. Devemos observar ainda gue ac & uma frequéncia
adimensional comg apresentada na segdc 2.3.3.

0 contorno foi definido come restringido nas bases
para os trés tipos de carregamentos e ainda restringido nas
laterais no sentido vertical para carregamento horizontal e
momento, e restringide na horizontal para carregamento
vertical.

Neste resultado preliminar estamos comparando apenas
a rigidez dinémica vertical e sua componente imaginaria. Isto
estd representado nos graficos das figuras 2.10 e 2.11, ou seja
os graficos representam os termos da matriz de impedéncia
(equaclc (2.110)) para um carregamento vertical unitério sobre
& centro da fundagio, (Ft = {Fv,Fa,My/a} = {1,0,0}). Os
gréficos mostram a rigidez dinamica vertical adimensionalizada
como apresentado acima, em fungdo das frequéncias adimensionais
as. Obtivemos dois valores para a rigidez vertical com dois
fatores de amortecimento material distintes, ou seja 7=0,05 e
7=0,20 e Ccomparamos com 08 resultados obtides por Luco e
Hadijian [7}.

Podemos observar no gréfico (figuras 2.10 e 2.11}) que
a resposta do presente método se aproxima do resultado do Luco,
apresentando os picos das fungdes de rigidez do meio nas
frequéncias de ressondncia, © gue j& esperédvamos pois o MEF tem
dificuldades em modelar os meios infinitos.

Existe uma pequena diferenga entre os resultados;
isto se deve ao fato gue os resultades do Luco foram obtidos
para 5 {(cinco) pontos de frequéncia. Para estes pontos ele
provavelmente aproximou wuma curva suave. NOSSOS resultados
foram obtidos com uma densidade de frequéncia muito maior.

para frequéncias gue antecedem & primeira ressonéncia
os resultados coincidem. J& para frequéncias mais elevadas
nossos resultados mostram ressondncias que © trabalho do Luco
nio apresentou. O fato dele ter calculado somente 5 pontos de
frequéncia fez com que ele perdesse uma razoavel guantidade de
informacdo.

£ possivel explicar a opgao de Luco, se entendermos

gque no inicio da década de 70 tal problema de elementos finitos
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somente poderia ser solucionado em computador do tipo mainframe
e a custos bastante elevados.

Uma outra observagio a ser feita com relagdo a estes
resultados & gue se observarmes as curvas para amortecimento
elevado (n = 0,2), verificamos que elas se aproximam bastante
pois neste caso os saltos (oscilagBes) na ressondncia sdo
reduzidos ndo sofrende o efeito da peguena discretizagido da
fregquéncia.

Posteriormente deveremos apresentar mais resultados

em relagdoc ao MEF e o MEF-MEC com esta malha do trabalho do

Luco (ver Apéndice).

3 T 1 T T
(MEF, eta=0.05)

. (MEF, eta=0.20)
x [(LUCO, eta=0.03)

(LUCO, eta=0.20)

=

Real {Svv)

1 L

0 4.5 i 1.5 2 2.5

ao={w*a}/Cs

fig. 2.10 - Rigidez Vertical
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~Tmag {Svv)

L5t

W

0.5

; ~ (MEF, eta=0.05)
f“ti =, (MEF, ete=0.20}
| x {LUCO, eta=0.05)

/ o {LUCO, eta=0.20)

|
s
e

1.5

ao={w*a)/Cs

fig. 2.11 - Coeficiente de Amortecinmento Vertical
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3 - 0 Método dos Elementos de Contorno para problema
viscoelastodindmico estaciondrioc -

2.1 ~ Formulagdo viscoelastodinamica -

Partimos da egua¢do do problema elastodinamico
{equagdo (2.52)) em termos dos deslocamentos para um meio
s6lido viscoeldstico linear, homogéneo e isotrdpico, ou seja,

2 2 2
(ci TS ) uk,ki + C; ui,jj + fx - ui,tt en (3.1)

onde ce ¢, s8o velocidade das ondas de dilatagiic e de
cisalhamento e sdo dados por

2 _ (A + 2.1) 2 . u
= 5 ; c, = 5 {3.2)

[

sendo ¢ e 2 as constantes de Lamé e p a densidade do neic
continuo.

As condigBes de contorno (equagbes (2.53) e (2.54)) e
condigdes iniciais (equagbes (2.55) e (2.56)) sfc repetidas

aqui,
- condig¢des de contorno
u o =g em fﬁi x {0,T] {3.3}
t = h em I' x [0,T] {(3.4)
inli i i
com tuui sendo o vetor tensio, ou t“ﬂi = tij . nj

- condighes iniciais

u, = u, (3.5)
u =1 (3.6)
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Podemos escrever a relaglo constitutiva para o meio
sGlido, especificado no problema anterior como,

tU = p (cf - 2.02) umk au + p cz {ul,j + uj’l) {3.7)
onde 6“ € o delta de Kronecker.

Como apresentado na seQd3o 2.4, podemos reescrever a
equacado elastodinamica (equagdo (3.1)) e as condigdes de
contorno (equacgdes (3.3} e {(3.4)) para problemas
viscoelastodinamicos estaciondric (no dominio da fregquéncia),
tal como

2 2, - 2 - - -
. cz) umigi + ¢, u + £ +o°u =90 (3.8}

As condigdes de contorno sdo redefinidas como:

‘-11 (¥, w) = &i {x,) em I'q (3.9)

(x;0) =t n = Ki(x,w) em I'n {3.10)

(Ei 5 B

¢ a relagfo constitutiva como [347:

_ 2 _ 2, = 2 =
tij =P {Cx 2.02) uk,k 61} e C (ui,j ¥ uj,i) (3.11)

Deve-se observar que as ~ condigdes iniciais
desaparecen quando fazemos a transformacio de dominios, ou seja
do dominio do tempo para o dominio da frequéncia,.

Nosso problema & resolver a formulagdo integral de um
problema geral da elastodinamica. Para isto definimos uma
solugdo fundamental singular para a eguagaoc 3.8 num meio sdlido
infinito dependente da frequéncia @, dada COmo,

-f(w) o (w 6 - ¥ r ¥y ) (3.12}

.
Iﬂj{x‘g’w) @ p c, 0T,
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onde para o caso bi-dimensional a=2 e as fungdes ¢ e ¥

. i W = i © c, i w,
= Ko + K1 - Kt} —— (3.13)
c, 1w ¢, c, c,

b

i W ci i W i
X = K2f mee—— | - Kz (3.14)
c, e c,
1 =
. 1
onde 1 = {-1) AP Ko, Ki, Kz s8ac as fungdes de Bessel

medificadas de segundo tipo e ordens 0, 1 e 2 respectivamente.

¥ - ponto do campo
€ - ponto de colocagdo, como visto na figura 3.1
¥ = ix - £
-3 i
e
a(&)\
#* > *
£ P's
fig 3.1 - Definig8o do ponto de colocagio £ e do
ponto de campo x
E a resposta do meic infinito & dada por 1_11= ﬁ:} - e

Podemos através da socolugio fundamental, também
chamada de tensor de deslocamentos de Stokes ([39], obter o

- —
tensor de tracgdes tu COme

» 1 ay _‘_w%_ ar -
tij T e m {[ ar r X] [aij an +r,i nj]

2
- = - e - e . e+
T x[ni r,j 2r,1 r,j an] 2 ar r,i r,} an
2
© £ 5y o 315
*[_cj““z][“a?'“é“f“""ﬁ”]r,j“i} (3.15)

Podemos usar agora © teorema da veciprocidade de
Betti para o dominio da transformada de Fourier ([33}, para
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obter a solugdo do problema elastodinamico no dominio da
frequéncia w na forma integral. Para problemas solo-estrutura
{DSSI), dgue serd tratado aqui, supomos ainda gue as forgas de
corpo sac nulas e ainda tratamos de problemas os guais possuem
contornos geométricos “"suaves®, desta forma escrevemos a
egquacdo integral como da forma,

m%-ui(c‘:,w)mjr[ﬁ;:(x,g,w) €y (X00) = & (x,€,0) uj(x,w)]df

{3.16)
onde u;J = u”/f(w} H t;} = tlj{f(u) .

Detalhes com relagldo a esta formulacdo do Método dos
Elementos de Contorno para problema elastodinamico pode ser
encontrado no trabalho do Pontes, referéncia [37}.
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3.2 - Discretizagidc da Egquacdo Integral no Contornce
{0 método dos Elementos de Contornc - MEC} -

O tratamento do Método dos Elementos de Contorno
propriamente dito consiste na discretizacio desta integral de
contorno. Devemos fazer apenas uma discretizacgio espacial, pois
estamos trabalhande no dominio da fregquéncia {141 (ndco havendo
necessidade de discretizag@o do tempo).

A discretizagdo espacial neste trabalho & feita com
elementos constantes. Este tipo de elementos & caracterizado
por possuir valores contantes [35] das fungdes a seremn
aproximadas, e os valores das tensSes e deslocamentos (ou seia
0s graus de liberdade do problema) sfo definida no centro de
cada elemento.

Portanto, utilizando a discretizagio por elementos
de contorno constante podemos reescrever a egq. integral de
contorno (equagdo 3.15) em uma forma matricial (discreta),

¥ .3
1 =pe =t e —e g
P = ol = yfiy s vy 3 - 6

£, = 1,2 (ndof}

onde ¥ = numerce de elementos
pc = elemento gue contém o ponto de colocagdo

ﬁ; = vetor deslocamentos
%ﬁ = vetor de tracgbes
5; . iﬁ} = matrizes de influéncia dade pela integragio
dos termos na eqg. integral, ou seja,
& =J Q' (x,E,w) dle (3.18)
3 1}
Fe
" mJ T (x,£,0) dle (3.19)
i3 i}
Te
5?“ = wvetor deslocamentos nc elementos singular, ou seja o©

slemento gue contém o ponto de colocagdoc £ (ponto
singular).
Podencs entio escrever a eguacgio Integral de Contorno
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(equagdo (3.17)) para todos os elementos de contorno & obter um
sistema de (2 x M) equagdes algébricas, o gqual pode ser escrito
na forma matricial como,

{0.5) {u} = [G] {¥} -~ [H) {u} {3.20)

Para solucionar este sistema de equacdes devemos
conhecer as condigdes de contorno como forcas de superficie {t}
ou deslocamentos {5}, ou ainda parte de cada um dos graus de
liberdade. Com isto podemos rearranjar o sistema de eguagdes
acima de tal forma que os elementos os termos da matriz (G] e
da matriz [H] relacionadas com as tragbes e deslocamentos
respectivamente desconhecidos figuem do lade esquerdo do
sistema, formando assim uma matriz de impedédncia (81,
semelhante &dguela na equagdo (2.69) para og elementos finitos.
Um sistema final do tipo,

[ l{wh-{7)

{u’} & o vetor formado por parte das forcgas de superficie {f} e
parte dos deslocamentos {u} e o vetor {f} & formado pelas
valores conhecidos de {u} e {f} dados pelas condigdes de
contorno. E {8] € a matriz dinadmica dependente da frequéncia,

cu seja [8] = [S(w)].
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3.3 - Incorporagdo do problema solo-estrutura -

A partir da forma matricial (discreta) da equagadc
Integral de Contorno (equag&o (3.20}}, podemos separar as
varidveis com indice "s" para a fundagdo e "s" para o solo,
como na figura abaixo.

F My C.R.
L'
Ts «ww—)w Fn
\ rﬂ
{ ] /‘
T T T T T T X
solo
\y‘z

fig. 3.2 = dominioc do solo discretizado com MEC e
corpo rigido

uUs Gos l Gsr i Hss l Her s
(0.5} =
ur Gis

(3.21)

Ger Tr Hrs

pPodemocs impor as condigdes de compatibilidade
cinemitica equilibric de forgas do Ccorpo rigido como
apresentado na segdo 2.3.2 (equagdes (2.72) e (2.75)) e ainda
lembrando que as tensbes na superficie livre sdo nulas (ts=0),
obtemos um sistema matricial incorporando a fundagdo rigida ac

so0lo.

r F3
Ges ~Hesl —Hsf O tr 4
7 ¥ ]
Gff -Hrs]| ~-Hrr 0] ‘ us _ 0 , (3.22)
G 4] I —CC 0nr ]
~EQ 0 0 O tt Ft
L B L J X J
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E)
onde os termos da diagonal da matriz Hir = Hit + 0.5;
we sAoc graus de liberdade do corpo rigido e Ft
parregamento harménico sobre o corpo rigido come definido

anteriormente.
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3.4 - Validagio com o broblema da viga -

Posteriormente utilizaremos a impl&mentagéo feita
Para o Método dos Elementos de Contorno para fazer uma
comparacdo critica entre este ¢ 0 Método dos Elementos Finitos.
Na sequéncia esta mesma implementacic sers utilizada para a
implementacio do acoplamento entre os doig métodos. Para isto
fazemos agui uma validacido da implementacic do MEC utilizando o
mesmo exemple apresentado na segao 2.3.3 para o caso da viga
excitada uniaxialmente.

A viga possui as nesmas caracteristicas daguela
apresentada anteriormente, mantendo as mesmas dimensSes
geométricas e as propriedades fisicas. Porém a discretizacio
aquli serd feita com 176 elementos de contorno constantes
dispostos como apresentado na figura 3.3, abaixo,

T b e
I 7 I ] ] I ! T T ¥
¥ 80 elem X «
B 8 h
—— - elem elem o ——ty —.3
BO elem h
§ ] L ] i ] I ! i
i L
i
fig 3.3 - viga eldstica excitada dinamicamente e

discretizada por elementos de contorno.

Os dados s8c da figura sio os seguintes:
- L =0,2m - comprimento total da viga
- H 0,02 m - altura da viga
= Fn = 1,0 N - carregamento axial harmdnico aplicado

I}

sobre o corpo rigido
A wviga esté engastada en uma das extremidades e com
¢ carregamento axial aplicado no ponto central do corpo

rigido.
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~ frequéncia adimensional ac = QO-1

107 ¢ , , , .
2 .. (MEF, eta=0,10) g
- — {MEF, eta=0,20) 3
N ] —. {MEC, eta=0,10)} -
0L H -~ {MEC, eta=0,20) ;
A j a :
- A | | -
I~ Fyl [. i i -
Fa § {i
100 Lo \ / zj“\ AT
P - . | =
- AN J o) F AN
e - | ' ]
=
= 1(}-—15 "'1';%“
ISty 3
10-8 : : L : : ) ; : '
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.5 1
ao={w*a)/Cs
fig 3.4 - Curva de resposta em freguéncia da viga
elastica, frequéncia ao = 0 - 1.
tab. 3.1 = Frequéncias naturais adimensionais da viga
elastica, grafico da figura 3.4
ponto MEF MEF MEC MEC Tedrico
{feta=0,10) {eta=0, 10} {eta=0, 10} {eta=0D,20}
1 0,130 0,130 0,130 0,130 0,1266
{2,6%) {2,6%) {2,6%) {2,6x)
2 Q,3975 0,400 0,398 3.398 00,3798
(4,6%) {(5,2%) {4,8x) {4,8x%)
3 0,665 G,6675 D,660 0,660 00,6332
(5,0%) (5,4%) (4,2x%) (4,2x%)
4 ¢,930 0,920 0,820 (,8865
(4,9x%) (3,8x) {3,8%)

O grafico apresenta as curvas obtidas com os dois
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métodos. Podemos obter os valores de pico para encontrar as
frequéncias de ressondncia do grafico ou diretamente das
tabelas de saidas geradas para o gréfico. Na tabela
apresentamos estes valores juntamente com os earros relativos
a0 valor tedrico calculados para cada freguéncia obtida.

Observa-se que as frequéncias de ressonéncia da viga
ocbtidas pelos dois métodos concordam com a solugdo analitica de
forma razoavel com uma ligeira melhor aproximacfo para o MEC en
relagdo ao MEF para algumas freguéncias. Outra informagdo gue
podemos extrair da tabela é que por simples inspecdc dos
valores das frequéncias de ressondncia para ambos os métodos,
verificamos gque estes estdo significativamente proximos, com
uma margem de erro da ordem de 107%, Isto nos leva a concluir
gue as implementagdes para ambos os mwmétodos estio em
concordéncia. Finalmente, observamos gque o© amortecimento
material imposto no MEF de n = 0,10 para 1 = 0,20 ndo provocou
uma mudanga substancial nas freguéncias naturais, o gque
realmente € de se esperar. De fato o amortecimento possul pouca
influéncia sobre as fregquencia naturais do sistema.
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4 - Acoplamento das Solugdes de Elementos Finitos e
Elementos de Contorno -

4.1 - Revisdo critica da literatura -

Existem duas aproximag¢des diferentes para combinarmos
o Método dos Elementos Finitos (MEF) com o Método dos Elementos
de Contorno (MEC). A primeira seria converter a regiioc do MEF
como uma regilfio eguivalente do MEC {chamado MEC egquivalente),
isto € bastante atrativo guando usamos formulagio de elementos
finitos mixto, pois neste caso os graus de liberdade para ambas
ag partes sdo simplesmente combinados. Uma segunda forma, mais
comum, € tratar a regifio do MEC como uma regifio equivalente
do MEF ({chamado MEF eguivalente -~ ou super-elemento). Esta
segunda técnica parece ser mais atrativa pois aproveita mais as
vantagens do MEC e do MEF. Isto ocorre pois em problemas
préticos as estruturas possuem uma certa complexidade (vigas,
placas, etal) e problemas nao lineares (fissuras,
plasticidade, etc.), as guais ndo sdo apropriadas para o MEC
tornando a aplicabilidade do MEC equivalente reduzida.

A maior desvantagem gue aparece nesta segunda técnica
{MEF equivalente) & possuilr uma inversidoc de matriz no processo.
Porém, partindo do pressuposto gque o© nimeroc de nds da
discretizagdo do MEC, onde a matriz resultante deve ser
invertida, & ben menor gue a do MEF e ainda com a variedade das
técnicas de inversd8c e 08  avangos nos equipamentos
computacionais, este problema torna-se um pouco reduzido dentro
do contexto do problema.

Usando esta segunda técnica, uma das primeiras
tentativas para fazer o acoplamentoc do MEF com o MEC, foi
desenvolvida por Zienkiewicz, Kelly e Bettess [18], utilizando
uma aproximacdo de Energia para o dominio do MEC. Esta forma
também foi utilizada afim de Jjustificar uma simetrizagdc da
matriz do elementos obtida pelo MEC, gue facilitaria o
acoplamento, pois as matrizes dos elementos do MEF sao
simétricas. De fato, esta aproximagdc prova gue as matrizes dos

elementos devem ser simétricas, apesar das teorias do MEC
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mostrarem que as matrizes sd3o ndo simétricas.

0 principio de Energia utiliza consideragbes de
simetria, daf a sua aplicagioc a operadores diferenciais
simétricos. Portanto o erro desta técnica surge na utilizagdo
deste principic de Energia para operadores integrais.

Ainda utilizando aproxima¢des de Energia e tentando
evitar a inversfo das matrizes geradas pelo MEC, Beer [19)] fez
algumas mudancas de ordem estrutural no acoplamento. Utiliza
uma forma interativa entre os dois métodos, onde resolve a
solucic da eguagdo integral varias vezes, substituindoe o lado
direito da eguagfo. Outra vantagem computacional & que a matriz
de rigidez do BEM & computada apenas na interface. Esta técnica
& semelhante a de condensagio de subestrutura usada no MEF.

Em funcdo da grande aplicabilidade existe um
grande nimero de trabalhos sugerindo a técnica do acoplamento;
um resumo com as referéncias destes trabalhos foram dados
por Bebbia, Telles e Wrobel [20]. Alguns trabalhos importantes
devem ser mencionados como © de Brebbia e Georgiou [21] e
outros apresentados na seguéncia dentro de &reas especificas.

Na &rea de problemas elastodinémicos Kobayashi e
Kawakami [22] tratam do problema dinfmico entre estrutura e
sole viscoelastico e Kobayashi e [Kishima [23] tratam
problema dinamico entre estrutura e solo ndoc homogéneo, ambos
tratam o problema no dominio da frequéncia.

Ainda dentro da &rea de problemas elastodinamicos,
porém para problemas no donminio do tempo, Spyrakos & Beskos
{241 e Karabalis e Beskos [25], respectivamente, consideraram
problemas solo-estrutura plana e tri-dimensional wusando o
acoplamento. © rrabalho de Gaitanaros e Karabalis [26], trata
problema de fundacio embutida tri-dimensional no dominio da
frequéncia. Também na &rea dos problemas elastodindmicos temos
os trabalhos de Estorff [27] para obter resposta dindmica de
blocos elfsticos no dominio da frequéncia e Von Estorff e
Kausel [28] que apresentam resultados obtideos com o acoplamento
MEF e MEC discutindo suas aplicabilidades para alguns
problemas sclo-~estrutura.

Estorff e Prabucki [29] desenvolveram trabalho para
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problemas de corpos eladstico de forma arbitrdria sujeita a
cargas dinamicas. Também para anadlise de corpos elastico temos
os trabalhos de Khono, Tsunada, Seto e Tanaka [30] apresentando
resultados para o8 casos bi & tri~dimensional e ¢ trabalho
de L1, Han, Mang e Torzicky [31], este (ltimo apresentando unm
sistema de equacdes totalmente condensado, reduzindo todos os
graus de liberdade para a interface, inclusive para os graus de
liberdade do MEF.

Também usando a técnica do acoplamento, porém em
putra &rea especifica podemos citar o trabalho de Estorff e
Antes [32} aplicando a técnica para problemas de interagéo
fluido-estrutura no dominio da frequéncia.
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4.2 - A técnica do acoplamento MEF e MEC utilizada -~

Dissemos anteriormente gque a forma malis comum para o
processo de acoplamento do MEF e do MEC & a transformagdo do
dominio do MEC como um dominio equivalente do MEF, obtendo um
super~elenento representado ne dominio de MEC.

Desta forma nds também utilizaremos a mesma técnica
aplicada ao nossoe problema especifico de interacdo
solo~estrutura com o solo modelado como um melo viscoeléstico
no doninio da freguéncia.

Podemos definir os dominios do problema como na
figura abaixo,

fig. 4.1 - Discretizagdc com elementos finitos e

elementos de contorno

portanto definimos os subindices "r" para representar
a discretizacac do MEF, e os subindices "s" para representar a
discretizacdo do MEC, e ainda ™ e Il sdc as interfaces do MEF
e do MEC, respectivamente.

Partindo da equagac glebal do MEF para problema

elastodinamice apresentado na segdo (3.1),

[ 1( - ()
onde [S?} & a matriz de rigidez dindmica dependente da

. ¥ -
frequéncia, {u?} si0 os deslocamentos nodais e ({F} saoc os

carregamentocs.
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A resposta dinamica do solo elastico pode ser
descrita pela eguacdo de elemento de contorno discreta,

[_%_. (1] + (8] ] { aﬂ} - [g] { tB} (4.2)

ou ainda,

(W] (=)= [e]{+)

onde §° e t° sdo os deslocamentos e as tensdes nos nds do
contorno, respectivamente. [H] e [G] s3c as matrizes de
influénecia e [I] & a matriz identidade.

Podemos agora rearranjar os sistemas de equactes
{4.1} e (4.2) de tal forma gue separamos asg varidveis na
interface e fora da interface, ver referéncia [29]. Observando
a figura 4.1,definimos os dois sistemas como, do MEF:

Sha ‘ S ue Ph
¥ ¥ = - (4.4)
Sio ! 81y ui Pi
do HMEC:
B B
Hoo I Hoi o Goo Goi to
- = : > (4.5)
Hio I Hi: ui Gio Gl ti
Para obtermos uma consisténcia entre a formulacdo do
MEF com o MEQ, as tensBes t! na interface devem ser

transformadas em forgas nodais eguivalente. Observando a
formulagdo do MEF podemos perceber que a forga nodal P em um
elemento pode ser definida, desprezandc as forgas de corpo:

;}-_ J Na . Ti¢ dr (4.6)
I..e
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a = n, de nés do elemento

H

onde 1 grau de liberdade

p = 2 {a=1} + i

Tx
Ty = {TY} & o vetor com as componentes das tragdes

na superficie; e as fungdes de forma Ns como definidas nas
secgbes anteriores.

Supomos agora um elemento com um dos lados acoplado a
um elemento de contorno.

P2 P4
p1 2T _ p3
223 2 3

S e M S >
Ny Ty Tx

fig. 4.2 - Disposic3o das tensdes e forcgas nodais
na interface do elemento

onde Tx e Ty sfo carregamentos distribuidos na interface do
glemento e P1 s8c as forgas nodais.

Para o lado 1-2 as fungbes de forma Nz e N2 s3o
nulas, isto implica gue a eguagdo (4.6) pode ser escrita na
forma matricial como,

N1 ©
{PF}z[ . o {Tx}dl“ (4.7)
P 2 O T

|l o N 4

Como devemos trabalhar com elementos de contorno
usando a discretizac@o linear, as funcgdes de forma Li: podem ser
definidas comc as mesmas fungdes de forma usada no MEF, Isto
implica gque podemos fazer uma aproximagido linear para as

tragbes na interface, escrevendo entio,

Tx = Ia 'I’Xi +LZTX2

Ty = In Ty, + L Ty, (4.8)
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onde Tx,, Tx_, TY . Ty, s&0 as tragdes nos nds dos elementos da
interface.

Defininde Ls = Ni, substituindo (4.8) em (4.7} e aplds
a transformagdoc de coordenadas do sistema global para o local,
como mostrado nas segdes anteriores, podemos realizar a
integrac@c da equag@o (4.7) e obter uma matriz transformagio da
forma [29],

2/3 0 1/3 0 TX,

o 1 = he 0 2/3 0 173 Ty,
P 2 (4.9)

173 0 2/3 ¢ Tx,

0 1/3 0 2/3 Ty,

ou ainda,
F ——
(e)-[n]{=) (4.10

Se representarmos as tensdes T como sendo as tragdes

* B -
nodais do MEC ti, podemos fazer uma transformagao destas
tractes para forgas nodais egquivalentes usandoc a matriz de

transformacio M como acima, portanto,

{t?}m[A]{P?} (4.11)

onde [A] & obtida fazendo a montagem de todas matrizes [A] dos

elementos na interface, sendo [A] = [M1’.
vVoltamos entdo ao sistema em (4.5) e isolamos o vetor

carregamento para escrever,

tg Goo Got . A Heos Ho ug
= . (4.12)
=41 Gio  Git.A Hio Hii ul
e com isto defininos,
tg Qoo Qoi U.E
= ] (4.13)
Pg Qio Qi [
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Podemos agora impor as condigdes de compatibilidade
Cinemidtica e equilibio de forgas na interface,
| B
H t

= u (4.14)
= Pi (4.15)

[H
F
i

= 4
Pl = - pf

Usande as duas condicdes {(4.14) e (4.15), a equacio
{4.4} & a parte inferior da {4.13), podemos escrever,

550 sh1 u o Ph

B
F ¥ S { Ueo } = (4.16)
Ble 513 +Q44 i Qio P

& finalmente utilizando a parte superior gda equagao (4.13) para
completar o sistema de equagdes obtemos,

Sgc Soi O e Pg
Sis S§i+Qii Qio ut = | 25 {4.17)
¢ Qo Qso Uo us

Este finalmente é o sistema de equagdes acoplado pelo
MEF & MEC.

Este sistema de egquagdes pode ainda ser reduzido,
ficando apenas com as varidveis do MEF e da interface. Se
transformarmos as tracdes ts dada na eguagéo (4.13) para forcgas
nodais Ps e ainda isolarmos us da parte superior desta eq.
podemos substitui-la enm {4.16) dando,

ske st ub Ph
. = {4.18)
S?o Si1i1+Xi ui Py
onde X = Qit = G Qoj
Pi =Pl - g a P’

e ainda G = Qi (Goo)
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A implementagido finalizada para wvalidar a técnica
possul exatamente a forma da equacido (4.17) acima, com apenas
uma inclusdc gque s3o as varidveis para representar os
deslacamentos do corpo rigido, as guais estdo incluidas com as
varidveis do dominio dos elementos finitos.
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4.3 -~ Validaglio com o problema da viga -

Tal como procedemos nas segdes anteriores com uma
andlise do problema da viga axialmente excitada para © MEF e
MEC separadamente, faremos isto agora para o metode acoplado
entre o MEF e o MEC. Como descrito anteriormente a viga deve
ter as mesmas caracteristicas, dimensdes e Propriedades. Neste
caso faremos trés discretizagbdes envolvende o acoplamento. A
primeira delas com 4/5% da viga para o MEF e 1/5% para o MEC
{(caso 1), a segunda com 1/2 para © MEF e 1/2 para © MEC {caso
2) e posteriormente a terceira com 1/5 da viga para o MEF e 4/5
para o MEC (caso 3). Os nimeros de elementos e os modelos en
detalhes s8o mostrados nas figuras abaixo.

TY b/gigm

LI D .
F i Bl X wu
b - elem . I
} “ rd ¥
- 4 elem
| S I . —
L3 1 L4 [
H 1
case 1
T Y
T T 1 T 177777 T] — i
i #|] X w
Fh - & h
c elerm elemd i e}
- 106 slem
P& o & 1 ¢ sk 1 5 -
L1 1 L2 i
i t
caso 2
T Y
P8 T8 17771777 T1T77T77 7 T 1T s
¥ i H X [
1Y - h
3 elem etem] —4d —3

r 16 elem B
b SUUVON. S S Y SNV NN NN NV SN NN SUNN U GUUTE N S

L4 , L3 [
| |
caso 3
fig 4.3 - viga elastica excitada dinamicamente e

discretizada por elementos finitos e

elementos de contorno

6



- frequéncia adimensional as = 0-1
1{)2 L 1 T Y F 3 g e i —
. (MEF, eta=0,10) E
- - {MEF-4/5 MEC-1/5) ]
® ~. {(MEF-1/2 MEC~1/2) ]
Wt L ?;’ ~— {MEF—1/5 MEC~4/5)
= I % o (MEC, eta=0,10) R
=~ 100 ¥ 3 Se R
£ - £y bl T =
o L. ol po
2] » & 4 .- 3 !{.\ 2
O % o %
% - o _ e o T
& s g @y i ‘&\_\\\ & T
ks 10‘_1 E "\‘\k' JJQ( ‘D‘\i\:":\“\\/f"’f’ ‘e\\t\\"‘ - "‘:'?Z:'/{I‘ L::l?:_‘g
= Ny AN T e &
a b N RSN 4 3
- ¥ 5 7 -
B ‘s‘c’ “‘ ?i ‘1‘\ ‘:':.f _
- ] o L_\:\SN —
m"gz ) o
18-\«3 1 2 £ f L H Cl El
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
ao={w*a}/Cs
fig 4.4 -~ Curva de resposta em freguéncia da viga
elastica, frequénecia ao = 0 - 1,
tab. 4.1 - Frequéncias naturais adimensionais da viga
eléstica, gréfico da figura 4.4
ponto MEF MEF-MEC MEF=MEC MEF-MEC MEC Analitico
{eta=0,10i{cass 13} (caso 2} {caso 3lleta=0, 20)
1 0,130 06,130 0,130 0,130 0,130 0,1266
(2,6x) (2,6%) {(2,6%) {2,6x%) (2,6%)
2 0,3975 ©0,4025 00,3925 0,3975 0.398 0,3799
(4,6%) (5,9x%) (3,3x%) (4,6%) (4,8%)
3 0,665 0,675 0,675 0,660 0,660 0,6332
(5,0%) (6,6u%) (6,6%) (4,24} (&,2%)
4 G,930 0,855 0,935 4,920 0,920 0,8865
{4,9%) {(7,7%) {5,4%) (3,8x%) {3,8%)
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analisando 05 resultados Observamos novanente que OS5
erros entre cada um dos ¢asos separadanente e © valor analitico
& ber proximo aos erros obtidos tratando separadamente cada
nétodo, MEF & MEC. Apesar de existir um erro en relagdo ao
valor analitico, entre as vérias discretizagdes ele é bem
pequeno. 1sto significa que algum problema pode estar na
modelagen dJue fizemos € nac na implementagao dos métodos en

guestao.
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5 - Aplicagbes do MEF, MEC e acoplamento MEF-MEC a
problemas do DSSYI -~

5.1 - Comparag8o do MEF-MEC com © MEC e um método
semi-analitico -

Até agora tenos aplicado © Matodoe dos Elementos
Finitos, o Método dos Elementos de Contorno € a técnica de
acoplamento entre eles ao problema relacionado com 2 obtencao
das respostas dinamicas da viga. A finalidade desta aplicagio
simples era assegurar dJue as implementacgdes feitas estavam
corretas.

a partir deste nomento JquUaremos averiguar come Se
comportam OS métodos acoplados ac Se modelar um problema mais
real. Vamos, entdo, aplicar a técnica do acoplamento a um
problema de interacio solo-estrutura € comparar os resultados
com os obtidos por um método semi-analitico [5] e pelo Método
dos Elementos de contorno  [371. No problema em gquestac a
fundacac rigida & excitada por forcgas harménicas.

como apresentamos anteriormente devemos plotar os
valores dos termos da matriz de flexibilidade em fungdo das
frequéncias adimensionais, ver equaglo (2.109). Observe dgue
esta matriz de flexibilidade [C] (5.1} & apenas a inversa da
matriz de rigidez dinamica [S] J& apresentada anteriormente.

v 1 Cvv 0 1] Fv
iih = 0 Chh Cub Fn {5.1)
¢g.a ' ¥ Chen Cnn M/a

No modelo & imposto excitacdes com forgas harmdnicas

schre a fundagdo. Obtemos entdc a resposta dinamica da fundagao
através dos seus deslopcanentos vertical-uv, porizontal-un e de
rotacfo~¢, tal como na eguagao acima e representadoc na figura
5.1. Definimos ainda as forgas de excitacdo como sendo Fu={Fv,
Fn, M/a}, ou seja sdo carregamnentos vertical=Fv, horizontal-Fn
e momento-M. Estas forgas s&o unitarias, ou seja Fe={1,0,0},

P={0,1,0} e F«={0,0,1}, respectivamente para as forgas
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horizontal, vertical e momento, de tal forma gue os componentes
da matriz de flexibilidade, dada na equagdo (5.1), estéo
representados na prépria resposta do problema, ou seja
flexibilidades vertical Cv, horizontais Cnh, de nomento Cw e
os termos acoplados da matriz de flexibilidade Com € Con.

Primeiramente apresentamos o0s resultados obtidos com
uma aplicagdo comparando o8 problemas analisados com o
acoplamento MEF-MEC, com o MEC e um método semi-~analitico [5].

Fizemos algumas variacdes nas discretizagdes para o
dominic do MEF e para o dominio do MEC. Basicamente mantivemos
as dimensdes totais da superficie discretizada {22.a) e a
profundidade da superficie discretizada pela malha de elementos
finitos {2.a), onde "a" & o semi-lado da fundagdo rigida. Duas
nodelagens com estas dimensSes foram utilizadas, uma para o MEF
com 48 elementos e o MEC com 8% elementos e outra modelagem com
192 elementos finitos e 105 elementos de contorno, portanto
esta Gltima refinando mais a malha.

Uma terceira modelagem & feita com a malha
apresentada na figura 2.9, discretizagio utilizada na segdo
2.4.2 e mno trabalho de Luco/Hadjian/Bos[7] para mostrar as
dificuldades do MEF isoladamente tratar problemas de dominios
infinitos. Neste casco MEC foi utilizado para wmodelar o solo
con uma discretizag¢io de 88 elementos com tamanho de 0,25.a, ©
que mantém a discretizacdo total na superficie de 22.a. As
caracteristicas do carregamente sdo idénticas aos casos
anteriores, ou c¢omo apresentado na figura 3.2.

Devemos observar ainda gue os elementos utilizados
foram elementos quadrilateral bilinear para os elementos

finitos e slementos constantes para os elementos de contorno.
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fig. 5.1 - Modelo do acoplamento entre MEF-MEC.
(MEF-192 elen MEC-105 elem)

o MEC foi wutilizado para modelar o© solo com uma
discretizagdo de 88 elementos COm tamanhe de 0,25.a, © gue
mantém & discretizag8o total na superficie de 22.4a. As
caracteristicas do carregamentc Sa0 jdénticas aos Casos
anteriores, ou CoOmo apresentado na figura 3.2.

Nas figuras sequintes estio plotados OB termeos da
matriz de flexibilidade dado na equagio {5.1).

Nags figuras 5.2 © 5.4 observamos uma boa aproximagaco
entre os valores obtidos pelo sistema acoplads, © MEC e O
nétodo semi-analitico. Isto tanbén ocorre nas figuras 5.3 €
5,5, porém com uma peguena divergéncia. Mas, devemos observar
também nestas duas Gltimas figuras que © amortecimento possui
um comportamento contrario agquele apresentado para o problema
da wviga, ver figura 3.4 e figuras 5.3 e 5.3. para o dominio
fechado (problema da wviga), um ResSNO fator de amortecimento
permitiu gue © MEF apresentasse uma resposta mais amortecida do

que o MEC. Isto ndo ocorre para © problema de dominio infinito
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{problema solo-estrutura). MNeste caso, como mostramos as
figuras 5.3 e 5.%, o MEC possul um fator de amortecimento maior
do que o nodelo do acoplamento onde incluli o MEF 3 malha do
MEC.

Para o termo da flexibilidade de rotacio, apresentado
na figura 5.6, © nmétodo acoplado ndo possui uma convergéncia
perfeita em relagio aos outros métodos, apesar de o aumento da
éiscretizagéb global (MEF~-192 elementos, MEC~105 elementos), ou
seia um refinamento da malha ter permitideo uma convergéncia nas
regpostas, levande a curva para o valor do resultado
semi-analitico. O termo da flexibilidade de rotagdo pode ser
considerado o mais dificil de representar devido &8s influéncias
dos termos acoplados {Cwsh € Cm). Uma idéia para minimizar este
grro, poderia ser aumentando o niimero de elementos na interface
solo-fundagio, melhorando a discretizagdo no local onde ocorrem
as tensdes.

Finalmente  para este exemplo apresentamos as
flexibilidades acopladas. Sdc os termos de acoplamento da
matriz de flexibilidade, ou seja Cmh € Cwm, 0s guais devem ser
simétricos. Neste momento estamos comparande apenas os métodos,
acoplamento MEF-MEC, MEC e senmi-analitico, posteriormente
mostraremos em um griafico este efeito de simetria entre os

termos acoplados.
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fig. 5.2 - Flexibilidade Vertical
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fig. 5.3 - Coeficiente de amortecimento vertical
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5.2 -~ Conparagac do MEF-MEC com o MEF -

Outra anélise a que nos propomos fazer & estudar o
efeito do acoplamento ao amortecimento geométrico.

Como mencionamos anteriormente, o solo possui
amortecimento fisico e amortecimento geométrico. Para modelagem
de problemas dinamicos sclo-estrutura, por exemplo, devemos
considerar os efeitos destes amortecimentos.

Isto torna~se dificil gquando utilizamos elementos
finitos para modelar o solo. Sendo um método de dominio finito,
o modelo ndoc consegque representar o efeito do amortecimento
geométrico. Uma das possibilidades, utilizadas inicialmente por
alguns autores {1, 2, 31, s30 a utilizagdo dos elementos
infinitos gue possuem a desvantagem de serem criados para
solucBes particulares e gue exigem muitas vezes técnicas de
integracbes especiais.

Uma outra alternativa seria aumentarmos a mnmalha do
dominio discretizado para uma disténcia bastante grande do
local onde estéd sendo analisado, de mode a representar o
dominio infinito. Porém, surgem problemas com este aumento
excessivo da malha tornande o custo computacional muito alto. E
ainda, mesmo com uma wmalha suficientemente grande, nao &
possivel representar bem o dominio infinito. Pois a reflexdoc de
ondas sempre existird devido ao truncamente da malha.

A mudanga das condigdes de contorno naoc séo
suficientes para simular este efeito do amortecimento
geométrico. Tanto as condigdes de contorno com deslocamentos
nulas, ou seja restringindo as laterais, guanto as condigdes de
contorne com tensdes nulas, ou seja com as laterais livres, ndo
conseguer simular o efeitco do dominio infinite e entioc
representar o amcrtecimentc gemwétrico.

Nesta secdo mostra s essas dificuldades do MEF
modelar © solo em um problema dindmico solo-estrutura. O0s
resultados apresentados agui foram obtidos utilizande o mesmo
modelo apresentado na segdo 2.4.2 onde comparamnos os resultados
com a implementacg8o do MEF e os resultados ovbtidos neo trabalho
de TLuco/Hadjian/Bos [7]. Porém nas curvas apresentada nesta
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seciio estdo plotados os termos da matriz de flexibilidades, que
inversa da matriz de rigidez apresentada na segac 2.4.2.

Comparamos oS8 resultados obtidos pelo MEF com os
resultados obtidos com a mesma malha de elementos finitos
acoplada com os elementos de contorno.

A sequir apresentamos nos gréficos os resultados onde
comparamos a modelagem do problema dinamico solo—estrutura con
s solo discretizado por elementos finitos apenas e com ©
acoplamente entre os mnétodos, parte do solp discretizado por
elementos finitos e parte do solo discretizados por elementos
de contorno representando o dominio infinito.

Nas figuras 5.12 - 5.13 podemos observar gue © método
acoplado (MEF~MEC} consegue reproduzir o amortecimento
geométrice eliminando as ressondncias irreais que aparecem
gquando modelamos o meio infinito com o MEF.

Opservamos gue o aumento de fator de amortecimento
material (passande de 7=0,05 para 7=0,20) para simular o efeito
do amortecimento geométrico néc possul eficiéncia, pois
consegue reduzir parcialmente os picos das frequéncias mais
altas, onde as amplitudes sa@o menores, CORO podemos observar
nas figuras 5.12 e 5.14, onde plotamos as flexibilidades
vertical e horizontal, respectivamente. Podemes observar também
gue mnesmo guando este amortecimento torna-se suficiente ao
ponto de eliminar todas as amplitudes das frequéncias de
ressonéncia, este amortecimentc passa a ser muito alto gue
provoca uma distorgao da resposta obtida. Este ultimo efeito &
apresentado nos gréaficos da figura 5.16 e 5.17 onde plotamos a
flexibilidade de rotagio e O coeficiente de amortecimento de
rotagiio, respectivamente.

Nas figuras seguintes 5.18 & 5.21, mostramos o efeito
dos métodos em relagdo aos termos acoplados da matriz de
flexibilidade dinamica (Csh € Chm).

Nas figuras 5.18 e 5.18% mostramos a flexibilidade e
conficiente de amortecimento para oS termos acoplados quando
discretizamos o solo apenas COmR O MEF, utilizando amortecimento
material m=0,05 e 7=0,20, respectivamente. Nos dois cCcasos

ohservamos a simetria entre o8 termos Cmhn & Chn. Podemos tambén
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shservar o efeito do amortecimento guando aumentamos © valor de
.

Nas figuras 5.20 e 5.21 plotamos OS5 NESMOS termos,
atilizando um amortecimento material m=0,20, para o© dominio
discretizado pelo MEF e o MEC juntos, mostrando que & simetria
dos termos acoplados também se mantém. O pequeno erro para esta
resposta pode ser jugtificado principalmente pelas dificuldades
gque surgem nas integracdes das integrais de contorno do MEC,
integrals estas que PpoOSSuen singularidades, onde o efeito de
uma maé integragdo pode retirar a simetria das respostas.
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& -« Conclusdc -~

Neste trabalho apresentamos uma comparagdo critica
entre © mnmétodo dos Elementos Finitos (MEF}, o método dos
Elementos de Contorno (MEC) e o acoplamento dos nétodos
aplicados a problemas do DSSI (Dynamic  Scil-Structure
Interaction).

Iniciamos con a formulacgao para problemas
elastoestaticos, ampliamos a formulagdc para  problemas
elastodinamicos estaciondrios e finalmente estudamos o caso
viscoelastodinimico estacionério,

Através de um problema cléssico da resisténcia dos
materiais, ou seja, o problema de uma viga engastada excitada
uni-axialmente por uma forga harménica, apresentamos a
validacdc e comparagio das implementacbes do MEF, do MEC e do
método acoplado. A partir das curvas de resposta em frequéncia
obtidas para cada uma das técnicas, podenmos concluir gue os
resultados apresentados foram bastante satisfatdrios.
niscutimos também a influéncia das condigdes de contorno
adotadas na convergéncia dos resultados. Verificamos gue tanto
no engastamento da viga, guanto no contatoc na extremidade com
corpe rigido devemos evitar o efeito de cisalhamento ou seja
devemos permitir deslocamentos transversais aoc sentido do
carregamento.

Posteriormente utilizamos os métodos (MEF e MEC)
separadamente e o acoplamento entre eles aplicando~os a
problemas de interacidc dinfmica seclo-estrutura {(problemas do
DSSI). Os resultados nos mostram gue o acoplamentce & a técnica
ideal para a solugio de problemas desta natureza.

Observamos em outra andlise gque o MEF realmente
possui dificuldades de mnodelar dominios infinitos, dai a
necessidade de estar acoplado ac MEC para tratar estes tipos de
problemas, além disso, ndo existe uma superioridade entre os
dois métodos pois apesar do MEF ter uma inferioridade em
relagio aoc MEC para tratar dowinios infinitos, & um método gue
nic deve ser descartado em fungao de sua superioridade en
muitos outros aspectos, como na solugdo de problemas nao

jineares. Assim, concluimos gue o mais adequado & © acoplamento
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entre os dois métodos (MEF-MEC) dque une as vantagens das duas
técnicas.

Alguns aspectos importantes na implementagéo do
método compinado (MEF-MEC) devem ser ressaltados. O uso de
elementos diferentes, elementos lineares para os elementos
finitos e elementos constantes para oS elementos de contorno,
trouxeram dificuldades adicionais no acoplamento da interface
dos dominios, como poOr exemplo: nimero diferentes de graus de
rtikerdade POY elemento, 1ocalizagdo dos nés e geragido das
walhas. Podemos sugerir que © mais recomendado € a utilizacgao
de elementos de meSma orden (linear-MEF e linear~MEC o©u
guadratico-MEF € quadrético—MEC).

outro aspecto dgue pode ser nencionado apos este
trapalho & um estudo mais detalhado das malha utilizadas para
cada dominio, analisande O influéncia dos dominios nas
respostas. Poderiamos sugerir por exemplo um refinamento
préximo ac COrpe rigido onde existe concentragoes de tensdes.

A partir das implementagdes realizadas, pode-se
facilmente através de estudos paramnétricos avaliar a influéncia
na resposta dada por dominios con propriedades fisicas
diferentes, por fundacdes flexivels, por fundacbes  COR
geometrias diferentes.

pelos resultados apresentados podemos conclulir que ©
rrapalho atingiu os objetivos propostos. Devemos observar no
entanto gue este trabalho de acoplamento entre © MEF € O MEC e
anilise dos mnétodos separadamente foi feito para problemas
bi-dimensionais = no dominio da frequéncia {estado
estacionario). Com isto uma sequéncia natural é o estudo,
implementaclo, e a utilizagao aplicada da +écnica do
acoplamento entre o MEF e o MEC para problenas tri-dimensionais
e no dominio do tempo. Tem COmo futuramente analises naoc

1ineares destes problemas e dominio infinito.
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Apéndice ~ Qutras andlises na comparagio entre os
resultados do MEF e de Luco [7] -

Na segdo 2.4.2 validamos a implementagio feita para o
programa de Elementos Finitos para problemas
viscoelastodinmicos comparande os resultados obtidos pelo
nétodo com os resultados apresentados no trabalho de
Luco/Hadjian/Bos [7]. Naguela secio apresentamos as curvas da
rigidez vertical (figura 2.10) e do coeficiente de
anortecimento vertical (figura 2.11) para os fatores de
amortecimento 1=0,05 e 7=0,20.

Neste apéndice complementamos os resultados obtidos
com a rigidez horizontal e rotagdo, figuras A.1 e A.3
respectivamente e as suas componentes imagindrias dadas nas
figuras A.2 e A.4.

Além de permitirem a validacdo da implementacdo feita
estes resultados tem a finalidade de mostrar a dificuldade gue
o MEF possul para representar o© comportamento de um dominio
infinito. Todos os graficos mostram claramente as amplitudes
elevadas para as frequéncias de ressconancia, as guals néo
existem em dominios infinitos, como mostramos na secio 5.2,

outro efeito importante & a alteragdo dos fator de
amortecimento material, o© qual mesmc guando aumentade néo

consegue simular o amortecimento geométrico.
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