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RESUMO

Em muitas opera¢des de engenharia encontram-se
situag®es em que dois liquidos devem escoar simulté&neamente por
um mesmo duto.

Na inddstria da producio de petrdédleo quando se quer
transportar um &leo de viscosidade muito alta através de uma
tubulac%c, normalmente um grande dispéndic de energia ¢
necessirio. A adic%o aoc &lec de 4gua, ou outro fluido imiscivel
menos viscoso reduzem a energia necessiria para promover o seu
escoamento. Esta economia de energia, entfo, serd fungio da
configurag¢io destas duas fases no tubo.

Milizando—-se principios variacionais Cminima
dissipac%o viscosa e minima energia potenciald determinou-se c
seguinte: o campc de velocidades no escoamento monofasico
laminar desenvolvido; a forma da interface entre dois fluidos
em repousoc Cproblema hidrostatico, estratificaglo
gravimétricad; os campos de velocidades e a forma da interface
no escoamento laminar desenvolvido de dois liquidos imisciveis
de mesma densidade em um tubo horizontal C(estratificaglo
viscosa pura) e finalmente, os campos de velocidade e a forma
da interface no caso geral, em que os dois fluidos podem ser de
densidades distintas e arbitririas (proposta final deste
trabalhod.

Os resultados previstos pela teoria apresentada estio
de acordo com a observaglo experimental, de que quando dois
liquidos escoam simultanemente por um mesmo duto, o menos vis-

coso tende a encapsular total ou parcialmente o mais viscoso.
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ABSTRACT

In several engineering operations there are
situations wher e two imiscible liquids must flow
simultaneously through a duct.

In the petroleum industry when one wants to transport
a very viscous oil through a pipeline wusually a great
expenditure of energy is required. The adition of water or any
other less viscous fluid to the oil stream reduces the energy
necessary to keep it flowing. This saving of energy shall be
then, a function of the phase configuration of these two
liquids in the pipe.

By means of variational principles (minimum viscous
dissipation and minimum potential energy) the following has
been derived: the velocity field of a single phase in developed
laminar flow; the interface shape of two fluids at rest
Chidrostatic problem, gravity stratificationd; the velocity
fields and the interface shape in the flow of two imiscible
liquids of same density through a horizontal pipe C(pure
viscosity stratificationd and, at last, the velocity fields and
the interface shape of the general case, where the two fluids
may have any and distinct densities (final goal of this workd.

The results forecasted by the presented theory are in
agreement with the experimental observation, that when two
immiscible liquids simultaneously flow through the same duct,
there is a tendency for the less viscous fluid to partial or

totally encapsulate the more viscous one.
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CAP1TULO 1

INTRODUCAO

1.1- Motivagfo e Objetivo

Em diversos ramos da Engenharia tem se reportado que
quando dois 1liquidos imisciveis, nic emulsionados, e de
viscosidades diferentes escoam por um mesmo conduto existe uma
tendéncia do menos viscoso a encapsular o mais viscoso.

Em Engenharia de Petréleo, tem—-se procurado tirar
proveito dessa estratificacfo de viscosidades j4 que o liquido
mals viscosoc tende a se acumular na regific central do tubo,
enquanto o liquidoc menos viscoso fica em contato com a parede
C"core—-flow'd. Assim é possivel encontrar uma solugfo
economi camente atrativa para o transporte de petrdleos muito
viscosos através do escoamento simultineo de Adgua e d&Sleoc em
tubul agSes.

Em Engenharia Quimica, o fendémenc da distorgioc da
interface na co-extrusfc de dois polimeros fundidos para a
fabricag%c de filamentos e placas compostas tem had muito
interessado os pesquisadores desta &rea visto a sua influéncia
nas propriedades dos produtos finais obtidos.

O escoamento simultinec de dois liquidos imisciveis
por um mesmo conduto nS%c € um problema hidrodinimico de

resolucic simples. Além das complexidades usuais associadas &
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determinag%c do campo de velocidades e & geometria do conduto
existe ainda aquela, crucial, de determinar simultaneamente a
interface entre os fluidos. De fato, é preciso reconhecer que
as equagles de conservagfco de massa e de quantidade de
movimento que regem o escoamento de cada fluidoc nada dizem a
respeito da forma dessa interface, o mesmo podendo se dizer das
condi¢®es de contorno, vidlidas qualquer que este seja. Assim a
forma da interface é deixada em aberto, devendo ser previamente
imposta, com base em algum critério empirico para que o
problema possa ser resolvido.

A fim de explicar o fen®meno da estratificaglio de
viscosidades, possibilitando a resolugfio simultinea dos campos
de velocidades e da forma da interface, tem-se empregado um
principio variacional, chamado "Principio da Minima Dissipac&o
Viscosa®, ou também "Principio da Minima Produgfo de Entropia®.
Através deste principio pode-se, por exemplo, facilmente
deduzir as equag¢des de Navier-Stokes para o escoamento laminar
desenvolvido de um udnico fluido em um conduto. No caso de
escoamento laminar desenvolvido de dois fluidos, esse principio
é aparentemente consistente com a observada estratificaglioc das
viscosidades.

Neste trabalho propde-se resolver um escoamento de
Hagen-Poiseuille de dois liquidos imiscivelis no interior de um
tubo horizontal usandc o “"Principio da Minima Dissipaglo
Viscosa®™. Além da diferenca de viscosidades seré& considerado
também o efeito da diferenca de densidades. Admite-se que o
escoamentc seja axial e plenamente desenvolvide. A forma da

interface e os campos de velocidades encontrados para os dois
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liquidos devem de certa maneira minimizar simultaneamente a
energia potencial na segfo e a dissipagfo viscosa por unidade
de comprimento do tubo.

Com os resultados obtidos pretende-se nd3oc somente
auxiliar o desenvolvimento da tecnologia nas jA citadas 4reas
de transporte de d&leos viscosos C(Engenharia de Petréleo 7/
ProdugZc) e fabricagcfo de filamentos @ placas compostas
CEngenharia Quimica ~/ Polimeros), como também poder vislumbrar
a sua aplicagio para o transporte de resinas e residuocs
asfilticos (Engenharia de Processamento); transporte de pastas
e produtos alimentares C(Engenharia de Alimentosd; e melhor
compreensfo do escoamento bifdsico em meios porosos CEngenharia

de Petréleo ~ Reservatérios e Engenharia Quimica ~ Filtraglod.

1.2~ Revisfo Bibliogri&fica

Embora o© interesse e conseqlentemente o numero de
trabalhos publicados sobre os escoamentos bifisicos gis-liquido
tenha crescido ultimamente, muito pouco tem sido feito ou
relatado a respeito dos escoamentos de duas fases liquidas. E
muito menos ainda tem sido realizado no que concerne a previsio
das suas configura¢®&es de fases (forma da interfaced visando
a cémpreens&o do fenoméno sob uma sélida base
fisico—matemitica.

Nos fim da década de 50 e inicio dos anos 60 um grupo
de pesquisadores da Universidade de Alberta (Canadidd publicou

uma série de artigos sobre o escoamento simultinec de dois
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liquidos imisciveis em tubulagdes circulares e dutos de segio
retangular [(4,5,19,20).

RUSSEL et alli [10] fizeram um estudo experimental do
escoamento horizontal de sistemas O6Oleo-idgua de densidades
diferentes. CHARLES et alli [4)] fizeram um trabalho similar,
mas aditivaram o &lec de forma que o mesmo adquirisse uma
densidade préxima a da 4gua. Em ambos os trabalhos foram
mapeados os padr&es de escoamento observados, que podem ser
resumidos como sendo estratificados Cinterface plana e anular),
pistonados (”slug flow”> e dispersos C(gotas de &lec na 4gua e
gotas de 4gua no 6leod. Interessantemente no escoamento
estratificado anular observou-se apenas a configuracfo &nuloc de
4gua com nudcleoc de 6leo, e no escoamentoe plistonado apenas
observou-se a formacfo de pistdes de Sleo em uma fase continua
de &gua C(figura 1.1). Situagdes reciprocas C&nulo de élec no
escoamento anular e pist&Ses de 4Agua no escoamento pistonadod
ni&c foram registradas. Sempre que houve o encapsul amentoc de uma
fase, este foi o da mais viscosa. Tais observagdes indicam que,
nestes casos, as fases dispuseram-se naturalmente de modo a
facilitar o escoamento dos fluidos [6,11-14].

RUSSEL & CHARLES (20) estudaram analiticamente o
efeito do liquido menos viscoso no escoamento laminar de dois
liquidos imisciveis em um canal retangular e em um tubo
circular. A forma da interface, previamente prescrita na
proposi¢fo dos problemas, era horizontal plana no caso do canal
retangular e circular concéntrica no caso do tubo.

CHARLES e REDBERGER [5) e GEMMEL e EPSTEIN (7]

resol veram numericamente, por diferengas finitas, o escoamento



- VELOCIDADE
PADROES DE ESCOAMENTO " SUPERFICIAL DO OLEO

PE/S
136

BOLHAS DE OLEO EM AGUA

Figura 1.1- Padr&es observados por CHARLES et alii [3] no
escoamente simultinec de &6leo e &Agua em uma
tubulac%c de 1,04 pol de didmetro. A razfo de
densidades dos fluidos & aproximadamente unitiria e
a raz3o de viscosidades do éleo para a agua ¢ 16.8.
A velocidade superficial da &gua foi mantida

constante em 0,10 pérs.
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laminar de deis liquidos imisciveis em um tubo circular com
interface plana. Foi notadoc que com esta configuraglio a vazio
do fluido mais viscoso nfic era t8%c favorecida em relacic ao
escoamento monof &sico como na configuragio circular
concéntrica.

BENTWICH [1-3) foi sem duivida um dos investigadores
que mais estudou o escoamento de dois liquidos imisciveis em
tubulac&es. Ele desenvolveu a solugfio analitica do escoamento
laminar de ambas as fases (gradiente de pressfo constanted para
qualquer interface prescrita como um circulo excéntrico ao tubo
[1,2]1. Muito mais tarde (31 calculou a interface estitica que
dois fluidos formam levando-se em conta suas tensdes
superficiais, forgcas capilares e densidades, e resolveu
numericamente o campo de velocidades (regime laminard para o
escoamento dada esta interface.

YU e SPARROW [29]1 fizeram um trabalho experimental do
escoamento de dois liquidos imisciveis em um duto retangular
horizontal e interface plana. Permitiram que o regime de
escoamento de cada fase pudesse ser laminar ou turbulento.
Observaram que embora a interface nunca fosse toctalmente plana,
devido & forma¢fco de ondulagdes, estas perturbagdes em quase
nada influem na determinag%c dos gradientes de pressfc quando o
escoamento era laminar em ambas as fases.

Um trabalho empirico desenvolvido por HASSON et alli
[8] buscou determinar, seguindo uma abordagem mecanicista
Cfenomenolégicad, as condi¢des de estabilidade para o
escoamento anular de dois liquidos imiscivelis de densidades

aproximadamente iguais. Em um trabalho subsequente HASSON e NIR
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{9) procuram determinar da mesma maneira a trajetéria Cascenso)
do ntcleo liquido quando este possui densidade inferior ao do
&nulo.

Mais recentemente OOMS et alli {(17])] e OLIEMANS
et alli [(16]1 aplicaram a teoria da lubrificaglo para a
determinaci%c dos gradientes de pressio em escoamentos em
tubul agSes .horizont.ais onde um nuiclec de um éleo muito viscoso
é encapsulado por um &nulo de Agua. Além disto este grupo de
pesqui sadores hol andeses desenvol veu com Sseus parceiros
venezuel anos um extenso trabalho experimental para comprovagio
de seus resultados (28, 30].

E na 4rea da Engenharia de Polimeros que se tem dado
maior atengfc 2 influéncia dos paré&metros do escoamento no
formato da interface entre dois liquidos imisciveis
Cnewtonianos ou n%o). Por outro lado a maioria dos trabalhos
publicados sfo experimentais, e -o tratamento matemidtico dado a
Justificaglio dos fenémenos model ados nic ¢é totalmente
conclusivo. Ademais o escomento de polimeros fundidos para a
fabricacio de fibras €é normalmente vertical [15), anulando
assim a contribuicfo esperada da diferenga da densidade dos
fluidos no formato final da interface Cestratificagio
gravitacionald.

SOUTHERN e BALLMAN 23] foram dos primeiros
pesquisadores a observar e a quantificar a distorg¢io de uma
interface inicialmente plana, quando dois fluidos imisciveis
s3c postos em escoamento. Seu trabalho utilizou dois
poliestirenocs CA e B) distintos cujas viscosidades aparentes

variam com a taxa de cisalhamente a que estioc sujeitos
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Cfigura 1.2). A baixas taxas de cisalhamento a viscosidade
aparente do poliestireno B é maior que a do poliestirenoc A, e a
altas taxas de cisalhamento a situagfio se inverte , passando o
poliestireno A a ser mais viscoso que o poliestireno B.
Obviamente existe uma dada taxa de cisalhamento em que as
viscosidades aparentes dos dois poliestirenos sio iguais. Seu
experimento consistiu em fazer estes poliestirenos escoar sob
diferentes taxas de cisalhamento por um tubo capilar vertical,
recolhendo © material extrudado resultante do processo para
anilise. Com este procedimentoc observou-se que nos experimentos
conduzidos a baixas taxas de cisalhamento o poliestireno A
Cent%c com viscosidade mais baixad tendia a encapsular o
poliestireno B. A taxas de cisalhamento altas a situaglo se
inverte, com o poliestireno B (desta vez com viscosidade mais
baixad) tendendo a encapsular o poliestireno A. A taxa de
cisalhamento em que ambos os poliestirenos apresentam a mesma
viscosidade aparente a interface plana da configurag¢fc inicial
dos fluidos foi praticamente mantida. (figura 1.3).

MacLEAN ({14) tentou explicar os resultados dos
experimentos realizados por SOUTHERN e BALLMAN [23]1 langando
mi%c de considerag®es energéticas para determinar o formato da
interface estivel entre os dois fluidos através do "Principio
Variacional da Minima Dissipa¢fc Viscosa" C(ou "Minima Geracgio
de Entropia‘') ji& utilizado anteriormente na determingfoc de
perfis de velocidade de escoamentos monofédsicos totalmente
desenvolvidos. Em seu trabalho, MacLEAN estuda o escoamento
horizontal bifiasico entre placas paralelas sob duas

configurag®es. Uma em que o fluide I, mais viscoso, ocupa o
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Figura 1.2- Comportamento da viscosidade em fungdoc da taxa de
cisalhamento para os dois poliestirenocs usados nas

medi¢des por SOUTHERN & BALLMAN [231].
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Figura 1.3~ Formatos da interface resultantes do escoamento de

dois poliestirenos por um capilar. Experimentos de

SOUTHERN & BALLMAN [23].
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centro do canal e o fluido II, menos viscoso, as bordas,
molhando totalmente as duas placas. Outra em que o fluido I
ocupa a metade do canal molhando uma placa e o fluido 11
ocupandc a outra metade do canal, molhando a outra placa.
Cfigura 1.4). Finalmente ele prova que a primeira configuragfo
descrita Cnicleo de fluido mais viscoso e bordas de menos
viscosod & uma configuragioc de escoamento energeticamente mais
favoravel.

EVERAGE [6]1 fez um trabalho similar a MacLEAN [14],
entretanto considerando o escoamento em tubos circulres. Em seu
trabalho Cno qual nfc considera a diferenca de densidade entre
o fluidos) ele mostra que a configuragfio concéntrica Cntcleo de
fluidoe mais viscoso e &nulo de fluidc menos viscoso) ¢
energeticamente preferencial sobre outras formas de interfaces
circulares excéntricas, inclusive a interface plana que lhe é
um caso particular.

WILLIAMS [27)] mostrou o mesmo que EVERAGE [6] porém
de uma forma mais singela e direta, esclarecendo ainda pelos
"principios energéticos” (minima dissipa¢fc viscosad porque a
configuragio preferencial no escoamento concéntrico deve ter a
fase mais viscosa no niclec e a menos viscosa no &nulo.

Por udltimo JOSEPH et alii [12) provaram informalmente
as mesmas constatac®es de MacLEAN [14), EVERAGE (61 e WILLIAMS
[26] e fizeram uma anilise de estabilidade linear do perfil de
velocidades na configuagfo concéntrica do escoamento de dois
liquidos imisciveis de viscosidades diferentes e mesma
densidade em um tubo circular sujeito a pequenas perturbagdes.

Do estudo bibliografico acima restam ainda muitas
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Figura 1.4~ Configuragdes do escoamento entre placas de dois

fluidos imisciveis estudados por MacLEAN [14].
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caracteristicas a serem esclarecidas no escoamento de dois
liquidos imisciveis. Em particular, a influéncia simulténea da
diferenga de densidades e viscosidades em um escoamento laminar
desenvolvido por um tubo horizontal ainda permanece em aberto.
Este € o problema abordado neste trabalho, precedido de um
estudo detalhado dos principios variacionais aplicidveis aos
casos limites: auséncia de escoamento dos fluidos (Cap. 2,
escoamento de um Udnico fluido (Cap. 3D, escoamento de dois
fluidos de mesma densidade e viscosidade distintas C(Cap. 4) e,
finalmente, escoamento de dois fluidos de densidades e

viscosidades distintas (Cap 5).

1.3~ Apresentag8oc do Problema

Considera-se um escoamento de Hagen-Poiseuille
simulténec de dois fluidos incompressiveis e totalmente
imisciveis em um tubo horizontal. Estes fluidos podem ter tanto
viscosidades quanto densidades diferentes entre si. o)
escoamento € plenamente desenvolvido, permanente e puramente
axial. Efeitos de tens&o superficial s%o desprezados. A vazfo
volumétrica de cada fluido é conhecida, ou alternativamente, o
gradiente de pressio e a razfo das vazdes dos fluidos s3o
prescritos. Ver figura 1.5 .

O fendmeno ¢ regido pelas equagdes de Navier-Stokes
para © escoamento axial plenamente desenvolvido em cada fase

presente na tubulag¢3o C(Egs. 1.1.a-c).
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Figura 1.5- Esquema para o problema geral.
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oP
0= p v’w‘-——-— €1.1.2)
8z
oP
0 =up, v‘wz——— €C1.1.bD
8z
P oP
O = = C1.1.C)
ar 0

As condigdes de contorno sZ%o de nic deslisamento na
parede do tubo e continuidade de tensdes normais e velocidades

na interface dos fluidos CEgs 1.2.a-c¢):

r =R : w, = 0 Ck=1,2) ci1.2.ad
aw ow
1 2
Y, =y, C1.2.b
* on an
r = sCe e °
w = w 1.2.¢d
4 2
Para completar-se a formul ag3o do problema

fluidodinimico deve—-se ainda definir a configuragfo dos fluidos

no interior da tubulacgfo. Isto é, deve-se especificar a posiglo
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da interface s(8) bem como a disposi¢fo dos fluidos em relaclo
a ela. Entretanto a2 interface nfio pode ser prescrita a priort
porque depende do campo de velocidades. E, sozinhas, as
equacbes que regem o escoamento nada dizem a seu respeito

Deve-se portanto procurar uma equag8c ou "principio" que
fornega informagSes adicionais do fenémeno. No caso, usar-se-4
© "Principio Variacional da Minima Dissipag8c Viscosa'" acoplado
a restrigles apropriadas que contemplem a diferenga de

densidade dos fluidos e As condigdes particulares do problema.



CAPITULO 2

DETERMINAGAO DA INTERFACE NO PROBLEMA HIDROSTATICO DE DOIS

FLUIDOS USANDO O "PRINCIPIO DA MINIMA ENERGIA

POTENCI AL *

A fim de ilustrar o uso de principios variacionais na
determinago da forma da interface entre dois fluidos,
estudar-se-4 primeiramente o caso limite em que os fluidos

encontram-se estiticos no interior de um tubo horizontal.

2.1- Principic Variacional

Considere-se um tubo circular horizontal de raio R,
que contem dois fluidos incompressiveis de densidades
diferentes em repouso no seu interior (figura 2.1). Admita-se
ainda que a massa total dos fluidos por unidade de comprimento,
M, seja dada. O problema de determinar a posi¢8o da interface e
a disposigcfc dos fluidos ¢ regido pelo seguinte principio

variacional:

A energia potencial do sistema € minima para

wuma dada massa do mesmo.

Este principio, de minima energia potencial, equivale

17
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Figura 2.1- Definig3o de varidveis e parimetros para o estudo
do problema hidrostatico de dois fluidos imisciveis
de densidades diferentes no interior de um tubo

circular horizontal.
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a postular que o centro de massa do sistema estard na posiglo

mais baixa possivel dada a massa.

De acordo com este principio, deve-se minimizar o

funcional:
E:p=p‘g.|'hdA+ngJ-hdA 2.1)
A A
1 2
onde
h=H+R -r cos@ 2.2

dada a restricfio, de massa total conhecida :

ptfdA+p2fdA—M=0 2.3
A A

1 2

Em coordenadas polares, o© funcional (2.1 e a

restriglo (2.3) se escrevem, respectivamente:

21 s6h 27 R
E:P =P 9 I I h r drdg + P, 9 J J h r drdé c2. 4>
o o o s
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2 & 2n r
P, r drde + P, J J r drde@ - M =0 2.5
o o o &

Usando as seguintes relagles geométricas:

J hdA+I hdA =n RECH + R c2.6d
A
1 2
I dA+J- dA = n R? 2.7
A A
E 8 2

e admitindo-se primeiramente que o centro do tubo venha sempre
a ser ocupado pelo fluido 1, o funcional (2.4 e a restrigéo

(2.5 se tornam:

EP 27 &
— =3 =Cp—p)J J h r drde + p_n RICR+HD 2.8
Ep 1 2 2
g o 0
211 (&h
Cp - pz)I I r drde + p_n RE-M=0 2.9
O [o]

A fim de minimizar o funcional (2.8) sujeito a
restricio (2.9), o método classico consiste em multiplicar a

eq. (2.9) por um fator A Cmultiplicador de Lagrange) e somi-la
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ao funciocnal (2.8). Ao fazé-lo, deve-se notar que o valor do
funcional (2.8) permanece inalterado, jJ& que a restrigfo tem

valor nulo. Assim, © problema final é&:

Minimizar
21 (&
J =Cp—p)II Ch+\) r drd@ + p. n R® (R+H+\) - A M
Kp 1 2 2
o o

2.100

onde A € um multiplicador de Lagrange.

2.2- Equagfo da Interface

A minimizagio do funcional €2.10) requer gue as
derivadas parciais do mesmo com relagio as varidveis
desconhecidas, s e A sejam nulas. Note-se que h & uma fungloc
conhecida de r e 8, dada pela equaglo (2.2).

Para a derivaglo do funcional em relagloc a s,pode-se

usar a seguinte forma da Regra de Leibniz:

f () daf ar
d 2 2 1

I FCr> dr = F‘sz) - F‘Cf‘D 2.11D
ds ds ds

f‘(e)

entio:



dJmP 2n
=(p‘— pz)I [H+R—s(9‘)cos.-6 +7\] s dé = 0 (C(2.12)
ds
o
ou seja:
h‘ceb = H + R - sC(B)-cos8 = —-A 2.13

Além dissoc devemos ter nesse ponto:

dJEp 2n
=Cp—p)I [H+R—ascose +7\] de =
dsz 1 2
(o]
21T
=Cp1— pz)[ [s cos8 ] da > 0 2.14D
(o]

Usando (2.13) em (2.14), conclui-se que:
Cp‘—pz) [h.—CH-O-R)])O 2.1

isto é; lembrando que o fluido que ocupa o centro geométrico da

tubulagio € indicado pelo fndice 1:

se hs > CH+R> implica que P, > P,
e caso contrario:

se hB < CH+RD implica que P, < P, -
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As equagdes (2.13) e (2.15) com suas observaglbes,
mostram que a interface é uma linha reta horizontal com o

fluido mais leve acima do mais pesado. Cver a figura 2.2).

2.3- Determinagic do Multiplicador de Lagrange

A derivada do funcional (2.10) com respeito a A,
igualada a zero, recupera a restrigio (2.9). Assim o valor do
multiplicador de Lagrange A, e conseqlentemente de ha. é

determinadoc por essa restrigio.

Reescrevendo-a:

2n &&h
Co, - pz)J j r drde + p, @ R -M=0 2.9
o o

resolvendo a integral em r:

2N s%ced .
Cp,~ P2 I — 4 + p, n R° - M =0 C2.16)
o

e repartindo os limites da integral em € ;
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Figura 2.2- Parimetros que definem o formato da interface no
problema hidrostiatico de dois fluidos no interior

de um tubo circular horizontal



6‘ szca) zn—Bﬂ R:
Co - po J. de «+ —_— de +
1 2 2
o e
)
zn s*ced .
de + pk n R"E-M=0 c2.17
2
2n-@
S
obser vando que:
09O <n 2.18)

pois 6‘ ¢ o primeiro azimute em que a interface dos dois
fluidos encontra a parede (figura 2.2). Observar ainda que para
valores de @ entre 9‘ e can—e;> nio existe interface entre os
fluidos. Nesta regifio toma-se s(8) =R .

Da eq.(2.13) se cbtem :

H+R - hs
sC(e) = (2.19
cos8
e:
H+R-h
=
R = c2.20)
cosea

Portanto:



R'coseg
s(O) = — ——mM ce. 21>
cosBO

Substituindo-se a expressfc de s(8) dada pela

eq.(2.21) na eq.(2.17) e resclvendo-se as integrais tem-se:

1
2 2 =
Cp‘-— pz) R [[n as] + ——2—— sen[aeg]] + P, M RO - M 0
c2. 22
ou, reagrupando-se :
M
—_— - pmn
1 R? 2
[n —9] +—sen[89] = c2.23
- -
2 Py~ Py

A eq.(2.83) determina implicitamente o valor de es.
Os valores de h. e A podem entfo ser obtidos diretamente pela
eq.(2.13). E muito importante observar que o valor de
h. calculado confirme que o fluido 1 ocupa o centro do tubo.
Caso contriario o problema deve ser refeito atribuindo-se o

valor inicialmente dado a P, 2P, ® vice—-e-versa.

No caso em que hs for tal que a interface passe pelo
centro do tubo a préxima diferenciacio da eq.(2.14>, indica

que o fluido mais leve esti acima do mais pesado.



CAPITULO 3

DETERMINACAO DO CAMPO DE VELOCIDADES DE UM ESCOAMENTO
MONOFASICO DESENVOLVIDO USANDO © “PRINCIPIO DA MINIMA

DISSIPACAO VISCOSA™

O escoamento laminar desenvolvido de um fluido
newtoni ano incompressivel também pode ser estudado a partir de
um principio variacional. Mostrar—-se-4 que o© campo de
velocidades e as condigS8es de contorno deste problema sio
consistentes com o principio da minima dissipa¢fc viscosa.

o escoamento 1aminar incompressivel plenamente
desenvelvido no interior de um conduto (figura 3.1) é regido

pela equacfc de Poisson:

0=up - vzw1 + G €3.1.2)
onde:
P
G = — c——— C3.1.b)
az

com a condiglio de contorno de nio deslisamento na parede:

w=0em§$S 3.2

O valor de G ¢ normalmente determinado pela imposigio

da vazio de fluido através da irea A (figura 3.1D.
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Figura 3.1- Parimetros do escoamento monofasico desenvolvido em

um duto de segio genérica.



3.1~ Principic Variacional

O principio variacional que rege este problema pode

ser expresso nos seguintes termos:

A dissipagsio viscosa & nminima para wuna dada

vaz8o.

Este principio de minima dissipaglo viscosa, aplicado

ao volume V = A Az (figura 3.1) se exprime da seginte maneira:

Minimizar
2
JDV=Jy[W]°[Vw]dV=MIp[Vw] dA 3.3
v A

com a restrigfo:

deA—Q=O 3.4O

A

Da mesma forma que no capitulec 2 a minimiza¢foc do
funcional (3.3 sujeito a restricio 3.4 é efetuada
multiplicando-se a eq. (3.4) por um fator A Cmultiplicador de
l.agrange) e posteriormente somando o resultado aoc funcional
(3.3>. Fazendo 1isto © wvalor do funcional (3.3) permanece

inalterado, j4 que a restrig¢fic tem valor nulo.
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Assim, obtem-se:
2
I Cw =I[p[w] +Aw] dA - A Q €3.5)
A
Usando coordenadas polares a eq.(3.5) se escreve:

Minimizar

1 aw 2
+ — —_— + Aw r drdé - A Q (3.6)
a8

r

onde R(8) & especificada.

3.2- Campo de Velocidades

A minim.izac&o' do funcional ((3.6) requer que suas
derivadas em relagfo as variidveis desconhecidas w e A, sejam
nulas.

A derivada do funcional em relag%c a w pode ser

obtida analisando-se o caso geral:
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2T RO
JCw) = I I FCr.e.w.wr.wa) r drdeé (3.7
o o

A derivada de J(w) em relagfic a w igualada a =zero

resulta na seguinte equacfo de Euler-Lagrange Cver o

Apéndice A.1):

ow or

3.8

3

.
2|
8'6
2|
T

Aplicada ao funcional (3.6), a equagic (3.8) resulta

enm:

]
o

(3.9
2

8[0w]2,u62w

ou simplificando:

0= — + pu Vw €3.10

a qual € equivalente A eq.(3.1.2a) desde que:

A = -2C 3.110
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Portanto o principio variacional pode ser expresso

como:
Minimizar
2
JDva)=J [p[Vw]—BGw]dA+BGQ €3.12
A
Observacio

Quando w satisfaz 3 eq.(3.1.a), o valor Cminimed de
J nvc w) pode ser obtido em termos de Q e G integrando a
eq. (3.123) com a ajuda do teorema da divergéncia.

Usando para tanto a propriedade

[Vw]=[W]-[Vw]=V°[wVw]—szw €3.13

H J‘ VeCw VWD dA + 2G-Q (3.14>

A

O segundo termo do lado direito da eq.(3.14) & nulo
se w = w, onde w satisfaz a eq (3.1.a). Usando-se entfo a

restrig¢fc (3.40 na primeira integral e o teorema da di vergéncia

na terceira obtem-se:



a3
JDva')=-GQ+§ [p[Ww]°ﬁ.]dS+aGQ €3.15)
s

A integral em S representa a dissipagfo viscosa na
parede do conduto. Esta dissipag8co ¢ nula em virtude da
condigfo de contorno expressa pela eq.(3.2). Portanto quando

w=w°ew=0ems. entio:
J WD =6Q €3.186)
DV

Que o valor acima ¢ minimo resulta do fato de que o
integrando da eq.(3.6) satisfaz a chamada condig¢Bc necessaria
de Legendre para um minimo, isto é, a segunda derivada de F no

funcional geral (3.7) deve ser positiva. Ent&o:

3.3~ Determinagfc do Multiplicador de Lagrange

A derivada do funciocnal(3.6) em relaglc a A recupera

a restricio (3.4), de maneira aniloga ac capitulo 2. Com o

auxilio dessa restrigfo determina-se o valor do gradiente de
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press8o G capaz de atender & vazioc dada Q. Conhecido o valor de
G tem-se imediatamente o valor de A, J& que ambos s%o
interligados pela eq.(3.11).

Alternativamente, pode-se dar o valor de G (logo de
A) e obter o valor resultante de Q.

Conclui -se, portanto, que o escoamento laminar
desenvol vido de um fluido newtoniano i ncompress{ vel é
caracterizado por um minimo valor da dissipacfo viscosa para
uma dada vaz3o.

Uma interpretagfo fisica para o "Principio da Minima
Dissipag8c Viscosa'"™ ¢ que o perfil de velocidades que minimiza
© funciocnal da eq.(3.5) ¢ aquele que minimiza a perda de carga
por unidade de comprimento do conduto C(gradiente de pressiod
quando se tem uma vaz3o imposta. Isto pode ser concluido da eq.
(3.16>. Ou entfc de maneira inversa ¢é aquele perfil de
velocidades cuja integral na Area de escoamento (i.e. a vazio
do fluido) ¢é maximizada quando se tem um gradiente de pressio
prescrito. E este perfil de velocidaes, conforme ficou provado,
€ aquele que obedece as equagbdes de Navier-Stokes para o

escoamento axial plenamente desenvol vido.

3.4- Método de Minimizagio

Uma interesante constatagcfo I[6, 12} relativa a
solucdoc da equagioco de Euler-Lagrange (3.10) satisfazendo i
condigcioc de contorno €(3.2), pode ser feita se decompusermos a

soluglico procurada deste problema na forma:



wir,8) = w’(r.e) + w"Cr.GD (3.18

onde wr e wH satifazem:

u Vzwp = -G €3.19

Vzwﬂ =0 €3.20)

Entfoc o funcional (3.8) pode ser escrito:

D
r o 2
= Lp[Vw] -2er]dA=
“a
r
= y[VCwﬂv)]'( VCw+w)]—sz]dA=
i H P H P
“a
2 2
=J [2pr-Vw’+p[VwH] —u[VwP] —aGw]dA=
A

Usando a propriedade:

PwePw = VCWIw D - szwP €3.22



entio:

Jnv—aGQ=ajy_V°[wWP]dA-ajw[pvzw’-O-G]dA-O-

[ o= () ] e ¢3. 23

A primeira integral dessa expressfc €& nula, pela
aplicag8io do tecrema da divergéncia e peloc fato de que w deve
obedecer & condigfo (3.2). A segunda integral também ¢ nula em

virtude de (3.10). Portanto:

2 2
Jnv = I M [Vw“] dA - I [pr] dA + 26Q C3.24)
A A
Definindo:
r‘ z
J = M [ Yw ] dA =2 O (3.25%)
H H
A
r 2
J = - Y, [Vw ] dA + 26GQ €3.26>
P J r
A
entio:
J =J +J =21 3.27
DV H P P

Agora Y Ce portanto JH) dependem da escolha de War
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visto que a soluglo wir,8) é unica. Além disso, Jnv J& esti nas
condi¢des acima passando por um minimo ( de valor GQ, uma
vez que a equaglio de Euler-Lagrange (3.10) & satisfeita (basta
somar as equagdes (3.19) e (3.200 ), bem como €& atendida a

condigic de contorno (3.2).

Por estas razfes, e pelo fato de os
Ffuncionatls JH e Jr serem formas Quadrdticas, a
expressaso aclma sugere entdo wun mnétodo de
minimizagdo do funcional JDV baseado na escolha
de wp(r.eb tal a minimizar Jr' obtendo-—se em

segutda w“(r.eb e Ju'

A escolha de w, que torna Jr minimo ¢ aquela que
satisfaz a condigfoc de contorno (3.2). Neste caso wu =0 e Ju
tem valor nulo, que & o seu minimo absoluts. Isso se aplica a
um duto de se¢fo arbitraria. Como ilustragfo, considere-se o
casc de um tubo circular. A selecfic de uma fungio continua wP

que atende & condigfio €(3.2) conduz a:

G
wCr>=—_—[R"'—r"’] 3. 28
P

4p

w_ =0 €3.20

H

Nesse caso:



A
ne* ™ nG*RY
= Jr dr + 26Q = —— + 26Q 3. 30D
4 o 4u
Ju =0 €3.31)
GQ = G I w dA =
A
ne® *
= J(R—rz)rdr+aGQ=
o o
nGZR*
= — C3.32
8u
de onde se conclui que:
JDV = JP = GQ €3.33

O método de minimizagSo acima serd empregado nos

capitulos 4 e 5 . Ele se mostrarid particularmente uGtil na

determinagfio da forma da interface dos fluidos.



CAPITULO 4

DETERMINAGAO DA INTERFACE NO PROBLEMA HIDRODINAMICO DE DOIES

FLUIDOS DE MESMA DENSIDADE USANDO O “PRINCIPIO DA MINIMA

DISSIPACAO VISCOSA"

Quando dois fluidos incompressiveis de mesma

densidade e com viscosidades distintas escoam Juntos no

interior de um tuboc horizontal, surge o problema de determinar

simul taneamente:
— a forma da interface entre os fluidos;
- a disposi¢ioco dos fluidos em relaglo A
interface;

— o campo de velocidades.

Mostrar-se-4, no que segue, como tal determinagio
pode ser feita através do principio variacional da minima
dissipa¢ioc viscosa, no caso do escoamento laminar desenvolvido.
Isto ¢é, a aplicagic desse principio nos permite recuperar as
equagdes (1.1.a,b) e as condigdes (1.2.a,b,c) que regem o
problema, como também determinar a forma da interface e

respectiva disposigfic dos fluidos.

4.1- Principioc Variacional

Considerando-se um duto de secio transversal
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arbitraria especificada (fig. 4.1), o principio variacional da
minima dissipacfo viscosa aplicdvel ao escoamento bifisico

desenvol vido pode ser enuncilado:
A dissipag8o viscosa ¢ minlma para una
dada vaz8o total e uma dada drea secional de um

dos fluidos.

Considerando—-se a descontinui dade ocorrendo na

viscosidade, o enunciadc acima se exprime da seguinte maneira:

Minimizar

2
J [w.w.sce)]=Ip[W]dA+Jp[W]dA c4.1>
DV 3 2 1 1 2 2

E § 2
com as restrigdes:
j w‘dA+J'w2dA—Q=O 4.2
A A
F § 2
J‘ dA - A, =0 c4.3
Az

A restricfo relativa A Area secional ocupada por um

dos fluidos € necessiria para se garantir a presenga de ambos

no duto Cescoamento bifisicoe). Caso contrario, a minimizaglo do
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Figura 4.1~ Parimetros do escoamento desenvolvido de dois

fluidos imisciveis por um duto de se¢fo genérica.
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funcional (4.1), restrito apenas pela equaglo (4.2) implicaria
na exclusfo do fluido mais viscoso do escoamento. Desta forma o
problema se reduziria aquele estudado no capitulo 3, em que um
tnico fluido (no casc o menos viscoso) escoa por um duto
genérico (escoamento monofisicod.

Note-se ainda que as restrigbes expressas pelas
equagdes (4.2) e (4.3 foram escolhidas com a uUnica razfo de
facilitar a resoclugcioc matemitica do problema. A rigor,
quaisquer outras restrigdes que garantam o escoamento bifisico
poderiam ter sido utilizadas, por exemplo, as vazdes
individuais de cada fluido, pois o problema estaria
equi valentemente formulado.

Pelc métode dos multiplicadores de Lagrange Jja
mencionado nos capitulos precedentes a minimizag3co do funcicnal

C4.1) com as restricgdes (4.2) e (4.3) equivale a minimizar:

2
J [w.w.s(93]= -[ [p[Vw] + A w ]dA +
pv] 1’ 2 1 1 11
Ay

2
J- [p2Csz) + X‘wz + 7\3] dA 7\‘ Q )\a Az

A
2

C4.4)

Note-se gque apenas uma das areas secionais [ A2 ] foi
dada, j&4 que a Area restante fica entic automaticamente

determinada pela segfo previamente especificada do duto.
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4.2~ Determinagic do Campo de Veloc]idades

O funcicnal (4.4 tem a seguinte forma em coordenadas

polares:
2N s [

JDV = I {I F"[r.e.w‘.w".w‘e] + IFZ[P.e;Wz.WZr.er]}r dr de
(o] o [ =]

4.5

Exprimindo o diferencial desse funcional com relaglo
a w‘ e W, mantidos constantes s, )\‘. )\a. e igualando-se a zero
obtem-se uma equagcfic de Euler-Lagrange em cada dominio
[Az e Az] e as respectivas condigdes de contorno. Este
procedimento ¢ detalhado no anexo 1, e seus resultados sd3o
anilogos aocs do escoamento monofdsico, exceto pelas condigdes
de contorno que devem ser aplicadas a interface entre os
fluidos. Usando-se as fungdes F“ e F‘2 associadas ao funcional

C4.4), as equagdes de Euler-Lagrange assim obtidas se tornam:

A
O=p -V w + : 4.6
* 2
)&1
O=p -V w + 4.7
2 2 2

e as condig¢des de contorno sio:
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r =R : w, = 0 Ck=4,2) (4.8. 2
Ow‘ Wz
M, = M, C4.8.bd
on mn
r = sCed ° &
w = w C4.8.¢d
1 2
Vemos que esses resul tados sSo inteiramente

equivalentes as equagdes que regem o escoamento (1.1.a,bd) e

condi¢Sdes de contorno (1.2, . a-cd, desde que:

A =26 =2 —— C4. 90

E Gtil também determinar-se o valor minimo de Jnv’

isto é o valor do funciocnal (4.4> quando w, = w: e w, = w: sio

solugses do problema acima. Usando novamente a propriedade:

2
[Vwk ] = v-( w, P ] - VPw, etz Ca.100
tem-se:
4
JDva‘.wz)— - G I w, dA - I w, dA B, I [G + p‘V w‘] dA
A A A
1 1 E'S
I [G+pvzw]dA+p Iv~[wvw]dA+
2 2 b 3 1 1
A A
2 1

" I 7. (wzwz] dA + st dA - XA+ 26Q C4.11D

A A
2 2
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Com a ajuda das restrigdes (4.2,3), e quando W W,

satisfazem (4.6,7) obtem-se:

S -3 = . .
I CWE W= 6a 4 j v [W‘W‘]dA ‘o I v [VZsz]dA ca.12>

A A
E 2

Usando-se o© teorema da divergéncia nas integrais acima,

obtem—-se:

D
s s
1 2
-+ »
I [w‘p‘w‘ n1+wzquwz nZ] ds C4.130
s,
1 8
ou
Ow‘ 0w2
J =06Q + u I w dsS + u I w das
DV 1 L an 2 n
1 2
1 2
aw 0w2
I woH !t - wH, ds C4.14d
an an
s E § 1

Pela aplicag¢Z%o das condigdes (4.8.a,b,cd essas

integrais se anulam, portanto:
S -3 -
JDva1,wz) cQ C4.15)

como no casc monofisico. Deve-se lembrar entretanto que embora
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esse resultado seja valido qualquer que seja a forma da
interface sC8), esta de fato intervem no campo de velocidades e
consequentemente no valor de G obtido para uma dada vaz8o Q
Portanto, a minimizagZ%o de JDv ainda deve ser feita com

respeito a sC6D.

4.3~ Determinagfc da Interface entre os Fluidos

Admitir-se-&, por simplicidade, que o duto pelo qual
os fluidos estfc escoando seja um tubo circular C(figura 4.2). O
métode de obtencfc da forma da interface emprega o procedimento

adotado na sec¢%oc 3.4. Assim, decompde-se a soluglo do problema

C4.6-8) na forma:

v&Cr.eJ = wB*(r.e) + wP*Cr.GD C4.16D
onde
VPw =0 Ca.1?
Hk
"y Vszk = -G C4.18)

Admita-se também que, para qualgquer diregdo ﬁs.

w;kCr.e) satisfaca (4.8.b), isto é:

owl’ osz
u—2 =y T2 C4.19

n én
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Figura 4.2-~ Defini¢3c de par Ametros no estudo do escoamento
desenvolvido de dois liquidos imisciveis de
densidades iguais e viscosidades diferentes por um

tubo horizontal.
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Com essa decomposi¢fo o© funcional (4.4, com a

identidade (4.9) pode ser escrito:

JDva‘.wz.s) =

d] {,,‘ [re,ro,,] - o, } o+ [ o) - @) oo o

A A
1 1
2 2
aj y[VW‘Vw]-Gw dA+Jp[[Vw]—(Vw]]dA+
2 P,2 H,2 P,2
A A
2 2
xsj dA + 26Q - A A, C4.20>
A

Usando~-se a propriedade:

Vv v V= eCw WD -y vzwp'k c4.21D

vem:

JDvat.wz,s) = EI yiv' [w1VwP'JdA + 2.[ y2V° [szwP,z]dA -
A A
1 2

aI w [p w_ o+ G)dA - 2J w [y Viw_ _+ G]dA +
1 F 3 P,1 2 2 P,2
A A
1 2

A I dA + 26-Q - A\ A c4.22
3 32

A
2



49

As duas primeiras integrais dessa express3o sioc
nulas, pela aplicacfio do teorema da divergéncia e pelo fato de
que w satisfaz (4.8.a) e WP* satisfaz (4.19). A terceira e a
quarta integrais também s%c nulas em virtude de (4.18).

Portanto:

2 2
JDVC\&.Wé.S) = j' B, [VWHA] dA + I H, [anﬂ) dA -

E S 2
2 2

I p [w"t] dA - .[ b, [wp‘z] dA +

A A

1 2

N I dA + 26:Q - A_A C4.23

- | 3 2

A

Definindo-se :

2 2
J EJy[W]dA+Ip[W ]dAZO c4.24>
H 1 H,1 2 H,2
A’.

2 2
J-.-—.—Iu[Vw]dA—Iu[Vw ]dA+xIdA+aG-Q-xA
P 1 P4 2 P,2 - | 3 2
Az

A A
1 2

€4.2%

entfic a2 eq. (4.23) pode ser reescrita:



S0

J =J_+J =27 4.27
DV H P r

Seguindo o método de minimizagioc proposto na seglo

3.4 procura-se kaCr.e) tal a minimizar JP. Para tanto ¢

necessario que kaCr.e) satisfaca A condigfo de nio

escorregamento na parede (4.8.a). No caso de um tubo circular,

isto conduz a:

G

Wp, = [R’ - r* ] ca.27m
4p‘
G

W, = [R’ - r? ] C4.28)

Note-se que estas fungdes também satisfazem o
requisito prévio (4.19), isto ¢é a tensfic de cisalhamento
associada a Yoy é continua . Observe-se também que a restriglo

presente no funcional C4.25) n#oc altera ¢ valor de JP. J& que a

restrici%o tem valor nulo de acordo com C4.3D.

Com o auxilio das expressdes (4.27,28) o funcional

JP se torna , em coordenadas polares:

21 (& 2

G rz
3 =[[ ——— | radras +
P
o Jo 4 u

1

2T R 2 2

ol

+ A ] r drdé + 2G-Q - A_A
3 3 2
2

c4.29
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Para se minimizar Jr com respeito a s(6) aplica-se a

regra de Leibniz, eq.(2.7). Logo :

al, zn G scen? G sced? N
= J - + - 8 s d@ = 0 (4.30
as o 4 H, 4 H,
ou seja:
2 A
-]
s(8) = — - = const. C4.31D
G [ 1 1 ]
- “z IJ‘

Além disso devemos ter, nesse ponto:

%3 3c? 1 1 .
—s = an - s” - As > 0 4.32
os 4 H, Hy
Usando (4.31) em (4.32) conclui-se que:
& 1 1 .
A= - s >0 C4.33
-} 4 v
Hy Hy
isto é&:
< p C4.34>
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Portanto, a fim de minimizar J’. a interface deve ser
um circuloc concéntrico ao tubo, com o fluideo mais viscoso sendo
encapsulado pelo menos viscoso (ver figura 4.3), em acordo com
as observag®es experimentais. O valor do raio g, e portanto de
)\s. é¢ obtido extremizando-se Jr em relagso a )\s. o que recai na

restrigfo (4.3>. Logo:

s = | R® - 2 €4.3%)

Uma vez que Ag)O. conclui-se da eq. (4.29) que a
minimizag¢%c do funcional Jr implica a minimizag3c da &rea do
fluido menos viscoso.

Obtida a interface e a disposigioco dos fluidos,
podemos agora determinar wHCr.e) e J". Conclui -se facilmente

que:

w =0 4. 36D
H,2
G 1 1 2 2
wHA = - [R - s ] 4.37D
4 H, Hy

satisfazendo a eq. (4.17) e as condigdes de contorno do

problema. Consequentemente:

J =20 4.38

et e e e
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B, DK,

Figura 4.3- Interface circular concéntrica resultante no
escoamento laminar desenvolvido de dois liquidos
imisciveis de densidades iguais e viscosidades

diferentes (u1 < ,uzb por um tubo horizontal.
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A solucfo final deste campo de velocidades é pois

[ e

1

C4.39

w o= [Rz - r’] Cé.400

E importante notar que o procedimento de minimizacio
adotado requer que as fungdes Yok satisfagam a equaglo de
Euler-Lagrange (4.18) e a condigfo de nio escorregamento na
parede (4.8.a). Isso resolve o problema global, a menos do

requisitc de continuidade na interface (4.8.b), tarefa essa

assegurada por w_ ..
Hk

4.4- Interpretacio do Principioc da Minima Dissipacdo Viscosa

no Caso do Escoamento Simultineo de Dois Fluidos

No caso do escoamentc monofisico fol visto que o
“principic da minima dissipacfo viscosa” minimiza o gradiente
de pressfo dada uma vaz8c ou, inversamente, maximiza a vaz&o
dado um gradiente pressio.

Foi visto anteriormente que a aplicaglo do “"principio
da minima dissipagfo viscosa" ao escoamento simultineoc de dois
liquidos imisciveis em uma tubulag3oc horizontal leva, no caso

das densidades destes fluidos serem as mesmas a configuragdes
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concéntricas de interface. E interessante interpretar
fisicamente o© resultado de que o fluido mais viscoso seja
encapsul ado pelo menos viscoso.

As restricgdes que foram impostas & minimizaglo do
funcional dissipac%c viscosa foram: a vazfo total e a 4rea de
escoamento ocupada pelo fluido menos viscoso dadas. Tome-se
ent%c por exemplo quaisquer dois liquidos de densidades iguais
e viscosidades diferentes. A vaz%0 total, ocbtida pela
integrag%c dos perfis de velocidade eqgs. C4.39) e (4.40> é

facilmente obtida como:

No caso do fluido menos viscoso estar no nucleo do

tubo a sua Area ocupada é dada por:

A =ns Ca.42d

e no caso de estar na periferia sua irea ocupada é dada por:
A, =n cR® - s C4.43

onde s é o raioc da interface e R o raio do tubo.

Reescrevendo a eq.(4.412) tem-se:



nGR* S .4 H
Q= —— |1+ [——] [1 + ’] C4. 44>
8u R H

Definindo-se:

F:——_[1+[-£—]‘ [1+ :z]] 4. a5

a eqC4.44) se simplifica para:

nGR‘
Q= |———] F C4.46)

8;.12

Observa-se assim pela eqC4.46) que quando a vazio
total Q & dada, o gradiente de pressfo G Ce consequentemente a
dissipag%c viscosad) seri minimo quando o fator F for maximo.

A figura 4.4 mostra a relagfo do fator F, (raz8o de
viscosidades dos fluidos, “1/“2’ igual a 1000 com a 4rea
adimensional ocupada pelo fluidoc menos viscoso 21 (ver a sua
definigi3o no capitulo 7). Pode-se verificar que,
independentemente do valor de 22. o valor de F €& sempre
superior na curva que representa © encapsulamento do fluido
mais viscoso pelc menos viscoso. Conclui-se pois que como ambas
as curvas representam extremos do funcional dissipagio viscosa,
o encapsulamento do fluido mais viscoso representa o seu
minimo, sendo entf%c esta a configuragfo que o principio prevé

que os fluidos irZc assumir.
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4.5- Determinagfo dos Multi plicadores de Lagrange

Quande o© gradiente de pressio CG = -0P/22) e a
posi¢8c (Craiod da interface (s) s%c dados, os valores dos
multiplicadores de Lagrange C)\‘ e )\s) podem ser obtidos
diretamente das egs. (4.9 e (4.31D. Os valores das vazdes dos
fluidos Cg1 e Qz) podem entlo ser calculados pela integragéo
dos perfis de velocidades que resolvem as equagbes de
Euler-Lagrange(4.6) e (4.7 sujeitas As condigdes de contorno
das eqs. (4.8.a-c).

Entretanto, o problema pratico & normalmente posto em
termos de vaz®es requeridas e gradiente de pressfo e posigloc da
interface incégnitos. A solugio para este caso ¢ iterativa. Uma
maneira para a sua resolugcic ¢é apresentada no algoritmo do
quadro 4.1.

As variivels adimensiocnais utilizadas no algoritmo

mencionado estio definidas no capitulo 7.
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FIM

ALGORITMO PARA O CALCULO DO GRADIENTE DE PRESSAO E RAIO DA
INTERFACE CONCENTRICA QUE SATISFAZEM UM PAR DE VAZOES

DADAS.

INICIO

DADOS Q. Q,» H,» H, R
D ¢ Q(NE
G « 1.
a
CALCULA
ARBITRA
CALCULA Q, > O,
D, ¢ Qgc d ch
ENQUANTO |D_ - D| > toleréncia

CORRIGE Rﬁ .

CALC\.’)!_A Qi.s‘\' Q.z'c

Dc ¢ Qﬂ.,c e Qz,c
FIM-ENQUANTO
CALCULA G = fCQ‘. Q. e propriedades)
CALCULA A, = fC E‘D
CALCULA R_ = fcfs. RD
CALCWA A, = fEx e propriedades)
RETORNA propriedades, AQ‘. AQz. AG. Eﬂ' Age

Q. Q. R A,

Fur Ha
R
A

Quadro 4.1- Algoritmo propostoc para a resolucic do gradiente de

pressio e do raio da interface do escoamento

bifisice concéntrico quando a vaz&es dos fluidos

s%o0 prescritas.




CAPITULO B
DETERMINACAO DA INTERFACE NO PROBLEMA HIDRODINAMICO DE DOIS
FLUIDOS DE DENSIDADES E VISCOSIDADES DIFERENTES USANDO O

“"PRINCIPIO DA MINIMA DISSIPAGAO VISCOSA"

Quando dois fluidos incompressiveis, escoando juntos
no interior de um tubo horizontal, possuem nio apenas
viscosidades distintas comoc também diferentes densidades, o
centro de gravidade da mistura nfic estarid mais forgosamente no
centro do tubo como no caso de densidades iguais. Sua posigio
dependeri, presumivelmente, dos parfmetros do escoamento, mas a
priort € desconhecida.

O estudo do efeito da diferenga de densidades no
escoamentoc bifédsico desenvolvido é feito a partir do principio
da minima dissipa¢8o viscosa sujeito a uma restri¢ic adicional:
a posigioc do centro de massa, fixa, ¢ admitida como dada para a
formulag&ioc do principio. Ela ser&, posteriormente, relacionada
aos parametros do escoamento, pelo uso da mesma metodologia
empregada no Capitulo 4, e finalmente determinada com ajuda da
hipétese de invarilncia. Tal é a contribuigfo que o autor pode

oferecer para a compreensfo do fenSmeno em consideragio.

60
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8.1~ Principio Variacional

Para um duto horizontal de seglo transversal
arbitriria especificada Cver figura 5.1), © principio
variacional da minima dissipag¢f%c viscosa, aplicAvel ao

escoamento bif4isico desenvolvido de fluidos de densidades e

viscosidades diferentes pode ser assim enunci ado:
A dissipagdo wviscosa & minima para wuma dada
vaz3o total, wuma dada posig¢do do centro de

massa e una dada drea secional de wun dos

Sluidos.
Este enunciadac se exprime da seguinte maneira:

Minimizar:

2 2
JDvai.wz.sce)) = I p‘[ Vw‘ ] dA + I uz[ sz ] dA 5.1
A A,

1

com as restrigdes:

Iw‘dA+Iw2dA—Q=O (8.2



S

Ql

S2

S

Figura 6.1- Parimetros do escocamento desenvolvido de dois
fluidos imisciveis de densidades e viscosidades

diferentes por um duto de se¢3io genérica.
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-h=0 (5.3

f dA-—Az=0 (S. 4D
A

2

A restricglo relativa a posicfio do centro de massa do
sitema €& necessiria afim de que a diferenca de densidade entre
os fluidos seja contemplada no processo de minimizag%c do
funcional. A nZo inclusfo desta restricfo levaria o problema a
uma solucgfo idéntica aquela encontrada no capitulo 4.

Observar também que, da mesma forma que nos capitulos
anteriores, a inclusfo das restri¢®es no funcional n%c modificam
© seu valor. Portanto o problema pode ser expresso da seguinte

maneira:

Minimizar

2 —
JDvai.wz.s) = I [yﬁ[ Vw ] + hxwz + sztﬂ'x - hd ]dA +

2 —
[ [5(7 ) « 2o npcn = ® 2, Joa -

A
2

J\‘Q - ASAZ (5.8
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S.2- Determinagio do Campo de Velocidades

Uma vez que h é sempre uma funcio algébrica conhecida
das coordenadas utilizadas, obtem-se que para JDv ser minimo &
necessario que as fungses wi e w} satisfagam nos seus
respectivos dominios As mesmas equacSes de Euler-Lagrange,

obtidas no capitulo anterior, isto é:

O=p‘-vzw1+6 5.6
O=u -V w +6 5.7
2 2
onde:
P N
G = - = - _ 2 5.8
8z 2

cujas condi¢®es de contorneo sio:

r =R : w =0 Ck=1,2) (5.9.a)



owl owa
H, = u, (8.9.b)

o on

r = s(e . .
w‘ = wz (8.8.¢cd

Por um procedimento inteiramente anilogo ao empregado

no Capitulo 4, obtem-se o valor minimo do funcional (5.5):
£ 8 -
‘Jnv [w‘.wz ] = GQ (5.10

onde w: e w: sdc a solugldo de (5.6-9).

5.3- Determinacfo da Interface entre os Fluidos

Uma vez mais a anidlise é dirigida ac caso de um tubo
circular Cver figura 5.2). Para a minimizacZ%o do funcional Jnv
da eq.(5.5) com relaglc a s(8 adotar-se-4 o© mesmoc método
empregado no Capitulo 4, isto €&, decompfe-se a solugfo do

problema (5.6-9) na forma:

wkCr.GD = wa'kCr.e) + wp'kCr.e) k=1,2) (5.1

onde wu,k e WP'k satisfazem:
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Figura 5.2- Definicfc de variidveis e parametros no estude do
escoamento desenvolvido de dois liquidos imisciveis
de densidades e viscosidades diferentes por um tubo

horizontal.



V'w =0 €5.12)

7y Vw = -6 €5.13

Admita-se também que, para qualquer diregfo ﬁﬂ.

u%*Cr.e) satisfaga (5.9.b), istoc é&:
owp OWP
B —— = p, —2 C5.14>
an on
S s

Com auxilio dessa decomposi¢fo e por um procedimento

andlogo ao realizade no Capitulo 4, obtem-se:

J =J +J =13 (86.1%

onde:

2 2
3, = J' .u‘[ W ] dA + IA pz[ W o ] dA €5.16>



K“’[I pCh ~ B dA+I p,Ch - B dA] + kaI dA +

A A
1 2 2

a26Q - kaAz (85.17

Seguindo o método de minimizac%o adotado na seglo
4.3, procura-se wp'kCr.e) satisfaga & condig%c de n%o
escorregamento na parede (5.8.a), qualquer que seja a interface
dos fluidos. No caso de um tubo circular, e como as equagdes de
Euler-Lagrange s3o as mesmas do Capitulo 4, isto leva novamente

ac:

G
Ve, = [R’ - rz] €5.18)
4p‘
G 2
w = (R’ -r ] €5.19
P,2
4u2

Ao tomar Ve N2 forma acima deve-se ter claro que o

problema global esti resolvidoc a menos da condig%c de
continuidade do perfil de velocidades na interface, tarefa a

ser assegurada por L Note-se que a tensfc de cisalhamento

X
associada a Ve & J& satisfaz a eq. (5.14) independentemente da

forma da interface. Note-se ainda que as restrigdes presentes

no funcional (85.17) tém valor nulc e portantc n%c alteram o



valor de J .
P

Lembrando que como j& foi visto no Capitulo 2:

I h dA + I h dA = 7 RPCH+R) 8. 20
A
4 2 -
j dA + I dA = nR? 8. 21>
A A
f 3 2

e pelo uso das express®es (5.18,19), o funcional JP pode ser

escrito da seguinte forma em coordenadas polares:

R 2 2

G r _
J‘ [— — A2Cp3— p&)(h - h) + hs } r dr ] de +
& 4
2
2 —_
26Q + AQFHRR [ H+R-h } - *sA: 5. 22
onde
h =H+R - s cosé@ 5.23

conforme pode ser observade na figura S.2.
Aplicando a regra de Leibniz, eq.(2.11), para

minimizar JP com relagfoc a g vem:
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o3, Jm c? scen? c? scen?
[ o]

4y‘ 4“:

ACP,~ POCH + R - s'cos@ - h) - A_ ] s d8 =0
5. 24D

ou seja, a interface entre os dois fluidos & caracterizada pela

equaglo :
G’ 1 1 . _
2 - s + lszz— p‘)s cos 6 = )\szz- p‘)x - 7\9
Ha Hy
(5.2%
onde:
x=H+R-h 5. 26
Além dissoc devemos ter, quando a equagioc (5.25) é
obedecida:
83 2n
P [ G [ 1 1 ]
2
= - g E
as o 2 H, H,

)\z(pz— pi)Cx - &8s cos 6 - 7\3 ] de > O 5.27

Substituindo-se (5.25) em (5.27) obtem-se:
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)\szz— p‘)Cs cos 8 ] de > o (8. 28>

Se 7\2 > O a desigualdade representa a soma dos
critérios €4.33) e (2.14), os quais exprimem respectivamente o
encapsulamento do fluido mais viscoso e a estratificac%o de
densidades. De fato 7\2 deve ser positivo a fim de assegurar que

ac minimizar JDV e .IID esteja~-se também minimizando a posig¢io

Chd do centrc de massa do sistema. Entfoc sendo x = O quando o
centro de massa coincide com o centro do tubo Cver eq, (5.26) e

figura §,2) a configuracfo dos fluidos deve ser tal que:

)\z > 0 (5.29.ad
x 20 (5.20.b)
requisito esse que caracteriza a estratificagfo das

densidades.

A partir de (5.29.a,b) & possivel obter a disposicio
dos fluidos em relagfo 2 interface. Esta, dada pela eq. (5.25),
representa uma circunferéncia excéntrica aoc tubo Cver a figura

5.3), a qual tem a forma:



Figura 5.3~

7e

p‘. |“|'|'A.
R
e>o
Rs
$(9) a
(-]
r
6 by A,
M, > B
P P
Interface circular excéntrica resultante no

escoamento laminar desenvolvido de dois 1{ quidos
imisciveis de densidades e viscosidades difer entes

Cy‘ > H, P, < pz) por um tubo horizontal.
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sz + 2es-cos@ + ez = R 2 (5. 300

onde e é a excentricidade e gﬁ ¢ o raio de curvatura dados

respectivamente por:

1 kz sz- p‘)
e = . (5.31)
2 G { 1 1 ]
4 “z Hy
A
2 2 - 9
R‘ = e + 2'e'x + > (8. 32

Observando-se a eqs.(5.31) e (5.32) verifica-se que

se p = p,» entio:

e =0 5.33

e a eq.(5.32) se torna:
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RZE =RrR? = CS. 34)

onde o indice "o" exprime "valor quando e = 0". Este resultado
¢ inteiramente consistente com o resultado obtido no capfitulc 4
expresso pela eq.(4.32), possibilitando a determina¢fo de R"o
em funglco da razX%c das vaz®&es dos fluidos e das raz&des de suas

viscosidades (¢ ver a sec%o 4.5). Com essas considerag®es a

eq.(5.32) se torna:

R: = R:O + e+ 2ex CS. 35)

Note-se que a relacfoc acima exprime uma dependéncia
e
1

]. onde R_o entra comoc dado

»

na forma R = R [R ;e
[ 3 [ 3 e,0

Py

“hidrodinimico”. Isso porque:

>_<=;<_[e.R .
s

1 ] 5. 36

Pz

relacfico que €& explicitada para interfaces circulares no anexo

A.2. Este ponto encerra a anilise da minimiza¢ic do funcional
JP.
Agora, para interfaces circulares excéntricas,

tem-se:



wh(r.e) ® const 5.37>

e consequentemente:

J. >0 (5.38

© que suscita a questfo: €& Jnv realmente um minimo para a forma
interfacial circular excéntrica obtida pela minimizac%o de Jr?
Ni3oc se disp®e de prova formal de que esta questid se
responda pela afirmativa. Entretanto, tende empregade um
procedimento de minimizag%o que se mostrou vilido nos capitules
precedentes, temos algumas raz&es para confiar no resultado
aqui obtido. Primeiramente, ac proceder i minimiza¢3io de JP. as
fungdes wp,k atenderam a todas as condi ¢Ses (equagdes de
Euler-Lagrange e condi¢&®es de contornod requeridas para a
minimizag%c de Jnv’ exceto o requisito de serem continuas entre
sl na interface. Isso significa que o balango de forgas no

Sistema bifdsico foi atendido, o que ¢ o principal aspecto do

problema, e das fun¢c®es harmdnicas w

wx S€ requer apenas que

assegurem a continuidade do campo de velocidades na interface.

Em segundo lugar, ‘para pequenas excentricidades, e

particularmente no casc em que o encapsul amento do fluido
viscoso €é completo, J,_l deve ser préxime de =zero, nio
prejudicandoc o procedimento adotado.

Pode-se sugerir a esse respeito, um procedimento de
verificagcf%oc que consiste em calcular Jn e compari-lo ao valor

de Jp para diversas interfaces circulares excéntricas,
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examinando assim a import&ncia relativa de ambos. Uma maneira
simple de fazé-lo, € calcular Jr pela integracfo de (5.22) e em

seguida obter JH através de:

J. =6Q -1J (S5.39

Dessa forma, conhecido GQ (que & ¢ valor minimo de
Jnv via soclugfo numérica do campo de velocidades, obter-se-ia
imediatamente JH pela equagfio acima. Além disso, cada interface
circular excéntrica poderia ser submetida a uma variag¢fo de
modo a obter-se os novos valores de Jnv’ Jp’ e Ja' verificando
assim a sua minimalidade. Naturalmente, tais procedimentos nio

substituem a demonstragcioc formal da validade do mét odo

proposto.

S.4- Determinagio dos Multiplicadores de Lagrange

Como se sabe [10] em rmuitos problemas pode-se
atribuir um certo significado fisice aocs multiplicadorse de
Lagrange. Neste caso como nos precedentes foi observado que J\‘
estid relacionado ao gradiente de pressio que promove ©
escoamento dos fluidos. J& os outros dois multiplicadores de
Lagrange utilizados no casc presente, )\2 e 7\3. conforme foi
verificado no {tem anterior, est%c relacionados respectivamente
com a excentricidade e o raio de curvatura da interface entre
os dois fluidos . Ver eqs. (5.32,33).

Para se determinar a forma da interface e o gradiente



77

de pressi%c de um dado escoamento cujas vaz®es dos dois fluidos
s8o conhecidas ¢ necessérioco um processo iterativo. Um
algoritmo para este fim esti4 apresentado no quadro B.1. A
defini¢80c das varidveis adimensionais utilizadas no algoritmo

se encontram noc capitulo 7.



FIM

ALGORITMO PARA O CALCULO DO GRADIENTE DE PRESSAO . RAIO E

ExCeNTRICIDADE DA INTERFACE CIRCULAR QUE SATISFAZEM A UM

PAR DE VAZOEs DADAs.

INICIO

DADOS Q‘. Qz' IJ’. “z' pl. pz. R
D ¢ Q‘/Q2

G ¢ 1.

a ~ A PS A

CALCULA K. M,» P £,

RESOLVE R_ . Q . Q, (QUADRO 4.D

SE QUISER CALCULA G = fcQ,. Q, , © Propsd

ARBITRA ©

CALCULA E, (equacio 538)

CALCULA Q . Q,

DC ¢ Qi,c 7 QZ,C

ENQUANTO IDCA- D| > tolerancia
CORRIGE €

CALCULA R, (EQUAGAO 538) caLcuia Q .

Dc ¢ Q!..c 7 Qz,c
FIM-ENQUANTO
CALCULA G =fCQ, Q, _ e propriedades)
CALC\ALA 7\2 = fCed

CALCULA A, = fCRDO
CALCULA e = fCe; RD
CALCULA R = fcfs. RO

>

CALCULA A, = JC 7\2 e propriedades)
CALCULA A, = FAS )\s e propriedades)

>

Q

2,c

RETORNA propriedades, Qz’,?z' AG. e, R, 7\.2. 7\3.

Q‘D in e. R.. KzD Xa

Quadro S.1- Algoritmo propostc para a resolugioc do gradiente de

pressio,

interface no escoamento simultineo de dois liquidos

imisciveis por um tubo horizontal.

raioco de curvatura e excentricidade da



CAPITULO &

SOLUGAO NUMERICA DOS CAMPOS DE VELOCIDADES

Conforme foi visto a minimizac%c do funcional
dissipagioc viscosa no cscoamento desenvolvide de dois liquidos
imisciveis de densidades e viscosidades diferentes por um tubo
horizontal leva a resolugfic de dois campos de velocidades ,
regidos por cquagSes de Poisson, separados por uma interface
circular excéntrica.

Os parimetros da equagio da interface estio
relacionados pela eq. (5.35). Pode-se, portanto, determinar a
cquagd3o da interface antes de se resolver os campos de
vel ocidades.

As equagdes diferenciais que regem os campos de
velocidades nos dominios entfo descritos possuem soluci3o
analitica bastante complexa [1,2). Para a sua execugl3oc se
necessita de transformaglSes elaboradas que se por um lado
permitem obter a solugioc exata de um dade problema, por outro o
tornam um tantoc abstrato, dissociando a formulacfo matemitica
dos parametros fisicos e geométricos envolvidos.

A soluglo numérica por sua vez, embora
intrinsecamente inexata, permite basicamente que o problema
fisico seja resolvido diretamente em sua formulagfo original. A
quest3oc da precisio da solug3o obtida deve ser contemporizada

entre o seu custo computaciocnal e a sua necessidade pritica. De

79
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fato tcoricamente ¢ possivel conseguir-se uma solugfo numérica
t3o precisa o quanto se queira, embora isto nem sempre seja
tecnicamente razoivel.

Pelo escopo deste trabalhoc e com base no que foi
exposto, optou-se assim por resoclver numericamente os campos de

velocidades dos fluidos.

6.1- Discretizagfio das Equag&es gque Regem os Campos de
Vel ocidades

As equagdes que regem os campos de velocidades dos
fluidos em cada um de seus subdominios s3o equagdes

diferenciais parciais de Poisson do tipo:

O=pVw+6 €6.1)

ou, om coordenadas polares:

O = u [r ]+ P + G (6.2
r ar ar - ae

Discretizando-se a eq. (6.2) segundoe a formulacfo de
"volume-de—-controle” proposta por PATANKAR [18], obtem-se para
o elemento de volume tipico descrito na figura 6.1, obtem-se
uma cquagio da forma:

aw T aw +aw +aw +aw +b (6.3
PP E E w W N N s



onde w;. w:. wv. w.» w_ slo as velocidades nos nés indicados

figura 6.1, c:

H Ar
a_ = hd (6.4
r C&8D
® -]
M Ar
a, = ——— (6. 4.
r €880
\* 4 A"
X Ar
a, = S L 6. 4.
r céed
n 2}
H_ Ar
a, = ——— (6.4.
r 8560
s s
a = a 4+ a +a + a (6.4.
) E v N s
b = G AA (6.4.
observando que:
1
AA = —— (r + 1r D Ar A8 (8.
- 2} s

6.2- Dominic de C4lculo

81

nNa

.ad

bd

<)

4>

ed

£

80

Dada a simetria existente ac longo do eixo vertical

Ci.e. na direg%c da forca da gravidaded o dominic de cAlculo

pode reduzir-se aquele descritec no figura 6.2 .

Este dominic de cdlculo fol coberto por uma malha

o .o s o <



Figura 6.1- Volume-de-Controle em coordenadas polares.

82



Figura 6.2~ Dominio de cilculo utilizado.

a3
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uniformemente distribuida com o nés localizados no centro de
cada volume-de-controle Cfigura 6.3). O uso da malha uni for me
foi preferido ao uso da malha logaritmica, normal mente
utilizada em problemas de geometria cilindrica, pelc fato de se
possuir dois fluidos ocupando © dominio de cilculo e de se
desejar que em um maior numero de casos exista sempre mais de
um volume-de-controle no subdominio de cada fluido. Além do
mais, a malha uniforme em geometria cilindrica equivale a um
refinamentc da malha A medida em que se aproxima da parede do
tubo, que é a &rea de maior interesse noc estudo.

A dimensfo da malha de c&lcule utilizada & de
20 x 20. Forma-se assim um sistema de equagdes ao se escrever
uma equagio do tipo da eq.(6.3) para cada nd da malha.

Este sistema foi resolvido por um método iterativo de
soluglo chamado de "linha-a-linha" descrito por PATANKAR [18).
Basicamente este métodoc consiste em uma combina¢c8c do
Algoritmo-da-Matriz-Tridiagonal CTDMAD usado em problemas
unidimensicnais, e o método de Gauss-Seidel. Por este m&todo,
cada linha da malha de c4dlculo €& sucessivamente resolvida
admitindo-se que os valores das velocidades nas linhas
adjacentes s3oc conhecidos pelo resultade da udltima iteragio
ent%oc realizada. Assim, o Algoritmo-da-Matriz-Tridiagonal pode
ser aplicado sobre a linha escolhida. Este procedimento ¢é
efetuado para todas as 1linhas em um sentido e repetido
posteriormente em sentido inverso. Afim de se acelerar o
processo de convergéncia o método também € aplicado de maneira

similar coluna-a-coluna na malha de cdlcul o.
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Figura 6.3- Dominio de cdlculo coberto por uma malha
uniformemente distribuida 20 x 20 com os nds
localizados no centro de cada volume—-de-controle.



6.3~ Condig&es de Contorno » interface e Simetria

As condi¢®es de contorno e interface s%o aquelas

descritas na secfo 1.3, quais sejam:

a) NiZo escorregamento na parede do tubo:

r =R w =20 (6.6

b NXZc escorregamento na interface entre os fluidos:

r - sCé& \& = w C6.7D

c) Continuidade da tensio de cisalhamento na

interface dos fluidos:

Ow ow
1 = u 2
. N 2 o

(6.8

r = sCad 'y

A condig3c de simetria a ser acrescentada devido ao

dominio de cdlculo utilizado é&:

d) Simetria em relac%c ac eixoc vertical:

_ _ ow
8 =0e 8 =1x } kK _ 0 6.
v r r. =)

As condigSes prescritas nas alineas b e ¢ s%o

internamente satisfeitas pelo método de solug%oc numérica
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utilizado enquanto que aquelas prescritas nas alineas a e d
devem ser impostas externamente.

E importante ainda observar que nas eqs. (6. 4. a-d) o
valor das viscosidades utilizados para o cdlculo dos para&metros
da eq.(6.3) %o aqueles existentes na devida fronteira de cada
volume-de-controle.

No caso do meioc ser isotrépicoe o valer da viscosidade
na fronteira de dois volumes-de-controle € © mesmo de cada
volume-de-controle. J& no caso de dois volumes-de-controle
adjacentes possuirem vi scosidades diferentes PATANKAR [18])
recomenda que seja usada a média harménica ponderada de suas
viscosidades, de modoc a preservar a tens8o de cisalhamento
Cfluxo de quantidade de movimento) real entre os dois

volumes-de-controle. Ver as eqs.(6.10.a,b) e figuras 6.4 e

6.5 .
Cérd
u = n (6.10.ad
n Cérd Cérd
Nt | %t
4+
“N “P
C 56D
TR had €6.10.b)
€ C 58D 1))
o+t -
4+
HE 'uP

Seria pois aconselhivel que a interface sempre

coincidisse com a fronteira de dois volumes-de-controle. Isto



Figura 6.4- Distincias associadas & interface n.
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Figura 6.5-
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Distancias associadas a interface e.

80
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cntretanto nio ¢ possivel, quer seja pelo refinamento excessivo
da mallha que se deveria ter Junto a interface Cum circule
excénirico sé& pode ser representado aproximadamente em
coordenadas polares), quer seja pela dificuldade de se refazer
totalmente a malha de c4lculo para cada nova posic%o da
interface a ser simulada.

Permitiu-se ent%o que a interface pudesse cruzar os
volumes-de-controle, dandoc origem a volumes de controle
“hibridos" Cfigura 6.6D>. A viscosidade destes
volumes-de-controle hibridos foi admitida como sendo a média
harménica das viscosidades dos fluidos ponderada pelo

comprimento de raio ocupado por cada fluido, ver eq.(6.11D.

= 6.
Hehtorido (6.115

Desta maneira procurou-se garantir valores mais realisticos
para as tensdes de cisalhamento radiais [ETJ que pela natureza
do problema Cgeometria e condig&es de contornod, sfo, conforme
Sse observou no resultados obtidos, de ordem de grandeza

superior as tens&es de cisalhamento azimutais [}ez].

6.4- Integrac8c dos Campos de Velocidade

As vazdes dos fluidos foram calculadas pela
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Figura 6.6- Geometria do volume-de-controle hibrido
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integragio numérica dos campos de velocidade sobre o dominio de
cdlculo. Procedeu-se esta integrac%c considerando que a
velocidade de cada né preval ecesse por todo o
volume-de-controle ac seu redor.

Assim:

f w dA =

A
1

n m i)
O
2 [2 wCi, gD AACE, YD + f, [m Ci31 wii,mCid) AA[i.mi'Zi)J]
T=ig )=t 1

(6.12>

J. w dA =
A
-4

1a) m
2 [ w(Ci, jd> AACi, 3> + j"A (m1C13] w[i.m1Ci)] AA[i.m‘(i)]]
v=tl G=m_(i 2

-

(6.13

onde i,j s8c rcspectivamente as coordenadas azimutal e
radial do né; mtc.i) € a coordenada radial do né hibridoc para

um dado azimute; o :

m Cid mCid - 1 (6.14>
o 1

mZCiD m‘Ci) + 1 (6.15)
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f = €6.18)

f, -1 - fA 6.17>

A tabela 6.1 ¢ a figura 6.7 comparam as vaz®&es
obtidas através da solugfo e integragfoc numéricas do campo de

velocidades de um escoamentoc de dois liquidos submetidos a um
apP

gradiente de pressfo prescrito ¢ no caso =1 D em diversos
oz

cases cujas interfaces apresentam configurag¢des concéntricas

diferentes nao coincidentes com a fronteira dos
volumes-—de-controle da malha de cilculo utilizada, com aquelas
obtidas pela integracfo das eqs. (4.39,40), que expressam as
soclugdes analiticas exatas dos perfis de velocidades destes
mesmos problemas.

Os maiores erros relativos encontrados Ctabela 7.1
se d&c na determina¢fio numérica da vazZ%o do fluido menos
viscoso quando a sua 4rea de escoamento € a de um filme poucoc
espesso. Nesta situagfco o subdominio de cédlculoc referente a
este fluido € coberto por apenas um ou dois velumes-de-controle
Cver malha de cilculo) de forma que o seu perfil de velocidades
calculado numericamente & praticamente apenas uma aproximacio

linear da soclugZo analitica encontrada.
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VAZAO DO FLUIDO 1 CQ1) VAZAO DO FLUIDO 2 CQ2>

SOLUGAO ERRO SOLUGAO ERRO
EXATA NUMERICA | ABSOLUTO | RELATI VO EXATA NUMERICA| ABSOLUTO| RELATIVO
O 0
0. 000000 | 0. 000000 | 0. 000000 -0. 0000 0. 392699 | 0.382700|-0. 000001 | -0. 0003
0. 007776 | 0.007776 | 0. 000000 0. 0000 0.3848384 | 0.386328-0.001444 | -0. 3752
0.0301686 | 0.030166 | 0. 000000 0. 0000 0.361011 | 0.363324|-0.001413| -0. 3004
0. 064356 | 0.064356 | 0. 000000 0. 0000 0.325104 | 0.326558 |-0.001364 | -0. 4194
0.105658 | 0.105662 [-0. 000004 | -0. 0038 0.277088 | 0.278178|-0.001000 | -0. 3934
0.126998 | 0.125040 | 0. 001058 0.8331 0. 249750 | 0. 250552 |-0. 000793 | -0.3175
0.147508 | 0.147514 |-0. 000006 | -0. 0041 0.220893 | 0.221630 |-0. 000737 | -0. 3335
0.166073 | 0.166080 |-0. 000007 | -0. 0042 0.1091051 | 0.101736 |-0. 000685 | ~-0. 3585
0.181468 | 0.181472 |[-0. 000007 | ~0. 0039 0.160850 | 0.161478 |[-0. 000628 | -0. 3004
0.162333 | 0.1092342 |-0. 000009 | -0. 0047 0.130068 | 0.131534 |-0. 000566 | -0. 4322
0.197214 | 0.187224 [-0. 000010 | -0. 0051 0.102141 | 0.102642 [-0. 000501 | ~0. 4905
0.184524 | 0.1984534 [-0. 000010 | -0. 0051 0.075165 | 0.075594 |-0. 000428 | -0.5707
0.182564 | 0.182576 |-0. 000012 | -0. 0066 0. 050804 | 0.051248 |-0. 000354 | ~0. 6056
0.158517 | 0.159530 [-0. 000013 | -0. 0081 0. 030240 | 0.030512 |-0. 000272 | -0. 8905
0.123449 | 0.123462 |-0. 000013 | -0. 0105 0.014176 | 0.014362 [-0.000186 | -1.3121
0. 072309 | 0.072322 |-0. 000013 | -0. 0180 0. 003733 | 0.003828 |-0. 000005 | ~2. 5449
0. 003927 | 0.003926 | 0. 000001 0. 0255 0. 000000 | ©.000000 | 0. 000000 0. 0000
Tabela 6.1- Comparagfo entre as sol ugdes numérica e analitica

Cexatad) para o escoamento laminar concéntrico de

dois fluidos imisciveis Crazfc de viscosidade entre

os fluidos ;.1‘/“2

100 >
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CAPL{TULO 7

APRESENTACAO DOS RESULTADOS

7.1- Adimcnsionalizagfio de EquagSes e Funcionais

Afim de generalizar os resultados obtidos efetuocu-se

a seginte adimensionalizag8oc de variiveis

uk = C7.1D
‘“z
“ P,
B, = 7.2
pz
~ r
r o= €7.3
R
R h
h = — €7. 4
R
s = . 7.5
R
“ M,
wsw [ . ] C7.6
GR

lL.ogo, obtem-se:



a) funcional dissipacioc viscosa adimensional
”~ ~ ~ z ~
J -—Jp [Vw] dA C7.7
DV .

ou

--—3——] 7.8

b) cquag¢gdes que minimizam o funcional dissipaglo

viscosa adimensional ¢ regem o escoamento em cada fase:

0=y ¥ w > +1 k=1,2) C7.9

com as condig¢g®es de contorno adimensionais:

I w =0 €7.10. 2>
W =W C(7.10.b>
1 2
r - (8 . "“’1 _ 0w2
A —— = }Jz - C7.10. D
an on
S s
onde :
¢) vazfo adimensional
Q = Iw dA 7.11D

A



onde:

entXo,

Observacgfio:s

Como ¢ valor minimo de JD

J
D

v

—QG

v

uszando as egs. (7.8 e (7.12)

Logo, © valor minimo de JD

ou:

d) Aarea:

)

>)

>

v

DV -

é:

é:

€7.120

C7.13

(7.14>

€7.155

C7.16>

€7.17>
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c) funcional com restrigdes no caso de escoamento de

dois liquidos imisciveis de viscosidades e densidades

diferentes:

~ * ~ AN~ A A A A oS ~ A

5, = j‘ B, [v w] + Xl + Xpch - hd| A +
A

J‘ [,u [Vw] + AW +>\p(h—h)+?\s] dA - A Q - A A

z 1 2 272
A
2
C7.18D
Observar que pela adimensionalizagdo
Z: =1 €7.19>
22 =1 €7.200
h‘ = -2 (7.210
N P M
N N €7.22)
G’R
~ H,
ks = ks z 32 C?7.230
G'R

g) equagfo que descreve a interface que minimiza o

funcional da ¢q.(7.23):

C7.24D

|

)
+
mg
+

Y
0>
X
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onde evidentoemente:

~ R_ .
R - 20 7.2
’ R
- c
c = — €7.268)
R
~ Ra
R = €7.27
R
- x
e = C7.28)
R

7.2- Arxacos Generalizados

Ao invés de se apresentar resultados para simples
cxemplos 1isslados, claboraram-se ’ébacos generalizados que
possibilitam a =soluglic de uma vasta quantidade de casos do
cscoamento de dois liquidos imisciveis em um tubo horizontal.

A tabela 7.1 indica os 4dbacos e a classe de fluidos a

que a sua aplicagloc se destina.



RAZAO DE RAZAO DE ABACO
VI SCOSIDADES DENSI DADES

10 0,8 7.1
100 0,8 7.2
1000 0,8 7.3

10 1,25 7.4
100 1,25 7.5
1000 1,25 7.6

Tabela 7.1- Guia de utilizacioc dos &Abacos.
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7.2- Wilizaglc dos Abacos

A utilizagfo dos 4&bacos ¢ simples, mas para se

ilustrar o seu usc sera resolvido um exemplo genérico:

Problema:

Suponha-z=e que um pesquisador fez com que dois
liquidcs imiscivels de densidades e viscosidades diferentes e
conhecidas escoassem por uma tubulagfo horizontal. O aparatoc
cxperimental é composto de tubos convenciocnais nioc
transparentes e nfo existe nenhum dispositivo sensor com que se
possa verificar a configuragfo dos fluidos em seu interior. Os
Gnicos parimetros que o pesquisador impde ao experimento sio as
vaz®es individuais de cada fluido, Q1 e % E o dnico par&metro
que ele monitora & o gradiente de pressfo na diregio axial do
tubo, G, cm um trecho da tubulagfio suficientemente longe da
entrada onde confirmadamente o escoamento jia estid plenamente
desenvclvido. De alguma maneira o pesquisador garante que o
escoamentc em ambas fases & laminar. Ele deseja saber a

configuragfo dos fluidos no interior do tubo.

Solucgso:

1) Na tabela 7.1 procura-se o ibaco que corresponde

As propriedades dos fluidos utilizados no experimento;
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) Calcula-se:

D = % ;

S

3) No &baco localiza-se o grifico az x az e traca-se

uma linha reta com a inclinagfo correspondente A raz%o D;

4) No ponto em que esta reta cortar e curva de

cxcentricidade zero Ce = 0D ler Q e Q
1,0 2.0

~

85 Por Q obtem-se o© valor de R‘o no grafico

»

6) Toma-se o valor de Rso do passo (5) e obtem—-se um

conjunto de pares (e , RSD no grafico Rso x Rs;

7) Para cada par Ce , RD do conjuntoc encontradoe no

&
passo (6) obtem-se os valores de Q‘ e Q2 através dos graficos

-~ A~ ~

szksea1xQ.

2

8) Com a’. e az calcula-se:

>

'

NO)

9) A configuragfc dos fluidos no interior da

tubulagloc tem oxcentricidade e raio de curvatura adimensionais,
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~

c e Rs quando © valor de Dc calculado no passo (8) for igual a

D calculado no passo (2);

10> Com o uso da equagdes (7.26,27) transforma-se as

varidveis adimensicnais cm dimensionais.

A figura 7.7 mostra graficamente o procedimento de

soluglo descrito acima.

7.4- Interpretagic do Comportamento dos Graficos Q1 X Qz

Pelos graficos ax X az pode—-se observar que a adig3o
de um fluido imiscivel menos viscoso ao escoamento de um fluido
mais viscoso por um tubo horizontal pode, mantido o© gradiente
de press3o constante, incrementar a vazfo deste uUltimo até
aproximadamente a ordem de grandeza da razioc de viscosidade dos
dois fluidos. Quanto maior for o encapsulamento (i.e. menor a
cxcentricidaded do fluido mais viscoso maior seri este ganho de
vazio.

Mantida a excentricidade da configura¢ic dos fluidos
constante a vaz3o do fluido menos viscoso para a qual a vazfo
do fluido mais viscoso € maxima se did entre 50% a 100% desta
GUltima. O ponto de miximo da vaz&o do fluido mais viscoso se
desloca em dircgfic a maiores vazdes do fluido menos viscoso a
medida em que a excentricidade do nidcleo viscoso aumenta.

Quando o fluido menos viscoso nio encapsula

totalmente © mais viscoso o ganho de vaz%o nio & significativo.
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Certamente os custos agregados & execug8o dos processos de
injec%o simult&nea dos fluidos na tubulagio e a sua posterior
separag8o na safida devem exceder aos ganhos obtidos.

O fator de redugfic de poténcia, conforme definido por
BENTWICH [2,3], devido a adigfo do liquido 2 menos viscoso ao
lfiquido 1 mais viscoso, originalmente em escoamento monofisico

cuja vazio permanece constante é& dado por:

P
Fp = [ene C7.33>
Pbi.fs
ou:
Q1 G
FP = mone €7.34)
CQ1+Qz) Gbi.fa
mas:
Q Q
1 = 1 C7.3%
CC§+CQD CC2+Q;>
e pode-se provar dque:
mono Qi
= — C7.36d
bifs Qi,mono

portanto:
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ca>?
FP = — % C7.37
€Q+Q,> Q

,MOoNo

As figuras 7.8-10 mostram o graficamente a relacfo
entre o fator de redugio de poténcia e a vazfo Cadimensional)d
do fluido menos viscoso adicionado C(graficos E; x FPD.

Como se pode observar dessas figuras o ganho de
poténcia miaximo &€ da ordem de grandeza da vaz%c das
viscosidades, @ corresponde ac ponto de maAximo das curvas de

excentricidade nula.
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CAPITULO 8

CONCLUSOES E RECOMENDAGOES

Neste trabalho objetivou-se, baseado no "principioc da
minima dissipag¢8oc viscosa', elaborar um método de previsio da
configuracfo de fases conjuntamente com os respectives campos
de velocidades,que quaisquer dois liquidos imisciveis assumem
aoc escoarem simultaneamente em uma tubulagfo horizontal.

Fez-se um rigoroso 1levantamento bibliografice do
trabalhe de pesquisadores, engenheiros e matemiticos que
observaram experimentalmente o escoamento simultdneo de duas
fases liquidas imisciveis nas mals diversas situagdes técnicas
e que procuraram formular e resolver fisica e matematicamente o
fenémeno. Reparou-se que a quase totalidade dos artigos
revistos eram muito limitados em relagfo aos objetivos que se
procurou atingir com a presente tese. Por exemplo, nos
trabalhos tedricos a interface entre os fluidos, quando naoc
foi previamente prescrita, sé fol calculada para o caso mais
simples do escoamento bifisico de dois fluidos de mesma
densidade, e ainda assim‘sem reportar o procedimento empregado
em detalhe. E no caso dos trabalhos experimentais, a grande
maioria dos pesquisadores limitou-se a simplesmente observar o
formato da interface qualitativamente.

A fim de se possuir uma maior compreensfio do uso de
principios variacionais para a determinagio de campos de

velocidades e da forma de interface de dois fluidos no interior

117
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de uma tubulacXo, estudou-se inicialmente alguns casos mais
simples do que aquele proposto nos objetivos deste trabalho.
Assim:

a) utilizou-se o ‘"principio da minima energia
potencial®™, para a determinag8o da forma da interface no caso
hidrostatico de dois fluidos no interior de um tubo (resultado:
interface plana; ver o capitulo 2); a ferrramenta bisica
utilizada foi a regra de Leibniz de derivag&oc de integrais em
respeito aocs limites de integragio;

b) utilizou-se o© "principio da minima dissipaglo
viscosa'", para a determinagio do campo de velocidades do
escoamento monofidsico desenvolvido por um duto de seglo
genérica (resultado: equag¢fo de Navier-Stokes para o escoamento
laminar desenvol vido e condig¢io de contorno de nio
cscorregamento na parede do duto; ver o capitulo 3); aqui o
proccdimento clissico do cdlculo de variagipes foi empregado
para a determinagic das equagdes de Euler-Lagrange associadas
ao funcional;

c) utilizou-se o "principio da minima dissipacgfo
viscosa®', para a determinagio do campo de velocidades e da
forma da interface no escoamento desenvolvido de dois liquidos
imisciveis de viscosidades quaisquer e densidades iguais por um
tubo (resultado: campo de velocidades em cada fase regido por
cquagcdes idénticas A4 do escoamento monofdsico agregadas das
condi ¢fes de continuidade de velocidades e tensdes de
cisalhamento na interface, e interface circular concéntrica ao
eixa do tubo, ver o capitulo 4); a regra de Leibniz foi

novamente empregada na determinag&io da forma da interface..
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A partir do estudo dos casos acima fol elaborada uma
metodologia de cdlculo apropriada para a utilizaglo do
*principio da minima dissipagio viscosa™ na previsio da
configuragioc de fases e campos de velocidades no escoamento de
dois liquidos imisciveis de densidades e viscosidades
diferentes por uma tubulagfo horizontal, problema até aqui nfo
abordade na literatura. Desta forma, pelo uso da regra de
Leibniz e a partir de consideragdes convenientes, conseguiu-se
determinar a forma da interface entre os fluidos como sendo
circular excéntrica dependente das propriedades (viscosidade e
densidade) dos mesmos, com os campos de velocidades de cada
fase sendo regidos pelas mesmas equagdes diferenciais do caso
de fluidos de densidade iguais C(ver o capitulo 8). A socluglo
proposta deste problema representa, uma significativa
contribui¢fc para © melhor entendimento do fenfémeno, viste que
os resultados obtidos, até agora inéditos, concordam ao menos
de forma qualitativa com as situagdes reais reportadas na
bibliografia pesquisada.

Para a engenharia de petrdleo, os resultados aqui
previstos, podem, respeitadas as condig®es expressas no titulo
deste trabalho Cescoamento laminar desenvolvido e
imiscibilidade) e levandoc-se em conta as demais consideragdes
feitas ao longo do mesmo, auxiliar a determinar que vaz3o de
fluido menos viscoso deve ser adicionada ac escoamento de cutro
mais viscoso afim de que a transferéncia de uma vazioc requerida
deste ultimo por uma tubulagfo horizontal nic exceda um dado
diferencial de pressfc miximo admissivel na linha ou um certo

limite de poténcia na estagio de bombeamento.
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Para outros ramos da engenharia, além de aplicagtes
similares & descrita acima, pode-se ainda vislumbrar a
utilizacloc destes resultados na soluglio de problemas de
naturezas bastante diversas. Cita-se, por exemplo, aquela
classe de problemas, da qual faz parte a coextrusi3o de
polimercs fundidos na fabricagfio de filamentos compostos, onde
o formatc da interface entre os fluidos e a &rea ocupada por
cada um deles s3c por si sb parlmetros importantes a serem
determinados.

Este trabalho, comportou diversas simplificagdes e
suposi¢des, nao prctendendo assim  ser obra acabada e
definitiva. Abre-se desta feita um leque de opgdes a trabalhos
futuros que sc aprofundem nc tema em questfo. Podemos portanto
sugerir que os scguintes tépicos sejam estudados em maior
detalhe:

a) Estude matemitico analitico mais rigoroso do
problema apresentadoc. Tantc no processo de minimizaglo de
funcicnais quanto nas solugSes das equagdes de Euler-Lagrange
um maior formalismo se faz necessiario. As solug¢des homogéneas
das equagdes de Euler-Lagrange também devem ser mais
trabalhadas de maneira a se determinar sua relevancia no
processe de minimizag2co no caso em que estas fungdes nid
assumem valores constantes em cada subdominio;

b)Y Estude do funcional dissipagfo viscosa geral
Cfluidos de densidades e viscosidades distintas) acrescido dos
cfeitos da tensZ%o superficial entre o fluidos e entre cada
fluido e a parede do tubo, estendendo o trabalho efetuade ac

caso de tubos capilares de pequenc difmetro. A importéncia




121

deste estudo residirid na sua aplicacg8o ao escoamento bifésico
imiscivcl em meios porosos;

¢) Estudo do funcional geral acrescido de efeitos de
turbuléncia, principalmente no escoamento do fluide de menor
viscosidade molecular;

d) Anilise de escoamentos em que o© gradiente de
pressic nfo seja 1igual em ambas as fases, possibilitando
estudar os casos de escoamentos verticais e inclinados de
fluidos com densidades diferentes; e

o) Desenvolvimente de um programa experimental para
verificagc8c dos resultados obtidos no presente trabalho.
Pode-se também correlacionar empiricamente os par&metros de uma
interface circular entre os fluidos (excentricidade e raioc de
curvaturad com as suas propriedades (densidades e viscosidades)

e restrigdes impostas ac escoamento C(vazdes)d.
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EQUAGCOES DE EULER-LAGRANGE ASSOCIADAS A PROBLEMAS VARIACIONAIS
COM UM OU MAIS SUBDOMINIOS

Al.1- Problemas com Apenas Um Subdominio

Seja o funcional:

‘zn R
JCw) - J J F r.e.w.wr.we] r drde CAL.1)

o o

para o qual se procura a funglc w que o extremize em um dado

dominio.

A aplicagfo da condigfo :

&3 =0 CA1. 2
resulta em:
a7
= 0 CA1L. 3D
adw

Considere-se cnt3io que a fungfoc wir,8) sofra uma

variag3c &wir,0). Entio:

2n R
JCw+sWD = I I F r.e.w+6w.wr+6wr.we+6we] r drde CAl. 4
o O

Temos:
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éJEJ[w+éw]—J[w] CA1.5D
&F = Flr,6,wt+bw,w +&w ,w_+&w - Flr,8,w,w ,w CAl1.6D
r r’ e e ! r’ 8

Unma vez que &w ¢€ infinitesimal, ¢ suficiente expandir

a ©q.CA1.6) cm série de Taylor de primeira ordem:

aF aF aF
EF = . Ew + . Ew  + . 6w€ CA1.7D
aw aw T 8w
r (2
donde:
SF OF a aF a
SF = Sw + ———[6w]+ [6w] CAL.8)
aw aw ar aw ae
r e
Logo:
2 RO 4 F o F 8
&) = J J Sw+ [6w] + [éw] drde
3w ow ar aw ae
o o r e

CA1l. 9

ou equivalentcmente:

ZR RE aF 2 aF a ( oF
&3 - J‘ J- r- Sw + r Sw]l + r Ew -
3w ar aw 80 ow
c o e

3 3F a aF
Ew - r - r &w drde CA1.10D
e

aw
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Reagrupando a equag¢fo anterior vem:

2n RO r o 1 2 OF d ( oF
&) = J J éw - r - r dr d6é +
oo ow r ar 0wr a6 Owe
m RO, o, oF 2 8F
J J r Swil + Ew r dr de
r ar ow e aw
o o r . e
CA1.11D
Definindo:
> 3F - 8Fr »
Vv = . e +r - ee CA1.12D
aw T v,

¢ lembrando que:

dA = r dr dé CA1.13D

a equaglio CA1.12) se torna:

. aF - . <>
6J—J6w D i A4 4 dA+JV°(V6w]dA CAl1.14D
aw
A A

Usandc o tcorcma de Gauss na Ultima integral vem:

. IF > -3 -
6J='J6w . - VvV dA+§6wV° n d< CA1.15%D

ow
s

A

Quande J ¢ coxtremo a varlaglo expressa pela
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cq.CA1.15) ¢ nula para qualquer irea A de superficie S. Para

tal ¢é neccssirio que:

i . - V¥V~ O em A CA1.16D

SF 1 a ar a aF
- r - =0 CA1.17D
L 2] r ar ow a9 aw
r e
e
11> Sw = 0 cm S CA1.18)
cou seja w ¢ cspecificado em S (condigloc “essencial'D.

Alternativamente A condiglo (A1.18) pode-se ter:

Vo n=20 cem S C(A1.19D

© que significa que as derivadas contidas em CA1.12) sioc nulas

em S C(condig¢ioc "natural*d.

Al.2- Problemas com Dois Subdominios

Considere—-sc o problema do seguinte funcional a dois

2ubdomi ni os:



an ()
J[w(r,e.s).sce)] =I J F‘ r.e.w‘.wﬂ.wie] r dr +
o o
RO
F [r.e.w W, W ] r dr de
2 2 2r 28
FYGH
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CAl. 20D

para o qual se procuram as funcdes We» W, € S que o extremizem

em um dado dominio.

A aplicagfo da condicg3o :

&J

I
o

para as variag&es éwl. cSw2 e &s resulta em duas equacdes:

CAl.

212

aJ
id —1 =0 CAl. 22
aw
s
ou
&7 | =0 CAL.23
s=const
e
aJ al ow alJ
iid —— = + = 0 CAl. 24D
ds aw 8s ds
13 w
ou, devido a CAl1.22)
6J| =0 CAl. 23D

w=const
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Estudar-sc-& neste anexo a condig%o expressa pela
cq.CA1.23). visto que a condigio expressa pela eq.CA1.25) é
vista nos capitulo 4 ¢ 5.

Enti&oc com sC(8) mantido fixo, admita-se que as fungdes
w‘(r.e) c wzCr.e) sofram variacio 6w‘(r.9) e éwzCr.a)

respectivamente. Logo:

2n{ =&
JCw +6w ,w +E&w D = Flr,8,w +8w ,w +&w ,w _+&w r dr
1 1’ 2 2 1 1 Ar ir’ 18 18
RS

Filr,0,w +&6w ,w_ +&w ,w _+&w ]r dr )}de
2 2" T ar 2r 20 20
()

CAlL. 26D
Temos:

6.1' :J(w + SwW ,w +6w.s)—J[w.w.s] CA1.27D
1 1" 2 2 1’2

s=const

<SF'1 = F“ ‘r.e,w‘+6w1.w“+6w“.wie+6wie] - F‘1 [r.e.wx.w”.wie]

CAl1.28)
<S!-‘2 = Fz -r-,6.wz+6wz.w2t+6w2r.wze+6wze] - F‘2 [r.e.wz.WZt.wze]
CAlL. 20D

Como 6\«!1 e éwz sfio infinitesimais, ¢ suficiente
expandir CA1.28) e (A1.29) em série de Taylor até a primeira

ordem:
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ar-*‘ OF‘ 0}'-“
&F = . Sw 4+ —— Sw  + T Sw CAl. 30D
1 1 ir 18
ow ow ow
1 ir 18
c
a”:‘z "Fz "Fz
SF = . Sw + — = 5w + —— AW CA1.31D
2 2 2r 20
Aw
2 2r 26
donde:
<7F1 oF‘1 a OFl a
SF = .. 6w‘+‘ (éw1]+ [6w)
1 w aw ar aw 89 1
1 ir 16
CAl. 32
on an a 0F‘2 o
&F, = u_ + - [6wz]+ [6wz]
w aw ar aw a6 -
2 2r 208
CA1.33

Substituindo-se as relagdes CA1.32) e CA1.33) na

eq.CAl1.27) se cobtem:

_2er =< oF o 8 aF; 2
sl 4 ot et (6+.)* [6+) [er +
s aw ar 1 3w 1

o [e

."‘9’[ oF oF, o aF 8

z Ew + cSwz]+ 2 [6wz] dr }de
aw 2 aw ar aw 89
2r 20

J

&

ou equivalentemente:



zn (8 GF‘ o opi » oF
6.]"= = J r Sw + éw‘ +r 1 sw |-
o o owg or ow’.r a0 O\V‘e
3 JF“ F
Sw r- - r &w 1 dr +
ar ow v
18
._5(8> F 2 an R oF
J r Sw_+. Sw_|+r 2 Sw |-
o owz or owm. a8 sze
a oF opz
Sw_ - r - r &w dr de
ar ow 3w
’ 20
Reagrupando vem:
?n‘ye) - aF 1 3 6F1 o oF
e J J :Sw‘ - ! r drde +
c Aw r ar aw F =) aw
° o -1 ir 18
mES rer, 1 o oF, o (oF,
6wz r drde +
o =& L aw} r ar oﬁh a9 .
.zn “9) 1 o aF‘ o aF\ -
J I r Swl + Sw r drde +
r ar Sw P, 2] F,
o o 1r .
2n rRG 1 8 "FZ 5 oF
_[ J ' r Swi + sw| |r drde
o s r ar szl_ o8 sz e

Definindo:
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2 "Fa > an »
VvV = e +r —— e CA1.37D
'y r e
ar 18
Y OFZ _’ OF‘z »
V.= e +r —_ e CAl1. 38
2 r e
aw
2r 20
e dado que:
dA = r dr de CAl. 39D

a eq.(A1.36) se torna:

oF + >
6J|=rI6w1[- = -V-V‘]dA+J v~[v1:sw‘]dA+

A S : A
1 1

. ox-“z 3 Y
J Sw - v-v | da +J v~[v Sw ] dA  CAL.40)
2 2 2 Tz

A 2z A
2 2

Usando © tecrema de Gauss na segunda e na ultima

integral vem:

CAl1.41>
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T
[
o
[
—
3
L]
e
Fad
1]
(9]
g
(Y]
N:’&
L}
|
I
L]
2]
n
0
g
(g
0
g
0
“

. OF1 ’ ' OF'z >
6J|==j éw‘ - V'V‘ dA + I éwz - V°V2 dA +

. 3 . > > »
J SwV i dS+J Sw V A dS+J. [6wV -5wv]-i’. ds
11 22 2 11 22) 1

s s s,
E 4 i

CAl1.40D

Quando J ¢ oxtremo a variagl3o expressa pela

eq. (A1.42 ¢ nula para qual squer Areas A1 e Az ,

respectivamente de superficies S1 e Sz‘ Disso se conclui que:

ar -3
id —>— - ¥V, =0 emA CAL. 43
aw
1
ou, em coordenadas polares:
m—"1 1 a <‘)F‘1 a aF‘1
» - r - =0 CAl. 44D
ae r ar v ae aw
ir 18
IF =3
i1d f -vv, =0 ema, CA1.45)
3w
2
ou em coordcnadas polares:
an 1 3 an a apz
- T - = 0 CAL1. 46D
a6 r or v a6 3w
2r 20
111D &w — O em S CA1.47D
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ou secja w, ¢ cspecificado em S‘ Ccondig8c ‘essencial’).

Alternativamente A condigfoc CA1.47) pode-se ter:

~

YV R =0 em S CAL. 48D

o que significa que as derivadas contidas em CA1.37) sZo nulas

em S‘ Ccondig¢lc "natural'D.

ivd éwz =0 em S CA1.49D

ou seja w, €& especificadoc em S2 Ccondiglico "essencial®D.

Alternativamente A condigfc (Al1.49) pode-se ter:

vV R =0 em S CAl1.50)

o que significa que as derivadas contidas em CA1.38) s¥c nulas

cm S2 Ccondigfoc "natural').

vD Sw = &w =2 0 em S, CA1.51D
4 2 i
e
<7F‘1 OF‘Z aF . OFz
= ; = em S CAt. 52 a,bd
ow aw aw 3w t
ir 2r - - 18 280

H
ou zeja w © V s8c continuas em Si Ccondigfio naturald.
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Alternativamente As condi¢des (A1.51,82) pode-se ter:

Ew = &dw. =0 em Si CA1.53

ou seja w ¢ especificadoc em S,‘ Ccondig&0c "essencial®). Ainda,

como caso particular das condigdes CA1.61,52>, tem-se:

Ew = &w =2 O em S, CAl1.54D
1 2 i
e
., .>
YV n =0 em S, CAl. 55D
1 1 i
e
iy -3
YV  n =0 em S CAl. 56D
2 2 2

© que significa que as derivadas contidas nas eqs. CA1.38,39

s3c nulas em St Ccondig3c "natural*).
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PROCEDIMENTO PARA A DETERMINAGAO DE R_ E x

No capitule 85 fol visto que:

RO =R + " + 2ex CAZ2.1D
a8 5,0
onde:
— —_ Fﬁ
X T X Q, R‘.» CAZ. 20
e,

A resolugfio simult&nea das equagdes (A2.1D e CA2.2) €

-~
iterativa. O algoritmo *Calcula Rs“ mostrado no quadro A2.1

explicita csta soluglic. O algoritmo "Calcula § * , quadro A2.2,
resolve a eq. CA2.2). A figura CA2.1) e as equagbes (A2.3-12)
resumem as variaveis geométricas e as relagdes usadas nos
algoritmos.

E importante reparar que tanto as equagdes quanto os
algoritmos mencionados estio expressos em varidvelis
adimensionais a guisa de serem os mais gerais possiveis. As
relacdcs destas varidveis com as suas equivalentes dimensionais
est%c expressas no capitulc 7. Observar também que pela dedugio
destes algoritmos e equagbdes o 4indice 1 deve ser sempre

atribuido ac fluido mais viscoso Cver a figura A2.1D.

CAZ2. 3

§:+é2—1 ]

8; = arccos —=
2|e|R_
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RE - &% -1
es = arccos CA2. 4D
2|é|
'él o 1
A" = R 8 - — sen 26° CAZ2.5)
2 s 8
c 2
1
A =68 -. sen 20 - A® CAZ2. 6D
2 s s 1
2
AR =n - A CAZ. 7D
1 2
= 2 a
x A = A" + — sen®® - R sen’®’ CAZ. 8
2 2 1 3 s & s
xA = - %A CAZ. O
171 2" 2
e:
= pxA + pxA
x - . +t1 222 CAZ. 10D

piAl * pZAZ

substituindo as eqs.(A2.7,9) na eq.CA2.10), e reagrupando:

— r
~ P, )
x_A 1 - 4
2 2
= ) Pz
-
e [ e, ] -~
n— 4+ |1 - 2 | A
JZ
pz - pz
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Finalmente reescrevendo-se a eq.CA2.1), em varidveis

adimensionais, para ser resolvida iterativamente, se obtem:

F-R*+R° .& _26x=0 CAZ.12)
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FIM

ALGORITMO CALCULA_R_

INICIO

LE R_,
ARBITRA Es (© < 135 < |é|+1 se |e| < 1
|e]-1 < R_ < |&|+1 se |&] > 1D

» & PP,

CALcuULA % (ALGORITMO DO QUADRO A22)
CaLcurLa f (Ea. A2.12)
ENQUANTO f > TOLERANCIA

CORRIGE §= (© < 133 < |&|+1 se |e] < 1
~
lé|-1 < R_ = |&|+1 se |&| > 1D

CaLcuLA x (ALGORITMO DO QUADRO A2.2)
CaLcuLAa f (Ea. A212)

Fm-ENQUANTq

EscreEVE R_, R o’ &, p,/P,

Quadro A2.1- Algoritmo para calcular Rs dados Rso' &, p‘/pz.
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ALGorITMO CALCULA_X*

INICIO
LE a-’ L Pyt
CaLcuLa A7 (Ea A25)
CaLcuLa & (Ea A26)
CaLcuLA :czﬁz (Ea. A28)
CALCULA X  (Ea. A21D
FIM

Quadro AZ2.2- Algoritmc para calcular % dada uma interface
circular excéntirica e uma razic de densidade dos

fluidos
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Os

=
.

Qj

Hy > My AE

Figura A2.1- Variiveis e parimetros utilizados nos algoritmos

~ ~
"Calr:ula_ﬁn“ e "Caleula_x " (Observar gQue o indice

1 se refere ac fluide mais wviscoscd.



