FEUE EYEIPLAR CORRESPONDE A REDAGAO FINAL DA

...................................................

G SR E APROVADA
FEL. COMISSAO JULGADORAEM Db ©S , ©F
Ca L L L\
e e K

UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
FACULDADE DE ENGENHARIA MECANICA
COMISSAO DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA MECANICA

; Resposta de Sistemas Dinamicos e Rotores
Interagindo com o Solo

Autor: Amilcar Daniel Ogaz Sousa
Orientador: Euclides de Mesquita Neto

|
\
08/2009



UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
FACULDADE DE ENGENHARIA MECANICA
COMISSAO DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA MECANICA
DEPARTAMENTO DE MECANICA COMPUTACIONAL

Resposta de Sistemas Dinamicos e Rotores
Interagindo Com o Solo

Autor: Amilcar Daniel Ogaz de Sousa
Orientador: Euclides de Mesquita Neto

Curso: Engenharia Mecanica
Area de Concentracao: Mecanica Computacional

Dissertacdao de mestrado académico apresentada a comissdo de P6s Graduacao da
Faculdade de Engenharia Mecanica, como requisito para a obtencao do titulo de Mestre em
Engenharia Mecanica.

Campinas, 2007
S.P. — Brasil



FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA
BIBLIOTECA DA AREA DE ENGENHARIA E ARQUITETURA - BAE - UNICAMP

Sousa, Amilcar Daniel Ogaz de

So85r Resposta de sistemas dindmicos e rotores interagindo
com o solo / Amilcar Daniel Ogaz de Sousa. --Campinas,
SP: [s.n.], 2007.

Orientador: Euclides de Mesquita Neto.
Dissertagdo de Mestrado - Universidade Estadual de
Campinas, Faculdade de Engenharia Mecéanica.

1. Rotores - Dindmica. 2. Dinadmica do solo. 3.
Fundacdes (Engenharia). 1. Mesquita Neto, Euclides de.
II. Universidade Estadual de Campinas. Faculdade de
Engenharia Mecanica. III. Titulo.

Titulo em Inglés: Dynamic system response and rotors interacting with soil

Palavras-chave em Inglés: Rotordynamic, Rotor-Foundation-Soil Dynamic
Interaction

Area de concentracdo: Mecanica dos Solidos e Projeto Mecénico

Titulagao: Mestre em Engenharia Mecanica

Banca examinadora: Robson Pederiva, Gilberto Pechoto de Melo

Data da defesa: 31/05/2007

Programa de P6s Graduagdo: Engenharia Mecénica

i1



UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
FACULDADE DE ENGENHARIA MECANICA
COMISSAO DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA MECANICA
DEPARTAMENTO DE MECANICA COMPUTACIONAL

DISSERTACAO DE MESTRADO ACADEMICO

Resposta de Sistemas Dinamicos e Rotores
Interagindo Com o Solo

Autor: Amilcar Daniel Ogaz de Sousa
Orientador: Euclides de Mesquita Neto

A Banca Examinadora composta pelos membros abaixo aprovou esta Dissertagio:

L = 3N A L o

Prof. Dr. Euclides de Mesquita Neto, Presidente
DMC/FEM/Unicamp

(_) \ J ﬁln.z«}:_», b[? (.\w"-—" ‘.2-& \"/\4_)\_

Prof. Dr. Girberto Pechoto de Melo
Unesp/Ilha Solteira

%

Prof. Dr. Robson Pederiva
DPM/FEM/Unicamp

Campinas, 31 de maio de 2007

1



Dedicatoria:

Dedico este trabalho para minhas duas Marias:

Maria minha esposa e Maria Clara minha filha.

iv



Agradecimentos

Em primeiro tenho que agradecer ao Professor Euclides que generosamente se dispds a me
orientar. Tem a minha admiracao pela serenidade com a qual conduziu o trabalho e pelo seu vasto

conhecimento.

Quero agradecer aos colegas Luiz Henrique Thomazo e Josué Labaki Silva que sempre me
motivaram, mas especialmente por terem me ajudado no momento da elaboracdo da apresentacdao
da defesa. Ao Professor Ronaldo Carrion por fornecer os dados necessdrios para a montagem do

problema e por sua disposi¢ao para esclarecer as dividas pertinentes.

Agradeco também a todos os demais colegas e professores, que ajudaram de forma direta e

indireta para a conclusdo deste trabalho.

Por dltimo agradeco a Coordenacdo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior

(CAPES) pelo apoio financeiro.



Resumo

SOUSA, Amilcar Daniel Ogaz de, Resposta de Sistemas Dindmicos e Rotores Interagindo Com o
Solo, Campinas,: Faculdade de Engenharia Mecénica, Universidade Estadual de Campinas,
2007. 154 p. Dissertagao (Mestrado)

A presente dissertacdo descreve a resposta de um sistema dindmico constituido por um
rotor, uma fundacdo rigida e um solo homogéneo. O rotor considerado € um modelo de Jeffcott
(Laval) com amortecimento externo. O rotor estd fixado em uma fundacdo rigida que, por sua
vez, esta assentada em um solo homogéneo modelado como um semi-espago viscoeldstico. O
sistema € analisado no plano do rotor. Uma cuidadosa dedugdo das equagdes de movimento é
apresentada. A resposta dindmica do solo € sintetizada com auxilio do Método dos Elementos de
Contorno. A andlise é conduzida no dominio da freqii€ncia, reproduzindo o comportamento
estaciondrio do rotor e da fundacdo. A influéncia de diversos parametros do sistema, sobre a
resposta dinamica do rotor e fundacdo € estudada. Entre os parametros geométricos considerados
estdo a altura do centro geométrico da fundacdo em relagc@o ao solo e a altura do rotor em relacao
a fundagdo. O papel das razdes de inércia entre rotor e fundagdo € investigado. A influéncia do
amortecimento interno ¢ do amortecimento geométrico do solo é analisada. O tipo de contato

entre a fundacdo rigida e o solo também 4 estudada.

Palavras Chave

Dinamica de Rotores, Interagdo Dindmica Rotor-Fundagao-Solo
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Abstract

SOUSA, Amilcar Daniel Ogaz de, Dynamic system response and rotors interacting with soil,
Campinas,: Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, 2007.
154 p. Dissertagao (Mestrado)

The present work describes the dynamic response of a system consisting of a rotor, a rigid
foundation and a homogeneous soil profile. The rotor is considered a Jeffcott (Laval) model with
external damping which is attached to a rigid foundation. The foundation is supported by a
viscoelastic half-space. The analysis is conducted in the plane of the rotor. A detailed deduction
of the system's equation of motion is presented. The soil response is synthesized by the Boundary
Element Method. The analysis is conducted in the frequency domain, leading thus to the
stationary response of rotor and foundation. The influence of distinct system parameters of the
dynamic response of rotor and foundation is addressed. The geometric parameters include the
distance of the foundation mass center to the soil-foundation interface and the height of the rotor
with respect to the foundation. The effect of rotor to foundation inertia ratio is investigated. The
role of soil internal and geometric damping on the system response is also addressed. The
influence of the contact type at the soil foundation interface, bonded or smooth, is also

considered.

Key Words

Rotordynamic, Rotor-Foundation-Soil Dynamic Interaction
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Capitulo 1

Introducao

Sdo varios os elementos de engenharia envolvidos com dinamica de rotores: turbinas,
geradores, motores, compressores, sopradores € muitos outros. O rotor destas maquinas em
operacdo tem uma grande quantidade de energia, a maior parte desta € energia rotacional, mas
uma pequena parcela € energia vibracional. O rotor pode sofrer vibracdo de flexdo e vibragao
torcional. Um dos propésitos do estudo da dinamica de rotores € averiguar o quanto essa vibragcao

pode ser minimizada.

A vibracdo do rotor depende da sua geometria, do tipo suporte, das for¢as de excitagdo, da
fundacdo, entre outros fatores. Grande parte das simulacdes de sistemas rotor-fundacdo ou nao
considera o solo que sustenta a fundag@o, ou incorpora o solo através de modelos bastante
simplificados. Desta forma o estudo de sistemas reais, sofre certa inconsisténcia em sua
modelagem. De um lado, rotores, eixos, mancais e estruturas sao modelados com precisdo e
detalhamento, mas o solo é incorporado de forma superficial e simplificado, tornando
inconsistente a totalidade do modelo. Em sistemas reais, entretanto, ndo € possivel ignorar a

influéncia da resposta dindmica do solo.

Com o intuito de manter compromisso com a realidade ha diversos fatores do solo que
devem ser considerados. O solo em andlise ¢ modelado como sendo tridimensional isotrépico
linear. Uma aproximagdo que pode ser feita € considerar este como sendo de dominio ilimitado,
isto confere ao solo uma caracteristica bem peculiar, a sua capacidade dissipativa, a capacidade

de absorver energia. Por ser o solo considerado um meio eldstico ilimitado surgem ondas de



corpo, de dilatacdo e de cisalhamento. Surgirdo também ondas que se propagam na superficie
externa conhecidas como ondas de Rayleigh, Romanini (1995). Além da energia dissipada por
meio de ondas, hd a energia dissipada pelo amortecimento material ou também conhecida por

amortecimento interno. As soluc¢des descritas aqui assumem isotropia linear viscoeldstica.

Assim como no rotor o objetivo basico no dimensionamento da fundacio € limitar o seu
movimento. Para isso é preciso analisar a resposta da fundagdo a cargas dindmicas prevendo a
operacdo da maquina. O dimensionamento da fundacdo envolve o estabelecimento dos critérios
de funcionamento da mdquina, a determinacdo das cargas dinamicas e envolve também o
estabelecimento das caracteristicas do solo bem como a avaliagdo das suas propriedades

constitutivas.

Neste trabalho se analisa a influéncia do solo sobre o comportamento dindmico de um
sistema rotor-fundagdo. Primeiramente faz-se a andlise do comportamento do rotor supondo-se o
solo rigido. Em seguida faz-se a andlise da fundag¢do sem o rotor colocando em seu lugar forca

externas atuando. Por dltimo faz-se a anélise do sistema completo, rotor-fundagao-solo.

Os problemas em questdo ficardo restritos ao dominio da freqiiéncia. Para efeitos de
comparacdo, o solo primeiramente serd modelado de maneira simples, dotada apenas de rigidez
estdtica e sem amortecimento. Embora o sistema seja tridimensional a andlise ficara limitada ao

plano que coincide com o plano do rotor.

Revisao Bibliografica

Em se tratando de dinamica de rotores, estd se referindo especificamente a parte girante em
maquinas rotativas. Turbinas, geradores, motores e compressores sao apenas alguns exemplos de
maquinas rotativas. H4 muitas fontes de excitagdo e o movimento pode ter muitas formas. O rotor
em questdo sofre vibracdo torcional e vibracdo de flexdo. Esta vibracdo depende da geometria e

do tipo de suporte bem como das forcas de excitagdo. Os mancais podem muitas vezes ter uma



profunda influéncia no movimento. E importante ressaltar que esta vibragdo também excita a
fundacdo e esta por sua vez pode influenciar a vibra¢do do rotor. O comportamento dinimico do
conjunto rotor-fundacdo € dependente principalmente da velocidade deste (rotor). A rotacao
quando atinge uma das vdrias possiveis freqiiéncias naturais do sistema, diz-se que atingiu a

velocidade critica.

A velocidade critica € um importante parametro na andlise de maquinas rotativas. Rankine
em 1869 ja havia notado a existéncia da velocidade critica. Em 1895 os estudos de Dunkerley e
Foppl concluiram que um eixo tem vdrias velocidades criticas € que em certas circunstancias
estas coincidem com as freqiiéncias naturais de eixos ndo rotativos. Ainda sobre velocidades
criticas, a teoria de Reynolds foi aplicada para calcular as velocidades criticas de um eixo
cilindrico com vdrios discos e mancais. Nesse periodo a solucdo necessdria da equagdo da
freqii€ncia somente era possivel para modelos simples, no entanto Dunkerley encontrou a
primeira velocidade critica para numerosas medi¢des utilizando a relagdo conhecida por
Soulhwell. No ano de 1910 Stodola apresentou um método gréifico para calcular as velocidades

criticas até ser substituido por métodos computacionais. Apud Kramer (1993).

Outro aspecto importante em rotores é o filme de 6leo do mancal, este atua como um
sistema mola-amortecedor influenciando também na velocidade critica além de influenciar
limitando a amplitude na ressonancia, Krammer (1993). Um outro fator causado pelo filme de
6leo € a instabilidade. Seu amortecimento em um rotor pode produzir um efeito que nao € visto
em estruturas estaciondrias: instabilidade dindmica de rotores, Lee (1993). O amortecimento pode
produzir instabilidade gerando grandes amplitudes de vibragdo em alguns intervalos de

velocidade.

Os primeiros trabalhos no campo de rotores foram voltados para a vibracdo na ressonancia
(velocidade critica do rotor) e problemas envolvendo o balanceamento de rotores. Atualmente o
enfoque no estudo de rotores pode estar na andlise qualitativa das caracteristicas da vibragao, nos
métodos de cdlculo da velocidade critica, na teoria de balanceamento e nos procedimentos de

balanceamento, Nelson (1998).



Para a modelagem matematica de rotores, pode-se afirmar que para modelos mais simples a
maioria dos resultados importantes pode ser alcancada analiticamente, 0 mesmo ndo acontece
para demais modelos. Um dos modelos mais simples foi explicado e elucidado por Jeffcott. Este
tipo de rotor, rotor Jeffcott, consiste em um eixo flexivel (com ou sem amortecimento) suposto de
massa nula no qual se encontra fixo no ponto médio um disco circular concéntrico. O disco
supde-se montado num plano perpendicular ao eixo podendo transladar apenas no plano de
montagem do disco referido. Para modelos mais complexos a solu¢do analitica é ardua, nestes
casos deve-se fazer uso do método da matriz da transferéncia ou método dos elementos finitos. O
desenvolvimento dos métodos computacionais e estratégias de andlise de sistemas de rotores é
paralelo a criacdo de varios modelos fisicos e matematicos. Uma importante decisdo em se
tratando de modelamento € o nivel de sofisticacdo e detalhes para determinada andlise. Esta deve
se basear nos objetivos da andlise e experiéncia sobre o sistema em questdo. Nelson (1998)
apresenta uma elucidacio sobre os diversos procedimentos de anélise € modelamento. Verifica-se
que modelos continuos niao sdao usados em aplicacdes industriais, mas sdo importantes porque
fornecem informacdes sobre o comportamento em algumas condi¢des especiais. Outro fato
elucidado por Nelson (1998) € a discretiza¢do adotado em modelos complexos. Destacam-se dois
tipos de aproximagdo usando métodos computacionais com parametros discretos: método da

matriz de transferéncia e método da rigidez direta.

O modelo tem de ser consistente com dados experimentais, nesse sentido Maslen, Vazquez
e Sortore (2002) apresentam um meio eficiente para ajustar modelos analiticos de rotores,
tornando-os consistentes com dados experimentais. A aproximacdo adotada nesse trabalho
permite o uso de modelos convencionais de dinamica de rotores. As hipédteses levantadas em cada
modelo tém de ser compativeis com os parametros a serem estudados. Genta, Delprete e Busa
(1999) fazem algumas consideragdes em dinamica de rotores, desenvolvem um modelo geral nao
linear o qual pode ser usado para estudar o comportamento tanto do rotor fixo quanto do rotor
livre. Entenda-se o rotor livre como sendo o caso especial de rotor o qual ndo estd suportado por
mancais, como por exemplo, corpos celestiais. Faz-se uma comparacdo da simulacdo numérica
ndo-linear com a aproximacdo linearizada, possibilitando verificar a validade do modelo

dindmico. A andlise linear funciona com boa precisdo para movimentos que ocorrem em VAarios



graus de liberdade permitindo o uso da cldssica aproximacgdo linear de dinamica de rotores para
rotores fixos. Assumindo-se pequenos deslocamentos lineares e angulares, considerando a
velocidade angular constante ou com fung¢do conhecida, podem-se linearizar diversos termos na
equacdao de movimento. Constata-se neste trabalho que o movimento axial e torcional do eixo
estdo acoplados com o comportamento lateral do rotor. Contudo este acoplamento torna-se menos
importante com amplitudes pequenas. No caso de multicorpos é possivel recorrer a modelos
semi-lineares no qual o deslocamento de cada corpo estd desacoplado enquanto o deslocamento

relativo for considerado pequeno.

O efeito do lubrificante na resposta experimental foi estudado por Flack, Lanes e Gambel
(1981). Neste modelo de rotor flexivel, composto por trés massas, fez-se variar a viscosidade do
lubrificante e pode-se verificar a dependéncia da estabilidade com a variacdo da viscosidade do
6leo lubrificante. Estes dados foram comparados com mapas tedricos de estabilidade e pode-se

estimar de maneira correta o limite de estabilidade.

Gasch, Maurer e Sarfel (1984) apresentaram um modelo constituido de rotor, mancais,
fundacdo e solo. O estudo verifica a resposta ao desbalanceamento. Neste modelo o rotor possui a
sua massa distribuida em um disco com centro gravitacional com uma excentricidade relativa ao
centro do disco. Os mancais sao considerados rigidos, bem como a fundacdo. O solo ¢ idealizado
como um semi-espaco eldstico. Apresenta somente 5 graus de liberdade: dois para o disco e trés
para a fundacdo. A rigidez e o coeficiente de amortecimento do solo sdo dependentes da
freqiiéncia. Como resultado da anélise, ainda sobre o solo, verifica-se nessa publicacdo que a

elasticidade do solo pode ter uma influéncia positiva no funcionamento do rotor.

A importancia da condi¢do de contato entre solo e fundag¢do na condi¢do de nao haver
deslocamento relativo entre eles € analisada por Mesquita (1989). Esta condicdo denominada
“colada” implica no aparecimento de termos ndo diagonais na matriz de complianga. Esta matriz
descreve o comportamento dindmico do solo. O solo apresentado por Gasch el ali (1984) acima

atua passivamente, diferentemente do modelamento apresentado por Mesquita (1990). Este



descreve o comportamento dindmico de dois rotores Jeffcott os quais interagem por meio de um

solo descrito como um semi-espaco viscoeldstico.

Estudar dindmica de rotores é importante para garantir o funcionamento seguro e confidvel
de méquinas rotativas. Para isso deve se especificar os pardmetros fisicos que caracterizam a
mdaquina rotativa. Neste sentido, a fundacdo que estd sob a mdquina rotativa tem de ser
considerada. Esta, enquanto estrutura, interage com o rotor e a fundac¢ao por sua vez interage com
o solo. A andlise de problemas relacionados com a intera¢do dinamica solo-estrutura tem dentre
os seus objetivos o desenvolvimento de projetos de estruturas em contato com o solo sujeitas a
excitacoes externas. A contribui¢cdo dada por Romanini (1995) nos estudos da anélise dindmica
de interacdo solo-estrutura foi no desenvolvimento de funcdes de influéncia, para sintetizar
matrizes de flexibilidade dinamica. Desenvolveu fun¢des de influéncia para problemas da

viscoelastodindmica bidimensional no dominio da freqii€ncia.

A estruturacdo bidimensional do solo permite a avaliacdo de diversos problemas descritos
por rotor de Jeffcott. Nesta condi¢io Ramalho (2006) analisou a resposta ao desbalanceamento
do sistema rotor-fundag¢ao sobre um solo descrito como um semi-espaco viscoeldstico e o sistema

rotor-fundacdo sobre um solo viscoeldstico com base rigida.

Continuando os estudos de interag¢do solo estrutura, Barros (2002) acrescentou anisotropia.
Trabalhou com meios eldsticos homogéneos transversalmente isotrépicos. Ampliando a andlise
de problemas viscoeldsticos estaciondrios, Carrion (2002) estudou a solucdo do semi-espaco
viscoeldstico isotrépico, porém agora ndo mais um modelo bidimensional. Fez uma

implementagdo para a andlise de problemas viscoeldsticos estacionarios tridimensionais.



Objetivo

O presente trabalho tem como proposta discutir os mecanismos de acoplamento dos graus
de liberdade de um sistema rotor-fundacdo-solo. A proposta consiste em utilizar um solo
tridimensional idealizado como um semi-espaco sintetizado pelo método dos elementos de
contorno (MEC) para estudar a resposta ao desbalanceamento do rotor. Esse modelo de solo tem
como base a tese de doutorado de Ronaldo Carrion (2002). Os mecanismos de acoplamento no
sistema rotor-fundagdo-solo estdo localizados na matriz de inércia, na posi¢cdo do vetor de
excitacdo, nos mecanismos de amortecimento e na resposta do solo. Inicialmente serd
considerado um sistema dindmico solo-fundacdo sob a acdo de uma excitacdo externa sem a
presenca do rotor. Isto elimina da andlise os graus de liberdade do rotor, consequentemente o
acoplamento causado pelo amortecimento e rigidez do eixo do rotor ndo estdo inclusos. De
maneira a complementar o estudo do comportamento dinamico da fundagdo estuda-se posterior

mente o sistema rotor-fundacgdo-solo.



Capitulo 2

Introducao — Resposta dinamica do solo

Este capitulo descreve a resposta dindmica do solo que serd incorporada as equacdes de

movimento da fundagao rigida e do sistema fundacao rotor.

A particularidade associada a resposta dindmica de solos é que estes possuem, na maioria
das vezes uma dimensdo ilimitada. A resposta dinamica de sistemas eldsticos com uma dimensao
ilimitada deve ser capaz de descrever a chamada condicdo de radiacdo de Sommerfeld. Esta
condicdo de radiagdo esta associada ao fenomeno fisico de propagacido de ondas na direcdo da

dimensao ilimitada do dominio e que ndo sdo refletidas de volta a origem da fonte de energia.

Quando o solo é excitado, por exemplo, através de uma fundacgdo, ele gera uma resposta
dinamica que se materializa na forma de um campo de deslocamento com ondas que se propagam
para longe da fonte de energia. Estas ondas, que se propagam para o infinito, ou seja, na dire¢ao
da dimensdo ilimitada do dominio, carregam consigo energia que € retirada e nio retorna ao
meio. Este mecanismo de retirada de energia através de ondas que se propagam sem ser refletidas
de volta é conhecido como amortecimento geométrico , Woods, Richart e Hall (1972). A
condicdo de radiacdo de Sommerfeld € a expressdo matematica para esta condi¢ao. Ela também
pode ser interpretada como descrevendo o fato que, para além do sistema analisado ndo existe
fonte de energia. Desta forma ndo existem ondas geradas fora do sistema ou seja “no infinito” e
que se propagam em direcdo ao sistema (fundagdo) analisado. Sommerfeld forneceu a expressao

matemadtica para esta condi¢do de radiagdo, Sommerfeld (1949).



O solos exibem, entretanto, um segundo mecanismo de dissipacdo de energia associado ao

z

atrito interno no meio. Este mecanismo de amortecimento é conhecido com amortecimento
interno ou material, Mesquita (1989) e Romanini (1995). Os dominios que apresentam
mecanismo de amortecimento interno sdo conhecidos como meios viscoelasticos, Findley et ali

(1989).

Formulacao do problema

No presente trabalho o solo serd modelado como um dominio tridimensional (3D) que
apresenta comportamento geometricamente linear. Ou seja, sdo tratados modelos de solo cujo

comportamento € descrito pelo tensor de deformagdes linear de Cauchy, ¢, , Malvern (1969):

&, =%{ui,j +u,,} (2.1)

Onde u; representa a componente do vetor de deslocamentos do solo e a virgula indica a

diferenciacdo em relacdo a coordenada que se segue. Também assume-se comportamento
materialmente linear, ou seja, a equacdo constitutiva do meio € descrita por uma relacao linear

g; » Malvern (1969):

O, =2UE; + O, A8, (2.2)

Na expressdo acima o, representa as componentes do tensor de tensdo, J, € o Delta de

Kronecker, 1 e A sdo as constantes de Lamé. Adota-se a regra da notacéo indicial, segundo a
qual 1indices repetidos implicam em soma sobre os valores que estes podem assumir:

£, =&, +&,+&,;. Arelagdo entre as constantes de Lamé e as demais constantes de engenharia

como o coeficiente de Poisson v, o0 médulo de Young ou de cisalhamento longitudinal E e o
modulo de cisalhamento transversal G € dado por (Malvern (1969)):

u=G (2.3)
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A= (1+v)(1-2v) 4

e ainda

E=2G(+v) (2.5)

No presente trabalho o solo pode ou ndo conter amortecimento interno. Ou seja, ele pode
ser considerado eldstico ou visco-eldstico. Do ponto de vista do comportamento dindmico, vamos

estudar solos sob regime estaciondrio, ou seja:

i (x,t)=u(x)exp(ior) (2.6)

Em problemas elastodindmicos estaciondrios, a visco-elasticidade por ser incluida através
do principio da correspondéncia elastico-viscoeldstico ,Christensen (1982). Segundo este

principio a solucdo viscoeldstica € obtida a partir da solugdo eldstica pela substituicdo das
constantes eldsticas do material A, 4 por suas contrapartidas viscoeldsticas A~ e u . Os

parametros viscoeldsticos sdo agora complexos, contém o modelo de amortecimento material que

pode depender da freqiiéncia @ e s@o definidos como (Findley et al. (1989)):

A(w)=A (0)+il, (@)= (@)[1+in, ()] (2.7)

*

1 ()= (0)+iy, (o)= u (a))[1+if7ﬂ(a))] (2.8)

Nas equagdes (2.7) e (2.8) as grandezas A, (@) e 4, (@) representam os chamados

modulos de armazenamento (storage), enquanto as grandezas A, (@) e y, (@) indicam os

modulos de dissipa¢do (loss). Nestas equacdes também estdo indicados os coeficientes de

amortecimento do meio 77, (@) e 77, (@) que foram definidos como:

_A(o) _ My (@)
n,(w)= i@ nﬂ(w)—ﬂ; (@) (2.9)
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Como nesta representacdo os modulos de armazenamento e dissipacdo podem variar com a
freqiiéncia circular @, as equagdes (2.7) e (2.8) sdo capazes de representar qualquer modelo de
sOlido visco-eldstico linear, Findley et ali. (1989). No presente trabalho serd empregado um
modelo viscoeldstico mais simplificado. Os modulos de armazenamento sdo considerados

constantes com o valor da respectiva constante eldstica do meio:

A (2.10)
U (@)= (2.11)

Por sua vez os modulos de dissipacdo sdo considerados constantes, ndo dependentes da

freqiiéncia, sendo uma fracdo do médulo de armazenamento:

A(w)=nl(w)=n A (2.12)
ty (@) =1 us (@)=np (2.13)

O fator 77 € denominado fator de amortecimento do meio, no caso, o solo. Estas hipéteses

caracterizam o comportamento viscoeldstico conhecido como de histerese constante e as

equagdes constitutivas viscoeldsticas se tornam:

A =A(1+in) (2.14)
p o= p(l+in) (2.15)

Com estas defini¢des do modelo constitutivo, as equagdes que regem o comportamento dinamico

linear do meio visco-eldstico sdo as equacgdes Eringen e Suhubi (1979):

(@) uiy +[ A (@) + 1" (@) ki + p @’ ur =0 (2.16)

Assim o problema da interacdo dindmica de estruturas rigidas de fundacdo com o solo € regido
pela equacdo (2.16) e sujeita as condi¢des de contorno que serdo descritas a seguir. A figura 2.1
mostra um semi-espaco com uma fundagdo rigida e sem massa colocada em sua superficie. A

superficie livre do semi-espaco € designada por I'g. A interface entre o solo e a fundagdo é
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denotada por I, . A figura 2.1 mostra ainda o contorno ilimitado do semi espago I, ;, que é o

contorno que deve obedecer a condicdo de radiacdo de Sommerfeld.

O problema a ser tratado nesta dissertacao € tridimensional. A figura 2.1 somente retrata o
plano (y-z). Na figura 2.1 também estd indicado a origem do sistema de coordenadas utilizado
para solucionar o problema da interacdo dinamica solo-estrutura. Os graus de liberdade da

fundacao rigida sdo trés deslocamentos e trés rotacdes e podem ser agrupados em um vetor de

deslocamentos generalizados {us} medido a partir do ponto S, que se situa na interface solo-

fundacdo e na origem do sistema de coordenadas indicado na figura 2.1:

{Wh={ud S ub o o o} 2.17)

A fundagdo rigida € excitada por forcas externas {FS }, cujas resultantes estdo aplicadas na

origem do sistema de coordenadas:

{F$)={FS F* F* M m* M) (2.18)

x y

—
-

Figura 2.1: Fundacdo rigida de superficie interagindo com semi-espago.
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Uma vez postas estas defini¢des, € possivel avancar para a explicitacdo das condi¢bes de
contorno que estdo prescritas neste problema de interacdo solo-estrutura. Na parte ilimitada do

contorno I', . a condi¢cdo de radiacio de Sommerfeld deve ser obedecida. Na interface solo-
fundagdo I',., de comprimento 2a o campo de deslocamentos do solo dever ser compativel com o

movimento de corpo rigido da fundacdo expresso pelo vetor de deslocamentos (2.17). No resto

da superficie do semi espago I' as forcas de superficie ¢, (i =x, y, z) possuem valor nulo:

t(xeTg)=0 (i=xy,z) (2.19)

7

O problemas de interacdo dindmica solo-estrutura é um tipico problema de valor de
contorno misto da elastodindmica. Dadas as forcas externas (2.18) pede-se o vetor de
deslocamentos da fundacdo (2.17) de forma que a expressdo de superficie livre (2.19) seja

respeitada.

Técnicas para solucao do problema da interacao dinamica solo-
estrutura.

O problema da interacdao dinamica solo estrutura recebeu e continua a receber atencdo de
centenas de pesquisadores. Até o inicio da década de 80 a maioria dos trabalhos descrevendo a
interacdo solo-estrutura possuia um cardter analitico ou semi-analitico. Uma boa resenha do
estado da arte até o inicio dos anos 80 pode ser encontrado no artigo de Gazetas (1983). Embora
o método dos elementos finitos (MEF) ja estivesse, entdo, em utilizacio h4 praticamente 2
décadas, ele ndo foi imediatamente aplicado a problemas de interacdo dindmica solo-estrutura.
Existiram algumas tentativas, Hadjain, Luco & Tsai (1974), Mesquita et ali. (1993), mas o que
logo ficou evidente é que um método de dominio como o MEF ndo era capaz de simular

adequadamente a condi¢@o de radiacdo de Sommerfeld e os resultados eram inconsistentes.

Ao longo das tltimas duas décadas os pesquisadores do MEF tentaram desenvolver

técnicas para introduzir no método a capacidade de respeitar a condi¢do de radiacdo de

14



Sommerfeld. Duas técnicas receberam atencdo especial. A primeira era a incorporacdo de
“elementos infinitos”, Barros (1996); Rajapakse e Karasudhi (1986), no dmbito do MEF e a
segunda era a técnica de mapeamento Dirichlet-to-Neumann (DtN), Givoli (1992), Zavala
(1999). Todas estas técnicas possuem particularidades e limitacdes. Para uma descrigdo mais
detalhadas das caracteristicas destes método sugere-se a leitura do trabalho Mesquita e Pavanello

(2005).

A técnica, entretanto, que surgiu no inicio dos anos 70 e maturou nas ultimas décadas € o
Método dos Elementos de Contorno, MEC. Existe um certo consenso que o MEC € a técnica
mais eficiente para tratar a dinimica de sistemas ilimitados, Beskos (1987), Beskos (1997),

Dominguez (1993), Hall e Olivetto (2003).

No presente trabalho o problema da interacdo dindmica solo-estrutura serd resolvido com
auxilio da versdo direta do Método dos Elementos de Contorno, Carrion (2002). O trabalho de
Carrion (2002) serd utilizado para a obten¢do da resposta dindmica do problema da iteracio solo

estrutura.

Matriz de impedancia do solo

A resposta dindmica do problema de interacdo solo estrutura é geralmente expressa na

forma de uma matriz de impedancia [S ] que liga o vetor de deslocamentos de corpo rigido da
fundacao {us } fornecido pela equagdo (2.17) com o vetor da forcas externas aplicadas sobre a

fundacao {F S} definido pela equacgdo (2.18):

Ga[S|{u’}={F"} (2.20)

Ou alternativamente escrita utilizando-se uma matriz de flexibilidade [N ] ao invés da matriz de

impedancia:

15



L)) 2

Para o caso de uma fundacgdo tridimensional, assentada sobre o semi-espaco e apresentando
simetria em relagc@o aos eixos x ey, a estrutura da matriz de impedancia da fundagdo é (Mesquita

(1989), Carrion (2002)):

uy Fy 0 0 uy My 0 I/tf FXS

O uy Fy uyMy O 0 uS FS

y y

0 0 S, O 0 0 ||uf F*

Ga e Lh=q (2.22)

0 S, 0 S, 0 0 [|¢| |M:

S N

Spr, 00 0 S, O ||&%] |M,

N N

0 0 0 0 0 S,, | M

Esta equagdo mostra que, para 0 semi-espaco, uma excita¢do vertical F. resulta somente
em um deslocamento vertical us . Da mesma forma, um momento em torno do eixo z (tor¢ao)
M ZS somente resulta em uma rotagdo em torno do préprio eixo z, (pzs. Ja uma excitagcdo

. . ~ . S
horizontal nas dire¢des x e y, respectivamente, F’ e F

, » resultam ndo somente nos respectivos

. N z ~ N
deslocamentos lineares u°® e ), , mas também as rotagdes @, ¢ @’ .

Uma andlise da estrutura da matriz fornecida na equagao (2.22) também indica que quando

uma fundacdo € excitada por momentos em torno dos €ixos x € y, ndo somente sdo excitados os

graus de liberdade de rotagdo em torno destes eixos ¢’ e (p)s, , mas também sdo gerados

deslocamentos nas dire¢des y e x, respectivamente, uj € u)f . Isto significa um acoplamento entre

os graus de liberdade de rotacdo e translacao.

No caso de realizarmos a andlise somente no plano y-z, a matriz acima se reduz a:
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SuZFZ 0 0 I/lf FZS
Ga| 0 S, S, |juy=1F (2.23)
0 S¢XFY S¢xMx (Df M’“S

Esta matriz de impedancia também pode ser expressa através de outra convengdo que serd
utilizada no capitulo 3.

) 0 0 ||u® F*

ped Z Z

Gal 0 s. s u' t=4 F§ (2.24)

Yy Yo y Y

0 s, = @’ M?

Py P

Pode-se mostrar que os termos de acoplamento s, e s, existem para fundagdes de

superficie somente se a condicdo de contato na interface solo-fundagao for considerado “colado”,
ou seja, capaz de desenvolver tensdes de cisalhamento. Caso a condi¢do de contato ndo seja
“colado” (bonded) a matriz de impedancia do solo € diagonal e ndo surgem acoplamentos entre

os graus de liberdade, devida a resposta do solo, Mesquita (1989), Carrion (2002):

s, 0 0 uS FS
Ga| O Sy 0 uf = FyS (2.25)
0 0 s, M’

E importante mencionar que a matriz de impedancia [S (AO)], que descreve a interacio

dindmica solo-estrutura, ¢ uma matriz complexa, e suas funcOes apresentam parte real e
imagindria dependentes da freqiiéncia. Na andlise da interagcdo dindmica solo-estrutura

convencionou-se o emprego de uma freqiiéncia adimensional A, definida por:

A== (2.26)
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Nesta expressdo, @ € a frequéncia circular em [rad/s], a € a dimensdo do semi-lado da

fundacgdo (ver fig. 2.1) e v, representa a velocidade de propagagdo a onda de cisalhamento no

continuo elastico.

Neste trabalho serdo utilizadas matrizes de flexibilidade sintetizadas por Carrion (2002).
Ressaltando que para obter a matriz de impedancia basta se fazer a inversa da matriz de
flexibilidade. As figuras 2.3 até 2.12 mostram as fun¢des de flexibilidade definidas na equacao
(2.27) para o caso de um solo tridimensional, uma fundagcdo quadrada com lado 2a x 2a e
coeficiente de Poisson v =0.25 A malha de elementos de contorno utilizada ¢ um malha nao
homogeénea, leia-se com elementos de dimensdes distintas, e pode ser vista a figura 2.2 abaixo. A

dimensdo da superficie livre do semi-espaco discretizada é |x| = |y| <5a. Ela é composta por um

total de 928 elementos constantes, sendo que deste total utiliza-se 114 elementos na interface

solo-fundacdo.

A matriz de flexibilidade extraida de Carrion (2002) pode ser vista na equagdo (2.27)
Lembrando que no trabalho presente utilizou-se a matriz de impedancia do solo sendo necessario

portando se inverter a matriz de flexibilidade obtida.

ny r, 0 0
1
a 0 nUYFY nUYMX {FS}:{MS} (227)
0 n

ok Moy,

Os componentes da inversa da matriz de impedancia (2.23) e (2.24) determinados através
desta metodologia podem ser vistos nas figuras 2.3 até 2.12 para dois casos distintos de
amortecimento material. Inicialmente assume-se que o semi-espaco € completamente eléstico
n=0. Desta forma todo amortecimento introduzido no meio é resultado do amortecimento
geométrico. As figuras 2.3 a 2.5 mostram a parte real e imagindria das fun¢des de flexibilidade

vertical, n, .. ,horizontal n, . e de rotagdo em torno do eixox n, , .

18



Figura 2.2: Malha utilizada para discretizar a superficie livre do semi-espago através do MEC.

0.2

—real
- imag

Figura 2.3: Funcio de flexibilidade vertical n, , da Figura 2.4: Funcio de flexibilidade horizontal n, , da

fundacdo rigida e sem massa. Solo sem amortecimento fundagfo rigida e sem massa. Amortecimento interno,
interno, 7=0. n=0.
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0.25

—real

n¢xMx

Figura 2.5: Funcido de flexibilidade de rotacio My u, da

fundacdo rigida e sem massa. Amortecimento interno,
n=0.
Por sua vez as figuras 2.6 e 2.7 mostram as partes reais € imagindrias dos termos nao-
diagonais das matrizes (2.23) e/ou (2.24). Sabe-se que as matrizes de impedancia do solo

deveriam ser simétricas, ou seja, S boF, = Suy My Mesquita (1989), Romanini (1995).

0.03 ‘ . ‘ . 0.03 .
—real . —real
0.02t 0.02f
0.01} 0.01}
: 2
S . ‘:é
of of
0011 0011
0.0, 1 2 3 4 5 0.0, 1 2 3 4 5
A A,

Figura 2.6: Funcdo de flexibilidade do termo ndo Figura 2.7: Fungdo de flexibilidade do termo ndo

diagonal yom, da fundagdo rigida e sem massa. diagonal . F, da fundacdo rigida e sem massa.

Amortecimento interno, 7 =0 . Amortecimento interno, 7 =0 .

Mas o semi-espaco €, nesta modelagem, gerado a partir da criacdo de uma superficie livre
limitada pela discretizagdo, o que resulta em uma matriz de impedancia ndo perfeitamente

simétrica, como pode ser observados nas figuras 2.6 e 2.7.
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O segundo conjunto de funcdes de impedancia estdo associadas a um semi-espago
viscoeldstico, ou seja, que possui amotecimento material, com coeficiente de amortecimento

17 =0.05. Estas fungdes estdo mostradas nas figuras 2.8 a 2.12. Um aspecto interessante do
comportamento viscoeldstico € que as fungdes 7, . € n, . sdo muito mais proximas entre si do
VA4 Yty

que no caso puramente eldstico, evidenciando a simetria da matriz de impedancia da fundacdo

rigida e sem massa interagindo com o semi-espago.

0.2

—real

e imag

Figura 2.8: Fungio de flexibilidade vertical n, , da Figura 2.9: Funcdo de flexibilidade horizontal n,, , ~da

fundagdo rigida e sem massa. Amortecimento interno, fundagdo rigida e sem massa. Amortecimento interno,
7=0,05. 7=0,05.

0.2

0.15¢

0.1

n;axMx

0.05¢

Figura 2.10: Fungdo de flexibilidade de rotagdo n, ,,

da fundacdo rigida e sem massa. Amortecimento interno,
n=0,05.
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0.03 ‘ . ‘ - 0.03 ‘ -
—real —real

0.02f 0.02f
5 001 2 001
5 L 3 L
of of
001} 001}
0.02, 1 2 3 4 5 0.02, 1 2 3 4 5
A A,

Figura 2.11: Funcdo de flexibilidade do termo ndo Figura 2.12: Funcdo de flexibilidade do termo nao
diagonal My o, da fundagdo rigida e sem massa. diagonal Ny F, da fundacdo rigida e sem massa.

Amortecimento interno, 7 =0,05 . Amortecimento interno, 7 =0,05 .

Menciona-se ainda que nas simulagdes numéricas da interacao rotor-fundacdo-solo a serem

realizadas nos préximos capitulos, mais valores para o amortecimento material do solo foram

utilizados.
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Capitulo 3

Descricao do modelo rotor-fundagao-solo

O modelo deste trabalho € constituido do rotor, da fundacio e do solo. Denomina-se este
conjunto de rotor-fundacao-solo, ver Figura 3.1. O rotor utilizado € o rotor de Jeffcott (Laval).
Este tipo de rotor consiste em um eixo flexivel (com ou sem amortecimento) suposto de massa
nula. O eixo flexivel cruza o disco do rotor no ponto W (ver Figura 3.2). O disco é considerado

rigido com massa m,. O centro de massa do disco € indicado pela letra V (ver Figura 3.2). Entre

os pontos V e W existe uma excentricidade ¢ . Supde-se que o disco esteja montado num plano

perpendicular ao eixo podendo transladar apenas no plano de montagem referido.

Leq Les

Figura 3.1: Planos longitudinal e frontal do sistema rotor-fundagéo-solo.
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Figura 3.2: Distancia € entre o centro de massa
(V) e o ponto de contato do rotor com o eixo (W).

O eixo do rotor, indicado na Figura 3.2, possui flexibilidade nas dire¢des y e z. Sendo que
a rigidez do eixo na direcdo y é denominada kf e a rigidez do eixo na dire¢do z é denominada
k. O comprimento total do eixo é L, +Lg,, neste trabalho assume-se que L, =L,, portanto

despreza-se o efeito giroscépico, assumindo-se a simetria no plano y*z*.

O eixo do rotor pode possuir ainda amortecimento externo e interno. O coeficiente de

amortecimento externo na dire¢@o y € denominado d e o coeficiente de amortecimento externo

na dire¢do z € denominadod, . O coeficiente de amortecimento interno € denominado d,

independente da direcao.

O mancal que sustenta o eixo € suposto rigido assim como € rigida também a fundacdo.

Com isso o mancal é considerado como parte integrante da fundag¢do formando um tnico corpo.

A fundag@o constitui-se de um bloco macigo de dimensdes 2ax2bXh,., como indicado na
Figura 3.1. A letra a € a dimensao da metade da largura da fundacdo, b € a dimensdo da metade

do comprimento da fundac@o e h, é a dimensdo da altura da fundag@o. A massa da fundagdo ¢
denominada m,. O centro de massa € localizado por A, que mede a distancia entre centro de

massa da fundacdo e a sua base.
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Sobre a fundagdo ainda pode-se destacar que esta € de superficie. Duas diferentes hip6teses
sdo estudadas neste trabalho. Primeiramente supde-se que a interface solo-fundagdo € lisa, esta
estd simplesmente apoiada na superficie do solo. Depois se supde que a interface solo-fundacao
ndo é mais lisa, neste caso ela é “colada” sobre a superficie. As implica¢des destas hipdteses se

refletem na estrutura da matriz de impedancia ou flexibilidade do solo.

Como jé explicitado no capitulo 2 o solo € suposto um semi-espaco viscoeldstico linear. Os

parametros que caracterizam o solo estio abaixo:

G : modulo de elasticidade
v : coeficiente de Poisson
P, : densidade do solo

n: coeficiente de amortecimento interno.

Nos parédgrafos anteriores foram descritos algumas caracteristicas de cada componente que
compdem o sistema dindmico. Complementando as defini¢des descreve-se agora a cinemadtica do

sistema.

Figura 3.3: Deformacéo estatica do rotor.

Devido ao fato do eixo do rotor ser flexivel, este sofre deflexdo estdtica em conseqiiéncia
do seu préprio peso. O ponto B da Figura 3.3 indica a suposta posicdo em que o eixo estaria se
estivesse em repouso e sem a ag¢do do peso do rotor. O ponto C indica a posi¢do do eixo quando o

sistema estd em repouso e o eixo sofre flexdo apenas pela acdo do peso. A intensidade da flexao
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R
zes

causada pelo peso € caracterizada pelo deslocamento u_,,, que € a distncia entre os pontos B e

C. O ponto C coincide com o ponto W (ver Figura 3.3) quando o sistema estd em repouso,

R
zest *

levando-se em conta a deformacio vertical estdtica u

Os pontos mencionados no pardgrafo anterior estdo situados no plano y“z*. O plano pode
ser visto na Figura 3.1 e na Figura 3.4. E este o plano no qual ocorre toda a cinemética. Na Figura
3.4 projeta-se um dos mancais para o plano mencionado, dessa forma o equacionamento fica
contido no plano. A Figura 3.5 mostra o deslocamento da fundacdo e do rotor em relacdo a sua
posicdo de repouso. O ponto O corresponde ao centro de massa da fundacdo coincide com o
ponto A quando o sistema estd em repouso. No ponto A adota-se um sistema de coordenadas

inerciais (y”,z"). No ponto C também se coloca outro sistema inercial (y“,z“), conforme

mostrado na Figura 3.4.

A

L
Figura 3.4: Vista tridimensional do sistema rotor-funda¢do em
equilibrio estdtico com sistemas de eixos inércias (y*,z") e

(. 29).

Na Figura 3.5 tem-se ilustrado o plano no qual a cinematica do sistema ocorre. A figura em

pontilhado corresponde ao sistema em repouso. Logo a direita desta tem-se a figura da fundacao
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deslocada da posi¢do de equilibrio. E mais a direita tem-se o rotor deslocado da posi¢do de
equilibrio. O ponto P € de especial importancia, ele coincide com o ponto B quando o sistema
esta em repouso. O ponto P € o referencial para deslocamento do rotor em relagdo ao mancal.
Outros pontos relevantes sdo os pontos E e Q. O primeiro corresponde a um ponto na interface
solo fundacdo quando o sistema estd em repouso. O segundo corresponde ao ponto E, porém

deslocado. O ponto Q € o ponto onde serdo aplicadas as resultantes da reacdo do solo.

Q

Figura 3.5: Plano indicando a cinemadtica do rotor e da fundagdo.

No sistema dinamico ha dois corpos, o rotor e a fundagdo. Cada um possui trés graus de

liberdade. Dois referentes ao deslocamento linear e um referente ao deslocamento angular. A

Figura 3.6 indica os graus de liberdade do rotor. O termo uf corresponde ao deslocamento do
rotor da posicdo de equilibrio C para a posi¢do intermedidria W’ na dire¢io do eixo y*. O termo
uf é o deslocamento da posi¢do de equilibrio C para a posi¢do W na diregdo do eixo . E

finalmente tem-se deslocamento angular em torno do eixo ou direcio x que € indicado por @*.
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Configuracao

B R intermediaria
U ¥

Figura 3.6: Defini¢do dos graus de liberdade do rotor.

A Figura 3.7 indica os graus de liberdade da fundacdo. O termo uf corresponde ao

deslocamento da fundacdo da posi¢io de equilibrio A para a posi¢cdo O na dire¢do do eixo y*. O
termo u! € o deslocamento da posi¢do de equilibrio A para a posi¢do O na diregdo do eixo z*. O

deslocamento angular da fundagio em torno de um eixo na direcdo x € indicado por ¢” . Os graus

de liberdade do rotor sdo medidos a partir do deslocamento do ponto W em relacdo ao ponto C. E
os graus de liberdade da fundagdo s@o medidos a partir do deslocamento do centro de massa da

fundacao, ponto A.

Posicéo
intermediaria

.

Figura 3.7: Defini¢do dos graus de liberdade da fundagdo.
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A Figura 3.8 mostra o conjunto de sistemas de coordenadas utilizados na dedugdo das
equacgdes de movimento do sistema. Pode-se observar que todos os sistemas de coordenadas estao

contidos em um unico plano.

Figura 3.8: Sistema de coordenadas utilizadas na descri¢do do sistema.

Os sistemas de coordenadas utilizados sao definidos da seguinte forma:

x*y*z*: Sistema de coordenadas inercial com origem no centro de massa da fundacdo. Eixos

com versores indicados porn, ., n e n_.

x€y“z: Sistema de coordenadas fixo, com origem no ponto C (posi¢do em que o €ixo corta o
disco considerando-se a deformacdo estatica) e versores paralelosa n_, n ,en_.

x"y"z" : Sistema de coordenadas méveis, com origem no ponto P € com versores paralelos a n_,

n en,_.

X"Y"Z": Sistema de coordenadas mével, com origem no ponto P. Mantém um giro em torno do
eixo x igual ao do rotor, @*, com versores paralelos a a,a ea_.
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x°y?z?: Sistema de coordenadas méveis com origem no centro de massa da fundacdo O e com

eixos paralelos aos versores n,, n e n_.

X°Y°Z7°: Sistema de coordenada com origem em O, porém fixo na fundacdo. O sistema realiza
arotagio ¢" , arotacdo da fundagio em torno do eixo x. Este sistema de coordenadas possui os

eixos paralelos aos versores b , b e b_.

x" y"z" : Sistema de coordenadas méveis com origem em W e eixos paralelos aos versores n _,

n en_.

X"y"Zz": Sistema de coordenadas méveis com origem em W, porém fixo no rotor e executando
arotagio @* do rotor. Possui eixos paralelos aos versores a_, a ,ea_.

Na seqii€ncia serdo deduzidas as relacdes entre os versores dos sistemas de coordenas.

Versores do sistema inercial n_, n e n_:

n : entrando no plano do papel.
n  : dire¢do horizontal no plano do papel, sentido apontando para a direita do leitor.

n_ : dire¢do vertical no plano do papel apontado para baixo.

Relagéo dos versores do sistema de coordenadas fixo ao rotor (a,, a, € a_) com 0s versores

inerciais (n,, n e n_):

a =n, (3.1)
a, =cosp”n +senp’n, (3.2)
a,=-sen@“n +cosg“n, (3.3)

¢": Angulo de rotagdo do rotor

Relagdo dos versores do sistema de coordenadas fixo na fundacdo (b, b, e b, ) com os versores

inerciais (m,, n e n_ )

b =n, 3.4)
b, =cos¢p'n +seng'n, (3.5)
b.=—seng'n, +cosp'n, (3.6)
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¢" : angulo de rotagio da fundagio.

As transformacdes de coordenadas podem ser expressas de forma matricial. Transformacao de

coordenadas entre os versores n; € a;:

a 1 0 0 n,
=10 cos(¢”) sen(¢”) |{n, (3.7)
0 —sen(@®) cos(¢®)

y

Transformagio de coordenadas entre os versores n; € b, :

b) [1 0 0 Jfn,
b, =10 cos(p”) sen(p")|in, (3.8)
b. 0 —sen(@") cos(¢")

Relacoes cinematicas

As defini¢cdes adotadas da sec¢do anterior vdo permitir as definicdes dos vetores de

deslocamento, velocidade e aceleracao.

Vetores posicao

Centro de massa do rotor

. « . o o~ \4 P
Principia-se com o vetor posi¢do do centro de massa do rotor, p Ve . Este vetor € importante

para posteriormente se deduzir a aceleragdo do centro de massa e com esta compor a equacdo de

movimento. Da figura abaixo se pode verificar a composicao da posi¢ao do ponto V.
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Figura 3.9: Esquema vetorial da posi¢do do ponto V.

Vv
O vetor p/c, pode ser decomposto pela posicdo do ponto W (onde o eixo intercepta o

disco) em relacao ao ponto C (posicdo do eixo em repouso) e pela posicao do ponto V (centro de

massa do rotor) em relag@o ao ponto W'.
o/ g 4 p%

O vetor p%v pode ser escrito a partir da Figura 3.10.

Figura 3.10: Sistema de coordenadas mdveis sobre o
rotor: X"Y"Z" rotativo com origem em We x"y"z"

ndo rotativo com origem também em W.
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p%" =V-W=' -Y, )a, + (Z) -Zy)a_ = YVWay +Z)a, (3.9)

A excentricidade € definida pela letra €, assim sendo, ele pode ser escrito no sistema de

eixos (y",z") fixo ao rotor como Y, =0 e Z| = &, portanto:
y % v p

p’V =ea, (3.10)
Transformando de coordenadas X" Y™ Z" para x" y" 7"
p%v =£(—sen@"n, +cos@ n ) =—¢eseng“n +£cosp’n, (3.11)

w
O vetor p Ve ¢ extraido da Figura 3.6, ele representa o deslocamento do rotor em relacdo a

posicdo de repouso.

pW/C =u;n, +u'n, (3.12)

Ha condicdes de se escrever agora o vetor posicdo do ponto V, referente ao centro de massa do

rotor, em fungdo dos graus de liberdade do rotor e da excentricidade.

p% = (uy —esen @)n, +(u’ +ecosp)n, (3.13)

Posicao do ponto W em relacao ao ponto V

As forcas de amortecimento externo, amortecimento interno e a eldstica do eixo atuam no

ponto W. Para montar a equagdo de movimento do rotor é preciso se conhecer o momento que

. . . ~ W
essas forcas causam em relagdo ao ponto V. Portanto é necessario deduzir o vetor posi¢do p W .

A partir da equacao (3.11) acima se deduz o vetor posi¢ao bastando trocar o sinal.

p% =gseng’n —£cosgn, (3.14)
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Grau de liberdade de rotaciio do rotor, ¢

Da Figura 3.6 pode-se verificar que o deslocamento angular do rotor & @,

conseqiientemente este também € a sua posi¢do angular, vetorialmente podendo ser escrita ¢“n .

Centro de massa da fundacao

A partir da Figura 3.7, a qual faz referencia aos graus de liberdade da fundagdo deduz-se o

vetor posicao do centro de massa da fundacao.

Figura 3.11: Vetor posi¢do do centro de massa da
fundacdo em relacdo a sua posicio de equilibrio.

p% :0—A:y3ny+zgnz :l/l;:l'ly-|'l/lzl‘:nZ (315)

Grau de liberdade de rotacao da fundacao, (pF
F

Da Figura 3.7 pode-se extrair a posi¢do angular da fundacdo, ¢ . Escrevendo

vetorialmente ¢"n
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Deslocamento do eixo do rotor em relacio a fundacio

E preciso encontrar o deslocamento relativo do eixo em relacdo ao mancal para se deduzir

posteriormente a forca eldstica do eixo. O deslocamento que se busca € representado pelo vetor

w
p 7 , este € decomposto pela posi¢ao do eixo em relagdo ao ponto A e pela posi¢do do mancal em

relacdo ao ponto A.

p/7=p’atp’r (3.16)

Q
Figura 3.12: Esquema vetorial da posi¢do do ponto W em relagdo ao
ponto P.

" . . .o~ w W A .
A figura acima ilustra a decomposic@o do vetor p /P, por sua vez os vetores p Va e pﬁ’ também

podem ser decompostos. Decomposi¢do do vetor p
p/a=p”1p7a (3.17)
- %
Decomposicdo do vetor p/*:
P%ZP%"'P% (3.18)
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. N 7 L W ¢
Inicia-se pela dedugdo do vetor p “4. A figura abaixo ilustra os vetores p ¢ e p/4.

Figura 3.13: Esquema vetorial da posi¢do do ponto W em relagdo ao ponto A.

Wi . . - <, S
O vetor p Ve ja foi deduzido anteriormente, equagdo (3.12). O vetor p Zz ¢ um vetor estaciondrio

como pode ser verificado pela Figura 3.13.

C
p/A=C-A=(y'—y"n, +(z* —z)n, = y'n, +z'n. (3.19)

Os termos do vetor acima podem ser escritos em fung¢do da dimensdo do mancal e do

R
zest

deslocamento estdtico do eixo: y2 =0 e z2 =—h, +u’ . Tem-se entdo:

p% =(—h,+ul )n, (3.20)

zest

Inserindo as equagdes (3.12) e (3.20) na equagao (3.17)

zest

/4 =un, + @ +u®, —hy)n. 3.21)

Seguindo a dedugdo do vetor p%, faz-se agora a dedugdo do vetor p%’, a Figura 3.14 ilustra a

decomposicao do vetor.
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Figura 3.14: Esquema vetorial da posi¢do do ponto A em
relacdo ao ponto P.

O vetor p% pode ser deduzido da equacdo (3.15):
p% = _p% =—un, —u n, (3.22)
9% . . .
O vetor p 7€ deduzido abaixo.

p?=0-P=(¥2-Y")b, +(Z3 - Z0)b,

o)
p”? =-¥?b,—Z%.

Da Figura 3.14 pode-se extrair os valores dos termos acima: Y, =0 e Z; = —h, . Portanto

p% =hgb, (3.23)

Transformacio da expressio (3.23) do sistema X °Y°Z° para x°y°z?:

p% = h,(—sen (pFny +cos (pFnZ) =—h, sen (pFny + hy cos ¢FnZ (3.24)

37



Inserindo as equagdes (3.15) e (3.24) na equacgdo (3.18).
% — F F F F
p’"=—(u; +hysen@ )n +(hycos@” —u_ )n, (3.25)

. ~ w o . . .
O deslocamento do eixo em relacdo ao mancal, vetor p Vr , € finalmente deduzido inserindo-se as

equacoes (3.21) e (3.25) na equacdo (3.16).

R
zest

p% :p%+p%:(uf—uf—h8 sen @' )n |+ (ul +uly, —u. +hycos@” —hy)n,

(3.26)

Esta equacdo pode ser linearizada assumindo-se que ¢” << 1, conseqiientemente sen(¢@” ) = @"

e cos(p”) =1.

P =p 4 p’” = —uf —hy ", + @ +ul, —u O, (3.27)

zest

Deslocamento da fundacao em relaciao ao solo

0
O deslocamento da fundagdo em relagdo ao solo € representado pelo vetor p é O ponto Q

€ o deslocamento do ponto E que € um ponto fixo no sistema inercial e estd situado no centro da

interface solo-fundagdo (ver Figura 3.15). O deslocamento deste ponto (E) para a posi¢ao Q,

%

, € importante, pois a rea¢do do solo é proporcional a este deslocamento.
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Q

Figura 3.15: Esquema vetorial do deslocamento do centro da
base em relacdo a sua posicao de equilibrio.

0
Na Figura 3.15 pode-se verificar a decomposi¢do do vetor p 4‘ resultando nos termos p

%
%

& 0 . ) o 9
p’£. O vetor p’4 posteriormente serd decomposto pelos vetores p’4 e p’° . Inicia-se com a

€

0
decomposicao do vetor p /E (ver Figura 3.15):

p/F =p7h 4’ (3.28)

o aci % % ¢ 0% . vor Fi
Na equacio acima o vetor p/# deve ser decomposto pelos vetores p’4 e p’?, ver Figura 3.16.
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Figura 3.16: Esquema vetorial da posi¢do do centro da
base da fundagdo em relagdo & posi¢do de equilibrio do
centro de massa desta.

p/r =p”h 4p%0 (3.29)

O vetor p% ja foi deduzido, equagdo (3.15):
p% =u;n, +un,
_ o
Parte-se agora para a dedugdo do vetor p/?. Da Figura 3.16
0
p/o =0-0=, =Y )b +(Z;-Z)b_=Y/b +Zb, (3.30)
Sabendo-se que Y =0 e ZJ = hy:
0
p/" =h;b, (3.31)

O vetor pode ser escrito utilizando-se o versor mével by , porém, para manter a uniformidade das

equagdes, utiliza-se da transformacgdo de coordenadas. Transforma-se de coordenadas X °Y°Z?

para x°y°z°.
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0
p%’ =hgb, =—hgsen@'n +h;cosp'n, (3.32)
Inserindo as equagdes (3.15) e (3.32) na equacgdo (3.29).

0
pA = (u, —hgsen@"n, +(u. +h;cos")n, (3.33)

O vetor p% ¢ um valor fixo no sistema inercial referente a altura £, .

p% =E-A=(yy—yim, +(zz—z,)n_=y;n +z;n,

Da Figura 3.16 extraem-se os valores yi =0 € zj = h,,, portanto:

pA=hm, (334

Inserindo as equacdes (3.33) e (3.34) em (3.28), conclui-se a dedugdo do vetor posicdo desejado.
D75 =p A —p”h = (uF by sen@"In, +(u” +h, cos g —hy)n, (3.35)

Linearizando a equacdo acima se deduz o deslocamento da fundagdo em relacdo ao solo.

Q0 Q0
p”f =p4 —p/r = (uy —h@" )N +un, (3.36)

Vetores Velocidade

Velocidade do centro de massa do rotor

Fazendo-se a derivada da equacgdo (3.13), deduz-se a velocidade do centro de massa do

rotor, ponto V. Esta derivada temporal ¢ efetuada em relacdo aos eixos do sistema inercial,
x*y*z* (aletra I sobrescrita indica sistema inercial).
1_V

1
d R R R R
v =—/(u,-€ n, : T€ n.
” [(uy sen @) ) (u, cosp”) } (3.37)

v = (L'tf —£(@")cos p* n + (b'tf —£(@")sen o n_
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Velocidade angular do rotor

Fazendo a derivada temporal da posi¢do angular do rotor, ¢*n_, deduz-se a velocidade

angular do rotor. A velocidade angular € indicada na Figura 3.17.

Figura 3.17: Deslocamento, velocidade e aceleragdo angulares
do rotor.

= (3.38)

Como o problema € plano, a derivada ¢ coincide com a velocidade angular do rotor (em relagio

a um sistema inercial).

"o* =¢"n, (3.39)

Velocidade do centro de massa da fundacao

Fazendo-se a derivada temporal do vetor posicdo do ponto O, pO/A, deduz-se a velocidade

do centro de massa da fundacdo.

I
1_0 F F o o
v =E(uyny+uz nz):uyny+uz n, (3.40)
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Velocidade angular da fundacao

Na Figura 3.18 abaixo se tem representado o deslocamento angular da fundacgao a partir de

um referencial inercial e a velocidade angular.

Figura 3.18: Deslocamento, velocidade e
aceleracdo angulares da fundacdo.

Tendo-se a posi¢do angular, faz-se a derivada temporal e deduz-se a velocidade angular da

fundacao.

1 F
W@ _ o (3.41)
dt

Como o problema € plano, a derivada do angulo ¢@” coincide com a velocidade angular da

rotacao.

o'n ="o" (3.42)

43



Velocidade relativa do rotor em relacao a um ponto fixo na fundacao (P)

P w
E necessario conhecer a velocidade relativa do ponto W em relagdo ao ponto P, v v , para
se deduzir a forca de amortecimento externo que atua sobre o rotor. Da equacdo (3.27) reescrita

abaixo e fazendo a derivada temporal chega-se a equacao desejada.

R

W R F F R F
pﬁ’ :(uy —u, —h, @ )ny+(uz +u,,, —u, )n,

Velocidade do ponto W em relacdo ao ponto P no referencial inercial:

w
IV% _ Idpé

— @ il —hy@ I, +@F ~in, (3.43)

Velocidade relativa do rotor em relaciao a fundacio quando observada de um sistema de
coordenadas que gira com a velocidade do rotor

Para que se possam determinar as forcas de amortecimento interno do rotor é necessario
conhecer a velocidade relativa do rotor em relacdo a fundagdo, mas medida em relagdo a um
sistema de coordenadas que gira junto com a velocidade angular do rotor, X"Y"Z" (ver
apéndice). E necessdrio conhecer a velocidade de flexdo do eixo para se deduzir a forca de

amortecimento interno.
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Figura 3.19: Sistemas de coordenadas rotacionais X"Y"Z" ¢ X"y"z".

. . . . Py, PzP
Denomina-se R um referencial mével representado pelo sistema de coordenadas X Y Z"

se este referencial gira com a mesma velocidade do rotor pode-se escrever a velocidade angular
. . R < ~ . ~
do referencial R como ¢@". Para se chegar a equacdo da velocidade de flexdo, usa-se o vetor

posicdo (equacgdo (3.27)), e faz-se sua derivada temporal no referencial R.

R
= Al ! =, ]

zest

W R *d(n . : fd(n,)
kP = F — iy, + —uf)%+(wf i =m0 =)~
(3.44)
A derivada dos versores acima € efetuada a seguir:
R
an ="0'xn, =—(¢")n, xn_=(¢")n,
Rd; (3.45)
g L ="' xn, =—(¢")n xn =—(¢")n,
» ) ,
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O termo “®’ acima representa a velocidade angular do referencial / em relagiio ao referencial R,

ou seja, Fo' =—"m". Reescrevendo a velocidade inserindo-se a derivada dos versores:
Ry = R —iF — iR @R +u” oF + b f 9F)n. +
- z z y ¢ y ¢ B¢ ¢ z (3'46)
+ () — ity =" +ul 9" +ul @ —ul 9" )m,
Aceleracoes

Aceleracao do centro de massa do rotor

Derivando-se no tempo a equacdo (3.37) em relacio ao sistema inercial, tem-se a

aceleracdo do centro de massa do rotor.
v = (uf —&(¢®)cos (DR)ny +@lf —e(@®)sen@®)n,
I 31_V
d'v
laV —

dt
+(iif — (@) sen p* — (9" )’ cos " )n,

= (ii* - £(§" ) cos p* +£(¢")* sen ), + (3.47)

Aceleracao angular do rotor

Para deduzir a aceleracdo angular do rotor faz-se a derivada temporal em relagdo a um
sistema inercial da velocidade angular fornecida pela equacdo (3.38). A Figura 3.17 ilustra a

aceleragdo angular.

1 - R
9" _ (3.48)
dr

Levando-se em conta a equacdo (3.48) tem-se:

I 7/ 4R I 3,1 R
d(@ nx): d(' o ):¢Rnx:1(1R (3.49)
dt dt
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Aceleracao do centro de massa da fundacao

A partir da equacgao (3.40), chega-se a aceleracao do ponto O, ou seja, do centro de massa

da fundacao.

IdIVO
dt

_ 1,0 _ +F - F
='a =i,n +i_n, (3.50)

Aceleracao angular da fundacao

A Figura 3.18 indica a aceleracdo angular. Andlogo ao efetuado para o rotor faz-se para a

fundacdo e deduz-se a aceleracdo angular da fundacdo. Considerando-se a equacgao (3.41):

1d(¢F) — ¢F

3.51
& (3.51)
Vetorialmente escrito a equacao (3.51) resulta:
1 - F 1 1 __F
d(¢ nx) — d( [ ) — ¢an — IaF (352)

dt dt

Concluida a dedugao das aceleracoes, t€ém-se agora todas as relacdes cinematicas necessarias para

construir as equagdes de movimento.

Forcas de atuacao nos componentes do sistema

Forcas que atuam no rotor

Todas as forcas externas que atuam no rotor estdo indicadas na Figura 3.20. S3o elas: a

forga de restitui¢do eldstica do eixo (indicada por F}), a for¢a de amortecimento externo que age
sobre o rotor (indicado por Fff ), forca de amortecimento interno (indicado por F,R) e finalmente

o peso do rotor, m,g .
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Figura 3.20: Forcas atuando no rotor.

Forca de restituicao elastica do eixo

As forcas de restituicdo eldsticas que atuam sobre o rotor sdo proporcionais ao

deslocamento relativo entre o ponto P e o ponto W, p%. Escrita de outra forma:
W,

p% = pz% + p:%, sendo p/’ e pj,% as projecoes de vetor p%. Com o deslocamento deduzido

descrito pelo vetor p‘%, equagdo (3.27), e conhecendo-se a rigidez do eixo (k! e kf)

conseqiientemente deduz-se a forga elastica do eixo:

R_ _yR; R __F Fyeo LR/ R R _ F
Fp =—k;(uy —uy, —hy @ )n —k_(u +u,,, —u_)n,

F} = (—k;e uf + fuf +k;',e hy ¢F)ny +(—kfuf —kFul + kS uln, (3.53)

z zest Z

Forca de amortecimento externo

Assume-se que as forcas de amortecimento externo que atuam sobre o rotor sdo de carater

viscoso e proporcional a velocidade do deslocamento relativo, ou seja,

N
R z
F{=—|d, d, AR
S

Portanto, se conhecidas os coeficientes de amortecimento viscoso externo d,. e d,, (que atuam

nas dire¢cdes z e y respectivamente) e conhecida a velocidade relativa do ponto W em relacdo ao

48



W . ~ . . W . ~ W . ~
ponto P, v Ve (cujos componentes estio escritos acima v/” na dire¢do ze v /’ na direcdo y),

descrita pela equacdo (3.43), obtém-se a forca de amortecimento externo.

R -R - F - F «R W F
FA :_dEy(u)' —I/l), - B¢ )n)' _dEz(uz —I/lZ )nZ

F{ =(—d uf + dEyb'tf + dEyhB¢F n, + (—duf+d, ul ), (3.54)

Yy

Forca de amortecimento interno

Assim como o amortecimento externo, o amortecimento interno € de cardter viscoso e

proporcional a velocidade,

A

R z

F, :_[dl dl] Av% .
y

w
Porém a velocidade a qual se refere é a velocidade de flexdo do eixo, “v U , ver apéndice. A

velocidade de flexdo do eixo é fornecida pela equagdo (3.46), reescrita abaixo.

w
A *R - F *R R F o~ R F -~ R - R - F - F R - R R R F -~ R
Ve = @f -l =i " +ul ¢" + hyo" 9 m_+@* —il —hyp" +ule" +ul @" —u"9")n,
Conhecendo-se a velocidade e se o coeficiente de amortecimento interno for também conhecido,

d, , deduz-se, portanto a forca de amortecimento interno:

Ff=—d @’ —u" —ufo" +u’ ¢" + 0" ¢"m_+
I 1\"z z ) ) B N (355)

R .F . F R =R R R F R
_d1(uy_uy - B¢ +uz¢ +uzest¢ —l/lz¢ )n)’

Peso do rotor

O peso do rotor é descrito como:

F, =m,gn. (3.56)

Pode-se fazer uma associagdo do peso do rotor com o deslocamento estitico sofrido pelo eixo

deste.
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myg = k*u® (3.57)

z zest

Forc¢as que atuam na fundacao

As forgas que atuam na fundagdo estdo indicadas na Figura 3.21. No ponto P a resultante
das forgas do rotor. No ponto O atua o peso da fundacdo. E no ponto Q atua a forca de reacdo do

solo.

Figura 3.21: Forcas atuantes na fundacao.

Forcas do rotor sobre o mancal

Para deduzir a for¢ca do mancal sobre o rotor € preciso primeiramente deduzir a resultante
das forcas do rotor. As forcas do rotor que atuam sobre a fundagdo s@o as forcas de restauracdo
eléstica (3.53), as for¢cas de amortecimento interno (3.54), e o peso do rotor (3.56). O somatdrio

destas forcas compde a resultante das for¢as do rotor.

R* =F +F +F}+F} (3.58)

Na dire¢do n :
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R - F - F
ity tdpig +d, @ )+

Rl =(-d,
+(=di® + d i+ d " —d Rt —dut @F +dul gF) + (3.59)

R R R_F R F
+(—kyug +kju; +k; h, @)
Linearizando ,® ¢f ~(0 tem-se:
'(’SI¢

RY =—~(d, +d, )i* +(d, +d, )il +(d, +d,)h@" (@ - (kFuk + .60
+(d, @ !+ kBl + (k" ) " '

Na dire¢do n:

Rf :(_dEzuf+dEzuf)+(_d1u5+d1uj +d1ufgbR —d,uf(bR _dlhB(DF(bR)"' 3.61)
+(—kZRuR—kZRuR + Ruf)+ng

Z zest z

Da relacdo existente entre o peso do rotor e o deslocamento estitico do eixo, equacgdo (3.57), a

equacgdo acima, fica ligeiramente mais simplificada.

R =—~(d, +dy )il +(d, +dy )il =kl +(d g yu) +

(3.62)
+ (kS yul —(d,(pR)uf —(d,h, 0" p"

Das equacdes (3.60) e (3.62), conclui-se a deducdo da resultante das forcas do rotor.

R —(d, +dy)i; +(d, +d )i +(d, +d )h,@" + .
— n

~(d, @t~ (kY +(d, @+ k! + (K by @” | (363
{_(d, +d, i +(d, +d, )il +

+ n
—(kEyul +(d, @ sk + (kX ul —(d, "y - (d,hB(j)R)(pF}

Forca de reacao do solo

A forca de reacdo do solo ocorre devido ao deslocamento da fundacdo. A relacdo entre os
graus de liberdade de deslocamento de um corpo rigido sem massa no ponto E,

v’ ={us ul (pf}T, e as reagdes do solo, F* ={FZS F} Mf}T, ¢ dada pela matriz de

Z y
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impedancia [S(w)] do solo. Como ja discutido no capitulo 2, se a condi¢do de contato solo-

fundacao for lisa, esta matriz complexa serd diagonal e dada por:

FZS s, 0 0 u’
Ff =Gal 0 s, O uf (3.64)
M} 0 0 s,|l¢

Se a fundagdo for simétrica em relagdo ao eixo z e apresentar a condi¢cao de contato “colado” na

interface solo-fundacao, entdo a matriz de impedancia terd elementos nao-diagonais.

FZS s. 0 0 uZS

s | _ S
F)+=Ga| 0 s s, |qu; (3.65)
M? 0 s, S, @’

.. . ; " N
Como ja explicado os termos S e )S se referem ao deslocamento do ponto Q em relacdao ao

ponto E, Figura 3.8. O termo ¢° se refere ao deslocamento angular da fundag@o. Os termos F.’ e
F),S compdem a forga de solo e o termo M’ se refere ao momento do solo que age sobre a

fundacdo. Nas equacdes acima G € o modulo de cisalhamento e a é o “semi-largura” da fundacao.

Forcas externas aplicadas na fundacao

Além das forcas estudadas até o momento, podem-se inserir forcas externas sobre a

fundacdo. Por exemplo, pode-se aplicar um conjunto de forgas externas no ponto P. Estas forcas

sdo designadas por F = {F F, M x}T podendo ser observadas na Figura 3.22.

52



Figura 3.22: Forgas externas de excitacdo.

Momentos que atuam sobre os componentes do sistema

Momentos que atuam no rotor

A forga eldstica do eixo FS, a forca de amortecimento externo F; e a forca de

amortecimento interno F[ atuam no ponto W, Figura 3.20. O momento que se busca € o

momento das for¢as que atuam em W em relagdo ao ponto V. O peso do rotor ndo causard
momento porque € aplicado justamente no ponto V. E o torque 7', Figura 3.20, ¢ um momento

livre.
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Momento T

O momento 7 mantém o rotor girando com velocidade constante (Figura 3.20). E deste que

advém toda a energia que mantém o sistema rotor-fundagao-solo em movimento. Vetorialmente

escrito fica: Tn _ .

Momento da forca de restituicao elastica do eixo em relacao ao ponto V
O momento € calculado pela multiplicagdo vetorial das equacdes (3.14) e (3.53).
MFP?V = p% XFF
F
M 7V =(gsen@®n, —£cos " n, )x

X[(=ky uy +ku] +k hy @'+ (kS ul =k uy, +kful)n]

Ze_)f

Ff
M W =[k;ecos " u; +k;ecos " u; +kehycosp” @" —

(3.66)
+klesen@® (ul +ul ) +keseng®ul In,
Momento da forca de amortecimento externo em relacio ao ponto V
Novamente se faz uso do vetor posi¢ao p% . Das equacoes (3.14) e (3.54).
M = p" g
F/V R R
M 7V =(esengp n —€cos@ n )X
X[(= a’Eyuy +a’E)u) +d, hB¢ m +(—du. *+d,u ]
F} —dpEcosQu K+d, LECOSQ™ U, F+d, By cos +
M 4 4 e
—d,esen@”ul +d, esen @ ul

54



Momento da forca de amortecimento interno em relacao ao ponto V

Andlogo ao efetuado para os momentos referentes a forca eldstica e de amortecimento

externo, faz-se agora com a for¢a de amortecimento interno. Das equagdes (3.14) e (3.55).
M7 =%

B
M 4 =(esen@"n —gcos @ n )X[(~d,ul +di] +di (§")~du; (@")~d he" (§*)m, +
+(=d,uy +d iy +d,h,@" —dul (@) —dul (9 +dul (@ )n]

—d,é‘sen((pR)L'tf +d,€ Sen(¢R)(¢R)Llf —dISCOS(¢R)Lif +d,€ sen((pR)L'tf +
Ff

M %: +d,€cos(¢R)L'tf+d,€cos((pR)hB¢F—d,ecos(q)R)((/')R)uf—d,ecos(q)R)((/')R)uR —|n

zest X

+d,€ sen((pR )((/’)R )u;v +d,€ cos((pR )((/’)R )uF —d,€ sen(q)R Y, (q')R )(/)F
(3.68)

Momentos que atuam na fundacao

Como referencial para encontrar a equacdo de movimento rotacional da fundagao, usa-se o

ponto O, o centro de massa da fundacdo. A reacdo do rotor atua no ponto P, Figura 3.21,
. o A~ P, .
portanto faz-se necessdrio o vetor posicao p/o para deduzir o momento causado pelas forcas que

atuam rotor. A forca do solo F* atua no ponto Q consegiientemente deve-se conhecer o vetor

0
posicdo p % para conhecer o momento que a reagdo do solo exerce em relagdo ao ponto O.

Momento das forc¢as do rotor em relacao ao ponto O

P,
O vetor p’? pode ser extraido da deducdo do vetor posi¢ao do ponto V em relacdo ao ponto

P, equacdo (3.24). Da equacdo (3.63) e linearizando-se o vetor p% tem-se:

M0 = (h,p"n, —hn_)xR"
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M0 = (g, )%
y [(d, +dy)if —(d, +dy iy —(d, +dp ) @" +(d (@ Nul +kfu —d (9"l —ku; —k hy, " In +
H(d, +d, il —(d, +d il +kul = (d, (@ Duy =k ul +d,(@" ) +(d,hy(§")p" In,

(d,h, +dEyhB)uf —(d,h, + dEyhB)uf —(d,h, + dEyth)(pF +d, (@ hyul + kthuf
MR/O =|=d, (@ hgu, —khyu —k; hy' " +(d, +d, ) he" il —(d, +d, ) h,e 0l + n
+k hy@"ul —d (9@ uy =k hy@"u +d, (99" uy +d, hy (@ hy0" 9"
(3.69)

: : F R F «F F_ R F_ R F_F
Linearizando-se e supondo-se que ¢@'u =0, ¢ u =0, ¢ u =0, @ u; =0, ¢u, =0,

9'u; =0 e ¢"@" =0, obtém-se:

¥ _| ity +dy )ik = (d, by +dy byl = (dhy +d, b e" +
+Hd, (P hul + (k) = (d, (@ hy)ul —(kihy)uy — (k) b)) @"

X

(3.70)

Momento da forca de solo em relacao ao ponto O

T
A forga de solo ja foi escrita como F* = {F > F oM } . Pode-se observar que este vetor

0
inclui o momento causado pelo solo. A partir da forca e do vetor p % , equagdo (3.32) se deduz o

momento que a for¢a do solo causa em relac@o ao ponto O.
F$ 0
M /o =p%’ xF* =(=hgsen@'n +h;cos@ n )x(F'n +F'n)-M"n,

M0 = (“F5h, sen g’ — F*h, cosg” —M°)n, (3.71)
Linearizando
Mo (=F hg@" —Fhy—M*)n, (3.72)
Conclui-se aqui a dedugdo das forcas e momentos que atuam na fundacdo e no rotor. Estas irdo

compor as equacdes de movimento de translacdo e de rotacdo.
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Equacoes de movimento

Conservacao da quantidade de movimento linear

Conhecendo-se as aceleragdes angulares, as aceleragdes lineares, as forcas e momentos

externos que atuam no rotor e fundagdo, hd condi¢des de se construir o sistema resultante.

Equacao de movimento linear para o rotor

Como se trata de um problema no plano, cada um dos corpos tem trés graus de liberdade.

Principia-se com a equacgdo de translacao do rotor. Das equacdes (3.54) e (3.48):

ZFR :mRIaV

(3.73)
my,'a" =F} +F +F +F}

A equagdo acima pode ser escrita de maneira explicita e separada nas dire¢des z e y. Inicia-se

pela direcdo z.

e (i — £(§")sen g~ — e(¢")? cos p*) =
=—(d,+dEZ)Llf+(d,+dEZ)b'tf —(kZR )uf+(d,qu)uf+(kZR )uf—(d,¢R)u5—(d,thbR)¢F

Assume-se no presente trabalho que a velocidade de rotac@o do rotor € constante. Se esta rotagao

for de intensidade ¢* = @, a equagio acima se torna mais simples.

Miit —mye @ cos @ =
= —(d, +d, )i’ +(d, +dy " — (Kt +(d,o® + (K’ - (d,ou’ - (d,ho)e"
(3.74)

Andlogo ao efetuado para a direcdo z faz-se agora o desmembramento da equacgado (3.73) para a

direcdo y.
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my (ii} —£(§") cos @* + £(¢")* sen @) =
=—(d, +dy )i +(d, +dy)i; +(d; +dy ) h@" —(d, 9"l — (k) +(d,@" ul +
+(ku, + (k] hy) "

Sabendo-se que a velocidade de rotagdo é constante, ¢* = @, a equagdo acima € reescrita a
seguir.

mR(iif+Sa)2 senq)R):
=-(d, +dEy)L'tf +(d, +dEy)L't5 +(d, +dEy)hB(/')F —(d,a))uf —(kf)uf +(d,a))uf +

+(k Oy + (k) hy) @"
3.75)

Equacao de movimento linear para a fundacao

Sdo duas as forcas que atuam na fundagdo, a resultante das forcas do rotor e a forca de solo.
Das equagdes (3.50), (3.58) , (3.64) (ou (3.65)) e da massa da fundagdo m,. .

m,'a’ =R*+F° (3.76)
A equacdo (3.76) pode ser reescrita explicitamente, e desmembrada nas direcdes z e y. Abaixo
estd escrita a equacdo de movimento linear da fundagado para a direcao z.
myiil =(d, +d, ) ul —(d, +d, )ul + k& ul —(d,(pR)uf +
— (kS yu! +(d,@"u; +(d,h,0" )" +F°

Sabendo-se que a rotagdo do rotor € constante, a equagdo acima fica:

myii! =(d, +d,)ul —(d,+d, il + k" )uf—(d,a))uf+

R - v s (3.77)
—(k, u, +(d,a))uy +(d hy0)p" +F;

O mesmo procedimento é agora usado para deduzir a equacdo de movimento linear da fundagao

na direcdo y.

myii] =(d, +dy)i; —(d, +dy ), —(d, +dy)h,@" +(d,@"ul +
+ (R —(d, @l — (kY — (k" ) @ + FF
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mFuf =(d, + dEy)uf —(d, +dEy)uf —(d, + dEy)thbF +(d,0u’ +

RN. R F RN F R F N (3'78)
+(ky )uy —(d,®)u, —(ky )uy —(ky hy) @ +Fy

Conservacao da quantidade de movimento angular

As equacdes de movimento angular serdo escritas a principio em relacdo ao centro de
massa do rotor e do centro de massa da fundagio respectivamente. Posteriormente a equacao de
movimento angular da fundagdo serd escrita em fung¢do do ponto Q com o intuito de facilitar a

resolu¢do numérica do problema.

Equacao de movimento angular para o rotor

Segue-se a notacdo de Tenenbaum (1997) para descrever as equacgdes de movimento
rotacional para o rotor. A quantidade de movimento angular de um corpo em relacdo ao seu
centro de massa no referencial inercial é dada por:

R R
HY =17 F,
-~ P RS .
o corpo em questdao € o proprio rotor. O termo II”V € o tensor de inércia de massa do rotor em
relacdo ao seu centro de massa. E sabido que o rotor sendo um corpo rigido, a derivada temporal
da quantidade de movimento angular deste no referencial inercial, é igual ao somatério dos

momentos em relagdo ao centro de massa (somam-se os momentos obtidos das equacdes (3.66),

(3.67), (3.68) e torque 7).

a5 oM M M T, (3.79)

Fazendo-se a derivada temporal de ’ H% :

’H%=Id_d(1H%)=H%-'aR+’mR><II%-’(oR (3.80)
t

Inserindo-se a equacdo (3.80) na equacao (3.79):
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Ff Fj ¥/
I af 4+ ot XY ot =M 4+M 4+M 4+Tnx (3.81)

Esta equacdo pode ser simplificada. Sendo a velocidade angular do rotor (equacdo (3.39)):

"o® =¢"n_, logo:

5
) " 1Y S 0 A A I:&(DR
ot X et =1 0 1x| 0 1V 0 [dol=lolx] o l=0
o | o o M|l0] [o] | o

Da aceleragdo do rotor ‘a” =@*n_ (equagio (3.49)) e do tensor de inércia, tem-se a seguinte

relacdo:

Reescrevendo-se a equacao de movimento rotacional do rotor, equagdo (3.81):
Ff Fj Ff
Ii%/(pRnX:M %+M %+M %+Tnx (3.82)

Neste trabalho considera-se o rotor com velocidade constante, entdo ¢ =0, consegiientemente o

somatodrio dos momentos do rotor em rela¢do ao ponto V € nulo.

FR FX Ff
0=M "V +M %+M 4+Tnx (3.83)

Equacao de movimento angular para a fundacao

Por ultimo escreve-se a equagdo de rotacdo da fundagdo. A esquerda tem-se a derivada

temporal da quantidade de movimento angular depois escrita em fun¢do do seu tensor de inércia.
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. F ®
a% —m"o 4 (3.84)

171" + 1o X170 of =M /0 + M (3.85)

F,
O termo II%) Ta" estd escrito abaixo em fun¢io do tensor de inércia. Do tensor de inércia

somente 0 momento de inércia do centro de massa da fundacdo € necessario.

IZ’OO(pF

n.taf=f 0 17 0 [J0l=¢p1"n
o o 1[0

F

z % 1 __F % 1
Andlogo ao rotor, o termo I "@" XII7?-"®" se anula.

(pFIZ’OO

o o
To X0 "o =1 0tx| 0 172 o |Jol=lolx] o l=o
0 0

yy
0 1o o 1% 0

z

170¢"

Finalmente a equac¢do de rotacao para a fundagao:

§"17on, =M"0 M0 (3.86)
Explicitamente escrita:

—F’h;@" —F’h; —M* +
F
ngIxx/Onx =| +(d, hy +d g h)i —(d,hy +dy )iy —(d,hy’ +dEyth)(oF + n
+(d, (@ Vhul + (kb uy —(d (@ hgu! —(kyhuy — (k) hy?) @"
(3.87)
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Equacoes finais no dominio do tempo

Das equacoes (3.74), (3.75), (3.77), (3.78) e (3.86) monta-se o sistema de equagdes abaixo.

A equagdo (3.83) nao faz parte do sistema. Esta € desacoplada por seu momento resultante ser

nulo.
m, 0 0 0 0 ](;*
0 m 0 0 0 ||z
¥
0 0 m 0 0 |lzrly
0 0 0 m 0 ||z
0 0 0 o 10§
[, +d,.) 0 ~(d, +dy) 0 0 [t
0 (d, +dg,) 0 —(d, +dg) —(dhy+dhy) uf
—(d, +d) 0 d,+d;) 0 0 uf +
0 ~(d, +d,) 0 d,+d,)  (d,+d)h, ||t
| 0 —(d,hy +d g hy) 0 (d,hy +d g hy) (d1h32+d5yh32)_ "
kR —-d,o  —kf d,w dhw ] [uf my€ @ cos P~
d,w ky —d,0  —k} —k hy u —m,€ @ sen @~
—k! d,w k -d,o  —dho u' = ~F’
—do k' do K k" h, u’ —F*
~d,oh, —k*h, dohu’ KSh, k"hZ+FSh ||@"] | —FShy-M*
(3.88)

Esta é a equacdo de movimento no dominio do tempo para o sistema rotor-fundacao-solo,

onde o rotor é mantido com velocidade constante, @ = @" através de T (torque) e as forgas do

solo sdo designadas por F° = {FZS (1) Fys (t) M? (t)}T. Pode-se notar que a matriz de massa é

diagonal, a matriz de amortecimento € simétrica (ndo se tem efeito giroscopico) e que a matriz de

rigidez possui termos anti-simétricos associados a0 amortecimento interno d, .
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A partir deste ponto assume-se que o eixo do rotor € isotropico, sendo assim,

kF =k% =k", 0o mesmo vale para os coeficientes de amortecimento externo d, =d, =d,. As

equagdes resultantes sio:

'm, 0 0 0 0
0 my 0 0 0
0 0 m 0 0
0 0 0 m O
0 0 0 0 1]
[ (d, +d,) 0
0 (d,+d,)
—(d, +d,) 0
0 —(d, +d,)
0 —(d, hy +d,hy)
kK —do  —k*
d,w k* —d,®
—k* dw k*
-d,o  —k* d,w
| ~d,wh, —k"h, dohu’

il ot
. F
l/ly
¢F
—~(d, +d,) 0 0 1(ak
0 ~(d,+dy)  —(d,hy+dhy) || iF
(d,+d,) 0 0 il
0 (d,+d,) (d, +d,)h, ||i"
0 (dhy+d;hy) (d,h’+d.h}) || @"
d,w dhw | [uf my€ @’ cos P~
—k* —k"h, u —m,€ @ sen @~
-d,o  -dho ul = ~F’
k" k" h, ul -F;
Kby k*h+Foh || 9" ~Fh,—M*

(3.89)

Para se introduzir as reagdes do solo F® em funcdo de sua matriz de impedancia, é

vantajoso realizar-se uma transformagao de coordenadas para descrever o grau de liberdade da

fundagdo. Ao invés de se utilizar u” ={uf u

Figura 3.23.
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Figura 3.23: Graus de liberdade da interface solo-fundacéo.

A figura acima ilustra os graus de liberdade do ponto E na interface solo-fundagdo. O
sistema de equacdes da pagina anterior depende das coordenadas u!, u! e ¢". Deve-se

reescrever este sistema usando-se as coordenadas do solo acima. Primeiramente deduz-se uma

relacdo entre as coordenadas do solo e as coordenadas da fundacdo.

-
-
Treccaw®

-
e

-

Figura 3.24: Esquema vetorial da posicdo do ponto
central da base em relag@o a sua posi¢do de equilibrio.
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Principia-se a deducdo das relagdes das coordenadas pela posicio do ponto Q em relacdo ao

ponto E.
0 0
% =% 4% 1 p% (3.90)
0
O vetor p’%£ pode ser deduzido a partir da Figura 3.23:

Q/ S S
p’f=un +u’n, (3.91)

Cada um dos termos da direita € escrito a seguir:

p’E =—hyn. (3.92)
p% =u,n, +u n, (3.93)
Levando-se em conta a relagdo entre os versores b, e n,, equagdo (3.6):
% F ¢
p’°=hb_=h;(-sen@ ' n +cosg n_) (3.94)

0
Agora € possivel escrever o vetor pé utilizando coordenadas da fundacao uZF ,ul e @" apartir

das equacoes (3.92), (3.93) e (3.94).
p% = (u; —hgsen@" ) +(=h; +u. +h;cosp )n, (3.95)
Linearizando a igualdade acima (sen ¢” = ¢" e cos@” =1), tem-se:
pQ/E = (uy —he@" N+ )n, (3.96)

Das equagdes (3.91) e (3.96) € possivel escreve-se a relacdo existente entre as coordenadas da
fundacdo e as coordenadas do solo, equagdes (3.97) (3.98) e (3.99). Posteriormente estas
equacoes serdo usadas para adequar as equacgodes (3.74), (3.75), (3.77), (3.78) e (3.86) as novas

condi¢des de resolucdo.
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uf = ui +hG(pS

uf zuf (3.97)
¢ =¢’

iy =i, +h;@°

uf :L'tf (3.98)
9" =¢°

iy =iiy +h; @’

uf :iif (3.99)
P =9

Usando-se das igualdades acima, pode-se alterar as equacdes (3.74) e (3.75) referentes a
equagao de movimento linear do rotor para as coordenadas do solo. O mesmo ¢é vélido para as
equagdes (3.77) e (3.78) referentes a equagio de movimento linear da fundacdo. E importante
ressaltar que ainda ndo se altera a equagdo de movimento rotacional da fundagdo. Além de se
mudar o sistema de coordenadas € preciso mudar-se também o ponto de referéncia para a
resolucao da equacdo de movimento rotacional da fundagao, anteriormente deduzido em relagao

ao ponto O agora serd deduzido em relacdo ao ponto Q.

Alteram-se as coordenadas das equagdes (3.74) e (3.75) referentes ao movimento linear do

rotor usando-se as relagdes (3.97), (3.98) e (3.99):

myiit —mype @ cos @~ =
=—(d, +d,, )uf +(d, +dEZ)L'tf —(kf )uf +(d,a))uf +(kf )I/t;9 —(d,a))uf, —(h, +hy)d, 0p°
(3.100)

mR(l;if +ea’ sen(pR) =
=—(d, +dy )iy +(d, +dy )i, +(d, +d)(h; +hy)@* —(d,0)u — (k) uy +(d,0)u +

+H(kus +(hg +hy) kT @°
(3.101)

Analogamente faz-se a alteragdo das equagdes (3.77) e (3.78) referentes ao movimento

linear da fundacao:
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mii? =(d, +d )k —(d, +d, )i + Kk uk —(d,a))uf +

(3.102)
— (k[ +(d, @) +(hg +hy)d, 0@’ + F}

my (il +h;@°) = (d, +dy iy —(d, +dg )i —(d, +dy,))(h; +hy)@* +
+(d,@uf +(kHul —(d, @’ —(kus —(hg +hy)ki@® + F?
(3.103)

Deduziu-se o momento causado pelas forcas R® e F* em relaciio ao ponto O usando-se as

coordenadas da fundagio (u! , uf

e @), equacdo (3.86). Porém agora se deduz o momento
causado por essas forgas em relagdo ao ponto Q usando-se as coordenadas do solo u®, u f e ¢°.

Para o momento causado pela resultante das forcas do rotor, R*, é necessdrio se deduzir o vetor

P

posicao p/Q. Das equacdes (3.24) e (3.32).

P, P o)
P/Q = P/O +P/Q

% =h F _ F F _ F _
p’Y=hysen@ ' n —hycosp'n_+h;seng n —h;cosg n_ =
= (hy +h;)sen@'n —(hy +h;)cosp'n,
Linearizando:

o _ Fa —
P (hy+h,)p n (hy +h;)n, (3.104)

P
Do vetor p/Q e da resultante R, (equacdes (3.63) e (3.104)) escreve-se o momento procurado.

MR/Q = p% xR" = ':(hB + hG)¢Fn,v =y +1g )nZ]X

(d, +d, )ik —(d, +d, )il —(d, +d, )" +(d, (@ )Nu’ + .
n,
+h*uf —d, (@ —k ul —k by 9" !

Z

| et~y d il ki ]
—kful +d, (@ )y +(d,hy, ()"
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(d,+d,)(h,+h,)e"ul —(d, +d,. ) hy +h,)@"ul +k (hy+h,)@ ul +
MRRQ _ _(d] (¢R ))Mje _kZR uZF +d1 (¢R)(h3 +hG)¢Fu5 + (d1h3(¢R))(hB +hG)¢F¢F + n
+(d, +d,)(hy +hG)L'tf —(d, +d)(hy +hG)L't;F —(d, +d,)(hy +h)h, 9" + *
Hd, @D+ KU = d (@) + ! =K (g + h)u =k y(hy + 1) 0 |
(3.105)

O momento acima estd escrito em coordenadas da fundacdo, deve-se escrever esta em

. . F R F - F F_ R F_ R
coordenadas do solo. Linearizando-se e supondo ¢ u_ =0, ¢"u. =0, ¢'u_ =0, ¢ u; =0,
o'ul =0, ¢'ul =0, ¢"¢" =0. E sabendo-se que o rotor gira com velocidade constante

¢" = w= cte 0 momento deduzido é reescrito abaixo.

~(d,@)uf —k*u’ +(d, +dy)(hy +h)ik —(d, +d )y +h)il +
RR
M2 =] ~(d, 4 dyy Yy + o) o +(d " + K —d, Xy + )+ |
—k (hy + hg)u; =k (hy +h;)* @°

X

(3.106)

As forgas do solo s@o aplicadas no ponto Q por isso o momento de reagdo do solo é somente um

vetor livre.

FS
Mo - ~M’n, (3.107)

A quantidade de movimento linear da fundacdo no referencial inercial é definida como:
'G" =m,'v?. Como se mudou o ponto de referéncia para a dedugio da equagiio de movimento

rotacional, o somatério de momentos em relacdo ao ponto Q tem que ser igual a derivada
temporal da quantidade de movimento angular em relacdo ao ponto Q acrescido do produto
vetorial da velocidade do ponto Q e da quantidade de movimento linear da fundagdo. Ver

Tenenbaum (1997).

. F R F’
’H/Q+’VQ><’GF:M/Q+M/Q (3.108)

O tensor de inércia da fundag@o € mais facilmente deduzido para a derivada temporal da

quantidade de movimento angular em relacdo ao ponto O, centro de massa. Nesse sentido a
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equacdo (3.108) pode ser modificada. A quantidade de movimento angular da fundacdo (no
referencial inercial) em relacdo ao ponto Q ¢é igual a quantidade de movimento angular em
relacdo ao ponto O acrescido do produto vetorial do vetor posicao do ponto O em relacdo ao
ponto Q e da quantidade de movimento linear.

1 %_I F/ O/Q I ~F

Na equacdo (3.108) pode-se verificar a necessidade de se ter a derivada temporal da quantidade

F,
de movimento angular acima, H/Q .

’H%:’H%+’v%x’GF+p%x’GF (3.110)

o) o
A velocidade ' v/Q que surge na equacdo (3.110) acima pode ser decomposto: ' V/Q ='y?-"ye,

LK _FO 0 .
IH/Q:IH/+IVOX1GF—IVQ><IGF+p/QXIGF (3111)

Esta pode ser simplificada pela relagio’ v’ x 'G" = "v?xm, 'v® =0

’H%:IH%—IVQXIGF+pO/QX1GF (3.112)

Inserindo a equacdo (3.112) na equacdo (3.108) deduz-se finalmente a equagdo de movimento

rotacional.

. 10) . RF FS
00 4 0 G =M e M 3.113)

Escreve-se agora a equacdo de movimento rotacional explicitamente. Primeiramente

0, . 0,
escreve-se 0O termo p/Q x'G". O vetor posi¢io p@ pode ser deduzido da equacdo (3.32) e a

derivada temporal da quantidade de movimento 'G” pode ser deduzida multiplicando-se

equagio (3.50) pela massa da fundagdo, 'G" =m, 'a®.
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o, .
p/Q x'G" =h;(senp’n  —cos (psnz)x[(mFiij +m. ;¢ )n | + mFiifnZ] =

=m,ii> h, sen ¢’ +thGiif, cos @* +m,h, @° cos @’
(3.114)

Linearizando a equagdo (3.114) e considerando i’¢° =0:

0, .
p/Qx’GF =m, hgii, +m.h;’$’ (3.115)

O termo ' H%pode ser explicitamente escrito ' HOZ170 . 1qF + 0f xTT0 .o , COMO
F F
demonstra as equacdes (3.84) e (3.85). Sabendo-se que (se¢do anterior) H/O taf =Ixx/0¢snx e

F
'coFxII/O 4" =0 resulta:

{70 =174 (3.116)

Inserem-se as equacdes (3.115) e (3.116) na equagdo (3.113).
RF F$
Ii’0¢s +thGiif, +thGZ¢S =M /Q +M é (3.117)

R® F$
Os momentos M é e M /Q foram obtidos das equacgdes (3.106) e (3.107) respectivamente.

Explicitamente escrito a equagdo (3.117) resulta:

—(d,@u’ —kFud +(d, +d,,)(hy +h)ut +
—(d, +d,,)(hy +h,)i® —(d, +d,,)(hy +h,) h,@® +
o I A
! +(d, o)l +kul —dw(hy +h)u’ +

| =k (hy + B uy =k (hy + ) @° =M}

(3.118)

Agora é possivel montar o sistema de equacdes usando-se coordenadas do solo. Das equagdes

(3.100), (3.101), (3.102), (3.103) e (3.118) resulta:
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mg, 0 0 0 0 ik
0 m, 0 0 0 ik
y
0 0 m O 0 i b+
0 0 0 m m,h, i
K
0 0 0 mh, IL+m||P
[ (d,+d,.) 0 —(d, +d,.) 0 0 [
0 (d,+dy) 0 —(d, +dy) ~(d, +dg )y + 1) || i®
—~(d, +d,.) 0 (d, +d,.) 0 0 i
0 —(d, +dp,) 0 (d; +dy,) (d;+dpy)(hy +hg) ||
0 ~(d, +dy, )(hy +hg) 0 (d, +dy)(hy+hg)  (d,+dy)(hy+h) || @
kR —d, —kE d,o d,ahy +hy) | [uf m,€ @ cos(r)
d,0 ky -d, 0 —ky —ky (hy+hg) ||uf| | —mye @ sen(ar)
—kF d,w kX —d,® —d,o(hy +hg) |4 u’ -F}
-d,® —k d,w Kt kyf (hy +he) || u? ~F}
| ~d, @y +hg) —k(hy+hy)  d@(hy+hg) ki (hy+hg) k(b +hy)" || @° -M?
(3.119)

Equacoes finais no dominio da freqiiéncia

Esta se tratando de um sistema harmonico. Neste sentido se pode escrever o deslocamento,
a velocidade, a aceleragdo e a forca (e momento) do solo usando varidveis complexas obedecendo

as relagdes abaixo.

O vetor de forga do sistema (3.119) pode ser simplificado usando-se as equacdes de Euler:

e =cos(wrt)+isen(wt)
ie'” =icos(art)—sen(wr)
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Observa-se que se tomando somente a parte real dos valores abaixo o vetor adquire novamente a

aparéncia do sistema (3.119):

mE@° cos(t) me@ e
—m e’ sen(wr) imEew’e'™
_FZS — Real _szseiwl
N S iot
—F; —Fle
N VEIRZA
M -Me

Reescrevendo-se o sistema, agora em valores complexos.

(my 0 0 0 0 ]
0 m 0 0 0
|0 0 m 0 0 +
0o 0 O my mgh;
0 0 0 mbh, I/+mh ]
| (d,+dy,) 0 ~(d, +dy,) 0 0 1 @) [mea?
0 (d, +d,,) 0 ~(d, +d,)  —(d,+dy )y +h) | ||at | |imed?
i ~(d, +d,,) 0 (d, +d,.) 0 0 +{at =] -F
0 ~(d, +dy,) 0 (d, +d,) (d, +dy)hy +hg) i’ —F?
0 ~(d, +d,,)(hy +h;) 0 (d, +dy )y +hy) (d, +dy)hy+h,) | || —i1*
Kk —d,0 —kF d,o d,aXh, +hy) |
d,o ky —-d,® —k —k' (hy +hg)
—k* d,@ kE ~do  —d,a(h,+h;)
—d,0 k" ) kE K (hy + )
~d,Q(hy +h;) —kR(hy+hy) dQ(hy+hy) kF(hy+hy) KX (hy +hy)?

(3.120)

Esta é a equacdo de movimento no dominio da freqiiéncia para o sistema rotor-fundagao-
solo (velocidade do rotor constante ¢ =®). Diferentemente da equacdo (3.89) a matriz de

massa € nado-diagonal, além de ser ndo-diagonal ela também ¢é simétrica. A matriz de
amortecimento mantém-se simétrica assim como a matriz de rigidez mantém os seus termos anti-

simétricos associados ao amortecimento interno d,. No vetor de forg¢a os termos associados a
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forca do solo, que também ha na equacdo (3.89) serdo eliminados adiante se incorporando a

matriz de impedancia mecanica.

Incorporacao da matriz de impedancia no sistema de equacoes

O sistema de equacdes (3.120) ndo apresenta os termos de rigidez dindmica do solo. Ao

invés destas simplesmente apresentam-se as forcas (e momento) correspondentes, FZS , F’ e

M* . Neste trabalho a rigidez utilizada do solo é adquirida a partir dos resultados numéricos de
Carrion (2002) e que foram fornecidas no Capitulo 2. Deste sdo adquiridos os valores
adimensionais de flexibilidade para uma semi-largura de valor a =1m. Com os valores de
flexibilidade e com o mdédulo de elasticidade G adquirem-se os valores de rigidez dindmica ou
também conhecida como impedancia mecanica. Escrevendo-se a equacdo (3.64) com varidveis

complexas, esta adquire o aspecto abaixo.

I_;;Seiwt SZZ O O lzrselwt
F'e” :=Gal 0 s, 0 [{u’e” (3.121)
MSe™ 0 0 s,||@”

O fator e pode ser eliminado. Ao invés de se escrever as forcas do solo, incorpora-se a matriz

de impedancia do solo que no sistema ficara:

0 00 0 0 0
0 00 0 0 0
Ft=Ga|0 0 s, 0 0 (3.122)
135 00 0 s, O
M 00 0 0 s,

O mesmo procedimento é adotado para a equacdo (3.65).
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0 00 0o 0 O
0 00 0o 0 O
F!=Ga|0 0 5. 0 O
s
F, 00 0 s, s,
7S
M: 00 0 s, Spp |
Substituindo no sistema de equagdes (3.120):
m, 0 0 0 0
0 my 0 0 0
|0 0 m 0 0 +
0 0 0 m mgh
0 0 0 mhy I70+mh>
(d, +d,) 0 ~(d, +d,) 0 0
0 (d, +d,) 0 ~(d, +d,) ~(d, +d,)(hy +hg)
io| ~(d, +d,) 0 (d, +d,) 0 0
0 ~(d, +d,) 0 (d, +d,) (d, +d,)(hy +hg)
0 ~(d, +d,)(hy +hg) 0 (d, +dy)(hy +hy) (d, +d,)(hy+h;)*
k® -d,0 —k* d,o d,a(hy +h) 00
d,o k* -d,w —k* —k® (hy + hg) 00
—k* d,w k® -d,w  -d,o(hy+h;)|+Ga|0 O
~d,w —k* d,o k* k® (hy + hg) 00
~d,@hy +hg) —k®(hy+hy)  d@(hy +hg) KXy +hy) KR (hy + hg)? 00

A incorporagdo da matriz de impedancia deixa o vetor de forca somente com dois termos
referentes aos graus de liberdade no rotor nas direcdes z € y. A equagdo tem solu¢do no dominio
complexo, isto € mais evidente com a incorporacdo da matriz de impedancia, pois todos o temos
desta estdo neste dominio. A matriz de impedancia da equacdo (3.124) acima é diagonal, mas esta

também pode ser nao diagonal incorporando-se a matriz da equacao (3.123).
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[=EN el el o]

(3.123)
ul meE @’
i, | |imew
ulp=y 0
N 0
9’ 0
(3.124)



Normalizacao do sistema de equacoes

O ndmero de parametros utilizados pode ser reduzido introduzindo quantidades

. . . ~ .U .
adimensionais. A introdu¢do da razdo — , sendo u o deslocamento de um grau de liberdade do
€

rotor ou fundacdo, torna possivel a reducao de 21 parametros existentes na equacao (3.124) para
10. Este procedimento foi efetuado por Gasch et ali (1984) e adotado neste trabalho. A Tabela 1

exibe os parametros originais da equagcdao de movimento.

Tabela 1: Parametros da equacdo de movimento.

Eixo Fundagdo Solo
Massas/densidades mp m,, I Z) Ps

— ~— p
Rigidez/impedancias | k S0 Sy Spps Sp

S,V(ﬂ
Amortecimento d,,d,
Geometria £ hg, hs,h., b, a
Velocidade 7] Vg

A quantifica¢do da massa € feita pelas razdes entre elas. Para se quantificar a massa do solo

utiliza-se um quarto do volume da funda¢@o como referéncia.

M, =%
mg
F
psabh;  pg

O eixo esta sob dois amortecimentos, o interno € o externo. Ambos estdo adimensionalizados

pela massa do rotor e rigidez do eixo do rotor.

p=—%
Yookt
p, =

: 2. m k"
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Os parametros geométricos utilizados estdo todos adimensionalizados pela semi-largura da

fundacao.

A . . k" A

A freqiiéncia critica do eixo do rotor pode ser definida por @, =,|— , esta mesma freqiiéncia €
m
R

utilizada para normalizar a velocidade de rotagdo do rotor.

w=—
a)R

O parametro S, denominado parametro rotor-solo, € escrito como sendo:

— aa)R

S

1%

s

Denomina-se A, como sendo:

a

Ay=—

Vs
Esta também € uma freqii€ncia adimensional. A freqii€éncia adimensional do rotor, 77 esta ligada
com a freqiiéncia adimensional, A, pelo parametro S .
A, =Sw
Como o parametro A, pode ser escrito utilizando-se o pardmetro , e S, pode se contar 10

parametros utilizados para descrever a equacdo de movimento. Os pardmetros de impedancia
mecanica do semi-espago viscoeldstico ndo estdo diretamente relacionados a nenhum dos
parametros adimensionais anteriores por estes dependerem somente da freqii€éncia adimensional

A, e do amortecimento interno do solo 7.
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Normalizagdo da matriz de massa

A equagdo de movimento (3.124) pode agora ser normalizada, principia-se pela matriz de

massa multiplicando-a pelo fator -

my Wy
(m, 0 0 0 0
0 m, 0 O 0
a)Z
0 0 om0 0
™G0 0 0 m, mh,
0 0 0 mh, I°0+mh]

Para os termos (3,3) e (4,4):

@ @’ 1,

0’ M.wo’ M v
My Wy rFWr RF

my

Para os termos (4,5) e (5,4):

mR a)R M RF M RF

Na posi¢ao (5,5) tém-se dois termos, um ¢ o momento de inércia da fundagdo em relacdo ao
ponto O, o outro € resultante do uso do ponto Q para montar a equacdo de movimento rotacional

da fundagdo. Para o momento de inércia, tem-se:

2 (4a21;hF2 FJ ) {4+1H2 FZJ‘ZZ ) o
F H
Ixx/o = 2= 2 - 2 = Saxl )a2W2
M, Wy MWy M., 12M .
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Alternativamente pode-se utilizar o raio de giracdo da fundacdo para descrever o momento de

néreia: 170 = m. (r/0)? ; :
inércia: 1/° =m,(r/°)". Dessa maneira tem-se:

> > 2
I;Z) ? 2= a)sz (rx%)z =— (rx%)2

My~ MWy

RF

Para o outro termo da posi¢ao (5,5) tem-se:

VA
@ H
thG2 =—G 4*w?
M
1y Wy RF

Reescrita a matriz de massa, esta adquire a aparéncia abaixo.

1 0 0 0 0 i
01 0 0 0
00 L 0 0
M: MRF

00 0 b Hg a

MRF MRF

2

00 0 Hg a @+ H, )a2+ He a’
L MRF 12MRF MRF _

Normalizacdo do amortecimento (excluindo o solo)

De maneira andloga ao efetuada para a matriz de massa faz-se para a matriz de

amortecimento.
[ (d,+d,) 0 ~(d, +d,) 0 0 |
- 0 (d,+d,) 0 ~(d, +d,) —(d, +d,)(h, +h)
" —(d, +d,) 0 (d,+d,) 0 0
0 —~(d, +d,) 0 (d,+d,) (d,+d,)(hy+hg)
0 ~(d, +d,)(h, +hg) 0 (d,+d)(hy+hg) (d,+d,)(hy,+h;)" |

Para os termos das posi¢des (1,1), (1,3), (2,2), (2,4), (3,1), (3,3), (4,2) e (4,4):
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® _2D,+D, )a)«/m kn _2(D,+D Do\fmk, mR oD, 4D
1 E

(d,+d,) >
m, @y m,@," m, @y

Para os termos das posi¢des (2,5), (4,5), (5,4) e (5,4):

w
== 2(D, +Dy)(hy; +h;)w=2(D, +D,)(H, + H_;)aw

mRR

(dg+d,)(h;+h;)

Para o termo de posicao (5,5):

@

(dy+d,)(hy+hy)* ———=2(D, + D,)(H y + H,)(hy + hy)aw=2(D, + D,)(H , + H,)*a*w

My Wy

A matriz de amortecimento normalizado:

[ 2(D, +D,) 0 -2(D, +D,) 0 0
0 2(D, +D,) 0 -2(D, +D,) -2(D, +D,)(H,+H,)a
D=|-2(D,+D,) 0 2(D, +D,) 0 0
0 -2(D, +D,) 0 2(D, +D,) 2D, +D,)Hy+Hg)a
i 0 -2(D,+D,)(H,+H,)a 0 2D, +Dy)Hy+Hz)a 2D, +D,)H,+H;)a”|

Normalizacdo da rigidez (excluindo o solo)

kR —d,w —k® d,o d,@(h, +h,) |
. d,w k" —d,® —k* —k*(hy +hg)
p— —k* d,c:: k" —d;a) —d;a)(hB +h)
~d, —k d, k k® (hy+hy)
| ~d,@(h, +hy) —k"(hy+hg) d,@(hy+hg) kR, +hg) KRy +he)? |

Para os termos das posi¢des (1,1), (1,3), (2,2), (2,4), (3,1), (3,3), (4,2) e (4,4):

2

Kk 1 _ M@y 1
2 2
My~ My,

Agora para os termos das posicoes (1,2), (1,4), (2,1), (2,3), (3,2), (3,4), (4,1) e (4,2) segue-se 0

procedimento andlogo ao anterior.
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d,w >
My Wy My Oy My Wy kg

1 2D,oymyk, 2D,w\mpk, |m, 2D,w
= 2R = e 2%

Aproveitando-se o resultado anterior, a normalizacdo dos termos das posicoes (1,5), (3,5), (5,1) e

(5,3) torna-se simples:

1

d,a(hy +h) =2D,(hy +h;,)w=2D,(H, + H;)aw

7=
mRR

Para os termos das posig¢oes (2,5), (3,5), (5,2) e (5,4) tem-se o resultado a seguir.

1
kR (hy + hy)—— = (hy + hy) = (H, + H,)a

my Wy

Aproveitando-se o resultado anterior a normalizacdo do termo de posicdao (5,5) fica entdo

definida.

1

kR (hy +hg ) = (hy+h,)* =(H,+H,)d’

~ =
mypWp

Finalmente a matriz de rigidez normalizada:

-2D,w

2D,w

2D,w
-1
-2D,w
1

1 -2D,w
2D,w 1
K= -1 2D,w
-2D,w -1
| —2D,(Hy+Hg)aw —(Hz+Hg)a 2D, (Hy+Hg)aw (Hy+Hg)a

Normalizacdo da matriz de impedancia

2D,(H,+H_,)aw |
—(H,+H)a

—2D,(H,+H;)aw
(Hy,+H;)a

(Hy,+H;)’a® |

Para normalizar a matriz de impedancia basta normalizar o valor Ga, o produto do médulo

transversal de elasticidade pela metade da largura da fundacdo. O médulo de elasticidade pode

ser escrito em funcdo da densidade do solo e da velocidade da onda de cisalhamento. A densidade
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do solo por sua vez pode ser escrito em fun¢do da massa da fundagdo, do pardmetro B, , e das

dimensdes da fundacao.

G = IOGVX2
— mF
P B,.abh,

Normalizag¢do do valor Ga:

mrp

p =
G=pgv.? ¢ Bpabhy
2 2
Ga  pgv;a  mpyv'a a

2 2
mgv, a

2 2~ P 2 2
m,@,” my®," B.abh.m,w,” a B,a bh.m,q,

Normalizacdo do vetor excitagcao

2

mg v a a 1

m, a’®w.’ B,b b B, H.M,S"

Nao diferente do procedimento adotado pra normalizar as matrizes faz-se com os termos do

vetor.
M€ @ 1
. imy€ @ i
——{ 0 t=welo
m, @, 0 0
0 0
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Equacao final de movimento

Efetuada a normalizacdo tém-se condi¢des de finalmente se escrever a equacdo final de

movimento. Serd esta a equacdo utilizada para realizac@o das andlises.

10 0 0 0
01 0 0 0
w0 0 1/M,, 0 0 +
00 0 /M, H,/M,-a
00 0 H/My-a G+H2/U2M,,)-a*+H,/M,, -a*
2D, +D,) 0 -2(D, +D,) 0 0
0 2D, +D,) 0 -2D, +D,) ~2D, +D,)(H,+H)a
iw| =2(D, + D,,) 0 2(D, +Dy) 0 0 +
0 -2(D, +D,) 0 2D, +D,) 2D, +D,)(H,+H)a i 1
0 -2(D,+D,)(H, +H)a 0 2D, +D,)H,+Hy)a 2D, +D,)H,+H,)d iar i
s Lo o
1 -2D,w -1 2D,w 2D,(H, +H;)aw ﬁf € 0
2D,w 1 -2D,w -1 ~(H,+H)a 7 0
-1 2D,w 1 —2D,w —2D,(H, + H)aw |+
-2D,w -1 2D,w 1 (Hy,+Hg)a
—2D,(Hy+Hy)aw —(Hy+Hy)a 2D(Hy+Hy)aw (Hy,+Hya (Hy,+H,) d
00 0 0 0
00 0 0 0
% 0 0 afb-s, 0 0
BeHMuSo 0 0 abes, 0
00 0 0 azxw
(3.125)

82



Capitulo 4

Dinamica do rotor em suporte fixo

Neste trabalho tem-se o intuito de analisar a influéncia do solo sobre o comportamento
dindmico de um sistema rotor-fundacdo-solo. Porém, a principio somente o comportamento
dinamico do rotor serd analisado sem se levar em conta a fundacdo e o solo. Analisando-se
somente o rotor pode-se fazer uma comparacdo do seu comportamento dinamico sem os demais

componentes com o comportamento dindmico do rotor interagindo com outros componentes.

Do sistema resultante rotor-fundacdo-solo do capitulo anterior, obtém-se as equacdes do

rotor isolado. Considera-se o solo como sendo rigido, dessa maneira os graus de liberdade uf,

u; e @° se anulam. Como resultado tem-se o sistema abaixo.

my 0 ”5 + (d,+dy,) 0 l;‘f + kf —d,w uf _ ng((bR)z cos(¢")
0 my||i® 0 d, +dy) [|af | |do k' ||uf]| " |-mee@®) sen(g")
4.1)

Do sistema normalizado, equagao (3.117), do capitulo anterior resulta:

( {1 o} [2(0,+DE) 0 } { 1 —2D,wD{ﬁf}1 {1}
-w +iw + =
0 1 0 2(D,+D,)| |2D,w 1 u, | e i

4.2)

Inicialmente os amortecimentos interno e o externo sdo considerados nulos. O
desbalanceamento tem valor £ =1 e as freqiiéncias adimensionais variam de 0 até 2. Observa-se

nos graficos abaixo que o deslocamento vertical e horizontal € idéntico, isso se deve ao fato do

83



sistema ser isotrépico, o eixo do rotor ndo apresenta anisotropia, portanto a sua rigidez é

uniforme, kX = kf =k".

1020 . . 1020
1010 | 1010 |
14N =
=2 =2
10 -10
10 0 0.5 1 1.5 2 10 0 0.5 1 1.5 2

Figura 4.1: Deslocamento vertical uf e horizontal uf do rotor sobre suporte rigido.

Como esperado, quando o valor de w=1, o sistema entra em ressonancia ¢ o deslocamento
tende ao infinito. Se acrescentarmos o amortecimento externo o deslocamento na ressonincia e

na sua proximidade tende a amplitudes bem menores.

2z

10 . . :

10 0 0.5 1 1.5 2

w

Figura 4.2: Deslocamento vertical uf do rotor sobre suporte rigido para distintos

valores do amortecimento externo.
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10 0 0.5 1 1.5 2

w

Figura 4.3: Deslocamento horizontal uf do rotor sobre suporte rigido para distintos

valores do amortecimento externo.

O amortecimento interno ndo tem influéncia neste caso, pois sendo o sistema isotrépico o
movimento do eixo € de precessdo direta, ou seja, ndo ha precessdo relativa. Se houver

amortecimento interno, os graficos serdo os mesmos da Figura 4.1.

Dinamica do sistema solo-fundacao

Em construgdes que envolvem méaquinas rotativas a fundagio € a parte que sustenta o rotor,
ou seja, a propria maquina rotativa. Quando se faz o seu dimensionamento tem-se como objetivo
basico limitar o seu movimento. Fez-se anteriormente a andlise do rotor na auséncia da fundagdo
e do solo. Faz-se agora a andlise dinamica do sistema fundacdo-solo. A fundagdo serd analisada

sobre o solo sem a presenga do rotor, mas podendo haver uma forca excitadora de altura h, + h;
na dire¢do horizontal, F, , ou na dire¢do vertical, F,, ou ainda pode haver um momento livre

como excitagdo, M _tal como na Figura 3.22. Na equacdo (3.120) a excitacdo era conseqiiéncia

de um momento externo, ou seja, aplicava-se um torque de maneira a manter a velocidade
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constante do rotor. Agora, na auséncia do rotor pode-se aplicar individualmente a excitagdo em
cada grau de liberdade u?, uf e ¢°. Os graus u’ e uf deixam de existir, conseqiientemente

todos os parametros advindos destes também, ou seja, o amortecimento do eixo do rotor, a forca

eldstica restauradora do eixo do rotor e a massa do rotor. Na Figura 4.4 pode-se ver as forcas
envolvidas sem a presenga do rotor.

e )
Lo ..

P
’ rd . .
B H\,\‘ N
'y ']

¥ " c: ® \‘ K

PR
e .

Figura 4.4: Forcgas de solo e forcas de excitagao.

Na equagdo (3.120) os valores d,, d,, k", m, tornam-se nulos, resultando na matriz de

amortecimento nula. A matriz de massa e a matriz de impedancia ficam somente com os trés
graus de liberdade cada uma referentes a fundagao.

m, 0 0

s, 0 0 u F,
-’ 0 m, mh +iw[0]+Ga| 0 s, 0 U, o= F,
—5
0 thG Ii/o +th62 0 0 Sop ¢ Mx + (hB +hG)Fy
(4.3)

A equacdo acima considera a fundacgdo lisa, ou seja, a matriz de impedancia é diagonal. Ja a

equacgdo abaixo considera a fundacdo “colada”, a matriz de impedancia é ndo diagonal.
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My 0 0 Sz 0 0 I/_tzS I_;‘z
~&’| 0 m, m.hy; +iw[0]+Ga| 0 Sy Sy LTyS = F)
_S - -
0 mgh, I;/O +m,h;’ O 8o Sp || |P M.+ (hy +hg)F,
4.4)

Nos sistemas (4.3) e (4.4) ha diversos mecanismos de acoplamento. No sistema (4.3) a
matriz de impedancia é diagonal e o acoplamento pode ocorrer pela matriz de massa. Contudo se
a altura do centro de massa for nula, A, =0 ou H,; =0, a matriz de massa serd diagonal e o
sistema (4.3) desacoplado. Na Figura 4.5 representa-se o mecanismo pelo qual o sistema

desacoplado responde a cada forca externa aplicada, os quadrados em negrito representam a

posi¢ao dos termos da matriz de massa e da matriz de impedancia.

F

Z.

QDS

X

(a) (b) (c)
Figura 4.5: Representacdo da direcdo da excitagdo e resposta do grau correspondente para sistemas com
matrizes de inércia e impedancia diagonais.

Em (a) tem-se a forga F, atuando e a resposta do sistema somente em us Em (b) tem se a
forca F, atuando e a resposta em uf. Em (c) tem-se o momento M _ atuando e a resposta do

sistema em ¢° .

No sistema (4.4) ocorre acoplamento pela matriz de impedancia. E em ambos os sistemas,
(4.3) e (4.4), ha acoplamento pela matriz de massa se a altura do centro de massa for maior do

que zero, h; >0. Pode-se verificar na Figura 4.6 a ocorréncia do acoplamento quando ha forca
F, ou momento M , atuando. Em ambos os casos o sistema responde simultaneamente em uf e
@’ . Se houver forca F, atuando, o sistema responde somente em u° como no sistema

desacoplado, pois o acoplamento ocorre somente nos graus u ys e @’
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Ry Ry
”};, ”};,
‘;Dx (b) ‘;D.T (C)

Figura 4.6: Representacdo da direcdo da excitacio e respostas dos graus correspondentes para sistemas com
matrizes de inércia ou impedancia diagonais.

Nos sistemas (4.3) e (4.4) pode haver excitagdo no grau de liberdade ¢’ aplicando-se uma
forca F, bastando para isso h; >0 ou h, >0. Neste caso o sistema serd simultaneamente
excitado nos graus u ys e ¢°, respondendo individualmente de acordo com as figuras Figura 4.5 e

Figura 4.6.

O solo primeiramente serd modelado de maneira simples dotada de rigidez constante como
na Figura 4.7, ou seja, nos modelos acima a matriz de impedancia € substituida por uma matriz

de rigidez constante.

_P.LST D
’ll' w +
Q

k> %

Figura 4.7: Proposta de substituicdo do solo por molas.

k>

# Pp

N
kyy ’

A matriz de rigidez é formada pelos termos k°

2z ?

S .
kw que substituem os termos s__, s,

v

e s,,. Se a interface solo-fundagéo for “colada” incluem-se os termos kysw, k f,y em substitui¢io

dos termos Syp € Spy e
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As matrizes de impedancia acima consideram que o solo € um semi-espago, viscoeldstico
linear. E uma considera¢do mais elaborada, na qual os parametros de rigidez sofrem influéncia da
freqiiéncia. A impedancia mecanica, também conhecida como rigidez dindmica, faz uso de
nimeros complexos para ser descrita. A parte real reflete a rigidez e inércia do solo. A parte
imagindria reflete a radiacdo. A radiacdo resulta na dissipacdo de energia por ondas. Os dados
utilizados foram provenientes de um modelo tridimensional que utiliza elementos de contorno

para soluc¢do, Carrion (2002).

Faz se agora a normalizacdo dos sistemas deduzidos em (4.3) e (4.4). A normalizacio
efetuada agora € ligeiramente diferente da normalizacdo efetuando com o sistema completo rotor-

fundacgdo-solo. A freqii€éncia natural do eixo ndo entra na formulacao.

Abaixo estdo os parametros originais que entraram na formulag¢ao do sistema fundacao-solo.

Tabela 2: Total de pardmetros utilizados nas equagdes (4.3) e (4.4)

Fundacao Solo
Massa e densidade 5o ol

mF 4 Ixx
Impeidgnma Seor Sys Sgps Sps
mecanica

SY¢’

Geometria hy, hg he, b, a
Velocidade Vg

A seguir estdo os parametros adimensionais (6 ao todo) utilizados para normalizar os sistemas
(4.3)e (4.4).

Tabela 3: Parametros adimensionais

Geométricos H,= hy H, :h_G H, :h_F B==
a a a
Razdo de massa g ="r _ 4Pr
F
Mg P

Velocidade aw

A==

Vs
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2
Utiliza-se o termo A - para normalizar os sistemas de equagdes. Para os termos da
m.@
F

matriz de massa (1,1) e (2,2) multiplicados pela velocidade de rotagio ao quadrado, @’, a

normaliza¢do abaixo é demonstrada.

Para os termos (2,3) e (3,2) da matriz de massa multiplicados por @, tem-se a normalizacao:

2

a)szhG % = GAO2 = HGaAo2

F

No termo (3,3) € preciso normalizar o momento de inércia em relacdo ao ponto O e também

normalizar o termo resultante da mudanca do sistema de coordenadas.

Mﬂ’l Aoza)z
eA'e 12 g (4@’ +h A (4d’+HaHA!  (4+H)AA)
* ma m, @ 12 12 12

242 2
A, a
2 71242 242 2 242
mph," ——5=h;"A" =—h; A" =H;a A,
- a
Para a matriz de rigidez dindmica o valor Gadeve ser normalizado, o produto do médulo

de elasticidade do solo pela semi-largura da fundagdo. O modulo de elasticidade G € substituido

por G = p,v,”. Por sua vez a densidade do solo p € substituida por p, = ———.
o ’ ¢ B.abh
F F
:7mF
Pa Brabhy
— 2 ——N
G=pgVs 2 2 2 2 2 242 242 2
Ga AO :vas aAO — vs aAO — vsAO _2 VSAO — aAO

2

m.@  m.@  B,abh.®® B,abH,@ a B,abH,.@* A’B,bH, B,

m?—‘
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Finalmente faz-se a normalizando das forgas aplicadas F,, F, e do momento M . O

procedimento abaixo também € valido para a for¢a horizontal F .

2 2
F AO _ F a

Rz >~ ' R; 2
mFa) mpvg

Para o momento tem-se:

2 2

= = a
M, A -=M, 5
my, @ MV

O sistema resultante para o sistema solo-fundag¢do normalizado esta transcrito abaixo.

0 0
~AZ0 1 H;a + 2
4+ (H Na? 2
0 Hia %+Hﬁa2 s ©myg?
L - I/_tZS 3 _ a2
y [~ Ry 2
- m,v
s. 0 0 7 , 0 .
! a 0 s 0 Mx - 2+(HB+HG)FR»a—2
B.H.b > m,v Y m,v
FttFr O O s F"S F"S
op
4.5)
Pardmetros utilizados
B, =5
H, =1
b_,
a
a=1
Fy. ! =1, F,, ! =lou M, =1
MV T MpVg MgV

n=0,n7=0,01,7=0,05e 7=0,2
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Resultados

Os principais parametros de entrada jd foram definidos, é possivel entdo obter alguns
resultados. H4 quatro casos a serem analisados. Primeiro os pardmetros geométricos H, ¢ H,
sdo nulos, aplicam-se forgas externas (¢ momento) em cada dire¢do de excitagdo F,, F, e M.
No segundo caso H, permanece nulo, enquanto H, adquire valores maiores que zero; e
aplicam-se forcas externas na dire¢do z e na dire¢do y. No terceiro caso, H, permanece nulo,
enquanto H, adquire valores maiores que zero; e aplicam-se individualmente forcas (e

momento) em cada uma das direcdes de excitagdo. Obtém-se os resultados de cada um dos casos
acima com a matriz de impedancia diagonal e em seguida obtém-se os resultados com a matriz de

impedancia contendo termos ndo diagonais. Por dltimo mantém-se os pardmetros H, ¢ H,

nulos e faz-se o estudo com a varia¢do do pardmetro B, .

Dindmica da fundacio para H,=0e H, =0

SendoH , = H,; =0, o centro de massa da fundacdo ficard rente ao solo e a forca externa

de excitacdo atuard rente ao solo também. O vetor de forca externa do sistema (4.5) na primeira

andlise terd somente valor na primeira linha, F, =1, as demais linhas terdao valor nulo, ou

mpvg

seja, o sistema serd excitado somente na dire¢cdo z. O vetor em questdo toma o seguinte aspecto:

Fa

z
mpVvg

Foa

y
Mmevy
2

M a

S O =

X
mgpvg

A rigidez estdtica adotada corresponde ao valor da rigidez dindmica para a menor

freqiiéncia conhecida, ou seja, A, =0,005 considerando este o valor estitico, A, =0. Por
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exemplo, para o termo correspondente a impedincia S adota-se o valor:

.
k® =Real[s_(A,=0,005)]. Faz-se a comparacdo da rigidez constante (k> ) invaridvel com a
freqiiéncia com valores de rigidez que variam com a freqiiéncia (s_(A,)). Compara-se também a
impedancia mecanica para diversos valores de amortecimento interno: 7=0%, 7=1%, n1=5%
e n=20%.

Forcaexterna F,, H, =0, H; =0
10*

o rigidez estatica F

Figura 4.8: Mddulo do deslocamento vertical da fundacéo sobre uma rigidez constante e sobre um semi-
espaco para diversos valores do amortecimento material do solo 77.

93



07 08 0.9 1 1.1 1.2 1.3 14

Figura 4.9: Detalhe do deslocamento vertical da fundagéo.

A resposta do sistema ocorre somente na dire¢do da excitagdo, u’ . A excitagdo ¢ feita na

direcdo z e o sistema responde nesta mesma dire¢do indicando que na direcdo z ndo ha nenhum

acoplamento com as demais dire¢des. O valor de A, =1,145 corresponde ao valor da freqiiéncia

de ressonincia utilizando a rigidez estdtica com os pardmetros utilizados de a, b,B, e H,. A

freqiiéncia de ressonancia pode também ser escrita em radianos por segundo

. _ Ay

@' =—=*=1,145-v, sendo que v, corresponde ao valor da velocidade da onda de cisalhamento
a

do solo. A freqii€éncia de ressonancia para as curvas correspondentes a impedancia mecanica

mantém-se proximas de A, =0,8, tendendo a diminuir com o aumento do amortecimento interno
do solo, 7. A massa da funda¢do adquire o valor m, = B, psabh, =5-p,. Sendo que p;

corresponde ao valor da densidade do solo.

Observando-se a curva correspondente a rigidez estitica e comparando-se com as demais
curvas, verifica-se que o sistema fundagdo-solo resulta ser fortemente amortecido quando
colocado em um semi-espago viscoeldstico. O amortecimento interno demonstra ter uma
influéncia muito menor do que o amortecimento causado pela radiacdo de energia no semi-

espaco.
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Alterando a excitagdo insere-se o valor F|

ficam nulos. O vetor adquire o aspecto abaixo:

X
mevg

S = O

mgvg

=1 e os demais valores do vetor excitacdo

Os demais parametros de entrada mantém-se os mesmos do exemplo anterior: a, b, B,

H,, H,, H_ e os parametros do solo.
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Forca externa F,, H, =0, H; =0

10° . . . . .

—rigidez estatica

Figura 4.10: Mdédulo do deslocamento horizontal da fundagdo. Matriz de impedancia diagonal acima. Matriz de
impedancia niao diagonal abaixo.

Ao se usar a matriz de impedancia ndo diagonal, implica na introduc¢do de acoplamento no

sistema. Mais especificamente os graus de liberdade u® e ¢° ficardo acoplados enquanto o grau

u; permanece desacoplado. A principal distingdo entre as curvas correspondentes a matriz de

impedancia diagonal com as curvas de matriz de impedancia ndo diagonal € o aparecimento de
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dois picos de ressonincia quando a rigidez € estitica no primeiro caso. Nota-se que a primeira
ressonancia € coincidente nas duas figuras, inclusive quando a rigidez ndo € estdtica. Analisando-
se as respostas que usam a matriz de impedancia observa-se que niao hd evidéncias de uma
segunda ressonancia bem como alteragao nas amplitudes de deslocamento apesar do acoplamento

causado pela matriz, indicando a pouca influéncia que o termo s, tem nesta resposta.

Forca externa F,, H, =0, H; =0

3

10 - . . . .

2

10

107'L| —rigidez estatica
.......... n= 0%

Figura 4.11: Médulo do deslocamento angular da fundagio em resposta a forga F, .

Além do surgimento de outra ressonancia destaca-se o deslocamento angular como resposta

da forca externa horizontal, F . O grafico acima néo consta na andlise envolvendo a matriz de

impedancia diagonal indicando a ocorréncia do acoplamento.
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Tabela 4: Freqiiéncias de maior amplitude das FRFs em resposta da for¢a F| . A letra D se refere a equacdo com

matriz de impedancia diagonal e as letras ND se refere a equacdo com a matriz de impedéncia ndo diagonal.

D ND ND
Hy,=H;=0 A, u; A, u; A, @’

rigidez 1,015 - 1,030; - 1,030; -
estatica 1,700 1,700

n=0% 0,840 1,536 0,840 1,541 1,080 3,969
n=1% 0,825 1,400 0,825 1,504 1,060 3,773
n=5% 0,820 1,369 0,815 1,369 1,050 3,199
n=20% 0,700 1,096 0,700 1,093 0,920 1,840

Novamente se observa que a resposta do sistema ocorre somente na dire¢do da excitagao.
Verifica-se que o grafico obtido ndo difere muito do gréfico obtido anteriormente. A freqiiéncia

de ressonéncia para a rigidez estdtica ¢ um pouco menor A, =1,03, mas as demais ressonancias

mantém-se proximas de A, =0,82.

Finalmente a udltima andlise para este caso, aplica-se um momento unitdrio, ao invés de

aplicar-se uma forga, neste estudo usa-se um momento como excitagao:

!

Rz

Ry

N
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Momento externo M , H, =0, H, =0

10° . . : . .

—rigidez estatica

Figura 4.12: Mdédulo do deslocamento angular da fundagdo. Com a matriz de impedancia diagonal acima. Com a
matriz de impedancia ndo diagonal abaixo.

Verifica-se mais uma vez o forte amortecimento introduzido pelo solo. A freqiiéncia de

ressondncia usando-se matriz de rigidez estdtica diagonal é A; =1,67 . E para as demais curvas a
freqiiéncia de ressonncia se mantém proxima de A, =1,36. O deslocamento angular demonstrou

ser mais sensivel a alteracao da freqiiéncia de ressonancia com a introducao do solo.
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Momento externo M , H, =0, H; =0

3

10
10° L
10" L

0 o=

=2

10

Figura 4.13: Médulo do deslocamento horizontal da fundagio em resposta ao momento M .

Surge novamente uma resposta que nao constava na andlise da matriz de impedancia
diagonal. No grafico acima as amplitudes maximas coincidem com o grafico cuja excitacao é em
y e a resposta analisada estd em ¢ . Isto se deve pelas propriedades simétricas da matriz de
impedancia, s, =s

ye©

Tabela 5: Freqiiéncias de maior amplitude em resposta do momento M ,

D ND ND
H,=H,=0| A 0 A, 9 A, uy

rigidez 1,680 - 1,025; - 1,030; -
estatica 1,700 1,700

n=0% 1,335 3,034 1,335 3,166 1,080 3,969
n=1% 1,330 2,899 1,330 3,005 1,060 3,774
n=5% 1,360 2,548 1,370 2,597 1,050 3,199
n=20% 1,250 1,640 1,250 1,620 0,920 1,840
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Tomando-se a equagdo cuja matriz de impedancia € diagonal e se incidirem forcas externas
em todos os graus de liberdade simultaneamente, todos os graus de liberdade respondem, porém
cada grau de liberdade responde individualmente independente da for¢a externa aplicada em

outro grau de liberdade. O vetor ficard completo.

F ) =
mpVvg

O 'y

i<

X
mgvy

Fica mais evidente que cada grau de liberdade possui sua prépria freqiiéncia de ressonéncia.
As freqiiéncias de ressonancia nas dire¢des vertical e horizontal sdo bastante proximas tanto se

usando uma rigidez constante quanto usando a impedancia mecanica.

Deslocamentos

Figura 4.14: FRFs para fundagdo sobre o solo modelado como mola de
rigidez constante.
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Y
o

Deslocamentos

Figura 4.15: FRFs para fundagdo sobre o solo modelado como semi-espago.

No gréafico acima se pode verificar que o deslocamento horizontal € maior que o
deslocamento vertical. Isto se deve a uma maior flexibilidade do solo nesta direcao uma vez que a

forca atuante nas duas direcdes possui a mesma intensidade.

Dinamica da fundacio para H; =0e H, >0

Neste caso o centro de massa da fundagio fica rente ao solo, H, =0. A altura H, ¢

maior do que zero, assim quando houver uma forca externa aplicada horizontalmente, esta

causard um momento e conseqiientemente um deslocamento angular.

Introduz-se a mesma forga externa do caso 1 para a direc¢do z, F. =1. Primeiramente

mpVvg

fazendo H, =1.
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Forca externa F,, H, =1, H; =0

10" : : : : : : : : :

107} y

10° F 5

10’

10

10"

10°

Figura 4.16: Mddulos do deslocamento vertical da fundacao.

Pode-se verificar que nao houve nenhuma alteragdo em comparacdo com o caso 1. A introducao
do parametro H, ndo influencia o deslocamento vertical. Estudado a excitacdo em z, faz se o

o 1
estudo com a excitagdo em y, F, =1.
MgV
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Forca externa F, H, =1, H; =0

10° : . . . . F

—rigidez estatica .

Figura 4.17: Mdédulo do deslocamento horizontal da fundagdo. Com a matriz de impedancia diagonal, figura (a).
Com a matriz de impedancia ndo diagonal, figura (b).

Diferentemente do que ocorreu para H,=H;=0, aqui quando se aplica uma forga

horizontal, ndo somente haverd deslocamento na dire¢do y como também havera deslocamento

angular. Isto se deve a0 momento causado pelo termo H ,F, do vetor de forga.
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ForcaexternaF,, H, =1, H; =0

3

10

Figura 4.18: Médulo do deslocamento angular da fundagdo. Com a matriz de impedancia diagonal, figura acima. Com a

—rigidez estatica

n=0%

matriz de impedancia ndo diagonal, figura abaixo.
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Tabela 6: Freqiiéncias de maior amplitude em resposta da for¢a F|

H,=0e Hy =1 D ND ND
A | A uy | A | @ A, P
rigidez 1,030 - 1,030; 1,700 - 1,680 - 1,030; 1,700 -
estatica
n=0% 0,840 | 1,536 0,825 1,546 | 1,335 | 3,034 1,315 3,170
n=1% 0,825 | 1,500 0,815 1,499 | 1,330 | 2,899 1,310 3,002
n=5% 0,820 | 1,369 0,785 1,337 | 1,360 | 2,548 1,340 2,569
n=20% 0,700 | 1,096 0,780 1,213 | 1,250 | 1,620 1,270 1,705

Os gréficos superiores da Figura 4.17 e Figura 4.18 ndo diferem em nada dos graficos

superiores da Figura 4.10 e Figura 4.12. A forca externa na direcdo y tem o mesmo valor do

caso 1 e com 0 momento externo ocorre 0 mesmo.

F,

H,F

A distingdo maior do caso 1 para o caso 2 € que no segundo uma aplicacdo de forca

2

v
mevg

2

Ry
mpVvg

3
a

Ry
Mmevg

externa na dire¢@o horizontal desloca simultaneamente a fundag@o na horizontal e angularmente.

Mudando-se o pardmetro da altura da fundacdo para H, =20 vetor adquire o aspecto

abaixo:
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Forca externa F,, H, =2, H; =0

10

Figura 4.19: Mdédulo do deslocamento horizontal da fundagdo. Com a matriz de impedancia diagonal, figura acima.
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Com a matriz de impedancia ndo diagonal, figura abaixo.
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Forca externa F,, H, =2, H; =0

3 Lot
10 . . . . . Fy
—rigidez estéatica
hy =2a
0 =
-9-
FJ"
hy =2a
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-9-

.......... r}'=0%
P R R n=5%
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0 0.5 1 1.5 2 25 3

Figura 4.20: Mdédulo do deslocamento angular da fundagdo. Com a matriz de impedancia diagonal, figura acima.
Com a matriz de impedancia ndo diagonal, figura abaixo.

Os deslocamentos sdao normalizados pelo deslocamento estitico. Este deslocamento tem

como referéncia a rigidez para a freqiiéncia nula, A, =0. O deslocamento angular estdtico pode

r F
. . S _ FyhB . . 2 ~ . ¢
ser escrito: @, = Ga’ conseqiientemente o deslocamento normalizado € a razdo: —-. Pode-se
s ,,Ga [
op 0
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verificar, portanto que o deslocamento angular € diretamente proporcional a H . Observa-se que

em todas as curvas referentes a matriz de rigidez nao diagonal estas apresentam anti-ressonancia,

porém esta anti-ressonancia ndo € evidente com a presen¢a do modelo de solo viscoeldastico.

Tabela 7: Frequi€ncias de maior amplitude em resposta da forga F),

H,=0e D ND D ND
H,=2 A, u, A, uy A, 9. A, 9.
rigidez 1,030 - 1,030; - 1,680 - 1,030; -
estatica 1,700 1,700

n=0% 0,840 1,536 0,825 1,593 1,335 3,034 1,325 3,167

n=1% 0,825 1,500 0,820 1,537 1,330 2,899 1,320 3,002

n=5% 0,820 1,369 0,785 1,348 1,360 2,548 1,350 2,580

n=20% | 0,700 1,096 0,845 1,399 1,250 1,620 1,250 1,660

Dinamica da fundacido para H_, >0e H, =0

Diferentemente dos estudos anteriores, agora o centro de massa da fundacdo estd acima da

base da fundacio, H € maior do que zero. Assim como nos estudos anteriores _H,=H,=0_e
_H,>0, H,=0_ aqui também o deslocamento na direcdo z € desacoplado dos demais. A

distin¢do ocorre nos demais graus de liberdade. A matriz de massa ndo € mais diagonal como

ocorreu aos estudos anteriores devido ao valor ndo nulo de H,, ver equagdo (4.5). O

acoplamento no sistema dos graus de liberdade uys e ¢° pode ocorrer de duas maneiras, pela

matriz de impedancia e pela matriz de massa. Quando aplicada uma forca externa horizontal

espera-se que ocorram dois picos de ressonancia.

Faz-se o estudo com cada um dos vetores de for¢a alternadamente:
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Forca externa F, H, =0, H; =1

0 = 0
2> 10 1
2
10 — rigidez estética
.......... n= 0%
""" n= 5%
10" ' : '
0 1 2 3 4
A,
Matriz de inércia
10° : - '

Matriz de
impedancia e
matriz de inércia

Figura 4.21: Mddulo do deslocamento horizontal. Matriz de impedancia diagonal, figura acima. Matriz de
impedancia ndo diagonal, figura abaixo.

Na condic¢do de rigidez estatica ocorrem dois picos de ressonancia. Nas proximidades da

freqiiéncia A, =0,71, encontram-se as ressonancias para as demais curvas que representam a

fundacdo sobre o solo dinamico. Verifica-se que ndo ha evidéncia da ocorréncia de mais
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ressonancias na condicdo de solo dindmico, comprovando o forte amortecimento introduzido pelo
solo. Outro fendmeno ndo ocorrido nos demais casos € o surgimento da anti-ressonancia. Esta
pode ocorrer quando se mede a reposta do sistema no mesmo grau da incidéncia da excitagao.

Verifica-se nos gréficos acima que nas proximidades de A,=1,3 hd uma regido de baixa
amplitude, e de maneira mais pronunciada em A, =1,7 para a rigidez estatica, estas sdo as anti-

ressonancias.

Novamente no grafico abaixo se pode verificar a ndo incidéncia da segunda ressonancia
quando o solo é dindmico. Quando a matriz de impedancia é ndo diagonal e a forca externa é
horizontal pode-se notar um aumento do deslocamento em compara¢do com o mesmo caso sendo

a matriz de impedancia diagonal.
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Forca externa F, H, =0, H; =1

Matriz de inércia

10 . . .
—rigidez estatica

Matriz de

impedancia e
matriz de inércia

Figura 4.22: Médulo do deslocamento angular. Matriz de impedéncia diagonal, figura acima. Matriz de impedancia
ndo diagonal, figura abaixo.

Novamente no grafico abaixo se pode verificar a ndo incidéncia da segunda ressonancia

quando o solo é dindmico. Quando a matriz de impedancia é ndo diagonal e a forca externa é
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horizontal pode-se notar um aumento do deslocamento em compara¢do com o mesmo caso sendo

a matriz de impedancia diagonal.

Tabela 8: Freqiiéncias de maior amplitude em resposta da forga F)

H;=1e D ND D ND
H,=0 A, u; A, u; A, o; A, 7
rigidez 0,710; - 0,675; - 0,710; - 0,675; -
estatica 2,435 2,590 2,435 2,590

n=0% 0,675 3,748 0,655 6,269 0,680 5,580 0,655 8,963

n=1% 0,670 3,430 0,655 5,539 0,680 5,107 0,655 7,944

n=5% 0,675 2,700 0,665 4,055 0,685 4,035 0,670 5,944

n=20% 0,615 1,453 0,590 1,368 0,660 2,051 0,645 1,867

A seguir ao invés de se aplicar uma for¢a externa horizontal, aplica-se um momento

externo, M . Pode-se observar que a anti-ressonéncia surge agora no deslocamento angular.
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Forcaexterma M , H, =0, H_ =1
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Figura 4.23: Mddulo do deslocamento horizontal. Matriz de impedancia diagonal, figura acima. Matriz de
impedancia ndo diagonal, figura abaixo.
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Forcaexterma M , H, =0, H_ =1

hy =1
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Figura 4.24: Médulo do deslocamento angular. Matriz de impedéncia diagonal, figura acima. Matriz de impedéncia
ndo diagonal, figura abaixo.

-

E grande a semelhanca comparando-se as respostas com as equacOes de matriz de
impedancia diagonal com as equacdes de matriz de impedancia ndo diagonal. Nota-se, porém um
aumento no deslocamento angular e uma diminui¢do no deslocamento horizontal com a segunda

equacao.
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Tabela 9: Freqiiéncias de maior amplitude em resposta do momento M _ .

H;=1e D ND D ND
H,=0 | % u) A, u) A, o A, @,
rigidez 0,71; - 0,675; - 0,71; - 0,675; -
estatica | 2,435 2,59 2,435 2,59

n=0% | 0,695 9,78x10" 0,660 | 35,469 | 0,675 3,669 0,655 6,092

n=1% | 0,695 8,914x10* | 0,660 | 31,141 | 0,675 3,393 0,655 5,458

n=5% |0,715 7,064x10* | 0,680 | 22,189 | 0,675 2,775 0,665 4,219

n=20% |0,78 3,627x10* | 0,780 6,924 | 0,645 1,634 0,610 1,411

Variacio do parametro B,

Utiliza-se uma fundacdo cujo centro de massa e a excitacdo coincidam com a interface
solo-fundagdo. Neste caso, como jd visto anteriormente, h, =0 e hy =0. A interface solo-

fundacdo ¢ lisa. Sendo assim a matriz de impedancia é diagonal e conseqiientemente a equagao

de movimento € desacoplado. Obtém-se as FRFs correspondentes a cada direcdo de excitagdo.

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

Figura 4.25: Médulos dos deslocamentos nas direcdes vertical e horizontal. A fundag@o da figura a esquerda
estd sob a forca F, e a fundagdo da direita estd sob a forga F| .

O deslocamento na dire¢do horizontal tende a ser maior na ressondncia em comparagdo

com o deslocamento vertical.
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0 1 2 3 4

Ay

Figura 4.26: Modulo do deslocamento angular da
fundagdo sob a agdo do momento M _ .

Pode-se perceber que o aumento do valor de B, tende a causar um aumento na amplitude

de ressonancia e uma reducdo na freqiiéncia em que esta ressonancia ocorre, minimizando o

efeito do solo.

Dinamica do sistema rotor-fundacao-solo

A partir de agora se faz a andlise do sistema completo, rotor-fundagdo-solo. O solo, como ja
descrito anteriormente, € modelado como sendo um semi-espaco tridimensional linear
viscoelastico. Inicialmente comparam-se os graficos obtidos por Gasch et ali (1984) a partir de
um semi-espaco eldstico bidimensional com nimero de Poisson v =0,25, com os graficos
obtidos a partir do solo modelado neste trabalho utilizando um amortecimento interno de 7=5%,
verificando-se a semelhanca dos resultados. Depois se faz a andlise da influéncia dos parametros
de altura H, e H,. Em seguida faz-se a andlise da influéncia do pardmetro B, . Por tltimo
verifica-se a incidéncia do amortecimento interno, conseqiiéncia da anisotropia introduzida pelo

sistema solo-fundacao.

118



Sistema rotor-fundacio-solo em diversas condicoes de flexibilidade de solo

Na Figura 4.27 t€ém-se os deslocamentos do rotor e da fundag¢do sob um solo de pardmetro

S =0,5. Pode-se constar que o aumento do parametro M ., implica no aumento da amplitude do

103 102

(b)

Rotor amplitudes
Foundation amplitudes

— Mg =005

w=A/S

Figura 4.27: Comparacio das FRFs do sistema rotor-fundag@o-solo para § =0,5.
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deslocamento da fundag¢do e implica na diminui¢do da amplitude do deslocamento do rotor.

Aumentando-se a flexibilidade do solo, para um valor de S =1 e mantendo-se os demais

parametros, pode-se perceber nas figuras abaixo que surgem novas ressondncias fortemente

amortecidas.
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Figura 4.28: Comparacio das FRFs do sistema rotor-fundag@o-solo para S =1.
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Se o solo for feito mais flexivel, o aparecimento de novas ressonancias é mais evidente.

Principalmente se o valor do pardmetro M .. também for aumentado.
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Figura 4.29: Comparacio das FRFs do sistema rotor-fundag@o-solo para S =2.

Pode-se verificar que quando a razdo de massa aumenta, ou seja, 0 rotor torna-se mais
pesado em relacdo a fundagdo, o deslocamento da fundacdo aumenta enquanto o deslocamento do

rotor diminui. Verifica-se também que a freqiiéncia de ressondncia decai significativamente
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quando S =0,5 e para maiores valores do parametro S, novas freqiiéncias de ressonincias
tendem a aparecer. Isto fica mais evidente na figura abaixo a qual se elabora as curvas de

deslocamento vertical do solo, mantendo a razdo de massa em M ., =0,5 para diversos valores

de S.
10’ : : : .
W o~
2
107k ;
5
1 D 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5
Au
Figura 4.30: Deslocamento vertical da fundacdo sob diversas flexibilidades do solo.
Sobre H,

Assim como se acrescentou e analisou o parametro H , para o sistema fundagao-solo, faz-
se uma andlise deste parametro para a resposta do sistema rotor-fundacao-solo. Utiliza-se para

este exemplo uma razdo de massa M . = 0,5, pardmetro de flexibilidade do solo S =1 e matriz

de impedancia diagonal. Varia-se H, de 0 a 2.
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0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5

Figura 4.31: Deslocamento horizontal do rotor sob a variacdo da altura do mancal.

Como esperado a alteracdo do pardmetro H,, ndo tem nenhuma influéncia sobre o
deslocamento vertical, tanto do rotor quanto da fundagdo. O deslocamento horizontal do rotor
mostra-se mais sensivel ao aumento do pardmetro H, nas proximidades da freqiiéncia de
ressonancia do eixo do rotor. Para freqiiéncias mais altas, A, > 2,5, a influéncia deste parametro

mostra-se muito menor. Quanto maior o valor de H, maior ¢ a influéncia de (ps, Gasch et ali

(1984).
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0 0.5 1 15 2 25 3 3.5
Figura 4.32: Deslocamento horizontal da fundagio sob a variag¢do da altura do mancal.

A fundagdo mostra-se mais influenciada na faixa de freqiiéncia 0,2< A, <3, o

deslocamento desta tende a ser menor nesta faixa a medida que o pardmetro H, aumenta.

Sobre H

Analisa-se agora o parametro H ; mantendo-se o pardmetro H , nulo. Utiliza-se novamente

para este exemplo uma razdo de massa M ., =0,5, parametro de flexibilidade do solo S =1 e

matriz de impedéncia diagonal. Varia-se H; de 0 a 2.
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0 05 1 15 2 2.5
A

Figura 4.33: Deslocamento horizontal do rotor sob a variagdo da posi¢do do centro de massa da
fundacdo.

Verifica-se que a influéncia do pardmetro H, sobre o rotor restringe-se a uma pequena
faixa de atuagdo 0< A; <2. Tendendo a um valor minimo nas proximidades de A, =1, valor

correspondente a ressonancia do eixo para S =1. Diferentemente do pardmetro H,, a variagcido

do parametro H , acentua mais o segundo pico de ressonancia.
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0 0.5 1 1.5 2 25 3

Figura 4.34: Deslocamento horizontal da fundagdo sob a variagdo da posi¢do do centro de
massa deste.

No deslocamento da fundag@o a faixa de atuag@o do pardmetro H, € maior do que o rotor,
mas ainda € mais bem sentida entre os valores 0 < A, <2. O surgimento do valor H, tende a

diminuir a amplitude do deslocamento da fundacdo, a ndo ser nas proximidades do segundo pico

de ressonancia, onde o aumento do pardmetro H; tende a aumentar este deslocamento.

Faz-se agora uma comparagdo dos deslocamentos angulares com a variacdo dos valores de
H, e H,. Além desta comparagdo, faz-se a comparacdo dos deslocamentos envolvendo a matriz

de impedancia diagonal e nao diagonal.
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Figura 4.35: Comparacdo dos deslocamentos angulares da fundacdo sob a variagio
da posi¢do do centro de massa, figura (a), e altura do mancal, figura (b).

Como ocorrido nos deslocamentos horizontais do rotor e da fundagdo, no deslocamento

angular a faixa de freqiiéncia influenciado pelo pardmetro H, € maior do que o pardmetro H ;.

E o segundo pico de ressonancia também € muito mais acentuado na varia¢do do pardmetro H; .

As linhas continuas representam os deslocamentos com a matriz de impedancia nao

diagonal. Verifica-se que a influéncia da matriz de impedancia nao diagonal em relagao a matriz
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de impedancia diagonal é pequena no que diz respeito ao deslocamento, e desprezivel no que diz

respeito a freqiiéncia.

Sobre B,

O pardmetro B, ¢ a razdo entre a densidade da fundagdo e a densidade do solo. Este
parametro estabelece uma relacdo entre a massa da fundagcdo e uma determinada massa do solo.

Faz-se agora uma andlise deste pardmetro, para tal mantém-se o parametros S e M. como
anteriormente ( S =1 e M,. =0,5). Os valores de H, e H, sdo nulos neste estudo. Adotam-se

valores para B :2,5¢ 10.

Figura 4.36: Deslocamento vertical do rotor sob varia¢do do pardmetro B, .

Os deslocamentos verticais e horizontais ndo diferem muito. Pode-se perceber que se
aumentando o pardmetro B, o deslocamento do rotor tende a ser menor, ou seja, hd uma

diminui¢do da flexibilidade do solo, isto também foi observado por Ramalho (2006).
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Figura 4.37: Deslocamento vertical da fundagdo sob variagdo do
parametro B .

Na fundagdo e no rotor o aumento de pardmetro B, tende a diminuir a ressonncia de

freqiiéncia além de induzir o surgimento de outra freqiiéncia de ressonancia.

Sobre D,

Até o momento, no sistema rotor-fundagdo-solo, ndo se adicionou amortecimento interno
do eixo. No estudo do rotor sobre um solo rigido, ndo hd a ocorréncia desta forca. Mas com a
adicao da flexibilidade do solo no sistema, pode haver a atuacdo desta forga. Isto ocorre devido a

anisotropia causada pela adi¢do do solo e da fundacdo. A razdo de massausadaé M,. =0,5, os

parametros S e B, usados nesta andlise sdo respectivamente S =1e B, =5.

No deslocamento vertical do rotor é nitido que quanto maior o amortecimento interno,
maior € a influéncia deste, Figura 4.38. O mesmo ocorre com o deslocamento horizontal da

fundagdo da Figura 4.39.
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Figura 4.38: Deslocamento vertical do rotor sob variacdo do amortecimento interno
do rotor.
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Figura 4.39: Deslocamento vertical da fundag¢do sob variacdo do amortecimento
interno.
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O eixo do rotor € isotrépico, portanto a sua rigidez e amortecimentos nas direcdes vertical
e horizontal sdo iguais. O solo também ¢ isotrépico, porém a interface solo-fundacdo elimina a

isotropia do sistema e componentes de for¢ca de flexao aparecerao.
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Capitulo 5

Conclusées e sugestoes

Neste trabalho procurou-se enfatizar a influéncia que o solo pode trazer no comportamento
dinamico de fundacdes e rotores. Dentre os parametros analisados estdo o amortecimento interno
do solo, a flexibilidade do solo, a variacdo das razdes de massa, a influéncia da altura do mancal,
a influéncia da posicdo do centro de massa da fundacdo e os diversos mecanismos de

acoplamento.

Nos exemplos considerados o amortecimento interno do solo demonstrou ter uma
importancia muito pequena em comparacdo com o amortecimento geométrico isto estd
demonstrado na maioria dos graficos referentes a andlise do comportamento dinamico da

fundacao.

Pode-se comparar a influéncia do acoplamento causado pelo pardmetro H,; e o
acoplamento causado pela matriz de impedancia com termos nao diagonais no sistema solo-

fundag@o. Tomando-se os valores de @’ como exemplo, este grau de liberdade na incidéncia da
forga F, somente responderd se houver acoplamento. A tabela 4 possui as freqiiéncias de maior
amplitude das FRFs em resposta da forga atuante F, para H, =0 e H; =0. E a tabela 8 possui
as freqiiéncias de maior amplitude das FRFs em resposta da mesma for¢a F, para H, =0 e
H, =1. Se verificadas os deslocamentos ¢ das tabelas 4 e 8, especificamente o deslocamento

@’ da tabela 4 para a matriz de impedancia ndo diagonal e os valores de deslocamento ¢’ da

tabela 8 para a matriz de impedancia diagonal. Por exemplo, tomam-se os valores de freqiiéncia e
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deslocamento com amortecimento 77 =0 % para ambas as tabelas. Da tabela 4: A, =1,080 e

@’ =3969. Da tabela 8: A, =0,680 e ¢’ =5580. Verifica-se que no segundo caso o

deslocamento € maior, indicando que o acoplamento causado pela matriz de inércia € maior do
que o acoplamento causado pela matriz de impedancia. Além disso, verifica-se que as freqiiéncias
de ressondncia também sdo distintas. A freqiiéncia de ressonancia diminuiu (passou

para A, =0,680) quando o sistema estd acoplado pela matriz de inércia. Obviamente utilizando
menores valores para H; o acoplamento diminui e valores maiores aumentardo o acoplamento

isto € valido também no sistema rotor-fundacao-solo, fato que pode ser verificado nas figuras

4.34 e 4.35 (Sobre H, Capitulo 4). Isto demonstra a dependéncia do sistema a geometria da

fundacao.

Como demonstrado por Gasch et ali (1984) quanto maior o valor de H, maior € a
influéncia de ¢’ (Sobre H ,- Capitulo 4), j& quanto ao valor de H, a influéncia da freqiiéncia é

mais evidente do que ¢’ em comparagio a H .

O aumento de B, , ou seja, da massa da fundacdo em rela¢do a uma por¢do fixa da massa

do solo, tende a diminuir a influéncia do solo, fato verificado pelas Figura 4.25 e Figura 4.26. E
um aumento do parametro S, deixando o solo mais flexivel, tende a minimizar o efeito da

ressonancia principalmente para valores maiores de M., , fato que pode ser verificado pelas

RF °

figuras 4.27, 4.28, 4.29 e 4.30.

Por tltimo, chama-se a atencdo ao fato da ndo ocorréncia do amortecimento interno quando
um rotor isotrépico de mancal rigido estd sobre uma base rigida e da sua ocorréncia quando esse
mesmo rotor estd sobre o solo. Isto demonstra que a anisotropia fornecida pelo acréscimo do

sistema solo-fundacao pode introduzir amortecimento interno de rotor.

Como sugestao pode-se usar modelos mais complexos sobre o mesmo modelo de solo. Pela

simetria assumida do rotor os graus de liberdade deste ficam restritos a um plano. O modelo da
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interagdo solo-estrutura adotado permite estudar rotores ndo centralizados entre os mancais, ou
seja, com mais graus de liberdade, neste sentido pode-se considerar o deslocamento axial do rotor
e o deslocamento angular aos eixos radiais do rotor, conseqiientemente pode-se analisar a

influéncia dos demais momentos de inércia que compdem o rotor e o efeito giroscopico.
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Apéndices

Notas sobre amortecimento interno em rotores

Para elucidar a dedugdo das equacOes de movimento do rotor faz-se aqui uma pequena
explicacdo sobre o amortecimento interno do rotor. Este amortecimento e causado pela flexao do
eixo. Para demonstrar a acdo deste, inicia-se a explicacdo deduzindo-se as equacdes de
movimento de um rotor Jeffcott com rotagdo constante e sem amortecimento interno € tampouco
amortecimento externo. Deduzem-se estas equagdes usando-se coordenadas inerciais € em
seguida usando-se coordenas moveis. O uso de coordenadas mdveis é de suma importancia para
descrever o amortecimento interno. Com a descri¢ao do uso de coordenadas médveis é possivel
descrever as forgcas de amortecimento interno. Usa-se para isso um rotor que possui um eixo pré-
flexionado e mantido em uma posicdo fixa, podendo girar, mas nao se deslocar. A deducdo da

forca de amortecimento assim obtida pode ser estendida para rotores Jeffcott.

Equagdes de movimento usando coordenadas inerciais

O rotor abaixo possui um eixo transpassando o disco em W. Este eixo estd descentralizado
do centro geométrico do disco Vem &. O centro geométrico coincide com o centro de massa e

estd indicado na figura pela letra V. Em O tem-se a origem do sistema de eixos inercial.
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Figura 0.1

Para deduzir as equagdes de movimento principia-se encontrando a posi¢dao do centro de
massa do rotor, ponto V. Deduzida a posicdo, conseqiientemente deduz-se a velocidade e

aceleracdo do centro de massa, ou seja, do ponto V.

0O M M

Y=<

| -]

Figura 0.2
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Da Figura 0.2 pode-se verificar as coordenadas dos pontos V e W. Na figura também se

pode verificar que o angulo de rotacao € indicado por ¢. A posi¢ao do centro de massa é, portanto

descrita como abaixo.

7, =2, +ECOS QP

(A-1)
y, =y, +Esen@

Fazendo-se a derivada temporal da posicao do centro de massa do rotor se deduz a velocidade.

Posteriormente fazendo-se a derivada temporal da velocidade se deduz a aceleragao.

Z,=2,—€EPpsen @

S : (A-2)
y, =y, +EPcos @

.o .o .o . 2
7, =7, —&Psen 9 —EP° cos @
L " (A-3)
Y, =y, +EPcosp— P sen @
As tunicas forcas externas que agem neste rotor é a for¢a provocada pela rigidez do eixo e o
momento aplicado no eixo (Figura 0.3). Para se conhecer a forca de rigidez é preciso se conhecer

o deslocamento do eixo. O deslocamento do eixo € dado pelas coordenadas z,, e y, (Figura

0.2).
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Figura 0.3

A forca externa do rotor fica entdo deduzida.

FZ _kZ ZW A 4
F ooty B

y yow

Pela conservagio da quantidade de movimento linear, m'a" :ZF, sendo ‘a’ a

aceleracdo do ponto V no referencial inercial ¢ F refere-se as for¢as que atuam no rotor é
possivel deduzir a equagdo de movimento. A partir das equacdes 3 e 4 se deduz primeiramente a

equacdo de movimento para a dire¢do z.

m'Z‘V = _kzzw

m(Z, —e@psen p—e@’ cos @) =—k_z,,
Analogamente para a direcdo y.
m(y, +&pcosp—e@’sen@)=—k y,

Se como hipétese for considerado que a rigidez do eixo € a mesma nao importando a

dire¢do, ou seja, o eixo € isotropico e, portanto k =k =k, a equagdo de movimento de

translacdo fica como escrita abaixo.
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m(Z, —epsen p—€@’ cosQ) =—k z,

(A-5)
m(3, + epeos p— e’ sen @) =—k ,

A deducdo somente é completa se for considerado além do movimento de translacdo o
movimento de rotacdo. H4 somente rotacdo em x, portanto pela conservacao da quantidade de
movimento angular somente € preciso se conhecer o momento de inércia na direcdo z e os

momentos externos para se deduzir a equacdo de movimento de rotacdo.

[.p=M,+T (A6)

O simbolo ¢ da equacgdo acima indica a aceleracdo angular do rotor. O momento M, , momento

da forca de restauragdo eldstica do eixo em relacdo ao ponto V, é deduzido abaixo pelo produto

da forca e o desbalanceamento do eixo.

M, n_ =-&(—cosgn_ —sen (any)x (=kz,n_ — kywny)

Novamente se a rigidez nas diregdes z e y forem as mesmas, k. =k =k, pode-se reescrever o

momento acima.

M, =é&(ky, cos@—kz, sen @)

Do momento referente a forca de rigidez do eixo e do momento aplicado, T, pode-se reescrever a

equagdo 6.

I ¢=¢(ky, cosp—kz, senp)+T (A-T7)

Com isto a deducdo da equacdo de movimento fica completa, tanto para o movimento de
translagdo, equacdo 5, quanto para o movimento de rotacdo, equacdo 7. Contudo, como a

velocidade angular € constante, ou seja, ¢ =€, a posicdo angular do rotor obedece a seguinte
relagdo, ¢ =¢,+Qt, sendo ¢, a posi¢do angular inicial. Assim as equagdes 5 e 7 podem ser

reescritas como abaixo.
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m(z. —eQ*cos@Q)=—k z_
( w ¢) w (A_8)
m(y,—eQ’sen@)=—k y,

0=é(ky, cosp—kz, sen@)+T (A-9)

Equacdes de movimento usando coordenadas moveis

Agora ao invés de se usar coordenadas inerciais usa-se coordenadas moveis. Define-se um
sistema mével B o qual tem rotagdo 2 . Adota-se um sistema de coordenadas com origem em O
cujos versores podem ser escritos equivalentemente aos versores referentes as coordenadas
inerciais.

b e=n,
b, =cos(Qf)n_ —sen(Qr)n,
b, = sen(Q2r)n_ +cos(Qr)n,

A Figura 0.4 indica as coordenadas dos pontos V e W usando-se coordenadas méveis. O

segmento formado pelos pontos V ¢ W, mantém-se paralelo ao eixo ¢ . Andlogo a dedugdo do

sistema de equagOes anterior escreve-se a coordenada do centro de massa, para em seguida

deduzir-se a velocidade e aceleracdo deste.
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Figura 0.4

Posi¢do do ponto V.

;V = ;w +€
77V :ﬂw

(A-10)

Faz-se a derivada temporal da posi¢ao do ponto V no referencial B, obtendo-se a velocidade do
ponto V no referencial B. O resultado obtido € usado posteriormente para a deducdo da

velocidade no referencial inercial.

B B
dgv — dgw +():§.’W

dt dt (A-11)
BdUV _ Bdnw —_
dt dt "

Como € necessario obter a velocidade do centro de massa no referencial inercial faz-se a derivada

temporal da posicdo deste no referencial inercial.

Na diregdo ¢ .
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'd(g,b,)  tde,
= b, + @%b
dt ar < ® 6vb,

dgb,)

- = Gb Qb )X + )b, = b, +(QL, + Qe)b,

Na direcdo 77.

‘dapb,) _ dy,
dt dt

1 B
, o ><77Vb,7

'd@mb,) .
#:mbﬂﬂ—ﬂbf)xmb” =n,b, —Qn,b,

won

Assim se obtém a velocidade do centro de massa usando-se coordenadas moveis.
v =, -Qn,)b, +(1, +Qf, +Qe)b, (A-12)

Aceleracdo do ponto V no referencial B € deduzida como abaixo. Em seguida faz-se a deducdo da

aceleracdo do ponto V em relagdo ao referencial inercial.

=
(A-13)
“dn, _ #
dt "

Aceleragdo do ponto V no referencial inercial.

1 1

y . db . db
=(5,—Qn,)b, +(5,—-Qn,) df+(f7’w+Q§w)b,,+(77W+QCW+QS) dl”

IdVV
dt

A derivada dos versores acima € feita de maneira explicita a seguir.
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1
dbf—'f‘b—gb b, =Qb
- @ Xby=(=0b)xb, =Ob,

1

dtn ='0"xb, =(-Qb,)xb, =-Qb,

Reescrevendo o resultado da derivada temporal da velocidade do centro de massa esta resulta

como abaixo.
IaV = (é’w - Qﬁw _Qﬁw _ngw - QzS)b{ + (nw + ng + Qé;w _anw)bﬂ
'a" =(&, -20Qn, -Q*¢, Q)b  + i, + 208 Q' b,  (A-14)

A equagcdo de movimento rotacional ndo sofre modificacdes quando escrita utilizando-se
coordenadas méveis. A forca externa que atua no rotor € somente a forca referente a rigidez do

eixo. Decomposta nas diregdes ¢ e 77, tem-se:

F,=-k.(,
e (A-15)
F,7 = —kﬂnw

Como feito em coordenadas inerciais do modelo anterior a rigidez do eixo é considerada

uniforme, k, =k, =k . Das equagdes 14 e 15 deduz-se a equacdo de movimento pela conservagéo

da quantidade de movimento linear: m’a” =» F .

m(,—2Qn, -Q*, -Qe)=-k(,

. (A-16)
m(ﬁw + 2Q §W - QZUW') = _k771«1«'

Forca de amortecimento interno do rotor

Neste modelo de rotor além da forca de rigidez do eixo tem-se a forca do amortecimento
interno do eixo do rotor. O uso de coordenadas mdveis torna mais clara a dedugdo da forca de
amortecimento interno. No modelo a seguir o eixo € pré-flexionado e mantido flexionado como

ilustrado na figura abaixo.
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7

Figura 0.5

Na figura pode-se verificar o mecanismo de formac¢do do amortecimento interno. Os
amortecedores da figura sdo acionados quando ocorre flexdo do eixo. Esta flexdo ndo fica
evidente no rotor devido a este estar em permanente movimento rotacional. No modelo acima o

rotor € modelado como perfeitamente balanceado, sendo assim os pontos V e W sdo coincidentes.
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A figura acima ilustra a secdo transversal do rotor e as coordenas inerciais com origem em
O e W. Na figura d corresponde a magnitude da flexdo do eixo. Considerando-se a figura acima
como sendo o estado do rotor para um instante =0, para um instante posterior, ¢t =t,, 0 rotor
adquire a configuracdo abaixo. Na figura da esquerda pode-se verificar o deslocamento angular
que ocorreu no rotor, mas a flexdo sofrida pelo eixo ndo fica evidente. Se considerarmos um
referencial que se move com a mesma velocidade angular do rotor, figura a direita, pode-se

verificar a flexdo sofrida pelo rotor pelas coordenadas ¢

w

e 7, . Essa flexdo fica mais evidente

em um instante posterior ¢ =t,, figura 8.
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Figura 0.7

Do instante 7, para o instante 7, pode-se verificar que a coordenada ¢, sofreu uma diminuigdo e

a coordenada 77, sofreu um aumento.
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Figura 0.8

Fica evidente que a flexdo do eixo ocorre nas dire¢oes ¢ e 7. A amplitude da flexdo estd entre —

d e +d como demonstrado na figura abaixo.

f _d
-d d

d
Yo

Figura 0.9

-
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Se ¢, e n, indicam a flexdo do eixo nas dire¢des ¢{ e 7respectivamente. A velocidade da
flexdo nestas dire¢des pode entdo ser escrita como sendo: ¢ e 77, . E mais ainda se conhecidos
os coeficientes de amortecimento interno nestas mesmas dire¢des d,, e d,, a forga de

amortecimento interno fica deduzida como abaixo.

Fd,{ = dl{é;v'

_ (A-17)
Fd,n = dh]nw

A velocidade do ponto W no referencial B pode ser escrita como abaixo (figura 4).
BVW = é;wbé' +77wb7]

Esta equacdo estd escrita em coordenadas mdveis, porém ela pode ser escrita em coordenadas

inerciais. A posi¢do do ponto W em coordenadas inerciais € escrita como abaixo.

Vo
p’?=z,n +y,n, (A-18)

Se efetuada a derivada temporal da equacdo acima no referencial B, como conseqiiéncia

encontra-se a equacao da velocidade do ponto W no referencial B em coordenadas inerciais.

B (p”0)
dt

Pd(n,)

= Z'an +ZW dt

+ ywny + Yy

"d(m,)
dt

A derivada dos versores n, € n € mostrada abaixo.

B
dn, =@’ xn,=(-Qn )xn, = Qn,
dt ' :
B
dn
dty ="@'xn, =(-Qn )xn =-Qn,
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A velocidade do ponto W no referencial B em coordenadas inerciais € escrita abaixo.
VY = (2, —Qyymn, + (3, +Qz,, n, (A-19)

Como hipétese se considera o eixo com o mesmo coeficiente de amortecimento nas diregdes ¢,
1 e conseqiiente possuindo o mesmo coeficiente de amortecimento em quaisquer outras direcdes.

Sabendo-se que a equacdo 19 € a velocidade de flexdo do eixo, pode-se reescrever a forca de
amortecimento interno, porém agora se utilizando coordenadas inerciais. Da equacdo 19 e com a

hipotese d,, =d,, a forca de amortecimento interno € reescrito abaixo com coordenadas

inerciais.

F,, = —d,; (Zy —Qyy)
F, =—=d,(y, +Qz,)

Assim deduz-se a for¢ca de amortecimento interno em coordenadas inerciais.

(A-20)

Consideracées para a linearizacao

Algumas consideracdes sdo necessarias para a realizagdo da linearizacdo. Se considerarmos
o rotor um corpo rigido cujo movimento esta restrito a rota¢ao, a energia cinética total desse rotor
pode ser escrita como:
&’
2

I e @ sio o momento de inércia e velocidade de rotagdo do rotor. Se este rotor ao invés de

efetuar movimento rotacional estiver em movimento translacional com a mesma energia cinética,

esta energia pode ser escrita como:

2
my

2
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m e v sdo massa e velocidade linear do rotor. Se r for o raio de giracdo do rotor o momento de
inércia pode ser escrita como I =mr®, igualando-se as duas expressoes:

m’  mrle’
2 2

conseqiientemente v=@r. O rotor tem inerente os dois tipos de movimento, rotacional e
translacional. Segundo Kriamer (1993) a velocidade tipica de vibragao translacional é de um fator
10~ menor que a velocidade v=@r. Por exemplo, (Krimer (1993)), para um rotor de raio de

giracdo 200 mm e 3000 rpm, a velocidade v € de 63 m/s, sendo que a velocidade tipica de

vibracdo translacional pode ser medido em mm/s. Por essa razdo € possivel se desprezar o termo

0" L'tZR =(, o deslocamento angular da fundagcdo é minimo diante do deslocamento angular do
rotor e a velocidade translacional 4 é minima diante de v. Seguindo o mesmo principio
despreza-se também o termo ¢@" uf =(. Os deslocamentos resultantes da vibracdo sao
conhecidamente pequenos e o produto entre eles: @ u’ =0, @ u; =0, ¢"ul =0, ¢"u; =0 e

" " =0, torna-se um valor desprezivel.
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