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Resumo

ESPIRITO SANTO, Ivan Lima do, Estudo dos Efeitos de Atrito Seco e Restituicio Cibica
no Comportamento do Rotor Laval Vertical, : Faculdade de Engenharia Mecincia,

Universidade Estadual de Campinas, 1998, 97 p. Dissertaggo (Mestrado)

Neste trabalho, é desenvolvida uma andlise nio linear de um rotor Laval com uma fonte
de poténcia nao ideal passando através da velocidade critica sob efeitos de atrito seco de
Coulomb e restituicao cibica. Verificaram-se as mudancas na resposta do sistema através da
integracao direta da equacao de movimento, no caso de fortes ndo linearidades, e através do
método da média, no caso de fracas nao linearidades. Varios aspectos importantes no projeto
de maquinas rotativas sio verificados com estudo do comportamento nio linear do rotor Laval,
tais como o torque minimo necessdrio para passagem pela velocidade critica, a amplitude de
vibragdo durante a passagem e a estabilidade da rotacdo em regime permanente. A rigidez
ctibica afeta a freqiiéncia natural do sistema, fazendo com que o valor desta varie em funcdo
da amplitude de oscilagdo. A forma inclinada da curva de ressonéncia faz com que, para uma
determinada rotacao, existam duas amplitudes de vibragao possiveis, uma correspondente &
aceleracdo e outra & desacelerago do rotor. O estudo tedrico de estabilidade dos pontos da
curva de ressonincia, através do método da média, mostrou-se satisfatorio na previsao da

rotacfo em regime permanente.

Palavras Chave

Modelagem Numérica, Mecanica Nao Linear, Perturbacao (Matemética}, Sistemas Nao

Lineares, Atrito Seco, Rotor, Dindmica




Abstract

ESPRITO SANTO, Ivan Lima do, Study of the Behaviour of the Laval Rotor under Dry
Friction and Cubic Restoring Force, : Faculdade de Engenharia Mecancia, Universidade
Estadual de Campinas, 1998, 97 p. Dissertacio (Mestrado)

In this work a nonlinear analysis of a simple Laval rotor with a non ideal power source
crossing its resonance under a Coulomb dry friction action and cubic restoring force is done.
Dynamical changes on the system response are observed through numerical integration in
the case of strong nonlinearity and through average method in the case of weak nonlinearity.
Some important constitutive request appear from the studies of the behavior. Two important
aspects take place: the minimal torque requested for the passage across the critical speed
and the amplitude of vibration, both of them are quite dependent on the interaction between
the system and the power source. The Coulomb dry friction come from the contact between
the rotor and a auxiliar device for reduction of oscillation during the passage through the
critical speed. This device is made of cylindric rolles that also leads to a cubic restoring force.
Otherwise, without such device the rotor runs free of any kind of dry friction and in this case

the shaft is made of material that responds better with the cubic low instead of linear one.

Key Words

Numerical Modeling, Average Method, Perturbation Theory, Nonlinear System, Dry

Friction, Cubic Restoring Force, Rotor, Dynamic
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Nomenclatura

Parimetros Gerais do Sistema

'yw; zﬂ)

centro do eixo imagindrio que une os mancais
centro do disco onde passa o eixo

centro de massa do disco

excentricidade

massa do disco

constante de amortecimento viscoso
momento de inércia polar do disco

raio de giracio do disco (p = {f)
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tensdo aplicada na armadura
corrente elétrica na armadura
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razdo de transmissdo da caixa de engrenagem do motor para o eixo do rotor

constante de perdas do motor
inércia do motor

constante de torque

Parametros do Motor de Corrente Alfernada

Tma.t

torque maximo do motor de indugio no escorregamento critico

torque adimensional do motor de inducgao

torque maximo

escorregamento instantdneo do motor de indugio (s = 1 — ¥/wWeyn)
velocidade angular sincrona do motor de indugdo

razdo entre a velocidade sincrona e a freqiiéncia natural (2, = Weyn/w)
escorregamento critico

ntmero caracteristico de acionamento

torque adimensional ocasionado pelas perdas

Parametros Adimensionais do Sistema

T o= tw

tempo adimensional




coordenada inercial ¥ do ponto w adimensionalizada
coordenada inercial z do ponto w adimensionalizada
torque liquido adimensional

comprimento caracteristico de oscilagdo

parametro de perturbacéao
amortecimento viscoso
amplitude de oscilagao
fase de oscilagao

parametro de sintonia




Capitulo 1

Introducao

Longe de constituir wma aproximacgdo, a teoria de sistemas lineares ¢ amplamente
empregada, com muito &xito, nos mais diversos campos da engenharia. Contudo, muitas vezes
nos deparamos com problemas de natureza essencialmente nio linear. Neste caso, nao mais
se aplica toda a teoria desenvolvida a partir da integral de Duhammel. Em outras palavras,
o principio da superposi¢do ndo ¢ vilido e uma grande dependéncia das condiges iniciais se

torna presente.

Neste trabalho, considera-se o estudo de um modelo ndo linear do rotor de Laval,
sujeito a atrito seco e restituicdo cibica, bem como & interagao deste com a fonte de poténcia.
As nao linearidades encontram-se divididas em dois modelos distintos. Em um primeiro mo-
delo, a restitui¢io cibica tem sua origem na rigidez do material do eixo. Ensaios recentes
mostram a validade deste modelo para uma grande faixa de materiais (CVETICANIN, 1995).
Em um segundoe modelo, o sistema adicional de redugdo da amplitude de vibragdo, desen-
volvido por LUCCHESI, 1988, é usado para simular o atrito seco. Este sistema adicional de
fixacao rigida consiste em roletes que entram em contato com o disco do rotor. Neste modelo,
a rigidez do eixo é considerada linear e a forca de restitui¢do cibica € devida ao contato dos

roletes com o disco do rotor.




Quanto ao acionamento, sdo considerados trés tipos de fonte para efeito de si-
mulacdo: motor de corrente alternada, motor de corrente continua e torque constante. Este
dltimo, uma simplificaco muitas vezes usada, considera constante o torque liquido atuante
no sistemna, apds se verificar experimentalmente que a ordem de grandeza do torque devido as
perdas é desprezivel em relacio ao torque liquido. Essa suposigao despreza a interagio entre a
fonte de poténcia e o sistema (sistema considerado ideal). Todavia, o comportamento de um
sistema oscilatério, linear ou néo, esta explicita ou implicitamente ligado & presenca da fonte
de poténcia (PAKDERMIRLI & NAYFEH, 1994).

Os métodos de estudo de vibragdes ndo lineares geralmente se dividem em dois
grupos: um grupo no qual estdo os métodos graficos e outro no qual estdo os métodos de
perturba¢io. O primeiro estuda o comportamento do sistema através de ferramentas graficas,
tais como mapas de Poincaré, espago-fase, mapa de retorno, diagrama de bifurcagao, expoente
de Liapunov etc. O segundo baseia-se na expansio assintética em série, para soluco de

equacdes diferenciais.

Neste trabalho, a metodologia de solucido usada no caso de as ndo linearidades
serem fracas é a técnica de perturbagao conhecida como método da média. Segundo HASAN
& MOooOK, 1979¢, este é o método mais indicado para o tratamento de sistemas néo ideais.
Neste caso, 0 modelo considera apenas o efeito de restituicao ciibica. No caso de fortes nao
linearidades, utilizou-se a integracio numérica das equacOes diferenciais, através do método

de Runge-Kutta de quinta ordem de passo fixo.

O método da média mostrou-se satisfatério para o estudo do sistema. Através
deste, puderam-se obter informacoes sobre a estabilidade da rotacdo em regime, curva de
ressondncia e a maxima amplitude de vibracio durante a passagem pela rotacao critica. A
forma distorcida da curva de ressonancia, propria de sistemas nao lineares, pdde também ser
avaliada através de uma expressdo analitica. Este tipo de curva faz com que coexistam duas
amplitudes de oscilacdo possiveis em uma determinada rotagdo, relacionadas com a aceleracao
(parte superior da curva) e a desaceleragao (parte inferior da curva) do rotor. Este fato acarreta

o fenémeno do salto, caracterizado por uma mudanca repentina na amplitude de oscilagfio.




Com essas informacdes tornou-se possivel o conhecimento de alguns aspectos importantes no
projeto de méaquinas rotativas, tais como o torque de acionamento minimo necessario para que
o Totor consiga transpor a rotagio critica e qual a faixa de rotagao em regime praticivel para

este torque.




Capitulo 2

Revisao Bibliografica

A revisdo bibliografica esta dividida em trés partes distintas. Em uma primeira etapa,
procuram-se rever os trabalhos mais relevantes relacionados com o rotor Laval propriamente
dito. Em seguida, véem os trabalhos relacionados com a modelagem do atrito seco. Final-

mente, sao mostradas algumas das principais abordagens usadas no estudo de sistemas nao

lineares em geral.

A solugdo exata para o problema ndo linear da passagem pela ressonancia foi apresentada
por LEwis, 1932. Em seguida, DORNING, 1959 ¢ BODGER, 1967 aprofundaram-se neste

estudo, analisando os casos de passagem acelerada e desacelerada pela velocidade critica.

YANABE & TAMURA, 1972 estudaram a vibracdo de um eixo passando através
da velocidade critica. Uma solucfic exata para o problema foi obtida, assumindo-se que a
velocidade angular da forga externa cresce linearmente com o tempo, considerando-se o sistema
semn amortecimento. Esta solucdo fol apresentada, contudo, contendo a integral de Fresnel.
Também neste mesmo trabalho, a equagio de movimento fol resolvida numericamente pelo
método de Runge-Kutta. A solucfio aproximada pela expansio assintdtica das integrais de

Fresnel mostrou que a vibragdo transiente é dividida em trés regides distintas.




MATSUURA, 1975 estudou a vibragio e as caracteristicas da velocidade de um rotor
desbalanceado durante a aceleracdo. Nesse trabalho, a solucdo estaciondria do sistema linear
foi analisada por um método diferente dos utilizados até entdo, numa tentativa de explicar a
inclinagdo da curva de freqiiéncia versus amplitude. Este fendmeno, segundo o autor, ocorre
devido A interagdo da fonte de energia de poténcia limitada com o sistema oscilatdrio do rotor.
Caracteristicas ndo estaciondrias, nas vizinhancas da velocidade critica, foram calculadas pela
integracio da equagéo diferencial aproximada pela teoria de perturbagio. Contudo, as solugdes

obtidas pela teoria de perturbacao foram satisfat6rias somente na regiao de ressonéncia.

AIBA, 1976 estudou a passagem de um rotor pela ressonancia, sem desprezar o
efeito giroscépico, pelo métode numérico de Runge-Kutta-Gill. Para estabelecer a influéncia do
efeito giroscdpico quando o rotor passa pela velocidade critica, varias solugdes foram obtidas
para varios rotores de caracteristicas geométricas similares. Quando o raio do rotor ¢ da
mesma ordem de grandeza do comprimento do eixo, a influéncia do efeito giroscdpico torna-se
consideravelmente grande e ndo pode ser negligenciada. Nesse trabalho, também nao foram

abordados efeitos de amortecimento,

MATSUURA, 1977 forneceu um método para estimar as condi¢Ges necessarias para
que um rotor passe pela ressonancia. O sistema é considerado linear de um grau de liber-
dade. O autor desenvolveu uma expressio que fornece o torque maximo gerado pela oscilago,
na condicdo critica, sendo ent@o necessirio que o torque minimo para uma passagem pela

ressonancia supere este valor.

GascH & MARKET, 1979 estudaram o mesmo problema para um sistema de dois
graus de liberdade, considerando também a equagdo da fonte, com efeitos de restituicio linear

e atrito seco. Um estudo mostra que o efeito da tor¢io é desprezivel na oscilacio fiexional.

Bovic & HoGrors, 1986 mostraram que rotores planos, com uma ou duas
particulas livres para se moverem, sujeitas a um amortecimento viscoso, e localizadas em
uma ranhura no rotor, exibem autobalanceamento, Sistemas dindmicos deste tipo podem ser

representados por sistemas hamiltonianos perturbados, e 0 método da média pode ser aplicado;




porém o método das miltiplas escalas com solucdo de primeira ordem foi o usado.

HENDRICSKS, 1986 estudou o efeito da viscoelasticidade na vibragio do rotor. Al-
gumas comparacdes foram feitas entre o comportamento do eixo eldstico e do eixo viscoeldstico.
O autor concluiu que, quando o eixo é construido de material viscoelastico, o movimento do
rotor ocorre em duas escalas distintas de tempo. Se estas duas escalas diferem por uma ordem
de grandeza elevada, o problema é tratavel pela solugdo perturbada. A solugdo perturbada
revela uma regido de instabilidade para o movimento do rotor. Na regido instavel, o centro
do rotor move-se numa exponencial crescente. Se o movimento ocorre numa regifio estiavel, o
centro do rotor move-se numa exponencial decrescente, e acabard por alcangar uma posicao de
equilibrio fixa. O movimento espiral se desenvolve em uma escala de tempo longa, governada

pela constante viscoeldstica de tempo.

GANAPATHY & PARAMESWARAN, 1986 analisaram a transicio pela ressonincia
de um sistemna conhecido como "mass-driven ”, de um grau de liberdade e com efeito de atrito
viscoso. As curvas de amplitude tracadas mostram a interacdo entre vibracio e aceleracio
de acionamento, a qual ¢ acompanbada por um aumento da amplitude de vibracao na regiao
de ressonéncia. Foi deduzida uma expressdo que define o nimero caracteristico da aceleracio
de acionamento, que é a aceleracdo de acionamento liquida minima, para uma passagem
pela ressonincia sem acréscimo da amplitude transicional de vibragdo. Este procedimento
possibiliton a selegdo adequada do motor de acionamento para um dado sistema vibratério.
Um exemplo mostrado no artigo ilustra que a poténcia requerida em um sistema vibratério
durante a passagem pela ressondncia pode ser varias vezes maior que aguela para o regime

permanente.

Cro1 & Noan, 1987 estudaram a resposta ndo linear, em regime permanente, de
um sistema rotor suporte. Um método numérico foi apresentado, usando-se a transformada
discreta de Fourier e a transformada discreta inversa de Fourier. A fonte de poténcia foi

considerada ideal e a forca nos mancais foi considerada ndo linear.

A passagem de um rotor vertical flexivel pela sua velocidade critica foi estudada




detalhadamente por LuccHESI, 1988. Nesse trabalho, a autora apresenta um dispositivo
adicional para a reducao da amplitude de oscilagdo na passagem pela ressonancia. Este dispo-
sitivo consiste de um sistema de roletes, que entra em contato com o disco do rotor quando este
atinge sua velocidade de rotacio critica. Varias inclinacGes possiveis de roletes foram testadas.
Este mesmo conceito de dispositivo é aqui aplicado para simulac¢io do atrito seco presente no
movimento do rotor. O sistema de fixagdo do dispositivo adicional foi definido como rigido, a
fim de evitar que parte da energia envolvida no processo dissipativo para reducio de amplitude

seja transferida para vibrac@o do prdprio sistema adicional.

ISHIDA et al., 1992 estudaram as vibragles nao estacionarias de um eixo girante
com caracteristicas de mola nao linear, durante a aceleracdo através da velocidade critica. Se
ocorrer uma perturbacéo inicial da aceleragio angular, a solucdo salta (jump) na curva de
ressonancia e uma oscilacdo sub-harmdnica ocorre. A amplitude méxima durante a aceleracio
depende ndo somente da aceleragdo angular, mas também da perturbagio, da rotagio e da
posicao iniciais do deslocamento. Para a posicgo inicial de deslocamento a amplitude médxima
varia periodicamente. A amplitude cresce infinitamente para alguns valores da posicao inicial
do deslocamento, quando a aceleracdo angular toma valores entre duas criticas. Se a aceleragio
angular esta fora deste campo, o rotor sempre passard a velocidade critica com uma amplitude
de oscilacdo finita. O autor ainda concluiu que, como a curva de ressondncia se inclina em
sisternas nao lineares, a passagem pela velocidade critica torna-se mais dificil nestes sistemas,

em relagio Aqueles com caracteristica linear de rigidez.

CVETICANIN, 1993 chegou a uma solugéo assintdtica para vibragdo de um rotor
fracamente niao linear sobre a influéncia de forcas normais e tangenciais. O modelo usado pela
autora possui parametros acoplados, ndo contemplando a equacao da fonte. O método usado é
o de Bogoljubov-Mitropolski, adaptado para uma equacgao diferencial com fungGes complexas e
pequenas nio linearidades. Como exemplo, 0 método € aplicado num rotor sujeito 3 influéncia

de forcas hidrodindmicas, que atuam como for¢as de amortecimento.

CVETICANIN, 1995 também estudou fendmenos de vibracdo na ressonincia de

rotores néc lineares sobre influéncia de excitacdio em monofreqiiéncia. A nfo linearidade é




causada por caracteristicas do material do eixo. O sistema do rotor apresenta dois graus
de liberdade, sendo descrito por uma equacgio diferencial na forma complexa. O método da
média é usado na obtengdo da variagdo no tempo de amplitude e fase. A solugio em regime
permanente é também considerada. O método é aplicado a um rotor com pequeno amorte-
cimento. Fixos de vérios materiais sdo analisados. As solugdes analiticas sao comprovadas
experimentalmente. O antor chegou & conclusio que o movimento do rotor na ressonincia é
crucialmente afetado pelas propriedades nao lineares do sistema. Devido & nao linearidade, no
caso da ressonincia, o efeito do salto aparece. As condigdes iniciais influenciaram significati-
vamente a resposta em regime permanente. Uma variagao infinitesimal nas condicGes iniciais
pode causar mudangas na resposta em regime (efeito borboleta). Esta é uma das condi¢des
para existéncia de resposta cadtica em regime permanente. Para um eixo em liga de cobre a
amplitude aumenta com o aumento da freqiiéncia, provocando, entdo, saltos repentinos para

um novo valor. Depois disso, o valor da amplitude decresce, apesar do aumento da freqiiéncia.

O comportamento de sistemas mecanicos sob efeito de atrito seco tem sido objeto de
estudo de varios autores. Este fato é facilmente explicado, uma vez que este tipo de atrito,
presente quando duas superficies com velocidades relativas entram em contato, introduz no

sistema fortes instabilidades dindmicas.

MARCHIS & VATTA, 1985 propuseram uma aproximacio numérica para o movi-
mento com amortecimento viscoso e atrito seco de Coulomb. SEAw, 1986 estudou a resposta
dindmica de um sistema de um grau de liberdade com atrito seco. O autor incluiu o coeficiente
de atrito estatico. A estabilidade assintética da resposta em regime permanente e alguns com-
portamentos transientes foram também determinados. Aplicando-se a teoria de bifurcacao,
foram mostrados novos comportamentos, tais como movimentos aperiddicos contendo duas

freqiiéncias distintas.

NARYANAN & JAYARAMAN, 1991 estudaram a vibracdo cadtica em um sistema
néo linear com amortecimento de Coulomb. O sistema foi excitado harmonicamente e a solugio
numérica foi encontrada em um determinado campo de freqiiéncias de excitacio. Plano fase, di-

agramas, mapas e resposta no dominioc do tempo foram obtidos. O comportamento do atrator




estranho foi analisado através de mapas de Poincaré, e o expoente de Liapunov foi caleulado,
chegando-se a um valor positivo em um deles, indicando a presenca de movimento cadtico. A
duplicacéo de periodo, rota para o caos, foi observada em certos valores de freqiiéncia, a qual

fol explicada através de andlise por balanco harménico.

FeEENY & MOON, 1992 mostraram a segiiéncia de bifurcacio em um oscilador com
atrito de Coulomb. Em algumas faixas de pardmetros, a dindmica de um oscilador forcado
na presenca do atrito de Coulomb depende ndo s6 do deslocamento como da velocidade. Este
comportamento pode ser estudado através da dindmica de mapa unidimensional. A seqiiéncia
do modelo de Coulomb foi comparada com aquele padrio de um mapa unidimensional, com a

finalidade de verificar se o primeiro modelo exibe um comportamento universal.

SHERIF & BASSIONI, 1993 fizeram um estudo tedrico experimental de um sistema
de dois graus de liberdade, com excitacdo forcada, sujeito a atrito seco. Um nove modelo
matemadtico, para descricdo de um sistema submetido a fricgfio sob a influéncia de carregamento

normal, foi desenvolvido.

FEENY & MOON, 1994, seguindo a mesma linha do trabalho precedente, estuda-
ram o caos em um oscilador forgado através de experimentos e modelos numeéricos. O atrito
foi projetado para variar linearmente com ¢ deslocamento durante o experimento. Um mapa
unidimensional foi mostrado para descrever a dindmica do sistema. Trés modelos de friecdo
sdo examinados pela modelagem numérica: o modelo descontinuo de Coulomb, uma versio
continua do modelo de Coulomb e, por dltimo, a lei de friccdo por varidvel de estado. Usando
mapas de Poincaré experimentais, as caracteristicas qualitativas do atrator cadtico no espaco

fase tridimensional sao avaliadas e usadas para verificar os modelos de fricgio.

Os fendmenos mais importantes observados em sistemas ndo-lineares, tais como
soluces periddicas miltiplas, saltos na ressonancia, ressondncia primdria e secundéria, sa-
turagdo e modulacdo de amplitude do movimento, dependéncia das condicdes iniciais e com-
portamento cadtico, sdo estudados geralmente de duas maneiras: métodos grificos e métodos

assintéticos. Os métodos graficos, também chamados de métodos qualitativos, procuram des-
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crever o comportamento através de mapeamento de pontos previamente calculados por inte-
gracio numérica. Nesse grupo, estao incluidas técnicas como o cdlculo de secgbes de Poincaré,
caleulo do expoente de Liapunov, diagramas de bifurcacdo, mapas de retorno, entre outros.
Os métodos assintoticos, tais como o método da média e 0 método das miiltiplas escalas, sdo
solucbes analiticas aproximadas da equagdo diferencial que descreve o sistema. Este método
tem sido a principal ferramenta para andlise de vibragdo forcada em sistemas fracamente nao
lineares. Quanto mais fraca é a nio linearidade presente, mais a solucgio analitica aproximada
tende para a solucdo exata. Os trabalbos de HasaNn & Mook, 19794, Bogoljubov, Mitro-
polski e Hale estao entre os que sumarizam os resultados relevantes, fornecendo nurerosas

aplicacdes destes métodos assintéticos.

Os métodos assintéticos convencionais de andlise, descritos em varios textos, pos-
suem suas vantagens, mas também limitacoes. O método da média, por exemplo, leva a uma
primeira aproximacdo conveniente para solugdo em regime permanente € suas estabilidades.
Porém, para ordens elevadas, o cdlculo se torna extenso e complexo. Com o objetivo de su-
perar tais problemas, HASAN & MOOK, 1979q propuseram um método hibrido do balango
harménico com o de miltiplas escalas para vibragdo de sistemas nao lineares e problemas de
bifurcacdo. Esse novo enfoque combina caracteristicas do balango harménico e de miltiplas
escalas, num esforgo de produzir uma técnica mais eficiente para andlise de sistemas nio

lineares.

HasaN & MoOK, 1979a, em seu trabalho sobre identificacdo de nao linearidades
em sistemas estruturais, apresentam um procedimento para identificacdo de tais ndo lineari-
dades, causadas por rigidez guadratica e cibica, geometria assimétrica, ressonéincia interna,
sujeitas a excitagdo paramétrica. O método usa instrumentacdo convencional e andlise mo-
dal para combinar ¢ comportamento observado na resposta estrutural com o comportamento
do sistema nao linear analitico, quando sujeito a excitagao do fipo aleatdria, impulsiva ou

harmoénica.

Baiaj & Tousl, 1990 estudaram a resposta de um sistema fracamente néo linear

com dois graus de liberdade, quando o sistema € excitado préximo 4 ressonincia. O método
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assint6tico da média e o da integragio numérica direta foram usados para obtenco da resposta
do sistema. Em uma faixa de freqiiéncia de excitacdo e amortecimento, a equacgio média em
tempo lento apresentou ciclos limites. Estas solugdes vdo de bifurcagdo do tipo duplicacio
de periodo a solugbes cadticas. A sec¢dio de Poincaré da resposta em regime permanente foi

usada para caracterizar os varios tipos de modulacdo de amplitude do movimento.

TO et al.,, 1991 descreveu a bifurcagdo primaéria, periodicamente perturbada em
dois osciladores acoplados de maneira néo linear, nos casos de ressonincia e ndo ressonancia.
O método da média de Krylov-Bogoljubov-Mitroposky foi usado para deduzir a equacio de
bifurcacao. Pode-se controlar vibragio em sistemas nio lineares com uma escolha apropriada
de parametros do sistema, como sugerido por algumas regides na hipersuperficie onde a am-
plitude da solugao de bifurcacfo é sempre zero. Nesse mesmo trabalho, consta em apéndice
uma andlise de estabilidade para solugdo da equacdo de bifurcacdo no caso sub-harménico e

de ressondncia principal.

Ainda com o propdsito de melhorar as solucGes analiticas deduzidas com o uso de
expansao assintotica, CHEUNG et al., 1991 desenvolveram um método modificado com base

no método de Lindstet-Poincaré para estudo de certos osciladores com fortes nao linearidades.

VAKAKIS & RAND, 1992 estudaram modos normais e dindmica global de sistemas
néo lineares com dois graus de liberdade em altas energias. O sistema nfo amortecido com
fortes néo linearidades foi estudado por mapas de Poincaré. Os autores apontam que, para
um sistema hamiltoniano, de n graus de liberdade existem teoremas basicos formulados por
Liapunov e Weistein , dizendo que para cada nivel fixo de energia existem no minimo n soluctes
periédicas (modos normais) passando através de cada equilibrio estdvel. Mais ainda, algumas

destas solugoes podem nao ser analiticamente continuas de modo normal linear.

NAYFEH & NAYFEH, 1994 estudaram a resposta de um sistema de um grau de
liberdade com nfo linearidades cibicas a uma excitacio modulada, que carrega fregiiéncias
maiores que a freqiiéncia natural do sistema. A dnica restricio & modulacio de amplitude é

que esta contém freqiiéncias mais baixas que a de excitacdo. Os autores aplicaram a teoria




12

com diferentes modulaces de amplitude e concluiram que a excitac@o ressonante do sistema

pode ocorrer sob algumas condi¢des. O método das multiplas escalas foi utilizado neste caso.

HassAN, 1994a usou uma transformagio através do método das miiltiplas escalas
de ordem elevada para determinar a resposta de um oscilador nao linear excitado harmoni-
camente. A ressonancia primdria do oscilador de Duffing foi estudada como exemplo de uma
aproximacao pelo método das miiltiplas escalas de segunda ordem, com o uso de duas escalas
de tempo, e depois comparada ao procedimento anterior. Nesse trabalho, o autor usa trans-
formacdo de derivadas. Em um novo trabalho, HASSAN, 19945 continua sua investigacio,

agora com o uso de transformacdo de sintonia.

CUsUMANO & SHARKADY, 1995 fizeram um estudo experimental de bifurcacio e
caos em um sistema forgado através de pardmetro de bifurcacio. O sistema consiste em uma
massa concentrada em uma barra flexivel, sujeita a um campe magnético de sentido varidvel e
freqiiéncia senoidal. Bifurcagoes estiticas e dindmicas estdo presentes. A bifurcacao estitica
para o sistema envolve o efeito catdstrofe-borboleta. O diagrama de bifurcacio dindmica obtido
com a aquisicAo automatica de dados mostrou varias seqiiéncias de duplicacio de periodo e
fen6meno de salto. A dimensao correlacionada do atrator cadtico é estimada em uma grande
regiao. A seccdo de Poincaré da resposta cadtica em regime permanente foi obtida para vérios

valores da fase de excitacao.

GONCALVES & MACHADO, 1995 mostram uma estratégia computacional para
determinacao de diagramas de bifurcaco para sistemas oscilatérios nao lineares. Os passos
para obtencdo seguem a escolha do pardmetro de controle e sua faixa, cdlculo dos pontos fixos
para cada valor do pardmetro dentro da faixa escolhida, determina¢fc da caracteristica de
estabilidade destes pontos fixos, aumentar ou diminuir gradualmente o valor do parimetro e
usar o ponto fixo da simulaglio prévia como condigéo inicial para a préxima simulacio e, para
cada valor do parametro, tragar os pontos de Poincaré associados com cada solucgdo periddica,

gerando assim o diagrama de bifurcagao.

RaMAN et al., 1996 estudaram a transicio lenta de sistemas nfo lineares dissipa-
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tivos pelas instabilidades. Uma metodologia geral € apresentada para se prever analiticamente
a resposta de alguns sistemas dissipativos fracamente néo lineares excitados parametricamente
de maneira lenta através de pontos de instabilidade. Nesse trabalho também é estudado o pro-
blema da transicio através da bifurcacao sela-né ou saltos durante a passagem pela ressonincia

primaéria do oscilador forgado de Duffing.

No presente trabalho, é utilizado o método da média para obtengao da solucdo analitica
aproximada, no caso do sistema estar sujeito a fracas ndo linearidades. No caso de fortes
ndo linearidades, langa-se mao da integracdo direta da equagio de movimento pelo método de

Runge-Kutta de quinta ordem de passo fixo.




Capitulo 3 ‘

Descricao do Problema

3.1 Modelo do Rotor Laval Nao Amortecido

O rotor Laval consiste em um eixo flexivel de massa desprezivel, com um disco
rigidamente fixado ao centro. O rotor é fixado verticalmente, podendo-se desprezar a agio
da gravidade. Neste trabalho, considera-se o modelo planar, sem efeito giroscépico. As
freqiéncias naturais em duas direcdes perpendiculares sio iguals ou muito préximas. A os-
cilagao forgada de um sistema com duas freqiéncias naturais muito préximas, préximo & res-
sonancia, caracteriza-se pelo fato de que a parte dominanie contém harménicas com freqiténcia
da forca de excitacéo. O sistema é descrito por trés equagdes diferenciais. Duas desacopladas
entre si (direcbes perpendiculares) e uma acoplada com as outras. Essa terceira equacio tra-
duz a interacao fonte de poténcia e sistema, uma vez que contém o termo do torgue liquido
diretamente calculado da expressdo da fonte. O eixo acopla o movimento do motor com o

rotor com uma relacdo de transmicao de 1:1.

Com o aumento da velocidade de rotagao do rotor {aceleragao), as forcas inerciais atuan-

tes no sistema devido a excentricidade também aumentam, causando deflexio do eixo (figura
3.1)




Figura 3.1: Rotor Laval vertical

onde:
m é a massa do rotor;
O € o centro da linha que une os mancais;
W é o centro do disco por onde passa o eixo;
S é o centro de massa do disco;
Yw, Zw 530 as coordenadas inerciais do ponto w;
e & a excentricidade;
@ é o angulo de rotacio do disco;
T é o torque liquido dado por (Tm -Tp), onde:
T'm € o torque do motor;

T'p é o torque devido s perdas.
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Um dos modelos analisados para o rotor Laval vertical é proposto no caso em que o
material do eixo nio responde bem & formulacéo linear de rigidez. Segundo HASAN & MOOK,
1979a a formulagdo cibica para a rigidez é mais indicada para eixos de ligas de aluminio.

Outro modelo analisado combina efeitos de restituicio ciibica e atrito seco de Coulo;nb.
O atrito seco aparece entre os roletes de um dispositivo adicional de reducio de amplitude de
vibragao do rotor na passagem pela ressondncia, sugerido por L.uccHESI, 1988, e o préprio

disco do rotor. Este sistema adicional é mostrado na figura 3.2.

PIKE

i

R

Figura 3.2: Rotor Laval vertical com sistema auxiliar
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3.1.1 Sistema Adicional com Fixagao Rigida

Em seu trabalho, LUCCHESI, 1988 simulou dois tipos de sistemas adicionais de reducio
da amplitude de vibragdo na passagem pela ressénancia. Um com fixacio flexivel e outro com
fixacao rigida. Este dltimo é aqui considerado por néo despender parte da energia na vibragao
do préprio sistema adicional. A figura (3.3 ) mostra uma vista superior deste sistema adicional

de redugido de amplitude de vibracao.

7T

i

f\ﬁ Lty }

Figura 3.3: Vista superior do sistema de fixacio dos roletes

onde:
A, B,C,D sao os pontos de contato entre os roletes e o disco;
L € o raio da circunferéncia sobre a qual estio os roletes:
r; € a distancia entre o centro do disco (W) e os pontos de contato;
Yuwt Zw 580 as oscilagdes do ponto (w) nas respectivas direces v e z;

£} velocidade de rotacéo do disco.




18

Tem-se:

Vi= U+ X r=1,2,34 (3.1

onde:
v; € & velocidade resultante no ponto de contato;
v, ¢ a velocidade do centro do disco.

Os vetores 7; sao dadas por:

LT (L - yw)éy — Zy€; ’ (32)

rz = "ywéy + (L - zw)éz (33)
r3 = —{(L+yu)é, — 2wt (3.4)
ry = =Yy — (L + z,)€, (3.5)
Para o ponto A tem-se:
- Ey £,

0 (L—yuw) —zy

Analogamente para os outros pontos:
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vi = (Yt @2w)éy o+ (Zu + P(L — yu)és (3.7)
va = (g — &L — 2u)éy + (2w — QYu)E: (3.8)
va = (Yu + 2w)éy + (2w — S{L + yu)é: (3.9)
Ve = (Gu -+ G+ 20)Ey + (2 — PYuw)é. (3.10)

Para os pontos A e C (sobre o eixo y), tem-se:

(o + 2} < 0= Fpy>0 (3.11)
(yw + QDZw) = = Fay =0 (312)
(Yo + Pza) > 0= Fpy <0 - (3.13)

onde F,, € a forca de atrito no ponto A e C na diregéo y.

Seguindo o mesmo raciocinio para os pontos B e D, tem-se:

(2o +@Yy) < 0= F, >0 (3.14)
(2w + Q) = 0= Fpy=0 {3.15)
(Zow +0yw) > 0= F,, <0 (3.16)

onde F,. é a forga de atrito no ponto B e D na direcdo z.

Incluindo a forca gerada pelo atrito seco, bem como o momento, tem-se:




mY +cY + kY ++Y% = 2Fay+ em(¢sing — Gcosyp)
mZ +cZ +kZ +~7° = 2Faz— em($? cos @ + Gsing)
Ipp = T+e((kZ+~Z%sine + (kY + 7Y cos @)

+2Fay(Z ~ ecos ) — 2Faz(Y + esin)

onde:

Y € a coordenada y do centro de massa do rotor;
Z € a coordenada z do centro de massa do rotor;
Ip é o momento polar de inércia do rotor;

~ € a rigidez cibica do eixo;

c é constante de amortecimento viscoso;

T é o torque 1§quido aplicado ao rotor.

20

(3.17)

(3.18)

(3.19)
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3.2 Fonte de Poténcia

Dependendo da excitagio, pode-se referir aos sistemas como ideais ou nao ideais. Quando
a excitacao nao € influenciada pela resposta, é dito tratar-se de uma excitacio ideal, ou uma
fonte de poténcia ideal. Por outro lado, quando a excitagdo ¢ influenciada pela resposta, é
dito tratar-se de uma excitacdo ndo ideal. Geralmente, sistemas nao ideais sio aqueles em
que a fonte de poténeia é limitada. Quanto mais limitada a fonte de poténcia, mais distante
se torna o comportamento deste do sistema ideal correspondente. Para sistemas nio ideais
deve-se adicionar uma equagio que descreve o motor aquelas que descrevem o sistema. Por

1550, sistemas nao ideais tém um grau de liberdade a mais que o ideal equivalente.

KONONENKO, 1969 conduziu um experimento onde um motor foi colocado na extremi-
dade de uma viga em balan¢o. O eixo do motor era acoplado em dois rotores desbalanceados
através de um furo. O procedimento seguido foi fixar o pardmetro de controle do motor e
depois medir a amplitude de vibragao em regime permanente. Em seguida, o parametro de
controle foi variado lentamente para um novo valor e mantido fixo até a medida de amplitude
de vibragao do novo regime permanente. Este procedimento foi realizado tanto para acréscimo
como para decréscimo do pardmetro de controle do motor. Notou-se a existéncia de lacunas,
onde, para determinadas rotacbes, ndo existe estado de equilibrio. Ou seja, existem certas
rotagoes em que o rotor nao trabalha porque a fonte de poténcia ndo fornece energia para
isso. Este fendmeno recebe o nome de efeito Sommerfeld. Por esse motivo, para o estudo da
interacao entre a fonte de poténcia e o sisterna, torna-se necessirio o conhecimento prévio da
caracteristica de torque do motor de acionamento. Alguns tipos de acionamentos por motores

elétricos, que estido presentes neste trabalho, sdo agora mostrados.
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3.2.1 Motor de Corrente Alternada

A expressao do torque de acionamento de um motor de indugdo CA trifdsico (2-phase
AC squirrel cage induction motor) é deduzida. O torque do motor é obtido através da curva
caracteristica de rotagao versus torque. Para um motor trifasico de inducao esta curva é dada
por:
: 2 mmax
Ser s

Lancando mao das variaveis adimensionais, a expressio (3.20) pode ser escrita na forma:

(3.20)

anly') = 75_29—"‘7 (3.21)
5, T 5
onde; T
Omax = :}:;X (3.22)
€
s=1- (/) (3.23)

Com o propésito de comparar as diferentes respostas, define-se a quantidade adimensi-
onal o, , nimero caracteristico de acionamento, como sendo a,, quando s é calculado para
' =1 {rotagao critica):

Eamax
(am)np’=3 = Qpn = 7 (324)
i 1 \
(1= 87) /8] + S/ (1= )]

Chega-se, entao, a expressao usada para o torque do motor, em fun¢éo do nimero caracteristico

de acionamento (pardmetro de controle):

iy 025 5 - ) .
(1= &) 18] + [Sa/ (1= )]
O torque devido as perdas é considerado constante e igual a a, = gii? para efeito de

simulagao. A expressao final para o torque liquido € a diferenca entre o torque do motor, dado

pela expressdo (3.25) e as perdas, como mostrado na expressio (3.26)

Q= g, — oy (3.26)
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A inclinagdo da curva de torque é dada pela derivada da expressdo (3.25) em relacdo & rotacio,

como mostrado na equacdo {3.27).

e
( S::" + (1SCT )(—ngcr + P )

d iy
o e (3.27)

d’

= =~0n

3.2.2 Motor de Corrente Continua

O motor de corrente continua segue o esquema mostrado na figura 3.4.

Figura 3.4: Circuito do motor de corrente continua

onde ¢, € a tensao aplicada na armadura, L, € a indutancia do motor, R, é a resisténcia
da armadura e & € a forca contra eletromotriz. Aplicando a lei de Kirchhoff, obtém-se:
diy

Ey == iaRa -+ La'gi" 4 kbipm (328)
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A soma dos torques na armadura do motor resulta em:
In@m + Com + 7o = kilg (3.29)
onde 7, é o torque aplicado a caixa de engrenagem e ¢, é a posicio angular do motor.

Chamando de n, a relacio de transmissio da caixa de engranagens, o torque aplicado ae

sistema e o deslocamento angular obedecermn as relagdes (3.30) e (3.31):
T = ngTs {3.30)
L, = NigP {3.31)
onde o deslocamento angular total é representado por ¢. As equagdes (3.28) e (3.28) sao

agora combinadas usando as relagdes (3.30) e (3.31). Chega-se, entio, a expressio (3.32), que

fornece o torque aplicado ao rotor em funcio da tensao aplicada a armadura:

k k )
T = (ng;i)aa — (e + kb;—t—)ﬁ;ﬁ@ (3.32)

a

O seguinte perfil de tensao foi usado:

€ = Upnas(l — ™) . . (3.33)

3.2.3 Acionamento Ideal

Em outros trabalhos, como o de LUCCHESI, 1988, é considerado que o acionamento por
um motor de corrente continua atua no sistema com um torque constante. Essa consideracio
¢ tanto mais valida quanto menor for a ordem de grandeza do torque devido 4s perdas em
relagdo ao torque minimo de acionamento. Antes de fazer tal consideracio a autora levan-
tou experimentalmente o torque devido as perdas para o motor usado, chegando & seguinte
EXPressao:

Tp = —1.3665107%()%2* (3.34)

Sendo que o torque liquido € dado por:

Onde T, € o torque do motor (constante). Urmna vez verificado que as perdas sao despreziveis,

o torque liquido € considerado constante.




3.3 Atrito Seco de Coulomb

Antes de um corpo iniciar um movimento numa superficie rugosa, a forga de atrito
atuante é de atrito estatico. Apds iniciado o movimento, numa certa velocidade nio nuld;
a for¢a de atrito sofre uma ligeira queda no seu valor, permanecendo constante a partir de
entdo. A figura 3.5 esquematiza um possivel comportamento real do atrito, com uma queda
acentuada do valor estatico para o dinamico, seguida de uma curvatura suave para depois
aumentar rapidamente, sendo que este aumento depende dos materials e da rugosidade das

superficies em contato {LUCCHESI, 1988).

X 10~ Modeto de Atrito de Coulomb
2 T T T T
FI-3 S ,,,,,,,,,,,,, ............. ................ ............... -
N " e
~ s
~ P
1““ P—_— = d ............................................. =
~.. e Fa
111 TR e b e T -
o : : : :
=
w
2 1 Y =
o
g2
2
P I SRR S RS RROE IO R b 4
: . —Fa T -
P N T R LRI HERR I - - - S S
N . - ./ . . ~
: : L, : : ‘«
e .
P T T T T -
“2 13 1 H i kN
-6 ~4 -2 G 2 4 6
velocidade de escorregamento x 107

Figura 3.5: Medelo de atrito seco proposto por Coulomb (linha cheia) e possivel comporta-

mento real (linha tracejada)

Estudos anteriores (HASAN & Mook, 1979%) mostram que a diferenciagio entre atrito

estatico e dindmico atua de forma significativa abaixo da ressonancia e em baixa rotagio.
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No presente trabalho, assumiu-se que os coeficientes de atrito estdtico e dinamico apre-
sentam o mesmo valor, uma vez que o sistema oscila periédica e rapidamente em torno do
centro O e atinge sua velocidade critica num curto intervalo de tempo, permanecendo muito
pouco na regiao onde esta diferenciacio torna-se relevante. O modelo usado é mostrado na

figura 3.6. i

x 107 Modelo Modificado de Alrito de Coulomb

forpa de altito

-6 ~4 -2 0 2 4 6
velocidade de escorregamento xio?

Figura 3.6: Modelo de atrito usado




Capitulo 4 )

Equacionamento Dinamico do Rotor

Laval

Neste capitulo sdo apresentadas as equacoes que governam o comportamento do rotor
Laval. Tais equacoes sdo deduzidas a partir do balanco de energia do sistema dindmico. Este
balango de energia ¢ descrito pela equacdo de Lagrange, na seguinte forma:

d 0Ec. OEc O0Ep _
di( 04; )- dg: O, =d (+1)

onde:

g; sao as coordenadas generalizadas (i = 1,2, 3);

( é forca externa generalizada aplicada ao sistema;
t é o tempo;

Ec é a energla cinética do sistema;

Ep é a energia potencial do sistema;

. denota derivada em relacio ao tempo.

Para o rotor Laval tem-se {q:,¢2,¢3) correspondente a (y,z,¢). A energia cinética do sis-

tema é escrita na forma :
1. 1 .
Fo= §myf + §mz;? +

1

Ip? ;
5 1p¢ (4.2)
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Verificando as relagbes geométricas da figura 3.1,tern-se:

Ys = Yy +esing {4.3)
Zs =  Zy— €COSE {4.4)

Derivando-se as relagdes {4.3) e (4.4) em relagdo ao tempo, obtém-se:
Ys = Yu TeEPCose (4‘5)
Zs = Iy -tepsing {(4.6)
Substituindo-se as relagdes (4.5) ¢ (4.6) em (4.2}, chega-se a:
_ . i P S R
Ec= gm(yw + epcosp)’ + é»m(::w + e@sing) + 5P {(4.7)
Note-se que a energia cinética nac € descrita em funcdo do deslocamento do centro de massa

do rotor (ponto s}, e sim em fun¢do do deslocamento do centro geométrico do rotor (ponto

A 1nica energia potencial presente no sistema € devida & deformacao eldstica. Portanto,

a expressdo da energia potencial tem a seguinte forma:

kz? (4.8)

O préximo passo sera calcular, para cada uma das trés varidveis do sistema, os termos

da equacao de Lagrange. Para a variavel y, tem-se:

dFc ) ]
oo = MYy + Mepcos
ST
aFc
b
O
OFEp
= by
T 4

Q=0
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d ,dFc , L2 . .
E(_ge}m) = My, +me{—@ sing + @cos}

Substituindo-se os resultados obtidos na equacdo (4.1), chega-se a equagao de movimento para
a coordenada y: _

My + ky, = em(p*sin ¢ — @ cos ) (4.9)

Seguindo-se o mesmo procedimento para a coordenada z, chega-se a:

MZy + kzy = —em{P? cos o + @sin ) (4.10)

Para a variavel ¢, tem-se:

8EC . . . . .
5% = me(ysing + 2, cos@) + mep® + Ipg
dFEc . . . . : ..
B = m (Y, + e sin@)ed cos @ ~ m(z, + e cos plepsin ¢
oF B
p - O
B
=T
d JFc . . y . 9. .
E(“é&m) = Me(f SIN @ ~ Yoo P €05 0 + £, CO5 p — Zy@sin} + me’d + Ipé

Substituindo-se as relagdes anteriores na equacgao (4.1), chega-se a:
(Ip + me*)$ + mes, cos o + meij, sing = T (4.11)
No entanto, de acordo com a figura 3.1, vé-se que o deslocamento do eixo de sua posicio de

equilibrio provoca uma forca ne ponto W do rotor. Aplicando-se a segunda lei de Newton e

lembrando-se que o centro de massa do rotor € o ponto S, tem-se:

my, = _kyw (4‘12)

mi, = —kzy (4.13)
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Substituindo-se as relagoes (4.12) e (4.13) na equagao {4.11), chega-se a:

(}’p--}~ me®)p =T + ek{y,sing + 2, cos ¢) (4.14)

Considerando-se o amortecimento no eixo como sendo proporcional 4 velocidade de os-
cilacao, as equagoes (£.9) e (4.10) sdo acrescidas, respectivamente, dos termos ¢, € ¢, onde ¢
é o coeficiente de amortecimento viscoso. A equagio (4.14) permanece inalterada. As equacdes

diferenciais que governam o sistema tomarn, entdo, a seguinte forma:

Mo + kYo + € = +ern($® sin o — @ cos ) (4.15)
iy, + kzy + 2, = —emn(@? cos p + Gsin @) (4.16)
(Ip+ me*)@ = T + ek(y, sin g + 2, cos ) (4.17)

4.1 Rotor Laval com Restituicao Ciibica

A equagdo (4.14) representa a segunda lei de Newton para o somatdrio dos momen-
tos em torno do ponto § {centro de massa do rotor). Do lado esquerdo da equacio estd o
torque externo aplicado ao sistema, bem como o momento em torno de S, gerado pelo des-
balanceamento. Considerando-se a rigidez do eixo descrita por uma lei de restituicio ciibica

(CVETICANIN, 1995), a expressio para a energia potencial eldstica toma a seguinte forma:

+ —vyzl (4.18)

Seguindo-se o mesmo procedimento descrito anteriormente, chega-se a:

My + kyw + 7y, = +em(@sing — Gcos) (4.19)
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mZy + kz, +yz0, = —em(pPcosy + Gsin ©) (4.20)

Up+me')e = T+ e((kyw +vys)sin g + (kzy +v23) cos ) (4.21)

4.2 Rotor Laval com Atrito Seco

Em seu estudo de reducio da amplitude de vibragio de um rotor Laval durante a passa-
gem pela velocidade critica, LUCCHESI, 1988 considerou dois dispositivos auxiliares. O atrito
aqui considerado vem do contato entre a superficie dos roletes e a do rotor. Neste trabalho
considera-se o modelo rigido proposto por LUCCHESI, 1988. O tipo de atrito seco aqui con-
siderado € o proposto por Coulomb, segundo o qual a forca de atrito tem médulo constante
e sinal dependente do valor da velocidade de escorregamento entre as superficies. Este atrito
introduz fortes nao linearidades devido a descontinuidade da fungdo forca nas proximidades
do repouso (velocidade de escorregamento nula}. O modelo tedrico pro_i):osto por Coulomb é
mostrado na figura 3.5. Incluindo a forca gerada pelo atrito seco, bem como seu momento nas

equagoes diferenciais que governam o sisterna, tem-se:

Mw + CYuw + ki = 2Fa, +em(P?sin g — Geos ) {4.22)

miy + 2y + kz, = 2Fa, —em{p*cosp + Gsing) (4.23)
Ipp = T+ ek(z,sin g+ y, cos @)

+2F ay(zy — ecos@) — 2Fa,{y, + esin ) (4.24)

No caso de o eixo ser de um material ermn que a lei de rigidez linear proposta por Hook descreve
bem seu comportamento e o material dos roletes for algum tipo de borracha ou neoprene, tém-
se os efeitos combinados de restituicio cibica e atrito seco vindas do contato entre os roletes

e o rotor. Neste casc as equagdes que descrevem o sistema sio:




My + CYw + kYo + 7yf’ﬁ =

MEy + €2y 4 ki +v2° =

Ipp =

+2Fay(z, —ecosg) — 2Fa,(y., + esing)

2Fa, + em(¢” sing ~ @ cos )

2Fa, — em(p* cos ¢ + $sing)
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(4.25)

(4.26)

T + e((kzo + 723) sin g + (kyo + 755,) cos )

(4.27)

As equagdes (4.25), {4.26) e (4.27) podem ser escritas usando-se variaveis adimensionais, como:

y+uy
Z4y
(ra
onde:
7T = tw;
g = f‘%
onde:

D B
gy — o3y +a2( e

e 2Fa,

D fhZy — O3z —{

[84) ek

= 2Fa,

+ (¢ sing — " cos )

~ (¢ cosp + " sin )

(4.28)

(4.29)

glar + ((a2z + cp0a2®) sin g + (cgy + a2a3y3icos ©)

+2Fay

i (crpz — ecos ) —

— Yw. o e 20 .
y = z =2
o 2R - £.
Oy == P 6—-;}

z é um comprimento caracteristico ;

p é o raio de giragio (p = /22);

m

k

w € a frequéncia natural {w = 1/ %);

P

2Fa,
ek
a1 = kmp
#= 21’;1&)5

" denota derivada em relagdc ao tempo adimensional 7.

{02y + esin @)

(4.30)

O procedimento usado para adimensionalizacdo é mostrado em detalhes no Apéndice D.




Capitulo 5 )

Metodologia de Solucao

Os problemas de oscilagbes nao lineares tém sido geralmente tratados de duas manei-
ras distintas. Uma pela integragdo numérica direta das equacdes diferenciais do movimento,
que possibilita nao s6 o estudo no dominio do tempo, como também a aplicacio de técnicas
graficas que auxiliam na compreensio do comportamento do sistema (FE?ENY & MOON, 1994
e THOMPSON & STEWART, 1989). A outra é o cdlculo de uma solugio aproximada usando-se
a teoria de perturbacdo, que possibilita a visualizacio da curva de ressonancia e o estudo da

natureza dos pontos singulares {(HasaN & Mook, 1979q).

5.1 Simulacao Numérica

O rotor Laval, previamente modelado, é descrito por um sistema de trés equacdes di-
ferenciais de segunda ordem. Cada uma destas equagdes de segunda ordem é equivalente a
duas equagoes de primeira ordem, seguindo a formulagao de varidvel de estado. Portanto, sao
obtidas seis equages de primeira ordem, que posteriormente sio integradas, no dominio do
tempo, através do algoritmo de Runge-Kutta de quinta ordem de passo fixo. Procuraram-

se variar os parametros do sistema dentro de uma determinada faixa de valores a fim de se
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verificar a influéncia de cada um no comportamento do sistema.

5.2 Método da Média .

O método da média de primeira ordem ¢ aplicado ao sistermna de equagdes obtido
para o modelo do rotor Laval, com restituicio cibica e amortecimento viscoso, descrito pelas
equacOes {4.19), (4.20) e (4.21). Segundo HasaN & MoOK, 1979q este método é mais indi-
cado para tratar problemas de fonte de poténcia nao ideal. O método é aplicavel a sistemas
com fracas nao linearidades. Em outras palavras, o sistema deve ser representado por equagdes
diferencials onde apareca um parametro adimensional (pardmetro de perturbacédo), que dé a
medida de quanto o sistema é nao linear. Quando este parametro tende a zero o sistema tende
a um oscilador harmonico simples. Estamos considerando o caso em que a excentricidade é
pequena, comparada com o raio de giracao do rotor. Considerando pequenas as forcas de
amortecimento viscoso e de restituicao nao linear, quando comparadas com a forga de resti-
tuicéo linear, e fazendo essas forcas aparecerem na mesma ordem de grandeza do parametro de

perturbagao, podemos escrever as equagdes (4.19), {4.20} e (4.21) na forma adimensional como:

iy = (=2 - aaf(y) + —((s"sing — " cos))) (5.1)
Fhr = e(~2i - aaf(z) = (6" coso+¢"sing)) (5.2)
5 = elon+ (a2 + asosf(2)) sing + (ay + wasf(y)) cos ) (5.3)

onde f(y) e f(z) sdo funcdes nao lineares de y e z.

Nossa atencao € voltada para uma faixa relativamente estreita de freqiéncia que abrange
a freqiéncia natural do sistema (unitéria com o uso de varidveis adimensionais); entdo é

conveniente introduzir o parametro de sintonia /A como a seguir:

o =14+A (5.4)




@ = A (5.5)

Primeiramente impoe-se a solucio e a sua primeira derivada na formas:
y = acos(p+5) (5.6)
y = —asin(p + 8) (5.7)

Onde os parametros a e J sdo fungdes do tempo.

O angulo 7 é a fase, usada para distinguir entre a rotacio e a freqliéncia de oscilacao
direcio v, enquanto £ é usado para distinguir entre a rotagao e a freqiiéncia natural na diregio

y {HAsAN & Mook, 1979aq).

O préximo passo é calcular uma mudanca de variaveis do sistema:

Y,z - a, B,

Derivando-se y’, dado pela equagdo (5.7) em relagdo a 7, obtém—sei

Y= - sin((p -+ [3) — aCOS(’{J + ﬁ)(ffﬂ’ + b’) (5'8)

Derivando-se y, dado pela equacdo (5.6), em relagio a 7 e igualando-se ac v’ imposto na

equacao (5.7), obtém-se:

a cos(p + B) — asin(e + B)(¢ + 8') = —asin{p + £} (5.9)

Substituindo-se as expressdes de y equagao (5.6),y’ equagdo (5.7) e y” equagdo (5.8),
bem como as relacbes (5.4) e (5.5) nas equacdes (5.1), (5.2) e {5.3), chega-se ao sistema de

trés equacdes {5.10}.

acos(f+ ) ~sin(f+pla —acos{B+ )1+ A+ 5)=

Z(—asf(y) + 2pasin(B + ) + (1 + A)?sin(p) — cos()(A)?)

Gy
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A= e{ar + cos(ip)(agacos(f + ) + s f(y) +
+sin(p){az03f(z) + azasin(f + ¢))

cos(B+)a —asin(f+ o) (1 + A+ 8') = —asin(8 + ¢) (5.10)

Resolvendo-se este sisterna, chega-se as expressoes para ', §', A’ Assumindo-se que se

trabalha perto da regidao de ressonancia, pode-se escrever o pardmetro de sintonia como:

A =co

A =eo’ (5.11)

Desprezando-se os termos de ordem superior ou igual a O(g?), chega-se a:

@ = —(sin(f +@){aanf(y) — sin(g) - 2epasin(p + §))
3 = zjza(gagag, cos(B + @) fly) — 2aza0 + sin(f3) —

2copa sin{2(8 + @) —sin(B + 2¢))

A" = elay + agacos(f) + azas cos{p) fy) + azaasin(p) f(2) {5.12)

Até aqui, a nao ser pelas eliminagdes dos termos de ordem superior a O(e}, apenas uma
mudanca de variavel no sistema foi efetuada. Pela natureza das equagdes nota-se que a taxa de
variagdo das grandezas a,d, A com o tempo é tanto menor quanto menor for o parametro de
perturbagao. Considerando-se a, 3, A como sendo constantes durante um ciclo e integrando-se
as equagdes em um ciclo, como mostram as relagoes (5.13):

] i
! — !,
&n = o )/ a'dy

G

, 17
o
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/ 1 /
&, = o 0/ Nde (5.13)
chega-se aos valores médios:
! & -
a,, = -——2~£(2a2,ua + cos ) (5.14)
f € . -
b'm, = 2052@ (20{2(}‘3@1 — 2&2(10' -+ sin 6) (315)
AL = el + azacos 8+ 20p03G,) (5.16)
onde:
G = /f sin( + B)dp = — /f (2) cos(ip + B)de (5.17)
1 2w 1 2 .
G = o [ J(y) cos(B)dp = - / f(z)sin(B)dp (5.18)

5.2.1 Movimento em Regime Permanente

Em regime permanente, as equagdes (5.14), (5.15) e (5.16) sdo igualadas a zero, chegando-

se as expressoes:
200pua +cos B = 0 {5.19)
2090307 — 2apa0 +sinf = 0 (5.20)

oy + opacos F+ 2aq00:Gy = 0 (5.21)
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5.2.2 Curva de Ressonancia

Usando-se as expressoes (5.19) e (5.20), juntamente com as relagdes (5.4) e {5.11), chega-

se a expressdo (5.22): ~

a= ! (5.22)

JRazn) + (22w, — 9P

onde:

we = 1+ agsg—l— {5.23)
a

Para o caso em que a restituicao € cibica, a expressdo (5.17) resulta em:

3 3
Gy = = (5.24)
8
Substituindo-se a expresséo (5.24) em (5.23), tem-se:
3 2
wo = 1+ aze | (5.25)

E finalmente, a fase 7, é dada por:

3/8cza? ~ o

8 = arctan( ) (5.26)

5.2.3 Rotacao em Regime

Usando-se as equacdes (5.19) e {5.21) e lembrando-se que para restituigio ctibica & ex-

pressao (5.18) resulta em:

3
Gy = %cos(ﬁ) (5.27)
chega-se a expressac (5.28) para o torque:
1
ay = ~(2appa(daza + 3opaza®)) (5.28)

4

Combinando-se as equagbes (5.20) e (5.21), chega-se a (5.29), que é equivalente a {5.28):

o = «\/(i—(éaga + 3apaza®) (1 — (i-(&aga(tp’ —1)/e — 3apcraa®)? (5.29)
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As equagdes (5.28) e (5.29) s3o usadas para calcular a rotacio em regime permanente. O
lado esquerdo € a curva caracteristica de torque adimensional do motor em funcio da rotagio.
O lado direito ¢ uma expressdo que envolve a amplitude, que por sua vez é funcdo da rotacio,

como mostra a expressao (3.30):

a1(¢’) = S(¢') {5.30)

5.2.4 Estabilidade

O melhor procedimento para se achar as raizes é o método grifico, que possibilita a
visualizagdo da interseccdo das duas curvas. Como mostrado na figura 5.1, pode ocorrer uma,
duas ou trés raizes. Quando mais de uma raiz sio encontradas, é necessdrio o estudo de
estabilidade para se saber qual rotac&o realmente ocorre. A expressio 5.30 pode resultar em

urma, duas ou trés solucdes, como mostram os pontos A, B e C, na figura 5.1.

Para se determinar qual destas solugdes corresponde a realidade, é.necessdrio considerar

suas estabilidades. Para tal, faz-se o estudo da natureza dos pontos encontrados, através das
equagdes (5.14}, (5.15) e {5.16). Fazendo-se:

o = a,+a (5.31)

B = B+ (5.32)

Figura 5.1: Intersecgéo da curva S{y¢*) com curvas de torque L




40

A = A+ (5.33)

Substituindo-se as relagdes (5.31), (5.32) e (5.33) nas equagdes (5.14), (5.15) € (5.16) e considerando

se apenas os termos lineares em a4, f) € Ay, obtém-se, em forma matricial:
[ap 8 A =VEla & AT (5.34)

onde J é a matriz dos coeficientes, definida por:

(1) (st 0
J= (3asa, — S2Ed) (estlely (-1} (5.35)
(g cos(B,) + Sonazal cos(B,))  (—assin(B.) ~ 2onazalsin(B,)) (%“f;)

A equacgao (5.34) possui solucdes na forma:

(a1, By, A1) = (@10, P10, Dro)e™

onde A sao os autovalores da matriz dos coeficientes e ayg, 310, Ao 520 constantes.

A solucao é estavel, e portanto ¢ movimento realizavel, se a parte real de cada autovalor
for negativa ou zero. Notar que o parametro que indica a influéncia do motor no sistema é a

inclinacao da curva caracteristica de torque no ponto de interseccdo com a curva S(¢’).

5.2.5 Amplitude Maxima de Oscilagao

Combinando-se as expressoes (5.19} e (5.20), chega-se a:

f 1 1
le . ) = 8a2a(3a2a3a3 + \/16(1 — (2a2pa)?) (5.36)

Como a expressao dentro do radical em {5.36) deve ser maior que zero, a amplitude méxima

de oscilagio € dada por (5.37):

a <

5.37
S o (5-37)
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Capitulo 6

Simulacao Numérica - Resultados

Neste capitulo constam os resultados obtidos através da metodologia previamente apre-

sentada. Para efeito de simulagdo, considerou-se o rotor com as seguintes caracteristicas:

k = 31580N/m

m = 2kg
Ip = 0.0056kg/m?
e=0.001m

Este mesmo rotor foi anteriormente analisado por LUCCHESI, 1988, em seu trabalho

sobre a redugdo da amplitude de vibragado durante a passagem pela ressonancia.

O sistema de acionamento por motor de corrente alternada foi o escolhido para ilustrar
os resultados. Encontram-se nos Apéndices A e B os resultados obtidos através de simulacao
numeérica, para os acionamentos por motor de corrente continua € por torque constante, res-

pectivamente.

As equacbes de movimento previamente deduzidas, em sua forma adimensional, foram
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5.2.6 Movimento em Regime Transiente

Neste caso, langa-se mao da integracdo direta das expressées (5.14), (5.15) e (5.16). Os
resultados assim obtidos, usando-se o mesmo integrador de Runge-Kutta de quinta ordem
e passo fixo, sdo comparados com aqueles calculados através da integracao direta do sistema
original. Este procedimento é usado para se saber qual ordem de grandeza das nio linearidades

torna o modelo perturbado insatisfatério na previsio do comportamento do rotor.
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6.1.1 Rotor Laval Nao Amortecido

A figura 6.1 mostra o comportamento da amplitude de oscilagio ao longo do tempo. Com
o numero de acionamento igual a 0.2, insuficiente para transpor a rotagio critica, a amplitude
cresce indefinidamente. Com o mimero de acionamento igual 0.4, a amplitude de oscilacao
logo se estabiliza em um patamar de 0.28. Com o niimero de acionamento intermediario de
0.3, a amplitude cresce até atingir um patamar de 1.3. A figura 6.2 mostra os trés casos para
a rotacao ao longo do tempo. Para o torque insuficiente (a, = 0.2), a oscilacio flutua com
amplitude crescente, em torno da critica. Com o valor intermediério {(a, = 0.3), ac atingir a
rotagao critica, o rotor comega a oscilar com uma magnitude crescente, até transpor a critica
e se estabilizar na rotacio imposta pelo motor. Com o nimeroc de acionamento igual a 0.4 , a
passagem pela rotagdo critica é rdpida, e o rotor logo alcanca a rotacio em regime desejada.
A rotagdo neste caso oscila menos em torno do valor em regime que no caso anterior, onde
a passagem f{oi lenta. A figura 6.3 mostra o torque liquido de acionamento. Com o nimero
de acionamento de 0.2, o torque liquido néo se estabiliza em torno de zero. Com o ndrnero
de acionamento de 0.3, o torque liquido cresce até chegar & rotacio critica, oscila em torno
do valor 0.28 com magnitude crescente, e finalmente cai para o valor nulo, onde permanece
oscilando em torno deste, com magnitude constante da ordem de 0.08. A érbita do rotor,

figura 6.4, para (a, = 0.3}, mostra a trajetéria estdvel em torno da amplitude 1.3.

O rotor Laval, livre dos efeitos de restituicio ciibica, amortecimento viscoso e atrito seco,
apresenta uma amplitude de vibragio crescente quando o torque aplicado é insuficiente para

a transposicao da rotacao critica.

6.1.2 Rotor Laval com Amortecimento Viscoso

A figura 6.5 mostra a amplitude de oscilagio ao longo do tempo, para trés valores do
torque de acionamento, com o rotor Laval sujeito a atrito viscoso. Observa-se um compor-

tamento semelhante ao rotor Laval néo amortecido. Porém, as duas curvas em que o torque

e
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fornecido foi suficiente para transposi¢do da rotagdo critica, que neste caso possuem a, = 0.3
€ ap, = 0.4, desta vez nao apresentam grande diferenga quanto a amplitude de oscilagio em
regime. Para ambos as curvas, esta amplitude ficou em torno de 0.025. A rotagao ao longo do
tempo, mostrada na figura 6.6, evidencia o fato de que, embora com o ndmero de acionamento
de 0.4 a rotag@o em regime seja alcancada mais répido que com o niimero de acionamento de
0.3, ambos oscilam pouco em torno do valor estével. Quando o torque é insuficiente, a rotagio
oscila em torno da critica e a magnitude cresce lenta e continuamente. O torque liquido de
acionamento, mostrado na figura 6.7, para a, = 0.4, atinge seu valor maximo antes que o rotor
alcance a velocidade critica. Para o valor intermediario, (a,, = 0.3), 0 méximo valor do torque
¢ alcangado depois de o rotor permanecer, durante um certo tempo, oscilando em torno da
rotagao critica. Em ambos os casos, depois de atingir seus valores maximos, o torque liquido
cal para zero, onde permanece oscilando com magnitude crescente. A érbita do rotor, figura
6.8, para o torque de acionamento igual a 0.3, mostra as duas regides antes e depois de o rotor

passar pela rotacdo critica e se estabilizar com amplitude de oscilacio em torno de 0.025.

Beicnamenin GA fax 0 g=8 oeb
z5 T T

acteramanio DA Famw 0 pa0 cwb
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ampiituds
T

Figura 6.5: Amplitude de os- Figura 6.6: Rotagido ao longo do
cilagao ao longo do tempo para tempo para frés valores de a,

trés valores de a,

O amortecimento viscoso suaviza a amplitude se oscilagio em torno da critica, embora

esta oscilagdo continue crescente.
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6.1.3 Rotor Laval com Restituicao Ciibica

A figura 6.9 mostra a amplitude de oscilagio para trés valores do torque de acionamento.
O mimero de acionamento usado, para uma passagem rapida pela critica,Toi de 0.6. Os outros
dois valores mostrados (e, = 0.2 ¢ a, = 0.3) apresentam um comportamégto semelhante, onde
as amplitudes de oscilagao sao crescentes. A figura 6.10 mostra que em pouco tempo a rotacio
entra em regime, quando o numero de acionamento é 0.6. Para os outros valores, (a, = 0.2 e
ar, = 0.3), a rotacdo cresce monotonicamente até atingir a critica. A partir de entfio, continua
aumentando, s6 que agora com uma oscilagdo primeiro crescente e posteriormente decrescente,
emn diregdo ao valor estaciondrio. O torque liquido, figura 6.11, com a, = 0.6, atinge seu valor
méximo antes de a rotaco atingir o valor critico e logo apds decresce até um valor nulo. Para
o valor de a,, = 0.3, o torque liquido comega a oscilar ac atingir a critica. Essa oscilagio cresce
e posteriormente decresce em direcio ao valor nulo. O mesmo acontece com o torque liquido
quando o numero de acionamento é igual a 0.2, embora o tempo de integracio nao tenha sido
suficiente para se verificar a queda em diregio ao valor nulo. A érbita do rotor, com torque

de acionamento 0.6, é mostrada na figura 6.12.

A restituigac ciibica faz com que, no caso de torque insuficiente, a rotagio acompanhe

a critica, que por sua vez tem seu valor dependente da amplitude de oscilacio, até alcancar
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a rotagdo em regime desejada, neste instante, a amplitude de oscilagio assume um valor

constante.

6.1.4 Rotor Laval com Atrito Seco

A figura 6.13 mostra a amplitude de oscilacio para trés valores distintos de a,. Em
todos os casos, a rotagae ao longo do tempo, figura 6.14, mostra que, mesmo corm uma grande
poténcia de acionamento, o rotor termina por voltar a oscilar em torno da rotacao critica. As
curvas de torque, figura 6.15, mostram que nenhum dos trés valores consegue se estabilizar

em torno de zero. A drbita do rotor cresce indefinidamente, como mostra a figura 6.16.
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Figura 6.13: Amplitude de os- Figura 6.14: Rotagdo ac longo do
cilagio ao longo do tempo para tempo para trés valores de a,

trés valores de a,

O atrito seco, imposto pelo sistema adicional, dissipa energia do sistema, fazendo que,
mestno com urn valor elevado do torque de acionamento, o rotor nio consiga manter a rotacio

em regime desejada; voltando sempre ao valor da rotacio critica.
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6.1.5 Rotor Laval com Efeitos Combinados de Restituiciao Ciibica

e Amortecimento Viscoso

A figura 6.17 mostra a amplitude de oscilagio para trés valores de a,. Com o nimero
de acionamento igual a 0.4, a passagem através da velocidade critica é rapida; com a, = 0.35
a amplitude aumenta até saltar para o mesmo valor da passagem rapida. Para a, = 0.2, o
torque € insuficiente para vencer a velocidade critica e a amplitude de oscilagio permanece em
um patamar de 0.25. A figura 6.18 mostra o comportamento da rotacio ao longo do tempo.
Com 4, = 0.4 o rotor atinge rapidamente a rotagdo em regime. As curvas de torque, figura
6.19, mostram que, nos valores suficientes para transpor a rotacdo critica, o patamar estivel
¢ acima de zero. Para a,, = 0.2, o rotor néo consegue transpor a critica, permanecendo nesta

indefinidamente. A drbita do rotor para a, = 0.35 ¢ mostrada na figura 6.20.
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6.1.6 Rotor Laval com Efeitos Combinados de Atrito Seco e Amor-

tecimento Viscoso

A figura 6.21 mostra a amplitude de oscilacio para trés casos distintos do torque de

acionamento. Em todos eles, o comportamento ao longo do tempo mostrou-se semelhante. O

rotor apresenta um aumento da amplitude de oscilagio até se estabilizar em torno do valor 0.5.

A rotagdo ao longo do tempo, figura 6.22, mostra um comportamento sermelhante entre os trés

casos. Quanto maior o torque, mais a rotagéo em regime se aproxima da rotacio imposta pelo

motor. As curvas de torque liquido, figura 6.23, mostram que nenhum dos trés casos alcanca

o equilibrio em torno do valor nulo. A figura 6.24 mostra a érbita do rotor para a, = 0.5.
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O amortecimento viscoso, presente no rotor sujeito a atrito seco, diminui os valores dos

torques de acionamento necessirios para a passagem pela rotacio critica, embora a rotacio

em regime se apresente tanto mais abaixo da desejada quantc menor o valor do torque de

acionamento.
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6.1.7 Rotor Laval com Efeitos Combinados de Atrito Seco e Res-

tituicao Cubica

As curvas da figura 6.25 mostram que para a, = 0.4, a amplitude ae vibragao cresce até
atingir o valor 2.0, onde permanece oscilando em torno deste valor. Para os demais valores,
a, = 0.1 e a, = 0.3, a amplitude cresce indefinidamente. As curvas de rotagio, figura 6.26,
mostram que para a, = 4.0, a rotagdo passa rapidamente pela velocidade critica, chega até
o valor 2.0, onde inicia uma oscilagio crescente. Abruptamente a rotacdo salta para o valor
ern regime imposto pelo motor, permanecendo neste com uma pequena flutuacio. As curvas
de torque, figura 6.27, mostram que com a,, = 4.0, o torque liquido se estabiliza em torno de
zero. Para a, = 0.3, quase ndo hd oscilagio, embora o torque liquido cresca e nao se estabilize
em torno do valor nulo. Com a, = 0.1, o torque liquido oscila de maneira crescente até atingir
um certo patamar, depois cai repentinamente e passa a oscilar em torno de um valor préximo,

porém acima do valor nulo. A érbita do rotor para a, = 4 é mostrada na figura 6.28.

O rotor Laval sujeito a efeitos combinados de atrito seco e restituicio ciibica apresenta
uma grande amplitude de oscilagdo para valores elevados de torque de acionamento, enquanto

que, para valores menores, a rotagio acompanha lentamente a critica e acaba por se estabilizar
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no valor desejado.

6.1.8 Rotor Laval com Efeitos Combinados de Atrito Seco e Res-

tituicao Ciibica e Amortecimento Viscoso

A figura 6.29 mostra a amplitude de oscilacio para trés valores distintos de a,. Para
an = 10, a amplitude se estabiliza em torno de 0.35, com pequena flutuacao em torno deste
valor . Para os demais valores, a, = 0.35 e a, = 0.5 , a amplitude se estabiliza em 0.45
com grande flutuacdo. As curvas de rotacio ao longo do tempo, figura 6.30, mostram que
para a, = 10.0, a passagem pela ressonancia € praticamente instantanea, enquanto que para
os outros valores, a, = 0.35 e a, = 0.5, o rotor ndo atinge o patamar de rotacao imposto
pelo motor, ficando tanto mais abaixo quanto menor o mimero de acionamento. As curvas
de torque, figura 6.31, mostram que, embora a flutuagio varie, para os trés valores de a,
mostrados, o torque liquido se estabiliza em torno do valor nulo em todes os casos. A figura

6.32 mostra a orbita do rotor para a, = 10.
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-
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Com os efeitos combinados de atrito seco, restituicio cibica e amortecimento viscoso,
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Figura 6.32: Orbita do totor

a amplitude de oscilagio se estabiliza rapidamente. Isto faz a rotagdo critica permanecer
com seu valor constante. A partir deste instante, a rotacio em regime se estabiliza em um

determinado valor, embora este valor fique abaixo do desejado se o torque de acionamento nao




Capitulo 7 )

Conclusao

7.1 Consideracgoes Finais

A forma inclinada da curva de ressonancia faz com que coexistam duas amplitudes de
oscilagdo para uma mesma rotagio. Para se saber qual delas ocorre na pratica, um estudo de
estabilidade torna-se necessario. Mais ainda, as partes estivel e instavel da curva tém relacio
direta com a aceleracdo e desaceleragdo do rotor, como KONONENKO, 1969 comprovou em

seu experimento.

Alguns autovalores calculados néo ofereceram resultados satisfatérios. Isso se deve mais

3 tmprecisdo dos valores numéricos caiculados nos pontos de interseccio do que a limitacoes

do método da média em si.

A comparagao das curvas de resposta ao longo do tempo, entre o sistema original e o

sistermna médio, corrobora a validade do método.

Nao obstante o fato de o atrito seco nio ter sido considerado na aplicacao do método

da média, ndo ha nenhum impedimento matematico & sua inclusdo neste tipo de anélise.




58

Embora, neste caso, a forga de atrito tenha que assumir valores da mesma ordem de grandeza

do pardmetro de perturbagao.

O procedimento usado para tornar as equagdes adimensionais mostra que o sistema possui
nio linearidades tanto mais fracas quanto menor for o quociente entre o valor da excentricidade

e o raio de giracao do rotor.

Embora a interacao com a fonte de poténcia seja considerada neste trabalho, desprezou-
se a inércia do motor. Isto faz com que os resultados se aproximem bastante daqueles obtidos
para o sistema ideal. Esperam-se obter resultados mais coerentes com a inclusio da inércia

do motor em irabalhos futuros.

Outro aspecto importante no projeto de maquinas rotativas é o torque minimo necessario
para uma passagern satisfatéria pela ressonancia. O estudo da influéncia do termo da derivada

do torque em relacdo a rotacao, nos autovalores da matriz jacobiana,. fornece.informacoes

importantes neste sentido. -

7.2 Conclusoes

A aplicagao do método da média mostrou-se eficiente no estudo do comportamento do

rotor Laval, no caso de fracas nio linearidades estarem presentes.

A estabilidade de uma determindada rotacio em regime depende da inclinacio da curva

de torque em funcéo da rotacio, no valor da rotacio considerada.

Devido & interagdo com a fonte de poténcia, ocorre o fenémeno conhecido como efeito
Sommmerfeld, o qual esta relacionado com a impossibilidade de o movimento ocorrer em deter-

minada faixa de rotacéo.
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A grande sensibilidade as condicbes iniciais faz com que a precisio numérica seja um

problema critico no estudo da estabilidade de sistemas nio lineares.

7.3 Perspectivas

Por tltimo, € importante salientar que este trabalho constitui apenas um primeiro passo
em diregao a compreensido do comportamento de um rotor Laval Vertical, sujeito a efeitos de
atrito seco e restituicao ciibica, interagindo com uma fonte de poténcia nio ideal. Para que
o modelo tedrico aqui desenvolvido possa ser convalidado experimentalmente, véarias modi-
ficacbes devem ser introduzidas, tals como o aumento da precisio nos cdlculos e a inclusio da
inércia do motor na equagio da fonte. Nesta etapa, ferramentas graficas de anélise podem ser

incorporadas como auxilio na compreensio dos fendmenos inerentes ao sistema.
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Apéndice A

Motor de Corrente Continua

A.1 Acionamento por Motor CC

A.1.1 Rotor Laval Nao Amortecido
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A.1.2 Rotor Laval com Amortecimento Viscoso
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Apéndice B

Sistema Ideal

B.1 Acionamento Ideal

B.1.1 Rotor Laval Nao Amortecido
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B.1.4 Rotor Laval com Restituicaoc Cibica
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Apéndice C )

Resposta Transiente

Neste apéndice estao os resultados obtidos através da integracio numérica das equacoes
de movimento do sistema. Foram simulados tanto o sistema original quanto o sistema médio,

com o objetivo de se comparar as duas solugdes obtidas.

C.1 Rotor Laval Nao Amortecido
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Figura C.1: Amplitude de os-
cilagao ao longo do tempo - com-
paracao entre o sistema original e

o sistema médio
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Figura C.2: Rotacdo ao longo do
tempo - comparacao entre o sis-

tema original e o sistema médio
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Figura C.3: Amplitude de os-
cilacao ao longo do tempo - com-
paracao enfre o sistema original e

o sistema médio
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Figura C.5: Torque de aciona-
mento - comparacao entre o sis-

tema original e o sistema médio
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Figura C.4: Rotagao ao longo do
tempo - compara¢ao entre o sis-

tema original e o sistema médio
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Figura C.6: Torque de aciona-
mento - comparagao entre o sis-

tema original e o sistermna médio
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Figura C.8: Rotagio
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C.2 Rotor Laval com Amortecimento Viscoso
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Figura C.10: Rotagio ao longo do
tempo - comparacio entre o sis-

tema original e o sistema médio
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Figura C.11: Torque de aciona-
mento - comparagao entre o sis-

tema original e o sistema médio
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Figura C.13: Amplitude de os-
cilacao ao longo do tempo - com-
paracdo entre o sistema original e

o sistema médio
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Figura C.12: Torque de aciona-
mento - comparagio enire o sis-

tema original e o sistema médio
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Figura C.14: Rotagdo ao longo do
tempo - comparacao entre o sis-

terma original e o sistema médio
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Figura C.153: Amplitude de os-
cilagao ao longo do tempo - com-
paragac entre o sistema original e

o sistema médio
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Figura C.17: Torque de aciona-
mento - comparagac entre o sis-

tema original e o sistema médio
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Figura C.16: Rotacic ao longo do
fempo - comparacac entre o sis-

tema original e o sistema medio
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Figura C.18: Torque de aciona-
mento - comparacao enire o sis-

tema original e o sistema médio




Setem Dogra

Betarnm Madso

C.4 Rotor Laval com Efeitos

1otaran

2.6
wowns

g

] [23 [

1500

508 000
ampe

1600

Combinados

Axems Onpne

Gatoma Mado

92

1eincno

2E

LT

Ioincan

LY

tompo

500
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Figura C.20: Rotagio ao longo do
temnpo - comparacao enire o sis-
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Figura C.21: Amplitude de os-
cilagdo ao longo do tempo - com-
paracao entre o sistema original e

o sistema médio

Figura C.22: Rotacao ao longo do
tempo - comparagio entre o sis-

tema original e o sistema médio




Sentmttin Lt St e

o) o3

torgud

a4 LY

[E 2]
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mento - comparagao entre o sis-

tema original e o sistema médio
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Apéndice D

Equacoes Adimensionais

Neste apéndice é mostrado o procedimento empregado na obtencio das equacdes adimen-
sionais de movimento. O cobjetivo é colocar as equacies em uma forma padrio onde aparece
o parametro pequeno, £ {(pardmetro de perturbacdo). O pardmetro pequeno é uma razao en-
tre grandezas fisicas do sistema; quando este tende a zero, o sistema tende a nm oscilador

harménico simples.

As trés equacoes diferenciais que representam o problema estudado sio escritas na forma:

My + chw + kg +7Y = 2Fay + em(§” sin(p) — @eos(y)) (D.1)
MZy + Coy + k2w +722 = 2Fa, — em(? cos(y) + Psin(p)) (D.2)
(Ip+me’)g = T+ e((kyw +7y5)sin(p) + (kzy + v25) cos(p))

+2Fay(2y — ecos{p)) — 2Fa;(yy + esin(e)) (D.3)

Dividindo a equacdo (D.1) por m e escrevendo a amplitude y como a razdo entre ela e

um comprimento caracteristico « {por exemplo a amplitude méxima de oscilacdo), tem-se:
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.o C . k Y 3 3 2Fa, - .
T + =Ty + —kyy + Loyl = 2+ em(@Psin(y) — Geos(p) (D)

Definindo o tempo adimensional 7 como a razao entre o tempo e o0 inverso da freqiiéncia

natural, como mostra a relacdo D.5:

T o= t@ =t (D.5)

a equacao D.4 toma a seguinte forma:

2Fa
zwy” + wxwy + wlTy + l:z: Y= — —2 + ew?(¢? sin(p) — " cos(p)) (D.6)

Dividindo toda equacdo D.6 por w2z, tem-se

[ .’E2 QFG € . 1
Y+ —y +y+ li.c...ys = 7+ —(p"sin{p) — ¢ cos(p)) (D.7)

onde (/) denota derivada em relacéo a 7.

Introduzindo o raio de giracio, p, chega-se a equacdo D.8;:

" yz? e 2Fay p

—— — — It
Y+ — y +y+ he e+px(9¢ sin(p) —~ ¢" cos(p)) (D.8)

A equacdo D.8 pode ser escrita como:
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] 2Fa £ X "
y" + 2py +y+ sy’ = e + — (¢ sin(p) — " cos(p)) (D.9)
aqgek oo
onde:
e
b= e
Oy = %xz
4
g = -
p
z
g = - D.10
2 p (D.10)
Considera-se o caso em que 4 = O(¢) e a3 = O{¢) .Pode-se escrever D.9 como:
2Fa 1 )
y' +y = (=" — asy® — 2py' + — (¢ sin(p) ~ ¢" cos())) (D.11)
oqek Qs
O mesmo procedimento para a variavel z,,, leva a:
. 2Fa 1 .
2+ z=g(——= — m2® — 2uz’ ~ —(¢” cos{) + ¢" sin{y))) (D.12)
asek o

Para a equagfo D.3; apos dividi-la por (Ip + me?), tem-se:

v = m(piez)*mtpziez)“’“ywﬂyi)siﬁ(@)+(kzw+vzi)cos(¢))

+Wm(§iye2) (2 — ecos(ep)) — _:,:,;(%gjtigfj(yw + esin{y)) (D.13)
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Usando as definicdes de tempo e amplitudes adimensionais, a equagio D.13 torna-se:

i _— T €
L 7 S )
2Fay
TEHE )

2Fa,

(zz — ecos(ep)) — m(gw + esin(¢))

Para fracas nao-linearidades, tem-se:

€ e
- <<0=>e<<p=> —
p pP+et  p2 opp p

o que transforma a equacgdo D.14 em:

T T yziz o, . T 7T
= e—+e((Cy+ E=ZyP)sin(y) + (22 + L=Z2%) cos
o= o el It + Cr+ L eos(e)

+:21§:y (-Ez —egcos{p)) — Ezf:z (%y + esin(y))

=

Lancando-se mio das relagbes D.10, chega-se a:

¢ = gon+e({aey + aeesy?) sin(p) + (027 + opazz®) cos(y))

Oz

Fa, F .
"% (o + esin(y)

ek

+62 (apz — ecos(yp)) - 52

onde o torque adimensionalizado é dado por:

((kzy + vz*y®) sin(p) + (kzz + v2° %) cos(p))

(D.14)

(D.15)

(D.16)

(D.17)

(D.18)



