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Resumo

MIANO, Mariana Godoy Vazquez, Tensorizacao de matrizes de rigidez para quadrados e
hexaedros usando o método de elementos finitos de alta ordem, Campinas: Faculdade
de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, 2009, 86p. Tese de

Doutorado.

Os Métodos de Elementos Finitos de Alta Ordem tém sido aplicados com sucesso
em problemas de Mecanica dos Fluidos e Eletromagnetismo por apresentar uma taxa de
convergéncia exponencial para problemas com solugao polinomial. No entanto, devido ao
uso de funcgoes de interpolacao de alta ordem, as matrizes dos elementos sao mais den-
sas. Este trabalho apresenta uma formulacao que permite obter matrizes de rigidez de
quadrados e hexaedros altamente esparsas para Problemas de Poisson. Para isso, utiliza-
se a equivaléncia da solucao de problemas de projecao unidimensionais que envolvem as
matrizes de massa, mista e rigidez. Mostra-se que as matrizes de quadrados e hexaedros
podem ser obtidas pela combinacao ou tensorizacao dessas matrizes unidimensionais. A
matriz de massa unidimensional que compoe a formulacao das matrizes de rigidez de
quadrados e hexaedros é densa e pode ser substituida pela matriz de rigidez unidimen-
sional que se mostra bastante esparsa com as fungoes de base utilizadas no trabalho. A
formulagao é validada para quadrados e hexaedros locais e estendida para malhas nao
distorcidas desses mesmos elementos. Erros de aproximagao da solucao, esparsidade das

matrizes de rigidez globais e tempo de execucao sao apresentados.
Palavras Chave

Método de Elementos Finitos, Métodos de Alta Ordem, Esparsidade, Problema de Pois-
son, Matriz de Rigidez.
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Abstract

MIANO, Mariana Godoy Vazquez, Tensorization of Stiffness Matrices for Squares and
Hexahedral using High Order FEM, Campinas: Faculty of Mechanical Engineering
(FEM), State University of Campinas (UNICAMP), 2009, 86p. Phd Thesis.

High-order Finite Element Methods have been applied with success to problems
of Fluid Dynamics and Electromagnetism. The main feature of these methods is to
present an exponential convergence rate for problems with polinomial solution. However,
due to the use of high-order interpolation functions, the elemental matrices are denser.
This work shows a mathematical formulation, with tensorization concepts applied to the
base functions that make up the matricial system matrices which will enable to write
uniformly the systems resulting from the application of mass, mix and stiffness matrices.
This possibility arises from the proposed formulation, which makes the solution vector
equal to the three systems. Consequently, the 1D array mass, usually dense, that makes
up the formulation of the rigid 2D and 3D matrices, in squares and hexahedra, may be
replaced by the stiffness matrix 1D, which shows itself very sparse related to the base
functions used in this work. The formulation is validated to quadratic and hexahedral
elements and it is extended to non-distorted meshes of the same elements in the Poisson
problems resolution. Approximation errors in solution, sparsity of the global stiffness and

run time are also observed.
Keywords

Finite Element Method, High-Order Methods, Sparsity, Poisson Problem, Stiffness Ma-

trix.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

No estudo do comportamento de sistemas fisicos, modelos matemé&ticos sao am-
plamente utilizados. O avango da ciéncia tem motivado um grande desenvolvimento, o
que propicia modelagens realisticas, confidveis e de aplicagdes praticas na engenharia. A
analise desses modelos matematicos habitualmente requer o uso de métodos numéricos,
entre eles estd o Método dos Elementos Finitos (MEF). Esse método foi desenvolvido
inicialmente para a andlise de meios continuos, com foco no carater estrutural.

Basicamente, aproxima a forma fraca de problemas de valor de contorno usando
bases polinomiais.

No MEF, o dominio de definicao do problema ¢é dividido em um ntimero discreto de
subdominios de dimensoes finitas, denominados elementos finitos, interligados por meio de
um numero reduzido de pontos denominados nés. Arbitra-se o campo de deslocamentos
em cada elemento em funcao das grandezas nodais desconhecidas. A partir das equacoes
algébricas escritas para cada elemento, obtém-se o sistema de equacoes de equilibrio da
malha de elementos. Esse sistema global, apds a introdugao de condi¢oes de contorno,
permite a determinagao da solugdo para os coeficientes nodais (Soriano, 2003).

Assim, no MEF, uma func¢ao unidimensional continua desconhecida wu(x) serd re-



presentada pela combinacao linear de N fungoes conhecidas ¢, (), ponderadas por coefi-
cientes indeterminados ]\C[Ln, tal que

w(@) Zuy(r) =) andn(@), (1.1)
onde os coeficientes aZ:(s)éo determinados pela aplicacao das equacoes que governam o
problema. O conjunto de fungoes ¢, (z) também é chamado de funcoes de base, por cons-
tituir uma base no espaco de fungoes. Essas fungoes podem ser polinomios de Lagrange,
Legendre, Chebyshev, Jacobi (polinémios ortogonais).

Um problema de aproximacao é equivalente a resolver uma equagao matricial da
forma [H]{a} = f, a qual é resolvida invertendo-se a matriz [H], tal que {a} = [H]"{f},
onde [H] é uma matriz, {a} o vetor solucdo e {f} o vetor dos termos independentes
(Karniadakis e Sherwin, 1999). Porém, o custo computacional para inverter sistemas
matriciais é muito alto. Portanto, quanto mais proxima de uma matriz diagonal for
possivel representar a aproximagao, mais facil sera a solucao do problema inicial. Também,
o condicionamento numérico da matriz [H] esté relacionado com a independéncia linear
da expansao. Quando inverte-se numericamente um sistema matricial, existe um erro
associado com a representacao exata da matriz. Se a matriz for mal condicionada, a
inversao pode conduzir a erros muito grandes na solugao (Karniadakis e Sherwin, 1999).

A versao h do MEF permite melhorar a qualidade da aproximagao através do refina-
mento da malha de elementos. Ja na versao p, obtém-se uma melhor qualidade alterando
a ordem das fungoes de interpolacao dos elementos. Existe ainda a versao mista hp, que
procura alterar simultaneamente o tamanho do elemento e a ordem do polinomio empre-
gando algum critério de refinamento e a versao r que recoloca os nés da malha de forma
a melhorar a qualidade da aproximagao (Vazquez, 2008).

A eficiéncia de um elemento, em um sistema computacional, tem sentido amplo,
referindo-se a forma como foi implementado (pré-processamento), as rotinas de montagem
e de solucao do sistema global de equagoes (solugao numérica) e ao tratamento posterior
de seus resultados (pds-processamento) (Soriano, 2003).

Do ponto de vista computacional, a escolha da base para o espago de aproximagao



influencia a estabilidade e eficiéncia dos procedimentos numéricos usados para o calculo
da solucao aproximada. Em geral, as bases de elementos finitos consistem de fungoes
polinomiais por partes, definidas sobre os elementos da particao que interpolam o dominio
do problema.

A eficiéencia do MEF de Alta Ordem (p e hp) estd bem estabelecida e o método
tem sido aplicado aos mais diversos problemas nos tltimos anos. No entanto, o aumento
da ordem da expansao polinomial implica em um aumento da ordem das matrizes dos
elementos. Esse aumento torna-se critico, principalmente em problemas 3D, resultando
em maior custo computacional para solucao dos problemas. A base de funcoes é de
fundamental importancia na eficiencia do método. Assim, a identificacao de fungoes que
resultem em matrizes esparsas e mais bem condicionadas tem recebido grande atencgao
(Bargos, 2009).

Assim, a principal motivacao desse trabalho estd relacionada ao desenvolvimento
de uma metodologia que permite obter matrizes de rigidez de quadrados e hexaedros

altamente esparsas.

1.2 Revisao Bibliografica

O MEF surgiu em 1955 como evolugao da anélise matricial de modelos reticulados
(concebida no inicio da década de 30 na industria aerondutica britanica), com a disponibi-
lidade de computadores digitais e devido a necessidade de projetar estruturas de modelos
continuos.

Os primeiros elementos foram concebidos por engenheiros aeronauticos para analise
de distribuicao de tensoes em chapas de asa de aviao. Sua formulagao foi tratada pio-
neiramente por Argyris e Kelsey em 1955 (republicada em 1960) e por Turner, Clough,
Martin e Topp (1956). Gallagher, Padlog e Bijlard foram pioneiros, em 1962, na anélise
de problema tridimensional de tensoes por meio de elementos finitos, quando entao con-

sideraram o efeito de temperatura em sélidos de formas complexas. Archer (1963) utilizou



campos de deslocamentos em elemento finito para determinar a correspondente matriz de
massa, denominada consistente. Melosh (1963) apresentou formulacao do MEF a partir
da minimizagao da grandeza escalar funcional energia potencial total. Veubeke (1965)
apresentou a formulagao do método a partir de outros funcionais da mecanica dos sélidos
deformaveis (Soriano, 2003).

Verificou-se, entao, que as bases do método ja tinham sido estabelecidas por Lord
Rayleigh em 1870, por Walther Ritz em 1909 e por Richard Courant (1943). Mostrou-se
que o MEF é um caso particular do método de Rayleigh-Ritz, estabeleceram-se critérios
de convergéncia e verificou-se que o método poderia ser empregado em qualquer problema
do meio continuo regido por um funcional. Essa é a denominada formulagao variacional
(Assan, 2003).

A consisténcia matematica da formulagao variacional permitiu a extensao do MEF
a solucao de uma ampla gama de problemas de meio continuo, como os de meios porosos,
transferéncia de calor e eletrostéaticos, como apresentado pioneiramente por Zienkiewicz e
Cheung (1965), Zienkiewicz e co-autores (1966) e Wilson e Nickell (1966). Além da reso-
lugao desses problemas, Cheung e Zienkiewicz (1965) apresentaram a primeira aplicagdo
do método em interacao solo-estrutura, utilizando a hipétese de Winkler em semi-espaco
eldstico is6tropo. Apds o desenvolvimento da formulagao variacional, Szabé e Lee (1969)
verificaram que o método poderia ser formulado diretamente a partir das equagoes diferen-
ciais e respectivas condicoes de contorno de problema de meio continuo, como aplicacao
do método de Galerkin, que é um dos métodos de residuos ponderados.

A seguir, uma breve revisao sobre funcoes de base do MEF de alta ordem.

Vérios conjuntos de funcoes de forma p estao apresentados na literatura. Peano
considerou familias de funcoes de interpolacao hierarquicas para elementos triangulares
de lados retos que podem ser aplicadas para qualquer ordem polinomial (Peano, 1975).
Cada novo grau de liberdade para p > 2 representa a p-ésima derivada da aproximacao.
As fungdes s@ao mapeadas diretamente sobre os elementos da malha usando coordenadas

baricéntricas.



Zienkiewicz apresentou fungoes para elementos hierarquicos quadrilaterais com um
bom niumero de condicionamento das matrizes locais, facil imposicao da continuidade
entre os elementos e o uso de estimadores de erro (Zienkiewicz et al., 1981).

Um conjunto de funcgoes de forma espectrais, bastante citado na literatura, esta
baseado nos polinomios de Lagrange de grau P colocados em (P + 1) pontos nodais
(Karniadakis e Sherwin, 1999). Esses polinomios obedecem & propriedade de colocagao,
em que os coeficientes representam a aproximacao da solucao nos pontos de colocagao.
Os pontos de colocacao sao chamados de nds e portanto a expansao usando a base de
Lagrange é referenciada como uma expansao nodal. Existem também expansoes modais,
como por exemplo, um conjunto de fungoes usando polinomios ortogonais de Jacobi. Com
a escolha 6tima das ponderacoes desses polindmios é possivel melhorar a esparsidade e o
condicionamento das matrizes de massa e rigidez para os problemas de Poisson e dinamica
dos fluidos (Karniadakis e Sherwin, 1999).

Carnevali introduziu funcoes de forma hieraquicas para triangulos e tetraedros com
a propriedade de que as fungoes de aresta, face e corpo sao ortogonais, no sentido do
operador laplaciano, para as mesmas fungoes com ordens nao superiores a p — 2, p — 3
e p — 4, respectivamente (Carnevali et al., 1993). Esse fato resultou em uma matriz de
rigidez local com melhor niimero de condicionamento e esparsidade das matrizes locais
comparado as fungoes definidas em (Szab6 e Babuska, 1991).

As funcgoes hierarquicas classicas para quadrilateros e hexaedros introduzidas por
Szabé & Babuska (Szabd e Babuska, 1991) tém excelente esparsidade e propriedades
de condicionamento, devido ao uso de polinomios de Legendre e sua natureza tensorial
(Edgar e Surana, 1996; Maitre e Pourquier, 1995). Entretanto, as fungoes para triangulos
e tetraedros nao tém propriedades similares e hd um aumento exponencial do nimero de
condicionamento local com a ordem do elemento p (Carnevali et al., 1993; Adjerid et al.,
2001; Nogueira Jr., 2002).

Sherwin & Karniadakis apresentaram funcoes de forma hierarquicas para triangulos

e tetraedros baseadas em sistemas cartesianos colapsados, produto tensorial, polinomios



ortogonais de Jacobi e integragao numérica exata usando a quadratura de Gauss-Jacobi
(Sherwin e Karniadakis, 1995; Karniadakis e Sherwin, 1999). Os sistemas de coordenadas
colapsadas para triangulos e tetraedros sao obtidos dos sistemas de coordenadas carte-
sianas definidos sobre quadrilateros e hexaedros, respectivamente. Tais fungoes foram
aplicadas no estudo de problemas de fluidos definindo os métodos hp espectrais (Karni-
adakis e Sherwin, 1999).

Webb & Abouchakra usaram polindmios de Jacobi para definir fungdes de forma para
o triangulo referéncia [0,1] 2-simplex (Webb e Abouchakra, 1995). A regra de quadratura
definida em (Dunavant, 1985) foi usada.

Nogueira Jr. & Bittencourt mostraram as vantagens de usar polinomios de Jacobi
para melhorar a eficiéncia computacional e a esparsidade das matrizes locais e globais
(Nogueira Jr. e Bittencourt, 2001) Também foi verificado que as fung¢oes propostas em
Carnevalli (Carnevali et al., 1993) tém um aumento exponencial do nimero de condi¢ao
com a ordem do elemento, mas inferior ao verificado nas funcoes apresentadas em Szabd
(Szab¢ e Babuska, 1991).

Adjerid (Adjerid et al., 2001) propds novas fungoes para triangulos e tetraedros com
melhor esparsidade e propriedades de condicionamento quando comparadas a Szabd &
Carnevalli (Szabé e Babuska, 1991; Carnevali et al., 1993). As fungoes sdo baseadas em
Szabdé (Szabd e Babuska, 1991) e usam a ortogonalizagao das fungoes de face (2D) e de face
e corpo (3D). A estratégia apresentada é muito similar a que foi usada em Mandel (Mandel,
1990b; Mandel, 1990a) para definir pré-condicionadores, esparsidade das matrizes locais
e globais (Nogueira Jr. e Bittencourt, 2001) para métodos de decomposigao de dominios
em malhas de hexaedros.

Nogueira Jr. em (Nogueira Jr., 2002) apresentou novos conjuntos de fungdes basea-
dos em polinémios de Jacobi e tensorizacao em coordenadas colapsadas. As ponderacoes
foram obtidas de tal maneira a diagonalizar as fungoes de face (2D) e de corpo (3D). Além
disso, aplicou-se o método hp espectral em problemas de elasticidade linear com o uso de

métodos iterativos e multigrid hp-adaptaveis.



As fungoes modais para quadrildteros e hexaedros apresentadas em (Karniadakis e
Sherwin, 1999) aplicam a defini¢ao padrao de produto tensorial. Entretanto, triangulos
e tetraedros usam um produto deformado ou generalizado, devido ao uso do sistema de
coordenadas colapsadas.

Vazquez apresentou processos de construcao tensorial de funcoes de interpolacao
para as versoes h e p do MEF usando, respectivamente, polinomios de Lagrange e Jacobi
aplicados a quadrados, hexaedros, triangulos e tetraedros (Vazquez, 2004).

Em (Bittencourt, 2005), apresentam-se func¢oes de forma modal e nodal para tri-
angulos e tetraedros baseadas no produto tensorial de fungdes unidimensionais expressas
em coordenadas baricéntricas. As func¢oes nodais usam polinomios de Lagrange e sao as
fungoes de forma h padrao apresentadas na literatura (Zienkiewicz e Taylor, 1989; Cook
et al., 1991). As bases modais usam polinomios de Jacobi. O procedimento tensorizavel
para construir os conjuntos de fungoes modais e nodais é muito simples. As fungoes
modais tém uma continuidade global C° automética entre os elementos. Assim, nao é
necessario um procedimento adicional para impor tal continuidade, como ocorre com as
fungoes de interpolagao p presentes na literatura.

Prabhakar & Reddy exploraram a ortogonalidade das bases modais usadas em mo-
delos hp de elementos finitos (Prabhakar e Reddy, 2007). Os coeficientes da matriz sao
calculados analiticamente sem usar qualquer processo de integracao numérica, o que pode
ser computacionalmente muito caro. Sao usadas as propriedades dos polinomios de Jacobi
e o MEF por minimos quadrados. A limitacao do procedimento desenvolvido é que s6
pode ser usado por elementos retangulares.

Em (Vazquez, 2008), apresenta-se a constru¢ao de uma base unidimensional nodal
que permite obter uma matriz de rigidez praticamente diagonal para problemas de Poisson
unidimensionais.

Em todas as bases anteriores, observa-se um crescimento do ntimero de condicao e
de coeficientes das matrizes de massa e rigidez dos elementos. Isso implica em um custo

maior de solugao dos sistemas de equacgoes envolvidos.



Como contribuicao deste trabalho, constréi-se uma formulacao matematica, que
utilizando o processo de tensorizagdo de bases apresentado em (Vazquez, 2004), obtem
matrizes de rigidez para quadrados e hexaedros altamente esparsas.

Considera-se o Problema de Poisson, a base proposta em (Vazquez, 2008) e polinémios
ortogonais de Jacobi. A formulacao aqui apresentada tem dois objetivos principais.
Primeiramente, mostrar a equivaléncia de problemas de projecao matriciais que envolvem
matrizes de massa, mista e rigidez, uma vez que o vetor solucao é o mesmo para os
trés problemas. A formulacao é estendida para quadrados e hexaedros, revelando que é
possivel expressar os coeficientes das matrizes de rigidez pela combinagao dos coeficientes
ou tensorizagao das matrizes de massa e rigidez provenientes da aproximagao de problemas
unidimensionais.

O outro objetivo é mostrar que a matriz de massa unidimensional encontrada na
formulagao das matrizes de rigidez de quadrados e hexaedros, pode ser substituida pela
matriz de rigidez de problemas unidimensionais, gerando bons resultados em termos de

esparsidade das matrizes de rigidez globais.

1.3 Organizacao do texto

O Capitulo 2 apresenta uma revisao da construgao de funcoes de base unidimen-
sionais nodal e modal, assim como a construcao de func¢oes de base para quadrados e
hexaedros por processo de tensorizagao.

O Capitulo 3 apresenta a tensorizacao de matrizes de massa e rigidez de problemas
unidimensionais para construir as matrizes locais de quadrados e hexaedros.

No Capitulo 4, a formulagao apresentada no Capitulo 3 é estendida para malhas nao-
distorcidas de quadrados e hexaedros, com jacobiano constante. Também sao apresentados
casos de validacao para essas malhas.

O Capitulo 5 considera as conclusoes e perspectivas futuras do trabalho.



Capitulo 2

Construcao das Funcoes de Base

Neste capitulo, apresenta-se uma revisao da construcao de fungoes de base uni-
dimensionais nodal e modal, assim como fung¢oes de base para quadrados e hexaedros
por processo de tensorizagao apresentada em (Vazquez, 2004) e as fungoes propostas em

(Vazquez, 2008).

2.1 Bases Unidimensionais

2.1.1 Base Nodal

Considere o sistema de coordenadas &, definido no intervalo fechado
[—1,1], e o conjunto de P;+1 pontos &1, (p = 0, ..., P;) definidos em &;, conforme ilustrado
na Figura 2.1.

6.6 £ & & L&
-1 ‘ e 1 g,

Figura 2.1: Sistema local de coordenadas &; (Vazquez, 2004).

O polinomio de Lagrange de ordem P; associado a cada coordenada &;, é dado por

(Zienkiewicz e Taylor, 1989; Cook et al., 1991)

Py
Z(Pl) _ (51 - glq) .
P (51) qzol(_p[?éq) (glp I glq) (2 ]')



(& —&1) (& — &) (G =&, )& — &) - (60— &ip))
(&1, = &10) (&1, — &) -+ (&1, — &1, ) (61, — Eapyn) - (61, — 1))

(§ ZI()O)(gl) =0.
As fungoes de interpolacdo nodais N, (&) associadas aos nés p (p = 0,..., P;) dos

elementos finitos unidimensionais sao os préprios polinomios de Lagrange, ou seja,

Np(&) = 1M(&). (2.2)

A seguinte expressao pode ser empregada para denotar as funcoes de forma de vértice

(p=0ep=P)einternas (0 < p < P;)

(1 =&)L 1(g) p=0
Np(&1) = ¢p(&1) = ¢ (1 + &)LV (&) p=" : (2.3)
1(1=&)A+&)LP (&) 0<p<P
sendo L= (&) obtido da expressao geral (2.1) dos polinomios de Lagrange tal que
Pi—1
II &-4&,)
_ 1,0#
LP2(6) = 45572F . (2.4)
II &, —¢&,)
9=0,q7p

Devido a definicao dos polinomios de Lagrange, observa-se que se trata de uma base

nodal.

2.2 Base Modal

No caso de uma base modal, tem-se apenas os nés de vértice do elemento. As
fungoes de interpolagao para elementos a partir do segundo grau nao estao associadas
as variaveis nodais. Para isso, deve-se empregar uma base polinomial cuja definicao nao
dependa de coordenadas nodais do elemento. Utiliza-se aqui os polinomios ortogonais de
Jacobi, sendo os polinomios de Legendre e Chebyshev casos particulares.

Os polinémios de Jacobi unidimensionais de grau n, P*#(¢;), sio uma familia de
solugbes polinomiais para o problema singular de Sturm-Liouville (Karniadakis e Sherwin,

1999). Estes polinomios sdo ortogonais (Chihara, 1978) no intervalo [—1, 1] com respeito
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a funcao peso (1 — &)1 +&)?, (o, 8 > —1;, B € R), da seguinte maneira
1
[ Q=) 14+ &) P &) P (€)ds = Coum, - & € [-1,1], (25)
208t Pln4+a+1)l(n+B+1)

n+a+pf+1 nl'(n+a+B+1)
definida em (Chihara, 1978) e para ntmeros naturais I'(n + 1) = nl.

sendo C' = uma constante. A funcao I' estd
Os polinémios de Legendre e de Chebyshev correspondem as ponderagoes (o = =
0) e (a = 8 = —3), respectivamente.
A partir das definicoes anteriores, as fungoes de interpolacao modal podem ser
definidas no sistema de coordenada &;, bastando substituir os polinomios de Lagrange

por Jacobi, ou seja,
(1-&) p=0
Np(&) = dp(&1) = § 3(1+&) p="P (2.6)

=&)(1+ Sl)P;?iBl(gl) O<p< P
Observe que as fungoes de vértice sao as mesmas fungoes do elemento linear de

= D=

Lagrange. As funcgoes de interpolacao sao hierarquicas, pois o conjunto de funcoes de

grau P esta incluido no conjunto de fungoes de grau P, + 1.

2.3 Construcao das Funcgoes de Base para Quadrados

e Hexaedros

2.3.1 Funcoes de Interpolacao para Quadrados

As fungoes de interpolacao nodais e modais para elementos finitos quadrangulares
sao construidas pelo produto tensorial de func¢oes unidimensionais nas direcoes & e &
como ilustrado na Figura 2.2 (Szabé e Babuska, 1991; Karniadakis e Sherwin, 1999).

A partir da equagao (2.3) e da Figura 2.2, as expressoes das fungoes de interpolagao

para quadrados podem ser escritas através do seguinte produto de funcoes nas direcoes

§1e&y
Npg(€1,62) = 0p(€1)9q(&2), 0<p< P e 0<q< P, (2.7)

11



&2

(1.0

LD

-1-1) (d,-1)

(a) Dominio quadrado.

ol

©)

g,

o-1

(b) Processo de tensorizagao.

Figura 2.2: Construgao tensorial das fungoes de interpolagao para quadrados (Vazquez,

2004).

sendo P; e P, os graus dos polinomios nas diregoes &; e &, conforme ilustrado na Figura

2.3.

De forma analoga ao caso unidimensional, pode-se associar as funcoes de inter-

polacao as entidades topoldgicas do elemento que no caso do quadrado sao os vértices

(V1, Vo, V5, V), as arestas (A, Ao, A3, Ay) e a face (F) ilustradas na Figura 2.3(b).

Os

indices p e ¢ da equagao (2.7) estao associados as entidades topoldgicas do quadrado de

acordo com a Figura 2.3(c).

A
v, 3
P, |cC D
F
a4 Ay 1
o LA B
0 b P Vi A,

(a) Intervalos de p e q.
cas.

(b) Entidades topoldgi-

Vs, O,p) ®.B) (P.B)
A, 0.9 (X6 (Pr.@)
Va 0,0) 0.0) (P,0)

(c) Entidades e indices p e g.

Figura 2.3: Associac@o entre entidades topolégicas e indices p e ¢ no quadrado (Vazquez,

2004).

A partir dai, as expressoes para as fungoes de interpolacao dos vértices Vi, Vo, V3, Vy

sao dadas, respectivamente, por

Noo(&1,&2) = do(&1)do(&2),
12



Npo(&1,&2) = ép (§1)d0(E2),
Npp,(61,62) = op(&1)or(&2), (2.8)
Nop,(§1,62) = ¢0(61)dp,(E2)-

Analogamente, as funcoes das arestas A;, As, A3, A4 sdo, respectivamente,

Npo(§1,82) = 0p(&1)do(&2), 0<p <Py,

Np(&1:&2) = op(&)dg(&2), 0<qg< Py,

Nopy(§1,&2) = 0p(&)op (&), 0<p< Py, (2.9)
Nog(&1,&2) = ¢0(&1)9q(&2), 0<q< P

Finalmente, as fungoes da face F; ou modos internos sao
Npgl€1,6) = 6p(0)64(). (2.10)
A base nodal lagrangiana padrao (Zienkiewicz e Taylor, 1989; Cook et al., 1991;
Karniadakis e Sherwin, 1999) para quadrados é obtida substituindo em (2.7) a definicao
da base unidimensional dada em (2.3). J& a base modal é obtida substituindo (2.6) em

(2.7).

2.3.2 Funcoes de Interpolacao para Hexaedros

De forma andloga aos quadrados, as fungoes de interpolacao para hexaedros sao
construidas através do produto tensorial de polinomios unidimensionais nas direcoes &,
& e &3, conforme ilustrado na Figura 2.4 (Szab6 e Babuska, 1991; Karniadakis e Sherwin,
1999).

A expressao geral das fungoes de interpolacao para hexaedros obtida pelo produto
tensorial é dada por

Npgr (€15 €2, §2) = 0p(81)Dq(E2) 01 (S3), (2.11)
com(0<p<P,0<qg< Pel<r<P;sendo P, P, e P3 os graus dos polinomios nas
diregoes &1, & e &3, respectivamente, conforme ilustrado na Figura 2.5(a).

A Figura 2.5(b) ilustra as entidades topoldgicas do hexaedro, as quais s@o consti-

tuidas de 8 vértices (Vi a Vg), 12 arestas (A; a Ajs), 6 faces (£ a Fg) e um volume (By).

13



&2

(1,1,1)

T e e @1@/]

(a) Sistema de coordenadas. (b) Processo de tensorizagao.

(-1,-1,-1)

&3

Figura 2.4: Construgao tensorial das fungdes de interpolacao para hexaedros (Bittencourt,
1991; Vazquez, 2004).

A Figura 2.6 apresenta a relacao entre os indices p, ¢ e r e as entidades topoldgicas do

hexaedro.
\2 A7 \A
A
8 lAn B Aq
b Vs A%
Ag 6
A
E 10
vl K
4 P, Ay B
V A \P K A,
V3
0
0 A i Ay
0 5 P v, A, v,
(a) Intervalos de p, g e . (b) Entidades topoldgicas.

Figura 2.5: Indices p, q e r e entidades topolégicas no hexaedro (Vazquez, 2004).

A partir da Figura 2.6 e da equagao (2.11), as expressoes das fungdes de interpolagao

dos vértices (V; a Vg) s@o, respectivamente,

Nooo(€1,62,63) = P0(&1)d0(E2)00(E3),

Npioo(§1,€2,&3) = 0p(&1)P0(€2)P0(E3),
Npipo(61,62,83) = ¢op(&)9r(&)00(Es),
Nopo(£1,62,83) = 90(&1)0p,(&2)d0(&3),
Noor, (§1,€2,&3) = 0(&1)P0(£2)9p, (&), (2.12)
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(0,0,R)

(0,R,,0)

&0,

(0,0,0)

(a) Vértices.

(F.0,0)

(P.B,.P) (P, P,,Py)
(0,q.P)
P ,0,P,
P) (B.0.p) (P.q
(O.B,.1)
(P.0.0)
®.p0 00 (B .P,,0)
(0,9,0)
P.q,
0.0,0)

(b) Arestas.

P)

(B ,P,r)

0)

(p.Py1)

©0.q.r)

(P.a.P)

(p.q.r)
(p.0.1)

(P,q.r)

(.9,0)

(c) Faces e volume.

Figura 2.6: Associagao entre os indices p, ¢ e r e as entidades topoldgicas do hexaedro

(Vazquez, 2004).

NP10P3 (517 527 £3>
Nop,py (61, €2,83)
NP1P2P3(€17 527 53)

Npoo(&1, &2, §3)
Npigo(&1, &2, &3)
Nppoo(&1, €2, &3)
Nogo(&1, €2, &)
Nopyr (&1, &2, €3)
Npigr, (&1, &2, &3)
Npp,py (&1, €2, €3)
Nogp, (&1, &2, &3)
Npyor (&1, &2, &3)
Np,pyr (&1, €2, €3)
Nyop, (&1, €2, &3)
Noor (&1, €2, &3)

= ¢p (§1)P0(E2)Pps (E3),
¢0 (£I)¢P2 (£2>¢P3 (53)7

ép, (€1)Dp,(E2)Drs(€3).

Analogamente, as funcoes de aresta sao

Dp(&1)P0(E2)Do(&),
Op (£1)0q(&2)Po(E3),
Dp(§1)0p, (§2)P0(&3),
$0(&1)Pq(£2)P0(E3),
$0(£1)9p, (€2) 01 (),
Op (§1)0q(&2) 0P (&),
Dp(&1)p, (£2)Dp, (E3),
$0(&1)Pq(&2) PPy (E3),
Op (1) P0(&2)0r (€3),
Op (§1)0p, (&2)0r (&),
$p(&1)P0(£2)Pp, (€3),
$0(&1)P0(£2)9r (€3)-

com0<p<P,0<g< Pel<r<hphs
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As expressoes das fungoes de face sao dadas, respectivamente, por

Npgo(§1,62,83) = 9p(§1)0q(&2)D0(E3),

Npigr(§,82,8) = op(&1)0q(&2)9r (&),

Npapy(€1,62,83) = 0p(£1)94(E2) 0P, (E5),

Nogr(§1,€2,&3) = ¢0(&1)P4(&2) 9 (E3), (2.14)
Nyor(§1,62,83) = 9p(&1)0(&2)0r (&),

Nppyr(61,62,83) = 9p(£1)9R.(£2) 91 (E3),

Finalmente, a expressao geral da funcao de volume é

Npgr(€1,€2,83) = 0p(€1)Pq(§2)90r(83), 0 <p < P, 0<qg< P, 0<r<P (2.15)

A familia lagrangiana de elementos é determinada substituindo (2.3) nas expressoes
(2.12) a (2.15). Para o caso P, = P, = P3; = P, tém-se 8 fungoes de vértice, 12(P — 1)
fungoes de aresta, 6(P — 1)? fungoes de face e (P — 1) fungoes de volume. O niimero
total de nés é dado pelo produto (P, + 1)(P, + 1)(Ps + 1).

A base modal apresentada em (Karniadakis e Sherwin, 1999) ¢é obtida substituindo
a defini¢ao (2.6) nas equagoes (2.12) a (2.15).

Nesse trabalho, consideram-se expansoes isotropicas, ou seja, P, = P, = P3 = P.

2.4 Matriz de Rigidez Espectral Unidimensional

Em (Vazquez, 2008), novas fun¢oes de forma nodais unidimensionais foram propostas
com o objetivo de encontrar uma matriz de rigidez espectral para o problema de Poisson.
A base proposta fornece uma matriz de rigidez unidimensional quase diagonal. Apresenta,
ainda, melhor condicionamento do que as matrizes de rigidez obtidas usando as bases de
Lagrange e Jacobi.

A tensorizacao dessa base nao permite obter matrizes de rigidez diagonais para
quadrados e hexaedros. Essas matrizes sao escritas por combinacoes das matrizes de
massa e rigidez unidimensionais. As matrizes nao sao diagonais pelo fato que a matriz de

massa unidimensional é densa.
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Para construir uma matriz de rigidez espectral nodal, o seguinte conjunto de fungoes

foi definido

5(1—¢&), p=0
Np(&1) =4 (1 =&)op(&r), 1<p<P+1, (2.16)
51+ &), p=P+2
com
$1(&1) = 8((51 — &) (6 — &) (& — &) - (61— E1py) (2.17)
P+1 2 di—2
+ Z —&1p)' 7 ——((&1 = &) (& — &) - (&1 = &1p-1))
_(_1 - glp) (_1 - 511)(_1 - 512) s (_1 - £1P71)
P+1 9 i—2

_ ;(—1)1-5(—1 - apy%((& —6)(E ) (6~ € ))a—1)

epara2 <p< P-+1

¢p(&1) = 8 <(§1 - 510)2(51 —&)(E = &) - (G = &p)

(61 —&1,4)

2 (A2 (6 — ) (6 — ). (6 =61y
+;<—n =& - &) d&( G ))

(2.18)

Essa escolha garante que as funcgoes de vértice sao lineares e as funcoes internas
zeram para &, = —1 e &, = 1. Em adigio, a continuidade C° entre os elementos ¢
preservada.

Observa-se que, por exemplo, para P = 4, sao necesséarias 7 funcoes de forma para
completar o espago, ja que o grau das fungoes é 6. Assim, tém-se sempre P+ 3 fungoes de
interpolacao. A constante 8 em (2.17) foi obtida por experimentacao em (Vazquez, 2008)
e usada apenas para melhorar o condicionamento numérico da matriz de rigidez obtida
usando a base definida.

As fungoes ¢,,(&1) indicadas em (2.17) e (2.18) sao tais que as suas derivadas ¢/ ({;)

tém a propriedade de colocacao. Para exemplificar, considere P = 4 e os pontos de
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colocagao &1, = —1, &1, &1y, §15 € &1, = 1. As expressoes das derivadas ¢ (£;) sdo
$1(61) = 16(&1 — &1,) (&1 — &1,) (61 — €1,) (&1 — &uy),
95(&1) = 16(& — &) (&1 — &) (& — &) (& — &),
¢5(81) = 16(&1 — &10) (&1 — &1,) (&1 — &15) (&1 — &),
P4(&1) = 16(&1 — &10) (&1 — &1,) (61 — €1,) (&1 — &),
95(&1) = 16(& — &) (& — &) (& — &1.)(& — &),

as quais correspondem aos polindmios de Lagrange, a menos de uma constante.
Para o bloco das funcoes internas na matriz de rigidez, a expressao dos coeficientes

sera

kpq = /_11N;,;(§1)Né(fl)d€1
= 64 [ [1- )64(6) ~ (€I ~ E)0L(E0) — bulEldes

= 64 [ [(1- 60 E)0(E) — (1 - E)0(Eoy(6) +
—(1 = &1)0p(&1) 9, (&1) + Dp(&1) Dg(E1)]dEr
Apds a integragao por partes em (1 —&1)¢(£1)¢q(&1), conclui-se que
kpg = 64/ (1- 51 )<Z>Z,(£1)d£1- (2.19)
Escolhendo-se como pontos de colocagao e integracao os P + 1 zeros de Gauss-
Lobatto-Jacobi para a=2e =0, a integral anterior pode ser aproximada por
g = 642 (€0 )0 (&0 )w = 64w, 016y,
onde a proprledade de colocacao das derivadas ¢/(£;) foi usada. Baseado nisso, o bloco
interno da matriz de rigidez serd diagonal. O erro cometido na integragao sera da mesma
ordem que o erro da aproximacao da funcio polinomial. Observe que o termo (1 — &;)?
corresponde a funcao de ponderacao da quadratura de Gauss-Jacobi e nao precisa ser
integrado explicitamente tomando-se a« =2 e g = 0.
Os coeficientes do bloco das fungoes de vértice da matriz de rigidez sao iguais a :t%.
J4 os coeficientes do bloco de acoplamento vértice-interno zeram naturalmente integrando-

se por partes, pois

[ neovenan = £ [ 11— &) - o6
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Figura 2.7: Esparsidade das matriz de rigidez unidimensional para P = 4 (Vazquez, 2008).

= w[[ 0-asena - [ sl (2.20)
= < - el - [ (-ofe)de - [ sieis]
= 0.

A Figura 2.7 ilustra o perfil da matriz de rigidez unidimensional empregando a base
nodal definida anteriormente.

Para os casos de validagao da formulagao proposta no préximo Capitulo, as fungoes
acima serao utilizadas. Essas funcoes foram implementadas em Matlab, usando recursos

disponiveis de integracao simbdlica.
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Capitulo 3

Tensorizacao de Matrizes de Rigidez

para os Elementos Locais

Neste capitulo, apresenta-se a aplicacao de conceitos de tensorizacao das funcoes de
base dos elementos, que permitira escrever os sistemas matriciais das matrizes de massa,
mista e rigidez com o mesmo vetor solucao para um unico elemento local. Essa uni-
formizacao torna possivel a substituicao da matriz unidimensional de massa, presente
na formulacao das matrizes de rigidez de quadrados e hexaedros, pela matriz unidimen-
sional de rigidez. Essa matriz é quase diagonal e portanto bem mais esparsa que as
matrizes de massa resultantes da utilizagao das fungoes propostas em (Vazquez, 2008) e
dos polinomios de Jacobi. A formulagdo unidimensional é estendida para quadrados e

hexaedros em problema de Poisson.

3.1 Elementos Unidimensionais

Considere o elemento finito unidimensional representado no seu sistema local & €

[—1,1]. Sejam ainda os problemas de interpolagao locais

u(&) = —f(&), (3.1)
U,(&) = —f/(&)a (3.2)
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u'(&) = —f"(&), (3.3)
sendo u(&), (&) e u” (&) as fungdes incognitas e as respectivas fungoes f(&1), f/(&1) e
f"(&1) os termos independentes.

Dada uma base {¢;}!, com n func¢oes de interpolagao, as fungoes u(&;), u'(&;1) e

u”(&1) sao aproximadas, respectivamente, como
n

uw&) = Z a;$i(&1), (3.4)
u'(&) = éaidi(fl)a (3.5)
u'(&) = z”: a;¢"i(&1), (3.6)

Observe que os mesmos coeficientes a; sao empregados nas aproximagoes anteriores.
As projegoes das equagoes (3.1) a (3.3), no espago de dimensao finita definido pela

base {¢;}, sdo dadas pelas seguintes expressoes integrais

[ weends = ~ [ r@meds, 3.7
/_llul(gl)v(&)dfl = —/_llf/(ﬁl)v(fl)dfb (3.8)
[ wenea = [ e, 39

sendo v(&;) a funcao teste. Usando o Método de Galerkin, a fungao teste é aproximada

usando as mesmas fungoes de interpolacao {¢;}, ou seja,

Z bib;(&1), (3.10)
Integrando (3.9) por partes, obtém-se
[ e enda = [ e + @k, (3.11)

Substituindo (3.4) a (3.6) e (3.10) em (3.7), (3.8) e (3.11), obtém-se as seguintes

expressoes para 1=1,.

([ ateane dsl) o = — [ reeeas, 3.12)
Jj=1 -1

y ( Sieroe)e) e = - [ flesiaa, (313)
i( 51)6151) a; = /_llf”(ﬁl)(bi(&)dfl+U/(§1)¢i(§1)|1_1- (3.14)

j=
coeficientes das matrizes unidimensionais de massa, mista e rigidez sao dados,
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respectivamente, por

MiljD = /_11 $i(&1)95(&1)dEq, (3.15)
DiljD = /_11 ¢'i(&1) @i (61)déx, (3.16)
KP = [ s eie (3.17)

Utiliza-se aqui a nomenclatura usual na literatura sobre o MEF, de denominar ma-
trizes de massa, mista e rigidez aquelas cujos coeficientes sao obtidos através da integragao
dos produtos de fungoes, derivadas e fungoes e derivadas, respectivamente (Karniadakis e
Sherwin, 1999).

Os coeficientes dos termos de carregamento sao expressos como

pieom = — [ pensiede, (3.18)
peva—— [ plensieds, (3.19)
frsk = [ preonends, (3.20)
2 =&l (3.21)
fipk = ook g pioek = [ pre)auede + ' (@)ae)l, (3:22)

Os indices m, d e k denotam que os termos de carregamento estao relacionados a
fungao f e suas derivadas primeira e segunda, respectivamente. Ja os indices b e s indicam
cargas de corpo e superficie, respectivamente. Observa-se que, em problemas aplicados,
as intensidades u' e f” sdo conhecidas, respectivamente, no contorno e dominio.

Matricialmente, os sistemas de equagoes (3.12) a (3.14) sdo expressos por

[Mip]{a} = {fib}, (3.23)
[Dip]{a} = {fip}, (3.24)
[Kipl{a} = {fin}, (3.25)

sendo [M;p] e [K1p] as matrizes simétricas de massa e rigidez; [D;p] é uma matriz nao-
simétrica mista.

Usando o teorema da divergéncia, o termo do contorno (3.21) pode ser escrito como
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o seguinte carregamento de corpo

@ = [ W€ +u"(@)on(6))dey (3.20)
Para u = —f de acordo com (3.1), tem-se

—fEEllt = - [ 1FE)sae) + f(E)aE)dE (3.27)
Consequentemente, a equagao (3.22) pode ser denotada por

ek = - [ fedaa @) (3.28)

A vantagem da expressao anterior é utilizar apenas carregamento de corpo em cada

elemento, ao invés de um carregamento de superficie no contorno do elemento.

3.2 Quadrados

Considere agora os seguintes problemas de projecao bidimensionais definidos no

quadrado local Q = [£,&] € [—1,1] x [-1,1]

u(é, &) = —f(&. &), (3.29)
ey (61,82) + gy (§1,62) = —(fie (61,82) + [rer (61,62)) (3.30)
Au(6r,8) = —Af(&, &), (3.31)
COm U,g, = g—;.
Dada uma base {0i(&1, &) My, a fungao u(&;, &r) é aproximada como
u(ér,&2) = Za2¢z §1,62). (3.32)

As prOJe(;oes das equagoes (3.29) a (3.31), no espaco de dimensao finita definido pela

base {¢;(&1,&2)}, sdo dadas, respectivamente, por

|t &vie)a = - [ flen vl &)dn (3.33)
| (s (61,8 + e (61,2 v @042 = = [ (Fa (6.8) + fia (61,6))

v(&1,£2)dQ, (3.34)
| sule &, @)de = - [ Af(a v, @) (3.35)

sendo v(&1, &) a funcao teste.
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Integrando (3.35) por partes, obtém-se
| Vu(e &) V(e &)d = [ Af(E&)u(, L)d0 +

[ (Vug. &) no, &)r, (3.36)

sendo I' o contorno de Q e n(&;,&;) o vetor normal em cada ponto de T

Usando o Metodo de Galerkin, a funcao teste v(&, &) é aproximada por

gla 52 Z bj ¢] gla 52) (337)
Substltulndo (3 32) e (3.37) em (3.33), (3.34) e (3.36), obtém-se as seguintes apro-

ximacgoes para ¢t = 1,...,n
; (/Q ¢i(§1,£2)¢j(§1,§2)d9) aj = — /Q f(&1,6)9i(&1, €2)d2, (3.38)
5 (01618 + 0166, ) (61 )02 0, =
—/Q (frer (§1,&2) + frer (61, €2)) 9il1, §2)d 2, (3.39)
> </Q (Gier (§1,82)Dj61 (€1, 62) + Bier (§1,E2)Djien (€1, E2)) dQ> a; =
j=1
L AFE )06 @)d2 + [ (V6 &) - m) 6.6, &) (3.40)
Os coeficientes da matriz de massa, mista e rigidez sao dados, respectivamente, por
11
MP = /_1/_1 Gi(&1,82)9(E1, E2)dE1dS, (3.41)
1 1
D = [ ] b6 (6.8 + buc, (61, )]0y (61, C)d6rdee (3.42)

K = [ [ (60806506 8) + b6, @066, @ldade. (3.43)

Conforme apresentado no Capitulo 2, as fungoes de interpolagao do quadrado podem

ser escritas, usando o produto tensorial de funcoes unidimensionais, como

0i(€1,&2) = 0a(E1)P(&2) e B;(E1,&2) = 9p(&1)Pq(E2). (3.44)
Substituindo as expressoes anteriores em (3.41) e efetuando algumas simplificagoes,
pode-se escrever os coeficientes da matriz de massa do quadrado local através da com-

binagao dos coeficientes da matriz de massa unidimensional como

P = [ [ pea@lioes@ldade

= ([ sueoenan) ([ sueiseds)
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1D 3 71D
= M, M, . (3.45)
Analogamente, os coeficientes da matriz mista do quadrado local podem ser obtidos

pela combinacao dos coeficientes das matrizes de massa e mista unidimensionais como

D?].D _ /_11 /_11 [Ga,e:(£1)D6(&2) + Da(&1)Pb.es (E2)]Dp(E1) g (E2)dE1dEs
= /_11 /_11 [Gae, (€1)Pp(E1)P6(82)Dq(E2) + Dal§1)Pp(E1) Poe, (E2) Pg(&2)]dE1dE
= </_11 ¢a7§1 (51)¢p(§1)d€1> (/;11 ¢b(€2)¢q(€2)d§2)

1 1
+ ([ ucnonenda) ([ one @)
DM + MDDyl (3.46)
Finalmente, os coeficientes da matriz de rigidez do quadrado local sao expressos como

a combinacgao dos coeficientes das matrizes de massa e rigidez unidimensionais como

K2 = /_11 /_11[%,51 (£1)06(82)Pp.e1 (§1)Dq(§2) + Dal(E1) Dboes (§2)Pp(€1) Dy e, (E2)]dE1dES
— (/_11 ¢a,€1(€1)¢p7§1(§1)d€1> </_11 ¢b(§2)¢q(§2)d§2>

+ ([ aevsnenda) ([ mal@on(eis)
= K)PMpP + MPK,P. (3.47)

Assim, observa-se que é possivel expressar os coeficientes das matrizes do quadrado
local pela combinacao ou tensorizacao das matrizes unidimensionais de massa, mista e
rigidez.

A Figura 3.1 ilustra os perfis de esparsidade das matrizes unidimensionais de massa,
mista e rigidez usando polinomios de Jacobi (&« = 1 e § = 1) e as fungoes definidas na
Secao 2.4 para P = 7. Observa-se que as matrizes de rigidez sao bem mais esparsas que
as matrizes de massa e mista.

Como os problemas unidimensionais (3.1) a (3.3) possuem os mesmos coeficientes de
aproximacao, conforme as equagoes (3.4) a (3.6), deseja-se substituir os termos relativos
as matrizes de massa e os termos de carregamento pelos respectivos termos da matriz

rigidez. Por exemplo, substitui-se M,” por K" e fl1P20m por fl1P0k,

25



0 0 0

1 1 1

2 2 2

3 3 3

4 4 4

5 5 5

6 6 6

7 7 7

8 8 8

90 2 4 6 8 90 2 4 6 8 90 2 4 6 8

(a) Jacobi - Massa (nz = 26). (b) Jacobi - Mista (nz = 18). (c) Jacobi - Rigidez (nz = 10).
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1ol 1ol 2
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10 o o o o o o o o o o 10] o o o o o o o o o 8

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 90 2 4 6 8

(d) Vazquez - Massa (nz = 100). (e) Vazquez - Mista (nz = 93).  (f) Vazquez - Rigidez (nz = 10).

Figura 3.1: Perfis de esparsidade das matrizes de massa, mista e rigidez unidimensionais
com grau P =7 (nz é o nimero de coeficientes diferentes de zero).
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Para os coeficientes da matriz de rigidez do quadrado dados em (3.47), obtém-se

KPP =K\2PKP + KPKYY =2K.PKP. (3.48)

Na sequéncia, considera-se as respectivas substitui¢oes dos termos independentes de
corpo e superficie.

Suponha que a fungao f(&;, &) possa ser escrita de forma separavel, ou seja,

f(&1,8) = e (51)f§2(52)- (3.49)

O termo de carga de corpo em (3.40) fica dado por

fROE = / Af(&rs&2)0i(81, €2)dS

2 2
— [ e + s

083
Substituindo ¢; dado em (3.44), tem-se

D0k (/_11 aggié;w¢“(£l>d£1> (/_11 f&(fz)%(fz)d&) +

1 1 92
- Ja(§1)9a(&1)d& _5721) 2)d&2
([ fetevantcnas) ([ el oenic)

s (3.51)

Logo, usando a hipdtese (3.49), pode-se expressar o termo da carga de corpo em

] ¢i(&1, §2)dS2. (3.50)

quadrados a partir dos termos de carga de corpo unidimensionais. Os termos que envolvem
as derivadas parciais segundas de f¢, e f¢, sao identificados pelo indice k. Da mesma
maneira, utiliza-se m para os termos que envolvem f¢ e fe,.

Para uw = —f, a integral de superficie em (3.40) é expressa como

£ = [(Vul6, &) - m)ei(&, &)ar
= - [(VE6. &6 &) - n)oi(6, L)
— [Haa () fa€ng + fo (60 feres(€2)ne)ou(6r, &2)dT
= — [aa€)fa(@ne + fa (@) fas@naldd@)o&)r.  (352)

O termo de superficie anterior deve ser considerado para as quatro arestas do

quadrado local ilustrado na Figura 3.2. Logo,

e Aresta 1: nesse caso, o vetor normal tem componentes n = (0, —1) e todos os pontos
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n=(0,1)

A3 *

n=(-10) - A2

€l

Ad —p n1=(1,0

* Al

n=(0,~1)

Figura 3.2: Arestas do quadrado e seus vetores normais.

possuem coordenada & = —1. A partir dai, a equagao (3.52) toma a seguinte forma

rek = ([ fal@)oule)ie) Guel@on(E) e
fabbm prosk| (3.53)

A tnica funcdo ¢(&2) nao-nula em & = —1 6 ¢ = (1 — &)|e,——1 = 1. De fato,
todas as fungoes de forma da aresta 1 possuem o indice b = 1. Consequentemente, o

termo f, ™| 4, se reduz a um valor constante igual a fe, ¢,(€& = —1) que multiplica

o vetor com coeficientes fl17:m.

e Aresta 2: o vetor normal tem componentes n = (1,0) e todos os pontos possuem

coordenada & = 1. A partir dai, a equacao (3.52) fica

L (/_11 fsz(€2)¢b(€2)d§2) (fer.6(€1)0al&1)ler=1

_ _fiDbm Dk (3.54)

Analogamente a aresta 1, todas as fungoes de interpolacao da aresta 2 tem indice
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a =2 e o segundo termo da expressao anterior se reduz a constante f, ¢ (£ = 1).

e Aresta 3: para essa aresta, o vetor normal tem componentes n = (0, 1) e todos os

pontos possuem coordenada & = 1. Assim, a equagao (3.52) é explicitada como

R0k (/_11 fer (gl)gba(gl)dfl) (fere2(E2)D0(&2)) =1
= L0 g (3:55)

O termo f,”**| 4, se reduz & constante fe, ¢, (€2 = 1).

e Aresta 4: analogamente as arestas anteriores, o vetor normal tem componentes
n = (—1,0), todos os pontos possuem coordenada & = —1 e a equagao (3.52)

torna-se

ook = ([ (@)l ) (o (€)6u(E)) =
= Sy PR (359

O termo f1P*k|, se reduz & constante fe, ¢ (& = —1).

O termo independente total é a soma das parcelas de corpo e de superficie, ou seja,

fi= I+ 1, (3.57)
sendo
fib — ng,b,k‘fle,b,m ‘l’ f;D,b,mfle,b,k’ (358)
s m ¢1D,s,k D,bom ,8, bm p1D,s.k D,bym )8,
fi = f;DJL fbl |Al_fb1 f;D k‘Az_f;Db fbl |A3+fb1 fc}D k|A4
(3.59)

Substituindo f1P0m e fP0™ por fIDbE o f1P0F dados, respectivamente, em (3.18)
e (3.20), em f? tem-se
1D,bk bk 1Dbky bk £1D,bk
fi = =P f00 4 fRPRfT0N) = 2 fy DR P (3.60)

(2

O sinal — vem ao se comparar os lados direito das equagoes (3.7) e (3.11). Além
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disso, tem-se um termo de contorno adicional idéntico a f;, ou seja, multiplica-se f dado

em (3.59) por 2. Logo,

1D,b,m ¢1D,s,k FADbm £1D,5.) 1D,bm 1D,s,k 1Dbm ¢1D,s,k
fE= =2 T A2 T a2 T a2, T e 44(3.61)
Substitui-se agora f1P0m e fb1 D.bym pelos seus equivalentes unidimensionais de rigidez

de acordo com (3.22). Logo,
fi= 2R+ faa@)oa(EIEZ0

( (§1)¢a(&1) )f
F201, 70 + fe e (£2)B5(E2)[E211) FPF
F2(f2P, 4 fe e (€0)a(EDIEZE) £ 4y

(§2)Pu(&2) )

(
(
“2(£7" + fee (€)0(&)IEZ) 17 A (3.62)
Assim, a partir de (3.48), (3.60) e (3.62), o sistema de equagoes no elemento fica

1D,s,k‘

dado por

(Koy K3 )a; = — [0k f 20"

—(f2P 4 fey e (€0)0a(E0)[EZ00) £ L,

+(f P+ fe 0o (£2)05(E)[E211) F2 P |,

HPF 4 fe e (€0)0a(E)IEZE ) £y

(7 fee(E)on(&)EZ1) 127 s (3.63)

Matricialmente,
[Kopl{aap} = {f5p})- (3.64)

O efeito das substituigdes anteriores em termos do ntiimero de coeficientes nao-nulos
da matriz de rigidez do quadrado local pode ser observado na Figura 3.3, na qual se
comparam os perfis de esparsidade das matrizes para P = 4 usando as func¢oes de base
propostas em (Vazquez, 2008), polinémios de Jacobi com o« = = 1 e a técnica aqui
proposta. Observa-se pela Figura 3.4 que a técnica de utilizagao apenas da matriz de
rigidez unidimensional em substituicao a matriz de massa resulta em melhor esparsidade
do que a técnica convencional.

Usando o teorema da divergéncia, pode-se reescrever a integral do contorno em
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(Vazquez, 2008)(nz = 765). massa (nz = 81).

Figura 3.3: Perfis de esparsidade da matriz de rigidez para quadrados e grau P = 4 (nz
é o numero de coeficientes diferentes de zero).

(3.36) como uma integral de dominio, ou seja,

[ (V6. &) njuler )l = | V- (v(61, &) Vu(6r, &) (3.65)

Para u = — f, a i-ésima componente desse vetor de forca de corpo é

R = /Q V- (9i(&1, &) Vu(éy, &2))dQ
= —[bie fere (§) e + igo fer (&) fere0(E2) +
¢i(£17 52)(f517§151 (gl)fﬁz (52) + f51 (gl)fﬁz,iz& (52))] (366>

Substituindo ¢;(&1,&2) dada em (3.44) e rearranjando os termos, obtém-se

o = ([ el ([ fal@ads) +
([ fastenoenie) ([ fu@inere) +

(/_11 fa (51)%(51)(%1) (/_11 f§2,§2(§2)¢b(§2)d§2> +

(

1 1
[ fa@suend) ([ faslé)ral&)ds)
— _(f;D,b,d + f;D,b,k)fqlD,b,m + (fqlD,b,d + fqlD’b’k)f;D’b’m (367)
Para problemas que possuem cargas de corpo e superficie, a resultante em termos
de carga de corpo é a soma de (3.58) e (3.67). Logo,
fb _ _(le,b,dfle,b,m + le,b,mfle,b,d) (3 68)
Novamente, a expressao anterior emprega apenas cargas de corpo no elemento. Para

a técnica aqui proposta, essa possibilidade é interessante devido a maior complexidade
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Figura 3.4: Numero de coeficientes nao nulos da matriz de rigidez do quadrado local para
fungoes de Jacobi (P =3 a P = 15).

das expressoes envolvendo o carregamento de superficie.

3.3 Hexaedros

Considere os mesmos problemas de projecao anteriores, mas agora definidos em um

hexaedro local Q = (&1, &2,&3) € [—1,1] x [—1,1] x [~1,1], ou seja,

u(&r, &, 8) = —f(&,&,8), (3.69)
g, (€152, 83) + ey (81,62, 83) + usgy (§1,62,85) =
= (fia (&,&) + [ (81,62, 83) + [re (61,2, 63)) (3.70)
Au(r, &2,8) = A (&1, &, 8)- (3.71)
Dada uma base {:(£1, &, &)V 1, a funcio u(ér, &, &) 6 aproximada como
u(§1,&2,83) = anaﬁbi(glv &2, &3). (3.72)

As projecoes das equagoes (3.69) a (3.71) no espago de dimensao finita definido pela
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base {¢;(&1,&2,&3)} sdo dadas, respectivamente, por
[ w1680, 60,6040 = = [ 161,60 &)0(61, . &0, (3.73)

/Q (g, (§1,82583) + gy (61,62, 83) + Usgy (61,82, 63)) V(&1 &2, §3)dQ =
—/Q (frer (£1,&2,&3) + foes (£4.62,&3) + frey (&1, &2, &3)) v(&1, &2, &3)d2, (3.74)

/QAu(fl,52,53)U(§1>52>f3)d9 = —/QAf(fh52,53)0(51,52,53)619- (3.75)
Integrando (3.75) por partes, obtém-se

| Ve V(e e = [ AfEn & G)vEn G, G0 +
J (V6 &.&) w6, & &)dr, (3.76)

sendo I" o contorno de Q e n(&y, &, &3) o vetor normal em cada ponto de T
Usando o Metodo de Galerkin, a funcao teste v(&;, &2, &3) é aproximada por
v(&1,62,83) = Z bj;(&1, €2, E3)- (3.77)
Substituindo (3 72) (3.77) em (3.73), (3.74) e (3.76), obtém-se as seguintes apro-
ximacgoes para ¢ = 1,...,n

Zi:l (/Q ¢z’(§1,§27f3)¢j(§1,§27§3)d§2> a; = — /Q f(&1,8,83)0:(&1, &2, E3)dS2,(3.78)

> </ (Dig(E1,82,83) + Digs (61, 82,83) + Digs(€1,62,63)) ¢j(€1>€2>€3)d9) a; =

J=1

- / (frer (€1,62,83) + fren (1,€2,83) + fres (61,62, 63)) 9il&1, &2, §3)dC2, (3.79)
> </Q[¢z,£1 (€1,62,€3) )61 (61,62, €3) + Die (&1, 62, €3) D560 (€1, §2, €3) +

j=1

Gi g5 (615 €2, 63)Dj.65 (61, €2, §3)]dQ) ay =
/QAf(&’52753)¢i(€1>€2>€3)d9+/F(Vu(€1,§27§3)'Il) ¢i(&1,&2,&)dl. (3.80)

Os coeficientes da matriz de massa, mista e rigidez sao dados, respectivamente, por

3

1o
M :/_1/_1/_1Cbi(fla§2>53)¢j(€1>€2>€3)d§1d§2d€3, (3.81)
D = [ [ [ [ 6060.6) + breEr .60) + b6, (61, 60.60)
i 1)) 4,£1\61, 625 Q3 1,£2\615 625 S3 1,€3\615, 62,83
0;(&1, &2, &3)d&1dE2dEs, (3.82)

K3P = / / / [Bie, (E1,82,83) D)6, (€1, 2, &) + gy (§1,82,E3)Pjen (€1, €2, E3) +
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Gigs (81,62, 83)j65 (1, €2, €3)]d§1dEdE 3. (3.83)

Conforme visto no Capitulo 2, as func¢oes de interpolacao do hexaedro local podem

ser escritas, usando o produto tensorial de fungoes unidimensionais, como

?i(&1,€2,€3) = Da(&1)P6(§2)Pc(83) € (€156, 83) = Dp(€1)Pq(E2) 0 (E3)- (3.84)

Substituindo as expressoes anteriores em (3.81) e efetuando algumas simplificagdes,
pode-se escrever os coeficientes da matriz de massa do hexaedro local através da com-

binagao dos coeficientes da matriz de massa unidimensional como

. 1 1 1
uP = ([ eaosnends) ([ aneiaede) ([ odeonds)

= M PMPMIP. (3.85)
Analogamente, os coeficientes da matriz mista do hexaedro local podem ser obtidos

pela combinacao dos coeficientes das matrizes de massa e mista unidimensionais como

DjP = /_11 /_11 /_11 [Pa,61 (§1)P6(82)Pc(E3) + Pa(§1)Pre,(§2)Pe(E3) + Pal(S1)Db(§2) Pe.es (E3)]
Dp(§1)Pq(E2) Pr(€3)dE1dE2dE 3
1 1 1
= ([, suetesneas) ([ on@sneds) ([ oueonedss ) +
([ utesnends) ([ anel@aee) ([ seoneas) +
_1a1p11 _1b,£22q22 _1037“33
1 1 1
([, ealevsnends) ([ one@onede) ([ delelon)ds)
— DlDMleMlD + MlDDlDMlD + MlDMleDlD. (386)
Finalmente, os coeficientes da matriz de rigidez do hexaedro local sao expressos como

a combinacgao dos coeficientes das matrizes de massa e rigidez unidimensionais como

KP = [ [ (606 (@)00(€)66)) 0 (0)04(62)6:(65)
+(Pa(&1) Do, (62)Pe(€3)) (Dp(E1) Pg.60 (€2) Dr(E3))
+(0a(61)P6(82) e, (63)) (Dp(€1) Dq (€2) Pres (€3))]dE1dE2dE s
= ([ sual@tpaerae) ([ oneiofe)ie) ([ od&oneds)
i

(/ 606060646 ) ([ 616006638 ([ 00l&9)0(65)des

([ aaensenda) ([ aiersiere) ([ sal&oneds)
— KPMPMP + MIPKPMP + MPMP P, (3.87)
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Devido a equivaléncia entre os problemas unidimensionais, indicada em (3.1) a (3.3)
e os perfis de esparsidade dados na Figura 3.1, deseja-se substituir em (3.87) os termos
relativos as matrizes de massa e os termos de carregamento pelos respectivos termos de

rigidez. Por exemplo, substitui-se M,” por K,P, M!P por K.P, M, por K7 e fIP:bm

por fqlD bk Para os coeficientes da matriz de rigidez do hexaedro dados em (3.87), obtém-
se
KPP = KPKPKP +KPKPKY + KPKPKY =3K, K PKP. (3.83)
Na sequéncia, considera-se as respectivas substitui¢oes dos termos independentes de

corpo e superficie.

Suponha que a fungao f (&, &2, £3) possa ser escrita de forma separavel como

J(€1, 6, 8) = fe (§) fea (&2) feo (€3)- (3.89)
O termo de carga de corpo em (3.80) fica

fi3D7b7k = ~/Q Af(glu 527 53)¢i(£17 £27 £3>dQ

0? fe, 0 fe,
- ( L) e 6 + S () 52 €@ e 6)

e (€0fa(6) 52160 ) 61,60 (3.90)

Substituindo ¢; dado em (3.84), tem-se

fE = (822‘151 (51)%(51)(%1) (/_11 f§2(§2)¢b(§2)dfz) </_11 f53(§3)¢c(£3)d§3>
+ (/_11 fe (51)%(51)(%1) (8822‘2;2 (52)%(52)6152) (/_11 f53(§3)¢c(§3)d§3>

+ (/_11 e, (51)%(51)6%1) (/_11 f§2(§2)¢b(§2)d§2> (88253 (53)@50(53)6153)

Dbk ¢1D,b, Db, D,b, 1D,b,k £1D,b, Db, 1D,b, Db,k
e e e e e e e A

(3.91)

Para u = —f, a integral de superficie em (3.80) fica

f:’gD@k B _/F(Vf(&,&,f:a)'n)¢z’(§1,§2,§3)dr

= - /F[ffhﬁ (gl)fﬁz (52)]053(53)”51 + f€1 (51)f§27§2(§2)f€3(§3)n€2 +
fer (61) Jeu (€2) feg 65 (€3I i (&1, €2, §3)dT
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= —/F[f&,&l(fl)fsz(ﬁz)fss(gs)% + fer (1) fen 62 (€2) fe5 (€3) e, +
fer (€1) fer (§2) fe 65 (€3) g5 | Da (§1) D1 (€2) P (§3)dT. (3.92)

A forga de superficie anterior sera considerada para as seis faces do hexaedro local

ilustradas na Figura 3.5. Assim,

e Face 1: nesse caso, o vetor normal tem componentes n = (0,0, —1) e todos os pontos

possuem coordenada &5 = —1. A partir dai, a equagao (3.92) toma a seguinte forma

oot = ([ ] o) fal@one)on@)iads ) fue(E)on6)lam)

= ([ fatenoutende) ([ faleon()des) (fenes(€0)6e(E)es—1)
_ f;D7b7mfb1D7b7mfch7s’k|F1 ) (393)

Todas as fungoes de forma da face 1 possuem ¢ = 1. A funcao de forma correspon-
dente ¢ ¢1(&3) = 2(1 — &) e ¢1(§3 = —1) = 1. Dessa maneira, o termo fI2=F|p se

reduz a constante fg, ¢, (&5 = —1).

e Face 2: o vetor normal tem componentes n = (0,0, 1) e todos os pontos possuem

coordenada & = 1. A partir dai, a equacao (3.92) fica

ook = ([ ] (@) ful@)on(€)oE)d6d8 ) (e €0 m)
= — (/_1 e, (51)%(51)6151) (/_1 f§2(§2)¢b(§2)d52) (fes.65(€3)Pe(3) les=1)
_ Db pIDbm 1Dk (3.94)

Analogamente a face 1, todas as fungoes da face 2 possuem ¢ = 2 e ¢9(&3) =

1(14&)le, = 1. Logo, o termo fIP**|p, se reduz & constante fe, ¢, (&5 = 1).

e Face 3: da mesma maneira, nessa face o vetor normal tem componentes n =
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Figura 3.5: Faces do hexaedro.
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(—1,0,0), todos os pontos possuem coordenada §; = —1 e a equagao (3.92) torna-se

[0k (/_11 /_11 fgz(f2)f£3(53)¢b(§2)¢c(§3)d§2d§3) (fer.60(€0)a(&1)]es=—1)
— (/_11 fgz(§2)¢b(§2)d§2) (/_11 f53(53)¢c(53)d§3> (fer.6(61)0a(&1)]e1=—1)

— fDbm pIDbm 1Dk (3.95)

Analogamente, o termo fl1P**|r se reduz & constante f¢, ¢ (&, = —1).

Face 4: para essa face, o vetor normal tem componentes n = (1,0,0) e todos os

pontos possuem coordenada £ = 1. Assim, a equagao (3.92) é explicitada como

sk ( | 11 / 11 fer(62) fes <53>¢b<52>¢c<§3>d52d53) (fer.1 (61)@a(&1)e1=1)

1 1
= — ([ fal@oniede) ([ feleodea)des) (e (€)ou(E)lam)
= DA e LD (396)

Todas as fungoes de forma da face 4 possuem a = 2. A tnica funcdo nao nula
6 $2(&1) = 35(1 —&)|e=—1 = 1. Logo, o termo fiP**|p, se reduz & constante

ffhfl (51 = 1)'

Face 5: aqui o vetor normal tem componentes n = (0,—1,0) e todos os pontos

possuem coordenada & = —1 . Assim,

fi3D’s’k = (/_11 /_11 f§1 (gl)fis(53)¢a(§1)¢c(£3)d£1d£3> (f§2,§2(£2)¢b(£2)‘52=—1)

1 1
= ([, fatenoueds) ([ foleon(dss) erer(€n(E) )
f;D7b7mfch7b7mfl}D7s’k|F5 ) (397)

O termo f,”"** se reduz & constante fer e, (62 = —1).
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e Face 6: analogamente, nessa face o vetor normal tem componentes n = (0, 1,0),

todos os pontos possuem coordenada & = 1. A equacao (3.92) torna-se

sk </_11 /_11 fgl(51)f£3(f3)¢a(§1)¢c(§3)d€1d§3> (fert (£2)Pb(E2) ] e0=—1)
- (/_11 Je (51)%(51)6151) (/_11 f§3(§3)¢c(§3)d53) (ferea(82)Pb(&2) |e=—1)

Dyb,m £1D,bm ¢1D,s.k
ST et P

Novamente, o termo fle’S’k|F6 se reduz a constante fe, ¢, (§2 = —1).

O termo independente total é a soma das parcelas de corpo e de superficie, ou seja,

fi = fzb_'_fis’

sendo
fib _ f;D,b,kfle,hmfch,b,m+f(llD,b,mfI)1D,b,kfch,b,m+f(llD,b,mfI)1D,b,Mfch,b,k’ (3.99)
A A e A e e
LR N A e e e P P P
T P T e e A fa T (3.100)

Substituindo f1Pbm L™ o fIDbm peshectivamente, por fIP0E | fIP0F o p1DbE
em f?, de acordo com (3.18) e (3.20), tem-se

b 1D,b,k £1D,bk £1D,bk 1D,b,k 1D,b,k £1D,bk 1D,b,k 1D,k £1D,bk
fz’ = _(.fa . fb -fc +fa -fb -fc +-fa -fb -fc )

— _3f1D,b,kfb1D,b,kle,b,k (3 101)
Além disso, tem-se um termo de contorno adicional idéntico a f?, ou seja, multiplica-

se f7 por 2. Logo,

Dbm g1Dbm ¢1D,s.k Db £1D,bm 41D,s.k
fis — 2f; ”mfb mfcl s |F1_2fg mfb mfcl s |F2
+ 2f1D,b,mf1D,b,mf1D,s,k|F —9 1D7b7mf1D7b7mf1D7s’k|F
b c a 3 b c a 4
b b 1D,s,k b, )b, 1D,s,k
+ 2falD, ,mfch, ,be s |F5 . Qf;D mfch m.fb s |F6~ (3102)

L. 1D . . . .
Substitui-se agora flP:sm  f%™ e flDsm helog seus equivalentes unidimensionais
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de rigidez. Logo,
fi= 207" 4 faa0a@IEZLD (7 + faan&)EZE) (2 m = [P k)

1D,b.k =1 =1 s s
20/ + feaeab(E)EZLD) (FIPM + fes e &) G ) (P iy = f27F k)
2(f17% + fer e 0alEDEZED 2P 4 fey g belE)IEZ10) (7 |y = £ )

(3.103)

Assim, a partir de (3.89), (3.101) e (3.103), o sistema de equagoes no elemento fica dado

por

1
(KIDK DKCITD) _(fb + fs) — _f;D,b,kfle,b,kfch,b,k
(le P+ fee@a EDIETLD (7 + faad(@IEZL) (7 m = £ k)

2 = = S S
3 I featn(@IEZI) (P + faede(€)EZ1) (£ m — f27 R)

§<f;D’b”f + feg0alEDEZD M+ fes e 0e(&)EZ D s = fa R).
(3.104)

Um fato importante do sistema resultante acima é usar apenas matrizes de problemas
unidimensionais. Isso é computacionalmente mais barato,em termos de calculo, do que
utilizar matrizes de fungoes tridimensionais, segundo a técnica convencional.

Matricialmente,

[Ksp]{asp} = {fsp}- (3.105)

O efeito em termos do nimero de coeficientes nao-nulos da matriz de rigidez do
hexaedro local pode ser observado na Figura 3.6, na qual se comparam os perfis de espar-
sidade das matrizes para P = 4 usando polinomios de Jacobi com o = § =1 e a técnica
aqui proposta.

Observa-se pela Figura 3.7 que a técnica de utilizacao apenas da matriz de rigidez
em substituicao a matriz de massa resulta em melhor esparsidade do que a técnica con-
vencional.

Novamente, aplicando-se o teorema da divergéncia, pode-se transformar a forca de

superficie dada em (3.80) em uma forca de corpo, ou seja,

/F(VU(&,&,&,) n)v(&1, &, &3)dl = /V v(&1, 62, E3)V (&, 62,63))dQ2 (3.106)
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nz = 3889 nz =343

(a) Jacobi (nz = 3889). (b) Substituicdo da matriz de
massa (nz = 343).

Figura 3.6: Perfis de esparsidade da matriz de rigidez para hexaedros com grau P = 4
(nz é o ntmero de coeficientes diferentes de zero).
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Figura 3.7: Numero de coeficientes nao nulos da matriz de rigidez do hexaedro local para
fungdes de Jacobi (P =3 a P = 10).
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Para u = —f, a i-ésima componente dessa carga de corpo é
PN = [V (0106060, €) VE(E £2,6)) d2
= —/Q[@',slf&l,&l(&)fszfss + igafer (§1) fer 2 (62) fe (€3)+
Digo Jer (§1) fea (€2) fea6a(§3) + (&1, &2, &) (fer a6 (§1) fea (€2) fia (3) +
fer(§0) fea 062 (62) [ (§3) + fe (§1) [ (§2) fen 065 (€3))] (3.107)

Substituindo ¢;(&1, &2, &3) dada em (3.84) e rearranjando os termos, obtém-se

prok = ([ buet@fas@da) ([ oiefa@)e) ([ e e)ds) +
([ fa@suerda) ([ fua@sa@ie) ([ ful@odeis) +
([ fat@ronenan) ([ fu@on€)i) ([ fusl@oes(E)des) +
([ faca@oneia) ([ fa@ane)e) ([ fo &)+
([ fat@raneia) ([ fues@oieie) ([ fueoeies) +
([ fatenonenaa) ([ fa@ne)ie) ([ fusal@oweis)]

[lebdlebmlebm_'_lebmlebdlebm+f1Dbmf1Dbmf1Dbd+

lebklebmlebm_|_f1Dbmf1Dbkf1Dbm_i_lebmlebmle,b,k}

- _ [(falD,b,d + falD,b,k)fle,b,mfch,b,m I (fle,bd n flebk)le,b,mfch,b,m_l_
(fLDbd 4 fch,b,k)f;D,b,mfle,b,m] ‘ (3.108)

De forma analoga aos quadrilateros, a vantagem da expressao anterior é empregar

apenas cargas de corpo no elemento.

3.4 Casos de Validacao

Nessa secao, apresentam-se alguns exemplos com solugoes analiticas em um ele-

mento, visando validar a técnica de substituicao apresentada anteriormente e mostrar a

equivaléncia das solucoes dos problemas envolvendo as matrizes de massa, mista e rigidez.
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Sendo u a solugao exata, a norma de energia é calculada como

lul|a = (/Q(Vu)2d9>§ (3.109)

Ja as normas de ||1u|| e ||[u/|| sao dadas, respec:civamente, por

]| = (/Q ude)E e ||| = (/Q |uu’|d§2>§ (3.110)

Como u é dado, os termos independentes sao calculados através da substituicao nas
respectivas equagoes. Por exemplo, para os problemas unidimensionais, as intensidades
f(&), f'(&) e f"(&) sao determinados usando (3.1) a (3.3), respectivamente.

As normas das solugoes aproximadas dos problemas de projecao em termos das

matrizes de massa, mista e rigidez sao calculadas, respectivamente, como

1
lugll = ({a}" [M){a})?, (3.111)
1
lug, Il = ({a}"[Dl{a})?, (3.112)
1
bl = ({a} K {a})? (3.113)
Os respectivos erros relativos sao calculados como
my Nl = Tugpl]
o)) = LA tapll (3.114)
[Jull
[[w/[] = [lug,|
el = e, (3.115)
|||
ok
||6k|| — ||u||A ||uap|| (3116)
[lulla

Todos os resultados foram obtidos usando Matlab e os recursos de manipulagao

simbdlica disponiveis, principalmente nos processos de diferenciacao e integracao.

3.4.1 Unidimensional

Apresenta-se aqui a validacao do caso unidimensional, de acordo com as equacoes
(3.23) a (3.25), para P = 4. A solugao exata é u(&;) = (1 — &)%, satisfazendo u(1) = 0
e u'(—1) = —32. As fungoes aproximadas sdo, respectivamente, f(&;) = —(1 — &),
(&) =41 = &) e f"(&) = —12(1 — &)?. O gréfico das funcoes u, f' e f” podem ser
vistos na Figura 3.8.

De acordo com a formulagdo apresentada neste capitulo, o vetor solu¢dao {a} é o
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(a) u=(1-¢" (b) f'=—-4(1-¢)° (c) f"=12(1-¢)

Figura 3.8: Funcoes unidimensionais

mesmo para as matrizes de massa, mista e rigidez. Na sequéncia, a resolu¢ao dos proble-
mas indicados em (3.1), (3.2) e (3.3).
Utilizando as fungoes descritas em (Vazquez,2008), tem-se o seguinte vetor solucao
{a} = { —16,0000 0,0000 6,4143 10,2096 4,3461 0,5507 0,0000 }T
onde u(—1) = —16 e u(1) = 0.
As matrizes de massa, mista e rigidez unidimensionais do elemento para P = 4 sao,

respectivament@,
0,6667 0,3333 0,1782 0,3244 0,1958 0,0495 0,0000

0,3333 0,6667 0,0891 0,2323 0,2804 0,1906 0,0309
0,1782 0,0891 0,2017 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
[Mip] =] 0,3244 0,2323 0,0000 0,4891 0,0000 0,0000 0,0000 |,
0,1958 0,2804 0,0000 0,0000 0,4681 0,0000 0,0000
0,0495 0,1906 0,0000 0,0000 0,0000 0,2066 0,0000
0,0000 0,0309 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 O0,0116
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~0,5000 0,5000 0,1336 0,2784  0,2381 0,1200 0,0154 |
—0,5000 0,5000 —0,1336 —0,2784 —0,2381 —0,1200 —0,0154
—0,1336 0,1336 —0,0000 0,1053 0,0424  0,0416  0,0079
[Dip] = | —0,2784 0,2784 —0,1053 0,0000 0,2171 0,0683 0,0164
—0,2381 0,2381 —0,0424 —0,2171  0,0000 0,1990 —0,0049
—0,1200 0,1200 —0,0416 —0,0683 —0,1990  0,0000  0,0915
| —0,0154 0,0154 —0,0079 —0,0164  0,0049 —0,0915  0,0000

0,5000 -0,5000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
—0,5000  0,5000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 O0,0000

0,0000  0,0000 1,0000 0,0000 0,0000 0,0000 O0,0000
[Kip| = 0,0000  0,0000 0,0000 1,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,0000  0,0000 0,0000 0,0000 1,0000 0,0000 0,0000
0,0000  0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 1,0000 O0,0000
0,0000  0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 1,0000

A validacao seguinte é andloga a anterior, com a tnica diferenca de agora utilizar-se

polinémios de Jacobi. Assim, tem-se o seguinte vetor solugao para P =4
T
{a} = { —16,0000 0,0000 28,8000 —8,0000 1,0667 } .
As respectivas matrizes de massa, mista e rigidez unidimensionais do elemento para

P = 4 calculadas com polinémios de Jacobi sao
0,6667 0,3333  0,1667 —0,0667  0,0000

0,3333 0,6667 0,1667  0,0667  0,0000
[Mip] = 0,1667 0,1667  0,0667  0,0000 -0,0143 |,
—0,0667 0,0667  0,0000 0,0381  0,0000

0,0000 0,0000 -0,0143  0,0000  0,0286
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-0, 5000
—0, 5000
-0, 1667
0, 0000
0, 0000

0, 5000
0, 5000
0,1667
0, 0000
0, 0000

0, 1667
—0, 1667
0, 0000
—0, 0667
0, 0000

0, 0000
0, 0000
0,0667
0, 0000

—0,0857

0, 0000
0, 0000
0, 0000
0, 0857
0, 0000

0,0000 |
0,0000
0,0000
0,0000

0,5000
—0, 5000
0, 0000

—0, 5000
0, 5000
0,0000

0, 0000
0, 0000
0, 1667
0,0000  0,0000 0,0000 0,4000

0,0000  0,0000 0,0000 0,0000 0,6429 |

A norma da solugao exata é ||u|| = 7,5425. Resolvendo-se o problema de projecao

0,0000
0,0000

[Kip] = 0, 0000

para a matriz de massa unidimensional, tem-se o erro relativo em energia igual a ||e|| =
1,6486 x 1075, Para a matriz mista, tem-se a norma da solucao ||u/|| = 11,3137 e o
erro relativo em energia ||e?|| = 1,5701 x 107!, Finalmente, para a matriz de rigidez,

l|u||a = 17,1047 e o erro relativo em energia é nulo.

Considere agora u(&;) = (1 — &)'°. As solugoes aproximadas com polinomios de
Jacobi sao obtidas para P =2 a P = 10. Os erros relativos em energia sao apresentados
na Tabela 3.1 e na Figura 3.9. Observa-se uma convergéncia exponencial das solugoes

para os 3 problemas de projecao.

3.4.2 Quadrado

Considere a seguinte solugao exata no quadrado local

u(ér, &) = (1-&)(1 - &),

com condicao de contorno homogeénea nas arestas do elemento. A norma de energia da

(3.117)
solugdo exata é ||ulla = 2,385139. A Figura 3.10(a) ilustra essa solugdo. Tem-se o
respectivo laplaciano A (&, &) = —2 + 262 + 4&,&,, ilustrada na Figura 3.10(b).
Resolvendo o problema de Poisson, usando a base nodal da Se¢ao 2.4, com a matriz
de rigidez calculada utilizando-se as matrizes de rigidez e massa unidimensionais, tem-se
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Tabela 3.1: Erros relativos para o problema unidimensional com u(&;) = (1 — &),

para um elemento.

Figura 3.9: Convergéncia exponencial para os problemas de projecao com u(&;) = (1 —

£1>10_

Erro relativo

P | [le™]] | [le?]] | [le*]]

2 0,0923 0,5455 0,2440

3 0,0223 0,2937 0,0758

4 0,0035 0,1259 0,0156

) 3,439 x 10~* 0, 0420 0,0020

6 | 1,9036 x 107 0,0105 1,4085 x 10~*

7 | 5,2879 x 10~ 0,0019 4,9514 x 1076

8 | 5,8591 x 107 | 2,0568 x 10~* | 6,8531 x 10~°

9 | 1,4648 x 10~ 1,0825 % 107 2,1151 x 10~19

10 [ 4,1372x 1075 | <1 x107% | 1,3688 x 10716
10° ‘

q o man
w02 b —5— rigidez |
107 .
107° |
10° .
107 .
1072k g
107 N
107 | L ! I I 1 L

2 3 4 5 6 7 8 9

Grau do polindmio
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(a) Solugao zero em todas as arestas: u(€1,&2) = (b) Laplaciano da solugdo: f”(&1,&) = -2+
2 2 2
(1-&)01—-&). 265 +46:6.

Figura 3.10: Solucao exata e Laplaciano para quadrados.

o erro relativo em energia ||e*|| = 1,861901 x 107!, Para o cdlculo da matriz de rigidez
utilizando apenas a matriz de rigidez unidimensional, tem-se o erro relativo em energia
||e*|| = 2,081668 x 10716,

Considere agora a solucao solucao exata

u(ér, &) = (1= &)° (1 + &) (3.118)
com solucdo zero em apenas duas arestas, conforme ilustrado na Figura 3.11(a). A norma

de energia obtida é ||u||4 = 23,74211. O laplaciano de f esta ilustrado na Figura 3.11(b).

KK XIS
KRNI
SIS

RIS

03024, %%

5

IS
S

(a) Solugao zero em duas arestas: u(£1,&2) = (b) Laplaciano da solugao: Au(&r,€2) = 6(1 —
(1-&)°(1+&)% &)(&+1)% —6(1 = &)* (L2 + 1)

Figura 3.11: Solucao exata e Laplaciano para quadrados.
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Tabela 3.2: Erros relativos para o problema bidimensional com u(&;,&) = (1 — &)°(1 +
£)°(1 — &)°(1 + &)° para um elemento.

P | [le™]] | "] | _le"propostal|

2 | 1,216006 x 10~* | 5,423092 x 10! | 3,940837 x 10!
37| 1,216006 x 10~ | 5,423092 x 10" * | 3,940837 x 10!
4 | 1,404151 x 102 | 1,293595 x 10~ L | 7, 379657 x 102
5 | 1,404151 x 102 | 1,293595 x 10! | 7,379657 x 102
6 | 6,017947 x 10~% | 1,123611 x 10 2 | 5,767737 x 10 °
7 | 6,017947 x 10-7 | 1,123611 x 102 | 5, 767737 x 10 °
8 | 5,412544 x 107 | 1,909913 x 10+ | 1,25010 x 10~
9 | 5,412544 x 107 | 1,909913 x 10~* | 1,25019 x 10~
10 | 5,940137 x 10 [ 2,405386 x 10 10 | <1 x 101

Resolvendo-se o problema de Poisson com P = 3 e a matriz de rigidez calculada
utilizando-se as matrizes de rigidez e massa unidimensionais, tem-se o erro relativo em
energia ||ef|| = 1,117140 x 10716, Usando a matriz de rigidez aqui proposta, o erro em
energia é menor que 1 x 107!, Resultados semelhantes foram obtidos usando polinomios
de Jacobi.

Considere agora u(&,&) = (1 —&)°(1 +&)°(1 — &)°(1 + &), com solu¢do nula
na borda do elemento. As solugdes aproximadas com polindomios de Jacobi sao obtidas
para P =2 a P = 10. Os erros relativos em energia sao apresentados na Tabela 3.2 e na
Figura 3.12. Observa-se uma convergencia exponencial das solugoes para os problemas de

projecao de massa e rigidez.

3.4.3 Hexaedro

Considera-se a seguinte solugao exata

u(ér, &2,&) = (1 - &) (1 - &)1 - &), (3.119)
com condicao de contorno nula em todas as faces do hexaedro. A norma de energia da
solucdo exata é ||ul|4 = 3,016989.

Resolvendo o problema de Poisson com polinomios de Jacobi, P = 2 e a matriz de

rigidez calculada utilizando-se as matrizes de rigidez e massa unidimensionais, tem-se o
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Erro relativo

10" °F | —©— massa
—*—— rigidez

10 ' 3 rigidez
proposta

2 3 4 5 6 7 8 9 10
Grau do polinbmio

Figura 3.12: Convergéncia exponencial para o problema de Poisson com u(&;,&) = (1 —
&)°(1+6)°(1—&)°(1+&)°.
erro relativo em energia ||e¥|| = 1,471962 x 10716, Para o calculo da matriz de rigidez
utilizando-se a matriz de rigidez aqui proposta, tem-se o erro relativo menor que 1x 107,
Considere agora u(&1) = (14 &1)°(1 + &)°(1 + &)® com solugdes nulas em todas as
faces do hexaedro. As solugoes aproximadas e com polinomios de Jacobi sao obtidas para
P =2 a P = 10. Os erros relativos sao apresentados na Tabela 3.3 e na Figura 3.13.
Observa-se uma convergéncia exponencial das solugdes para os problemas de projecao de
massa, rigidez e a rigidez proposta.
Portanto, a formulacao proposta é validada para os casos unidimensional, quadrados

e hexaedros.
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Tabela 3.3: Erros relativos para o problema tridimensional com u(&;, &, &) = (1—-£;)°(1+

£)°(1 — &)°(1+ &)5(1 — &)5(1 + £3)°, para um elemento.

P | [|e™]] | [le*]] | lle*propostal]

2 [ 1,767381 x 10T | 5,889200 x 10~1 | 5, 283510 x 10~°
3 | 1,767381 x 10~ | 5,889200 x 10~1 | 5, 283510 x 10~ °
4 | 2,008816 x 10~2 | 1,392523 x 10-1 | 1,086268 x 10~ °
5 | 2,008816 x 10~2 | 1,392523 x 10-1 | 1,086268 x 10~°
6 | 9,025563 x 102 | 1,179506 x 102 | 8,639118 x 102
7 19,025563 x 10~% | 1,179506 x 102 | 8, 639118 x 1073
8 | 8,118807 x 107° | 1,967472 x 10+ | 1,875220 x 10~3
0 | 8,118807 x 1070 | 1,967472 x 10-* | 1,875229 x 10~*
10 | 7,045968 x 10~ 1T | 4,007046 x 1010 | 5,587559 x 10~ 1©

Erro relativo

Figura 3.13: Convergéncia exponencial para o problema de Poisson com u(&y,&s,&3) =

—O&— massa

—*— rigidez

—<— rigidez proposta

2 3 4

5 6 7
Grau do polinbmio

(1 =&)°(14+&1)°(1 = &)°(1+ &)°(1 = &)°(1 + &)°.
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Capitulo 4

Tensorizacao de Matrizes de Rigidez

para Malhas Nao-distorcidas

Nesse capitulo, estendem-se os resultados do Capitulo 3 para malhas nao-distorcidas
de quadrados e hexaedros. Nesse caso, a matriz do Jacobiano é diagonal e seus coeficientes
constantes. Assim, os mesmos funcionam como fatores de escala que multiplicam as

integrais dos coeficientes das matrizes locais de massa, rigidez e mista.

4.1 Elementos Unidimensionais

Considere os problemas de interpolacao dados em termos da coordenada global x

u(@) = —f(z), (4.1)
u'(z) = —f(x), (4.2)
u'(z) = —f"(x), (4.3)
sendo u(x), u/(z) e u”(x) as fungdes incognitas e as respectivas fungoes f(z), f'(x) e f"(x)

os termos independentes.
Assumindo que o elemento é reto, a coordenada x pode ser interpolada localmente

usando apenas as fungoes lineares de vértice. Logo,

(&) = (1 —&)Xo + ;(1 + &1) Xo, (4.4)

52



sendo X; e X5 as coordenadas globais dos nos de vértice.

No caso unidimensional, o tnico coeficiente nao-nulo da matriz do Jacobiano é

Z.g (&). Portanto,
d Xo—X L,
U] =g (6) = T 2252 (45)

sendo L, o comprimento do elemento.

As projecoes das equagdes (4.1) a (4.3) em um elemento, no espago de dimensao

finita definido pela base {¢;}, sdo dadas pelas seguintes expressoes integrais

[ uap@ide = ~ [ f@@llde, (1.6
/_11u’(:)3)v(93)|J|d§1 - - / 2)|J|dé1, (4.7)
[ wa@p@ide = - [ P, (18)

sendo v(z) a funcdo teste e |J| = £ o determinante do Jacobiano. Integrando (4.8) por

partes, obtém-se
[ @ina = [ el + @)l (49)

As derivadas globais u/(z) e v'(x ) podem ser encontradas usando a regra da cadeia

e a expressao (4.5) como

du_ dudr du 2 du (4.10)
d&, dx d&, dr L, d&
dv _ dv dx dv 2 dv (4.11)

i€ T drde dr Lodg

Usando o Método de Galerkin, as fungoes u(x) e v(x) sdo aproximadas usando as

mesmas fungoes de interpolagao {¢;}, ou seja,
n

u(z(&)) = ;@i@(&), (4.12)

v(@(&)) = D bigi(&). (4.13)
=1
Substituindo ](4.5) e (4.10) a (4.13) em (4.6), (4.7) e (4.9), obtém-se as seguintes

expressoes para ¢ = 1,.

%g(/ 0i(61) @(&)d&) b= [ f&)s (&), (4.14)

53



=2 ([ st )= - [ Flenodad, (4.15)

1 Lx 1 7" 2 ’ 1
(/_1 Girer (§1) P56 (51)6151) aj == /_1 f(&)i(61)dEr + I (1) di(§1)=1-

(4.16)

2
L,

j=1

Os coeficientes das matrizes unidimensionais de massa, mista e rigidez sao dados,

respectivamente, por

MiljD = % /_11 ¢i(€1)b5(61)dEq, (4.17)
D;f = Li /_11 Diser (§1)95(&1)dEq, (4.18)
KP = 2 [ bua(@)osa@de (1.19)

Os coeficientes dos termos de carregamento sao os mesmos dados em (3.18) a (3.22),

multiplicados pelas respectivas constantes. Matricialmente,

[Mip]{a} = {fip}, (4.20)
[Dip]{a} = {fib}, (4.21)
[Kipl{a} = {fip} (4.22)

sendo [Mip] e [Kip| as matrizes simétricas de massa e rigidez; [D;p] é a matriz local

nao-simétrica mista.

4.2 Quadrados

Considere agora os seguintes problemas de projecao bidimensionais nas variaveis

globais = e y definidos em uma malha nao-distorcida de quadrados

u(x,y) = _f(xvy)v (423)
sz (ZL’, y) + u>y (l’, y) = - (.fa:c (ZL’, y) + .fay (l’, y)) ) (424)
Au(z,y) = —Af(z,y). (4.25)

Assumindo que o elemento quadrangular nao-distorcido tem lados retos, as coor-

denadas x e y podem ser interpoladas localmente usando apenas as fungoes lineares de
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vértice. Logo,

26,6) = 0 -E)(1— &)X+ (1+&)1 - &)X + 11+ &)1 +&)X

- i(l — &) (1 + &)Xy, (4.26)

y(En&) = 70-6)1-&Yi+ (1 +6)(1- &)Y + (1 +E)(1+&)Y

1
+ Z(l — &)1+ &)Yy, (4.27)
sendo (X;,Y;), i = 1,...,4 as coordenadas globais dos nds de vértice.
No caso de um quadrado nao-distorcido, a matriz do Jacobiano é diagonal e os

coeficientes constantes. Logo,

l’,fl 0
[J] = ) (4.28)
0 Yo
A partir de (4.27), observa-se que
Ty = 1(1 —&)(Xo —Xy) + 1(1 +&6)( Xz — Xy) = DR (4.29)
1 1 L
Yigo = Z(l_52)()/;1_}/1)_"1(1“'52)(}%_}/2) = 7@/’ (4'30)

sendo L, e L, a base e a altura do elemento. Observa-se, entao, que o determinante do

LoLy

Jacobiano é |J| = =%

As projegoes das equagoes (4.23) a (4.25) em um quadrado, no espaco de dimensao

finita definido pela base {¢;(&1,&2)}, s@o dadas, respectivamente, por

/_11 /_11 u(z, y)v(z, y)|J|d&dss = — /_11 /_11 flx, y)v(z, y)|J|dedes, (4.31)
/_11 /_11 [w (2, y) +uy(z,y)| vz, y)|J]|ddés = — /_11 /_11 [fz(z,y)
+ fy(@,y)]v(z, y)|J|d& dEs, (4.32)

1 1 Lo
/_1/_1 Au(z,y)v(z, y)|J|d&1dEe = _/_1/_1Af(xay)v(x,y)lﬂd&dgg, (4.33)
sendo v(zx,y) a funcao teste.

Integrando (4.33) por partes, obtém-se
[ [ ) Vv ylaads = [ [ Af ey ldede
+ /F (Vu(z,y) -n)o(z, )| LldT,  (4.34)
sendo I' o contorno do elemento, |J.| o jacobiano do contorno e n(&;, &) o vetor normal

em cada ponto de I'.
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Dada uma base {¢;(&1, &)}, as fungoes u(x,y) e v(z,y) sdo aproximadas, respec-

tivamente, como

u(x(&r,6), y(&,&)) = iai@(&,fz), (4.35)

U(x(£17£2)7y(£17£2)) = Z ]¢j 517£2 (436)

Substituindo (4.35) e (4.3 ) (4.31), (4.32) e (4.37), obtém-se as seguintes apro-
ximacgoes parat = 1,...,n

jz:</_11 /_11 ¢z’(€1>52)¢j(€1,€2)|J|d§1d§2> a;

= [ [ f@.e)06, o) e, (437)
S ([, [ (st 6+ afen ) 60 S a6

- - / [ (Fale0,8) + Fo(6, 8 01061, €)1 dErd, (4:38)
S ([ [ Ginler, 805006, €) + 610(61,£)614(60,6) 1|12 ) o
Jj=1 7

= /_11 /_11 Af(&,82)0i(&r, &)| | dEdEs + /1“ (Vu-n) ¢;(&,8)|J.|dT. (4.39)

As derivadas globais da funcao de interpolacao ¢; sao dadas por

. Lo s
{ ¢Z7x } - [ 2 [(/) ] { ¢Z’£1 } | (4'40)
¢i,y 0 Ty gbi,ﬁz
Logo,

2 2

Pie =T 0ie € Py =T dig- (4.41)
Z‘ Yy

Substituindo (4.41) nas equagoes (4.38) e (4.39) e simplificando, obtém-se

JZ::I </_1/_1¢z’(§1,52)¢j(€1,§2)|J|d§1d§2> a;
- _/1 /1 f(&1,&2)0i(&r, &) | T|dE1dEs, (4.42)
</ / < o &1 51752 + (bz §2(£17£2)> ¢](£17£2)‘J|d£1d£2> a;

- - / [ el 8) + £ul60,6) 660, @)1 dErd, (1.43)
n 4
j;l </—1/—1 <L—%¢i,sl (&1,82)9)6. (&1, &) + L_§¢i,52(§17£2>¢j,52(£1752)> U|d51d§2> a;
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‘/_11 /_11 Af(glv 52)¢i(£17 52)"]|d£1d£2 + /F (Vll . Il) (Z)i(&, §2)|JC|dF (444)

Os coeficientes da matriz de massa, mista e rigidez sao dados, respectivamente, por

11
M = / / ®i(&1,82) 9 (&1, &) | J|dE1dE, (4.45)
D?J'D = / / l ¢2 &1 517 52) + ¢z Eo (517 52)] ¢j (517 52)‘J|d£1d§2, (4-46)

KP = /_1/_1 lL_%¢i,£1(€1>€2)¢j,€1(§1a52)+ﬁ¢i,£2(€1>€2)¢j,€2(§1a52) | J|d€1dSs.

' (4.47)

Substituindo as expressoes (3.44) em (4.45) e efetuando algumas simplificagdes,
pode-se escrever os coeficientes da matriz de massa do quadrado através da combinagao

dos coeficientes da matriz de massa unidimensional como

M = [ [ puean@lio(&)olen)ldede,

1 1
= 1( [, sule08,(60d ) ([ nl)sn(&adca)
= |J|M DM, (4.48)
Analogamente, os coeficientes da matriz mista do quadrado podem ser obtidos pela

combinagao dos coeficientes das matrizes de massa e mista unidimensionais como

by = / / l Pasei (£1)9(82) + %(@)cbb@(@)] Gp(E0)0(E2)] T |dE1ds
- [/ L—% (60)65(€)D0(E2)(€2)] T dErdE
[ ] Fodesesieloe e
{ (/ Do (&1 ¢p<€1>d&> ( / 1 %(&)%(&)d@)
" </ PalC1)0p(&1 d&) (/ D2 (62 asq(&z)dfz)] 1]
(© DlDMlD*fM”’D 2) 1

Ly sipyip | Leyp
= <7Dap My, + 7Map qu > . (4.49)
Finalmente, os coeficientes da matriz de rigidez do quadrado sao expressos como a
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combinacao dos coeficientes das matrizes de massa e rigidez unidimensionais como

4 1o

K = o [ [ a6 e)o 6 @)l dads
4 1o

+ 5 [ bl @oal @1Idds

Y

= & ([ malensnatenin) ([ s elae) 1

v ([ aesnends) ([ sa@ona(@lde ) 17
::<éKwa+;ng(>Lm (4.50)

Devido a equivaléncia entre os problemas unidimensionais indicada em (4.20) a
(4.22), substitui-se as matrizes de massa unidimensionais pelas matrizes de rigidez unidi-
mensionais em (4.50), obtendo-se
Kw—-iinMD+i£KwK \ﬂ—JinK (4.51)
o T\ 22 ap Tbg L2L2 L.L, ) )

y

Na sequéncia, con81deram—se as respectivas substltmgoes dos termos independentes
de corpo e superficie.

Como para malhas nao-distorcidas, os sistemas locais de referéncia dos elementos
sao paralelos ao sistema global, pode-se expressar diretamente f em termos de & e &.

Assumindo novamente que f é separavel, como indicado em (3.49), tem-se para a carga

de corpo

I = %/1 /1 Af (&, &2)05(&1, &2)dE1dEs
0? o2
- //’[ﬁgﬁm@> é@aﬁﬁﬂ@ﬁﬁﬁm@

) % </_11 %ég&)%(&)dgl) (/_1 f§2(§2)¢q(§2)d€2> -

L, </_11 f§1(§1)¢p(€1)d§1) (/_11 yggizéfz)gbq(&)dfg)
L,L

_ m4 Y (f;D,b,qulD,b,m + f;D,b,qulD,b,k). (452>
Para uw = —f, a integral de superficie em (4.44) pode ser expressa como

P = | [(VEG) - )6 E2)dD
= _|JC|/F[f§17£1f€2n€1 +f€1f€2,€2n§2]¢i(§1a§2)dr
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= —Uc|/F[fﬁl,gl(&)f&(&)nsl+f&(51)f52,§2(52)n§2]¢p(§1)¢q(§2)df- (4.53)

O termo de superficie anterior deve ser considerado para as quatro arestas do

quadrado local ilustrado na Figura 3.2. Logo,

e Aresta 1: nesse caso, o vetor normal tem componentes n = (0, —1) e todos os pontos

possuem coordenada & = —1. A partir dai, a equagao (4.53) toma a seguinte forma

2D,s Lm !
Dk _ —( [ e €06u(60)d61 ) (fenn(€2)00(E) o=

_ lebmlesk| (454)

e Aresta 2: o vetor normal tem componentes n = (1,0) e todos os pontos possuem

coordenada &; = 1. A partir dai, a equagao (4.53) fica

febsk _Ly (/_1 ffz(€2)¢b(€2)d§2) (ferer(&1)0a(61))|e1=1

L
_ _7 Db p1Dsk| (4.55)

e Aresta 3: para essa aresta, o vetor normal tem componentes n = (0, 1) e todos os

pontos possuem coordenada {; = 1. Assim, a equagao (4.53) é explicitada como

fRosk L. </1 f&(fl)gba(fl)dfl) (fere2(§2)6(62)) =1

— lebmlesk| (456)

e Aresta 4: analogamente as arestas anteriores, o vetor normal tem componentes

n = (—1,0), todos os pontos possuem coordenada £ = —1 e a equagao (4.53)
torna-se

2D,s,k Ly !

gt = 2 ([ fal€)on(&)de ) (fe s €0)0alE1) i
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L m 1D.s
S Iy (4.57)

O termo independente total é a soma das parcelas de corpo e de superficie, ou seja,

fi= 1+ 12,
sendo
b L:cLy 1D,bk £1D,bym 1D,b,m ¢1D,b,k
fi = T(fa fb +fa fb ) (458)
L, m p1D.s L m p1D.s
fio= PR = SR
L, m e1D.s, L m p1D.s
= L g+ LT P (4.59)

Substituindo f1P2:bm e fle’b’m por flD:bk o fle’b’k, dados, respectivamente em (3.18)
e (3.20), em fb tem—se

L.L
fi= (FD”bek + PR = == (PP, (4.60)

O sinal — vem da analogia dos problemas unidimensionais. Além disso, tem-se um

termo de contorno adicional idéntico a f7, ou seja, multiplica-se f7 dado em (4.59) por 2.

Logo,
1D,b,m £1D,s,k 1D.b;m p1D,s,k
.f's = _foa mfb ° |A1+Lyfb mfa ° |A2

(2

4L, le,b,mle,s,k| ~ I, 1Dbmf1D,s,k‘A4_ (4.61)

1D,bom

Substitui-se agora f1P2*™ e f, "™ pelos seus equivalentes unidimensionais de rigidez

de acordo com (3.22). Logo,

F= L (@)@
Ly (fy " + Feren(€)O0(E)IEZ DL 4,
+La (a7 + fer (600G £
—Ly(f, 7"+ e (E)dn(E)IEZ1) f2 7 (4.62)
Assim, a partir de (4.51), (4.60) e (4.62), o sistema de equagdes no elemento fica
dado por
(L8L u qu> (lebklebk)

—L. (le’s’k+f§1,§1(£1)¢a(51)\§1_1_1) by
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+Ly(fy 7"+ feaea(62)00(E2)[E2210) a2,
+L, (leSk“‘f&&( ) ( )|§1_—1)fle8k|A3

—Ly(f; 7" + ferea(€2)00(&2) |21 F17 s (4.63)
Matricialmente,
[Kap]{asn} = {fap}- (4.64)

4.3 Hexaedros

Considere agora os seguintes problemas de projecao tridimensionais nas variaveis

globais = , y e z definidos em uma malha nao-distorcida

u(z,y,z) = —f(z,y,2), (4.65)
U (T, Y, 2) + Uy (Y, 2) +u,, (2,y, 2) =

—(fu @y, 2) + foy (2,9,2) + iz (2,9, 2)) (4.66)
Au(z,y,z) = =L f(z,y, 2). (4.67)

Assumindo que o hexaedro nao-distorcido tem lados retos, as coordenadas z, y e z

podem ser interpoladas localmente usando apenas as fungoes lineares de vértice. Logo,

w(6606) = -6 - &)1 - &)X+ 50 +E)(1 - &)1 - &) +

461+ 6)(1 - &)X+ (1 - 61+ &)1 - &)Xy +
1= &)(1 - &)1+ E)Xs + %(1 HE)(1 - &)1 +6) X +

L e) &)1+ &)X

1
g(l — &)1+ &)1+ &)Xy + 3

YEn6ts) = S(1-E)1-&)1 - &)Y+ 11+ &)1~ &)1 - &)Y+

61+ &)1 - &)Y+ 50— E)(1+ &)1 - &)+
L €)1 &)1+ &)Y + S (L4 E)(1 - &)1+ &)Y+

1= &)1+ &)1+ &)Y + L1+ E)(1 +E)(1+ &)Y
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(o6 = F1-&)1-E)(1-&)Z+ (1 +E)(1 - &)1~ &) % +

461 +6)(1— &)+ 51— &)1+ &)1 - &)7 +

- &)(1 - &)1+ )7 + %(1 +E)(1— &)1 +&) e +
S &)1 +&)1+E) 7+ 51 +E) 1+ &)1 +6)75 (469

sendo (X;,Y;, Z;),i=1,...,8, as coordenadas globais dos nds de vértice.
No caso de um hexaedro nao-distorcido, a matriz do Jacobiano é diagonal e os

coeficientes constantes. Logo,

Ze 00
=1 0 ye O (4.69)
0 0 2z
A partir de (4.68), observa-se que
v = g1-&)(X — X))+ 5(1+&)(X = X0) + 50— £)(Xs — Xs) +
;(1+€1)(X7—X8) % (4.70)
pe = - &)YVi=Y)+ L1+ &)%Yy +£(1-&)(% — ¥i) +
S0+6)05 ) = 2, (1.71)
fe = SU— 8%~ 2) + 51+ &)(Zs — Za) + 5(1 - &)(Zr — 7o) +
é(1+€3)(28 Zy) = L2 (4.72)

sendo L, L, e L, os comprimentos da base, altura e largura do elemento.
As projegoes das equagoes (4.65) a (4.67) no espago de dimensao finita definido pela
base {¢Z(§1,§2,§3 }, s@o dadas, respectivamente, por

/ / / u(x,y, z)v(x,y, 2)|J[d§1dEdEs =
/1 /1 1f (,y, 2)v(x,y, 2)|J|dE1dEadEs, (473)

>_A
H
>_A

U,y ZZI' Y, 2 ) + u7y (flf, Y, Z) + U,z (QU, Y, Z)] ’U(ZII’, Y, Z)"]|d£1d£2d£3 =

7m SL’ Y, % ) + fvy (SL’, Y, Z) + fvz (LL’, Y, Z)] U(LL’, Y, Z>|J‘d£1d£2d£3(474>
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/ / / Au(z,y, 2)v(x, y, 2)|J|d§1dEdEs =
B /_1 /—1 /_1 Af(x,y, z)v(z,y, 2)|J|d§1dEdEs, (4.75)

sendo v(x,y, z) a fungao teste.

Integrando (4.75) por partes, obtém-se
[ ][ Va2 Ovtey, o)l ddss = [(Fu-njote.y. 240
r

+/_1/_1/_1Af 2.y, 2)0(z, y, 2)|T|dE1dExdts, (4.76)
sendo I' o contorno do elemento, |.J.| o jacobiano do contorno e n(&;, £, &3) o vetor normal
em cada ponto de I'.

Dada uma base {¢;(&1, &2, &3) Y, as fungoes u(z,y, 2) e v(x,y, z) sdo aproximadas,

respectivamente, como

w(x(&1,62,83), (61,82, 83), 2(61,62,83)) = Zai¢i(§la§2a§3)a (4.77)
i=1

U($(§1a§2a§3)ay(§1a§2a§3)a2(61752763)) = ij¢j(§la§2a§3)' (478)
j=1

Substituindo as duas relagoes anteriores em (4.73), (4.74) e (4.76), obtém-se as
seguintes aproximacoes para i =1,...,n
% (/L)) 06 oo el o
11l
= —/_1/_1/_1f(§1,§2,§3)¢i(§1,52,53)|J|d§1d§2d§3,

zi;l ([ [ [ 06606+ 000(61.60.8) + 6160, 8,80)
$;(&1, &2, €3)| T |dE1dEodEs) a;

1 1 1
= [ a8+ £ (66 ) e (6160 6)) 01(60, 0, )| dErdEads,

jé (/_11 /_11 /_11(¢i,:c(§1,52753)%'@(51752753) + Gy (&1, 62, €3) D461, €2, E3)+

¢i,z(§1, 52’ 53)¢]'7Z(€17 527 53))|J|d€1d€2d€3) a;
1 1 1
- /_1 /_1 /—1 Af(&r €0, 8)05(E1s €2, €3) | |dE1dEodEs + /F (Vu-n)¢;(&, &, &)|J.|dl.
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As derivadas globais da funcao de interpolacao ¢; sao dadas por

-1

¢i,:c % 0 0 ¢i,§1
Gy ( = | 0 F 0 Bien (- (4.82)
Giz 0 0 % Gi g
Logo,
2
Gig = L—x@,gl, (4.83)
2
Giy = L_y¢i,€2> (4.84)
2
Gi. = L—Z¢i,gg- (4.85)

Substituindo (4.83) a (4.85) nas equagdes (4.79) a (4.81) e simplificando, obtém-se

ZZ:l</_1l /_11 /_11 gbz’(fl,52,f3)¢j(§1,52,53)|J|d§1d§2d§3) a;
_/1 /1 /1 f(&1, &2, &3)0i(&r, €2, &3)| T |dE1dEadEs, (4.86)

Z(/ | /( Oica (61 60,65) + czm(&l .69) + 916 (61 52,53>>
oy (&1, 62, &3)|J[dE1dEadEs) a;

—/ / / 2(61,8,83) + f4(&1,82,&) + f2(&1,62,63)) 0i(&r, &2, §3)| T dErdEadEs,
(4.87)

n 1 1 1[4 4
j;l </_1/_1/_1 (L_%¢i7§1(£1752753)¢j7§1(£17£27§3> + L—Z@',sz(&,52753)%,52(51752753)

+i¢i 6(61,62,83) 056, (&1, Ea, f3)> |J|d§1d§2d§3> a;

L, L L,
///Af £1,62,83)0i(&1, &2, §3)dE1dEadEs

+ /F (V.. 2) - 1) 6u(61, o, o) T (1489)

Os coeficientes da matriz de massa, mista e rigidez sao dados, respectivamente, por

3D
M}

3D
D}

3D
K}

= /_11 /_11 /1 ¢z‘ 51752,53)@‘(51,52753)|J\d§1d£2d§3, (4.89)

11
= / // ¢z§1(§1,§2,§3)+ ¢z§2(§1,§2,§3) ¢i,£3(€1>€2>€3)
?; 51752753)|J\d§1d§2d53, (4.90)
- [ ] 2@,&(&,52,53>¢j,&<£1,52,53>+%@-,@(&,52,§3>¢j,52<51,52,53>
{E Yy
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a6 6 68161, 60, 69) | 1dErdEadts,
) (4.91)
Substituindo as expressoes (3.44) em (4.89) e efetuando algumas simplificagoes,
pode-se escrever os coeficientes da matriz de massa do hexaedro através da combinagao

dos coeficientes da matriz de massa unidimensional como

1 1l
P =[] 18€0)0n(E0u(E00(E) 8 (62)01 ()] T d6r dgads
1 1 1
= W[, eulenanenda) ([ oneones) ([ oo )
= |J|M P MP M. (4.92)
Analogamente, os coeficientes da matriz mista do hexaedro podem ser obtidos pela com-

binacao dos coeficientes das matrizes de massa e mlsta unidimensionais como

DY = / /] [ s E)O(E)00(E) + 7 0u(E) 0, )00(63) ¢
bul

~—

L 0u(E)00(E)60,(6)] 05(61)04(€2)6 (6] derdads

1 1

—_

Bae, (£1)Pp(§1)Pu(E2) g (§2)De(§3) D (E3)| T |dE1dEadEs

1 1

[1f
L
L

—_

F‘|w$|w$|w

\,;\»

)
Ga(§1)Pp(E1) Po.er (§2) Dq(§2) De(§3) D (€3)| T |dE1dE2dEs
)bn(

\H

(
b [ 60006006646, (€96 (65) T dErdtadc
- (/. %(&)@(&)d&)( ou(e)o€)) ([| ol&o6)de )
11 ([ edensenda) ([ analelaee) ([ ot eis)
+ 1] (/ Sul€0)p(60)05 ) (/ 6u(Ex)0u(€2)162) - (/ et (€6)60(65) 063

— |J|—D1DM1DM1D + |J| MlDDlDMlD + |J| MlDMlDDlD

\

— L 4L DIDMIDMID L 4L MIDDIDMID L 4L

Finalmente, os coeficientes da matriz de rigidez do hexaedro sao expressos como a

EMPMPDY . (4.93)

combinagao dos coeﬁmentes das matrizes de massa e rigidez unidimensionais como

K = Vi ] el )0 (6 60 e
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Wi [ ] el 6606 6 et
= g [ [ ] b6 @ie 6. s dendss
= i ([ suat@snatends) ([ exepere) ([ oleoeis)
+ Wi ([ oenmenis) ([ snsleonseier) ([ oteoas)
= i ([ ouennte d&)( ()04 (62 dfz) ([ becleoraleis)

= |J|—K1DM1DM1D + 175 MlDKlDMlD + 1715 MlDMlDKclf’. (4.94)
Devido a equlvalen(:la entre os problemas unldlmensmnals, indicada em (4.20) a
(4.22), substituem-se as matrizes de massa unidimensionais pelas matrizes de rigidez

unidimensionais em (4.94), obtendo-se

4 4 4 4 4 4 4 4 4
3D __ 1D y-1D 1D 1D y-1D 1D 1D 71D 171D
KPP = |J\—L2—L2—L2K K P KLP + |J\—L2—L2—L2K K\ PKLP + \J|—L2—L2—L2K K K
= 24L LLKlDKlDK;P. (4.95)

Na sequéncia, consideram-se as respectivas substitui¢oes dos termos independentes
de corpo e superficie.

Como para malhas nao-distorcidas, os sistemas locais de referéncia dos elementos
sao paralelos ao sistema global, pode-se expressar diretamente f em termos de &7, & e &s.
Assumindo novamente que f é separavel, como indicado em (3.89), tem-se para a carga
de corpo

3D,b,k
f.

L,L,L
i 3 ///Af §1,62,83)0i (61, €2, §3)dE1dErdEs
L,L,L

- ELL e e + e M e g e

&3 083
Prfe ()]
fe (&) fe, (62)70&? $i (&1, €2, §3)dE1dEadEs

- </ az%éf%(&)d&) ([ fe@atenss) ([ foeoeie)

R </_11 f&(fl)%(fl)dfl) (/_11 82]572252)%(52)%2) (/_11 Jes (53)¢c(§3)d§3)
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LoLyL. L L, (/ fer (&1)Pa(& d§1) (/ fer (&2 ¢b(§2)d§2) </_11 w@(@)d&)

083
L:cLyLz 1D,k ¢1D,bm 1D ,b,m 1D,bm £1D,bk £1D,b;m 1D,b;m £1D,b,m ¢1D,b.k
= T(fa77fb fc77 +fa77fb fc77 +fa77fb fc”)'
(4.96)
Para uw = —f, a integral de superficie em (4.88) pode ser expressa como

FEPR = | [ (Fn)y(Er, €. Ea)ar
= _|JC| \/I_:[-fflvé-lfnggiingl + f€1f€27§2f§3n£2 + f£1f£2f€3,£3n€3]¢i(€1>€2a53)dr

= _|JC| /F[ffhﬁ(51)f€2(§2)f€3(§3)n€1 + f€1(61)f§27£2(§2)f€3(§3)n€2 +
fer (61) Jea (€2) fes 65 (E3) s 9a(€1) P6(€2) P (€3 )T (4.97)

A forga de superficie anterior sera considerada para as seis faces do hexaedro ilustradas

da Figura 3.5. Assim,

e Face 1: nesse caso, o vetor normal tem componentes n = (0,0, —1) e todos os pontos

possuem coordenada £ = —1. A partir dai, a equagao (4.97) toma a seguinte forma

e = = ([ ] @) (@008 ) (oa ()66 le—)
_ L.l (/ e ( fl)ﬁba(fl)dfl) (/_1f£z(§2)¢b(§2)d§2) (Fesea (€3)0e(E3)|esm—1)

Ly le b pLDbam (DK (4.98)

Todas as fungoes de forma da face 1 possuem ¢ = 1. A funcao de forma correspon-
dente ¢ ¢1(&3) = 5(1 — &) e ¢1(§& = —1) = 1. Dessa maneira, o termo f2P5™|p se

reduz a constante fe, ¢ (§5 = —1).

e Face 2: o vetor normal tem componentes n = (0,0, 1) e todos os pontos possuem

coordenada & = 1. A partir dai, a equacao (4.97) fica

pret = 2 (] (6) fal@)0u( €€ 6 ) (feves(6)00(65) i)
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= _LZLy (/_11 fa (51)%(51)6151) (/_11 f§2(§2)¢b(§2)dfz) (feses(£3)De(E3)]e5=1)

L.CBL m m S
_ 4yf;D7b7 FIDbm (LD sk (4.99)

Analogamente a face 1, todas as fungoes da face 2 possuem ¢ = 2 e ¢9(&3) =

$(14&)e, = 1. Logo, o termo fIP=F| 5, se reduz & constante fe, ¢, (&5 = 1).

e Face 3: da mesma maneira, nessa face o vetor normal tem componentes n =

(—1,0,0), todos os pontos possuem coordenada §; = —1 e a equagao (4.97) torna-se

fi3D’s’k = L (/ / f§2 52 f§3(£3)¢b(§2)¢6(£3>d£2d£3) (fEl &1 (£I)¢a(£1)‘51——1>

= 2l ([ fuleon@ie) ([ fal@od6)is) oa @)o(E)la-)

LLZ m m e1D.s
= LRI g (4.100)

Analogamente, o termo f1P*| . se reduz a constante f¢, ¢ (&5 = —1).

e Face 4: para essa aresta, o vetor normal tem componentes n = (1,0,0) e todos os

pontos possuem coordenada & = 1. Assim, a equagao (4.97) é explicitada como

et = 2B (@) fe(6)0u(E)0u(6)d80s ) (o (€)0u(E0)]ermr)

— _Ly4Lz (/_1 f§2(§2)¢b(§2)d§2) (/_11 f53(§3)¢c(£3)d§3> (fer.e (61)ba(E1)]e1=1)

_ _Ly4L 1Dbm (1D b fLDs k|- (4.101)

Todas as fungoes de forma da face 4 possuem a = 2. A tnica fung¢dao nao nula

6 $2(&1) = 3(1 —&)|e=—1 = 1. Logo, o termo fiP*F|p, se reduz & constante

ffhfl (51 = 1)'

e Face 5: aqui o vetor normal tem componentes n = (0,—1,0) e todos os pontos
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possuem coordenada & = —1 . Assim,

grek = Bl ([ (60 fa6)0u(E)0(6) 0 dEs ) ensa (€)60(E) =)

L,L. [} !
= =2 ([ fale)ea@)de) ([ fal@)0u@)d6s ) (Fene(€)n(€0)|eam1)
_ %falD,b,mfch,b,mfleﬁ,m . (4.102)

O termo fi”** se reduz & constante fe, ¢, (& = —1).

e Face 6: analogamente, nessa face o vetor normal tem componentes n = (0, 1,0),

todos os pontos possuem coordenada & = 1. A equacao (4.97) torna-se

L.L,
et = 2 ([ (6 (6606004606006 ) fen ()€ ermr)
L,L. [ ! 1
= = ([ Fa€0)0u€0d ) ([ fal€0)6.(60d6s ) (fena(€2)60(E)eam)
— _%f;D,b,mfch,b,mfle,s,k|F6' (4103)
Novamente, o termo fle’s’k|F6 se reduz a constante fe, ¢, (§2 = —1).

O termo independente total é a soma das parcelas de corpo e de superficie, ou seja,

fi = fib + fisv
sendo
fib _ LmléyLz (f;D,s,kfle,b,mfch,b,m + f;D7b7m‘fle,s,kfch,b7m_l_
T e s B (4.104)
ff — LZLy fiD7bm~bfle,b,mfch,s,k|F1 N L:c4Ly f;D,b,mfle7b7mf61D,s,k|F2
R e R P [t
+ %fip,b,mﬁ[),bmfbw,s,k|F5 _ %falD,b,mfch,b,mfle,s,ﬂFG‘ (4.105)

sLos 1D,b,m 1D,b,m 1D,bym : 1D,bk 1D,b,k 1D,bk
Substituindo f, e e f. , respectivamente por f, 1 e f. ,
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em f? de acordo com (3.18) e (3.20) tem-se
L L L,
£ Zalylz(p1Dok pIDbE pIDbK | pIDbk Dbk (LDbK | LDbk LD bk LDy

i

Y

fb — 3L L L (lebklebkle,b,k) (4106)

Além disso, tem—se um termo de contorno adicional idéntico a f;, ou seja, multiplica-

se f7 por 2. Logo,

s 21, L m m ,8,m 2L:(:L m m s,m
i 4 yleb leb le | 4 yle’b’ fleb’ fch’ "y
2L,L, m m s,m 2Ly L, m m $,m
Z fle7b7 le7b7 f;a "y Z fle7b7 f1D7b7 falD’ "R
2[‘1‘[‘2 m m Z)sm 2[‘5[?[‘2 l) m Z) m Dsm
+ —4 le’b’ le’b’ fbl T ‘F5 - T]; - Jcl b Jbl o ‘FS’ (4107)

1D77
) .fb . € fch78’m

Substitui-se agora fl5m pelos seus equivalentes unidimensionais

de rigidez. Logo,
L, L
fis = Y le by kle b k(le b + fEs &3 (53)¢6(£3)‘53_—1)‘F1

- yleb’“lebk(le” + ferea (62)0c(E) =10

- Lyj AP FIDOK (DS fe e (€)0u(€IET I
b T DB IDBK(IDSE L f (606 Sl
— Lele sk sk DSk 4 f c ()0E)IEE),
b TEEE DRk DD L f ()6 IEE ) (4.108)

Assim, a partir de (4.95), (4.107) e (4.108), o sistema de equagoes no elemento fica dado
por

24L,L, L. K} K,P K a; = f + f;

3L, L L, 3Lalyles Dbk pIDbE 1D by

Lab yleb’“leb'“(le g o)D) ET I
L S LB LDV DK L f e (69)6.(69) 82l
—Lyf LI FIDBR(FIDSE L fe e (€)0a(E)IE Tl
Ly2L D bkle bk(.le ok + ffl &1 (51)¢a(§1)|§1_—1)|F4
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Tabela 4.1: Erros relativos para o problema bidimensional com u(z,y) = 2%°(16 —x)(8 —
y) para 128 elementos, com P =2 a P = 10.

P | "] | [[e*lproposta

2 1 9,403782266596257 x 1072 | 8,654993529754955 x 1073
3 | 1,176031418113168 x 10~* | 9,610714075698125 x 10>
4 | 5,278309554428519 x 107 | 3,698356083368990 x 10~"
5 19,764067770019491 x 10719 | 5,230731611849456 x 10~
6 | 7,828043719490331 x 10~'* | 2,152660126521208 x 1013
7 1 2,075853545343498 x 10716 | 8,303414181373993 x 1016
8 | 2,075853545343498 x 10716 | 2,075853545343498 x 1016
9 <1x1071° 2,075853545343498 x 1016
10 <1x10716 <1x1071¢

LZ‘LZ S,
L fADbk LDOR(FIDSE L fe e (£)05(62) 821 Ry

2
L,L. .
=S PP PR + e (@)o(&)EZ) R (4.109)
Matricialmente,
[Ksp]{asp} = {fsp}- (4.110)

4.4 Casos de Validacao

4.4.1 Quadrado

Considere a seguinte soluc¢ao polinomial de grau 10 no dominio retangular 16 x 8

u(z,y) = 2%y (16 — 2)(8 — y), (4.111)
com condigao de contorno homogénea no contorno do dominio. A solugao u(zx,y) e seu
laplaciano estao mostrados na Figura 4.1. Foi gerada uma malha de 128 elementos nao

distorcidos ilustrada na Figura 4.3 para P = 2.

Resolvendo o problema de Poisson usando polinomios de Jacobi, tem-se os erros

relativos apresentados na Tabela 4.1.

Observa-se uma convergéncia exponencial das solu¢oes para os problemas de projecao

de massa, rigidez e a rigidez proposta, conforme mostrado na Figura 4.3.
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(a) Solugao exata: u(z,y) = 2%9°(16 — z)(8 — v).

72 X7 y° (16=x) (8-y)=18 x® y° (8-y)+..4x° y°

x 10"

10+

(b) Laplaciano da solugéo.

Figura 4.1: Solucao exata e Laplaciano para quadrados, com P = 10.
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Malha de Quadrados - Grau; 2

Figura 4.2: Malha gerada com 128 quadrados e P = 2.

rigidez
proposta
10 " —¥—rigidez

Erro relativo

2 3 4 5 6 7
Grau do polinémio

Figura 4.3: Convergéncia exponencial para os problemas de proje¢ao com u(z,y) =
2y?(16 — )(8 — y).
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Tabela 4.2: Numero de coeficientes nao nulos das matrizes globais de rigidez e rigidez
proposta para o problema bidimensional com u(z,y) = 2%°(16 — z)(8 — y) para 128
elementos, com P =2 a P = 10.

| k| k(proposta)
6337 2145
13753 3321

20353 4753
28233 6441
37393 8355
42609 10585
59553 13041
72553 15753
86833 18721

—_
o] ©| 00| | | or| | w| M| g

Nas Tabelas 4.2 e 4.3 sao apresentados os numeros de coeficientes nao nulos das
matrizes de rigidez padrao e proposta. A reducao do nimero de coeficientes é bastante
significativa.

As Figuras 4.4 e 4.5 apresentam os numeros de coeficientes nao-nulos das matrizes
globais de rigidez padrao e proposta. Verifica-se que a técnica proposta de utilizagao
apenas da matriz de rigidez unidimensional em substitui¢ao a matriz de massa resulta em
uma redugao expressiva do niimero de coeficientes nao-nulos da matriz de rigidez global.
Na Figura 4.6 estao ilustrados os perfis de esparsidade para P = 5 da matriz de rigidez e
da rigidez proposta globais.

A Tabela 4.4 apresenta o tempo de execugao da solugao aproximada global, em
segundos, para os graus P = 2 a P = 10, resultante da aplicacao do método da matriz

esparsa, do software Matlab.

74



Tabela 4.3: Numero de coeficientes nao nulos das matrizes globais com condigoes de
contorno de rigidez e rigidez proposta para o problema bidimensional com u(z,y) =
29y°(16 — z)(8 — y) para 128 elementos, com P =2 a P = 10.

P | k| k(proposta)

2 | 4865 1593
3 | 11025 2625
4 | 17001 3913
D | 24257 0457
6 | 32793 7257
7 | 47833 9313
8 | 53705 11625
9 | 66081 14193
10 | 79737 17017
9 x10° ‘ ‘
—O6— rigidez
8 __4__ 'igidez
proposta

Numero de coeficientes nao nulos

B *
1/’//
£

2 3 4 5 6 7 8 9 10
Grau do polinbmio

Figura 4.4: Numero de coeficientes nao-nulos das matrizes globais de rigidez padrao e
rigidez proposta com fungoes de Jacobi (P = 2 a P = 10) para 128 elementos.
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8 T

—6— rigidez
rigidez
proposta

Numero de coeficientes nao nulos

5

6

7

10

Grau do polinbmio

Figura 4.5: Numero de coeficientes nao-nulos das matrizes globais de rigidez padrao e
rigidez proposta com fungoes de Jacobi (P = 2 a P = 10) para 128 elementos, apds a

aplicagao das condigoes de contorno.
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1000 1500 2000 2500 3000
nz = 24257

(a) Rigidez (nz = 24257).

0 500

Figura 4.6: Perfis de esparsidade da matriz global de rigidez e rigidez proposta para

o
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1000

1500

2000

2500

3000t ‘
0 500

1000 1500 2000 2500 3000
nz = 5457

(b) Rigidez proposta (nz = 5457).

quadrados e grau P =5 (nz é o numero de coeficientes diferentes de zero).
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Tabela 4.4: Tempos de execugao (Sistema ALTIX XE 240, com 4 processadores Intel Xeon
5160 Dual Core, 3GHz) da solucdo aproximada global para o problema bidimensional com
u(z,y) = 2%9°(16 — 2)(8 —y) para 128 elementos, utilizando a matriz de rigidez e a matriz
de rigidez proposta.

P ‘ k ‘ k(proposta) ‘ Per formance
2 10,0029 | 6,89 x 10~* 4,2
3 10,0076 0,0014 5,4
4 10,0108 0,0018 6,0
5 10,0148 0,0018 8,2
6 |0,0219 0,0027 8,1
7 10,0279 0,0039 7,1
8 |0,0320 0,0042 7,6
9 10,0805 0,0078 10,3
10 | 0,0582 0,0112 5,2

Tabela 4.5: Erros relativos para o problema tridimensional com wu(x,y, z)
z)(4 —y)(2 — z) para 32 elementos, com P =2 a P = 8.

— TyTS7

P |

"]

[|e*||proposta

2

3,000753345674755 x 10!

2,827447900136044 x 107"

3,928945226158135 x 1072

3,216722517785438 x 102

1,911800257750261 x 1073

1,307257768040519 x 1073

3,109033733068611 x 10~

1,232795547433530 x 107

1,514815472294366 x 10~°

4,177212251839478 x 10~°

2, 376338663929461 x 1010

2, 788642285202150 x 10~ 10

||| O =~ W

3,821117019925819 x 1016

1,273705673308607 x 10716

4.4.2 Hexaedro

(8-

Considere a seguinte soluc¢ao polinomial de grau 8 no hexaedro global 8 x 4 x 2

u(x,y, 2)

=x'y'z

Y8 - ) —y)(2 - 2),

(4.

112)

com condicao de contorno homogénea nas arestas dos elementos, foi gerada uma malha

com 32 elementos, conforme ilustrado na Figura 4.7 para grau 3.

Para a solucao dos problemas de Poisson usando polinomios de Jacobi, tém-se os

erros relativos apresentados na Tabela 4.5. Observa-se uma convergéncia exponencial das

solugoes com as matrizes de rigidez padrao e a proposta, conforme a Figura 4.8.
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Figura 4.7: Malha gerada com 32 elementos com P = 3.

—e—rigidez
rigidez
proposta

Erro relativo
)

2 3 4 5 6 7 8
Grau do polinbmio

Figura 4.8: Convergéncia exponencial para os problemas de projegdo com u(zx,y,z) =
2Ty (8 — 2)(4 - y)(2— 2).
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Analogamente ao caso bidimensional, nas Tabelas 4.7 e 4.8 sao apresentados os
numeros de coeficientes nao nulos das matrizes de rigidez e da rigidez proposta, com
expressiva reducao. Na Figura 4.9 estao ilustrados os perfis de esparsidade para P = 5

da matriz de rigidez e da rigidez proposta globais do hexaedro.

0 0 N = T — T
NN e
0N N — S00f Y = T
1o0ojpy I Y b\k\ 1000 8 : < =]
1500 L" "‘k "!g — 1500 1 V R . \
2000 r,,‘ 5’“-,\& ] 2000 vv N
2500 .""b,‘ ] 25001 |
3000 ] 3000} | T«
3500 "k‘k’,‘ ’,’:,‘.\ 3500—u VV V\\
4000 "k 1 so00l
4500 ] 4500} “v
0 1000 2000 3000 4000 0 1000 2000 3000 4000
nz = 175935 nz = 12615
(a) Rigidez (nz = 175935). (b) Rigidez proposta (nz = 12615).

Figura 4.9: Perfis de esparsidade da matriz global de rigidez padrao e proposta para
hexaedros e grau P =5 (nz é o nimero de coeficientes diferentes de zero).

A Tabela 4.6 apresenta o tempo de execugao da solugao aproximada global, em
segundos, para os graus P = 2 a P = 8, resultante da aplicacao do método da matriz
esparsa, do software Matlab.

Observa-se pelas Figuras 4.10 e 4.11 que a técnica proposta nesse trabalho resulta
em uma grande reducao no numero de coeficientes nao-nulos quando comparada com a

técnica convencional.
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Tabela 4.6: Tempos de execugao (Sistema ALTIX XE 240, com 4 processadores Intel Xeon
5160 Dual Core, 3GHz) da solucao aproximada global para o problema tridimensional com
w(z,y,2) =2y 2" (8 —x)(4 —y)(2 — 2) para 32 elementos, com P = 2 a P = 8, utilizando
a matriz de rigidez e a matriz de rigidez proposta.

P| k| k(proposta) | Per formance

2 10,0011 | 4,78 x 102 2,3
310,0087 | 7,21 x 102 12,1
4 10,0171 | 0,0014 12,2
5 10,0338 | 0,0024 14,1
60,0717 | 0,0037 19,4
7 10,1361 | 0,0053 25,7
8 10,3084 | 0,0102 30, 2

Tabela 4.7: Numero de coeficientes nao nulos das matrizes globais de rigidez e rigidez

proposta para o hexaedro com u(z,y, 2) = 7y 2"(8 — x)(4 — y)(2 — 2) para 32 elementos,

com P=2aP =38.

P| k| k(proposta)

2 | 16465 2601
3 | 59459 4851
4 | 107425 8125
5 | 175935 12615
6 | 266632 18513
7 | 389179 26011
8 | 541209 35301

Tabela 4.8: Numero de coeficientes nao nulos das matrizes globais com condigoes de
contorno de rigidez e rigidez proposta para o hexaedro com u(z,y,z) = 27y 2" (8 — x) (4 —
y)(2 — z) para 32 elementos, com P =2 a P = 8.

P| k| k(proposta)

2| 3127 363

3 | 15165 1125
4| 37131 2527
5 | 73625 4761
6 | 128295 8019
7 1204789 12493
8 | 306755 18375
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Grau do polinbmio

Figura 4.10: Numero de coeficientes nao-nulos das matrizes globais de rigidez e rigidez
com a técnica proposta para o hexaedro global, fungdes de Jacobi (P =2 a P = 8) e 32
elementos.
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x 10
3.5 T
—©— rigidez
3 rigidez
proposta

. N
— & n &

Numero de coeficientes nao nulos
o
o

Grau do polinbmio

Figura 4.11: Numero de coeficientes nao-nulos das matrizes globais de rigidez e rigidez
com a técnica proposta para o hexaedro global, fungoes de Jacobi (P =2 a P = 8) e 32
elementos apds a condicao de contorno.
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Capitulo 5

Conclusoes e Trabalhos Futuros

O uso do Método de Elementos Finitos de Alta Ordem é bastante eficaz por apresen-
tar covergéncia exponencial em muitas solugoes. Entretanto, as matrizes dos elementos
sao muito densas, o que resulta em alto custo computacional. Assim, na busca dessa
melhoria, o processo de tensorizacao mostra-se eficaz. Nesse trabalho, através da substi-
tuicao das matrizes de massa pelas matrizes de rigidez unidimensionais em quadrados e
hexaedros, obteve-se um bom ganho na esparsidade das matrizes dos elementos e globais.

Como limitagoes principais, tém-se o uso de malhas nao-distorcidas de quadrados
e hexaedros, a intensidade da carga de corpo ser representada de forma separavel e o
fato das matrizes de rigidez dos elementos e globais apresentarem um ntimero maior de
autovalores nulos. Para quadrados, esse nimero pode ser quantificado em 2P + 1.

Para superar essas limitagoes, a formulagao pode ser estendida para malhas distor-
cidas. Em particular, elementos com arestas e faces opostas paralelas possuem jacobiano
constante e pode-se aplicar a formulacao aqui proposta diretamente. Para matrizes obti-
das por integracao numérica, a intensidade da carga de corpo nao precisa ser escrita de
forma separdvel. Da mesma maneira, o jacobiano pode nao ser constante. A matriz
de rigidez global possui o mesmo nimero de autovalores nulos da matriz de rigidez de
cada elemento. Para eliminar esses autovalores da matriz global, necessita-se do mesmo

numero de condigdes de contorno nulas. Como no MEF de Alta Ordem, o nimero de
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variaveis cresce de forma pronunciada, em geral, nao é dificil alcancar o nimero minimo
de condigoes de contorno. Caso isso nao seja possivel, pode-se por exemplo, refinar a malha
de elementos nas regioes com condicoes de contorno. Como a matriz de rigidez proposta
¢é altamente esparsa, nao ocorre um aumento significativo no ntimero de incognitas do
problema.

Quanto ao tempo computacional para a solucao dos sistemas de equacoes dos pro-
blemas de projecao bidimensional, observou-se uma redugao significativa no tempo de
processamento usando a matriz de rigidez proposta nesse trabalho. E interessante im-
plementar um método de solucao mais efetivo que explore a esparsidade das matrizes de
rigidez obtidas. Por exemplo, como a matriz de rigidez relativa aos modos internos é diag-
onal, nao é necessario o calculo do complemento de Schur, como ocorre tradicionalmente
no MEF de Alta Ordem.

Como pode ser visto nos casos de validagao, conseguiu-se convergéncia exponencial
para os problemas de projecao, em termos de erro relativo, utilizando polinomios de Jacobi
e as fungbes nodais propostas em (Vazquez, 2008).

Como sugestoes de trabalhos futuros, tem-se a construgao e implementacao de
cdédigos que possibilitem exemplos maiores com um método de solugao de sistemas de
equagoes mais apropriado, o uso de malhas distorcidas, a extensao para triangulos e

tetraedros e aplicacao para elasticidade linear e problemas de grandes deformagoes.
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