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Resumo

CAMPOS SILVA, Jodo Batista , Simulacdo Numérica de Escoamentos de Fluidos pelo
Método de Elementos Finitos Baseado em Volumes de Controle, Campinas, Faculdade
de Engenharia Mecénica, Universidade Estadual de Campinas, 1998. 159 p. Tese

(Doutorado)

Neste trabalho desenvolve-se um método de elementos finitos com formulacfo por
volumes de controle (CVFEM); usando-se elementos quadrilaterais com 9 nés, onde define-se
funcdes de interpolagdo lineares e quadraticas; para aplicagio em simulagdo de escoamentos
transientes incompressiveis de fluidos viscosos, em dominios bidimensionais. O modelo
matematico é constituido pelas equagSes de Navier-Stokes em varidveis primitivas u,v.p.
Alguns problemas testes séo resolvidos para validagéo do programa computacional construido
com base no modelo numérico. E feita também uma forma de interpolagdo para os termos
convectivos para eliminar coeficientes negativos nas equagles discretizadas ¢ evitar resultados
ndio realisticos, quando os numeros de Reynolds ¢ de Peclet sdo altos. Esta interpolacio
("upwind") é baseada nos fluxos de massa para os volumes de controle num elemento e €
conhecida como interpolagio ponderada pela massa (MAW- Mass Weigthed Interpolation).
Os resultados obtidos nos problemas testes sdo comparados com resultados de outros modelos

numéricos e/ou resultados experimentais. A concordancia entre os resultados ¢ satisfatéria

Palavras Chave

EquagBes de Navier-Stokes, Método de Elementos Finitos, Formulacfo por Volumes de

Controle, Fscoamentos Transientes Incompressiveis de F luidos Viscosos, Convecciio Natural.
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Abstract

CAMPOS SILVA, Jodo Batista , Numerical Simulation of Fluid Flows by a Control Volume-
Finite Element Method, Campinas, Faculdade de Engenharia Mecénica, Universidade

Estadual de campinas Campinas, 1998. 159 p. Tese (Doutorado)

In this investigation a control volume-finite element method (CVFEM) using a nine-
noded finite element with quadratic interpolation functions has been developed for numerical
simulation of incompressible, viscous, transient fluid flows. The Navier-Stokes equations in
primitive varibles u,v,p are used as the mathematical model. The mass weighted interpolation
(MAW) is also implemented for the convective terms of the equations, into the element
considered. The obtained results for some test problems agree quite good with results of other

numerical methods and/or experimental results.

Key Words

-Navier-Stokes Equations, Finite Element Method, Control Volume Formulation, Transient

Viscous Incompressible Fluid Flows, Natural Convection.
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p — coeficiente de expansdo térmica, K]
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CAPITULO 1

Um Método de Elementos Finitos Baseado em Volumes de Controle

(CVFEM) em Escoamentos de Fluidos e Transferéncia de Calor

1.1 Introducio

Grande parte dos processos que ocorrem na natureza e em aplicagles de engenharia
envolvem escoamentos de fluidos. Desta forma, o projeto de muitos equipamentos requer o
caleulo desses escoamentos o que , em geral, € feito através de computadores, devido ao fato
desses escoamentos serem descritos matematicamente por equagdes diferenciais ndo lineares e
muitas vezes eles ocorrem em dominios irregulares. Um grande ntmero de pesquisadores, em
todo o mundo, tem se dedicado ao campo denominado de Dindmica dos Fluidos
Computacional (CFD - Computational Fluid Dynamics)'. onde varios métodos numéricos tem
sido desenvolvidos e aplicados para realizacfio de experimentos computacionais ou simulago

numérica de escoamentos de fluidos.

A utilizagiio de métodos numéricos pode reduzir o custo de estudos experimentais que
podem ser realizados com parametros, até certo ponto otimizados, encontrados através de
algum método numérico. A dindmica dos fluidos computacional (CFD) tem sido usada em
muitos casos com a finalidade de se reduzir o tempo de ensaios em laboratérios e tuneis de

vento. Shaw (1992) mostra varios exemplos, onde a dindmica dos fluidos computacional

! As siglas usadas neste trabalho seguem a literatura internacional



(CFD) pode ser utilizada para se prever o comportamento dos escoamentos. Em alguns casos.
este é o Ginico meio para se tentar prever 0 que ocorre no escoamento. Um exemplo tipico
seria o escoamento dentro de reatores nucleares, onde existe grande dificuldade de realizagéic
de experimentos, para se determinar condi¢bes de falha. Qutros exemplos onde a dinamica
dos fluidos computacional (CFD) é usada sfo: célculo de sustentagio e arraste de foguctes;
escoamentos sobre misseis; movimento de chamas em queimadores; escoamento de ar para
dentro de motores de combustio interna; escoamento de ar de resfriamento dentro de
equipamentos elétricos e dispersio de poluentes dentro de rios, oceanos e no ar atmosférico. O
processo de simulagdo numérica pode ser visualizado atraves da Figura 1.1; Hirsch (1988);

onde pode-se distinguir as etapas envolvidas no mesmo.

Mundo Real Fisico | Simulagio
o 1 Numérica
Niveis de Modelo Técnicas de Resolugdo do
Aproximagio = Matematico B Discretizagio e Sls:tﬂma de Eq.
Discretizadas
KA T r )Y
Aproximagio Aproximagio Aproximagio Discretizacdo Discretizagio
Dinamica Espacial No Tempo | do Espago: das Equagdes:
Def. Malha Esq. Numgérico
I T

Figura 1.1. Modelos Computacionais

O uso da dinimica dos fluidos computacional (CFD), como ja foi dito, requer o uso de
métodos numéricos para se calcular as grandezas de interesse nos escoamentos, em pontos do
dominio fisico aqui, genericamente, denominados de pontos nodais ou, simplesmente, nos. Os
principais métodos utilizados para simulagio de escoamentos de fluidos sdo: Métodos de
Diferencas Finitas (FDM - Finite Difference Method); Métodos de Diferencas Finitas baseado
em Volumes de Controle (CVEDM - Control Volume Finite Difference Method); Método de
Volumes Finitos (FVM - Finite Volume Method); Métodos de Elementos Finitos (FEM -
Finite Element Method) ¢ Métodos de Elementos Finitos baseado em Volumes de Controle
(CVFEM - Control Volume-Finite Element Method). Na realidade, todos estes métodos

numéricos derivam de um tnico método conhecido como Método de Residuos Ponderados



(MWR - Method of Weighted Residuals), sendo que o que diferencia matematicamente um
método do outro é a funciio peso aplicada na obtengfo do residuo. No Capitulo 3, apresenta-se
um resumo do método de residuos ponderados e respectivas fungdes de ponderagio que ddo
origem aos principais métodos numéricos encontrados na literatura. Alguns comentarios sobre

os principais métodos utilizados para calculos de escoamentos de fluidos sdo feitos a seguir.

O método de diferencas finitas tem sido usado para o calculo de escoamentos de fluidos
e transferéncia de calor; como pode ser comprovado pela grande quantidade de trabalhos na
literatura especializada; existindo muitos c6digos computacionais baseados no mesmo. Varios
autores afirmam que uma limitacdo deste método estd na discretizacio de dominios com
complexidade geométrica; problema este que foi parcialmente solucionado pelo uso de malhas

nio-ortogonais.

Um método apresentado por Patankar (1980); denominado na literatura de método de
volumes finitos (FVM - Finite Volume Method); também chamado por muitos autores de
método de diferencas finitas baseado em volumes de controle (CVFDM - Control Volume
Finite Defference Method); se constitui hoje no principal método para analise numérica de
escoamentos de fluidos e transferéncia de calor. A caracteristica principal deste método ¢ a
facil interpretagdo fisica dos termos das equagdes em termos de fluxos, fontes e forgas; devido
ao fato da formulacdo resultante ser de natureza conservativa uma vez que cla ¢ obtida atraves
dos principios de conservacio. O método de volumes de controle com malhas ortogonais e
nio-ortogonais em coordenadas generalizadas, para o tratamento de geometrias irregulares,
tem side implementado por vérios grupos de pesquisa ¢ aplicado para solugfio de problemas

de escoamentos de fluidos e transferéncia de calor.

Devido s dificuldades em se utilizar 0 método das diferencas finitas em geometrias
complexas, o método de elementos finitos, inicialmente desenvolvido para andlise de
estruturas, comecou a ser aplicado para o caso de escoamentos, por causa da sua grande
versatilidade na discretizaciio de dominios geometricamente complexos. Algumas referéncias
bésicas que tratam da aplicagdo do método de elementos finitos (FEM) em escoamentos de
fluidos sdo: Connor & Brebbia (1976), Chung (1978) e Baker (1983). O método de elementos

finitos tem sido combinado com técnicas de “upwind”, que procuram adequé-lo para o céleulo



de escoamentos de fluidos e transferéncia de calor para altos numeros de Reynolds e de
Peclet, e atualmente este método € também muito utilizado para simulagdo numérica tanto de
escoamentos laminares quanto turbulentos e/ou transferéncia de calor. Para o leitor nfo
familiarizado com o termo, "upwind" denomina uma técnica especial de discretizar 0s termos
convectivos das equacdes de transporte, em problemas nos quais predomina a convecgdo, de
forma que a influéneia do escoamento 4 montante tem mais peso sobre os coeficientes da
matriz das equacdes discretizadas. O objetivo ¢ eliminar coeficientes negativos nas equagdes

algébricas que podem levar a resultados sem significado fisico.

O método de elementos finitos classico ¢ conhecido como método de elementos finitos
de Galerkin. Outra variante do método de elementos finitos é conhecida como método de
elementos finitos de minimos quadrados. Neste trabalho, ¢ abordada uma terceira vertente do
método de elementos finitos conhecida como Método de Elementos Finitos baseado em
Volumes de Controle (CVFEM - Control Volume Finite Element Method) o qual foi
primeiramente apresentado por Baliga & Patankar (1980), Baliga & Patankar (1983) e Baliga,
Pham & Patankar (1983), usando elementos finitos triangulares. Posteriormente, Schneider &
Raw (1986, 1987) apresentaram este método para elementos finitos quadrilaterais lineares
(elementos com 4 nods). Raw, Schneider & Hassani (1985) utilizaram um elemento finito
quadrilateral quadratico (elemento com nove nos) para problemas de condugdo de calor. Este
altimo elemento finito, sem o no central, tem sido também utilizado no método de elementos

finitos de Galerkin para resolugfio de problemas de escoamentos.

Um tépico que tem relagio direta com a complexidade do modelo matematico € o nivel
de aproximagcio dindmica quando se define que tipo de escoamento representa o problema em
andlise. A Figura 1.2; Hirsch (1988); ilustra os niveis de aproximacdo dinmica que sdo
usados para se modelar os escoamentos de fluidos de uma maneira bem genérica. Hirsch
(1988) descreve, em detathes, os varios niveis de aproximago dindmica de escoamentos ¢

suas aplicagdes.

A aplicacio de um método numérico pode ser dividida em trés etapas principais, as
guais na nomenclatura do método de elementos finitos sdo: pré-processamento,

processamento e pos-processamento. Na etapa de pré-processamento, ¢ definida a geometria
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ou dominio fisico do problema; dominio este discretizado por algum tipo de elemento,
constituindo a malha de elementos finitos. Também nesta etapa podem ser definidas as
propriedades fisicas do fluido ¢ demais parimetros (condigdes de contorno e iniciais)
necessarios para a solugiio do problema. Na fase de processamento, aplica-se um “solver”
(nome usado na literatura para programas numéricos) baseado no modelo numérico para

obtenciio das grandezas de interesse (velocidade, pressdo, temperatura) em pontos do dominio



denominados de nds dos elementos. Na etapa de pés-processamento os resultados sio
analisados para se verificar a validade do modelo numérico ou para 0s propositos para 0s
quais se resolveu o problema. Técnicas de visualizagdio gréfica, geralmente, séo empregadas
para analise dos resultados. Uma vez validado o “solver”, pode-se aplica-lo para o projeto de
modelos de equipamentos onde ocorrem os escoamentos. Neste trabalho, concentra-se na fase

de processamento, sendo os objetivos principais definidos a seguir.

1.2 Objetivos

No presente estudo pretende-se estender e aplicar um método de elementos finitos
combinado com o método de volumes de controle usando principalmente um elemento
quadrilateral com nove nds; para simulagdo de alguns casos de escoamentos de fluidos, em
varidveis primitivas (u,v,p), com ou sem transferéncia de calor, em geometrias bidimensionais
e podendo ser os escoamentos em regime transiente. Uma motivagio para este estudo fo1 o
fato de ndo se ter encontrado na literatura pesquisada, aplicagdes deste elemento finito com
formulagfio por volumes de controle para simulagio de casos de escoamentos de fluidos. Os
elementos finitos usados nos métodos de elementos finitos por volumes de controle (CVFEM)
para calculos de escoamentos de fluidos, por outros autores, como ja foi mencionado, foram
clementos triangulares com 3 ou 6 nds ou elementos quadrilateros com 4 nds. O elemento
finito quadrilateral com 9 nos contém trés nos em cada face € um né central. Neste elemento
podem ser definidas fungBes de interpolacdo quadraticas que podem levar a melhores
resultados do que com o uso de fungBes de interpolgio lineares. Outra vantagem deste
elemento & que cle pode ser deformado para representar, de maneira mais precisa, contornos
curvos de muitos dominios com complexidade geométrica onde os escoamentos ocorrem. O
uso de elementos finitos lineares pode comprometer a aproximacgdo de contornos irregulares

ou curvos se a malha ndo puder ser suficientemetne refinada ou o elemento usado ndo for

apropriado.

O desenvolvimento de um cédigo computacional, para realizagdo de experimentos
computacionais em escoamentos de fluidos, é outro dos principais objetivos do presente
trabalho. Embora existam cédigos computacionais ja consagrados comercialmente para tal

fim, seu custo € manutengdo sfo altos para a realidade de muitas de nossas universidades.



Outro fator que também motivou este estudo é que, segundo Baliga (1990), aplica¢es do
método de elementos finitos baseado em volumes de controle (CVFEM) para escoamentos de
fluidos e outros problemas de transferéncia de calor e massa tém sido jd realizadas, mas ainda
hé espaco para novos estudos para que estes esforgos sejam completos. A idéia € construir um
codigo computacional que sirva de base para futuros desenvolvimentos na continuagdo deste
trabalho. Outro fator que motivou este desenvolvimento, foi o fato de ndo se ter tido acesso,
apbs varias tentativas, a nenhum codigo computacional baseado no método de elementos
finitos por volumes de controle (CVFEM), previamente, construido por outros autores, para

simulacdo de problemas de escoamento de fluidos.

1.3 Revisdo Bibliografica

Esta revisdo bibliografica nfio tem o intuito de ser completa, mesmo porque a drea de
simula¢io numérica de escoamentos de fluidos e transferéncia de calor estd em processo de
crescimento muito acentuado e milhares de trabalhos sdo publicados a cada ano. Por exemplo,
uma consulta & base de dados Compendex (1998) mostrou um resultado de 4576 resumos de
artigos sobre dindmica dos fluidos computacional (CFD) publicados, no periodo de 1990 a
1998, em diversos periodicos. Aqui apresenta-se alguns desenvolvimentos da aplicagfo do
método de elementos finitos por volumes de controle (CVFEM) para solugdo de problemas de
transferéncia de calor e de escoamentos de fluidos. Ao longo do texto, outras referéncias sobre

métodos numéricos sdo citadas, complementando esta revisdo bibliografica.

Existem na literatura compilagdes de trabalhos sobre escoamentos de fluidos ¢
transferéncia de calor. Por exemplo, Shih (1990) apresenta uma lista de trabalhos sobre
simulacio numérica de transferéncia de calor, abordando vérios topicos de interesse. Este
autor, geralmente, apresenta a cada dois apnos, uma compilagio dos trabalhos sobre

transferéncia de calor publicados nos principais periodicos internacionais.

A seguir serdio citados trabalhos publicados, nos quais o método de elementos finitos
baseado em volumes de controle foi usado como ferramenta para solugdo dos problemas
propostos. Segundo Baliga & Patankar (1980), o desenvolvimento deste método foi uma

tentativa no sentido de preencher a necessidade de melhores métodos em problemas de



convecgio-difusdo; principalmente para o tratamento de geometrias complexas sem o uso de
coordenadas generalizadas. Este método tem como caracteristica principal aliar a versatilidade
do método de elementos finitos para discretizar geometrias irregulares com o carater

conservativo da formulagdo por volumes de controle.

Trés grupos principais trabalham no método de elementos finitos baseado em volumes
de controle. Um & o grupo do Prof. B.R. Baliga; na McGill University, Montreal, Canada; que
usa principalmente elementos finitos triangulares lineares e quadraticos; outro € o grupo do
Prof. G.E. Schneider, na Universidade de Waterloo, que trabalha com elementos finitos
quadrilaterais lineares. O terceiro grupo, na Escola Politécnica de Montreal, trabalha usando
formulagio em fun¢do de corrente-vorticidade e ndo varidveis primitivas como os dois
primeiros. Mais recentemente, tem aparecido trabalhos em outros paises. Mas os grupos bem

constituidos estdo no Canada.

Pode-se dizer que o trabalho pioneiro sobre o método de elementos finitos por volumes
de controle (CVFEM) foi o trabalho de doutorado de Baliga (1978) com resultados publicados
por Baliga & Patankar (1980). Apos aquele trabalho varios autores tém usado o método de
elementos finitos por volumes de controle (CVFEM) na solugdo de problemas de convecgdo-
difusdo, bem como na solugio de outros problemas relacionados com escoamento e/ou
transferéncia de calor. Os primeiros trabalhos que apareceram na literatura foram os trabalhos
de Baliga & Patankar (1980, 1983}, basicamente, apresentando o método e de Baliga, Pham &
Patankar (1983) que apresentaram resultados para escoamento entre dois cilindros girantes;
escoamento laminar numa cavidade quadrada com a parede superior movel e escoamentos por

conveccdo natural numa cavidade retangular e numa cavidade trapezoidal.

Desde sua apresentagio, por volta de 1980, o método de elementos finitos por volumes
de controle (CVFEM) passou por véaries melhoramentos como pode ser comprovado pelos
trabalhos de Prakash & Patankar (1985), Prakash (1986), Hookey, Baliga & Prakash
(1988a,b) e Schneider & Raw (1986, 1987a,b) e tem sido utilizado para a solucgdo de varios
problemas em escoamentos de fluidos e transferéncia de calor. Baliga (1990) apresenta um
resumo de varios trabathos usando o método. A maioria dos desenvolvimentos e aplicagdes

foram para o caso de problemas bidimensionais, obviamente, devido as dificuldades na



analise de problemas tridimensionais. Os novos desenvolvimentos foram basicamente em
fungdes de interpolagio e introdugdo de técnicas de “upwind”. Qutros aspectos examinados
foram quanto 4 ordem de interpolagdo da velocidade e da pressio. Quando se usa © mesmo
ntimero de nds para velocidade e pressdo, tem-se o que se chama formulagiio de ordem igual
ou de variaveis co-localizadas. Velocidades e pressdo interpoladas por numero de nds

diferentes constitui-se em interpolagfio por ordem desigual ou de variaveis desencontradas.

No caso de convecciio-difusdo tridimensional, tem-se o trabatho de LeDain Muir &
Baliga (1986). As aplicagbes foram para condugio de calor numa esfera oca girante,
transporte convectivo com mudanga em degrau no valor de uma variavel escalar e convecgio-
difusio na presenca de escoamento radial entre superficies esféricas concéntricas. Sfo
considerados problemas de convecgio-difusdo aqueles em que se deseja resolver uma equagdo
de transporte de um escalar na presenca de um campo conhecido de velocidades. As equagdes
de guantidade de movimento podem ser enquadradas como equagdes de convecgéo-difiusdo,
se considerar o termo de pressdo como um termo fonte. Neste caso, o campo de velocidades

ndo é conhecido a priori e precisa ser determinado como parte da solugfo do problema.

Prakash & Patankar (1987a, b) aplicaram o método para problemas de escoamentos
parabolicos tridimensionais resolvendo casos de escoamentos em dutos de segGes retangular e
eliptica e num difusor de se¢io quadrada. Posteriormente, Forsyth (1991), Forsyth & Shao
(1991) e Letnioswski & Forsyth (1991) fizeram aplicacSes para escoamentos bidimensionais e
tridimensionais de contaminantes nfc-aquosos na fase liquida (NAPL), em meios poresos.
Neste tipo de problema, as equagdes resolvidas envolvem gradiente de pressdo nas fases ¢ as

equacdes das fases estdo acopladas através de uma grandeza chamada de porosidade.

Banaszek (1989) fez uma comparacdo do método de elementos finitos por volumes de
controle (CVFEM) com o método de elementos finitos de Galerkin (GFEM) para problemas
de difusdo (condugdio de calor), usando elementos triangulares com 3 e 6 nos e elementos

quadrilaterais com 4 € 9 nos.

Alguns outros irabalhos que utilizaram o método de elemenios finitos baseado em

volumes de controles sfio: Elkaim, Reggio & Camarero (1991) para escoamento laminar
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reativo usando formulacfo vorticidade-fungdo de corrente; Krakov (1992) para solugéo de
Navier-Stokes em formulagio por vorticidade-fungfio de corrente. Larreteguy (1992) aplicou-
o para escoamentos bidimensionais com malhas de tridngulos com trés nos, dando énfase ao
acoplamento pressdo-velocidade. Chow & Cross (1992) usaram o método para problemas de
solidificacio apenas considerando o efeito de condugdio de calor e usando malhas de

elementos triangulares.

Swaminathan & Voller (1992a, b) compararam os métodos de elementos finitos de
Galerkin e de volume de controle, usando um esquema "upwind” de linha de corrente Petrov-

Galerkin, em problemas de convecgo-difusdo.

Jeronymo (1991) desenvolveu um programa numérico usando elementos quadrilaterais
com 4 nos e um método de “upwind” proposto por Schneider & Raw (1986), para solugdo de
equagdes do tipo convecgdo-difusdo com o campo de velocidades conhecido. Naquele
trabalho ndo fol implementada a parte de solugio das equagdes de quantidade como € feito no

presente trabalho.

No caso de conveccdo natural laminar tem-se o trabatho de Kettleborough & Van Dijk

(1992) com aplicagdio para escoamento entre placas paralelas verticais aquecidas.

No caso de escoamentos turbulentos bidimensionais em regime permanente tem-se o
trabatho de Elkaim, Reggio & Camarero (1992) que usaram o modelo de k-¢ e formulagio
vorticidade-funcio de corrente. Os problemas testes foram escoamentos turbulentos em um
tubo e em um difusor. Elkaim, Regio & Camarero (1993) apresentaram um trabalho sobre
caleulo de difusdo turbulenta para uma chama confinada, usando também formulagfo fungfo
de corrente vorticidade em regime permanente € o modelo k-¢ para calcular a viscosidade
turbulenta, em geometria axissimétrica bidimensional. O modelo foi validado para
escoamento num tubo e foram obtidos resultados para a fragiio de mistura dos produtos de
combustio em um queimador axissimétrico. Foram usados elementos triangulares com trés
nés. Nesta seqgiiéneia, Elkaim, Mckenty, Reggio & Camarero (1994) apresentaram resultados
para escoamentos turbulentos confinados ¢ com regiiio de recirculagfio numa expansdo

axissimétrica.
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Lin & Ebadian (1996a) investigaram escoamento turbulento tridimensional em tubos
helicoidais. Lin & FEbadian (1996b) adicionaram o efeito de transferéncia de calor ao

problema investigado no artigo anterior.

Qutros problemas tém sido analisados através do uso do método de elementos finitos
por volumes de controle (CVFEM). Giammarco & Todini (1994) aplicaram um método
CVFEM bidimensional para resolver problemas de escoamentos sobre o solo. Masson &
Baliga (1994) resolveram problemas de escoamentos de particulas gas-solido usando modelos

de dois fluidos em geometrias plana e axissimétrica.

Um método de elementos finitos por volumes de controle (CVFEM) para problemas de
escoamentos em dominios multi-dimensionais em regime permanente foi desenvolvido por
Saabas (1991) usando elementos triangulares com trés nds e tetraedros com quatro nos.
Saabas fez uma excelente revisio sobre métodos existentes para simulacfio de escoamentos de
fluidos, talvez a mais completa e critica nos ultimos anos. Posteriormente, Saabas & Baliga

(1994a, b) apresentaram este desenvolvimento e resultados desse trabatho em revista

especializada.

Masson, Saabas & Baliga (1994) também apresentaram um método de elementos finitos
baseado em volumes de controle de ordem igual e varidveis co-localizadas para escoamentos
incompressiveis de fluidos, em geometria axissimétrica bidimensional, usando elementos
triangulares lineares e métodos de “upwind” apresentados no trabalho de Saabas (1991). Os
casos estudados foram escoamento laminar em um tubo; escoamento laminar num tubo com
uma contragiio brusca; convecgdo natural numa cavidade cilindrica e escoamento laminar em

uma réplica de segmento de uma artéria coronaria.

Schneider & Karimian (1994) obtiveram alguns avanc¢os do método de elementos finitos
por volumes de controle (CVFEM) em escoamentos compressiveis. O problema teste foi
escoamento supersdnico unidimensional num bocal convergente-divergente. Eles usaram

formulagfio de variaveis co-localizadas.
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Hafez (1995) fez uma combinagfo de elementos finitos com volumes finitos em malha
nio estruturada de elementos triangulares lineares, para calcular casos de escoamentos
compressiveis e incompressiveis, resolvendo as equagdes de escoamentos potenciais de Euler
e equacdes de Navier-Stokes. Esse autor usou o método de viscosidade artificial para evitar
desacoplamento entre velocidade e pressio e capturar ondas de choque. Termos transientes
artificiais também foram introduzidos para garantir convergéncia para solugdo de regime

permanente. As aplicagbes foram para escoamentos em torno de perfis aerodinamicos.

Uma implementaciio de estimativa de erro para um método de elementos finitos por
volumes de controle (CVFEM) foi feita por Padra & Larreteguy (1996) para problemas do
tipo convecgio-difusdo. Larreteguy (1996) apresentou um método de elementos finitos por
volumes de controle (CVFEM) com formulagdio de ordem igual para escoamentos de fluidos,
em elementos triangulares com fungdes de interpolagio apropriadas para prevenir problemas

causados por uma malha com elementos tridngulares que tenham angulos obtusos.

Comini, Giudice & Nonino (1996), através de balango de energia a nivel de elemento e
nos, demonstrou que a formulagio de métodos de elementos finitos por volumes de controle
(CVFEM) e métodos de elementos finitos de Galerkin (GFEM) para problemas de convecgdo

conduzem ao mesmo tipo de conservagdo das propriedades.

Na area de materiais e processos de fabricag@io também tem sido utilizado métodos de
elementos finitos por volumes de controle (CVFEM). Ewsuk, Cesarano, Cochran, Blackwell
& Adkins, (1995) fizeram caracterizagfio e simulagio de um material cerdmico num forno
unidimensional. O método foi usado para calcular o processo de transferéncia de calor no
meio considerado como poroso. Kang, Lee, Yoo & Cho (1995) fizeram simulag@o de processo
de enchimento de moldes. Chiu, Wu & Lee (1996) fizeram modelagem do processo de injegéo
em molde para escoamento de um polimero. Nieh & Lee (1996) simularam transferéncia de

calor em processos de fusfo de juntas.

Recentemente, Ferguson (1997) aplicou um método de elementos finitos por volumes

de controle (CVFEM) para solucdo de problemas de “creep” usando uma combinagio de
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elementos quadrialterais e triangulares lineares com aplicagdo para secagem de madeira usada

em construcdes.

O método de elementos finitos por volumes de controle tem sido aplicado também para
problemas de transferéncia de calor radiativa. Meng, Mckenty, Elkaim & Camarero (1992)
aplicaram para solugdo da equa¢fio radiativa em cavidades bidimensionais retangulares e
axissimétrica, num mejo que emite e absorve. Rousse, Gautier & Sacadura (1998)
apresentaram um método de elementos finitos por volumes de controle (CVFEM) para
solucdo da equagio de transferéncia radiativa testando vérios esquemas de interpolagio, em
processos de combustdo turbulenta em geometria irregular. Lin & Ebadian (1998) analisaram
um problema de convecgdo forgada laminar combinada com radiago, com fluido participante,

num tubo curvo.

Muitos outros trabalhos sobre simulacdo numérica de transferéncia de calor e
escoamentos de fluidos existem na literatura. Vérios deles tratam da solug@io direta das
equagdes de Navier-Stokes, que no caso de escoamentos turbulentos requer malhas muito
finas e pode ter um custo muito elevado em problemas préticos. Os métodos numéricos
usados sdo, basicamente, o de diferencas finitas, ou de volumes finitos, ou de elementos
finitos. Em varios periodicos sdo publicados, anualmente, muitos trabalhos sobre o tema em

questio, de forma que uma revisio completa de todos seria impraticavel.

Muita énfase tem sido dada, também, aos modelos de turbuléncia, necessdrios, do ponto
de vista pratico, quando se usa o modelo de decomposi¢iio de Reynolds para obtengdo das
equagbes das grandezas médias. Entretanto, a conclusdo a que se chega, pelos dados da
literatura, ¢ que ndo existe nenhum método nem modelo perfeito para todos os problemas ¢
sobretudo no campo da modelagem de turbuléncia talvez alguma coisa possa ainda ser feita de
modo a se tratar com maior exatiddo os problemas reais. Entretanto, ha um sentimento de que
com o crescimento acentuado da capacidade de processamento ¢ de armazenamento dos
computadores, talvez, em uma década, os modelos de turbuléncia nfio serdo mais utilizados

para calculos de escoamentos em muitos casos.
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1.4 Desenvolvimento do Trabalho e Algumas Consideragdes Adicionais

Neste primeiro capitulo procurou-se delinear os objetivos principais e fazer uma revisio
da literatura apresentando varios trabalhos onde métodos de elementos finitos por volumes de
controle (CVFEMSs) foram utilizados como ferramentas para solugfio dos problemas. Séo
aplicagdes diversas mostrando a potencialidade do método. No capitulo 2, apresenta-se o
modelo matemético constituido pelas equagdes de Navier-Stokes as quais sfo
adimensionalizadas de modo que mesmo as equagdes nas varidveis adimensionais possam ser
usadas para se resolver os problemas considerando as varidveis com dimensoes. No capitulo
3, faz-se uma discusso mais detalhada dos dois principais métodos usados, atualmente, para
analise dindmica de escoamentos com o objetivo de auxiliar o leitor a compreender melhor o
estagio atual de desenvolvimento de simulagdes computacionais de escoamentos de fluidos,
bem como, ver mais detalhadamente as diferengas entre os métodos. O objetivo principal, no
capitulo 3, ¢ apresentar o desenvolvimento do modelo numérico, seguindo-se alguns passos
basicos para implementagdo de um modelo numérico. No capitulo 4, apresenta-se resultados
para problemas de escoamentos considerados como padrdes, no intuito de mostrar a validagéo
do codigo computacional construido com base no modelo numérico. Esses escoamentos sdo:
escoamento numa cavidade quadrada induzido pelo movimento da parede superior;
escoamento num canal com uma expansfo assimétrica, conhecido como escoamento num
degrau; escoamento ao redor de um cilindro de segdo circular ¢ escoamento num canal com
um obstaculo de secdio quadrada. Os testes feitos neste trabalho, embora sejam problemas ja
ha muito investigados, geralmente, sdo os problemas tomados como padrdes para validagio de
modelos numéricos. No capitulo 5, apresenta-se resultados para problemas de escoamentos
ndio isotérmicos: escoamento por convecgdo forgada ¢ por convecgdio natural numa cavidade
quadrada. E finalmente, no capitulo 6, apresenta-se as conclusdes e possiveis desdobramentos

na continuacio deste trabalho.

A opcio por se utilizar varidveis primitivas (u,v,p) visa a extenséo natural do método
para a solugio de problemas tridimensionais bem como para estudos de casos de escoamentos
turbulentos. A formulacfio em funciio de corrente-vorticidade utilizada em alguns trabalhos, €
dificil de ser implementada para escoamentos tridimensionais ¢ a fixagdo de condigdes de

contorno para vorticidade pode introduzir ainda mais dificuldades. Na medida do possivel
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procurou-se optar pela simplicidade. A idéia bésica foi primeiro construir um prototipo de
codigo computacional que poderd ser modificado facilmente e melhorado no futuro, para se
analisar problemas de escoamentos muito mais complexos do que os considerados neste
trabalho. A meta principal, nesta etapa, foi mais em desenvolver o modelo numérico, conhecé-
lo mais detalhadamente e aplica-lo para simulagdo de problemas, relativamente, sem muita

complexidade geométrica.



CAPITULO 2

Modelo Matematico

Neste capitulo é apresentado o modelo matematico para escoamentos incompressiveis,
transientes, de fluidos viscosos, com transferéncia de calor e/ou massa. A formulagdo € bem
conhecida na literatura e as equacdes s3o escritas de modo a permitir tanto a simulac@io de
escoamentos em variaveis adimensionais quanto em varidveis com dimensdes. Além do mais, na
forma como as equacdes sdo escritas elas servem tanto para escoamentos laminares quanto

turbulentos, embora este tltimo caso néo tenha sido abordado neste trabalho .

2.1 Formulacio Matematica

Os escoamentos de fluidos podem ser descritos matematicamente, pelas equagGes de
conservacdo de massa, conservagio de quantidade de movimento e conservagio de energia. A

deducio daquelas equagdes estdo disponiveis nos livros de mecanica dos fluidos.
Na obtencio das equagOes matematicas, as seguintes hipoteses sfio assumidas:

1) o efeito de variagio da densidade ¢ considerado apenas nas forgas gravitacionais (hipotese de

Boussinesq), sendo a densidade expressa por
p=pl- BT-T)] 2.1

16
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onde p,. B ¢ T sho: uma densidade de referéncia em 7, o coeficiente de expansio térmica e a

temperatura respecitvamente. 7, ¢ uma temperatura de referéncia.

2) o fluido é considerado como newtoniano;
3) podera ocorrer rotagdo constante do sistema de referéncia (efeito de forcas cenirifugas e de
Coriollis);

4) os efeitos de dissipagdo viscosa sio desprezados na equagéo de energia.

Com as hipoteses consideradas, as equagles governantes podem ser escritas numa forma

genérica em notacio tensorial cartesiana como:

Equagdes do escoamento:

op u;
~-=0 e 2.2
- 2)
cou * )
Opu Opum _ o, 0| o O (2.3)
ot or, ax, oxr,|' \ar, ox ,

Equacio de transporte de um escalar qualquer:

ot ox, ox

7

7

* a * ] .
g up_ 0 [;; %é]+s¢. 24)
7

Nas equagdes (2.2) a (2.4), u; representa os componentes de velocidades ao longo dos
eixos coordenados x;j; pp é a pressfio; p € a massa especifica; z ¢ a viscosidade dindmicae 7, €
uma propriedade fisica que depende de qual varidvel ¢ estd sendo transportada; S, e S, sdo

termos fontes que podem englobar outros termos, inclusive diferenciais, nfio escritos
explicitamente. Na equagdio (2.2), embora nfio seja necessirio, a massa especifica foi deixada

dentro da derivada parcial por conveniéncia na implementagfio do programa numérico. Isto pode
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facilitar, no futuro, a inclusfo do termo transiente na equacfio de continuidade para casos de
escoamentos compressiveis. Os asteriscos nas equagdes anteriores sio escritos por conveniéncia

na adimensionalizacio posterior das mesmas. O termo fonte, S, , na equagdo (2.3) pode englobar

efeitos de convecgio natural bem como de rotagdo do sistema de coordenadas, sendo dado por
5, ==l =" T -T )+ 2800 + 0 o, - (w0 x| @5

Onde g, é o componente da acelerago da gravidade na diregfio eixo x, e @; ¢ o componente da

velocidade angular de rotagfio do escoamento, se for o caso, em torno do eixo x ;.

Na equacfio (2.4) a varidvel ¢ pode representar quaisquer variaveis escalares tais como:
temperatura, T; energia cinética turbulenta; taxa de dissipagdo viscosa da energia cinética
turbulenta; taxa de dissipacfio especifica da energia cinética turbulenta ou concentragdo de um

contaminanie num meio.
2.2 Adimensionalizacio das Varaiaveis nas Equacdes

Uma dificuldade de implementacdo de calculo de escoamentos representados,
matematicamente, pelas equagdes (2.2) a (2.5), estd em se encontrar as propriedades fisicas para
os mais diversos fluidos. Desta forma, muitas vezes se opta por solugdes das equagbes em
variaveis adimensionalizadas, sendo que os pardmetros de referéncia para adimensionalizagio
devem ser definidos de acordo com as caracteristicas geométricas, cinemadticas e dindmicas de
cada caso considerado. No caso de escoamentos por convecgdo forcada ou mista, pode-se definir

como grandezas para adimensionalizagfio as seguintes:

= f.jggm . ¢ .._z.—'_W.T__G_ (263}
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I; Loy,
p=loy p=foy pL ot g = 0= (2.6b)

onde L é um comprimento caracteristico do dominio e u, ¢ uma velocidade caracteristica do

escoamento.

Usando as gragndezas adimensionais, as equacdes (2.2) a (2.4) podem ser reescritas como

a seguir:
Equacdes do escoamento:

%PYi g e (2.7)
8x, |

I

+8, . (2.8)
RedX, ax, "

apU,. +8PUJ‘U,‘ _ oP + 15, ﬁiﬁU, +m}m 6:”3 an
a | oX, &, ax,

B Re oX

Equacéo de transporte de um escalar qualquer:

pU @ T
ope U0 o [LLoo), o (2.9)
&  oX, oX,|Reax,

O termo fonte na equacio (2.8) pode ser reescrito na forma adimensional como

S, = ”““/9‘:_ %’{&ﬂg + 26, 82U, + (-Q;Xj )Qi - (ngj )X;:l (2.10)

As equagdes (2.7) a (2.9), embora, estejam escritas em varidveis adimensionais, podem

ser utilizadas para célculo dos escoamentos nas variaveis com dimensdes. Basta para isto fazer Re
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unitario naquelas equacdes. Para célculo dos escoamentos usando as variaveis adimensionais
basta fazer as propriedades fisicas unitarias (desde que elas ndo sejam varidveis, por exemplo

com a temperatura) naquelas equagOes.

Na equacio (2.8) a viscosidade efetiva ¢ definida na forma:

4 para escoamentos laminares

A, w{ (2.11)

L+ u, para escoamentos turbulentos

O célculo de x, na equagdo (2.11) envolve, por exemplo, o uso de modelos de turbuléncia, o que
na maioria dos casos aumenta, significativamente, a complexidade de implementacio do modelo
numérico. No caso do presente trabalho o efeito de turbuléncia ndo é levado em consideracio.

Desta forma, g, é nulo nas equacdes do modelo numérico.

Algumas varidveis representadas pela equacfio (2.9) sfo mostradas na Tabela 2.1. Os
pardmetros adimensionais: niimero de Reynolds, Re; ntmero de Prandtl, Pr; nimero de Grashof,
Gr e nameros de Schmidt, Sc, sfo definidos em funcio das propriedades de referéncia na forma

como se segue

Re = Pt L Pr= Kol G = pégBGATLS S Ky

(2.12)
by k Fi(z} Po D

Tabela 2.1 Variaveis, propriedades e termos na equagio (2.9)

Nome ¢ I, Sy

4
!
4
>

Temperatura Geracéo de calor

>
~
k=
.
=

Concentracdo C Reacdes quimicas

Qe
%Tx
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As propriedades ainda nfo definidas sfio: o calor especifico a pressdio constante, ¢,; a

condutividade térmica, &, e a difusividade de uma espécie 1 numa espécie 2, 1372 no caso de

transferéncia de massa.



CAPITULO 3

Desenvolvimento do Modelo Numeérico

Neste capitulo é desenvolvido o modelo numérico para discretizagdo das equagBes
apresentadas, de forma genérica, no capitulo 2. Antes, porém, de apresentar 0 modelo numérico
deste trabalho; descreve-se os principais métodos numéricos para simular escoamentos de fluidos,
no item 3.1 e apresenta-se um breve resumo do método de residuos ponderados; base dos

principais métodos numéricos; no item 3.2,

3.1 Uma Descricio de Métodos Numéricos Disponiveis para Escoamentos de Fluidos e

Transferéncia de Calor

O objetivo de um método numérico ¢ obter valores das varidveis dependentes tais como
velocidade, pressio e temperatura em pontos discretos dentro de um dominio fisico. A relagéo
entre estes valores nodais ¢ determinada pela discretizacfio algébrica das equagdes, que sdo
derivadas das equacdes diferenciais em conjunto com fungdes de interpolagio apropriadas para as
variaveis dependentes. As equagdes discretizadas sdo entio resolvidas por algum método para
solucdio de sistema de equagdes. O que diferencia um método numérico do outro € a maneira em

que as discretizagdes algébricas (transformagdes de equacdes integradas em equagdes algébricas)

22
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das equacBes sdo obtidas. Saabas (1991) faz uma discuss&o detalhada dos principais métodos para
solugdio de problemas de escoamentos de fluidos e transferéncia de calor. Duas das principais
classes de métodos para obtencio de solugdes para problemas de escoamentos de fluidos e outros
de convecgiio-difusio sdo métodos de diferencas finitas baseado em volumes de controle
(CVFDM); Patankar (1980); e métodos de elementos finitos (FEM) Connor & Brebbia (1976);
Chung (1978) e Baker (1983). Ambos sfo subconjuntos do método de residuos ponderado
(MWR), cuja descrigio pode ser encontrada em livros de elementos finitos, por exemplo, em

Connor & Brebbia (1976).

Os métodos de elementos finitos, no caso de escoamentos bidimensionais, usualmente,
requerem: (1) discretizagio do dominio de cilculo em elementos quadrilaterais e/ou triangulares;
(2) prescrigio de funcdes de interpolagio baseadas no elemento; (3) derivagdo de equagdes
discretizadas usando uma forma apropriada do método de residuos ponderados (WMR); (4)
obtencdo, considerando cada elemento, dos coeficientes das equagdes discretizadas; e (5) a
solucdio das equacdes discretizadas resultantes. O método de elementos finitos convencional para
escoamentos de fluidos e transferéncia de calor emprega o método de residuos ponderados de

Galerkin para derivar as equacdes discretizadas, onde a fungfio peso € a mesma fungdo de

interpolacgéo.

Os Métodos de Volumes Finitos (FVMs); Patankar (1980) e Maliska (1996); podem ser
definidos como métodos de residuos ponderados do tipo subdominio. Aqui o dominio de solugdo
¢ dividido em um ntmero de volumes de controle que ndo se sobrepdem; que coletivamente
preenche completamente e exatamente o dominio, ¢ sfo tais que existe um no dentro de cada
volume de controle. Para cada nd, 2 funcio peso € atribuido o valor unitario sobre o volume de
controle (subdominio) e zero fora. As equagBes diferenciais govemantes sio, deste modo,
integradas sobre cada volume de controle. As equagbes discretizadas so obtidas através de

aproximagdes algébricas para as equagfes integrais de conservagfo. Na obtencdo das equagdes
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algébricas, as varidveis dependentes sdo interpoladas assumindo-se perfis apropriados entre os
diferentes pontos da malha. Nos métodos de diferengas finitas baseados em volume de controle
(CVFDMs), aproximagdes algébricas para as integrais dos fluxos convectivos e difusivos sdo
usualmente obtidas pelo emprego de fungbes de interpolacdio localmente unidimensionais.
Diferentes perfis podem ser usados para aproximar diferentes termos na equagdo integral de
conservagdo, Patankar (1980). Nestes métodos sdo satisfeitos os principios de conservagio
numérica da massa, da quantidade de movimento e de energia, sobre cada volume de controle, e
dai sobre todo o dominio. Esta formulagfio facilita a interpretagio do significado fisico dos vérios

termos nas equagdes discretizadas.

O método de diferencas finitas baseado em volumes de controle (CVFDM) pode ser ainda
subdividido em formulacdo com malha ortogonal (CVFDM-OG) e malha nfo-ortogonal
(CVFDM-NOG). Entretanto os métodos de diferencas finitas baseado em volumes de controle
(CVFDMs) sdo considerados mais apropriados para dominios sem muita complexidade
geométrica para os quais malhas quase ortogonais e ndo muito distorcidas podem ser geradas. Isto
¢ porque em malhas ndo ortogonais, as linhas da malha no sdo normais as faces dos volumes de
controle, e dai a precisdo das aproximagOes algébricas para os fluxos integrais; resultante da
integracio das equa¢les governantes; pode deteriorar. Deve ser notado que os metodos de
elementos finitos (FEMs) nfio sofrem tanto desta limitagdo. Sem dévida, a potencialidade do
método de clementos finitos (FEM) reside em sua habilidade para discretizar dominios

complexos de célculo, especialmente, dominios de formas irregulares e geometrias

tridimensionais.

Os métodos de elementos {initos baseados em volumes de controle (CVFEMS) combinam
aspectos atrativos tanto do método de elementos finitos de Galerkin (FEM) quanto do método de
diferencas finitas por volumes de controle (CYFDM). Os passos definidos previamente para

implementagfio do método de elementos finitos (FEM) sdo novamente seguidos para derivar as
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equagdes de discretizacio algébricas. Deste modo, para cada né na malha de clementos finitos,
existe um volume de controle englobando aquele nd, dentro do qual atribui-se o valor unitario
para a fungdo peso. Fora do volume de controle a fungfo peso € nula. Consequentemente, como
no caso dos métodos de diferencas finitas por volumes de controle (CVFDMs), os métodos de
elementos finitos por volumes de controle (CVFEMs) envolvem a imposicio de leis fisicas de
conservacéo integral, tais como conservacéo da massa, da quantidade de movimento e de energia,
sobre volumes de controle finitos dentro do dominio de calculo. Portanto, os métodos de

elementos finitos por volumes de controle (CVFEMs) também satisfazem principios de

conservacdo global.

Os métodos de diferencas finitas por volumes de controle (CVFDMs) e os métodos de
elementos finitos por volumes de controle (CVFEMs) sdo ambos métodos de residuos
ponderados (MWRs) do tipo subdominio. Aligs, eles sdo freqlientemente considerados membros
do conjunto de métodos chamados Métodos de Volumes Finitos (FVMs). Uma diferenga entre 0s
métodos de elementos de elementos finitos por volumes de controle (CVFEMs) e os métodos de
diferencas finitas por volumes de controle (CVFDMSs) estd na maneira como as variaveis
dependentes sfo interpoladas. Nos métodos de diferengas finitas por volumes de controle
(CVFDMSs), as varidveis dependentes sdo usualmente interpoladas por fungdes localmente
unidimensionais definidas ou ao longo de linha da malha, ou linhas orientadas na diregdo do
escoamento. Por outro lado, nos métodos de elementos finitos por volumes de controle
(CVFEMS), as variaveis dependentes so usualmente interpoladas por fungdes multidimensionais
definidas dentro dos elementos finitos que sdo usados para discretizar os dominios de célculo.
Qutra diferenga entre os dois métodos, € na escolha do sistema de coordenadas usado para definir
as componentes de velocidade. Para sistemas de coordenadas ndo cartesianos, termos
relacionados com a curvatura aparecem nas equacdes diferenciais devido as transformagdes das
equacBes de coordenadas cartesianas para coordenadas generalizadas. Em ambas formulagdes

malha ortogonal (OG) e malha nfio ortogonal (NOG), os termos de curvatura podem ser
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complicados, ¢ podem conduzir & perda de precisdo na solucfio numérica das equagdes
governantes. A maioria dos métodos de elementos finitos por volumes de controle (CVFEMs) usa
o sistema de coordenadas cartesianas ¢ dai os termos relacionados com curvatura ndo estdo
envolvidos. E por causa destas diferengas fundamentais, que o método de elementos finitos por
volumes de controle (CVFEM) pode conduzir a solugdes precisas das equagles governantes em

dominios com complexidade geométrica.

Os métodos de diferencas finitas por volumes de controle (CVFDMs) especificos € os
métodos de elementos finitos por volumes de controle (CVFEMSs) poderiam diferir em outros
detalhes, tais como a escolha de volumes de controle, esquemas deslocados e ndo-deslocados,
formulagdes com varidveis co-localizadas denominadas de formulagdo de ordem igual ou
formulacdes com varidveis desencontradas ou de ordem desigual; e procedimentos usados para

resolver as equagdes de discretizagio.

A aplicagiio do método de elementos finitos com formulagdio por volumes de controle,
conforme descrito por Saabas (1991), ¢ feita nos seguintes passos basicos: (1) discretizagéio do
dominio em elementos finitos; (2) posterior discretizagio do dominio em volumes de controle
com cada volume de controle englobando um no; (3) integracdo das equagdes nos volumes de
controle; (4) escolha de funcBes de interpolagdo para as variaveis dentro das integrals e derivacéo
de um sistema algébrico de equagdes e (5) escolha de um método para soluglio do sistema

algébrico resultante.

Neste trabalho, ¢ desenvolvido um método de elementos finitos por volumes de controle
(CVFEM), com base no elemento definido anteriormente. S&o considerados apenas casos de
problemas em dominios bidimensionais, por razdes de simplicidade. Em muitos casos, dominios

bidimensionais podem representar com razodavel precisiio os modelos de equipamentos onde 0s

gscoamentos OCOTTemL.
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3.2 Um Resumeo sobre ¢ Método de Residuos Ponderados

Para que o leitor possa ter mais facilidade em distinguir os métodos de elementos finitos
convencionais (FEMs) do método de elementos finitos por volumes de controle (CVFEMs),
apresenta-se a seguir um resumo sobre o método de residuos ponderados o qual se constitui na
base dos principais métodos numéricos tais como: métodos de volumes finitos e métodos de
elementos finitos. Considere, por exemplo, uma equagdo diferencial escrita numa forma compacta

comao:

L(¢)=0; 3.D

com condi¢des de contorno apropriadas. L é um operador diferencial, por exemplo, L pode ser o

operador definido por

_a0) o) @ a()
LO=—>+u, e {1}, 6x}+s' (3.2)

J

N
Se $=ZN .¢, for uma aproximagfio para ¢, onde N, sdo fungbes de interpolacio; pode-se
=1

definir o residuo como R = L(&;). Se a funcfio de aproximagfio representa exatamente a fungio

solugdo procurada, o residuo deve ser nulo.

As equacdes discretizadas podem ser obtidas fazendo o residuo ponderado ser zero na

forma:
I WRAV =0 . (3.3)
’
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O numero de funcdes de ponderagiio ou fungdes peso; W, deve ser igual ao nimero de ¢,

desconhecidas, obtendo-se um sistema algébrico de dimensdes N por N. A integracdo por partes
da equacdio integral do residuo e a substitui¢do das fungBes de interpolagfo dentro da equacéo

resultante conduz a obtengdo das equagdes discretizadas.

Alguns métodos derivados do método de residuos ponderados (MWR), em fungfio de

como sdo definidas as fungdes peso W, sdo descritos, resumidamente, a seguir:

Método de Elementos Finitos de Bubnov-Galerkin:

MWR com W, = N, resultando I N L(N )@, dV =0. 3.4)
¥

As funcdes de interpolacdio ¥, sdo definidas para cada elemento (triangular, quadrilateral) como

serd mostrado posteriormente.

Método de Elementos Finitos de Petrov-Galerkin:

MWR com W, =N, + p resultando j (N, + p)I(N,)¢dV =0. (3.5)
v

Com p sendo uma perturbagfio para fazer um determinado tipo de “upwind”. Swaminathan &

Voller (1992b) definem p na forma:

p=AVe(UW,); (3.6)

onde 4 depende do namero de Peclet definido no elemento e do passo de tempo e pode ser

encontrado no trabalho de Swaminathan & Voller (1992b).
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Métode de Elementos Finitos de Minimos Quadrados:

MWR com W, = R 0 que conduz a j %V =0. (3.7)
o, v OP,

I

Método de Elementos Finitos de Colocacio:

MWR com W, =8(x,,»,,2,), onde & é a funcio delta de Dirac definida por

L F®SEG - Erav = £(&). (3.8)

A partir das equagdes (3.3) e (3.8) obtém-se:

ja(x—x,.,y—y,.,z ~2)RAV =0 ou R(x,,7,2)=0. (3.9)
i's

Métodos de Subdominio:

I no subdominio

MWR com W, = { 0 que resulta j.RdV =0. (3.10)
’

( fora do subdominio

Esta Gltima classe inclui os métodos de volumes finitos (FVMs); de diferengas finitas por

volumes de controle (CVFDMs) e de elementos finitos por volumes de controle (CVFEMs).
3.3 Escoamentos Bidimensionais com Transferéncia de Calor ¢/ou Massa

As equagBes que governam escoamentos bidimensionais de fluidos newtonianos foram

apresentadas no capitulo 2,  por conveniéncia, sdo novamente reescritas a seguir.



Equacdes do escoamento:

Re X, | RedX, X,

U, epUU, . oU,
opU, ePUU, _ ap+a[£ziaU,]+m&age s

a @ ox, X, ox,

7

Equacio de transporte de um escalar qualquer:

opo UL 8 [T, 80 o
o &YX, oX,\Redx,] °

As condigdes de contorno, geralmente, encontradas séo do tipo:
U,=U, sobre S, :

A, L
v ——L—pii=g sobre§, ;

b2}

O=0 ;em S, ¢

f®§—h®mC sobreS, .

As condiges iniciais sfo:

U(X0)=U,(X)em 2 ¢

u

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14a)

(3.14b)

(3.14c)

(3.14d)

(3.15a)
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DX =P, (X) em 2 . (3.15b)

Nas equagdes (3.14) e (3.15), S;, S,, S; e S, sHo areas nas fronteiras do dominio e £2

representa o volume do dominio, onde o problema é definido.

3.4 Discretizacio dos Dominios para Problemas Bidimensionais

Para discretizaciio de dominios bidimensionais pelo método de elementos finitos, os tipos
de elementos mais utilizados sfo tridngulos e/ou quadrilateros. Segundo Baker & Pepper (1991),
elementos triangulares sio os mais simples dos disponiveis para geometrias bidimensionais e se
adaptam bem a contornos irregulares. Entretanto, elementos quadrilaterais quadraticos também
podem ser deformados para representarem contornos irregulares ¢ em alguns casos pode ser
conveniente uma combinacio dos dois tipos de elementos; Zienkiewicz & Morgan (1993); como
mostrado na Figura 3.1. A discretizagdo aqui apresentada serve para ambos tipos de elementos. O
elemento finito principal neste trabalho ¢ um elemento quadrilateral quadratico com nove pontos
nodais. Este elemento possui a vantagem de poder ser deformado para representar com razoavel

exatidio fronteiras com curvatura, em dominios com complexidade geométrica.

A Figura 3.2 ilustra elementos triangulares e quadrilateros subdivididos em subvolumes
de controle. Cada elemento triangular com nos nos vértices pode ser composto por trés
subvolumes de controle, obtidos, por exemplo, unindo-se seu centroide aos pontos médios dos
tados como nos primeiros trabalhos, ou por dois subvolumes de controle, simplesmente, unindo-
se os pontos médios dos lados como no trabalho de Saabas (1991, 1994a). Os elementos
quadrilaterais com quatro nds s@o compostos por quatro subvolumes de controle. Desta forma um
volume de controle em torno de um né serd um poligono no plano composto pelos lados dos

subvolumes de controle de cada elemento que compartitha aquele determinado no.
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Figura 3.2. Elementos subdivididos em subvolumes de controle. (a) Elementos triangulares.

(b) Elementos quadriiateros.
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O ntimero de lados do volume de controle dependera de quantos elementos compartilham
um determinado no6. Para nos de fronteira do dominio, geralmente, o volume de controle serd

composto por dois subvolumes de controle.

Um determinado elemento serd, em geral, subdividido em um nimero de subvolumes de

controle igual ao seu numero de nos.

3.5 Integracio das Equacdes nos Subvolumes de Controle

Para obtencdo das equagdes discretizadas, as equagBes diferenciais parciais governantes
devem ser integradas nos subvolumes de controle dentro de cada elemento. Em primeiro lugar, ¢
feita a discretizagio no tempo. Varios esquemas de discretizagdo no tempo podem ser usados:
desde um esquema explicito até um esquema totalmente implicito. O esquema totalmente
explicito possui limitagdo guanto ao passo de tempo, por razdes de estabilidade da soluggo. Ja no
esquema totalmente implicito, o passo de tempo pode ser fixado de acordo com a precisdo da
solucdo que se deseja. A principio, neste esquema, ndo existe limitagdo do passo de tempo, sendo

o mesmo incondicionalmente estavel.

A discretizacfio no espago & feita a partir da substitui¢o das fungSes de interpolacio nas
equacdes integrais de conservagdo. Os passos basicos para obtengio das equagdes discretizadas

sfo descritos a seguir.

3.5.1 Discretizacdo no Tempo

No presente estudo, a discretizagho no tempo ¢ definida por um pardmetro & que indicara
se o esquema serd explicito ou implicito. Sejam U], P" e @", os campos de velocidade, pressdo

i

¢ uma grandeza escalar qualquer (temperatura, concentragio, grandezas turbulentas) no tempot”,



34

onde t" =t"1+ At. A partir de U e @”, e condi¢des de contornos especificadas, os campos

Urt,pmte @™ sio calculados pelas equagdes a seguir:

, sl a U U i+l ] ' n+1 #+i « Ve
(pU)) .0 (PUUD™ 8 [(u,) o) +8P :9(5'”_) '+ R”; (3.16a)
Ar ox . 8X | Re  &x, ax, * ’

J F)

onde

‘n a UU H i 'H " .
g =LY g (PUUD" 0 [(u) QU 0P (oo | (3 16y
S ox X, Re ax, | ax, "

) g

com a restricdo da conservagfio da massa dada por

6 U n+l
PU) g (3.17)
X,
e
e+l N pol] & #+l " w1+l
(p?) +0 (pU,@) _ d | (IH)" @) $+9(S@)a:+1 LR (3.182)
At oxX aX,{ Re aX, '
onde
H a U@ n I # i
R; _ (P2 ~(1-6) WU 2 [{I,) 3@) —(s,) . (3.18b)
At axX oX,| Re 08X,

Na equagdo (3.16), o termo fonte com um asterisco; S:ﬁ ; engloba a soma dos dois tltimos termos

na equacdo (3.12)
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Alguns valores, geralmente, adotados para & sio fornecidos por Reddy (1993):

0 para esquema explicito [condicionalmente estdvel, ordem de acuracia = O(4t)]

g 1/2 para esquema Crank - Nicolson [estavel, ordem de acurdcia = O((AH* )] (3.19)

1273 para esquema de Galerkin [estavel, ordem de acurdcia = O((ANH*)]

1 para esquema totalmente implicito [estavel, ordem de acuracia = O(41)]

Nas equacdes (3.16) e (3.18), o passo de tempo para o esquema explicito pode ser fixado
de acordo com a natureza da equagdo (parabolica, eliptica ou hiperbolica). Hirsch (1988)
apresenta varias maneiras de se analisar a estabilidade de solugdes ¢ de como fixar o passo de

tempo para satisfazer esses critérios de estabilidade.

3.5.2 Discretizacio Espacial das Equacdes - Aplicacfio de um Método de Elementos Finitos

por Volumes de Controle (CVFEM)

A discretizagiio espacial das equagdes, no método de elementos finitos, ¢ feita a partir da
formulacdio fraca das mesmas. Esta forma fraca das equagdes ¢ obtida tomando-se o produto
escalar dos termos das equagdes por funcles peso e integrando-se por partes sobre o dominio.
Isto, na realidade, corresponde ao método de residuos ponderados, como demonstrado no item
(3.2). No caso de métodos de elementos finitos por volumes de controle (CVFEMs), a fungdo
peso ¢é feita constante e unitaria dentro do volume de controle. Assim, a partir da integracfio por

partes das equagdes (3.16) a (3.18) obtém-se:

7 Ihl R n+l n+l
[ ar+{ {(,oUJU,J"* ) }ﬂd/ﬁ [0S 9_.__45"’ V=

Re (3.20)
- 9'{ (s; )" av+ j (&, )av
2 v
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onde

j RV = ‘[%V - 4(1 - 9)[(,0(}]@.)" —MM}@A -
i ! At i A

Re JX.
j (3.20b)
5P e
~fa-e —-—dvm_ejs av
j:; o [ 6
8(‘(}(]‘)114.—1
APV g0 321
7% a2y

i

pitl

(pD) {i‘ o )" &(@)"™ - .[ 2t .[ R
_[“"Z;?““dV+ Ae{(prjj@) e JdA = ,9(34,3) v + ’(R¢)dV,(3.22a)

onde

’ — (p@)” — . T L (Ffﬂ)” a(@)n _ "
}; (R,) dv = iwv aj; a @)[(pop) ST }nfdm [a-oxs,)yar.

(3.22b)

Nas equagdes (3.20) a (3.22), n; representa os componentes do vetor normal para fora das

areas de fronteiras dos volumes de controle, apontando na dire¢fio do eixo X ;. Este vetor ¢

definido como
fidA=(ni +n,J)d4 ; (3.23a)
resultando para problemas bidimensionais com integragdo no sentido anti-horério:

AdA = dyi — dxj . (3.23b)
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Para se obter o sistema algébrico de equagdes, as equagdes (3.20) a (3.22) sfo aplicadas
para cada subvolume de controle dentro de um elemento. O sistema complete de equagdes
algébricas é obtido somando-se a contribuigio de elemento por elemento. Este procedimento
facilita a obtencdio das matrizes globais e em nenhuma forma afeta o principio de conservagao;
uma vez que quando for levada em consideragfo a contribuicdo de cada elemento para todos os
nés, a contribuicdo para os volumes de controle completos terd sido feita. O procedimento
adotado na maioria dos trabalhos ¢ integrar as equagdes para um volume de controle completo
similar ao que ¢ feito no método de volumes finitos. No caso deste trabalho foi seguido o
procedimento adotado no método classico de elementos finitos. A diferenca basica sera na forma

das matrizes globais, o que definird a melhor maneira de se resolver o sistema global.

3.5.2.1 Funcdes de Interpolacio

No método de elementos finitos as varidveis desconhecidas podem ser interpoladas,

dentro de um elemento, na forma:

NNEL

s = Zm QUL () (3.24)
w ,

PN = ;Na,(g)}’a.(t) e (3.25)

O (1) = %N; (D (1) . (3.26)

o]

onde N, e N, sdo fungdes de interpolagdo bidimensionais dentro de um elemento; vide Tabelas

3.1e3.2; U, ,P.ed sio os valores nodais da velocidade no né o, pressdo no né o' ¢ um

fa ?

escalar gualguer no né o de um elemento finito, respectivamente. Usa-se ¢’ para considerar que a
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pressio pode ser interpolada por fungdes de interpolagfo de ordem diferente daquela usada para
interpolar a velocidade ou outro escalar qualquer. Geralmente, a presso ¢ interpolada por fungGes
de ordem mais baixa do que as fungdes de interpolagio para a velocidade, para evitar valores ndo

realisticos da pressdo.

Tabela 3.1. Fungdes de interpolac@o e suas derivadas para elemento com 4 nos.

o N, EYNER eN_ /én

X (-5-n) ~(=7) ~(1-§)
4 4 4

5 =507 ) 0+
4 4 4

; o)+ ) =) (+9
4 4 4

4 -5+ —(+7) )
4 4 4

Tabela 3.2. Fungdes de interpolacio e suas derivadas para elemento com 9 nés.

o N, ON, 1 0& &N, 1én
(L= &)1 - mén (1-2&)(1~ ) (-5 -2n)

4 4 4

2 ~<x~§22)<1-n>n (1 -mén —(t~§22)<i-2n>

3 ~(+ (- m)én ~(1+26)( -y ~(L+ &)1 =22
4 4 4

4 A+ -7 ) (1+28)(1-n") 1+ 5y
2 2

5 (1+ ) + )7 (L+26)(1 + (L+ )1+ 2m)¢
4 4 4

6 (1- &)1+ —(1+7)én (L= £2)(1+2m)
2 2

7 ~(1- (1 +m)én (=261 + )y ~(1-&)(1+2m)¢
4 4 4

g —(0-a0-n") —(1-265(-7%) (- £)én
2 2

9 (1-¢")-7%) -2~ ) ~21-¢%n

Considera-se, agora, um determinado subvolume de controle associado ao no o de um

elemento. A discretizacdo das equacdes (3.20) a (3.22) ¢ feita, no presente trabalho, considerando
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elementos quadrilaterais com 9 nés. Este desenvolvimento é baseado principalmente nos
trabalhos de Schneider & Raw (1987a, b), Raw et al. (1985) e Schneider (1988). As velocidades e
demais grandezas escalares, exceto a pressdo, sdo interpoladas usando-se os 9 nds do elemento. A
pressdo € interpolada usando-se apenas os 4 nds de cantos, no elemento. Este método de se
interpolar a pressdo por fun¢des de interpolagdo diferentes das fungdes de interpolagido para
velocidade € conhecido como formulagdo mista e € equivalente da interpolagdo por malha
deslocada em volumes finitos. Um elemento finito e seus respectivos subvolumes de controle
(indicados por linhas tracejadas) sdo mostrados na Figura 3.3. Cada subvolume de controle é

identificado pelo numero do né ao qual ele esta associado.

k

X

—

Figura 3.3 Subvolumes de controle compondo um elemento quadrilateral de 9 nés.
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A vantagem do elemento de 9 nés quando comparado com o elemento de 8 nos (elemento
de serendipty) € que. no primeiro caso, todas as faces dos subvolumes de controle séo linhas de
coordenadas constantes dentro do elemento de referéncia. Isto ndo seria possivel para o segundo
elemento que, geralmente, é o mais utilizado no método classico de elementos finitos de Galerkin

para calculo de escoamentos de fluidos.

No caso de problemas bidimensionais, as integrais (equacdes 3.20 a 3.22) de volume se
transformarfio em integrais na drea e integrais de area serfio simplesmente integrais de linha, em
contornos dos subvolumes de controle. Considerando entio as equacdes para um subvolume de

controle associado a um determinado nd o de um elemento obtém-se:

n+l NI n n+l
I (pr ) fA + 9 E j‘ (pUU, )fﬁhi _ (Juc ) a(Ui } dY - J.
I, M o lig Re aX 7

e

nel (/ue)n @(Ui)’ﬁl
{(’0 U Re  oF ]M}

ap™! +1 N
+ .[ g —5)——(——&4 4 (S : )" dA - R:,’j » +contribui¢bes similares de outros elementos para o né o +
e i iy
contribugdes de contornos se for ocaso = ()

(3.27)

dA4 + contribuicdes de outros elementosparaoné o =0 (3.28)

j. a(pUI )n+l
7 0X,

it i

c

NE

-+l oo n+l
j‘ T2 [ Jﬂ {( Sy ) A@) ]dy_ J
I, i I;

At Re axX
k=t

nel (/Je}” 6(@)NH dX
Re oy

({PV @)

ka
-0 J- (Sg )'*1dA~ Ry, + contribuighes similares de outros elementos para 0 n6 & + contribuigdes de (3.29}
',

contornos se for o caso = {

i
[

Nas equagdes (3.27) e (3.29) as expressoes para R, ¢ R, sfo:
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Re cY

L (.ue}ﬂ a(Ui}" .
[(p U e Tax JdY i

" (pU,)" j‘
Rio= | S da-(1-0
o [ 003 |

ke ke

. e)jgfidam;m(a a)j Y a4

(3.30)

n_ () @)
mer 78

Nf
"o (P@)H 1l N+l m(,ue)” 5(‘?)“ f
RI = me_dm 4~ (1 9);{ J; a[(pUcD) M) S }i}f L

ke

+(1-6) J(S,p)r’d»q
AC(

(3.31)

Substituindo as fungdes de interpolagio definidas pelas equagSes (3.24) a (3.26) nas

equagdes (3.27) a (3.29) obtém-se o seguinte sistema, na forma escalar, para um elemento:

2

(M;ﬁ + G(C;ﬁ - K;}.’i‘ )”H ](Lrieﬂ) T E}Hﬁzﬁ ( )n+l = [Aijﬁ

At

o(s:, )™ +(1_9)((S,- ) - H e (P ; ))

g )(Caeﬁ — Ko )Ml J(Uf}; )” +

; (3.32)
Dy lUg )" =0 ; | (3.33)
ME i 14 PR
R Ol U T SR YR

ofse, )" +1-0)ss, )
Nas equagdes (3.32) a (3.34) as matrizes sdo definidas por

M, = i p N da ; (3.35a)



42

cr, mgj pN,Undl ; (3.35b)

N
Ky=d =< fndr ; (3.35¢)
WV ea Re @Cj

f ——~—dA : (3.35d)

_ j p% : (3.35¢)
L Pax,

se'={ ;e 2; dg]ndf+ J‘W(s ) A : (3.350)

o = J.SM . (3.352)

As fungdes de interpolagfio podem ser encontradas em livros de elementos finitos, veja
por exemplo, Dhatt & Touzot (1984) ou funcdes de interpolagdo especiais podem ser obtidas
procurando-se modelar adequadamente os varios termos (convectivos, difusivos, pressio, fontes )
para se evitar resultados nfio realisticos. Resultados sem significado fisico podem surgir,
principalmente, quando o mimero de Reynolds é muito elevado e o problema se torna convectivo
dominante. Uma forma de se remediar isto € utilizar técnicas de “upwind” para se interpolar os
termos convectivos. Entretanto, no nosso entendimento, se a malha puder ser suficientemente
refinada, nfio seria necessédrio nenhuma técnica de “upwind”. Neste trabalho, fez-se a adaptagio
de uma técnica de “upwind” baseando-se no trabalho de Saabas (1991). Essa técnica de "upwind”
¢ conhecida como interpolaciio ponderada pela massa (MAW, mass weighted interpolation). Esta
técnica, embora ndo represente exatamente a direcdo do escoamento e introduza alguma falsa
difusdo, ela garante coeficientes positivos nas equagdes algébricas o que evita resultados espurios,
Saabas (1991). Maliska (1996) em seu livro sobre o método de volumes finitos explica varias
técnicas de “upwind”. Saabas (1991) na andlise que faz sobre métodos de solugfio para problemas
de escoamentos de fluidos mostra as vantagens e desvantagens de varias técnicas de “upwind” no

contexto dos varios métodos.
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3.5.2.2 Calculo das Matrizes nos Elementos

Uma vez definida as fungdes de interpolagio, as matrizes definidas nas equagdes (3.35)
podem ser resolvidas para se obter os coeficientes das matrizes nos elementos. Antes de montar a
matriz global, necessita-se do calculo das matrizes nos elementos. Este trabalho ¢ facilitado
fazendo-se o mapeamento de cada elemento do dominio real em um elemento de referéncia
denominado de elemento mestre. Este mapeamento ¢ feito em fungio das coordenadas globais
dos noés do elemento e das fungSes de interpolacfio definidas em coordenadas locais no elemento.
A Figura 3.4 ilustra o mapeamento de um elemento qualquer no elemento mestre. O elemento
finito mostrado na Figura 3.4 (a), que pode ser deformado em coordenadas globais, serd um

elemento quadrado de comprimento dos lados igual a 2, em coordenadas locais.
As coordenadas globais dentro de um elemento sdo definidas por

NNEL

X! = ZINQX,-Q ; (3.36)

onde X, ,i=1,..Ndim, representa as coordenadas do nd o e N, sdo fungdes de interpolagfio
apresentadas na Tabela 3.1 para elementos lineares e na Tabela 3.2 para elementos quadréticos;
onde também sfio apresentadas as derivadas das fun¢des de interpolag@o que sdo necessarias na
avaliagio das matrizes dos elementos. Estas fungdes de interpolagdio podem ser enconiradas em

varios livros de elementos finitos, por exemplo, em Dhatt & Touzot (1984).

As integrais de dreas, em coordenadas locais nos elementos, podem ser representadas,

genericamente, por

j;f(x, }*)dxdy=_£f(§ﬂ7)itf!d§dn; (337)
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:
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X
Figura 3.4 (a) Elemento em coordenadas globais, x-y.
n
—1. 1. . o 1.1
|
|
. .« 4
(—1,—-1)e . & -1

Figura 3.4 (b) Elemento mapeado no elemento mestre em coordenadas locais, £-1

onde J = —— — = ¢ o determinante da matriz jacobiano da transformacfio de coordenadas

globais para as coordenadas locais dada por
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&
£ BE
J]= 7. 3.38
[/] & & (3.38)
on on

As derivadas de qualquer fungfio em relagio s coordenadas globais podem ser calculadas

por derivadas em coordenadas locais, na forma:

o (v o

ox 7 (87] EYARPY: aq] © (3%
Qfmmi[mﬁﬁﬁfiﬁf?f_ (3.39b)
& J\ dnoE ofdn) '

As integrais em contornos podem ser transformadas na forma:
o,
[, = [ 22, : (3.40)
‘ 0%,

¢ paraj=1
n paraj=2

onde &, = {

Todas as transformacdes de coordenadas, para facilitar a integracdo das equagdes, sdo
feitas, localmente, a nivel de elemento; diferente do que € feito no método de volumes finitos
(FVM) em coordenadas generalizadas; em que as equagdes governantes; escritas em coordenadas

cartesianas, sdo transformadas para equagdes em coordenadas generalizadas.

O calculo das matrizes pode ser feito elemento por elemento e montando-se a matriz

global no final para se obter a solugfo do sistema completo. As integrais em contornos de
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subvolumes de controle sio efetuadas usando 3 pontos de Gauss e em 4reas de subvolumes de

controle dentro de elementos finitos, 9 pontos de Gauss.

As matrizes convectivas ¢ difusivas, para um elemento, sdo construidas na forma:

C(,B) = —FLUC(1,B) + FLUC(12,B)

C(2,B) = FLUC(1,B) + FLUC(2,B) ~ FLUC(3,B)

C(3,8) = FLUC(3,p) + FLUC(4,B)

C(4,B) = —FLUC(4,B) + FLUC(5,B) + FLUC(6,p)

C(5,B) = ~-FLUC(6,B) + FLUC(7,B) (3.41)
C(6,0) = —FLUC(7,B) ~ FLUC(8,B) + FLUC(9,B)

C(7,B) = ~FLUC(9,B) - FLUC(10,B)

C(8,B) = FLUC(10,p) — FLUC(11,B) + FLUC(12,$)

C(9,B) = —FLUC(2,B) - FLUC(5,B) + FLUC(8,) + FLUC(1L.p)

K(1,B) = —FLUD(L,B) + FLUD(12,B)
K(2,8) = FLUD(1,B) + FLUD(2,B) - FLUD(3,B)

K(3,B) = FLUD(3,p) + FLUD(4,B)

K(4,B) = —~FLUD(4,B) + FLUD(5,) + FLUD(6.,B)

K(5,B) = ~FLUD(6,B) + FLUD(7,B) (3.42)
K(6,8) = —FLUD(T,B) — FLUD(8,B) + FLUD(9,B)

K(7,B) = —FLUD(9,B) - FLUD(10,p)

K(8,B) = FLUD(10,B) — FLUD(11,B) + FLUD(12,)

K(9,B) = ~FLUD(2,B) - FLUD(5,B) + FLUD(8,B) + FLUD(1Lp)

Nas equacdes (3.41) e (3.42) os fluxos convectivos e difusivos sdo definidos por

‘ ox ax Y. .
FLUC(ip,B) = j; p[u% - va}vgdn ¥ ip(u-gi‘é— - vlJ]\fﬁdfﬁ, (3.43)

v [ [pdy Oy ox ONy gy ONp ax 4
FLUD@@W‘;}@( o ay%}dmiue[ax v)a’& (3.44)
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onde jp representa um determinado contorno de um subvolume de controle dentro de um

elemento como mostrado na Figura 3.6.

A matriz de massa é calculada de forma consistente na forma:

M(ep) = [pN,Jzdn (3.45)

O arranjo das varidveis dentro de um elemento é mostrado na Figura 3.5. Para os campos
de velocidade e pressdo, cada elemento conterd 22 graus de liberdade. Em cada n6 de canto
existirfio 3 graus de liberdade: duas componentes de velocidades e uma de presséo. Nos demais
noés existirio somente duas componentes de velocidade. Um trecho de programa para montagem

das matrizes nos elementos esta no Anexo 1.

Uy, Py Vg Ug, Vg Us, Ps, Vs
x X
x SR N— p— [ x ............ X ................
nk
$is Vs X ® > U Vs @
Ug, Vg Lta
K SEV %
X %
ﬂ], E}L vi uZD VE uga ?S,VS

Figura 3.5. Arranjo das varidveis u, v, p, localmente num elemento.



48

As matrizes nos clementos sio calculadas durante o processo de solugfic, em cada
iteragio, devido as ndo linearidades dos termos convectivos. Parte dos céleulos requeridos tais
como valores das fungdes de interpolacfio e suas derivadas em pontos de Gauss, nas areas ¢
contornos de subvolumes de controle, sfo feitos uma tnica vez e armazenados em arquivos
temporarios que sdo lidos durante o processo de célculo das matrizes dos elementos. Este
procedimento tem por objetivo reduzir o tempo de computagio para compensar em parte 0 tempo
gasto no método frontal com leitura de dados no disco. Para um sistema computacional com
memoria de processamento suficientemente grande, poderia-se armazenar os dados na propria
memoria o que aceleraria em muito o processo de caleulo. O método de solugdo, descrito no
préximo item, requer a leitura de muitos dados no disco rigido o que eleva o tempo total de
processamento. Entretanto, ele ¢ apropriado para sistemas de pequeno porte, em que a capacidade

de memoria possa ser ainda uma limitagéo.
3.6 Técnica de “Upwind” MAW

Schneider & Raw (1986,1987a, b) apresentaram uma técnica de “upwind” que garante
coeficientes positivos, até mesmo a nivel de elemento, para elementos finitos com quatro nos.
Saabas (1991) fez uma adaptagdo da técnica de Schneider & Raw para elementos triangulares
com trés nos e para tetraedros com quatro nods. Esta técnica foi denominada interpolagfio
ponderada pela massa (Mass Weighted Interpolation, MAW). Aqui faz-se uma extensfo dessa

técnica para o elemento finito de 9 nés utilizado neste frabalho.

Uma dificuldade adicional € implementar a técnica de “upwind” de Saabas (1991) em
subvolumes de controle com trés lados dentro de um elemento como ocotre no elemento principal
usado neste trabatho. Para vencer esta dificuldade cada elemento € subdividido em quatro
subelementos e cada subelemento ¢ posteriormente dividido em quatro subvolumes de controle
para calculo das matrizes dos termos convectivos. Da forma como o elemento foi, originalmente,
subdividido em volumes de controle existirdo 12 pontos de integragfo, Figura 3.6, que sdo os
contornos de subvolumes onde os fluxos sdo calculados. Para efeito de cdlculo dos termos

convectivos usando a técnica de “upwind”, sfio usados, dezesseis pontos de integraclo como
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mostrado na Figura 3.7. A partir da divisdo do elemento em subelementos pode-se seguir a
metodologia de Schneider & Raw (1986, 1987a, b) ¢ Saabas (1991) para implementagdo da
técnica de “upwind”. Por conveniéncia os pontos de integragdio sdo numerados como indicado nas

Figuras 3.6 e 3.7 para facilitar a implementagio computacional.

Considere o ponto de integragfio, ipl (todos os pontos assinalados com um x sfo
denominados pontos de integragdo). Os fluxos de massa sfio considerados positivos no sentido

B

das normais indicadas pelas setas na Figura 3.6 ou 3.7. O “upwind” ¢ feito considerando a
influéncia dos pontos mais proximos, na corrente acima, ao ponto de integragdo em questdio. No
caso de ip! os pontos mais proximos sdo os pontos né 1 ¢ de integracéio ip4 ou os pontos né 2 ¢

de integragio ip2. Assim hd duas possibilidades para se avaliar ¢, dependendo se o fluxo de
massa € positivo ou negativo. Nesta se¢fo, as varidveis representadas pela letra mintscula, ¢,

referem-se a valores nos pontos de integraciio. Aquelas varidveis representadas pela letra

maiuscula, @, referem-se a valores nos pontos nodais.

9 2 E—
10 8 6
>< ...................................... X - x
! Y !
.8 1 1>< P ' 5 * So— 4 '
9
12 ) 4
........... x .X - - X -
i : 2 3

Figura 3.6. Elemento subdividido em volumes de controle
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Figura 3.7. Elemento subdividido em 4 subelementos para implementaggo de “upwind”.

As variaveis, @,,, nos pontos de integragdio, para #1,, indicando o fluxo de massa no

ipl?

ponto de integragdo i, podem ser avaliadas como a seguir:

ponto de integracio ipl:

se iy >0, Pipr = Tis +(1- DD, (3.46a)
. mzm ‘1

onde fxmm{max{ - ,0],1 . (3.46b)
Mip1 J

€ #y, <0, Fipr = +(1-DD, (3.46¢)



1,
onde £ = min| max| - —2= 0 |1
im

ponto de integracio ip2:

se i > O, ¢ip2 = f¢i§>3 + (1 - f)@9

in2

. mi 3
onde f = min max| —2=,0 [,1 |
m{pl

3€ m < 09 ¢ip2 = f¢§pi + (I = f)@2

ip2

. mipl
onde f = min| max| ———,0 1
mipZ

ponto de integracio ip3:

se 71, > 0, Py = fg, +(1-DP,

. m:’p4
onde f = min| maxj —— 0 L1].
mipE

se 71, . < 05 ¢ip3 = f¢i;;2 + (I " f)CDQ

ip3

. m." 2
onde f = min| max; ——=,0|,1
mipi‘s

(3.46d)

(3.47a)

(3.47b)

(3.47¢)

(3.47d)

(3.482)

(3.48b)

(3.48¢)

(3.48d)
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ponto de integraciio ipd:

se 7, >0, bips = £ +(1-DDy (3.492)
4 mipB
onde f = min| max| ——=,0|.1]. (3.49b)
mip:l
S€ M, < 0, ¢ip4 = f¢ip1 +(1-HP, (3.49¢)
. W,
onde { = min max| —+ 0|1 (3.494)
M4

Dentro de um subelemento (por exemplo definido pelos nés 1, 2, 9 e 8; Figura 3.7) com
quatro pontos nodais, existirio quatro pontos de integragdo. Assim pode-se formar o seguinte

sistema matricial para se determinar as relagdes entre as varidveis em pontos de integragdo e as

variaveis em pontos nodais:

dy dyp Gy dy P by by by by | @

Gy Gy Gy Aoy ||Pi2 _ by by by by || Py (3.50)
Ay Ay Gy Gy | P by by by by || D .
Ay Uy Qg Ay ¢;,,4 by by by by (1D

Resolvendo o sistema definido pela equagio (3.50) obtém-se as varidveis em pontos de

integragdo em fungfo das varidveis nodais, por uma expressio do tipo:
¢, =CC.D, ;i,j=1234 (3.51)

onde i refere-se ao ponto de integragdo dentro de um subelemento e j refere-se a valores nos nos

principais de um subelemento, numerados localmente no sentido anti-hordrio com o primeiro no
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no canto inferior esquerdo. C'Cy; sdio elementos da matriz produto da inversa de A pela matriz B,
[4]'[8]. com [4]e [B] sendo as matrizes na equagio (3.50). Os coeficientes das matrizes
[A] e [B] sio obtidos a partir das equacdes (3.46) a (3.49), aplicadas para cada subelemento

dentro do elemento de referéncia.

A equagfio (3.20) pode ser reescrita na seguinte forma:

NIP

n+l " n+l nl y
‘[ OOy 03 iy -0 Ll 200 g+ I oL - iwf’b Ve
. 4

Re ax
(1-6) %(m upy - WA _[(1-9)_.de+9‘[( v (3.52)
T Re X T

(1-0) ‘[(S;I fav

Usando a equagfio (3.51) para as velocidades, u, , nos pontos de integragfio e substituindo
na equacdo (3.52) obtém-se uma equagdo similar a equagfio (3.32), onde, agora os elementos da

matriz convectiva sfo definidos por

NIP
Cop = D MECC,, (3.53)

k=1

il

onde NIP representa o numero de pontos de integracio de um determinado subvolume de
controle associado ao né o dentro de um elemento, 7] € o fluxo de massa no ponto de integragio
k, cujo sinal deve ser considerado na montagem da matriz dos termos convectivos. No ¢aso, 0s

fluxos de massa sio avaliados como:

- J‘ pU o dI" (3.54)

A diferenca entre os termos das matrizes convectivas calculados pelas equagdes (3.35b) e

(3.53) respectivamente, é que no primeiro caso sio considerados as influéncias de todos os nos do
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elemento, enquanto que no segundo caso considera-se apenas as influéncias dos nos que estéo
mais préximos do ponto de integraciio, ou seja os nés do subelemento dentro do qual esta o ponto
de integragdo. Além do mais, os ndés com maior influéncia sobre o ponto de integragdo serdo

aqueles nos que estdio & montante do escoamento (“upwind”).
3.7 Soluc@io do Sistema de Equacdes Discretizadas

Neste trabalho adota-se a seguinte estratégia de solugfo: (1) os campos de velocidades e
pressio sdo calculados resolvendo-se simultaneamente as equagdes do movimento; (2) obtido o
campo de velocidades, resolve-se uma equagfio de transporte para cada escalar (temperatura,

energia cinética turbulenta, dissipagfio, concentragéo) separadamente.

O método de solucio adotado foi o método frontal; descrito por Taylor & Hughes (1981).
O primeiro objetivo do método frontal ¢ a eliminagéo de varidveis logo apos sua introducdo, via
equagdes apropriadas, dentro da matriz global. Imediatamente apoés todas as contribuicdes de
todos os elementos para um nd particular terem sido montadas, entdo as varidveis
correspondentes e associadas com aquele né podem ser eliminadas. Desta forma, a matriz
completa nunca é montada, visto que todas as equagdes reduzidas podem ser eliminadas da
meméria e armazenadas em disco. As equagdes mantidas na memoria, com os nos e variaveis
correspondentes sdo denominadas fronte e o nlimero de varidveis desconhecidas dentro do fronte
¢ denominado largura do fronte. A largura do fronte muda continuamente visto que uma vez que
todas as contribuicdes para um nd tenham sido completamente somadas, entdo a reduclo da
equacio correspondente baseada sobre um pivotamento diagonal pode ser executada. Nos
métodos de solucfio para matrizes simétricas, apenas a triangular superior da matriz ¢ armazenada
em qualquer tempo. Entretanto, para matriz global assimétrica, que € o caso do presente estudo,
um procedimento diferente ¢ adotado. Uma drea de memoria pré assinalada para a matriz global ¢
preenchida de contribui¢des de elementos; a maior entrada diagonal nesta area pré assinalada de
meméria é encontrada e usada como pivé num processo de eliminagfio direta de Gauss. Quando o
méximo numero pré determinado de equagBes sdo eliminadas, as equagOes reduzidas

correspondentes s3o escritas no disco e mais elementos e equagdes correspondentes introduzidos
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na memoéria. O requerimento minimo de memoria para matrizes assimétricas € quase duas vezes
aquele requerido para matrizes simétricas. As equagdes, nds ¢ variaveis correntemente na
memoria sio denominados ativos, aqueles guardados em disco sGo denominados desativados ¢
aqueles para serem ainda introduzidas na memoéria sdo denominados inativos. Isto é mostrado
esquematicamente na Figura 3.8. Uma rotina construida por Taylor & Hughes (1981) para

elementos com oito nés foi modificada e adaptada para aplicagfio no caso deste trabalho.

O método frontal tem a vantagem de que em nenhum instante a matriz global necessita ser
montada completamente, sendo que a maior matriz que ¢ montada ¢ definida por um pardmetro
que define o tamanho do fronte. Desta forma a solugdo do sistema pode ser realizada em
computadores com memorias relativamente pequenas € com média capacidade de armazenamento
em disco. O prego a se pagar é um tempo maior para solucéo, visto que durante o processamento
serfio lidos dados armazenados em disco e este processo ainda ¢ muito lento. Este método
também pode ser adaptado facilmente para uma solucBo segregada, em que cada equagdo ¢
resolvida separadamente. No caso de problemas tridimensionais, uma solugfio segregada pode ser

majs efetiva em termos de armazenamento de varidveis na memoria do computador.

O método frontal de solugio foi escolhido também pelo enfoque que se adotou o qual €
baseado principalmente no método de montagem da matriz global como no método de elementos
finitos de Galerkin. Na maioria dos trabalhos sobre 0 método de elementos finitos por volumes de
controle (CVFEM); o enfoque ¢ similar ao do método de volumes finitos; em que o acoplamento
pressfo-velocidade € resolvido por métodos baseados no método SIMPLE, Patankar (1980).
Assim, solucBes segregadas sfo mais utilizadas. Nos métodos de volumes finitos, os sistermas
resultantes, geralmente, sio matrizes com trés, cinco ou nove diagonais, dependo de quantos nos

vizinhos sdo considerados, para calcular os fluxos para os volumes de controle.
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Figura 3.8 Definigfio de fronte e nomenclatura usada no método frontal

Para se identificar cada variavel utiliza-se dois vetores: um que contém o nimero de graus
de liberdade por no e outro que identifica o numero do primeiro grau de liberdade em cada n6. Na
solucdo das equagbes do movimento, o primeiro grau de liberdade corresponde a componente de
velocidade U; o segundo a pressdo se for um nd de canto e o terceiro grau de liberdade
corresponde & velocidade V. Na solugfio da equagfio de grandezas escalares existird um Unico
grau de liberdade por né e o processo de montagem das matrizes dos elementos bem como da
matriz global é mais simples. Cada né local num elemento tem um numero global que € dado pela
matriz de conectividade definida quando se gera a malha. Taylor & Hughes (1981) mostram,

numa maneira bem clara, o processo de montagem das matrizes nos elementos e da matriz global.

No presente trabalho, como se adotou o processo de solugdo misto, isto €, existem mais
nos de velocidade do que de pressdo, tem-se numero de graus de liberdade varidvel por né como
esta mostrado na figura 3.5. No contexto global uma varidvel € identificada por um indice

definido na forma, Taylor & Hughes (1981), Figura 3.9:

itotu = nadfm(no)
itoty = nadfin(no) + nodfm(no) — 1
if (nodfm(no).eq.3)itotp = nadfin(no) + nodfm(no) -2

Figura 3.9. lustragio da formagdo do indice das varidveis na matriz global
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Na Figura 3.9, nadfim ¢ um vetor que contém o nimero global do primeiro grau de
liberdade em cada nd, que corresponde a velocidade u; itotv corresponde ao nimero global do
terceiro grau de liberdade em nds onde so calculados (u,v,p) ou ao nimero global do segundo
grau de liberdade onde sio calculados (u,v). ifofp representa a varidvel pressdo em nos onde esta ¢

calculada.

No presente caso, o vetor nadfin € formado da maneira ilustrada na Figura 3.10, enquanto
que o vetor nodfm, para um elemento quadratico qualquer, pode ser formado seguindo o

procedimento mostrado na Figura 3.11

nadfm(l) =1
do ipoin =2, npoin

nadfm(ipoin) = nadfm{ipoin — 1) + nodfm(ipoin - 1)

Figura 3.10. Formagéo do vetor contendo o indice global do primeiro grau de liberdade por no.

ndofin = niimero mdximo de graus de liberdade num né
do ielem =1, nelem

do inodp =1,nnodp — 2.2

nodfm(Inods(ielem, inodp) = ndofm

nodfm(ln ods(ielem, inodp + 1) = ndofm — 1

Figura 3.11. Formago do vetor contendo o niimero de graus de liberdade por né.

Na Figura 3.11, ndofin =3 para solugiio do escoamento, nefem ¢ o niimero de elementos

na malha, #rodp é o nimero de nds num elemento e /nods é a matriz de conectividade.

O critério de convergéncia ou de parada da solugdio, baseando-s¢ em Taylor & Hughes

(1981), é definido como:
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O valor de € pode ser definido de acordo com o grau de precisdo que se deseja na solugdo.

onde ¢ representa cada varidvel dentro do sistema global ¢ k ¢ a iteragiio no processo de solugfo.

Em cada iteragdo a nova varigvel ¢ atualizada usando um fator de relaxagio na forma:

£+l

5 = relax * " + (1 - relaxy=¢*" |, O<relax<1 (3.56)

O fator de relaxacfio, geralmente ¢ tomado como variando de 0,5 a 0,9,

3.8 Estrutura do Programa Cemputacional

A estrutura do programa ¢ apresentada na Figura 3.12, onde pode-se ver a seqiiéncia de

chamada das varias subrotinas. As subrotinas s8o descritas a seguir:

1) DIMENS

Nesta subrotina define-se as dimensdes méximas da matriz de conectividade, o tamanho
do fronte bem como o nimero méaximo de varidveis (o nimero total de varidveis ¢ calculado na
subrotina DINPUT). Pode ser modificada para definir um dimensionamento dindmico das

matrizes e vetores usados no programa.

2) DINPUT

Todos os dados tais como: coordenadas e numeragio dos pontos nodais, numeragéo dos
elementos na matriz de conectividade, condi¢des de contorno e iniciais, propriedades fisicas do
fluido sdo lidos nesta subrotina. Os vetores contendo o numero de graus de liberdade por no ¢ o
nfimero global do primeiro grau de liberdade por n6 sdo também definidos nesta rotina. Nesta
subrotina ¢ feita também a verificacio da malha bem como de outros pardmetros de entrada
através das subrotinas DIAGN1 (checagem de dimensdes) e DIAGN2 (checagem de coordenadas

e da matriz de conectividade).
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3) DRIVES

Nesta subrotina calcula-se as fungdes de interpolagio e suas derivadas em todos os pontos
de Gauss em areas (9 pontos) e contornos (3 pontos) dos subvolumes de controle dentro dos
elementos de referéncia (9 nds para velocidades e outros escalares, 4 nos para pressdo) onde as
integragdes sdo realizadas, através da subrotina SHAPEG. Estes dados séio armazenados em

arquivos no disco rigido e séo lidos no célculo das matrizes dos elementos.

4) ITERAT

Esta subrotina faz a chamada da subrotina principal FRONTS para solugéio do problema e
controla a convergéneia do processo iterativo através da subrotina TOLREL. Os resultados séo
impressos pela subrotina WRITER. A subrotina FRONTS formula a matriz global, impde as
condi¢des de contorno e resolve os sistema resultante de equagdes usando o método frontal néo
simétrico de solucdo. FRONTS chama a subrotina MATRIX que calcula as matrizes dos
elementos de acordo com o modelo numérico proposto e o vetor do lado direito do sistema de
equacdes. MATRIX por sua vez chama vérias outras subrotinas para célculo dos varios termos
das equagdes. As subrotinas chamadas por MATRIX sdie: TCEDIF que calcula os fluxos
convectivos e difusivos nos contornos dos subvolumes de controle; MCONYV que monta a matriz
dos termos convectivos; DIFUS que monta a matriz dos termos difusivos e calcula a matriz de
massa; PRESSL que calcula as matrizes dos termos de pressdo das equagdes de quantidade de
movimento e as matrizes dos termos da equagfio de continuidade e a subrotina TFONTE que

calcula os vetores dos termos fontes das equagdes de quantidade de movimento.

5) SOLUCP

De maneira similar & subrotina ITERAT, a subrotina SOLUCP controla o processo de

solucdo da equagfo de transporte de um escalar qualquer.

A subrotina DJACOB, chamada em vérias subrotinas, calcula o jacobiano da

transformagfio das integrais no elemento real para o elemento de referéncia.
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A estrutura do programa tem sido construida de forma bem modular, o que permite
mudangas, relativamente, de forma bem simples e introdugfio de novos modulos de uma forma
direta. Por exemplo, os mddulos para calcular viscosidade turbulenta podem ser inseridos na
estrutura do programa. Esta estrutura foi baseada principalmente no trabalho de Taylor & Hughes
(1981) que desenvolveu um programa baseado no método de elementos finitos de Galerkin

usando um elemento com oito nds.

PROGRMA PRINCIPAL

i -y ' i ! I
DINPUT DRIVES  ITERAT
e, - o TERAT. . oy
| DIAGN | monts| - (WRITER. - soruce

FRONTP

B MATRIX L MATRIP
' S 1 | I D 1 oo o] . S .
TCEDIF | DIFUS™  MCONV ~ PRESSL  /TFONTE,  TCEDIF | MCONVE [DIFUST © FONTET
: — S el ' . P e | i .
S NN R AN SRS N DA S foi . I R S . N
' DIACOB | | DIACOB | 'BOUNDRF | [DIACOB | DJACOB.  DJACOB' | BOUNDRY  DIACOB | [DIACOB
v 1 N B _
' SHAPEG, DJACOB, | SHAPEG; |DIACOB,

Figura 3.12. Estrutura do Programa Computacional



CAPITULO 4

Aplicacdes para Escoamentos com Baixos Niumeros de Reynolds

Neste capitulo sdo apresentados resultados de alguns problemas considerados como
padres para validagiio de métodos numéricos. Os problemas analisados sfo de escoamentos
com numero de Reynolds baixos, de modo que o efeito de turbuléncia ndo € levado em
consideragdio através de nenhum modelo. Pode-se dizer que este procedimento seria um tipo
de simulacdio numérica direta. Os casos simulados foram os seguintes: escoamento numa
cavidade quadrada induzido pelo movimento da parede superior; escoamento num canal com
uma expansfo assimétrica; escoamento ao redor de um cilindro circular ¢ escoamento num

canal com um cilindro de se¢fo quadrada bloqueando o escoamento.

Como o objetivo dos testes, no presente capitulo, foi o de verificar o funcionamento do
programa numérico, o valor de £ na equagio (3.55) foi tomado igual a 0,1. Na maioria dos
casos simulados, o valor obtido para €, apds a convergéncia, era em torno de 0,05, Entretanto,
valores menores podem ser especificados para a tolerdncia. Isto vai acarretar um tempo maior
para obtengdio de solugdes. Com o valor adotado para £, raramente, 0 nimero de iteracdes

ultrapassou a 30 em cada passo de tempo.

Em todos os escoamentos simulados, foi adotado o esquema totalmente implicito
(equacdo 3.19). Desta forma, nio é necessdria nenhuma condig8o inicial para o campo de
pressdio. Para o primeiro passo de tempo, a condic8o inicial no campo de velocidades foi
tomada igual a zero, exceto, nos contornos onde as velocidades tinham valores especificados

nio nulos. O passo de tempo foi fixado baseando-se em valores adotados por outros autores
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para os mesmos problemas. Varios testes mostraram que, geralmente, no inicio das solugdes,
o passo de tempo deve ser menor para a soluglo convergir. A medida que o tempo cresce,
passos de tempo maiores podem ser adotados. O passo de tempo também depende do
refinamento da malha. Isto foi verificado em vdrios testes. Em geral, quanto mais fina a
malha, menores devem ser os passos de tempo adotados. Os menores passos de tempo

adotados foram em torno de 0,01 para o caso do escoamento ao redor de um cilindro.

4.1 Escoamento numa Cavidade Quadrada Induzido pelo Movimento da Parede

Superior

O escoamento numa cavidade quadrada induzido pelo movimento de uma parede
movel no topo da mesma ¢ um problema utilizado por muitos autores para se validar e
verificar a performance de modelos numéricos. Este problema apresenta como caracteristica
recirculagio do escoamento, o que se constitui num bom teste para modelos numéricos. Neste
problema, considera-se uma cavidade na qual parede supetior move-se com velocidadeuw, A
condicdio de aderéncia ¢ assumida nas demais paredes. A geometria e condigdes de contorno

do problema so mostradas na Figura 4.1.

u=l,, v={0

(0.1 (1L1)

y={}

i

oD
i
o

(0,0 (1,0)

o

Figura 4.1 Geometria e condigdes de contorno.

n=vyv={)
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As equagdes do problema sdo obtidas pela simplificacdio das equagdes (3.11) e (3.12)

resultando:

o oV

_,W_—}--——:O 4.1
ox oy .
oU ety | ody) __ni(_i_?_z{] wi{m{wfﬂ) L9 (4.2)
of ox oy X \ Re &X 0¥ L Re &Y aoX

WA W) 2 (L) o1,

o Tax " Tar avlmeax, @y \Reev +6YW0 (4.3)

As condi¢des de contorno sio:

U=V=0 em X=0eX=1
UsV=0emt =0 (4.4)
U=LV=0emY =1

Como o escoamento ¢ considerado incompressivel basta definir a pressdo em um tnico ponto

do dominio. Assim define-se
P=0em X,¥ =05 (4.5)

Nas equagdes anteriores as variaveis adimensionais sdo definidas por:

Yox/L Yeyp/LUsulu; Veviu, P=—Le e Re=22L (46)

2

pu W fu

onde L ¢ o comprimento dos lados da cavidade.

A Figura 4.2 mostra o aspecto das diferentes malhas usadas neste caso. Sdo malhas
regulares, ndo uniformes, geradas usando-se o pré processador do ANSYS 5.2. A maltha mais
refinada ¢ de 40 x 40 elementos, sendo equivalente a 81 x 81 noés ao longo dos eixos

coordenados.



(a) malha de 12 x 12 elementos

{c) ma de 40 X 40 eentosm |

Figura 4.2. Cavidade quadrada discretizada em diferentes malhas
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A Figura 4.3 ilustra a evoluciio dos componentes de velocidade U e V no tempo, para
nimero de Reynolds, Re = 400 ¢ uma malha relativamente grosseira de 12 por 12 elementos
(25 por 25 pontos). A Figura 4.4 mostra que para instante de tempo, t = 50, o escoamento,
praticamente, ja atingiu o regime permanente, como pode ser visto pela coincidéncia entre os
perfis de velocidade nos instantes de tempo, t = 35 ¢ t = 50. A Figura 4.5 mostra a
comparacdo da velocidade U para o regime permanente com resultados de Kettleborough,
Husain & Prakash (1989) que usaram formula¢fio funcdio de corrente-vorticidade para o
escoamento € um método de elementos finitos por volumes de controle (CVFEM} com
elementos triangulares lineares para discretizar o dominio. A malha usada por Kettleborough
et al. (1989) foi de 21 x 21 pontos. Alguns dos resultados apresentados nesta se¢do foram ja
apresentados por Campos Silva & Moura (1997). Alguns dos resultados mostrados

graficamente, neste capitulo e no préximo, estdo em tabelas no Anexo I

A Figura 4.6 mostra a evolugfio do perfil de velocidade U na linha central vertical da
cavidade em funciio do refinamento da malha. Graficamente, pode-se perceber que o
refinamento da malha de 30 x 30 para 40 x 40 elementos ndo melhorou significativamente o0s
resultados. Mesmo para a malha mais grossa de 12 x 12 elementos, os resultados ja sdo

satisfatorios.

A Figura 4.7 mostra as linhas de corrente para diferentes instantes de tempo. As linhas
de corrente sdo obtidas da solugiio; pelo método de elementos finitos por volumes de controle

(CVFEM); da seguinte equagio:

2

<
=
Qs
=

(4.7)

%,
2|2
I
|2

Em todas as paredes, foi atribuido valor nulo para a fungdo de corrente. A malha usada
na obtengdio da linhas de corrente foi de 30 x 30 elementos o que corresponde a 61 nos ao

longo dos eixos do sistema de coordenadas.

As regides de recirculagio nos cantos inferiores da cavidade sio chamadas de vortices
secundarios. Analisando os resultados para as linhas de corrente, através dos graficos da
Figura 4.7, pode-se constatar que o método numérico simulou de maneira satisfatoria as

caracteristicas esperadas do escoamento.
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Figura 4.4. Velocidades nos instantes de tempo, t =35 e t = 50; Re = 400 e malha 12 x 12.



68

1.0 i
" *»
’ +*
] Hip
0,8 - &
] *
i *
" +
0.8 * + Ketlleborough et all., 1989
1 2
¥ . + Presente Trahaiho
B L 3
0.4 - *
7 »*
’ »
“ L .
0,2 = *+
)i .
T -+
i L 5
ﬂ'ﬂ ' f i ? r H ' i M { i 1 v
0.4 0.2 0.0 0z U 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.5 Comparagfo de resultados para U na linha central da cavidade, X = 0.5.

A Figura 4.8 mostra as linhas de corrente para a cavidade quadrada e nimero de
Reynolds, Re = 1000. Neste caso, ocorre um aumento do tamanho da regifo de recirculagio
ou vértice secunddrio, no canto inferior esquerdo, comparado com o caso do escoamento com

ntimero de Reynolds, Re = 400.

A Figura 4.9 mostra comparagbes dos perfis de velocidades, U, para diferentes
ntimeros de Reynolds em instantes de tempo diferentes, em X=0,5 (linha central vertical da
cavidade). A malha usada nos casos das simulagdes dos resultados mostrados na Figura 4.8 e

na Figura 4.9 foi de 30 x 30 elementos.
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Figura 4.6. (b). Evolugdo do perfil de velocidade, U, em fun¢io da malba para Re = 400, no

instante de tempo, t = 33.
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t=25

Figura 4.7(b). Graficos das linhas de corrente em diferentes instantes de tempo para Re = 400,
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t=75

Figura 4.7(c). Graficos das linhas de corrente em diferentes instantes de tempo para Re = 400.
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t=50

Figura 4.8. Gréficos das linhas de corrente em diferentes instantes de tempo para Re = 1000.
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Figura 4.9. Evolugdo da velocidade U, em X = 0,5, em fungio do nimero de Reynolds, em

instantes de tempo diferentes.
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A Tabela 4.1 contém resultados dos valores maximos ¢ minimos da fungfio de
corrente, bem como as coordenadas dos pontos onde aqueles valores estdo localizados. Os
comprimentos horizontal (Hy) e vertical (V) dos vortices secundarios, nos cantos da
cavidade, também estdo mostrados naquela tabela. Os valores de Hy e Vi, foram encontrados
fazendo-se uma interpolaciio através do TECPLOT. A concorddncia entre a maioria dos
resultados deste trabatho e os resultados apresentados por Saabas & Baliga (1994); obtidos
por um método de elementos finitos por volumes de controle (CVFEM) com elementos
triangulares de trés nos; é satisfatoria. Os resultados de Saabas & Baliga (1994) sdo para
gscoamento em regime permanente, enquanto que os resultados deste trabalho sdo para o
instante de tempo, t = 40. Talvez, isto seja a causa das desvios entre 0s valores em alguns
pontos, porque no caso, o escoamento simulado poderia ainda ndo ter atingido totalmente o
regime permanente, naqueles pontos. A Tabela 4.2 mostra resultados similares para

escoamento com nimero de Reynolds, Re = 1000.

Tabela 4.1. Escoamento induzido numa cavidade quadrada. Resultados para Re = 400

Vértice Ghia (1982)  Saabas (1994) Saabas(1994 Presente

257 % 257 FLO:81 X 81 MAW: 81 X381 t=40, 81 X 81
Primério Wi -0,1139 -0,1102 -0,1018 -0,1089
X 0,5547 0,5625 0,5625 0,5564
y 0,6055 0,6125 0,6125 0,6053
Canto Esquerdo Winax 1,42E-5 1,033E-5 9.91E-6 5,057E-6
X 0,0508 0,050 0,050 0,04323
y 0,0469 0,050 00,0375 0.0395
Hy 0,1273 0,105 0,103 0,106
Vi 0,1081 0,0906 0,0897 0,0888
Canto Direito Winax 6,423E-4 5,815E-4 4,265E-4 5,175E-4
X 0,8906 0,8875 0.9 0,8887
y 0,125 0,125 0.1125 0,1184
Hy. 0,2617 0,246 0,213 0,2528

Vi 0,3203 0,298 0,281 0,2731
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Tabela 4.2. Escoamento induzido numa cavidade quadrada. Resultados para Re = 1000

Vortice Ghia (1982)  Saabas (1994) Saabas(1994 Presente
129 x 129 FLO: 81 X 81 MAW: 81 X 81 t=635, 61 X 61
Primario Ymin -0,1179 -0,1054 -0,0965 -0,1072
X 0,5313 0,5375 0.5375 0.5301
y 0,5625 0,5625 0.5625 0,5691
Canto Esquerdo Wmnax 2,311E-4 1,746E-4 1,898k-4 1,438E-4
X 0,0859 0,0750 0,0750 0,0761
y 0,0781 0,0750 0,0750 0,0724
Hy 0,2188 0,195 0,195 0,2044
Vi 0,168 0,151 0,1375 0,148
Canto Direito Winax 1,751E-3 1,505E-3 I,170E-3 1,366E-3
X 0,8594 0,875 0,90 0,8887
y 0,1094 0,1125 0,1125 0,1184
Hy 0,3034 0,277 0,213 0,2528
Vi 0,3536 0,329 0,295 0,3224
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4.2 Escoamento num Canal com uma Expansio Assimétrica

O segundo problema teste considerado ¢ o escoamento faceando atrés de um degrau,
num canal que se alarga abruptamente em um dos lados. Este escoamento tem a caracteristica
de apresentar uma regifio de recirculagfo logo apos a expansio € um dos objetivo € estimar o
comprimento da zona de recirculagio comparando-o com resultados de outros trabalhos, para
se verificar mais uma vez o desempenho do modelo numérico. A geometria considerada ¢
mostrada na Figura 4.10. A Figura 4.11 mostra o aspecto da malha usada neste caso. A malha
¢é constituida de 4 x 20 elementos no canal de entrada e 28 x 30 elementos no canal mais largo
a partir do degrau, num total de 920 elementos ¢ 3805 nos. O escoamento ¢ governado pelas

equacdes (4.1) a (4.3) com as seguintes condi¢des de contorno:

U=15Y-1)3-Y) em X=-15h e h<Y<3h
U =V =0 nas paredes do canal (4.8)
P =0 no canto inferior da se¢fo de saida do canal

onde U & a velocidade adimensional com base na velocidade méxima na saida do canal;

Y = y/h,onde h ¢ a altura do degrau como indicado na Figura 4.10.

L=29,5h

l{::m
.
NN

1,50

Figura 4.10. Canal com uma expansio assimétrica na forma de degrau.

Figura 4.11. Discretizagio do canal em 4 x 20 mais 28 x 30 elementos.

A Figura 4.12 mostra o perfil de velocidade U, em diferentes se¢des do canal. A

Figura 4.13 mostra comparagdes de resultados do presente trabaltho com resultados de
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A Figura 4.12 mostra o perfil de velocidade U, em diferentes seqGes do canal. A
Figura 4.13 mostra comparagdes de resultados do presente trabalho com resultados de
Winterscheidt & Surana (1994). Pela Figura 4.13 nota-se que a concordancia entre os
resultados é muito boa. A partir da Figura 4.14 que mostra as linhas de corrente, pode-se
estimar um comprimento da regifio de recirculagiio de aproximadamente, Lg = 5,0. O
resultado do comprimento da regifio de recirculagfo obtido por Winterscheidt & Surana
(1994) foi Lg = 5,3. Winterscheidt & Surana se referem a um resultado experimental obtido
por outros autores para o comprimento da regido de recirculagdo igual a 4. O numero de

Reynolds considerado nesta simulagéo é baseado na velocidade média do escoamento ¢ num

comprimento caracteristico igual a metade da altura do canal de entrada (Re = pUh/p) e foi

tomado igual a 73 como no trabalho de Winterscheidt & Surana, (1994).

As Figuras 4.14 e 4.15 mostram as linhas de corrente em diferentes instantes de
tempo, onde pode-se verificar a evolugfio da regido de recirculagdo. A condigéo de contorno
para as linhas de corrente, na entrada do canal, ¢ obtida a partir da integracdo do perfil de

velocidade ja desenvolvido na entrada, sendo da forma:

(4.9)

W=tV (V-1 - 1 (-1 |

max

30 "y P

2.5 - L

PRIE

1.5+ g ®

0.5

o.e

Figura 4.12.(a) Perfil de velocidade U em X = 0 para Re = 73 e t = 90.
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A Figura 4.16 mostra uma ampliagio da regido de recirculagfio para melhor
visualizagdo do comprimento dessa regifio. O resultados da Figura 4.16 foram obtidos no
instante de tempo, t = 90. A partir daquela figura pode-se confirmar um valor do comprimento

da regifio de recirculagfio em torno de 5,0.
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Figura 4.13 (a)- Comparagio do perfil de velocidade em X = 2 para escoamento permanente
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Figura 4.13 (b)- Comparac8o do perfil de velocidade em X = 6 para escoamento permanente
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Os tempos de calculo no presente exemplo sdo répidos, uma vez que a matha ¢
relativamente grosseira e o niimero de Reynolds ¢ baixo. Foi considerado que o escoamento
atingiu o regime permanente quando o niimero de iteragdes entre instantes de tempo, t e t+At
nfio ultrapassou a 2. Por exemplo, trés iteragdes com tamanho de fronte igual 900, para um
total de 8593 graus de liberdade, levava cerca de trés horas, numa estago de trabalho iBM

RISC/6000 com 128 MegaBytes de RAM.
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Figura 4.14. Linhas de corrente do escoamento numa expansdo, em varios instantes de tempo
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4.3 Escoamento ao Redor de um Cilindro Circular Infinito

O escoamento ao redor de um cilindro tem varias aplicagdes em engenharia, por
exemplo, algumas delas s3o: cabos expostos ao vento, pilares de pontes, varetas de
combustiveis em reatores nucleares ¢ tubos em trocadores de calor. Este problema tem sido
investigado por muitos autores através de métodos experimentais e numéricos. Uma
caracteristica peculiar deste tipo de escoamento; segundo informagdes encontradas na
literatura; € que para numero de Reynolds (Re baseado na velocidade da corrente néo
perturbada ¢ no didmetro do cilindro), Re, menor do que 40; o escoamento € em regime
permanente. Acima de Re = 40, o escoamento apresenta caracteristicas de escoamentos
transientes com formacio de vortices na esteira atrds do cilindro. Portanto solugdes numeéricas
para escoamentos permanentes ndo apresentam bons resultados para valores do niimero de

Reynolds acima de 40, ou podem até mesmo ndo convergirem devido a natureza transiente do

eSCOamﬁniO.
‘_‘ .................. 20]:) e e e —.4
.
U=1,V=0 |
] 10D |
U=1 |
V=0 O 10D
10D
v
x U=1,V=0 |
e i

Figura 4.17. Regifio delimitada em tomno do cilindro para anélise do escoamento.

Este tipo de escoamento, geralmenie, ndo ¢ confinado por paredes proximas do

cilindro, assim para se obter solugdes numéricas, hé a necessidade de se definir um dominio
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para se resolver o problema. Na Figura 4.17 esta mostrado a regifio considerada, em torno do

cilindro, para solugdo do problema.

Aspectos da malha usada estfio mostrados na Figura 4.18. Na superficie do cilindro, 0s
pontos sdo colocados igualmente espagados, desta forma, a malha tem o aspecto mostrado na
Figura 4.19. Na realidade, um refinamento da matha, seria necessario apenas na regido da
esteira. A malha & constituida por 2.522 elementos o que corresponde a 10.334 nds. Isto
representa um total de 23.313 graus de liberdade em (u,v,p). O tempo de solugdo, em cada
passo de tempo, numa estagdo de trabalho IBM RISC/6000 com 128 MegaBytes de RAM, foi

de aproximadamente 24 horas.

Os resultados obtidos no presente trabatho sdo comparados com resultados de Cheng
& Armfield (1995) e também com resultados obtidos por visualizagdo do escoamento num
tinel hidrodiniAmico. Este tinel é operado por efeito gravitacional; tem secdo de teste de
146x146x500 mm e encontra-se localizado em laboratério no Departamento de Engenharia
Mecanica da UNESP de Ilha Solteira-SP; tendo sido construido por Vieira (1997). Parte dos

resultados aqui apresentados estdo no trabalho de Campos Silva, Vieira & Moura (1998).

Figura 4.18. Discretizagéio do dominio ao redor de um cilindro
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A Figura 4.20 mostra a comparagdo qualitativa de resultados obtidos neste trabalho,
para o comprimento da regifio de recirculagdo atras do cilindro, com resultados experimentais
obtidos através de visualizacdo do escoamento, mo tinel hidrodindmico descrito
anteriormente, para nimero de Reynolds, Re = 34. A captagio da imagem no tinel € feita por
processo fotografico automatizado, como descrito por Vieira (1997). Apesar da razio de
aspecto das imagens nfio serem a mesma, o comprimento da regido de recirculagiio calculado
numericamente esta em boa concordéncia com o valor medido experimentalmente, sendo 1./D

aproximadamente 2.

Figura 4.19. Ampliagdo da malha em torno do cilindro.

A Figura 4.21 mostra a comparagdo dos resultados do presente trabalho com
resultados numéricos de Cheng & Armfield (1995) para nimero de Reynolds, Re = 40. A
Figura 4.22 mostra linhas de corrente e como a regifio de recirculagdo cresce ao longo do

tempo.
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Figura 4.20. (a) Imagem da visualizag@io do escoamento num tunel hidrodindmico,Re =34.

(b) Imagem das linhas de corrente do escoamento calculado neste trabalho, Re =34
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Figura 4.21. Comprimento da regifio de recirculaciio atras de um cilindro em fungio do

tempo.

A Figura 4.23 mostra a comparagfo do comprimento da regido de recirculagao para
ntimeros de Reynolds diferentes. Para namero de Reynolds maior, o comprimento da regido
de recirculagio também € maior. Isto ¢ verificado também experimentalmente. Para numero
de Reynolds, Re = 100, o programa numérico néo simulou a formagdo de vortices até o tempo
mostrado. Para simular o fendémeno de formacfo de vortices, talvez, tenha-se que avancar

mais no tempo ou modificar o processo de discretizagéio no tempo. Cheng & Armfield (1995)
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afirmam que para simular o fendémeno de formagdo de vortices, deve-se introduzir algum tipo

de perturbagfio assimétrica no escoamento.
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Figura 4.22 (a). Visualizagfo da evolugfio da regifo de recirculagdo ao longo do tempo
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Figura 4.22 (c). Visualizagfo da evolugfo da regifio de recirculagio ac longo do tempo

O calculo, neste exemplo, é relativamente lento por causa de se usar uma malha

relativamente fina com muitos graus de liberdade, um pouco mais de 23.000. Desta forma,
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qualquer teste requer um tempo de solugéo alto. Uma opgio seria refazer alguns célculos com
uma matha mais grossa introduzindo alguma perturbagfio no modelo numérico para simular a
formagio de voértices. Na continuagfo deste trabatho, serfio implementados modelos de
turbuléncia. Talvez isto resolva o problema da ndo simulagiio de vortices pelo modelo

numérico, quando o nimero de Reynolds cresce.
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Figura 4.23. Comparagio de resultados do comprimento da regifo de recirculagdo para

Reynolds diferentes.

A Figura 4.24 mostra resultados para o coeficiente de pressio na superficie do cilindro
desde o angulo zero, na frente do cilindro onde chega o escoamento, até¢ o dngulo180 graus,
atras do cilindro. As diferencas entre os resultados podem ser devido ao critério de parada da
solugio. Devido a tolerdncia ser um pouco grosseira, pode ser que o resultado néo tenha

convergido para o valor verdadeiro em cada passo de tempo.
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O coeficiente de pressdo, no caso, € calculado por

C,=1+P —P, (4.10)
Onde P, € a pressio adimensional, no ponto nodal j ao longo da superficie do cilindro, ¢ ) €

pressio adimensional, no ponto de estagnacio na frente do cilindro. Vale lembrar que, neste

trabalho, a pressdo ¢ adimensionalizada na forma:

4
P= ; 4.11
pU? @10

onde U, é velocidade da corrente ndo perturbada pela presenga do cilindro.

10 %
. 2
2
0,5+
i |
= Cheng & Armfield (1995)
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Figura 4.24. Distribui¢fio de pressdo ao longo da superficie do cilindro.

A Tabela 4.3 mostra valores numéricos para o coeficiente de pressdo calculados no

presente trabalho e valores extraidos do trabatho de Cheng & Armfield {1995), para namero

de Reynolds, Re = 40.
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A solugdo numérica do escoamento ao redor de um cilindro representa um teste
desafiador para modelos numéricos. Segundo Taylor & Hughes (1981), solugdes que as vezes

podem nilo ter significado fisico, sdo uteis para indicar se o modelo proposto necessita de

corregdes ou ndo.

Tabela 4.3. Valores do coeficiente de pressdo ao longo da superficie do cilindro, Re = 40

Angulo em Graus C,, Presente Trabalho Cp, Cheng & Armfield(1995
0 1,000 1,00
10 0,912 0,92
20 0,683 0,70
30 0.364 0,36
40 | 0.0196 0,02
50 -0,525 -0,42
60 -1,01 -0,72
70 -1,263 -0.98
80 -1,366 -1,10
90 -1,339 -1,09
100 -1,254 -1,06
110 -1,147 -1,03
120 -1,05 -0.97
130 -0,967 -0,91

140 -0,905 -0.85
150 -0,862 -0,80
160 -0,824 -0,75
170 -0,798 -0,72
180 -0,788 -0,70
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4.4 Escoamento num Canal com um Cilindro Quadrado Bloqueando a Sec¢fio

Considera-se, neste teste, o escoamento num canal com um cilindro quadrado

blogueando a se¢dio de escoamento como indicado na Figura 4.25.

!

0525{_] I——

2H -

6,1875H : : B—

Figura 4.25. Geometria do escoamento num canal com bloqueio por cilindro quadrado.

A Figura 4.26 mostra a malha utilizada. A malha ¢ constituida de 44 x 15 elementos,

exceto na regifio do cilindro, num total de 2.678 nds.

Figura 4.26. Discretizagfo do canal com bloqueio por um cilindro de se¢io quadrada.

A Figura 4.27 mostra a distribui¢iio de velocidade longitudinal para o caso de
escoamento com namero de Reynolds igual a 100, em posigdes diferentes ao Jongo do canal,
no instante de tempo, t = 5. A posigéo, X =2, coincide com a face esquerda do cilindro e X =
2,25 com a face direita. A Figura 4.28 mostra perfis de velocidade U para posigdes ao longo

do canal, para coordenadas X ap6s o cilindro.
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Figura 4.28. Distribui¢fo de velocidade U ao longo do canal para Re = 100.

A Figura 4.29 mostra as linhas de corrente e a evolugéo da regidio de recirculacdo atras
do cilindro 4 medida que o tempo aumenta. Comparado com o caso de um cilindro de secdo
circular no escoamento ndo confinado por paredes; parece que o efeito da parede, neste caso,
faz com que o escoamento atinja o regime permanente mais rapidamente. Pode-se observar

que, praticamente, ndo hd mais diferenga entre os comprimentos da regifio derecirculagdo dos

instantes de tempo, t =3 e t =3,
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Figura 4.29. Linhas de corrente em diferentes instantes de tempo

A Figura 4.30 mostra uma ampliagfo da regido de recirculagio do escoamento em

torno do cilindro quadrado, no instante de tempo, t = 5.
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Figura 4.30. Regifio de recirculagdo atras de um cilindro quadrado, em t = 5.

A Figura 4.31 mostra como varia o coeficiente de atrito local nas paredes inferior e

superior do canal. Este coeficiente de atrito € definido na forma:

C,=C, Re=22Y (4.12)

Y=0ou¥=}

T
C = L 4.13
T1/2pU; (4.13)

A derivada na equagio (4.12) € avaliada na forma:

NEL H
U VONg

=y Ly,
X 4= OX

(4.14)

Onde N, sio as fungBes de interpolagdo e U, sdo as velocidades nos elementos das paredes

consideradas.

Os resultados para o coeficiente de atrito estdo em boa concordéncia com resultados

(nfio mostrados por ser dificil extrai-los do "paper”) de Ramaswamy & Jue (1992), exceto no
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valor de pico, onde o erro estd em torno de 10%. O valor de pico do fator de atrito de
Ramaswamy & Jue é de aproximadamente 42, enquanto que valor de pico, na Figura 4.31, ¢

de aproximadamente 47,3.
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Figura 4.31. Coeficiente de atrito local ao longo das paredes do canal

Em geral, todos os resultados obtidos no presente capitulo estdo em boa concordancia
com resultados de outros trabalhos obtidos ou por métodos numéricos ou experimentais,
mostrando que o modelo numérico simulou corretamente caracteristicas dos escoamentos
considerados. Problemas com mais complexidade na formulagfo ou na geometria deverfo ser

investigados em futuras aplicagdes deste trabalho.



CAPITULO S5

Aplicacdes para Escoamentos com Transferéncia de Calor e Baixos

Numeros de Reynolds e para Escoamentos em Convec¢do Natural.

Neste capitulo sfo considerados dois casos de escoamentos com transferéncia de calor.
Primeiro considera o escoamento induzido pela parede superior numa cavidade quadrada. Um
caso de escoamento que pode ser considerado como sendo por convecgdo forgada. O segundo

caso & 0 escoamento por convecgio natural, também numa cavidade quadrada.
5.1 Cavidade Quadrada com a Parede Superior Mével e Transferéncia de Calor

Agora, considera-se o problema do escoamento induzido numa cavidade quadrada
pelo movimento da parede superior com transferéncia de calor. As equagdes do escoamento ¢

da distribui¢fio de temperatura sdo dadas por

g]—+i}z (5.1)
oX oY

7 7 7
UMY WY _B(LAN S(LUN T, sy
ot oX aY 0X\ReoX ) oY\ ReodY ) &X
QK+5<UV>ﬁ(W)_L(_}m?ﬁJw?m(_}_?K)&i:g 53)
ot ax oY OX\RedX ) 0Y\ RedY or

98
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'V fn?
D0 A0 0 1L 20) 21 @), 54)
ot oxX Y 86X\ RePraX/ 0Y\ReProyY
As condi¢Bes de contorno para a temperatura sdo:
=1 em X=0,
B=0em X-=1, (5.5)

29%:0 emY=0e¢Y=1
oY

onde 0 =(T-T.)/AT. Sendo T: e AT uma temperatura ¢ uma diferenca de temperatura de

referéncias respectivamente.

Neste caso, foi testada a técnica de “upwind” implementada no capitulo 3. A Figura
5.1 mostra a comparagio da distribui¢fo de velocidade U ao longo da linha central vertical da
cavidade, X = 0,5. O valor adotado para o nimeros de Reynolds foi 400. Os resultados
apresentados, foram obtidos discretizando-se a cavidade por uma malha de 40 x 40 elementos
e para um instante de tempo, t =15. A concordancia entre os resultados € satisfatoria. Para
niimero de Reynolds elevado pode ser que a solugdo usando interpolagdio isoparamétrica; em
que as varidveis e coordenadas, dentro do elemento, sdo interpoladas pelas mesmas fungdes,
ndo atinjam a convergéneia; enquanto ¢ esperado que com o “upwind os resultados sejam
convergentes, devido a elimina¢io de coeficientes negativos nas equagdes discretizadas. Este

¢ um teste que deverd ser feito na continuagfio deste trabalho.

A Figura 5.2 mostra a variagfio da temperatura ao longo de X para Y constante ¢ igual
a 0,5 para Pr = 0,72. Na obtengo da distribui¢do de temperatura foi aplicado o procedimento
de “upwind” desenvolvido no Capitulo 3. Pode-se verificar um ligeiro aquecimento do fluido
proximo da parede mais fria a medida que o tempo aumenta. A Figura 5.3 mostra como as
regides dentro da cavidade estdo aquecidas ao longo do tempo. Pode-se verificar que para
tempos mais baixos a regifio mais fria que se situa préxima ao canto inferior direito ¢ maior.
O aspecto das regides aquecidas, no caso do movimento induzido por cisalhamento, talvez
possa ser explicado pela natureza das ndo linearidades do campo de velocidades. Este aspecto
¢ diferente do aspecto das regies aquecidas quando se considera o escoamento por convecgdo

natural como apresentado no exemplo posterior do item 5.2.
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Figura 5.1. Distribuigdo de velocidade U em X = 0,5, para Re = 400 e malha 40 x 40.
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Figura 5.3 (2). Isotermas em diferentes instantes de tempo.



102

1‘{3 T T 1 t | H i k) | L] E) 1 1 1 ¥ 1 i 1 l L] LI St

L IRERE

DLEET ] 4t

t=15

Figura 5.3 (b). Isotermas em diferentes instantes de tempo.
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5.2 Escoamento por Convecc¢io Natural numa Cavidade Quadrada

Neste exemplo, considera-se o escoamento por conveccdo natural numa cavidade

quadrada. As equag3es governantes, neste caso, considerando a hipotese de Boussinesq, séo:

oU oV
s 5.6
oX  ov (>-6)
V -~ -
U AU )0 (00) o (00) 0 5
a | ax | ar ox\ax) er\ar) ax
) oy o(or) o) o, .
a | ax | ey ex\ax, evier) or Pr
_‘?'iﬁg?hé@,i[i_@'i}i Jmﬁ'i]mo (5.9)
o ax or ax\prax) ariproy

As seguintes condi¢des de contorno foram impostas: U, V iguais a zero em todas as
paredes; B=1 em X =0; 0=0 em X =1, as paredes superior ¢ inferior foram tomadas
como isoladas termicamente e a pressdo foi imposta, P =0, no centro de gravidade da

cavidade. As condi¢Ges iniciais foram tomadas iguais a zero.

Nas equagdes (5.6) a (5.9) as varidveis adimensionais foram definidas como:

_pmpdl g ToT iV gy SPATL

AT ol av

. L *
Xf:xranw“ul =t:t;aP P
L v L PoV

(5.10)

-4

Neste caso, aparece uma dificuldade adicional que ¢ mais um acoplamento entre as
equagdes - 0 acoplamento das equagdes (5.8) e (5.9). Foram feitos dois testes: no primeiro,
obteve-se a solucfio simultanea das equagdes de quantidade de movimento e de energia e, no
segundo, resolveu-se as equagdes de quantidade de movimento e depois a equacdo de energia.
Para numero de Rayleigh baixo, as duas solugdes apresentaram resultados idénticos. Ja para

niimero de Rayleigh mais alto. a segunda opg¢dio apresentou melhores resultados. Uma
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investigaciio mais detalhada das causas das diferencas entre as solugdes, sera feita em futuras

aplicagdes do modelo numérico implementado neste trabalho.

Trés casos foram analisados: Ra = 1.000, Ra = 10.000 e Ra = 100.000, ambos com
Pr=1. A Figura 5.4 mostra resultados para o componente de velocidade vertical na linha
horizontal, na metade da altura da cavidade. O resultado mostrado na parte (d) da Figura 5.4
foi extraido de um artigo de Kettleborough et al. (1989). Este resultado concorda
qualitativamente bem com o resultado mostrado na parte (¢) da Figura 5.4, cujo nimero de
Rayleigh é o mesmo. Foi observado que a medida que o numero de Rayleigh aumenta, o
passo de tempo deve ser reduzido para a solugéo convergir. Foi constatado também, que a
medida que o tempo cresce, o passo de tempo pode ser aumentado ¢ ainda pode-se obter
convergéncia da solugfo. Nos casos de Ra = 1.000 ¢ Ra = 10.000, o passo de tempo foi
tomado igual a At = 0,1. No caso de Ra = 100.000, o passo de tempo inicial foi de At = 0,01

para haver convergéncia da soluggo.

Os resultados do caso Ra = 1,000 foram obtidos resolvendo-se as equagdes de
quantidade de movimento e de energia simultaneamente, no processo iterativo, enquanto que
para Ra = 10.000, primeiro resolvia-se as equagdes de quantidade de movimento ¢ na
seqiiéncia a equaco de energia, no processo iterativo. No caso de Ra = 100.000, os testes

mostraram que a segunda op¢o apresentou melhores resultados.

Na Figura 5.5 sfio mostrados resultados para as linha de corrente, para diferentes
numeros de Rayleigh. Pode se ver a comparagio qualitativa dos resultados do presente
trabalho com resultados de Ramaswamy (1988); Figura 5.5 (¢} e Figura 5.5 (d),

respectivamente. Aparentemente a concordéncia entre os resultados mostrados graficamente ¢

satisfatoria.
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para ntimeros de Rayleigh diferentes.



107

{(d) Ra = 100.000, Ramaswamy. (1988)
Figura 5.5. Linhas de corrente do escoamento por convecgdo natural numa cavidade quadrada,

para numeros de Rayleigh diferentes.
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Figura 5.6. Isotermas no escoamento por convecgdo natural numa cavidade quadrada, para

nameros de Rayleigh diferentes.
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A Figura 5.6 mostra resultados para as isotermas com diferente nimeros Rayleigh. De
maneira similar 4 Figuras 5.5, as partes (c) e (d) da Figura 5.6 mostram a compara¢do

qualitativa de resultados do presente trabalho com resultados de Ramaswamy (1988).

A Tabela 5.1 apresenta a comparacio de alguns resultados do presente trabalho, para
valores maximos de fung¢dio de corrente e da velocidade vertical, com resultados de

Ramaswamy, Jue & Akin (1992).

Tabela 5.1. Comparagiio de resultados para valores maximos da fungfio de corrente e

velocidade vertical.

Ramaswamy et al. (1992) Presente Trabalho

Ra [Wimax| Wonand
1.000 1,17 1,175
10.000 5,099 5,100
100.000 9,756 10,01
Ra V max Vimax
1.000 - 3,742
10.000 19,62 19,75
100.000 68.62 70.36

Na Figura 5.7, apresentam-se resultados para o ntimero de Nusselt local na parede
esquerda da cavidade em fungdo do nimero de Rayleigh. Este nimero de Nusselt ¢ definido

por

Nu},(Y)m——g—é———:—(?g} (5.11)
k(Th ‘Tc) oxX (X=0)
A derivada na equagfio (5.10) € avaliada usando as fungdes de interpolacdo ¢ os valores de

temperatura nos pontos nodais, nos elementos que estfio na fronteira, da seguinte forma:

ag NEL aNﬁ
adhalip —tf 512
X ;ax d ©-12)
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A variacdo do nimero de Nusselt local, mostrada na Figura 5.7(a), ¢ similar aquela
apresentada por Kettleborough et al. (1989), mostrada na Figura 5.7(b). Os resultados
apresentados por Kettleborough et al. foram para a solugio de regime permanente. No caso de
Ra = 1.000 e Ra = 10.000, no instante de tempo, t = 0,5, a solugdo do presente trabaiho,
praticamente, j& atingiu o regime permanente. Para Ra = 100.000, ndo se pode garantir que a
solucdo ja atingiu o regime permanente. Isto, talvez, explique a diferenga maior entre as

solucdes para este caso, como pode ser visualizado graficamente.
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(2) Resultados do presente trabalho para (b) Resultados de Ketleborough et al. para
instante de tempo, t = 0,5 regime permanente.

Figura 5.7. Nusselt local na parede esquerda da cavidade, X =0, em t=0,5.

Este tipo de teste serviu também para mostrar que a estrutura do programa permite a
solucgio de equagdes acopladas como ocorre também em casos de escoamentos turbulentos,
onde a solugdo das equacdes de quantidade de movimento depende da viscosidade turbulenta
que pode ser calculada usando modelos de turbuléncia de 2 equagdes, com equagdes similares
a equacdio de energia. No caso de escoamentos turbulentos o acoplamento das equagdes ¢

através da viscosidade turbulenta. Esses casos de escoamento serdio objeto de futuros estudos

na continuagio deste trabalho.



CAPITULO 6

Contribuicdes e Desdobramentos do Trabalho

As contribuicdes deste trabalho; sugestdes para futuros trabalhos bem como as

principais conclus@es sdo apresentados nos itens a seguir.
6.1 Principais Contribuicdes deste Trabalho e Conclusdes

Um método de elementos finitos com formulacfo por volumes de controle, CVFEM,
como é conhecido na literatura, foi desenvolvido tendo como elemento de referéncia um
elemento quadrilateral quadratico com nove pontos nodais, para simulacdo de casos de
escoamentos incompressiveis transientes e viscosos em dominios bidimensionais. Pode-se
dizer que a contribuigfo principal deste trabaiho foi a extensdo da formulagdo com fungdes de
interpolagiio quadraticas para volumes de controle no elemento considerado. Este método
combina a potencialidade e versatilidade do método de elementos finitos, para discretizagio
de dominios com complexidade geométrica, com o cardter conservativo da formulag@o por
volumes de controle. O modelo numérico foi desenvolvido em varidveis primitivas
(facilmente extensivel para problemas 3D), sem as transformagBes das equagdes governantes
que, geralmente sfo feitas nos métodos de diferengas finitas com formulagfo por volumes de
controle (CVFDM). As transformacgdes das equagdes sio feitas apenas localmente, dentro de
um elemento de referéncia, visando facilitar a obten¢fio das equagbes discretizadas. Foi
adotado o tipo de formulagfio mista (ordem desigual) para interpolagdo das velocidades e
pressdo dentro de um elemento, para se evitar oscilagdes do campo de pressdo que podem
ocorrer quando se usa interpolagio de ordem igual sem os devidos cuidados. Embora, alguns
autores defendam que este tipo de formulacdio ¢ dificil de ser implementada

computacionalmente, isto nfio representou qualquer dificuldade adicional. Inclusive, uma
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rotina computacional genérica foi modificada e adaptada para qualquer elemento guadratico
(triangular ou quadrildtero) para montagem da matriz dos elementos com formulago mista,

ou seja, com numero de graus de liberdade varidvel por no.

Um método de “upwind” desenvolvido por Saabas (1991) para elementos triangulares
lineares foi estendido para o elemento principal deste trabalho. Esta técnica de “upwind”
busca garantir coeficientes positivos através de fungGes de interpolagdo especiais para os
termos convectivos, levando em consideracgdo de forma aproximada, a dire¢io do escoamento
antes de um determinado ponto de integraco. Isto permite a aplicagdo do modelo numérico
para casos de escoamentos com altos nimeros de Reynolds. Como ¢ do conhecimento do
leitor, calculos de escoamentos de fluidos e transferéncia de calor pode conduzir a resultados
ndo realisticos se determinados cuidados ndo forem tomados na discretizagfo, principalmente
dos termos convectivos. Uma maneira pratica de se evitar estes resultados sem significado €

através de técnicas de “upwind”.

Um programa computacional, baseado no modelo numérico apresentado no Capitulo
3, foi construido para realizagfio de experimentos computacionais de casos de escoamentos de
fluidos, tanto internos quanto externos, em dominios bidimensionais. A estrutura bésica do
programa foi construida de forma que se possa introduzir modelos de turbuléncia, quando se
usa um nivel de aproximacio dinidmica das equagbes de escoamentos denominado de
Equagdes Médias de Navier-Stokes; procedimento este muito utilizado para célculo
aproximado de escoamentos turbulentos de forma pratica. Embora, nflo se tenha obtido
resultados para estes casos, uma extensdo futura deste trabaltho, para tais casos, poderd ser
conduzida aproveitando a base computacional ja construida . A estrutura do programa
também permite a obtengdo de resultados em computadores relativamente pequenos, embora
isto possa ainda demandar um tempo de célculo talvez longo, por causa do armazenamento

temporario de dados em disco rigido usando o método frontal como implementado neste

trabalho.

Os casos testes mostraram que mesmo as fungdes de interpolagdo originais do
elemento finito considerado conduziram a resultados satisfatorios. Isto mostra que o elemento
tem potencial para ser utilizado em casos de simulagdes de escoamentos usando a formulacgéo
por volumes de controle ou de subdominio. Por outro lado a técnica de “upwind”

implementada, apresenta-se como uma alternativa para célculos de escoamentos de forma a se
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evitar resultados espurios. Entretanto, desenvolvimentos adicionais e testes mais severos da

técnica devem ser implementados, a fim de se ter mais subsidio sobre sua viabilidade em

problemas mais complexos, visto que o uso da mesma requer a inversdo de pelo menos 4

matrizes de dimensdes 4 x 4 por elemento.

6.2 Alguns Desdobramentos deste Trabalho.

Neste item, apresenta-se alguns dos possiveis desdobramentos deste trabalho e que sdo

objetivos a serem atingidos em sua continuagdo. Estes desdobramentos ou sugestdes para

futuros trabalhos sdo listados a seguir:

(1

2)

€)

Inclusdo de um pré processador ao corpo do programa o que permitiria uma fécil
discretizacdo de qualquer dominio e adaptagio do programa para calculos que exigissem
um refinamento da malha em tempo de processamento. Boa parte do tempo total numa
simulacdo por elementos finitos pode ser consumida na fase de pré processamento
(geragdo da malha, introdugio de condi¢des de contorno e propriedades do meio). A
geragiio manual de uma malha de elementos finitos, dependo do refinamento exigido,
pode ser uma tarefa extremamente drdua e tediosa, ou até mesmo impraticavel, sem
contar que a chance de erros na criagdo da malha, manualmente, aumenta

consideravelmente.

Extensdio do programa para célculos de escoamentos com nameros de Reynolds mais
elevados dos que os casos considerados neste trabalho. Da forma como o programa fol
construido, esta etapa nfio demandara mais um esforco muito grande, que seria o caso se
ponto de partida fosse o “marco zero”. Embora, nfio se tenha obtido estes resultados no
presente trabatho, a estrutura basica do programa ou o alicerce para isto J4 esta

construido.

Célculo de escoamentos tridimensionais. Isto, obviamente, exigiria a utilizago de
elementos finitos tridimensionais. A extens3o natural do elemento deste trabatho para o
caso tridimensional, seria um elemento com 27 pontos nodais. A estrutura do programa
numérico permite a introdugdo, relativamente, sem muito custo de desenvolvimento
adicional, de calculos de escoamentos em dominios tridimensionais, como seria, por

exemplo, 0 caso de escoamentos em maquinas de fluxo; escoamentos em cilindros de
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motores de combustiio interna; dispersdo de contaminantes na atmosfera. Para problemas
tridimensionais pode ser mais vidvel um método segregado de solugdo das equagdes
discretizadas. Isto pode ser implementado, até certo ponto, de forma direta na estrutura do

programa por ter sido o mesmo construido de forma bem modular.

Modifica¢do do método de solugdo das equagdes discretizadas, o que requer, por
exemplo, alteragfio da forma de montagem das equagdes nos volumes de controle. Neste
trabalho, por razdes de simplicidade, optou-se pela formula de montagem do método de
elementos finitos de Galerkin, O tipo de montagem usado ndo requer nenhuma
informacdo adicional sobre um determinado no e seus vizinhos, a ndo ser a matriz de
conectividade cuja obtencdo vem do processo de geracfio da malha. No método de
volumes finitos cldssico, a forma de montagem da matriz global, requer informagdes
sobre os nds e seus vizinhos e ¢ dificil de ser implementada em malhas ndo estruturadas,
O programa numérico desenvolvido neste trabalho permite o uso de elementos

triangulares (malha nio estruturadas) de maneira direta.
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ANEXO 1

Trecho de Programa para Montagem da Matriz nos Elementos

Um algoritmo genérico para montagem da matriz nos elementos € mostrado a seguir.
Este algoritmo pode ser usado para montar matriz de elementos quadraticos tais como:
tridngulos com 6 n6s e quadriliteros com 8 ou 9 nds. Os noés devem ser numerados
sequencialmente em qualquer sentido de rotagdo. No caso, eles sdo numerados no sentido

anti-horario com o primeiro né no canto inferior esquerdo, em coordenadas locais.

C montagem dos termos de velocidade da equacio de quantidade de movimento
irowu=1
do 180 inodp=1,nnodp
cnnodp=6ou8ou9
¢ Inods é a matriz de conectividade
¢ nodfm é um vetor que contém o namero de graus de liberdade por né
noi=iabs(Inods(ielem,inodp))
irowv=irowutnodfm(noi)-1
jeolu=1
do 190 jnodp=1,nnodp
noj=iabs(Inods(ielem.jnodp))
jeolv=jcolutnodfm(noj)-1
c

¢* colocacdo dos termos de massa, convectivo e difusivo nas equacdes de quantidade de

¢ movimento.

¢ flumx ¢ a matriz global com todos os graus de liberdade num elemento
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¢ elkm corresponde a matriz de massa na equagio (3.45)
¢ conv & matriz dos termos covectivos da equacédo (3.41)
celkll, elk22 sdo idénticas & matriz s da equagfo (3.42)
flumx(irowu,jeolw)=flumx(irowu,jcolu)+elkm(inodp,jnodp)-
* (conve(inodp,jnodp)-elk11({inodp,jnodp))
flumx(irowv,jeolv)=flumx(irowv jcolv)+elkm(inodp,jnodp)-
*(conve(inodp,jnodp)-eik22(inodp,jnodp)
jeolu=jcolut+nodfm(noj)
190  continue
irowu=irowu+nodfm(noi)
180 continue
¢ montagem do termo de pressdo da equaciio de quantidade de movimento
irowu=1
do 140 inodp=1,nnodp
nop=iabs(Inods(iclem,inodp))
irowv=irowu+nodfm(nop)-1
cmnodl =3 ou4
do 150 jnodp=1,nnodl
¢ ndofm: maximo numero de graus de liberdade por no
jeolp=(jnodp-1)*(2*ndofm-1)+2
¢*** colocacdio dos termos de pressdo nas equacdes de quantidade de movimento
¢ hulp é a matriz do termo de pressdo na equacio de qtde. de movimento em X
¢ hu2p é a matriz do termo de pressdio na equagio de gtde. de movimento em y
flumx(irowu,jcolpy=flumx(irowu,jcolp)+hulp(inodp,jnodp)
flumx(irowv,jcolp)y=flumx(irowv.jeolp)+huZp(inodp,jnodp)
150  continue
irowu=irowu+nodfm(nop)
140  continue
¢ montagem dos termos devido a equacio de continuidade
do 160 inodp=1,nnodl
¢ ndofm: méaximo numero de graus de liberdade por néd
irowp=(inodp-1)*(2*ndofm-1)+2
jeolu=1

do 170 jnodp=1,nnodp
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noc=iabs(Inods(ielem,jnodp))
jeolv=jcolu+nodfm(noc)-1

¢*** formacio da equacio de continuidade

¢ huast matriz da velocidade u na equacgéo de continuidade

¢ hvast matriz da velocidade v na equacdo de continuidade
flumx(irowp,jcolw)=flumx(irowp.jcolu)-+huast(inodp,jnodp)
flumx(irowp.jcolv)=flumx(irowp,jcolv)+hvast(inodp,.jnodp)
jeolu=jcolutnodfm(noc)

170 continue

160 Continue

Um diagrama mostrando como fica a matriz de um elemento € apresentado na Figura

I.1. Pode-se verificar que a matriz global num elemento ¢ composta de varias submatrizes
cujas dimensdes sdo ndof; x ndof,, sendo ndof; o niimero de graus de liberdade em um nd i.

Os espacos, ou sdo zeros ou podem conter termos de outras matrizes se considerar termos
difusivos de V na equagio de quantidade de movimento em X e termos difusivos de U na

equagio de quantidade de movimento em Y.

Nagquele diagrama os elementos da matriz G sdo definidos por
Gla. py=M(a, ) - 1C(a, f) - K(a, f)] (I.1)

onde M, C e K sfo definidas pelas equagdes (3.35a, b, ¢) respectivamente.

A partir das equagdes (3.35d.¢) obtém-se para as outras matrizes indicadas:

H(a, f") = f mmedcfd??
(1.2)

o,
Ol ') = j L

svea

5N
Dia'. ) = f pwé-—Jd«fdf?
(1.3)

R’ ) = j p——Jdcfdn
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ANEXO II

Resultados Numéricos

Neste Apéndice sdo apresentadas tabelas com valores numéricos de vérios resultados

mostrados, graficamente, nos Capitulos 4 ¢ 5. Também estd indicada & qual figura os

resultados correspondem.

Tabela I1.1. Evolugfio de U ao longo do tempo, malha 12 x 12 elementos. Figura 4.3 (a)

Y Uemt=2 Uemt=35 Uemt=10 emt=35
0.00000 .000000000E+00 | .000000000E+00 : .000000000E+00 | .000000000E+00
0.02865 -.842028627E-02 | -.123332102E-01 | -.177459413E-01 | -.327048630E-01
0.05731 - 143716709E-01 | -.222331395E-01 | -.334403556E-01 | -.624911033E-01
0.09022 -.190176455E-01 | -.315040581E-01 | -.501959993E-01 | -.948381755E-01
0.12313 - 221925185E-01 1-.394242995E-01 | -.669202904E-01 | -1.27346404E-01
0.16094 -249140888E-01 | -.478677709E-01 |-.871420899E-01 | -1.64443444E-01
0.19875 -272953636E-01 |-.5365768852E-01 |-1.09728127E-01 | -2.02114474E-01
0.24218 -301505569E-01 | -.674921366-01 | -1.36649251E-01 | -2.39265310E-01
0.28361 -.334484917E-01 | -.801360801E-01 | -1.64833012E-01 | -2.57437159E-01
0.33550 -.379868899E-01 | -.953235163E-01 | -1.91937781E-01 | -2.56523805E-01
0.38539 - 434720549E-01 [ -1.10511813E-01 | -1.93731279E-01 | -2.18221360E-01
0.44269 - 506766477E-01 |-1.23345008E-01 | -1.75187412E-01 | -1.61319045E-01
0.50000 -.383841157E-01 1-1.16842582E-01 | -1.32644334E-01 | -1.06047319E-01
0.55731 -.653281654L-01 | -.958393167E-01 | -.767041820E-01 | -.468483931E-01
0.61461 -.695235900E-01 | -.668387031L-01 | -.249377430E-01 | .113368935E-01
0.66450 - 701555493E-01 | -.365339164E-01 |.197164224E-01 | .623836606E-01
0.71439 -.667670954E-01 | -.589010451E-02 | .607254662E-01 |.110517613E+00
0.75782 -.600160456E-01 | .182344722E-01 |.921891344E-01 |.152632429E+00
0.80125 -.462543808E-01 | .423708374E-01 |.121584964E+00 |.192072323E+00
0.83906 -.239337897E-01 | .654385124E-01 |.146721339E+00 | .223896358E+00
0.87687 208049119E-01 |.111040724E+00 |.185620440E-+00 |.262111180E+00
(.90978 125793818E+00 |.189948187E+00 |.248421632E+00 | .314299248E+00
0.94269 314633712E+00 |.357938991E-+00 | .395547214E+00 | .441488692E+00
0.97135 508479572E+00 | .623527515E+00 | .642747383E+00 | .666812098E+00
1.00000 100000000E+01 | .100000000E+601 | .100000000E+01 | .100000000E+01
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Tabela I1.2. Evolugiio de V ao longo do tempo, malha 12 x 12 elementos. Figura 4.3 (b)

X Vemt=2 Vemt=35 Vemt=10 Vemt=35
0.00000 .000000000E-+00 | .000000000E+00 : .000000000E+00 | .000000000E+00
0.02865 .168728787E-01 | 261707885E-01 | 430613687E-01 | .715742651E-01
0.05731 282897327E-01 | .449856150E-01 | .742104302E-01 |.123124814E+00
0.09022 360290783E-01 | .594563569E-01 | .987317032E-01 |.163105091E+00
0.12313 398334927E-01 | .685029866E-01 |.115187813E+00 |.190129852E+00
0.16094 A412144277E-01 | .746426797E-01 |.128327637E+00 |.211727118E+00
0.19875 A407855749E-01 | .781587786E-01 |.138270222E+00 | .226424898E-+00
0.24218 391541148E-01 | .807234817E-01 |.147265398E+00 |.234559259E+00
0.28561 J368019001E-01 | .822892302E-01 |.152956736E+00 |.228742546E+00
0.33550 335748998E-01 | .831088532E-01 |.153862351E+00 |.206736838E+00
0.38539 297473846E-01 | .818730796E-01 |.146355314E+00 | .170241186E+00
0.44269 244902164E-01 | .757211443E-01 |.123987943L+00 |.119237112E+00
0.30000 178195168E-01 | .617143190E-01 | .851289256E-01 | .607076640E-01
0.55731 873244185E-02 | .375824416E-01 | .357775968E-01 | .115357778E-02
0.61461 -.354025566E-02 | .560065665E-03 |-.237814975E-01 | -.604341969E-01
0.66450 -.180186665E-01 | -.419103146E-01 |-.825363245E-01 | -1.17915124E-01
0.71439 -354119174E-01 |-.928941587E-01 | -1.49419443E-01 | -1.82223423E-01
0.75782 - 514620552E-01 | -1.35946346E-01 | -2.09790339E-01 | -2.47217316L-01
0.80125 -.653989924E-01 | -1.73673210E-01 { -2.70345919E-01 | -3.17515639E-01
0.83906 - 726112408E-01 [-1.85766981E-01 |-2.95492228E-01 | -3.59130411E-01
0.87687 - 723838080E-01 | -1.74228372E-01 | -2.86842853E-01 | -3.69346034E-01
0.90978 -.639962374E-01 | -1.42489347E-01 | -2.35702887E-01 | -3.14806095E-01
0.94269 -481774979E-01 |-.977953911E-01 | -1.58779876E-01 | -2.16910139E-01
0.97135 -.278390048F-01 | -.520261710E-01 |-.844017919E-01 | -1.17403874E-01

1.00000

.000000000E+00

.000006060E+00

.000000000E+00

.000000000E+00




Tabela I1.3.(a) Escoamento evoluindo para regime permanente. Figura 4.4

Y Uemt=35 Uemt=250
00000 .060000000E+00 .000000000E+00
02865 -.327048630E-01 -338744531E-01
05731 -.624911033E-01 -.646786910E-01
09022 -.948381755E-01 -.979976679E-01
12313 - 127346404E+00 -.131312611E+00
.16094 - 164443444FE+00 -.169036612E+00
19875 -.202114474E+00 -.206914962E+00
24218 -.239265310E+00 -.243699799E+00
28561 -.257437159E+00 -.260221726E+00
33550 -.256523805E+00 -257024082E+00
38539 -.218221360E+00 -.217569250E+0G0
44269 -.161319045E+00 -.160049215E+00
50000 -.106047319E+00 -.104635608E+00
55731 -.468483931E-01 -455908733E-01
61461 .113368935E-01 .125983317E-01
66450 .623836606E-01 .637491920E-01
71439 .110517613E+00 112178362E+00
75782 .152632429E+00 154721991E+00
80125 192072523E+00 .194627267E+00
83906 223896358E+00 .226910642E+00
87687 262111180E+00 265275177E+00
90978 314299248E+00 317167601E+00
94269 441488692E+00 443601578E+00
97135 .666812098E+00 667954560E+00
1.00000 .100000000E+01 .100000000E+01




Tabela 11.3.(b) Escoamento evoluindo para regime permanente. Figura 4.4,

X Vemt=35 Vemt=50
.00000 .000000000E+00 .000000000E+00
.02865 J715742651E-01 .734328559E-01
05731 123124814E+00 .126262468E+00
09022 163105091 E+00 167090270E+00
12313 .190129852E+00 .194522727E+00
16094 211727118E+00 216198375E+00
19875 .226424898E+00 230555497E+00
24218 .234559259E+00 237866891E+00
28561 .228742546E+00 .230807592E+00
33550 .206736838E+00 207412920E+00
38539 .170241186E+00 .169735495E+00
44269 119237112E+00 .117991778E+00
50000 .607076640E-01 .592614695E-01
55731 A15357778E-02 -327665033E-03
.61461 -.604341969E-01 -.618391195E-01
66450 - 117915124E+0G0 -.119257612E+00
71439 -.182223423E+00 -.183477744E+00
75782 - 247217316E+00 -.248585694E+00
80125 - 317515639E+00 -.319176536E+00
.83906 -.359130411E+00 -.361449772E+00
87687 -.369346034E+00 ~372551474E+00
90978 -.314806095E+00 -.318086680E+G0
94269 -.216910139E+00 -.219459658E+00
97135 -.117403874E+00 -.118883546E+00

1.00000 .000000000E+00 .000000000E+00
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Tabela 1.3 (c). Comparagfo de resultados. Figura 4.5.

Y Kettleborough et | Presente Trabalho
al. (1989)

0.00 0.00000 0.00000

0.05 -0.06667 -0.05806
0.10 -0.13070 -0.10645
0.15 -0.18670 -0.15806
0.20 -0.23470 -0.20710
0.25 -0.26700 -0.25161
0.30 -0.28000 -0.26452
0.35 -0.26400 -0.24710
0.40 -0.21333 -0.20516
0.45 -0.16000 -0.15484
0.50 -0.10670 -0.10464
0.55 -0.04900 -0.05226
0.60 -0.00790 -0.00645
0.65 0.04530 0.04968

0.70 0.10133 0.09871

0.75 0.14667 0.14710
0.80 0.20000 0.19677
0.85 0.25300 0.23871

0.90 0.32000 0.30194
0.95 0.50667 0.50516
1.00 1.000 1.00000
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Tabela I1.4.(a) Resultados referentes & Figura 4.6, matha 12 x 12

Y Uemt=3 Uemt=35
0.000000 .000000000E+00 | .000060066E+00
0.028653 - 123332102E-01 | -.327048630E-01
0.057306 -.222331395E-01 | --624911033E-01
0.090220 -.315040581E-01 | --948381755E-01
0.123130 -.394242995E-01 | --127346404E+00
0.160940 -.478677709E-01 | -.164443444E+00
0.198750 -.565768852E-01 | -.202114474E+00
0.242180 -.674921366E-01 | -239265310E+00
0.285610 -.801360801E-01 | -257437159E+00
0.335500 -.8953235163E-01 | -.256523805E+00
0.385390 - 110511813E+00 | -218221360E+00
0.442690 -.123345008E+00 | -.161319045E+00
0.500000 -.116842582E+00 | -.106047319E+00
(0.557310 -.958393167E-01 | -468483931E-01
0.614610 -.668387031E-01 |.113368935E-01
0.664500 -.365339164E-01 | .623836606E-01
0.714390 -.589010451E-02 |.110517613E+00
0.757820 182344722E-01 | .152632429E+00
0.801250 A23708374E-01 | .192072523E+400
0.839060 654385124E-01 | .223896358E+00
0.876870 111040724E+00 | .262111H180E+00
0.909780 189948187400 | .314299248E+00
0.942690 357938991 E+00 | .441488692E+00
0.971350 .623527515E+00 | .666812098E+00
1.000000 .100000000E+0Q1 | .100000000E+01
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Tabela I1.4.(b) Resultados referentes & Figura 4.6, malha 30 x 30

Y Uemt=23 Uemt=35
000000 .000000000E-+00 | .000000000E+00
011520 -.606614148E-02 | -.157322257E-01
023040 - 115971052E-01 | -307026913E-01
035144 -.169034601E-01 | -457936810E-01
047248 -217626827E-01 | -.604015366E-01
059967 -264621338E-01 | -.754097874E-01
072686 -308180743E-01 | -.902347686E-01
086050 -351028645E-01 | -.105770242E+00
099415 -391648244E-01 | -.121405596E+00
113460 -432731012E-01 | -.138025916E+00
127500 -472935710E-01  -.154892000E+00
142260 -.515064542E-01 | -.172820984E+00
157010 -.557787279E-01 | -.190832717E+00
172520 -.604103665E-01 | -.209563656E+00
.188020 -.632497280E-01 | -.227724580E+00
204310 - 706152209E-01 | -.245651599E+00
220600 -.763144402E-01 | -.261800157E+00
237720 -.826743969E-01 | -.276193750E+00
254840 -.894184866E-01 | -.287216487E+00
272830 -.968523009E-01 | -.294730732E+00
290810 - 1045658 14E+00 | -.297495642E+00
309710 - 1127880928E+00 | -.295434480E+00
328610 -.120938643E+00 | -.288246074E+00
348470 - 129075944E+00 | -.275979123E+00
368330 -.136427784E+00 | -.259619876E+00
389200 -.142844369E+00 | -.239128815E+00
410070 - 147419056E+00 | -.216462223E+00
431990 - 149849015E+00  -.191234128E-+00
453920 -.149319042E+00 | -.165534779E+00
476960 -.145515637E+00 | -.138506713E+00
500000 - 138197332E+00 | -.111930724E+00
523040 -.127679870E+00 | -.857732822E-01
546080 - 114441855E+00 | -.600044170E-0C1
568010 -.997778060E-01 | -.356904137E-01
589930 -.837384226E-01 | -.114578563E-01
610800 -.676394072E-01 116504877E-01
631670 -.512277693E-01 .348392073E-01
651530 -.356474069E-01 S570195217E-01
671390 -20401239%E-01 .792468206E-01
690290 -.639369829E-02 | .100418230E+00
709190 .698696576E-02 121467202E+00
727170 .190541830E-01 .141314442E+00
745160 3046755278-01 160820112E+00
762280 407326700E-01 1789798 10E+00
779400 .505467609E-01 196570344E+00
795690 596281581E-01 212734242FE+00
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Tabela I1.4.(b) Resultados referentes a Figura 4.6, malha 30 x 30. Cont.

Y Uemt=35 Uemt=35
523040 - 127679870E+00 | -.857732822E-01
546080 -.114441855E+00 | -.600044170E-01
568010 -997778060E-01 | -.356904137E-01
.589930 -.837384226E-01 | -.114578563E-01
610800 -.676394072E-01 .116504877E-01
631670 -.512277693E-01 .348392073E-01
651530 ~.356474069E-01 .5370195217E-01
671390 -.204012399E-01 .792468206E-01
690290 -.639369829E-02 | .100418230E+00
709190 .698696576E-02 121467202E+00
727170 .190541830E-01 141314442E+00
745160 304675527E-01 .160820112E+00
762280 407326700E-01 1789798 10E+00
779400 505467609E-01 196570344E+00
795690 596281581E-01 212734242E+00
811980 .688716602E-01 228248282FE+00
.827480 .782913075E-01 242501261E+00
842990 .893397724E-01 256500223E+00
857740 102482804E+00 | .270129608E+00
872500 120293171E+00 | .285226070E+00
886540 Jd43781979E+00 | .302631639E+00
900590 A77165727E4+00 | .325978710E+00
913950 221493753E+00 | .357098995E+00
927310 282483720E+00 | .401785910E+00
940030 359604619E+00 | .461145977E+00
952750 458650200E+00 | .541270638E+00
964860 574273736E+00 | .638032193E+00
976960 70964941 1E+00 | .753746833E+00
988480 .852019776E+00 | .873565009E+00

1.000000 .100000000E+01 | .100000000E+01
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Tabela I1.4.(c) Resultados referentes & Figura 4.6, malha 40 x 40

Y Uemt=35 Uemt=35
000000 J000000000E+00 | .000000000E+00
008646 -472075673E-02 | -.128775007E-01
017293 -912413438E-02 | -.252613356E-01
026260 -.133862610E-01 | -.376638381E-01
035228 -.173701085E-01 | -.496984355E-01
044528 -212394129E-01 | -.618700516E-01
.053829 -.248739479E-01 | -.738053955E-01
063475 -.284280090E-01 | -.860106307E-01
073121 -317953606E-01 | -.981134004E-01
083126 -.351248243E-01 | -.110626592E+00
093131 -.383215270E-01 | -.123160952E+00
103510 -415322326E-01 | -.136229922E+00
113880 - 446669726E-01 | -.149388623E-+00
124650 -478801957E-01 | -.163159229E+00
135410 -.510814200E-01 | -.177007342E+00
1463570 -.544261242E-01 | -.191393905E+00
157730 -.578286439E-01 | -.205717028E+00
169310 -.614514077E-01 | -.220356488E-+00
180880 -.651943862E-01 | -.234588025E+00
192890 -.692349014E-01 | -.248704997E+00
204900 -.734564386E-01 | -.261906516E+00
217350 -.780372666E-01 | -.274341076E+00
229800 -.828375357E-01 | -.285209213E+00
242720 -.880459124E-01 | -.294563501E+00
255630 -934731951E-01 | -.301678546E+00
269030 -.993084104F-01 | -.306539702E+00
282420 - 105308310E+00 | -.308652512E+00
296320 -111641778E+00 | -.307971029E+00
310210 - 118001927E+00 | -.304377493E+00
324620 - 124510021 E+00 | -.297816784E+00
339030 -.130802362E+00 | -.288612852E+00
353970 -.136925445E+00 | -.276698886E+00
368920 -.142469383E+00 | -.262783178E+00
384420 -.147397154E+00 | -.246733951E+00
399920 -.151280086E+00 | -.229534836E+00
415990 -.154011484E+00 | -.210900257E+00
432070 .. 155215893E+00 | -.191849752E+00
448740 -.154739175E+00 | -.171951129E+00
465410 -.1532367612E+00 | -.152145762E+00
482710 -.147925356E+00 | -.131796526E+00
500000 - 141487514E+00 | -.111751944E+00
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Tabela II.4.(c) Resultados referentes a Figura 4.6, malha 40 x 40. Cont.

517290 -.133210820E+00 | -.919634995E-01
534590 - 123287225E+00 | -.723776364E-01
551260 -.112397798E+00 | -.536360374E-01
567930 -.100475289E+00 | -.349498664E-01
584010 -.882231010E-01 | -.169170683E-01
600080 -.754922299E-01 | .116114237E-02

615580 -.629421762E-01 | .186902693E-01

631080 -.503178483E-01 | .363231027E-01

646030 -.382104265E-01 | .534406688E-01

660970 -.263067994E-01 | .706350855E-01

675380 - 151014326E-01 | .872931636E-01

689790 -424142460E-02 | .103977084E-+00
703680 S584854253E-02 | .120056568E+00
717580 .155409813E-01 .136080158E+00
730970 244756609E-01 | .151414289E+00
744370 330243263E-01 | .166583613E+00
757280 409008210E-01 | .180989295E+00
770200 A484751623E-01 | .195124229E+00
782650 .555372649E-01 | .208440154E+00
795100 624823749E-01 | .221393402E+00
807110 .692027032E-01 | .233531371E+00
819120 .761876191E-01 245303227E+00
.830690 .834390432E-01 256352739E+00
842270 916787358E-01 26724098 5E+00
.853430 J101061513E+00 | .277799306E+00
.864590 112673224E+00 | .288818975E-+00
875350 .126843780E+00 | .300457355E+00
886120 145215263E+00 | .314019974E+00
896490 .168148325E+00 | .330011878E+00
906870 JA97952670E+00 | .350508954E+00
916870 234763705E+00 | .376216680E+00
926880 281461052E+00 | .409964769E+00
936520 337324734E+00 | .451935500E+00
946170 405474410E+00 | .505223391E+00
955470 A483551634E+00 | .568299509E+00
964770 ST74127695E+00 | .643399244E+00
973740 672490328E+00 | .726148566E+00
982710 779996241E+00 | .817015338E+00
991350 .889130155E+00 | .908615389E+00
1.000000 .100000000E+01 | .100000000E+01
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Tabela I1.5 (a). Resultados referentes & Figura 4.9, malha 30 x 30

Y U;t=75;Re=400 {U;t=35; Re = 1000
.000000 .000000000E+00 .000000000E+00
011520 -.606614148E-02 -.526826719E-02
023040 -.115971052E-01 -.985929267E-02
035144 - 169034601 E-01 -.140266828E-01
047248 -217626827E-01 - 175986589E-01
059967 -.264621338E-01 -207961103E-01
072686 -.308180743E-01 -.235082517E-01
086050 -.351028645E-01 -.259246163E-01
099415 -.391648244E-01 -279817358E-01
113460 -432731012E-01 -298426546E-01
127500 -.472935710E-01 -.314734702E-01
142260 -.515064542E-01 ~.330182859E-01
157010 -.557787279E-01 -.344567322E-01
172520 -.604103665E-01 -.359211809E-01
188020 -.652497280E-01 -.373915707E-01
204310 - 706152209E-01 -.389965992E-01
220600 -.763144402E-01 -407079532E-01
237720 -.826743969E-01 ~426618422E-01
254840 -.894184866E-01 -.448138699E-01
272830 -.968523009E-01 -.473204623E-01
290810 - 104565814E+00 -.501191490E-01
309710 - 112788928E+00 -.533992315E-01
328610 - 120938643E+00 ~.570893391E-01
348470 - 129075944E+00 -.614047549E-01
368330 -.136427784E+00 -.662835643E-01
389200 -.142844369E+00 - 719065969E-01
410070 -.147419056E+00 -.782324065E-01
431990 -.149849015E+00 -.8516453143E-01
453920 -.149319042E+00 -925718556E-01
476960 - 145515637E+00 -.998513233E-01
500000 - 138197332E+00 - 105873309E+00
523040 - 127679870E+00 - T11427911E+00
546080 -.114441855E+00 - 112158483E+00
568010 -.997778060E-01 -.106856306E-+00
589930 -.837384226E-01 - 970921372E-01
610800 -.676394072E-01 -.846726319E-01
631670 -.512277693E-01 -.694955764E-01
651530 -.356474069E-01 -.525976658E-01
671390 -.204012399E-01 -.345433571E-01
690290 -.639369829E-02 ~173166801E-01
709190 .698696576E-02 -.897106072E-03
J27170 .190541830E-01 135425379E-01
745160 304675527E-01 264759001 E-01
762280 A407326700E-01 370797793E-01
779400 .505467609E-01 460027979E-01
795690 .596281581E-01 529737533E-01
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Tabela I1.5 (a). Resultados referentes & Figura 4.9, matha 30 x 30. Cont.

Y U;t=5Re=400 U;t=35; Re= 1000
523040 -.127679870E+00 - 11142791 1E+00
546080 -.114441855E+00 -.112158483E+00
568010 -.997778060E-01 -.106856306E+00
589930 -.837384226E-01 -.970921372E-01
610800 -.676394072E-01 -.846726319E-01
631670 -.512277693E-01 -.694955764E-01
651530 -.356474069E-01 -.525976658E-01
671390 -.204012399E-01 -.345433571E-01
690290 -.639369829E-02 -.173166801E-01
709190 698696576E-02 -.897106072E-03
27170 .190541830E-01 .135425379E-01
745160 .304675527E-01 264759001E-01
762280 .407326700E-01 370797793E-01
779400 .505467609E-01 A60027979E-01
795690 .596281581E-01 529737533E-01
811980 .688716602E-01 .586047440E-01
827480 .782913075E-01 .628469372E-01
842990 .893397724E-01 663109218E-01
857740 .102482804E+00 691308098E-01
872500 120293171E+00 .724542449E-01
886540 143781979E+00 T70343532E-01
900590 A77165727E+00 .861940205E-01
913950 221493753E+00 102577872E+00
927310 .282483720E+00 .134130364E+00
940030 359604619E+00 .186136780E+00
852750 A458650200E+00 271539141E+00
964860 .574273736E+00 393463295E+00
976960 70964941 1E+00 563381915E+00
988480 .852019776E+00 J167791093E+00
1.000000 .100000000E+01 -100000000E+01
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Tabela 11.5 (b). Resultados referentes a Figura 4.9, malha 30 x 30

Y U;t=10; Re = 400 | U; =10; Re = 1000
000000 L000000000E+00 | .000000000E+00
011520 -.879023223E-02 | -.584472132E-02
023040 -.170832966E-01 | -.111568867E-01
035144 -.253752521E-01 | -.162467533E-01
047248 -.333464514E-01 | -.209232396E-01
059967 -.4149485875-01 | -.255026726E-01
072686 -495237199E-01 | -.298684449E-01
086050 -.579482051E-01 | -.343880686E-01
099415 -.664748167E-01 | -.390379567E-01
113460 - 756514833E-01 | -.443088598E-01
127500 -.851470477E-01 | -.502738857E-01
142260 -.955494439E-01 | -.576296503E-01
157010 -.106436980E+00 | -.665025333E-01
172520 -.118411345E+00 | -.778127074E-01
188020 -.130897735E+00 | -.915846368E-01
204310 -.144436587E+00 | -.108751601E+00
220600 -.158244872E+00 | -.128935183E+00
237720 - 172702408E+00 | -.152535091E+00
254840 -.186750653E+00 | -.178198337E+00
272830 - 200517799E+00 | -.205572103E+00
290810 -212685502E+00 | -230517085E+00
309710 -223132621E+00 | -.254211569E+00
328610 -.230450999E+06 | -.268006192E+00
348470 -.234395621E+00 | -.275169346E+00
368330 -.233886566E+00 | -.272316432E+00
389200 -228752861E+00 | -258702614E+00
410070 -.218859729E4+00 | -.241845884E+00
431990 -.204095277E+00 | -.219003560E+00
453920 - 185605987E+00 | -.195342625E+00
476960 -.163091919E+00 | -.170275699E+00
5060000 -.138708436E+00 | -.144347467E+00
523040 - 113120238FE+00 | -.118157237E+00
546080 -.872113204E-01 | -.908743057E-01
368010 -.626451706E-01 | -.637634105E-01
.589930 -.385176967E-01 | -356210174E-01
.610800 -.161238056E-01 | -.803881950E-02
631670 .558330613E-02 .199354640E-01
651530 255434754E-01 .468097963E-01
671390 447613660E-01 [734647514E-01
690290 .623407895E-01 984732501E-01
709190 791754112E-01 122456466E+00
727170 .944963447E-01 144158741 E+00
745160 109106366E+00 | .163927066E+00
762280 122360086E+00 | .180657658E+00
779400 .134985030E+00 | .194583010E+00
795690 146496281E+00 | .205032599E+00
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Tabela I1.5 (b). Resultados referentes a Figura 4.9, matha 30 x 30. Cont.

Y U; t= 10; Re =400 | U; t=10; Re = 1000
523040 - 113120238E+00 | -.118157237E+00
546080 -.872113204E-01 | -.908743057E-01
568010 -.626451706E-01 | -.637634105E-01
589930 -.385176967E-01 | -.356210174E-01
610800 -.161238056E-01 | -.803881950E-02
631670 558330613E-02 .199354640E-01
651530 .255434754E-01 468097963E-01
671390 447613660E-01 .734647514E-01
690290 .623407895E-01 984732501E-01
709190 791754112E-01 .122456466E+00
727170 .944963447E-01 .144158741E+00
745160 .109106366E+00 | .163927066E+00
762280 J122360086E+00 | .180657658E+00
779400 .134985030E+00 | .194583010E+00
795690 146496281 E+00 | 205032599E+00
811980 157678664E+00 | .212423489E+00
.827480 168299369E+00 | .216625305E+00
.842990 A79518787E+00 | .218362332E+00
857740 191580471E+00 | .217991072E+00
872500 206650331E+00 | .216429844E+00
.886540 225752799E+00 | .214473806E+00
900590 252834664E+00 | .214274231E+00
913950 289455444E+00 | 218193583E+00
927310 341412961E+00 | .233318722E+00
940030 409079138E+00 | .266136519E+00
952750 A98397345E+00 | .331358196E+00
964860 .6046435236E+00 | .435107517E+00
976960 730526533E+00 | .590063943E+00
988480 .863156863E+00 | .782076672E+00
1.000000 .100000000E+01 | .100000000E+01
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Tabela I1.6 (a) Resultados do presente trabaltho referentes a Figura 4.13

Y UemX=2 UemX=6
000000 .000000000E+00 000000000E+00
034316 -.241193080E-01 .121460639E-01
068632 -.449688388E-01 256452284E-01
109440 -.655080048E-01 434842833E-01
150250 -.814238009E-01 .633096132E-01
198780 -.943570390E-01 .895409686E-01
247310 -.100823003E+00 118752122E+00
305020 -.100235712E+00 .157460916E+00
362740 -.908514095E-01 .200578326E+00
431370 -.686472717E-01 257483657TE+00
500000 -.349257259E-01 .320291792E+00
568630 975199765E-02 .388317400E+00
637260 .649177307E-01 A60725232E+00
694980 119155039E+00 524103806E+00
752690 .180381094E+00 .588963639E+00
801220 237057951E+00 644052447E+00
849750 .298324372E+00 699181332E+00
890560 .353014502E+00 .745230244E+00
931370 A10395829E+00 790759796E+00
965680 460479495E+00 .828419989E+00
1.000000 511962204E+00 .865382226E+00
1.034500 .564883628E+00 .901632930E+00
1.069000 .618343087E+00 936815312E+00
1.106300 677004416E+00 973415930E+00
1.143500 735452423E+00 .100822501E+01
1.183800 .798495527H+00 1043737056401
1.224000 .860696913E+00 .107664238E+01
1.267500 .926521097E+00 110912596E+01
1.311000 .990177466E+00 J13812236E+01
1.357900 105545351E+01 116523660E+01
1.404900 111665897E+0] .118787754E+01
1.455600 A17715659E+01 120703879E+01

1.506300 123138099E+01 122056904E+01
1.561100 .128246682E+01 122874315E+01
1.615900 132546129E+01 123009079E+01
1.675000 136255775E+01 122389585E+01
1.734200 .138997956E+01 .120969833E+01
1.798100 .140856281E-+01 118564111E+01
1.862000 141570558E+01 115268342E+01
1.931000 .141053516E+01 110772538E+01
2.000000 .139197906E+01 105359990E+01
2.069000 J136013318E+01 .991344355E+00
2.138000 .131493947E+01 .921922688E+00
2.201900 .126152410E+01 .852460398E+00
2.265800 .119709284E+01 .779028651E+00
2.325000 .112804058E+01 J708612640E+00
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Tabela I1.6 (a). Resultados do presente trabalho referentes & Figura 4.13. Cont.

Y UemX=2 UemX=6
2.384100 .105044824E+01 .636937600E+00
2.438900 971473792E+00 570147746E+00
2.493700 .886278250E+00 503753553E+00
2.544400 .802787214E+00 443292535E+00
2.595100 J715506885E-+00 384240712E+00
2.642100 632108295E+00 331127644E+00
2.689000 .547224608E+00 .279976500E+00
2.732500 A67787353E+00 .234386059E+00
2.776000 .388299063E+00 .190732996E+00
2.816200 315378216E+00 152214392E+00
2.856500 .243257798E+00 .115431520E+00
2.893700 A77931742E+00 .831515875E-01
2.931000 .113905406E+00 .524285497E-01
2.965500 .561830782E-01 .254958711E-01
3.000000 .000000000E+00 .000000000E+00

Tabela I1.6 (b). Resultados de Winterscheidt et al. referentes a Figura 4.13.

Y Uem X =2 Y UemX=6
0.0000 0.0000 0.00000 0.060000
0.0500 -0.0542 0.07020 0.02174
0.1200 -0.0750 0.21050 0.10870
0.2000 -0.0917 0.25610 0.15220
0.2600 -0.0917 0.35090 0.19570
0.3433 -0.1083 0.40350 0.23910
0.4000 -0.0840 0.46667 0.28260
0.4533 -0.0750 0.60700 0.43480
0.5733 0.0300 0.73680 0.56520
0.6567 0.100 0.87720 0.69570
0.7667 0.2333 1.05260 0.89130
0.9100 (.4335 1.27370 1.08700
1.0400 0.6250 1.47370 1.19570
1.1800 0.8583 1.68420 1.17830
1.3400 1.1375 1.89470 1.13040
1.5333 1.3042 2.03510 (0.96520
1.7567 1.3917 2.28070 0.73910
1.9533 1.3667 2.45610 0.50000
2.1333 1.2417 2.59650 0.34780
2.3500 1.0083 2.73680 0.17390
2.4833 0.7667 2.85960 0.08700
2.6233 0.5708 2.92980 0.02174
2.7400 0.3208 3.00000 0.00000
2.8367 0.2042
2.8867 0.0750
2.9367 0.0208
3.0000 0.0000
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Tabela 11.7. Resultados referentes a Figura 4.21

147

Tempo Adimensional

L/D: Cheng & Armfield 1995

L/D: Presente trabalho

1. 0.35 0.30
2. 0.74 0.75
3. 1.10 1.10
4, 1.40 1.40
5. 1.65 1.60
6. 1.83 1.80
7. 2.00 1.90
8. 2.08 2.0
9. 2.18 2.10
10. 2.19 2.15
1. 221 2.20
15. 222 2.21
20, 2.28 2.31
30. 2.30 2.31
40. 231 2.31
50. 232 2.31




Tabela I1.8. Resultados referentes a figura 4.27

Y Uem X =1,378 Uem X =20 Uem X =225
000000 .000000000E+00 | .000000000E+00 | .000000000E+00
051474 323425664E+00 | .823669569E+00 | .100068990E+01
102950 601413389E+00 | .124570706LE+01 | .157966826E+01
146230 796492962E+00 | .146714810E+01 | .185202686E+01
189520 947982083E+00 | .156670892E+01 | .196743126E+01
225910 J102222205E4+01 | .158977551E+01 | .196436545E+01
262310 106013767E+01 | .176018280E+01 | .174615294E+0]
292920 110887744E+01 | .175924298E+01 | .136869476E+01
323530 J120746212E+01 | .127667601E+01 | .913697506E+00
.349260 132300935E+01 | .705281910E+00 | .493342461E+00
375000 143480434E+01 | .000000000E+00 | .000G00000E+00
400000 JA50534231E+01 | .000000000E+00 | .000000000E+00
425000 152959424E+01 | .000000000E+00 | .000000000E+00
450000 J152585781E+01 | .000000000E+00 | .000000000E+00
A75000 A51612913E+01 | .000000000E+00 | .000000000E+00
500000 151326456E+01 | .000000000E+00 | .000000000E+00
525000 151612922E+01 | .000000000E+00 | .000000000E+00
550000 .152585803E-+01 | .000000000E+0Q0 | .000000000E+00
575000 .152959466E+01 | .000000000E+00 | .000000000E+00
600000 150534307E+01 | .000000000E+00 | .000000000E~+00
625000 .143480544E+01 | .000000000E+00 | .000000000E+00
650740 132301064E+01 | .705281835E+00 | .493343529E+00
676470 120746341E+01 | .127667585E+01 | .913698696E+00
707080 .1108878356E+01 | .175924288E+01 | .136869568L+01
737690 106013871E+01 | .176018294E+01 | .174615352E+01
774090 102222327E4+01 | .158977542E+01 | .196436566E+01
.810480 947983612E+00 | .156670907E+01 | .196743194E+01
853776 .796494635E+00 | .146714904E+01 | .185202309E+01
897050 601415137E+00 | .124571081E+01 | .157967226E+01
948530 323403294E+00 | .823631706E+00 | .100063999E-+01

1.000000 .000000000E+00 | .0060000000E+00 | .000000000E+00
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Tabela [1.9. Resultados referentes & figura 4.28

Y Uem X =2,744 Uem X =3,547 Uem X =555
000000 .000000000E+00 | .000000000E+00 | .000000000E~+00
051474 S525070792E+00 | .342756992E+00 | .340791396E+00
102950 .102330709E+01 | .656617157E+00 | .633072190E+00
146230 J136872859E+01 | .892649970E+00 | .836084223E-+00
189520 157904752E+01 | .109309324E+01 | .999172171E+00
225910 163867625E+01 | .122389094E+01 | .110694050E+01
262310 158932963E+01 | .130949739E+01 | .119065050E+01
292920 146786095E+01 | .134533598E+01 | .124485618E+01
323530 128696150E+01 | .134767144E+01 | .128648871E+01
349260 .110289808E+01 | .132787068E+01 | .131332109E+01
375000 .907891278E+00 | .129320700E+01 | .133390573E+01
400000 719978901E+00 | .125159800E+01 | .134887117E~+01
425000 S51791314E+00 | .120927747E+01 | .135967495E+01
450000 417101824E+00 | .117273508E-+01 | .136693704E+01
475000 330316476E+00 | .114839667E+01 | .137111334E+01
500000 300231585E+00 | .113958173E+01 | .137247421E+01
525000 330318208E+00 | .114839686E+01 | .137111344E+01
550000 A17105125E+00 | .117273546E+01 | .136693725E+01
575000 S551795909E+00 | .120927805E+01 | .135967527E+01
600000 719984416E+00 | .125159877E+01 | .134887160E+01
625000 Q07897362E+00 | .129320795E+01 | .133390629E+01
650740 J110290433E+01 | .132787179E+01 | .131332180E+01
676470 128696741E+01 | .134767268E+01 | .128648958E+01
707080 146786605E+01 | .134533734E+01 | .124485725E+01
737690 158933395E+01 | .130949879E+01 | .119065177E+01
774090 .163867876E+01 | .122389234E+01 | .110694200E+01
.810480 157904687E+01 | .109309469E+01 | .999173866E+00
853770 J136872711E+01 | .892651439E+00 | .836086078E+00
.897050 102330591E+01 | .656618521E+00 | .633074094E-+00
948530 525024664E+00 | .342731934E+00 | .340767488E+00
1.000000 000000000E+00 | .000000000E+00 | .000000000E+00
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Tabela I1.10. Resultados referentes a Figura 4.31

X C¢ Parede Inferior Cy Parede Superior
.00000 119965807E+02 1199844 55E+02
13802 A11945014E+02 J11952571E+02
27604 .108685603E+02 108691097E+(02
40383 115650059E+02 115652961 E+02
53162 J120211102E+02 120213071E+02
.64993 21932141 E+02 121935342E+02
76825 .122032486E+02 122035729E+02
87780 A120727209E+02 120728901E+02
98734 122409509E+02 122411218E+02
1.08880 J125357879E+02 125360813E+02
1.19020 .128045604E+02 .128048764E+02
1.28410 126978268E+02 126980816E+02
1.37800 A32727026E+02 A32730178E+02
1.46500 139799160E+02 .139803528E+02
1.55190 153479871E+02 .153485695E+02
1.63240 .166494837E+02 .166501838E+02
1.71290 193415241E+02 .193425350E+02
1.78740 229272480E+02 .229286449E+02
1.86200 274252606E+02 274271513E+02
1.93100 334207163E+02 .334232604E+02

2.00000 385812629E+02 385843269E+02
2.02500 410854202E+02 410887597E+(02
2.05000 429849728E+02 429884936E+02
2.07500 441779266E+02 441815309E+02
2.10000 A452243062E+02 452279736E+02
2.12500 463301241E+02 463338568E+02
2.15000 A70288617E+02 A470325999E+02
2.17500 473093270E+02 473130193E+02
2.20000 .473044032E+02 A73080075E+02
2.22500 AT71357819E+02 471392809E+02
2.25000 466023805E+02 466057133E+02
2.29700 451003598E+02 451033518E+02
2.34400 431746500E+02 431772447E+02
2.39210 402475489E+02 .402496320E+02
2.44030 373526592E+02 373542613E+02
2.48970 343583335E+02 343594868E+02
2.53910 315212019E+02 J315219572E+02
2.58970 285267864E+02 285271677E+02
2.64030 259196885E+02 259197840E+02
2.69220 236396171E+02 .236394987E+02
2.74400 216873784E+02 216871113E+02
2.79720 .199099642E+02 .199095899E+02
2.85040 A85011572E+02 185007355E+02
2.90490 .174108468E+02 174104122E+02
2.95940 165565664E+02 165561516E+02
3.01530 158717445E+02 158713664E+02
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Tabela I1.10. Resultados referentes a Figura 4.31. Cont

X Cy Parede Inferior Cy Parede Superior
3.07120 .153813429E+02 .153810200E+02
3.12850 .150656864:+02 .150654258E+02
3.18580 .148435206L+02 .148433259E+02
3.24450 147007125E+02 .147005843E+02
3.30320 146144827E+02 146144170E+02
3.36340 145957433E+02 145957373E+02
3.42360 .145875908E+02 145876372E+02
3.48530 145984045E+02 .145984989E+02
3.54700 146070297E+02 146071641 E+02
3.61020 .146315100E+02 .146316802E+02
3.67350 .146390883E+02 146392875E+02
3.73830 146422725E+02 .146424968E+02
3.80310 146290336E+02 .146292769E+02
3.86960 146142837E+02 1461454365402
3.93600 145834092E+02 145836814E+02
4.00410 .145406050E+02 .145408867E+02
4.07230 .1448635255E+02 144868139E+02
4.14210 .144308910E+02 J44311851E+02
421190 .143645815E+02 .143648788E+02
4.28350 142899626E+02 .142902618E+02
435510 142116237E+02 .142119236E+02
4.42840 J41317080E+02 141320080E+02
450180 140477211E+02 .140480202E+02
4.57700 .139617793E+02 139620772E+02
4.65220 138754248E+02 138757208E+02
4,72930 137888434E+02 137891373E+02
4.80640 137032370E+02 137035286402
4.88540 136165783E+02 .136168672E+02
4.96450 135321153E+02 135324013E+02
5.04550 134505797E+02 .134508632E+02
5.12650 133709373E+02 A33712179E+02
5.20950 132906533E+02 132909307E+02
5.29260 132142275E+02 .132145018E+02
5.37770 131415810E+02 .131418525E+02
5.46280 130715023E+02 130717709E+02
5.55000 130009483E+02 130012137E+02
5.63730 129353297E+02 .129355921E+02
5.72670 128725643E+02 .128728238E+02
5.81620 128127986E+02 .128130550E+02
5.90790 127531761E+02 127534298E+02
5.99950 127025238E+02 A27027747TE+02
6.09350 .126348597E+02 126351059E+02
6.18750 J125917238E4+02 123919683E+02
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Tabela I1.11. Resultados referentes a Figura 5.1

Y U sem upwind U com Upwind
000600 .000000000E+00 | .000000000E+00
008646 -922433599E-02 | -.998529749E-02
017293 -.180893936E-01 | -.195970794E-01
026260 -269726371E-01 | -.292491984E-01
035228 -.356091293E-01 ;| -.386579403E-01
044528 -443737110E-01 | -.482356038E-01
053829 -.530107195E-01 | -.577060858E-01
063475 -.619002201E-01 | -.674886417E-01
073121 - 707852165E-01 | -.773019667E-01
083126 -.800588022E-01 | -.875799635E-01
093131 -.894500505E-01 | -.980206204E-01
103510 -993670565E-01 | -.109072735E+00
113880 -.109497698E+00 | -.120381531E+00
124650 - 120280117E+00 | -.132424530E+00
135410 - 131335883E+00 | -.144765072E+00
146570 -.143086656E-+00 | -.157854083E-+00
157730 -.155100838E+00 | -.171188272E+00
169310 - 167771025E+00 | -.185175208E+00
.180880 - 180551712E+00 | -.199181548LE+00
192890 -.193796684E+00 | -.213560223E+00
204900 -.206858556E+00 | -.227569016E-+00
217350 -.219978244E+00 | -.241429923E+00
229800 -232431825E+00 | -.254333755E+00
242720 -.244365997E+00 | -.266400714E+00
255630 -.254988489E+00 | -.276784447E+00
269030 -.264348002E+00 | -.285512757E+00
282420 -271697043E+00 | -.291844372E+00
296320 -.277001955E+00 | -.295743142E+00
310210 -279701589E+00 | -.296738083E+00
324620 -279720291E+00 | -.294771524E+00
339030 -.276837067E+00 | -289790832E+00
353970 -270973843E+00 | -.281743597L+00
368920 -.262341986E+00 | -.271044456E+00
.384420 ~.250855178E+00 | -257616193E+00
399920 -237187442E+00 | -.242306644E+00
415990 -221174964E+00 | -224924362E+00
432070 -203779527E+00 | -.206513553E+00
448740 - 184731887E+00 | -.186745832E+00
465410 -.163113726E+00 | -.166685304E+00
AB2710 -.144450901E+00 | -.145776452E+00
500000 - 123815341E+00 | -.1250111350E+0G0
517290 ~.103316816E+00 | -.104415184E+00
534590 -.830609331E-01 | -.840078435E-01
551260 -.638043967E-01 | -.644973848E-01
567930 -448041261E-01 | -.450896932E-01

.584010

-.267002584E-01

-.264196973E-01
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Tabela II.11. Resultados referentes a Figura 5.1. Cont.

Y U sem upwind U com Upwind
517290 -.103316816E+00 | -.104415184E+00
534590 -.830609331E-01 | -.840078435L-01
551260 -.638043967E-01 | -.644973848E-01
567930 ~448041261E-01 | -.450896932E-01
584010 -267002584E-01 | -.264196973E-01
.600080 -.880473033E-02 | -.777170787E-02
615580 .829302367E-02 | .10235%9037E-01
631080 .252377616E-01 282687226E-01
646030 414451827E-01 A456889563E-01
660970 574907171E-01 .630924748E-01
675380 [728168703E-01 .798534384E-01
.689790 .879573657E-01 .965300054E-01
703680 102356867E+00 | .112488112E+00
717580 J16525341E+00 | .128266984E+00
730970 J129921280E+00 | .143241833E+00
744370 143025725E+00 | . 157925039E+00
757280 155342932E+00 | .171740711E+00
770200 167322404E+00 | .185168439E+00
782650 178526112E+00 | .197697029E+00
795100 J189376339E+00 | .209771846E+00
807110 A199531073E+00 | .220988524E+00
819120 209424941E+00 | .231791584E+00
.830690 218817466E+00 | .241885235E+00
.842270 228281169E+00 | .251835415E+00
.853430 237760227E+00 | .261541927E+G0
864590 .248098674E+00 | .271820813E+00
875350 259538440E+00 | .282895232E+00
886120 273462659E+00 | .296113049E+00
.896490 290393927E+00 | .312026692E+00
906870 312473085E+00 | .332757443E+00
916870 340315737E+00 | .359014191E+00
926880 J376773793E+00 | .393656846E+00
936520 A21841465E+00 | .436816953E+00
946170 478621188E+00 | .491604298E+00
955470 545390471E+00 | .556410291E+00
964770 624462769E+00 | .633499615E+00
973740 J11367626E+00 | .718425393E+00
982710 .806781708E+00 | .811720317E+00
991350 .903234235E+00 | .905883553E+00

1.000000 .100000000E+01 | .100000000E-+01
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Tabela I1.12. Resultados referentes a Figura 5.2

154

X Temt=2 Temt=35 Temt=10 Temt=15
000000 | .100000000E+01 | .100000000E+01 | .100000000E+01 | 100000000E+01
008650 | .916086758E+00 | .917211444FE+00 | .898949224E+00 | .888963378E+00
017290 | .834254559E+00 | .837098447FE+00 | .802311268E+00 | .783418513E+00
026260 |.750111764E+00].753676322E+00 | .701542233E+00 | .673355613E+00
035230 [.671819308E+00 | .677621255E+00 | .612586606E+00 | .577856115E+00
044530 | .592281309E+00 | .598604229E+00 | .520709564E+00 | .479941562E+00
053830 |.521323057E+00 | .530045025E+00 | .444527423E+00 | .400635857E+00
063480 | .450388372E+00 | .459370679E+00 | .367257442E+00 | .321505359E+00
073120 1.389393724E+00 | .400457981E+00 | .306237660E+00 | .260697173E+00
083130 | .329532683E+00 | .340387022E+00 | .245724805E+00 | .201944366E+00
093130 1.279719231E+00 | .291970581E+00 | .199857526E+00 | .158758743E+00
103510 |.231800622E+00 | .243260375E+00 | .155540006E+00 | .118515446E+00
113880 [.193131307E+00 | .205180072E+00 | .123205522E+00 | .901552417E-01
124650 |.156670009E+00 | .167419552E+00 | .928274136E-01 | .647282985E-01
135410 | .128055958E+00 | .138696111E+00 | .714523438E-01 | .475288053E-01
146570 | .101690983E+00 | .110742916E+00 | .520294839E-01 | .327756587E-01
157730 | .815192872E-01 | .900113005E-01 | .388461401E-01 | .232006262E-01
169310 | .633384593E-01 | .702190134E-01 | .272813985E-01 | .153585961E-01
180880 | .497872482F-01 | .559285862E-01 | .197376657E-01 | .104976838E-01
192890 | 378415393E-01 | .425660115E-01 | .133680165E-01 | .670656428E-02
204900 | .291474748E-01 | .331649021E-01 | .938575077E-02 | .447491812E-02
217350 | 216679499E-01 | .245878789E-01 | .616696403E-02 | .282660637E-02
220800 | .163545801E-01 | .187234376E-01 | .425997149E-02 | .192886443E-02
242720 | .118846524E-01 | .135024386E-01 | .278747886E-02 | .130503186E-02
255630 | .878758402E-02 | .100470995E-01 | .199019249E-02 | .102835638E-02
269030 | .624473708E-02 | .705487250E-02 | .140723597E-02 | .856907101E-03
282420 | .452141521E-02 | .515057913E-02 | .116635881E-02 | .863389135E-03
296320 | .314039653E-02 | .355268202E-02 | .100634108E-02 | .889424885E-03
310210 | .222552766E-02 | .259357783E-02 | .104689949E-02 | .104793312E-02
324620 | .151273558E-02 | .181955330E-02 | .108833816E-02 | .117738650E-02
339030 | .105087220E-02 | .141049751E-02 | .130261907E-02 | .145918861E-02
3533970 | .701696795E-03 | .110015446E-02 | .145916154E-02 | .166999503E-02
368920 | .481392104E-03 | .100839781E-02 | .183274884kK-02 | .209514484E-02
384420 | .320743016E-03 | .957240668E-03 | .208555995E-02 | .239468551E-02
390020 | .223943184E-03 | .106473543E-02 | .265644594E-02 | .300695597E-02
415990 | .157572240E-03 | .117455944E-02 | .301615245E-02 | .341128990E-02
432070 | .122545837E-03 | .144419599E-02 | .384134421E-02 | .425539831E-02
448740 | .103328976E-03 | .169018812EF-02 | .435824568E-02 | .480336531E-02
465410 | .100985109E-03 | .213377458E-02 | .545060496E-02 | .585787487E-02
482710 | .108267894E-03 | .253613201E-02 | .624315132E-02 | .665871116E-02

500000

.127596780E-03

.319846412E-02

.765143582E-02

794564797E-02
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Tabela 11.12. Resultados referentes a Figura 5.2. Cont.

X Temt=2 Temt=3 Temt=10 Temt=15
317290 | .154269681E-03 | .379854354E-02 | .879162986E-02 | .902727104E-02
534590 | .193027602E-03 | .472903516E-02 | .105097735E-01 | .105214521E-01
551260 | .237773374E-03 | .556919727E-02 | .119868980E-01 | .118328026E-01
567930 | 2968677821-03 | .680027019E-02 | .139580635E-01 | .134893862E-01
54010 | 361648792E-03 | .792225165E-02 | .156678096E-01 | .149506697E-01
600080 | .443932473E-03 | .946990413E-02 | .178765889E-01 | .168244480E-01
615580 | .531182704E-03 | .108681325E-01 | .197521776E-01 | .184542219E-01
631080 | .640188095E-03 | .126890832E-01 | .222125735E-01 | .205285852E-01
646030 | .750583039E-03 | .142701986E-01 | .242315485E-01 | .223668614E-01
660970 | .885815647E-03 | .163770741E-01 | .268661073E-01 | .246252571E-01
675380 | .101587306E-02 | .180470933E-01 | .289979919E-01 | .267058070E-01
689790 | .117186453E-02 | .203485762E-01 | .317044999E-01 | .260924211E-01
703680 | .131317285E-02 | .219732543E-01 | .338985122E-01 | .313434099E-01
17580 1 .147797685E-02 | .242963922E-01 | .365329998E-01 | .337703822E-01
730970 | .161685538E-02 | .257152140E-01 | .386863763E-01 | .360882321E-01
744370 | 177229385E-02 | .278320856E-01 | 410111455E-01 | .384500975E-01
757280 | .189129497E-02 | .288800986E-01 | .428840673E-01 | .406669930E-01
770200 | 201575895E-02 | .305376035E-01 | .446715684E-01 | .427650440E-01
782650 | 209699403E-02 | 310738264E-01 | .460249204E-01 | .446019686E-01
795100 | 217023279E-02 | .320395800E-01 | .471001138E-01 | .461703964E-01
807110 | 219958646E-02 | .319722842E-01 | .477390664E-01 | .473437903E-01
819120 | 220824142E-02 | .320871878E-01 | .479565499E-01 | .481074294E-01
830690 | 217930416E-02 | 313938730E-01 | .477077214E-01 | .483736389E-01
849270 | 212221094E-02 | .306349017E-01 | .469909828E-01 | .481339743E-01
853430 | .204053776E-02 | 293630929E-01 | .458168055E-01 | .473646336E-01
864590 | .193673220E-02 | .278475728E-01 | 441748654E-01 | .460589179E-01
75350 | .181779510E-02 | 260965697E-01 | .421420516E-01 | .442723029E-01
8RG6170 | .168329438E-02 | .241415616E-01 | 396928976E-01 | .419881357E-01
896490 | .154192140E-02 | .221000272E-01 | .369677493E-01 | .393396138E-01
006870 | .139168030E-02 | .199430721E-01 | .339198933E-01 | .36289%2981E-01
016870 | .124113404E-02 | .177906905E-01 | .307256271E-01 | .330210058E-01
036880 | .108713477E-02 | .155951840E-01 | 273185107E-01 | .294743134E-01
036520 | .937598160E-03 | .134651343E-01 | .238851680E-01 | .258532991E-01
046170 | .788358164E-03 | .113391158E-01 | .203388547E-01 | .220733031E-01
055470 | .646128004E-03 | .930803027E-02 | .168529146E-01 | .183281494E-01
G64770 | .506287240E-03 | .730739763E-02 | .133296320E-01 | .145191256E-01
973740 | .374056848E-03 | .540747499E-02 | .991853950E-02 | .108150082E-01
082710 | .244425072E-03 | .353779775E-02 | .651227283E-02 | .710499353E-02
001350 | .121645345E-03 | .176167522E-02 | .324805608E-02 | .354428859L-02
1.000000 | .000000000E-+00 | .000000000E-+00 | .000000000E+00 | .000000000E+00




Tabela I1.13. Resultados referentes 4 Figura 5.4 (a).

X V para Ra=1E+3 V para Ra=1E+4 V para Ra=1E+5
.000000 .000000000E+00 .000000000E+00 .000000000E+00
008646 A427719447E+00 320476748E+01 190843906E+02
017293 .822452423E+00 606369477E+01 346597283E+02
026260 .119844830E+01 .868259780E+01 474148292E+02
035228 .154208587E+01 .109692996E+02 570236641E+02
044528 186585911 E+01 .130104325E+02 .640131649E+02
053829 215811267E+01 147365548E+02 .683320398E+02
063475 242958436E+01 .162165653FE+02 .703880638E+02
073121 267055563E+01 174039225E+02 703806345E+02
083126 .289005295E+01 183514539E+02 086155622E+02
093131 308031382E+01 190352411E+02 654740549E+02
103510 324863483E+01 .194932356E+02 .611597509E+02
113880 .338908421E+01 197226948E+02 .561464326E+02
124650 350751595E+01 .197485355E+02 505249057E+02
135410 .359978859E+01 195868412E+02 447717805E+02
146570 .366992952E+01 1925046678402 .388895906E+02
157730 371593429E+01 .187708693E+02 332741507E+02
169310 374011878E+01 181501279E+02 278556661E+02
.180880 .374223555E+01 .174316870E+02 .229394658E+02
192890 372309148E+01 166078726E+02 .184012436E+02
.204900 368410130E+01 157284756E+02 .144459472E+02
217350 .362467427E+01 147801943E+02 109387101E+02
229800 354775082E+01 138142729E+02 .799549163E+01
242720 .345131059E+01 .128105214E+02 .548053897E+01
255630 .333983135E+01 .118209156E+02 .345421845E+01
269030 .320994597E+01 .108200071E+02 179546997E+01
282420 306742215E+01 985619173E+01 523481773E+00
296320 290769331E+01 .890114499E+01 -457797321E+00
310210 273765820E+01 7997856 10E+01 -.115423234E+01
324620 .255179778E+01 J11713731E+01 -.163538328E+01
339030 .235771645E+01 629442731E+01 -.192097222E+01
353970 .214920509E+01 .550127871E+01 -.205650394E+01
368920 .193437161E+01 476573882E+01 -.200674667E+01
384420 170632036E+01 A406009427E+01 -.197795732E+01
399920 .147393996E+01 .340700105E+01 - 181507053E+01
415990 122948699E+01 277864977E+01 - 158977629E+01
432070 .982210728E+00 .219223709E+01 -.132466747E+01
448740 .723934211E+00 .162060737E+01 -.102117350E+01
465410 464495297E+00 107709658E+01 -.699386384E+00
482710 .194809886E+00 .533041660E-+00 -.353777054E+00

500000

-.744293203E-01

-.448184527E-03

-.312755077E-02




Tabela 11.13. Resultados referentes a Figura 5.4 (a). Cont.

X V para Ra=1E+3 V para Ra=1E+4 V para Ra=1E+5
517290 -.342666650E+00 -.533934962E+00 347489910E+00
.534590 -.609350980E+00 - 107798748E+01 .693053521E+00
551260 -.864032832E+00 -.162149040E+01 .101474947E+01
567930 - 111576039E+01 -219311186E+01 131812325E+01
584010 -.135507521E+01 -277951167E+01 158310043E+01
600080 -.159002372E+01 -.340784828E+01 .180821980E+01
615580 -.181184804E+01 -.406092297E+01 197095592E+01
631080 -.202806759E+01 -.476654602E+01 205954491E+01
646030 -.223037878E+01 -.550206154E+01 204916147E+01
660970 -.242539570E+01 -.629518230E+01 .191344802E+01
675380 -.260564925E+01 -.711786263E+01 .162776440E+01
.689790 -.277701105E+01 -.799854784E+01 .114648836E+01
703680 -.293256826E+01 -.890180228E+01 A50027436E+00
717580 -.307745683E+01 -.985681056E+01 -.531294633E+00
730970 -.320549749E+01 -.108205875E+02 -.180322976E+01
744370 -.332085863E+01 -.118214541E+02 -.346192392E+01
757280 -.341847144E+01 - 128110188E+02 -.548811046E+01
770200 -.350132128E+01 - 138147262E+02 -.800290517E+01
782650 -.356558197E+01 -.147806053E+02 -.109459089E+02
795100 -.361293836E+01 - 157288424E+02 -.144528737E+02
.807110 -.364101015E+01 -.166081978E+02 -.184078589E+02
819120 -.365011669E+01 -.174319701E+02 -.229456665E+02
.830690 -.363932673E+01 -.181503720E+02 -278614174E+02
.842270 -.360760676E+01 - 187710751E+02 -.332792933E+02
.853430 -.355558393E+01 -.192506381E+02 -.388940844L+02
.864590 -.348080636E+01 -.195869808E+02 -447754321E+02
875350 -.338552432E+01 - 197486476E+02 -.505276752E+02
.886120 -.326566973E+01 - 197227834E+02 -.561481313E+02
896490 -.312549777E+01 -.194933083E+02 -,611603852E+02
906870 -.295919815E+01 -.190352475E+02 -.654738975E+02
916870 -.277280500E+01 -.183518618E+02 -.686130582E+02
926880 -.255887688E-+01 -.174039317E+02 -.703784903E+02
936520 -.232544860E+01 -.162174100E+02 -.703857659E+02
946170 -.206327823E+01 -.147369286E+02 -.683294664E+02
955470 -.178213527E+01 - 130110562E+02 -.640113812E+02
964770 - 147152918E+01 -.109700100E+02 -.570228578E+02
973740 - 114258834E-+01 -.868284282E+01 -474128562E+02
982710 -.783366273E+00 -.606298960E+01 -.346538282E+02
991350 -.407347856E+00 -.320636373E+01 -.190923731E+02

1.000000 .000000000E+00 .000000000E+00 .000000000E+00
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Tabela I.14. Resultados referentes & Figura 5.7 .

Y Nu para Ra=1E+3 Nu para Ra=1E+4 Nu para Ra=1E+5
000000 157216257E+01 .343000706E+01 .754668724E+01
008646 157237499E+01 .343399485E+01 757942502E+01
017293 157263073E+01 .344179024E+01 .767466202E+01
026260 A157319230E+01 .345310445E+01 774780938E+01
035228 .157392181E+01 .346835747E+01 783995535E+01
044528 .157464328E+01 .348347713E+01 790176028E+01
053829 157540027E+01 .349981915E+01 795401885E+01
063475 157605014E+01 351575739E+01 798721491E+01
073121 157660448E+01 .353129252E+01 .800446059E+01
083126 157691903E+01 354542190E+01 .800437968E+01
093131 .157699040E+01 355787676E+01 .798772165E+01
103510 157667792E+01 356815239E+01 .795723989E+01
113880 157599647E+01 357601394E+01 791306564E+01
124650 157477532E+01 .358103805E+01 785781117E+01
135410 157306367E+01 358317703E+01 779204922E+01
146570 157067214E+01 .358205743E+01 771810034E+01
157730 .156765930E+01 357766480E+01 763583997E+01
169314 .156381649E+01 356964727E+01 .754699838E+01
180880 .155928466E+01 .355841316E+01 .745321254E+01
192890 155377919E+01 .354327367E+01 735399364E+01
204900 .154748638E+01 352479857E+01 .725089816E+01
217350 .154010555E+01 .350230021E+01 714354572E+01
229800 .153188069E+01 .347654849E+01 .703374044E+01
242720 .152243797E+01 .344657880E+01 691976427E+01
255630 151213024E+01 .341356376E+01 680474802E+01
269030 .150049974E+01 337621537E+01 668576155E+01
282420 .148798172E+01 333594124E+01 656611150E+01
296320 .147405535E+01 329125499E+01 644255566E+01
310210 .145925395E+01 .324386340E+01 631907547E+01
324620 .144299052E+01 319203690E+01 619182141E-+01
339030 .142586808LE+01 313764 189E+01 606459459E+01
353970 .140726447E+01 .307887786E+01 .593415210E+01
368920 .138783460E+01 .301763050E+01 .580331774E+01
384420 .136691105E+01 295197629E+01 566867203E+01
399920 .134528038E+01 .288425198E+01 553520641E+01
415990 132218501E+01 281217633E+01 539813816E+01
432070 .129846093E+01 273801978E-+0 S526073836E+01
448740 127334619E+01 .265961263E+01 511958603E+01
465410 124777965E+01 257949881E+01 A497923452E+01
482710 .122090029E+01 .249515395E+01 483460945E+01
500000 .119378098E-+01 240927292E+01 468981528E+01
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Tabela [1.14. Resultados referentes a Figura 5.7. Cont.

Y Nu para Ra=1E+3 Nu para Ra=1E+4 Nu para Ra=1E+5
517290 .116656388E+01 232281661E+01 454767521E+01
534590 113926522E+01 .223471020E+01 .440225690E+01
551260 J11309664E+01 214954225E+01 426306130E+01
567930 .108711653E+01 206368868L+01 412422139E+01
584010 .106236285E+01 198065155E+01 .398873593E+01
600080 .103800787E+01 .189747290E+01 385363258E+01
615580 .101498600E-+01 .181740108E+01 372259557E+01
631080 992467469E+00 173722995E+01 .358915066E+01
646030 .971338442E+00 .166033127E+01 .345913354E+01
660970 950866983 E+00 .158404228E-+01 332892765E+01
675380 .931796542E+00 151112989E+01 320161344E+01
689790 913436007E+00 .143900937E+01 307233457E+01
703680 8964833 [5E+00 .137058389E+01 294685027E+01
17580 .880273379E+00 130323318E+01 .281874079E+01
730970 .865437684E+00 A123977971E+01 269429061 E+01
744370 .851375976E+00 117786878E+01 .256790342E+01
757280 .838618588E+00 111999826E+01 .244521260E+01
770200 .826626106E+00 .106394668E+01 231994760E+01
782650 .815847377E+00 101200694E+01 219813695E+01
795100 .805831184E+00 962370424E-+00 207553658E+01
807110 .796911168E+00 916765254E+00 .195596004E+01
819120 .788712394E+00 .873691111E+00 .183636719E+01
.830690 .781519345E+00 .834758429E+00 1721603728401
842270 .774962003E+00 .798221329E+00 .160605321E+01
.853430 .769286565E+00 765635764E+00 .149602921E+01
.864590 764212018E+00 735768608E+00 138989393E+01
875350 J759893760E+00 J709573015E+00 .129057943E+01
.886120 756073102E+00 .685739980E+00 119497559E+01
.896490 752902146E+00 665367532E+00 .110868562E+01
906870 .750155919E+00 .647235845E+00 102870991 E+01
916870 .747939043E+00 632147418E+00 959209647E+00
926880 746065757E+00 619019895E+00 .896879186E+00
936520 .744619744E-+-00 .608583367E+00 .846597825E+00
946170 .743432595E+00 .599720259E+00 .802448094E+00
955470 742572726 E+00 S593111214E+00 770592736E+00
964770 741919727E+60 .587908681E+00 .744760396E+00
973740 .741495576E+00 584530912E+00 732489041 E-+00
982710 J741229888E+00 .582269967E+00 722931178E+00
991350 .740991094E+00 580478284 E-+00 .716600891E+00
1.600000 .740560305E+00 S580115730E+00 717566530E+00
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