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TITULO: ESTUDG DO COMPORTAMENTO DINEMICO DE HIDROGERADORES

RESUNO

Com o objetive de ananlisar o comportamento dinamico de
hidrogeradores, desenvolve-se neste trabalho modelos matematicos
de sistemas mecinicos constituildoes de eixos, discos ¢ mancais. Eg
tudan~-se modelos discretos, continues e exatos, procurando-se ca-

racterizar a eficiéneia de cada um destes modelos,

Utiliza-se a té€cnica de vesolugdo de matriz de transie-
réncia, uma vez fue 0s sistemas possuem simetria avirl e implemen

ta-se os modelos em um microcomputador digital. Alpumas variagges
- G RO

deste mbBtode — MMT medificado ¢ wétode combinado MMT-MEF
apresentadas pava resolver problemas numéricos inerentes go méto~
do & problemas de geometria irregular,

Os modelos desenvolvidos sao aplicados a hidrogerado~

res, analisando-ze¢ o problema de vibragdes livres e forgadas, &
incluindo-se algumas caracteristicas tipicas destas maquinas tails
como mancais hidrodinamicos segmentados, excitagdes de origem hi-

driulica e excitacfes de origem magnética.



ABSTRACT

This thesis deals with some mathematical medels of
shaft-rotor-bearing mechanical systems for analysing the dynamic
behaviour of hydroelectric machines.

Lumped, continuons and exact models  are analyvsead and
the efficiency of each one is studied.

The transfer matrix technicue is adopted because 1t i3
yery convenient to be used with micro-computers when the structure

is uni-dimensionzl ar has some sort of symmetry or repeated

pattern. Because of numerical difficulties that arise with the
pze of the classical formulation, a modified transfer matrix

method is presented and for overcoming problems when the structure
has an irregular shape a hybrid transfer matrix-linite element

method is sugpested.

The studied technigues are applied to free and forced
vibration problems of hydroelectric machines. Some typical

characteristics Found in this type of machine, such as tilting-

pad (hydrodynamic) bearings, hydraulic and magnetic cxcltations

are taken into account.
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Amplitude do semi-elixo saior do mevimente cliptico de
um eivo,

Krea

Area cfetiva

Matriz de amortecimento

Coeficiente de amoriecimentsy viscoso

Tndice que representa posigdo & direita de uma  esta-
ciao pontual.

Module de elasticidade do material

Indice que vepresenta posicio 8 esquerda de uma  esta-
cao pontual.

Forcas externas nas direg¢des v e =

Matriz de capmnpo

Modulo de elasticidade transversal

Quantidade de moviments angular

Momento de in€roin de massa em relacio acs €1xos% x,y €
¥, rvespectivamente

Raio de giracfo em relagée ans elxes v ¢z respectliva-
nente.

Momento de indrcia da seccdo transversal em  relacgdo
ans eixos y € z respectivamente

Coeficiente de rigidez linear nas diregdes v & ¥ res-
pectivanente,

Coeficiente de rigidez torcional nos planocs xy e %
respectivamente

Fator geemétrico para correcido da drven efetiva

Matriz de rigidez

Comprimento de um campo

Masss

Momento fletor em relacas ans clxoes y ¢ @ respectiva-

mente
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Massy de am disco

lassa de um eixo
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Matriz de massa

Matriz de ponto

Matriz de ponto para uma estagio de suporte eléstice
Vetor de estado na estagio o

Tompo

Momento de desboalanceamento em relagde aos elzxes £ e n
rospoectivamonto

Matriz de transferéncia do sistemn

Forca cortante nas diregoes y e z respectivamente
Fator geométyico para o cédlculeo da distribuicde de ten
soes de cisalhamento

Deslovamentos

Angulns

Anguln de referdneia do desbalanceamento na estagio i
Determinante de freglifncias
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Peso especifico do material

Tensac de cisalhamento

Angule de fase

Fregiuencia de vibracgao

Fregiiéncia natural de vibracdo

Freqiéncia de rotagao



Vi

INTRODUGAO

0 estudo do comportamento dindmico de sistemus mecini-
cos vem se constituindo em dreca de grande importdncia tecnolbgica.
0 problema do comportamento dinamico de hidrogeradores, constitul-
-se em asSsunto de interesse principalmente para os usuirios deste
tipo de sistema, © o Brasil, comeo um Jdos wmalores deles, certamen~

te deveria desempenhar papel importante nesta drea de pesguisa,

No presente trabalho entende-se por hidrogeradores a8
sistemas rotarivos de uma central hidreelétrica {(miguina hidraeié
trica), sendo fermado basicamente de um eixo, dois votores (gera-
dor e turbina) e mancais {(guia e escora).

0 estudo do comportamento dindmico de hidrogeradores a-
presenta-se como wn case particular do estudo de mdquinas rotati
vas possuindo algumas cavacteristicas tipicas de construgac e ope
racdo tais como baixas velocidades de rotagio, eixo vertical, man
cais hidrodinamicos segmentados e forcas hidvdulicas de excitagao
desconhecidas,

Dentro do panorama atual da engenharia, acentua-se a
releviancia deste esstudo, na medida ewm gue ¢ constroem magquinas
maiores que sAo mais exigides (projeto otimizadol. A partir des-
ta tendéncia & de se esperar que suriam problemas de vibracdes ex
cessivas, e, desta forma, recomenda-se um estudo dinamico detalba
do para este tipo de sistema mecidnico. Atualmente virias publica-
¢oes tratam deste assunto Iz 3%, 34, 35], procurando relacica-
nar falhas mecdnicas a2os fenomenos dinamicos,

A elabnracio de modelos matemiiticos que simulem os fend
menos dindmices dos hidropevadores faz-se necessaria uma ver que,
devido 2s grande: dimensdes dos mesmos, torna-se impraticavel en
funcio do custo ¢ processo de otimizagdo do projete a partir de
um protétipo construide.

Na parte 1 deste trabslho pretende-se estudar os  mode-

los matemiticos asdequados & representacio de hidrogeradores. Va-

riaz téecnicas de modelamento foram desenvalvidaz nas Hltimas &écg
das, conjuntamente com as técnicas matriciais |1, 2[. Como exis-

te a preccupagdo neste estudo en desenvolver modelos gue PosSam

ser implementados em computadeores digitais de pequeno porte ([ Mi-~

crocomputadores) o Método das Matrizes de Transferéncia (MMT) sc
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mostra como uma técnica adequada. Sabe-se tambén que usualmente
0% sistemas a sorvenm modelados {eixo-disco-mancall}, possuem  sine-
gscotha do MMT como  técnica

tria axial, o que novamente sugere a
tein de elementos de peometria

mais conveniente. Quando da existér
irregular no sistema torna-se necessdria a utilizaglio de técnicus
mistas de modelomento estrutural, das guals ol apresentada uma
formulacao combinada MMT (Método das Matrizes de Transferéncia) -~
MEF (Método dos Blementos Finitos].

Neste trabaltho analisam-se somente as vibracoes de fle-
x&o pois para aplicagdes em hidrogeradores sabe-se que as excita-
ches predominantss sdo transversais tais como desbalanceamento me
cinico, excitaches magnéticas e forgas hidrdaulicas (4], Nio se
consideram as vibracOes torcionals e axiais neste primeiro estudo
ppis as mesmas sfo mais significativas em problemas de maguinas ro
tativas do tipo motores de combustdo, sistemas eungrenados, etc.

Na segunda parte deste trabalho aplicam-se os mitodos
desenvolvidos ac problema dos hidrogeradores, procurando mostray
a validade dos modelos desenvelvidos. A otimizagdo destes modelos
implica na utilizagio de técenicas de identificagao de paranetros,

que estio fora do escopo deste trabalho.
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CAPITULY 1

INTRODUCAO A ESTUDO DOS MODELOS MATEMATICOS DO METODO DAS
MATRIZES DE TRANSFERENCIA |

0 desenvolvimento de modelos matemdticos para descrigao
do fendmenos dinfmicos em estruturas tem se constituide em ferra-
menta poderosa no projeto ¢ no estudo do desempenho  de  sistomas
mecAnicos. Uma das técnicas bastante utilizadas para este tipo de
anflise & o MBtode das Matrizes de Transfevéncia (MMT). Nesta pri

meira parte do trabalho desenvolve-sg 03 modelos matemiticos do

MMT .

Cenericamentes, pode-se entendsr o método como um artifi
cio de algebra matricial favoravel para ser resolvide em computa-
dores digitais. 0 método permite ao engenheiro descrever o sisie-
ma estrutural subdividido em estayfes. A& cada estagdo associa-se
uma matriz de transferéncia que contdém as infermagoes referentes
aguela parte da estrutura e que relacionam as varidveis de estado
em estagoes consecutivas de uma estrulura, As variavels <de estado

contém as informacdes do sistema wmecinico o estan armazenadas  om

vetores denominzdes vetores de estado.
O MMT ¢ apropriade @ sistemas onde verilica-se imetria

5
opu repetibilidade no scu modelo fisico como por cxemplo 16 pla-

cas simétricas, sistemas votativoes, discos, vigas, grelhas, cas-
cas esféricas, eto.

Acs mooelos fisicos de geometria multo ivregulay usual -~
mente aplicam-se outras téenicas de andlise estyutural, tals como

7] o método dos elementos finitos, método dos "elementos de con-

tormo’, etc.

Nesta parte do trabalho procura-se atinglr dois objeti-
vos basicos. O primeirc censiste em consegulr descrever com preci
sio o fendmeno fisico o o segundo enm adogquar o8 mo todos nuwdricos

de solugdo a aplicagdes
dos estes objctivos pode-so dispor de um conjunto de roetinas Cone

em computadores de pegqueno porte. Atingi-

venientes para cumputadores de pequonc porte de ampla aplicabilii-

dade nesta Area de engenharia,
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Nos capitulos 2, 3 ¢ 4 preocupa-se¢ em analisar o proble

&y
ma das vibrag8es livyes om sigstemas rotatives { determinacio e
freqiiéncias naturais e modeos proprics de vibragdo ) onde modelam-
se sistemas mechinicos compostos de eixos, discos ¢ mancais, lPara
cada tipo de estacdo define-se uma matviz que proporciona a4 trans
feréncin das variiveis de estade estudadus procurando-se  dnclulr
rodos os efeitos relevantes pars este estude tals  como inéroias
gnvolvidas, efeito de mola ¢ do amortecedor dos mancals, Dlexibi-
lidade dos eixoes. etc.

No capitulo 2 propbe-se um modele de masses  concentra-
das para a representagdo dos elxoes ¢ disculom-se 4s  suas Pimitas
coes.

Ng capitulo 3 estuda-se una renresentagdo matematics
mais elaborada com modelos continuans. Deseavolve-se modelos  con-

rinnos "exafos” o usa-se um modelo aproximado cléssivo de  elemen

tos finiteos. Propde-se o métedo combinado MMI-MER (26-27] e compa
ram~se os modelos estudados,

No capituls 4 comstata-se a existéncia de dificuldades
numbricas na resclugio de grande parte dos problemas de miguinas
ratativas e desenvolve-se o miétodo das matrizes de transferdéncia

modi ficade (MMImodificado) para 2 solugio dos mnesmos.

Finalmsnte, no capftulo §, desenvoelve-se a teorla de wi

bragdes forgadas (determinagio da resposta om Fregliéncia de i
sistema conhecido o espectro da excitagie) para varios tipos de
ge

excitacdes e estuda-se o comportamento da variagio do dngulo

fase para alguns casos especials de sistemas rotativos,



o

CAPTTULD 2

VIBRACOES LIVRES USANDO MODELOS DE MASSAS CONCENTRADAS

2.1. DETERMINACAD DAL MATRILZES Db TRANSFERENCIA PARA UM SIHTEMA

BIXO-DISCO-MANCAL

Para a descriclo de sistemas 10tativos convencionais

necessita-se bhasicamente representar trés tipos de estagles  dis-
tintas: eixos, discos e mancais. Entende-se como eixo uma estagao
de flexibilidade =levada e no seu estudo inclugm=-se 05 efeitos

de rigidez e inércia que influem no comportamento dinamico.

Para a determinacidc da matriz de transferéncia de i
cixa com massas concentradas em vibrago transversal no plano (xzi

usa-s¢ a configuracdo |8) mostrada na Figura 2.1,

Wl mi i
T ¢y ' y— o T
yo L R e
gjé?_Jy Edy Edy Edy
z¢
Fig. 2.1 - Modele fisiso concentradas,

orde

£ - module de elasticidade do material do aixo.

Iy - momento de indrcia da seccfo transversal em relagzo ao SLNC ¥,
m - massa ¢oncentrada,

Considera-se no modelo as massas como concentradas ¢ 08 elxos  Com
rigidez de flexdao proporcional a EJ,.

No estuda das vibrac@es livrees define-se iniclalmente  ©

do

modelo sem rotagide em torno do eixo =, o que psimite a analise
problema usando-se uma teoria simplificada de viga, Hste procedi-

mento & usado em tode o desenvolvimento do trabaiho., Posteriormen-—

te acrescenta-se a esta teoria o efeito da rotagdo.



47

A partir do calculo das deformacdes das vigas, integran

do-se a equagio da linha elastica (2.13,

¥ 7 M s}
i |

Pode-se deduzir (9]

da deflexfo 7 e da inclinacgido v,

para um eixo de comprimento 1 as

£
2
=

conforme as figuras 2.2 € 2.

funcfo do tipo da selicitagao aplicaday

+v££

B

- \JI )IT 2
1£J o e

JEZ

-ME"
A J———— —

Fig. 2.2 - Obtengao dos

{a} esforgn

{1y momanto

Fletor

(Z.%a)

(2.2b)

(2.2c)

(2.2d)

oo g

BN
|
Zﬁé
B
Mk

rigidez & flexdo,

cortante unitario;

unitario.
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Segundo © método proposte, tranglere-se  of valores da

deflexiio 7, inclinagdo ¢, momento # ¢ esforgo cortante V. 40 ton~

go do eixo conforme o esquema da figura 2.3,

Z%

(i) (1

Figz, 2,3 - Diagrema de esforgos & detlexfine para sixo sam

MBS .

0 provedimento &€ simples. Armazenam-se as variaveis em

um vetor de estade {8} e monta-se uma matriz

cransferéncia. Chama-se de matriz de campo [F] a matriz que execy

5 diveita (indicada por

gque executa ¢s3ta

ta a transferdncia das variaveis de estado

4} de um ponto de massa i-1 até as variaveis de estado A esgquerda

findicada por =) do ponto de massa i.

As Telscoes de equilibrio (Pig. 2.3} sdo  dadas  pelas

equacoes:

N y ;d

szij kz{inﬂ} {2.3a)
%7 . » oy 2 3. 3h
tyftl My{imﬁi -3 T (2.3b)

Superpondo as equagdes [Z.2) obtém-se as relagoes du v

sisténcia dos materiais aplicadas ao modelo:

o



- (2.42)

2.4b]

pioe
]
i
+
e
Pt

Usando-se a convengdo de sinais indicada na figura 2.3 e lineari

sando~-se os Angulos de inclinagdo ¢ tem~-so:

52 a3
& ¢ o v];:'.} & ; L2 " 5
7 = 7 - i 7 B {_w [ - " [ - ;a
N AP TEE U SERE B vl T Vit (2.5)
L B )
s Y
J g 2
a8 = [ .
= g — R (2.6)
Yoy = Pra-n T Ty Vat1) T (2.6}

Substituindo as equagdes (4.3} em (2.5} ¢ {2.6) pode-se

. . a4 I
relacionar os poatos (i-1)° e (i} COmMe 58guUe3

¢ 27
& & } ¥ o £
ST | F oy A A bV Ly e o {Z.73)
{1} (i-11) {i-1] y{i-11 S pl{i-1] BET
y
o ¥ e
i - ot it v Il ’ -
Y1) = s L o PV L e (27D
{(1-11 y (-1 o1 ali=1 ey
_\}{' i
T o _— 6 (2.7¢)
Vyid) yii-1) FASEN I e
VE.-? . Uffj‘ r . 7d]
{3 2 li-11 Sl
Agrupando o sistema de equagdes [2.7) na forma matyi-

cial obtém-se,
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Outro fendmeno fisico importante 2 ser levedo cm conta
2 o efeito de tensdes de cisalhamento {10!, Anzlisando-se um £1x0
submetido a cargas transversals, observa-ze que, além das  defic-
xfes ja consideradas, pode-se intreduzir uma nova componente para
a equagiio da linha el@stica levando-s¢ om conta as de formagoes que
aparecem devido As tensbes de cigsalbhamento agindo na sgcgdo  trans
versal do eixo.

Demonstra-se, da resistfncia dos materials, que as ten-
sGes de cisalhamento de uma secglio submeotida o carregamento trans
versal variam de um valor miximo na linha newtra da SECCHD @ uin
valor minimo nas sxtremidades inferior ¢ ﬁuyﬁfi@rg‘

Be elemento do eixo da figura 2.4 ¢ considerando a hipd

tese de pequenas deformagoes, shtém-se as relagbes:

Taensin de clsalbamants

e

Neformacin devido ao ciaalbanen

4

P
(o]
N
[
S

& i

onde
o . mddulo transversal de elasticidade

v+ - tensac de cisalhanento

-
g

[T

- rotagdo

L
o

o



A - drea da secgdo transversal,
X - fater peomitrico para a distribulcio doas tensoes do cisalba-

mento |11,

e (2.12)

para uma secgao circular, X =

S
Ny

f X i i dz
v E MM%‘ - N

z 3 §

%; !
o
MWW“"“M. il Xf

z?
Fig, 2.4 - Diagrama de osforg cher oum aiwnmento de eilxo

cortants V.

sutbmatido a =2

Calcula-se o valor da deflexdp devido ao efelito do cisa-
thamento integrando-se a expressdo (2.1} ao longe do  comprimento

g

¢ do eixo de secgdo constante ¢ fem-s50:

Substituindo a equacgdo {2.13) ma equaglo (2.5} ¢ utili-
zando as equagoes de eguilibric (2.3}, tem-s¢ uma nova SqUALLo pa~
s incluindo o efeito doe defermacio devido ao cisatha

ra as deflexde

menta:
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I wtd I ¥
£ = 4 - lf}i.] Y #H
(43 LA ; 1 LA
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A nova matriz de campo, incluindo o efeito do cisalhamen

ta, &

y .
-7 " 1 g
LL} i B
/ R RN
M., {1 : : i M y
V., f {3 I f Yol
" i 4
. . |
i
A transferdéncia das variaveis de estado de uma MASS8 s

concentrads & feita usande-se uma matiiz de ponto [P]. Um  "ponto”

de massa concentrada, quando utilizado corretamente, pods TERTe-
sentar eproximadamente a massa de um eixo ou de um disco  rigido.
Usa-se este tipo de estacdo para a representagde de turbinas, rotg
res, geradoves, acoplamentos, flanges, etc.

Usando-se o Principio de D'Alembert da Mecinica (lassi-~

ca e supondo-se a massa concentrada como um corpo rigido com dois

graus de liherdade (deflexfic e rotacgido), obtém-se o diagrema da
figura 2.5%. Consideva-se vibragBes livres o harménicas onde o & o0

freqgiiéncia de vibragio.

y oo %
Q Momerdn de ﬁn@’mé%
Vi de inclinaglo Iy w ¥

My(’f
L E ¢V

8
(i (1)
Forca do Inéroia
Mo’z

- Diagrama de sguilibrio ussndo

)]

l_l
i

i,
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As egquacdes {2.16) mostram o equilibrio do diagrama da

figura 2.5

. 7" Yy
b “11 2.10a)

r

Ean I

[=8

= o

f HH _ =1 ” i .
Yo T Y {2,160}
o U o L P
SRS Tutad y s {2,100}

y ) o .
¢ L e - . w? tf {(2.16d]

onde Iy g o momento de indrcia de massa doponto’considerado.  Em

muitos casos {eixos delgados) pode-se desprezar esie gfeito na e

presentagﬁa de eixos. Casc seia considerada o rotacio em x do sis

tema, aparece o efeite giroscipico, que estd ogquacionado no apen~
dice 2, & pode ser relevante em algumas aplicagdes.

Passando~se as equactes (2,168} para a lorma matricial

- “ AR s . § - -
aghtin-se a matriz de ponto [#| ondo se¢ pode notav a descontinuida

de no momento fletor e no esforge cortante.

£
L
.
i
—
ksl
i
. e,
4]
g
e ¢
Famat
»
T
I3
Lo
ek
L

ou

fa]
L




Para melhor representar ¢ $istema procurou-sc inclulr
sutros efeitos. Por exemplo, om muilos Sistomas Fisicos & de gran
de importdncia incluir a rigidez dos mancails no modele, Num equa-
cionamento genérico, quande se analisa um modelo cm um plana, po-
do-se incluir o efeito de mola, massa ¢ amortecedor no mancal, L1

mita-se, 4 principie, a representar os mancais come molas ¢ O mo-
F

&

delo fica segundo o esquema mostrado na figura 2.0.

d T

(s17 (s}, )
ey i+ T e
v ﬁ

)
N

7
|
| 3
]
B
4-—:.J

{al {b}

Fig., 2.8 - Manocal Floxivel

b

(s Modsino filsico

{t Diagrama de Eguilibria,

A deflexfio (2), 2 inclinagdo 141 ¢ ¢ momento (] 5 a0

constantes e continuos ac passar-s¢ por uma secgao deste tipo ,
mas o esforco cortante recebe a contribuigde da forga da mola que
2 s

vale K, £ sendo K a rigidez da mola {mancal}. Portagto, a ma =

triz para um mancal flexivel serd uma matviz de ponto ¢ pode-sees

crever:

N
L3
j—
i
i
i
[ |
-1
—
=
.,
s
[
]
o,
I
£
;-_.t
o]
“s?

ou ainda:
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Cam oas matrizes de transfordncia desenvelvidas neste o

pitulo pode-se resolver boa parte dos problemas de sistemas rola-

tives.

2.2. METQDO DE RESOLUCRO PARA O CALCULO DAS FREQUENCIAS  NATURALS
B MODOS PROPRIOS DE VIBRACAO

ma ver elaboradas ss matrizes de transferéncis pode-se

aplicd-las na resolugdo de problemas de vibragtes livreg, ou  se-

ja, no calculo de fregiidncias naturais e modos proprios de  vibra
cdo., Da teoria de vibragdes livres sabe-s5i (que as fregiigncias na-
da equagdo caracteristica que advém da  egquagac
das

turais sdoe raizes
diferencial gque descreve o movimento do sistema. A procurs
mesmas e dos modos de vibrar ¢ feita ntilizando-se métodos interi
tivos, o que a torna um problema de aplicagdo tipica em computado
res digitais. Observa-se, no procedimento de resolucdo, uwm grande
nimero de multiplicacgdes matriciais, © que mais uma Vez caracteri
za o método como um caso <de aplicagio om compubadores.

0 procedimento basico consiste em obter a matriz de

transferéncia de um extremo a outro do sSistomd estrutural estuds-~

do. Para executar esta transferdncia usa-s5¢ a equagdo matricial:

9 DR B VRIS SN
1740 AR (I BECREEE S PR R

Chama-se a matriz de matriy de transferéncia do sis

sistoms o, nos votores de o5t ado

tema ou simplesmente matriz



das extremidades {sl_ e {5}, impdem~-se as condigdes de conmtorno
do problena. considerando-se as carccteristicas dos apoios do wi-
Xy, obtém-se as condicbes de contorne o problems e, a partir des
tas, resolve-se a equagac (Z.41).

No mstudo da dinamica de waquinas rotativas & uma bogs
foidos guando a rigidez dos

LY
e

aproximagdo considerar-se mancais i
mesmos 6 igual ou maior que 10 vezes i rigidez do cixo (121,

ta forma, ao idealizar-se mancais rigidos com movimento de incli-

nagio livre, tem-se as condicdes de vonterne defin’ 5 cono B3
gue:
7 = 5 ] . = ; . 1 \ : 5 ’ }:i
Tind ¥ Py v [and vl ! Lowas)

2 i T
E}
%
= Ul . {2.23
{}
(1.
Z L WIS

Da equagdo (2.23) ¢ evidente que:

L ! i }
k oL S " 3 E] :’3 :2' }

& um sistema de equacfes lineares homng

Trasnt

A equacac {(2.24
sénec, onde procuram-se as soluctes « que sio as frealncias naty
rais do sistema. Pars ume soclucio nio trivial do sistema pode-se

encontrar as freqgifncias naturais do sistoma per processos iteva-



tivos variando-se o valor da freqiéncia w na matriz [¢]. Uma solu

cBo ndc trivial do sistema implica em ter o© determinante da equa-

cio (2.25) igual a Zero.

Na maioria das aplicacdes nae 50 Consegue determinagr u-

naliticamente os termos da matriz do sistema. Nestes Casos, pard

cada iteracdo, repetem-se as multiplivagoes indicadas em {2.23)
o gue caracteriza a conveniéneia de se usar computadores digitais

0 proximo passo consiste en cxloular os modos  proprios
de vibrar e, para tanto, segue~se¢ o procedimento deserito a B¢~
guir. Considerando um modelo apoiado em mancals rigidos que nao

exercem momento, as condigles de contorno 3o mostradas na egua-

cHo (2.22). Uma vez calculadas as fregiiéncias naturails pode-se de
finir os termes da matriz [U] para um dado modo de vibragio asso-
ciado a uma dads frequéncip matural, A partirc da matriz [ pode-

se determinar os vetores de estado para o ponto U {zorvo). Desen-

valvendo a equacio matricial {2.23) obtém-se as sogulntes £011EL -

gdes:

2. 26a)

Y © {2.260]

{ +
Yoz Vg dra Vg Y
; . e
I + o LE Vo =L { g . 26 }
g o 4l R

=V (2.26d}

Utitizando as equacdes (2.2%a) e (2.26c) ¢ normalizande

inicial, pode-se determinar o ve

o valor de i, igual a 1 no ponto

tor de estado no ponto 4 (zero). Desta forma, tew-s¢ O valor chex

.

Voo @ partiyv dus cguacdes {(2.20), gue By

=
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.
d
Li I H FE TV |} £
Tro | t U s {(2.27)
i’-}_,; TEG
Adotando-se 2 normalizacao sugevida {9 dgual a 1), o
i i3

vetor de estado neste ponte sora dado por:

i
4
. ; N o e
gi [2.28)
it
_i'fng;u‘j B

A equacfio (2.21) permite transferir {5) para qualquer ponio in-
rormediirio do sistema e, desta forma, obter os modos proprios de
vibracdo.

Pade-se ainda determinar oz dingramas de momento ¢ @8-
forgo cortante para sistemas eivo~discos-muncais ¢ ainda o perfil
madal em inclinagdo e deflexiao.

Desenvolve-se para outras condigoes de contorno procedl
mepto andlogo [10]. No caso de sistemas com extremidades livres
por exemplo, tem-se as seguintes condicdes de contorno:

T = [ s I H e .
Jy{ﬁl 0 Vero) - ERTRES: " zinl

/ = Pl

fn b
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Neste caso o determinante de fregliencias & dado por

L. I
31 3z

fl {2,307
! !
Yy J421

e o vetor estado:

-1
Yaq /52
5. = {2.31)
&)
)
0
A partir deste método de resolugao  amplementou-so i

conjunto de rotinas computacionals en linguagem HP-RASIC  {inter-

pretade) num micro-computader HP=-9845A0 O diagrama doeo hiocos o

Iistagem encontram~sC ho apomdice L, Da estruturs dee dados doeoen-

tyada utilizada no preograma nola-s5e que ¢ possivel analisar  umd

grande variedade de problemas cnvolvende miquinns rotativas o que

o programa procura permitir grande generalidade de aplicacao,

A

7.3, EXEMPLOS TIPICOS DE MAQUINAS ROTATIVAL

A seguir, alguns exemplos de aplicagbes tipicas em  ma-
quinas rotativas onde usam-se modeles de massas concentradas para
a representagfo do eixo sao0 apresentados,
mcadn Qxemn-
de

Indica-se o nimero de massas councentradars
ple, No capftulo 2.4 deste trabalho, @ influéncia do niimero

massas na precisfe dos vesultados & dnvestigada,
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3

2.3.1., Exemplo de um Bixe de Gerador

Dado um modelo simplificado de perador, pretende-se anag
lisar o conjunto eixo-motor separadamente e propoe~-s5e¢ para o con-

junto um modelo de massas concentradas segundo a Foora 2.7,

X EdJor .. Edg Edas o Edss my=mss 2670 Ky
’ l‘xj !%f‘i B my= 5340 Kg
- L 9,15m
z My .
Ve LA s e Jor® Je=8,32E -4 m
o i 2 5 4 Jip=ty=B32E-3m®

{a) {b)

Fig, 2.7 ~ Sistems eixo-rotor de um gerador
{a) Modelo Fisioo

Pl Lista de Dados,

Na figura 2.7, a massa dos elxos ¢ representada por m, € my, € 0
gerador & idealizado como um disco rigide de massa m, {(ponto de
massa concentrada)., Os dados do problema estio listados na figu-
ra 2.7 e 05 resultados obtidos estide listados na tabela 2.1. Com-

param-se o3 resultados com 0% deseritos na referéncia |81,

TABELA 7.1 - Fregi@nnias naturais do modelo da figurs 2.7
Refarancia [B] Rexuitados | Besvies ©¥]
obttdng
Freq. Natural-l 16.8 | 16.4 2.4
Freg. Maturai-2 5.8 - S B
Freg. Natueral-—-3 ge.8 R é;;@ ...... 2.8
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2.%3.2, Bixos com Extremidades Livres

Un caso simples de pouca aplicagio pritica porém  Gtil

para a investigagdo do efeito da interpolagdo, & a seguir ApTe -
sentado. Mostra-se que, no cilculo iterative das freqiincias naty
rais, ocorrem erros numéricos na procura das raizes da fungio de-
terminante, equacdo (2.30). A precisido do valor encontrado &€ fun-
cdo do passo usado nas iteragdes uma vez que neste trabalho  usa-

se uma interpolaciio linear em tarno da rulz da fungfio determinan-

te, Fig. {2.8}).

3 Funcdo Determinante
\‘\
N e glor Exato
T,
ey s N
---- Ieterpolocde Linear
™
®  Exate
Y
- P
> rd s
p 59 M
mt: !,f - Uy w
f </ N
1 L Aprostmaode
. e !
Y
.,
i _ iy ey R
{Pusso} -
Fig. 2.8 - Intarpoiagao Tippar no caleulo das Fregddéncias

be . .omo s da-
caloulo

Representa-se o exemple na figura 2.9,

dos utilizados. Usou-se 30 pontos de discretizagac pava o
das freqiiéncias naturais e 05 resultados obtidos estdo tistados

na tabelas 2.2.

E»6,89E 10 N/

%;WK%%WZ/} Im:gﬁﬁgm Pe=7I67 Kg!mﬁ

pe 30

1,78 m

X

L
9

Fig., 2.8 ~ Modele fislco de um #1x0 e secpdo osiroular.



TAGBELA 2.2 -~ Influénoila do passo de PLoranan na nzﬁmmm tos
H £

Trwmgnlbadon,

PASSOS ?vaqwi DETERMINANTE| %;;%;e DETERMINANTE |
Crades [rados]

200.00 482,810 »810329636 | 1277 .63 | ~75 59055870961
109.68 462,788 | 3321391869 | 1514.983 ~125393728787
S0.00|474.132| 185066757 se | 138,513 ng¢géijg;g§"
25,88 478.743 (47618875 | 1320.692 | 7889323937
18,88 1479.4289 9576067 | 1321.825 ~845287986
5.88 (479,441 PRIIZLIE | 1381847 ~3P7REP 474
1.98 [475.453 435838 ,zﬁgg:éﬁﬁ 5584286
.58 1478.455 “sep18 | 1321.065 | —ps7eR02
181479, 455 4386 | 1221.265 153847
.Mmmtég ...... o géﬁ.memmwwmwéé“ . E;éggmmw_m_mm.wz4921

Pode-se notar, dos resultados obtidos, que a magnitude

do erro numérice &€ fungdo do passo de iteragio utilizado. O wvalor

da funcio determinante para a fregiiéncia interpolada & mos trado

na tabela 2.2 e é um indicativo do grau de precisio do resulta-

do numérico obtide. Observa-se que ndo & necessirio reduziv multo

o passo de discretizacdo polis mantendo-o na faixa de 5% do valoer

da freqiifncia natural que s¢ desein analisar wmantém-se a precisao

de cdlculo dentro de uma falxa de ¢rros numéricos de 1 a 2%. Con-

para todo exemplo estuda-

clui-se, desta forma, qgue & necessario,
sao defint

do, analisar os resultados dentro do uma faiza de preci

da em funcio do passeo utilizado.
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2.%.%. Exemple de um Rotor de Laval Apoelado em Mancais Rigidos

Na figura 2.10 mostra-sc o modelo fisico de um rotor de
f.aval bem como os dades referentes ao mesmo, Um rotor de Laval &
um caso tipice de um modelo de taboratdrio para estude de  fenome
nos dinamicos. Um motor eldtrico, um volante para armazenamento
de energia, uma ferramenta de corte de uma retifivadora ¢ muitos
outros sistemas fisicos podem scrv estudados bascando-se em teoria

desenvolvida a partir de um modelo deste tipo.

£@lr¢?mm
GBmm s
{ P=7B00Kg/m
Wow - E=2,067E11 N/nf
o 1 48mm - $48mumn ;
15 mm

210 - Modeio Fisioo deoum cobar de Lava 1 oapoiads &m

mancais ciygldou.

Duas comparagies s$ao estabelecidas para cste exemplo, Na primeira,

usa-se wna uma formulacdo de uma massa concentrada 1134:

ondsa
My - Massa do disco

m, ~ massa do eiXO

Substituindo-se os dados da Fig. 2.10 na equagido (2.32) obtém-50

o resultado listado na tabela 2.3,
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Neste exemplo, pode-se também comparar o resultados ob
tidos experimentalmente conforme a referéncia [14!. Segundo a re-
ferfncia citada, o valor da velocidade critica & de 1920 rpm, o
1

gue corresponde a uma freqléncia natural de 3Z2.1 Hz.

Como no 1% modo natural de vibracide o disco nao sofre
deflexfo angular e como o eixo & bastante delgado & de se espe-
rar que os valores da velocidade critica o freqiéncia natural se-
jam bem proximos.

Na tabela 2.3 ostic comparados os resultados tedricos e

experimental,

TARELA 7.9 - Freguéncias naturaio dJde slatems da flygurs doh,

MMT Referancia [13] Valor

{61 massas) sxperimental

Freg—-1 [Hzl 31.84 31.58 32.18
Freg-2 [Hzl 126.48
Os graficos da figura Z.11 mostyam o8 nodos de vibrar

obtidos pelo MMT e estio normalizades owm fungio de uma inclinagao

unitiria na extremidade esquerda,
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Fig. 2,11 Freaiénciss Naturais ¢ Modos préprics de vibragao.



-, B8

i

MOMENTO FLETOR

~881. 18

~441 58

~Bg1.87

POBIOAD DO EIXD ind
i

L
q

b
e

\\\iﬁa @0

HOTI) NUMERD
i

Ty .23 BB

FREQUERDIR {(MED
3i.B4

BEE%. 29

2UP4. 84

POe.58

FORCHR CORTANTE

”‘892:123

~2358.51

3878 . 98

POSECHG B0 EEXD Imd
1

L

H

i

ea Taa

} $
28 <RE

M
S
i
o i
;

A

3i.84

24



2.4, ESTUDO DA INFLUBNCIA DO NOMERC DE MASSAS CONCENTRADAS NA PRE
CISAD DO MODELO

Pretende-se discutir o infludncia do nimero de BRSSO
concentradas no modelamente de um eixo {15 tendo-sc como objeti-
vo levantar um critéric de discrotizagau.

Para tanto, & importante determinar, a partir das rela-
¢fes entre comprimento {4} e diametro (0) de um dado ¢ixe, a  in-
fiuéncia dos efeitos da inércia de inclinagfo, do nimero de dis-
cretizacbes ¢ do efeito das deformagdes devido ao cisalhamento.Pa
ra unm estudo completo seria necessario estudar diversas relagoes
2/D, entretanto € tratado apenas o Caso onde L/70=1¢, cujos resule
tados podem ser estendidos para exenmplos onde as caracteristicas
sejam semelhantes.

Inicialmente, mostra-se a influéncia do nlimero de pon-
tos de discretizaciie no calculo das freqéncias naturals, Conside
ra~se o exempio simples da figura Z.12. De um eixe livre-livre cu

jos dados estdo listados na referida figura:

Didmatro (D= 0.0284m
Comprimento (L}~ Q,Eﬁf% m
V7277277 2z i IB Massa Fspacifica (P)-7847 Kgfms

= ' Mddulo de Elosticidade-2,08TE L N/

g
B

Fieg., 2.12 - Modelo Fisico de um gixo livre-livre.

= I

Utilizando-se o MMT obtiveram-se os resultados mostra-
dos na tabela 2.4, sendo que, para este estudo, desprezou-se o
efeite da inércia de inclinagao ¢ o efeito do cisalhamento. utili
zou-se o conjunto de rotinas descritas no apéndice 1 para o calcu

lo computacional.



TABELA 2.4 - Fregufnolas naturais obildos omn

pantosz de

giscretlsac

[AER N

3

Mumearo de massas Freg-1 | Freg-2 | Freq-3 | Frag—4 Fraeg—3
de discgretizacao [Hz3 [Hzd THz1 THz1 CHz 1
18 2186 8157 | 12184 | 28322 #
=8 18564 sagd 1egid 17985 *
348 1888 HEa7 18428 17249 * |
48 1878 5212 1 18234 16939 &
£58 1858 181 1@I85 | 18638 | 24857
Solucac exata [133 taae 4864 D754 ih@ag | 239V8

Stoara da feilixa de analiss (0 PEOa0 iz,

ha necessida-

i

Pode-se concluir, destes resultadoes, que
de de se considerar muitos pontos de discretizagfio nara uma apro-
ximacdo razofvel dos resultados. Porém isto implica em uma majora

a

Esta majoragio € indose

cdo sensivel no tempo de computaglo 16
javel principalmente em programas implementados em micro-computa-
dores,

Para um compromisso entre a precisic dos resultados {mm
tendo-a dentro de uma faixa de errvo de 5%) e o tempo de computagao,
sugere-se adotar 30 pontos de discretizagido como valor base para
s comparacio com outros modelos. £ importante frisar que, s¢  ou-
tros efeitos forem incluidos no modelamento, este parametro n=30
pode ser alterado,

Ainda sobre a precisioc do modelo, usando-s¢ O mOsSMO  ©-
xemplo da figura 2.12 e mantendo-se © ntmero de massas concentra-
das fixo ¢ igual a 30 (n=30), pode-se verificar =a influéncia  de

alguns efeitos sobre © caleulo das fregiléncias naturais. 05 resul



tados estao na tabela 2.5.

TABELA 2.5 - Freguenciss naturais obiidas am fungadn da tipo el

madela ubilizado (n=30),

Modelosg Freg—-1 | Freg~2 | Freq~3 | Freg~4 | Freg—3

Utilizadus [z CHx 2 [Hzl fHz 1 Ltz d

i 1645 3297 18420 17248 #

2 1861 5a18 ghgy ¢ 15131 | 21818

3 1877 5g3e gary | 145286 | 2Bi61

4 1845 4G5 8704 13428 18478

Solucao wxata [13] i8ge 48554 8734 18898 | 23379

Fora da folxa de analiasg -2 00 He

g massa concentra cla sem

1« Modelo simplificado {a8ixo sem masso

indreia de inclinagdo)

inclinacae nos poabhog de massos oon

2. Madelo incluindo inércia de

cantrada.

3. Modeln simplificado incluinde o efeiio das deformagdass  devino
ag cisslhamento nos gixos gam massd.
4- Modele inciuindo indrcis de incliinagdoc nos pontos fir massa oon

centrada & g efeitos do cisalltamonbo Nes 8l on 88 Ta5Da,

ser feitos. O efel

to do cisalhamento s6 & relevante para algumas relagoes /0. A

partir do presente estudo, nao ¢ possivel levantar dados conclusi
inér-

yos a este respeite. Os modelos devem incluir o efeito de

Alguns comentérios importantes poden

cia de inclinacfio, uma vez que oste cielito cexerce grande tnflucn-
cia, principalmente para o 2° modo. £ facil observar que gualquer



efeito incluido no modelo simplificado torna-o mais flexivel, Ca-
SOT :E

estudade no capitulo 3. bm primeira aproximagio, a utilizagao de
bons resulta

be salientar gue a solugdo exata & uwn modelo continuoe que

madelos com massas concentr adas usando o MMT Fornece
dos para o calculo das freqiiéncias naturais ¢ pode ser utitiza-

do em estimativas preliminares Sem muito detalhamento.

0 problema referente ao nimere de massas concentradas

para a discretizagio de estacdes tipo eixo pode ser superado atra

vés de uma representacdo continua discutida no terceiro capitulo.

Em muitas referéncias consultadas,
o caiculo das fregincias naturals de agrdem elevia-

Pares g%

faz-se wencho das dificoldades
numéricas para
da ou para oS casos onde existem mancais intermedidrios.

suntos serdo discutidos no quarto capitulo deste trabalho.
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CAPTTULD 3

VIBRACOES LIVRES USANDO MODELOS CONTINUOS

3.1. DETERMINAGCAC DAS MATRIZES DE TRANSFERENCTIA PARA EIXOS USANDU
UM MODELO TEXATOGY

Na formulacio matemdtica do segundo capitulo, o modela-
mento do comportamento dindmico de eixes apresenta algumas limita
cdes. O objetivo deste capitulo € apresentar uma formulacan alter

nativa gue permita superar algumas destas limitagoes.

Q0 problema a s5ev abordado refere-se ao efeite do name o
de massas concentradas a ser escolhide, Um ntmero elevado de mas-
sas majora o tempo de computacio, por outro lado um namero reduzi
do pode implicar em grandes €rros de discretizagio estrutural vis
to que, na realidade, os eixos sio continuos. Para minimizar es5-
tes erros pode-se modelar os eixos Como estacdes continuas,

Este modelo para vibragfio de eixes de seccin  constante
inclui os efeitos de deformagio devide ao cisalhamento, inérciade
inclinacdo e distribuigao continug de massa. A dedugao a 5@ puLT

encontra-se nas referéncias tg, 101. Pode-se alnda considerar ou~

tras aspectes, como por exenplo o efeito da velovidade de votagao
no calculo das precessoes diretas © rerrbgradas, ou mEesSmo incluly
no modelo a rigidez da fundagao, ¢aso @ eixg sein apolade em  al-
gum tipe de estrutura elistica. inclulu-se neste traballo a dedu-
cdo a seguir pols trata-se de um caso tipico de determinagio de
uma matriz de transferdncia a partir da cquncao diferencial do mo
vimento.

0 primciro fendmenc a sor caquacionade refere-se 4o ofed
to das deformacbes devido ao csforgo cortanto. B¢ for feita a ana
logia de um eixo com um pacote de cartBes & facil observar  que,
devido aos esforcos de flex@o, o elxo s¢ deforma com um dngulo @
como mostrade na figura 3.1. Devide ac s forgo cortante, L 1o
deslizamento dos cartodes, de modoe que a linha deo
e inclina de dz/dx. Gbserva-se que © elements nio gira ¢ sim

configurando-se deste modo uma deformagac de

centro o 81LHO

a2

sua linha de centro,

vida ao esforco de cisalhamento.
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figura 3.1 & facil notar que © dngulo total denominado o & da-

pOT:

dz

dx

Y@ %

Paralelo a0 Fixo

j’ex """""""""""

sl &
@ {:ﬁnff. ‘

Fig, 3.1 - Analogia de um elesenio de 2Iixo com um pacote de
cartdsa.

Da resisténcia dos materials sabe-se gque a relagdo ¢n-

tre o angonlo o e a forga de cisalhamento & dada por:

i = LA oo ‘L 3. -2,:}

cnde A. & a area efetiva ¢ o seu valor ¢ dado por:
g

onde

A
PO (3.3)
K'f:."s

-

£y & o favor de forma pava correcio da drvea efetiva (11, 1

ok

Desta forma:
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Iy
H ;_,-G'ﬁfi(wm + il)) (38»4)

A equacfio usual da linha elastica pode ser expressa por:

ay
Moo= EJ — (3.5
y < By - (5.5)
k4
Considerando o clemento de cixo o as forgas que apen

no mesmo, tem-se o diagrama de corpe livee mostrado na figura 3.7,

onde aplica-se o principic D'Alembert.

Y@ X
dx Momento de Indrcia de
. - 22
Inclinagde diaswdx
y ¥
Ve
Vo mpram,
7 Jvzmvz
; Forca de Indreig gswgz .
Fig., 3.2 -~ Qdagrama de coopa tiwvrs dge um elsmento de viga.

Pode-se definir as seguintes condigoes de equilibric, sendo:

4 - massa por unidade de comprimento

i, raio de giracdo em relagio an €iX0 y.

dMy = Vzdx - ui; w? Pl {3.61
ay o= -y w? Fdx (3.7)

ou,
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VoL

o %

d\!’ e

dx

Por outre lade, derivando-se

ay

Z —_
tx
oy
sz -
g
Desta

equacdo {3.11).

My = Ejy [(

clv ) 1 gty
2
1% GuA, thx”

_ . . - oy ) ARUS
substituinde a equagao de equilibrio para HX‘

equagio [3.13) segue-se,

Lrd
]

Fan
i

3.9

expressao {3.4) obtém-se

o s I
e | BLA (“M + @) (3.10)
dx * dx
42 o
GLA S {3.11}
o ¥
o™ i
forma, obtém-sc um valor pura d¢/dx o partir da
av 1 d*y
z ) S (%.12)
dx GA,  x’

(3,153}

da equacdao {3.9) nd

(3.314)
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Derivando a equagdo (3.8} em relagan a

dx dx ol ¥ - ¥
o1l
d*#m Ay R e
s . 2 . -
LA e E R R (3,16}
ax® i Y 1l

substituinde as eguagdes (3.3) ¢ (5,97 em (3,10} ¢ reagrupando 03

teymos obtém-se:

el
+
&
o
—
-~
..
it
3
ot
i
s
foened
-
P

Procedendo~se a eliminacido do momento filetor My das equagdes (3.14)
= ey a o,
e (3.17), pode~se obter uma ¢yuagac om deflexfio 7 de 47 orvdem, ©X

pressa por:

. .
d*z o b , 1.@\; w?
- - Yo s iy o il b4 5 ]
cx £ BLA : GuA
(3,183
Befinindo-se
e ) |
0 7 e AT [5,19)
Goh.
o
. 2
W , (& .
v R AN (5,.28)
£
y
L 2
ST (3.21)
00
i b
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E introduzindo estes valores nas equagdao {3.18] obtém-5¢ 4 Seguin-

te eXpressao:

Ej .y E YT ] { @ iy it oy }
- — - f 7= (3.22)
dx™ e? Fax® p*

onde & é o comprimento total do eixo.
A partir desta equagio diferencial ordinaria de coefi-
cientes constantes, pode-se deduzir a matriz de transforéncia re-

jativa deste eixo. A solucfo da equagdo diferencial & do tipo:
7 = C e £3.23]

onde T & uma constante arbitr@ria. A partir das condigdes de con-
torno do problema pode-se determinar o valor desta constante dife

renciando a solucio sugerida:

{ 1 /‘ ;\ +
e — Au sk -
o — {3.24)
o x ¥
A i . 3 & ) ‘3,258
’ oz E {f Q/ i 3
R
dx? i

3 3
Fi ? }\- A T

— Au/dl (3,26

I / L }
dx” g

& k3

7
e $e -
s F [ e (3 (:‘; N Z 7 )
Ay g s

Gubstituindo estas derivadas ma capressao (3.22) pode-se chopgar



3 seguinte equagie caracteristica em a do problema:

:r\ i + {. SR } ,)\ z - E f:J N - T ] ]

A eguagdo {(3.28) & uma equagao biguadrada e as rafzes encontradas

sio duas raizes reais ¢ duas ralzes complexas conjugadas ou seia:

"
==
]

S
-
e
N3

onde 3 @ a unidade imaginégria (/1) ¢ os scus yalores sao:

T ]
- - S . c
;}'.1 - - - (““‘""‘““""‘ }i ":"EU f:’ ¥ {,{‘5 "'\.2[.1 ( ng}
4

e

diferencial (3.22) ¢€

dada por:

~3h ®7R
IS

oA k%8 IR Ts S v

- = o e ok L pﬁlf.f + 0 PR ot ;‘3{} }

o m oL, B + L, B voL, 8 % s -
1 P 3

Usando as relagdes de Huler e substituindo~-as na soluglo da equa-

cio diferencial (3,30}, obtém-se a solucfAc na seguinte formas

_ i % A 4% { % A 4% A X k?x

F o= [ ogahl e d D BRAD e PR PR 1 1-% Je—— + L, Bak -

£ g 4 - 2 | - [ 3 oy i P I -
9 ¢ £ £

ende B
[ : {3,324}
(5,320}

* Ly (3.32¢)
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[

De posse desta solucho, pode-se chegar as

ra o esforge cortante, momento fietor ¢ & deflexio angular do ci-
X0,

exXpressces pa
Observando-se que as

SXPTESS00S para i
riaveis independentes (Z,

sojugac  das va-
L v_ 1 tém a mesme forma,

atribuir ao esforgo cortanie uma solugio do tipo:

; 17 . ’
E A, cas:ah{ + AL, 58D
A § &
kA

pode-se

{3,335}

Para a obtencdo das outras
sBes j3 estabelecidas. Usando

Gquag

Gos, usam-s$¢ 4§ expres-
{3 “j pode-se

a cXpressio BAPTES -
car o deslocamento do sistema em funcdo das constantes &y éy, Do
A 4

1 o5 }‘; " R Aow pIE
- ' 2 B i 4 P8
A T };’3‘1:3:}5;1( )+ A serm( wwwww )«e- &, ‘“L‘J:‘ﬁ{ ----- } A 5@5'1(‘-“%«}
] H . /7 . 3 B ﬂ' K
(IR 5 i 3 2 g,
{3.34])
2
a2t y ¥ Ay A 2 ALK Ay ¥
i e - A
Ay @"“uh(-ww‘}% A, - L::;Lé?i{w ----- } fly 'mn{w—ww) wfy, e CHB] e
N 3 g g A A ) 3 2
{5.35)
Analogamente, usando as exprossies (3,43, (%.18) & s

expressbes de vV e / {(3.33),

{3.35),
angular &:

A eXPTeSsSan pu.a 8 aeflexa

8¢ g L A 'A?x ?x.?x (}
o e (350 ﬂqJﬁsh e *ﬁ?ﬁaﬂhiww ------ o IR SR 1 D GOs wmw§ *é&ﬁﬁm(—“ 1
g"*e;;y ' 2 - 5 2 ' 5 .

{3,307
Finalmente,

substituindo a eguacio (3.30}) na SAPTESSan
(%.5), obtém-se:



=
1]
i
)
EN)
e

A ) A e 2 o Aoy K P
j e iR T b § A BEOh L ﬂnwhévmw- Sfeed  LE A sen beeed <4 COS gy
¥ % () Vg i ; 2y 3, & % E

Colocando as eguagdes [(3.333, {3.35}, {3.36) e (3,37
convenientemente na forma matricial, ohtém-ss a seguinte matrizpa

ra 4% variaveis 7, . M, © Vi

b ;
QJ }L-u A}‘walx i Q‘ng }6’.. 2 f‘
-M;ww--" sEMT E ""Wg;“'m coshi{A TR Lol !
Y i - ' ;
* ” E ;
4 i . -
20w }( Ca LR . L § ol =
g8 [{JH i 3.‘., cLiuT A an!rf\ sl a-hg tees gy gl -A, Yman iw;-r-
Faa
}2: H [od ‘-j'\f )\ H Z X i X -
; i §
= E 3 -‘ 1 .z
PR o) s de A L }21 PRAn{og-3l)
i L \,.» - i £
A, tae e oL - poghi) “."”}I ~—-~"w-- ------ 3671 Ry § g 205 A7 )
}s >¥. 3 (}\«I ) 6]‘3' G H \(E)e) ) %q & ) _; ok M
! 1
! : ?
1 - 1
X E i X X
cosh i) begnh[A 2 s (i Paenii., )
o £ i 1 8 - 28 g % R

ou ainda:

R e auall
M

iwm,E .%a% \ (3.39)

[

e i,

Conside r&néamvo um eixe uniforme de comprimento 1L oentre

as estacdes i-1 e i conforme a figura 3.5,

Eieg, 3.3 - Modelo ffsipn o um eixo da saooan consbantes.,
5
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Podo-se estabelecer a segulnte expressio matricial para x=0 ou 58

jaz o ponto i-17

" {s}i” (3.40)

i .
f .1 cooo e
15 - % ,*Am
VSpgor = BLO LAY
ot ainda:
[ 232
-7 f e .
il”i‘i'j‘y
’ g3{J+R§} - H?iﬁwhé}
' RUEdy Bedy
= | . 3.41)
ﬁqua+k§E . Lanlo-Ag! ( :
?ﬁy R Li [ — «mw .......
Y 1 G 1
Pode-se, entdo, definir o vetor das constantes arbitrérias COmo
sande:
- !
}mi ._[r:g :I ;mi F
Ei.zf = Higl Ehil'—] ‘S-{EZ}

¢ também as relagdes para a outra extremidade [pomto 1} ou seja

x=%. Neste ponto vale a seguinte relagio:

ud

{S}. = Lﬁ{ﬁ}[g A%‘ , {3.43}
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Substituindo a expressio (3.42) em (3.43) obtém-se,

. ) .
{a}i . [B(%Jl Laio'] {ﬁ%iwq £3.44)

boan

onde

Desta forma, tem-3S¢ om fuij a matriz de transferéncia relacionan-
do o vetor de estado na estaciiv i ¢ i-1, A matriz [B(Ai] & obrida
diretamente de |8(x)] para x=£., Para obter a matriz de fransferén
cia & necesshrioc calcular a matviz imversa, [Bto)] e em segul-
da executar a2 multiplicagio (3.46).

fonsiderando-se novamente o equacionamento matricial en

{3.41}, na forma:

F ™
-7 [ biz £ B4
v P24 5 1
§ - (3.47)
r -
i 9 by & B
. 1 \
v, | b4q O JERE I
Observando-se a disposigéo das linhas e colunas desta

equacio matricial pode-se dividi-la em duas submatrizes desacopla

das tal que:

(~z ) b, b 3&2}
g ﬁys 5.,  bag g ﬁQE

3

(%.48)
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|

Para o calculo das constantes A

sio das matrizes de ordem 2:

el

3 k
14732

A

= ,i

g bosbag ~ BosPay
A :

tazendo as substituigdes dos coeficientes byqy @ recompondo

. - -1
triz inversa |Blol]

j:iﬂ{c-}“

t -
Bhg Edy
Aooon”

(3s valores de

4
A =
SR
{j*';‘x&
A il

Ay, by, B, procede-se & dnver~
s s -z
£) 54 Iy 14 % ) )
Do (3.50)
Paz Faz g mysx ’
) R
3 - J‘ j
baz  “Pug % V}
“By g bZ% {v2§4m1

ohtém-se:

mé-

.1 . .
[ & 0 A
T Z
T,
BEA
i B 0
/\"\_ 4R

Y (3.51)

ey
i SETA )
G e il
A B
Ges {3.52) a sepuir:

L52a)

{951

{3.52b}



AL -

Ay 7 e (3,52¢}
= '\2_,\ Z
4 AS

P _ P 1
Py, g matriz de

HRE IS

0 que se estd procurando § o valor de
transferéncia do elxo e para tanlo dove-s¢ usar a expressao (3,40,

Besta forma obtém-se:

s i” B PR )
R ]:Q“é* R i - ~{10 {ﬁ 4 3{”]
P 33 RSN N 3
i
t . R :
T
! . :
s : !
E3 0w Te e hale o rgen
g RSSO FL S NG TN | P 08 y R lor T Iy
i L 3t y _[
i - [
t ;
: P iié'é i
b P r ’ P s
} B -m—«w ,J S by Jir-w:j Oy
! : -
r

Ns valores das constantes 0, £, 0., L, estag nas ox-
il i i

pressdes (3.54) a segulr:

R 2 . N
L. = ﬁ(A? gmeh A,+A. cos A§> {3.54a}

{3.54b}

}F‘
i
i3]
s
s g
St
e
.
3
4
28]
o]
s
[N

S —— e g

s

Z

L., @ !(au‘h Ay - osos Ly E {3,540}

BETAY } [3.54d}

Uma vez definida a matriz de trausferéncia para eixos continues

de seccdo censtante elimina-se © probiema do nimero de pontos de
discretizacio, Elaborou-se uma roting computgcional para a repre-
sentagdo dos eixes mantendo-se tods sstruturas Jde dados anterior @

usando-se o mesmo esquema computacicnal mostrado no Apéndice 1.



5.7, EXDMPLOS DE MODELOS CONTINUOH - CUOMPARAGAD COM A ANALISE MO
DAL DXPERIMENTAL

Dado um modelo experimental de um eixe . apeliado  com
% discos utilizado para ensalos de balanceamento ¢ comportamento
dindmico, realizou-se uma andlise tedrico-cxperimental do mesmo.

Inicialmente realizou~se um estudo tedrico utilizande ¢
MMT desenvolvido no capitule 3.1, onde usa-s¢ pardy representugin
das estacdes do tipo eixo um modelo continuc com splucio exata, O

ssquema geral da montagem & apresentado na Figura 3.3,

2150 QIS0 el
i 1 I
B12,8
§ i
oA o
. - el L..d
_ 150 435 .o i3 . 150 )
14 14 4

Fig, 3.3 - Modelo fisico oo sistema sstudado.

Tdealizou-se um apoio simples rigido pols os graus de
liherdade referentes o inclinacio nos wmancais estao 1ivres [(man~
cais auto-compensadores) e o cixo & muito mais flexivel do que o
suporte. A rigidez do conjunto suporte/rolamento & de dificil do-
terminacio tedrica {incluindo possiveis efeitos ndo lineares dos
jubrificantes), sendo que para aplicagCes praticas este valor po-
de ser identificado aplicando-se técnicas de impediincia mecdnica
110,181,

Incluiv-se, no modelo, elxos continuos com efeito de
inS8rcia de inclinacfo e influéncia de cisalhamento, e para o5 Gig
cos, o efeito de indrcia de inclinagdo.

A Figura 3.4 apresenta os vesultados obtidos registran-
do as freqiéncias e modos de vibragio ew fiexdo.

Com o objetive de comprovar experimentalmente o modelo,

fez-se uma andlise modal da estrutura. A andlise modal & feita no

dominio de freguéncia. A identificagio dos pavametros modais &

reglizada utilizando-se uma excitacio impulsiva em diversos pon-
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tos {(foram utilizados um total de seis pontos) [19,20). Esta and-
lise modal foi realizada utilizandos-se um programa lmplementado
em um sistema HP-5451C Fourier Analyser instalado no GEPROM. O mé
todo experimental ajusta a funcgde de rvesposta ewm Freqiifncia  usan
do a teoria de minimizacio dos erros quadraticos a pavtir dos da=
dos de excitacdo e resposta medidos,

Na Figura 3.5 mostra~se o$ modos de vibragao obtidos

.

na anilise modal e suas respectivas freqiifincias naturais,

19 Mode - 24,37Hz

Pekbodo- TS,A4G My

Aabiodn- 198,77 My

Fig. d.5 - Fregligneies natursie e nodog praprios

da vibracao cbildos na analise modal.

A comparacio dos resultados e estimativas de desvios ¢

mostrada na tabela 3.1,

TABELA 3.1 - Fregléncias naturais em [Hz]e dasvios.

Modaio MMT Franlise Modal Pl toyg %3

Freg—1 [Hzl 78.38 2% .37 ig. 88

Freg-2 [Hzl 79,94 PH.AE 1,28

Frag-3 [Mzl 158,85 158.77 4,88
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Justificam~se as diferencas encontradas principalmente
pelo modelamento aproximado dos mancais, pois sabe-se dos & XE -
plos anteriores, que o modelamento dos outros clementos € bastante
gficaz,

Quanto B andlise modal, pode-se detectar €rros numeri-
cos provenientes do programa de identificagde e taphém erros deme
dicdo ¢ processamento de sinails.

evido 3 ordem de grandeza des desvies principalmentena
primeira freqli€ncia natural, se faz necess arioc proceder a Noves

testes para o modele de matriz de trans steréneia, Com este intuito

propoe~se uma COmparag -Fo com os resultados obtidos de modelos wutl
lizando a técnica des elementos finitos, Para tanto, resolveu-se
o mesmo problema através do programa GENIM 121] desenvolvido no
ishoratério de projeto mecinico e implementado em wm micro-Compu-
tador HP~9845A, O programa utiliza a técnica de elementos finitos
para a solucio de problemas dindmicos e inciui os mesmeos efeltos
do modelo de matriz de transferéncia exceto a solugdo exata para
eixos continuos. O modelo de elemento finito consiste em uma ldeg

lizacio de massa consistente mostrads no capitulo 3.5.

Para a discretizacio por elementos finltos tomou-se a
precaugdo de dividir os estagios de elxos e discos de forma &
aproximar as 3 primeiras freqiincias naturais com boa precisao. O
problema de vibragdo de flexao fol anallisado com 10 graus de  Ii-
herdade e a idealizacfo des mancais foi feita considerando-os vin
culades no movimento de transiacdo e livre para o movimento de 1o
tacio, ou seja, a mesma representacic considerada no nodelo de ma
triz de transfereéencia.

As diferencas entre os resultades cobtides com o5 dois

modelos estio listados na tabela 3.2,

.

TABELA 3.7 - FregiBncias naturais em |Hz] e desvigs.
Modelio MMT Mode lo MEF Besvios L[¥%3
Freg-1 [Hzi 26,348 28,41 « 18
Frag-2 L[Hzl fH. 49 78.81 21
Frag-3 [HzI 168.835 188.33 LG8
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Feta faixa de ervos € poricitemente seeitidvel ¢ conclul

~se dos resultados da andlise modal gue as difevengas  sdo prove-
de problemas  de

it

nientes do modelamento aproximade dos mancals

medicdo implicitos nos metodos de identificac8o experimental.

3. %, DESENVOLVIMENTO DE UM METODO COMBINADO MMT (METODO DAS MATRI
758 DE TRANSFERENCIAY MBF (METODOG DOS ELEMENTOS FINITODS)

A introduciio de modeles continuos "exaifos” no MMT ¢ de
grande utilidade como estd mostrado nos capitulos 3.1 ¢ 3.2, Algu
mas limitacdes nestes modelos aparet cm guandoe se deseja represen-
tar estruturas de geometria irregular pois sabe-sc que o MMT nao
& apropriado a estes tipos de aplicagdes. Desta forma deseja-se,
neste capitulo, introduzir uvm modelanmento continue aproximado al-

terpativo qus permita a representagho de estruturas de geometria
irregular,

0 método combinado MMI-MEE foi desenvolvido nas duas 4l
rimas décadas |256,27) o consiste em um método que utiliza para al
gumas estagbes as técnicas de mode lamento por elementos finitos
sende que para a resolucdo numdrica usa-se a estrutura matricial
do MMT. Neste mftodo combinado aproveita-se as potencialidades do
MET no modelamente de estruturas com geometria irregular tals Co-
mo placas, CasCas, estado plano de tensao ou de formacgio, astado
triple de tensdo, problemas dindmicos noe planc & no espago, ic.,
¢ usa-se 8 estruturae matricial deo MMT pols sabe-se que este mé Lo~
do nio requer gran&es capacidades de memoria computacional, pro-
porcionando assim a posgibilidade de resolver problemas grandesenm
midra~c0mputadﬂ?es.

Com o objetive de apresentar o métode combinado MMI-MEF
aplica-se o mesmo 2 problemas simples de modelamento de eixos. Po
de-se generalizar este estudo para modelos de estruturas Jde geome
tria 1rrcmn1%r rais como turbinas, discos flexiveis, engrenagens,
rotores de motorYes elétricos, peradores de uma central hidroelé~
trica, eixos de geometria irregular, etc.

Mo modelamento por elementos [initos de um eixo em  fle-
xio parte-se da hipotese de que o campo de deflexdc de um elemen-
to pode ser descrite por um polinémio do 37 grau, Usando-se e5ta



hipStess e as equagdes de energia de deformagdo e energla cinéti~
ca encontram-se’ as matrizes de rigidez [K] (Bgq. 3.55) e matriz de
massa consistente [M] (Bq. 3.56) conforme desenvolvido na  refe-

réncia [28/.

17 -5 1 -7 )
1) 2 Y ':;} 2
e, 44 69 70
[K] B s {3.85}
g4 §
ST M 1y 52
" qsg -228 54 154
82 .28 -38°
{ " 49 1 3
LM:] L s {3»56:}
470 -
STM 155 228
48

onde

6~ massa especifica do material do eixo

A - drea da secglo do eixo

% - comprimento do eixo

F - mbddulo de elasticidade do material do eixo

J, ~ momento de infrcia de Area da seccdo do eixo em relagao a z

Este modele estd implementado no programa GEDIM |21} e os resulta
dos obtidos s8c descritos no capitulo 3.4,

Pode-se mostrar que exists uma transformagido que passa
as matrizes de rigidez e massa pava a forma de matriz de transfe-
réncia. Alguns cuidados quante 2 convenglo de sipais adotada nos
dois modelas devem ser levados em conta. Em um problema tipico de
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eixo modelads por elementos finitos tem-se a seguinte equagao di-

nédmica, valida-no dominio de um elemento:

(g - ot m]{e) - {+} (3,57

ande :

w - freqiifncia de vibragio
{5} - vetor dos deslocamentos nodais
{r}.~ vetor das forcas nodais.

Un elementeo de eixe de secciio constante € mostrado na

Figura 3.6, bem como a convencaco de sinals adotada,

t?
o w77 Yo el

(i-1) (1)
z X

Fig. 3.6 - Diagrema de eguilibrio de um elementn de vigs.

Segundo a técnica de elementos finitos usa-$e @ equagio

{3,57) na resolucdo do problema de vibragdes livres, onde:

T E” . .
{ ﬁ} NIREE Ui 4 61} (3.58)
."I‘ " N .
{g &= ;; = vy—a‘,/} E‘Tzi“‘q Vyl sz} {3‘1';{}}

Nesta forma a matriz de rigidez equagdo 3.55, relaciona forgas @

deslocamentos segundo a gquagio 3.60:




vy(ijjl rﬂz ~f -t
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{3.060}

Reagrupando as linhas e colunas e utilizando a mesma convengao de

sinais do MMT Figura 2.3, obtém-se:

ﬁzfim?} BL
vyi;—ﬂ] ) EJZ -1e
IE
1S ~6%
by[i] mflE

nnde
&
£3 gE

xﬂ\ e ..,.........f.:

1]
-92
3 5%
8] —

~ap7 i

54 17
oy 5%
64 12

Y1)

VO

{3.61}

(3,062}

Eana
i
®
oh

Lat
e

(3.64)



[c]- (3.65)

[0]= (3,66)

o T

] {i«m} mmuwaj TERE R {3.67)
b 7 i ‘

';f{;u} } 2 (1) ES: ; (3.68)

T

{5%-13} i §Y£1m13 5[::»*1}} {3.69)
S : |

{é}{i}{ TS Sy | (5.70)

Desenvolvende a equagio matricial (3.62) abtém-se:

SNTIRTH B UV LIRY IR IR E I (3.71)

5 = A -‘M’ 4 ! 5 g‘W]M‘ 5 . i

SIS T I DRI (3.72

Procurando deixar o sistema de eguagoes (3.71) e {3.72) na forna
adequada a0 métode das matrizes de transferéncia, isolam-sg 0s ter
mos em (i) e (1-1] da expressde (3.71) ¢ consegue-s¢ & relacao des

crita a seguir:



Substituinde (3.73) em (3.72} tem~s56¢:

§ [ w2 i + Y - o -1 r—‘.\*!;;f Y - Ten -1 =
freot B 8aa) E?J( o) {8y pr BT {1w13})

Agrupando a equagho (3.73) e a equagdc

pode~se obter:

Efetuando-se estas tvansformacBes pars as matrizes [al,

8], [c] e [0] definidas nas expressfes (3.63) a (5.60) tem-se:

4 4
78 )

(3.78)




: (3.80)

| 12

Substituindo os resultados obtidos 76} encontra-se:

Y (RS X R
& 1 j LET,
= {3.81)
M 0 iy 1
iz
v, 0 i o
Yoty ¢

e usando a mesma estrutura utilizada no métedo de reselugio das matri-
ses de transferéncia, ou seja, tomando-se Y=-Y para todas as esta

5
ches, chega-se¢ ao seguinte resultado:

~Y 1 2 RF/7E3,  RTUBED,
8 a1 prE3,  RPAZED
= (3.82)
Fle o 1 ’
V., 3 i3 #] 1
Yy © -

Como se node observar, a gquacin (3.82) g idéntica &
qatriz de transferéncia desenvelvida no capitulo 2.1, equacio {2.9)

gque faz a transferéncia de uma sstacio tipo eixo sem massa e rigl



dez proporcicnal a £1,. Isto demonstra gue as transformagdes rea-
Tizadas sho cosrventes. Desta forma, pode-se nsar modelos desenvol
vidos por MEF e resolvé-los por MMI. BSendo assim, podem ser explo
radas as vantagens ja descritas que sdo, economia de memdria com-
putacional (devido ao nétodo de resclucio do MMT} e poessibilidade
de modelar estruturas de geometria irrvegular (devide ao mé todo dos
elementos finitos}.

Para a solucic de problemas de vibragces & mnecessirio
montar a matriz dindmica [0] dada na equagdo (3.57) e posterior-
mente passi-la para a8 forma adequada para o calcule das freqiién-
cias paturais usando-se o métode das multiplicagdes sucessivas
descrito no capitulo 2.2 gque € usual do MMT. Desta forma a matriz

dindmica do elemento serad dada por:
(o] = [x] ~ w® [m] (3.83)

Substituindo os valores de [k (matviz de rigidez do
elemento) e [M] (matriz de massa consistente de um elemento) tom-

&,
17 -BL -2 -B2 155 -22% 54 158,
" 42 B3 287 , ag® 138 -38°
- B4, W ARL -
}Qj = *—[*-»3*"{" - o L_ (.3&84}
.
5IM 12 BL SIM 186 222
ap? g4

Transformande a matriz dinamica da forma convencional dos ey -
1os de elementos Tinitos para a forme de matriz de transferéncia
segundo a equagio (3.76) e compatibilizando a convengdo de sinais

pode~se obter a matriz de transferéncia que fornece uma soelucio

aproximada para um cixo.
Tmplemsniou-38 uma rotinag computacional simplificada pa

«

ra o calculo de eixos pelo método combinado MMT-MEF onde a estru-



tura de dados utilizada € a mesma desorita no Apéndice 1, sendo
gque as modificaces introduzidas sioc mostradas nas llstagens do

Apéndice 1,

3.4, COMPARACRO ENTRE MODELOS - RESULTADOS NUMERICOS

Propde~se, neste capitulo, realizar um breve gstudo Com~
parative entre os modelos matemiticos descnvolvidos meste traba-
1ho. Pretende-se fornecer alguns indicativos scbre a influénciado
modelamento nos resultados sem inclulr uvia explicacfio tedrica  a-
profundada, 0 objetivo deste estudo comparative ¢ dey alguns sub -
sidios pars a escolha da melhor representacdo de uma gstacao tipo
eixo em funcio dos fenOmenos que se¢ deseja estudar.

0 modelo estudado estd descrito na figura 3.7, bem como

03 dados do mesmo.

s B p = TB00 Kg/m’
/MM@ fﬁﬂﬁwm E=2067E11 N/

0,250m ,

ClMpdelo Fisicn de um miso livre=Lilre[ T

O estudo & relevante e ilustrativoe, principalmente quan
do se deseja comparar resultados tedricos. Os mEtodos de modela-
mento matricial sie comparados de maneira breve fazendo-se¢ um pa-~
vyalelo entre o métode dos elementos finitos ¢ o método das matri
ses de transferéncia,. Postericrmente apresentam-5¢ 0S5 resultados
do mitodo combinade MUT-MEF desenvolvido no capitulo 3.3,

Iniciglmente descrevem-se s modelos utilizades:

1- Modelo por elementos finitos com 5 elementos de dis-
cretizacio incluinde o efeito da inércia de inclina-
¢do. Programa desenvelvido no Laboratdorio de Projeto
Mecanico (GEPROM) [Z1f.

7. Modelo de matriz de transferéncia usando a  técnica

de resolucido de multiplicagdes sucessivas capitulo



¥

£
oy

2.2), para massas concentradas {30 pontos de discre-
tizagdo} e eixe com rigidez de flexio I,

Tdem 2 mais efeito da indreois de inclinagao.

Tdem 3 mais efeito da defurmecio devido ao Cisalha-

mento.

Modelo continue de matriz de transferéncia com matri

R
zes diretamente da egquagio diferencial.

6~ Idem § mais o efeite da indrcia de inclinagio.

7. Tdem 6 mais o efeito da deformacio devido ac cisa-
lhamento.

8~ Solucfo exata |13], sem efeito da deformagac  devideo
a0 cisalhamento e sem infércia de inclinagio.

0s resultados numéricos obtidos estio listados na tabe-

la 3.3,
TABELA 3.3 - Resultados numérices.

Muda los 1 & 3 % 5 B 7 8
Freg~{ [{#~3 HzJ .08 1,931 1.889] 1.881] 1,833 {.888) 1.783; |.D83
Freg~8 [18~3 Hzl | 4.8841 5.401, §.268] 4.968, 3.953; 4.888] 4.894 H.855
Freg-8 [18~3 Hzl | 9.458[18.616)18.6884; 8,164, 9.388] 3.373] 8.634 .84
Freg-4 [18~3 Hzl [15.852[17.586] 18,6839 14 . 862 [8.374 15, 886113, 303 16.388
Freg-3 L[1B+~3 Hzl 24.27386.278 (23,208 13.411 2448821 .888118.454 124 . 432




Alguns comeutfrios breves podem ser feitos a partir dos
resultados nundricos obtidos,

0 modelo de mazsas discretas usando MMT {modelic 2} € bas
rante rigide e formece uma estimativa inicial pouco precisa, apro
ximando os valores das freqiidnciss naturais por cima quando compa
rado a solugdo exata {(modelo 8). Observa-se mesmo assim gue 05 ¥e
sultados sio satisfatdrios em termos de engenharia e que o nlmero
de massas concentradas utilizado & relativamente elevado (n=301,
Inciuvindo-se os efeitos de indroia de inciiﬁagﬁa ¢ deformagio de-
vide ap cisalhamente (modeles 3 e 4], as freqi®ncias naturais di-
minuem de valor come era de se esperar pois o modele & mais flexi
vel, mas mesme assim & mais rigide do que o modelo continuo (mode
o 71,

Na procura do valor zero da fungic determinante faz-se
uma interpolacio linear em torno de suas raizes, o que pode intrg
duzir erres a partir da terceira casa decimal {ver capitulo 2.3).
Neste caso, para uma comparacic coerente dos modelos deve-se usar
somente os trés primeiros algarismos significativoes dos resulta-
dos ohtidos nos modelos 2, 3 & 4.

Conforme pode ser visto nas colunas 6 e 7, 03 efeitos de

indrecia de inclinacio e deformagdo devido ao cisalhamento toTnanm
o modelos continuos mais Flexfveis. As oscilagfes des resultados
ohtidos com o modelo continuo & em torno das solugdes classicas da
coluna 8 aparvecem devido a erros de trmcemento no calculo compu-
tacional ou devide d interpolacie linear das raizes da fungdo de-

rarminante ne método das matrizes de transferéncia,

A principio o modelo de olewentos Linitos {coluna 11 ¢
o modelo de matriz de transfevéncia com massa distribuida {coluna
63 podem ser comparades pois incluesm-50 05 BOSWMOS efeites. U5 re-
sultados mostram que o medelamento continuc {coluna 6} & um pouco
mais flexivel, o que era de se esperar pois, CoOmMo & mencionado na
literatura, os modelos de elementos finitos georalmente s&o maisri
gidoé que os "exafos®. O modelo totalimente compativel com a solu-
cho de massa distribuida do MNT € desenvolvido por ~voro mé todo
matricial "exate” na referéncia 291, '

Em termos gerais pode-se concluir, a partir deste traba
iho, que & reromendavel usar o modelo da coluna 7 da tahela .3,
Mesmo assim, os erros encontrados nos outros modelos sie  admissi

vels em termos de engenharia.



_ Sohre o efeito do cisalhamento, & importante frisar que
o mesmo varia ¢om a relacg@o de didmetro ¢ comprimenteo & neste tra
balho nfo se incluiuv este estudo.

Outro resultado numérico importante pode sev obtido uti
tizando-se da teoria desenvolvida no capltulo 3.3, Deseia-s¢ mos-
trar que, uma vez usados modelamentos compativels para metodos de
resolucido diferentes, deve-se obter o mesmo resultado a menos de

arros de truncamento inerentes ac método numérico de resolugdo.

Entende-se por modelamento sstrutural a obtengdo das
matrizes, seiam as de transferéoncia ou sejam as de elementos Lini
tos. A manipulacio das mesmas para obtenglio dos resultados & con-

siderada como método de resoluglo. Fode-se generalizar este  con-

ceito para outros métodos matricials.
Com o intuite de formalizar cstas afirmagdes nmodelou-se

o eixo mostrade na Figura 3.7 por elementos finitos o obtiverauw-

se as soclucfes usando dois métedos de rvesolugdo. Usa resolugdo ua
(31, para a determi-

tricial convencional usando o algoritmio Gt _
uma resolucio pelo mftodo

L

nagao dos auto-valores e auto-velores ©
combinado MMT-MEF que estd descrita no capitulo 3.3.
Desprezando-se os efeites de inércia de inclinagio e de

cisathamento, os resultados obtidos estdo dispostos una tabela 5.4,

R

TABELA 3.4 - Besulbtedos numériocos

MEF Coml {rads FMT-MEF

Frag-1 [18~3 Hzl 1.8338 1.8338

Freg-2 L[18~3 Hxl E.0p838 0. 8580

Freg~3 [18~3 Hzl 1g.8818 ig. ggig

Frsg-4 £19~3 Hzl 18.53840 16,5308

Freg~3 [18-3 Hzi 272158 PP.2158
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Como era de se esperar, os resultados sdop compativeis
sendo que, no chlcule dos zeros da fungac determinsnte, utilizou-
se um incremento pequenc de freqiidncia para que niao fossem intro-
duzidos erros na interpelagfo linear aproximada. Desta forma, mos
tra-se que caso 0§ modelos sejanm compativeis os resultados pro-

venientes de diferentes métodos de resolugpfo devem ser bem aproxi

mados,



CAPTTULO &

- DIFICULDADES NUMERICAS

Neste capitulo pretende-se discutiyr o problema das difi
culdades numdricas inerentes aos métodos apresentados nos capitu~

165 7 & % deste trabalho. Entende-se por dificuldades numé ricas
os erros computacionais que aparecen em alpuns tipos de aplica-

s

¢des provenientes da formutacio do méteds das matvizes de transfie

réncia,

4.1. ESTUDO DAS CAUSAS DAS DIFICULDADES NUMERICAS DO MMY

Eptre 05 cases mals comms onde aparecem dificuldades nu
miricas destacam-se dois problemas: o chlculo de fregiiéncias natu
rais de ordem elevada e o estudo de problemas onde existem supor-
tes elasticos intermedifrios de rvigidez elevada.

Pode-se mostrar os problemas de dificulidades numpfricas
que aparecem no caleulo de freqiiéncia naturais altas analisando-

s¢ o exemplo da Figura 4.1,

A T £ Jy ~ Constante
5%%%%%@%%%?&%& i - Constante

{

N

N

P
b

Fig. 4.1 ~- Mogelo fisica de um 2ixo du seopdo constante.

Usandeo a teoria desenvolvida no capitulo 3.1 de modelos
continuos para 2 representagdo de eixos © desprezando-se vs efel-
tos de indreia de inclinagdo [1=01 e deformacio devido ao cisalha
mento (o=0), a equagdo matricial (3.55) que proporcicna a transfe

réncia de um eixe reduz-se a:



(4.1)

£ 4 A g "
e e PP A "
b & L :

onde :
I]
I (4.2)
H
3,
TR A
Bt o= (4.3)

Faaet
pon
[ #3]
g

[y

e b B e (4.6}

- - [~ o, o N
U 5 e (@l - CO50
“ ey R

Fas

4

L, = cm {gmnhf - sanbi (4.7}
o g 8
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Observando a Figura 4.1 pode-se estabelecer as condi -

cBes de contorno segundo a expressioe 4.8

Moo= 0 (4.8)

Seguindo ¢ procedimento padrio de solugao para o MMT des



s

I
feo A

crite ne capitulo

all,

Sabe~se que a condicao ne
solucio
cio (4.9) obtém-se:

& a de determinante igual s zero. Desenvolvendoe a

o1

obtém-se o determinante segundo 4 expressao:

(4.9}

cossaria para carvacterizar uma
equa-

1 g
A= BFE. feanhf + senll” - Al - senBlt ] s 0 (4,10}
J4pe
o1
5 1 S 2 ; . 1 o 4 2
& o= B SEMN B 4 e serh{ ssng csen R e e sanht B o+
45* At 487 4
P i )
b e mEhR BERG e e san B 1 O {(4.11}
48" 44
donde:
5% 1
& 5 e Pdsenhf o senfios O (4.12)]
4% ' J

Chservando & equacao (4.1

de 58 & verdadeira se:
genfd = I

o
Z. Ko

Suhstituindo a expressio {4.14) en

2% pode-se notar que a lgualda

(4,13}

(4.14)

(4,31 obtém-se:



w? e A (4.15)

T evidente gue a funglo senf propoerciona oS valores de
determinante nule mas este pode ser descaracterizado pela fungdo
senhf, que stinge valores muito elevadoes para fregliigncias altas
sendo que a partit de um dado limite hi um truncamento no niime ro
de digites utilizados na computacido o gque pode tornar ineficaz a
representagio do produto de dois valores de grandeza muito dife-
rentes, Da Figura 4,72 vbserxrva-se que para valores elevados de £ @
variagio da fungio determinante em torno das raizes torna-se mui-
to sensivel em relacgio & variagae deo 2, Recomenda-~se poritanto O
uso de passcs pequenes na procura das fregiincias naturals de or-

dem elevadsa.

poa
&W

S R S p S A I S N

LN SR M A

DELTA=L {n 23 . {8enhin}.Banin}l

-
-3, 8

AN St i |

Fig. 4.2 - Grafico da variagao da funcgdo &,

Outro problema numérico fregients decorre da existéncisa
de suportes elisticos de rigidez elevada, Caracteriza-se rigidez
elevada guando existe uma grande diferenga entre a rigidez do i

%o e a rigidez do suyporte sidstico intermediario.

Pode-se ilustrar este problema estudando-se 0 exemplo



mostrado na Figura 4.3,

#

w7 /i 77
’j:iz

"Eixo apeiado em suports irtarmedidrio

rigidez K.

Pescrevendn um eixe genérico com partes A e D, © proce-

dendo-se § transferéncia do sistoma do ponto 20T0 até o ponto &
obtdm-se o produto matricial da equagio (4.16). A forma compacta-
da desta equagdo | §| proporciona uma meihor visualizagfdo do MMT
¢ da técnica de resolucio através de multiplicacdes sucessivas.

™ = IR
{ -Z
@ i }
{’3 .. =
= 0 25“5 2
; ¥
{ Ve fn  Vz %q
(4 o = 0l fa @ N AT
T 11 Tazr T1a Tia g ' } % "}
0 1 g n A & - a T i
u Bf fanq Bpy Bpy Sy | ¥ L )V
1 i b En o 5 3 II
D0 T T laa, dgy By g 2 & % 2 My%
““KZ {1 i "iﬁ w?_‘.j’;:]_ . dﬁ- o d% K Li:{f@ ) ! \J';” i } v:{ L
4 [ A { "'Z
i } Q;} )
b u Lo | {4.16)
ij 13 SR ”
i gy
Yz } o V22

onde:

Gy = K, @4, 7 a4y {4.17a}



onde:

apargcem no determinante 4 da equagio abaixo estdo mostradas

equacfes (4.18) a (4,22},

minante e procedendo-sg a

ey
58|

HE
I

Substituindo ae expressbes

alpumas manipulagdes obtém-se:

64

{4,17b)

(4.318)

(4.19)

(4,20

(4.21)

{4.22)

Observa-~se gue os termos da matriz do sistema [U] que

nas

(4,23)

na expressdoc do deter-
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Da expressac (4.24) pode-se identificar as Causas das

dificuldades numéricas que aparecem em problemas onde existem Su-

=Y

portes elasticos intermediarios de rigidez K
a 1% parcels & composts do produto de K’
grande, principalmente 52
da) por um fator gue deverd ser zero fa,, a,, b, Dy~

I d TE
Efetuando-se estes cialculos em computadores, © fator
ra nulo pode ndo o ser devide a erros de truncamento
gque sao fungao do nimere de digitos na representagio

o . P 1 PR . o L, - -
vel real. Com isso, o produlo K la,, d,, Uy, Sy 7805 Fag

troduz eievados erros numéricos,

oy
1

_ glevada. Nota-so e
Lo
(gue & um valor bastante

valor da vigidez do supnrie for eleva

P 3 .
faa “ié 33&

i

q&ﬂ g espo-
da  maguina
de uma varii
;oodin-

Pag Paa

Bates dois cxepplos tipicos mostram duas das principals

causas de erros numéricos,
métodos opcionais gue nao resultem em problemas do

lo na procura das fregliéncias naturais.

4.2, METODC DAS MATRIZES DE TRA%SF%REEQE& MODIFICALD

gue podem ser eliminados procurandg-se
determinante nu

Para a solucdo dos problemas de dificuldades numéricas

existem diversos métodos que 530 i

Neste trabalbo, Ilimitou-sg¢ ¢ .

itustrados nas referéncias 18,22

¥

1
sk

[.

H

» investigacio ao estudo do wétodo das
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matrizes de transferéncia modificado (MMT modifidade) que € ade-

guado para sclucdo destes problemas e mals ainda pode ser genera-

1izado para matrizes de qualgquer ordem.

4.2.1. Desenvolvimento Analitice do MMT modificado

0 MMT modificado propde-se a eliminar os problemas de
diferencas entre nimeros grandes de valores proximes (problema as
Wowm z eliminar problemds envelvidos noe o Giculeo de fregliénoias nia-
turais de ordem elevada., Para isso estuda-sc um me todo que esting
os vaiores do vetor de estado na estagac inicial e aplice~se uma
condicio de dependéncia linear ealye as linhas da matriz do sistg
ma procurando-se desta forma eliminar as dificuldades numéricas
que aparecem no cilcule das freqiiéncias naturais.

Sahe-se da formulacho clissica desenvolvida no capitu-

1o 2 gue o vetor de estado na estagdo inicial é:

-z
. 1
%i‘%e \ : , (4.,25)
£ msf §
W _

considerando-se a condicde de contorno de gxtremidades

1ivres ou extremidades sob mancals flexivelis pode-se definir a
seguinte configuragao para o vetor de estado na estagdo inicial:
.7 @
& i _
R (4.26)

il
] i
. i
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Obserya-se que para uma matriz de transferéncia de  or-

dem p qualquer, pode-se eliminar p/2 incdpnitas g serem determing

das. Ainda usando a teoria clissica do MMT propoe-se, na analise
dos modos proprics de vibracfo, uma normalizagdao das incégnitas,
atribuindo-se © val&r‘uniﬁﬁrie para Eiiziuﬁia Desta forma conti-
npa-s3¢ com um valor $;¢G_a ser determinado gue satisfaz uma rela-

cdo apresentada na equagao (4.27).

e &
W= A7 f4.27}
o 8]

Agrupando~se as relagdes estabelecidas na forma matri-
cial e introduzindo o fator de corregdo K, na gxpressio (4.27) ob

tEm-3€ :

- g {1

& A 7
f‘;} = + PRy ! {4,28)

s 3 { {

o D

As varidveis x, e K, sd@o utilizadas com Indices pois )
problema & resolvide itoerativamente © ©F MESMOS indicam ¢ nlmero
da iteragdo que se estd realizando.

Prova-se facilmente a equagap (4.283 desenvolvendo-a con

forme |10]:

g
N7 = oA {4.29}
= .
W= AL o+ f {4,30)
ks i
[
ODbserva-se que a expressio das inclinagodes (¢l esta

coerente pois na mesma adota-se o valor unitirio para £, ou se-

ja:
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[ ik
b= A 2w K, {4.31}

Adotando-se szﬁ e quando o valor de K, convergly a ze
ro obtém~se a expressao correta para as inclinagdes, ou seja, O
valor de Ky serd um pardmetro de ajuste do valor de X adetado ing
cialmente. Adotando-se pequenos incrementos na variagdo de w(fre
giiéncia) pode-se esperar bons resultados do método mesme gue O

yvalor inicial kq arbitrado seja impreciso.

£ procedimento padrido na solugio nunérica adotar-~se

k?m? para a primeira iteragdo. Desta forma obtém-se:

o
i
NN

[4.32)

e,
i
o
H
“
s
-y
I e e

Utilizando o procedimente padrio do método das  matyi-
zos de transferéncia pode-se obter o sistonma matricial da equagio
(4.33), onde [u] & a matriz de transferéncia do sistema © f%‘E

._.i
{5} s3o os vetores de estado no ponto inicial ¢ final:
N

(<! - Tolley

PDa equacgdo (4.,32) que descreve o velor de estado ny es~

tacdo inicial tem-se:

7 -4 a
, - u, . . u, . Ky (4.34)

My, i gl 4

‘\g t} } N 5 E}



Aplicando-se as condicBes de contorno de extremidades 11

vres na estagdo n obtém-se o sistems dde equagies lineares:

Lo
L
—
[
L]
[
ST
I
-
N g
gttt
-
Fammat
ey
®
i
LY
L

Observando-se que as squagbes linvares em {4.35) TAO
Jdecorrentes do sistema matricial {4.34% pode-se conclulr que, Se
forem obtidos valores idéntices para K, nas duas equagdes acima
configura~se uma sitvacio onde duas Tinhas da matriz do sistemade
gquagles sdo linearmente dependentes, ¢ gue implica em uwm valor
nulo do seu determinante,

Neste caso observa-se que o valor da freqiigncia w utill

zada corresponde a uma fregqiiéncia natural do sistema (ou M SWO
uma rotacae critical.
Usande a equacio {(4.35) pode-se calcular doils valores

para ¢ fator de correcio K,, dada pelas seguintes expressies:
|

Yoy .
L ‘ (4.36)

I
LA (4.37)

Nesta forma define-se um critério para caracterizar a

determinante nulo usando uma fungao residug R, escyito Como:

(4,38}

vara cada freqifncia caloulada cstabelece~-se uma  COTYE
v arbitrade Inicialmente igual a 71, Sabe-s5¢

gfio para o valor de A
que freqlientemente 0% valores de ¥, € &, encontrades sdo distin-
tps e para a corregdo de A & neual utilizar o valow dic dos K,



encontrados;

AB (4.39)

{

Kq

Substituindo-se este novo valor de ¥, na EXPTESSAE0 do

vetor estado inicial obtém-se um nove velor de A, dado pela equa-

cdo a seguir:

A, o= Lh, o+ K, (4.40}

o
(4.41)

Com este novo valoer de Ay procede-se da mesma forma &
para esta iteragio calculam-5¢ NOVOS valores dos fatores de cor-
regio K, e da fungao residuv R, . Apbs poucas iteragdes (na maio-
vias dos casos duas) o valor do fator de corregio K, converge a g
vo. Mostra-se desta forma que o valor atribuido a varidvel ¥ &
uma boa aproximagfc, sendo assim far-se desnecessario repetir es

ta operagio para um mesmo valor de fregiigncia w. AC mesmo tempo

gque o fator de corregée K, tende g zero,. O valor da fungde resi-

duo R, deve se mantey inalterado e © mEesmo & analisado para va-

rias frequéncias. Os valoves de w que anulam R, correspondem  as

freqiidncias naturais do sistema analisado.

Para que a convergdéncia do fator de corregldo K, seja
mals rapida recomenda-se que entre dois valores consecutivos de
w dentre da faixa de fregii€ncia pesquisada adote~se o valor do pa
rémetro A, da iteracfo anterior, na iteracdo imediataments

Consegue~se desta forma uma melhor aproximagiic para o

poste

»

rior |10
valor inicial do vetor de estado {3} .
i

4.2.2. Desenvolvimento Numérico do MMT modificado .

Com ¢ objetivo de ilustrar o procedimento padrac de re-

splucio do MMT modificado que foi implementado em um micro-compu-



tador (HPO845A}, apresenio-se um gxemplo numérico do método. As

rotinas implementadas estido descritas no Apéndice 3,

0 exemplo utilizado pode se¥ encontrade na referéncia
| 8|, sendo que sdo introduzidas alpumas modificagfes para que ha
ja coeréncia na formulacio e notagfio utilizadas neste trabalho,

Nado um eixo engastado conforme & figura 4.4, modelsa-
do com pontos discretos de massa ¢ eixos com vigidez de flex@o pro

porcionais a £J, segundo as t&enicas descritas no capitulo 2, apli

ca-se numericamente o MMI modificado.

9 '
H 4 x

g P i 7 QJ}W%;‘%%

7 T Ty i}

o L Yo E,”i

p:

- i i : i e

hinad H H

Fig. 4.4 - fodelo fision de um gixe spgastado.

Utilizando-se as matrizes de campo parva % Segmentos do

eixo, & de ponto para as massas concentradas desenvelyidas no ca-

pitule 2.1 tem-se:

oo g ol [voog gfsmg, i3 LT RE/E3y  BEEES, T
3 v Pl o Z £ g E P 2 peam o
o 1 o ol te o owmx, AfvmEl w1 RS, L/ B
S (4.42)
g o 1 of j& o | ¢ noon A 2
A

W2 [ 3 : : . ik

L ¥ P4 L0 {1 {1 i . LR :T%m%ff};,w |

que consiste na matriz de transferéncia do sistema eixo-massa CON

pode-se substituir os valores das variiveis na equagdo

centrada.
=5ivas até encontrar 4

{4.42) e processar as multiplicagdes suce
matyiz [u]l do sistema. Tomando~se inicialmente o valor unitariops

ra m.w? (mwi=1}, obtém-se a seguinte matriz de transferéncia do

sistema,



11 44 6 44
“ {4s 2z s8g &8
[s}] i |
(=) - -
4 5 2 14
14 18 B4 85

3
o

(4,43}

Sahe-se que o sistema da Figura 4.4 tem as condigdes de

contorno descritas pelas equagfes {(4.44):

Utilizando-se a formulacho desenvolvida

{4,444}

(4.44b)

capitulo

4.2.1. segundo a equagdo (4.34) obtém-se a seguinte configuragao

para o MMI modificado:

-7 Vg aa s as 0 EETEEET
¥ 18 P2 99 BR 0 18 27
0 4 5 27 14 q 4 5
oy bwoas s 850 14 18

44

BE

{1

{1
(4.45)

0

1
(4,45}

Usando a formulacio analitica pode-se determinar o va-

tor do fator de corregde K, 2 seguir:



)
[

Kp = = == - 1 = ~2,871 {4.47)
14
B4

Kg = = == = T o= -2,527 (4,48}
55

0 valer da fungie residuo R, para este valoy de freqiién

cia & dado pela expressdo (4.38) ¢ vale:
A= -Z2,827 - (-2,871) = (,0440 {4.49}

Para este valor de freqiiéncia deve-se ainda corrigir o

valor estimade inicialmente para Ai conforing & eguacaon £4,40%,
NDeste modo tem-se a seguinte expressio para o vetor ds estado
inicial.

MM
[ [
) i

(4.50)

R
{3
i
jie]
H
5
_~
]
f]
. R

e
-
s
p——

onde o residuo K, & calculado usando-se a expressho (4.39) & va~

Te:

~9,527 + (=2,571)
¢ = 5 -7, 55 {4,513

2

Ume vez definido um novo valer para o velor de estadd
inicial repete-se o procedimento COm O MOSMO valor de fregiiéncia

e cbtdm-se um novo sistema de equagdes lincares dado por:




22 14 g’i ? § g

B4 55 | 2-—1,55 * K?}

[

e calculando o fator de correcio e da fungfo residuce tem-se:
Ko o= 0,00085 (4,53}
Ro= 0,0441 [4.54)

Pode-se observar que o valor do fator de corregio K, ten
de a zero e da mesma Torma o valor da Fungio residuo Ry permans -
ce praticamente inalterado, Conclui-ss que este valor de freqiién-

cia nio & uma rtaiz da fungio residuo R, ¢ conseqlientemente nac
& uma freqiiéncia natural do sistema I mais sinda que a estimati-
va do vetor de estadeo inicial & boa pois o fator de corregio ten-

de a zero.

Para o rcalculo das freqiifnolas naturals repete-se este
procedimento atd gue sejam encontradas as aizes da fungdo vesi-
duo R, . Na determinacho dos modos prdprios de vibracio segue=-s5¢ ©
procedlmentc descrito no capitule 2.2 usando-se o vetor de esta-
do inicial referente a um valor minimo do fator de corregio. Des-
ta forma garante-se uma boa estimativa paya o vetor de estado ini
cigl e consegilentemente uma boa aproximagde da forma modal.

Usando as informacdes obtidas nesde desenvolvimento nu-

périco pode-se estudar melhor o algoritmo descrite no Apéndice 3.

4.2.%, Problemas Numéricos do MMI modificade

Virias referdncias indicam métodos alternativos de Teso
lucfo | 8 ,23! para modelos de matriz de transferéncia. Utilizou-
se neste trabalho um método que apresenta problemas numéricos fd-
cilmente contreldveis em aplicagoes computacionais,

0 problema predominante neste método, advém do fato de




que a fungdo residuo R, Tem sempre ¢ continua e desta forma deve-
se tomar alguns cuidados especiails no caleulo das raizes da wmes-

ma. Descontinuidades podem ser observadas ne grafico gqualitativo

mostrado na Figura 4.5,

Funclio Residus Ri

\“x“hhmwﬂww,ff \\\F?equéﬂchxﬁm)

i e, e mth i ML e
L i

!
i
}
!
i
|
!
!
!
|
H

i i T
S e e wen e M mwen e e -

- Grafinn nualitetive do comportamento da fungdo
I'C..:Gq £

reslduc Ri,

Observande ¢ comportamento da curva & facil ver que a
muda de sinal algumas VEIss, sendo gque nem Lo~

fungdo residuo R,
dos os pontos de mudanga se constituem om rafzes da funglo. Assim
sendo, a variagao do sinal da funcio residuc nfo € um critério su
ficiente para a obtengdo das ralzes.

Na sclucdo deste tipo de problema tomaram-se alguns Ccul
dados especiais no algoritmo numérice. Adotaram-se incrementos me
nores para os valores ide freqiéncia (vl nas proximidades dos pon-
tos onde a fungdo residue R; muda de sinal. Fez-se também o estu-
do das derivadas da funcdo nestes pontos pois 56 se constituem ¢m
valores de freqiiéncias naturais os pontos ende a fungio muda de
sinal e ha continuidade de sua derivada.

Outros casos que apresentam @roblemasanumériccs refe~

rem-se a sistema estruturals vepresentados por matrizes de ordem



superior a 4 onde se calculaw mais de uma funclo residuo, Nestes
casos deve-se . observar a possibilidade de superposigac das  fun-

i
¢Bes residuc que podem representar raizes repetidas.

4.%, BEXEMPLO DE APLICAGQAOC DO MMIT MODIFICADO

Com o objetive de testar ¢ método desenvolvido neste
capitulm propde~se a soluglo de um problema tipico onde ccorrem di
Ficuldades numféricas. A Figura 4,06 mostra o modelo fisico de um
eixo de uma migquina rotativa, O eixo possul duas secgoes Com pro-
priedades distintas ¢ ¢ suportads por tiés mancais de mesma yigi=-

dez.

& m1,i€5¥}g oiig} @ m§’€§%§'¥ }zlﬁﬁj

W

- Modelo fisico de um eixo de uma maguina rotativa.

pretende-se resolver o problema de vibragoes livres em
flex3o usando o modelo continuo descrito no capitulo 3. Incluiu-
se os efeitos de indrcia de imclinagde ¢ de formacio devido ao ci-
salhamento., Sabe-se que boa parte das miquings rotativas possucn
mancais hidrodinidmicos, mas em primeira aproximacio pode-se mode-
lar a rigidez do filme de Sles usando wma mola de rigidez constan

te segundo @ teoria desenvolvida no capitulo 2.1.
Na tabela 4.1 mestram-se os dades do mode 1o estudado,

P8 .



TAGELA 4,1 - Dadon do Modela

iariével ‘ Gimbalo Unidades Yalor
Maﬁsa.dn gixo 1 By g 18, B8 E 3
Massg go elxn 2 LT Ku 4. 53 B 3
Rigidez da fFriaxao do sixo 1 EEjy}%ﬁ M, me 07 B4
Rigidez de flexdo do gixo Z Sﬁjg?; L S B RS
Comprimento do £ixo 4 i%Z; ..... o0 ;:Z; IIIIIIIIII _
fomprimento do eixo < {22) i 3,680
Rigidez dos mancais EKE} i 2.0 B8
Fator de forma para cisalhamento {Fa; - 1,185

Observa-se que os problemas numéricos surgem principal-

mente em fungdo deo comprimento dos eixos. O aumentco dos mesmos 1g¢
va a wna flexibilidade maior do sistema mesmo que a vigides dos
mancais ndo sejam elevadas.

Os resultados estao dispostos na figura 4.7 o se compa-
rados aos obtidos na referéncia cltads pode-se observar que oS
mesmos sac coerentes,

0s desvies estio na faixa de 3% sendo que o0s modelos utl
1izados nio sao idénticos.

Uma vez resolvidos estes tipos do problemas numé ricos no
MMT, pode-se incluir outyos fendmenocs no estudo da vibragao de

rigidez das fundagdes
basta aplicar os diagra-

flexdo como por exemplo molas de torgao,
massa dos mancais e outros. Para tanto,
mas de corpoe livre ¢ montar as eqguaghes de equilibrio dos
mas conforme o método desenvolvido 0o capitule 2.

sigte~
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CAPTTULD 5

VIBRACOES FORCADAS USANDO MODELOS CONTINUOS

0 estuds do comportamento dinfimico de sistemas mecini
cos quando submetidos a excitagOes externas ou mesmo auto-gxcita-
dos & de fundamental importdncia no auxilio ac proi~*s destes $1is
temas.

Sabe-se gue uma das principais causas dee vibragoes eXx-
cessivas em sistemas rotativos & o desbalanceamento, sendo que o
mesmo estd presente em qualquer sistena rotative ¢ & introduzide
por €Trros no Processo de fabricacdo, deficiéncias na homogenaida~
de do material, existéncia de rasgos de chaveta, ranhuras nos ei-
x0s, etd.

0 objetivo deste capitule £ levantar as caracteristicas
vibratdrias de um sistema rotativo excitado por forcas externas €
por forgas de desbalanceamento, que yariam com a velocidade de ro

tacdo. Pretende-se nesta otapa do trahalho analisar os especiyod

em freqiiéncia das respostas en amplitule e em fase das estruturas.

0 movimente dos sistemas mecdnicos pode ser descrito

por squagdes diferenciais do tipo mostrado na equagio (5.1).

' AT B F N IR

ml{ihe 34z} oo Lel B} = {F (5.1)
onde:

{7} - vetor dos deslocamentos e inclinacbes

(m] - matriz de massa

(k] = matriz de rigidez

] - matriz de amortecimento

{F.} - forgas que atuam no sistema.

As forcas externas poedem ser de origem hidraulica, magnética, me-

cinica, etc. gue por sua ver podem sev consideradas como funcgoes
aleatdrias ou fungfes peribdicas.
Para a sclugio deste problema propfe~se o uso do mé todo

de matriz de transferéncia.
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5.1, DETERMINACAD DA MATRIZ DE TRANSFERENCTIA PARA BIXOS

Analogamente ao capitulo 3 desenvole-se a matyiz de
campo para o modelamento de ¢ixos. Basicamente formulou-se o pro-
blema em dois planos de vibragde, sendo gue para um Caso geral
pode-se considerar um compertamento anisotrdpico. Considera-se um
modelamento continuc de massa distribuida com solugao teorica exa

ta. Para o estude das vibragdes forgadas, usa-s¢ um modelo no es-

»

pago cujo esquema estd ilustrado na Figura 5.1 lz4

‘I?z

Fig. 5.1 - Mopgelo fisico de um BiNO pontinuo no BSREC0.

Sendo assim
mostrados

Pode-se analisar o modelo emn deis plancs,
montam-se os diagramas Jde esforges ¢ de deflexido como

na Pigura 5.2.

(P

Fig., 5.4 -~ Diagranma deg gsforgas e deflexdo de um s8ixo

Y

al olano X% Bl oplanc xy.



Desta forma o vetor de estade om cada ponto do  sistema

tem a seguinte configuracio:

| g {s},
fgl - (5.1)
onde

(5.2)

»
s

utilizando as matrizes de ryansferdncia do

e,

Sendo assim,
senvelvidas no capitule 3.1 para o modelanento continuoc de elixos
com solugdo exata |8], pode-se montar a matriz de campo que ofe-

tue a transferéncia de um estagio de eixo P24

(5.4)

onde [0] & uma matriz quadrada nula de ordem 4 ¢ as matrizes [A]

€ [ﬁ] sio calculadas segundo as expressfes (5.5} a (5,19},



sendo

Para |A| tem-se:
Iz
B e
Eﬁy
. i w? 2
g -
1

~ & § I R L
Cq-tly ; %qu {G+T1L31 jaly
. :
Bh}ﬂq i i
___;Z_“.:w : {:{}MT 5 s%‘—i{w
b z P
; {
SRC? i :
s ’ i Al - jl, by ] ‘2}.«» - ; s
i ! Ra[~tCr (BT .,L.g__él_cﬁ o
! i
i i b i i
v B7Co ‘et
— - E.
=T fCﬂ 6533§ - A
A = \/\/ B o+ }w[cswﬂ; ENTEES
1,2 4 Z
1
A= z z
Ayt Ay
= i . £y e 3 2 S
{:0 JR%.{T\&? gsh A + }1] EE,-';J}'\Q}
- 2 5 R R
C‘] A{;"‘; senh ;‘» ® :i;M; “}&H}L?}
C Eo " i R -F
p Aloosi }\’i £ 0 }‘
7 1
o, o= M senh A, - L oman Al
2 —X? TM} 2

valr . P
1Tﬁ“r—8b,t"§'{[3i§“f"0 erE
B 2

{5.5%

{5.6)

(5.8}

{5.9)

(5.10)

{5.11)
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ot g?
g = - - (5.14)
_,.«GAbZ
£t 1% w?
T o= (5.15)
£
¥
pPara [B] tem-se:
go’
R {5.16)
Tz
u w® oe?
8% 5 e (5.17)
.1
z
Y ow? R*
R N {5.18}
G
Fy
e U izm
T = (5.19)
Ed

i1 - raio de giracdo em relagdc ac €1xo vy
i - ralo de giragido em relagdo aoc ¢ixo z
- Area efetiva da seccdo quando submetida a esforgos corian-

ASZ
tes V.
Asy - Area efetiva da secglo quando submetida a esforgos  cortans~
tes v,
3;

No caso de elixos circulares ou de sistemas com simetria

nos dois planos, as matrizes [a] e %] sdo idénticas. Os modelos
continuos usados como mostrados nos capitules 3 e 4 fornecem a so-

luc8o exata a menes de erros aumdricos nos calculos computacio-

nais. Deste modelamento em dois planos ohtém-s¢ a5 matrizes
campo com ordem dobrada (8x8) mas em alguns casos pode-se simpli-

ficar o sistema (4x4) utilizando @ isotropia.

de
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5.7. DETERMINACAQ DAS MATRIZES DE TRANSPERANCIA PARA DISCOS E MAN
CALD

As matrizes do ponte fornecem & transferéncia ve  £sta-

cdes pontuais do tipo massa concentrada, mola, amortecedor, etc.

As estagoes de massa concentrada correspondem zos discos dos sis-

remas rotativos e este tipo de elemento pode ser utilizado na idea

lizacdo de rotores de geradores, turbinas, etc.

para a determinacfo das matrizes de ponto de massas con
a-se o principic de U'Alembert e monta-sé O diagra

centradas aplic
analisa o

ma de equilibric como mostrado na Figura 5.3, onde se
movimento de translagio e rotagde de um’ponte’de massa em dois

planos.

“2
{al (b}
Fig., 5.3 - Diagrama de gquilibric ds um nonto de massa.
al Plano #Z Rl Flano xy

No diagrama de equilibrio do disco analisado inclul-se

o movimento de rotacdo e a componente inercial do mesmo & repre-

2 ou I_w® onde I, e I representam 03 nomentos de

sentada por I w

inércia de massa referentes aos planos xy € xz respectivamente.

A partir destes diagramas de equilibrio (Figura 5.3} po

de-se equacionar as forgas envolvidas como segue!

0% 7. Fo (5,20}

i
[l

1
=
£
.
i

\jd

4
Y
[
F
ok
N

Jrda
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d . _
Y Y wom, WweY, - F 5.2
¥i i i i ! ?t}! {J 21
MS = mi - I? wee (5.22}
i i
ol . . 2 '
My“ = My. T, wtd {(5.23}
i i -

Nas equacdes de equilibrio supde-se que 0 existem exci
tagbes do tipoe forga (Fy o Fy 3 o Pode~se incluir nas cquagoes
. . d Z. et e 1 £
(5.22) e (5,23} excitagdes do tipe HOMENToe,

Bxcitacdes de diversas origens (hidriulica, magnética ,

desbalanceamento, etc.) podem ser modeladas a partir desta formu

lagao.

Observa-se tamb&m gque, para montar a matriz de ponto,
deve-se incluir as forcas externas e com essa finalidade usa-se a
formulagio de matriz de transferéncia estendida., A configuragioes
tendida das matrizes & usual [6,24] e consiste em definir mails
uma coluna na matriz de transferéncia onde incluem-se as excita-
¢bes. Para a cgmpatihiiidade do gguacionamentoe acrescenta-se  uma
equacao identidade ao sistema, ohtendp-se desta forma multiplica-
cBes de matrizes com ordem compativel. A matriz de ponto estendi~

da & apresentada na equagio (5.24):

- d o [en - @ 3 &
{s}, "] (o] i?Tz} {8},
g = 'l P . s {5.724
tsh o) KV R sy L3224
1 L0 G 1 1 )
i i
onde :
1 0 ¢ oo
0 1 0 f
F = ) {592&3
[ 2:[ ] w (L!"?' 1 {3 .
Y
dﬂmz a 0 i




I ) fj 2
{1 4 I o

e et (5.26)
(7] I S 0
wmwz 8l 0 1

{?}é } - %G o0 - Fr, } {5.27)
.‘{ < ; £ [ i . Fo Q )
{ETys' yOov Ty i 15, 28)

Estudam-se neste caplitule as vibragdes harménicas em ¥e¢
gimes permanente ¢ observa-se que 2 formulacHo aplicada permite in
troduzir qualquer tipo de excitagoes através de sua representagio
no dominio da freqiiéncia, ou seja, uma vel conhecido ¢ espectroom
fregiiéncia da excitaglo pode-se obter o especiro em fregidncia da
resposta. '

Para a representagdo da forgu de desbalanceamento utili
za-se um sistema de coorvdenadas pirantes (.1 splidario ao corpo
e definido em qualquer instante por um angulo O {onde &

giiéncia de rotagdo do sistema ¢ & o tempe), em relagdo a coorde

& a fre-

nadas inerciais conforme a Figura 5.4.

it

Fig., 5.4 - Sistema d= ponrdenadas girantes (eE,ni .
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Pode~se definir uma forga de desbalanceanmento concentran
do-se a massa do disco fora de seu wentiro de gravidade (CG) e 7re-
presentando-a por um velor nas coordenadas (£,n) conforme mostra-

do na Filgura 5.5,

Fig. 5.5 - Definigac das compunentens do deshalanceamenta.

0 vetor que define o deshalanceamento tem amplitude e, &
g definido pele dngulo B . Desta forma Te-

a sua posicHo no disco
através das equagdes 53,29

presenta~se o momento de desbalanceamento
e 5,30, o qual, para ¢ modelamento urilizado, & uma excitagdo bhar-

ménica na fregiéacia de rotagdo do sistema:

(5.29

(5.30)

Descreve-se o desbalanceamento em coordenadas inerciais
decompondo-o conforme mostrado na Figura 5.0,

Observa-se da Figura 5.0 gue 035 mOmENtos de desbalancea-~
mento giram com a rvotagdo § e provocam uma forca proporcional a0

gquadrado desta rotagio.



BY

¥i
ﬂé@ 1 ¥
ﬂfﬂ. & ; g
e, SonidT b oow e s
z §i ‘ 2 o Qug, cos QT
. -/ e e §3 U Sen 027
N

S

2
Q uqiﬁasQT//”
Zy

5.8 - Opoomposieao o chr b lancoamento agm coordoanadoas

ineproials.

As equacgdes a seguir mostram as forgas de desbalancea-

mento em coordenadas inerciais:

Qgﬂyi = Qzﬁﬁi cos B o+ szﬁi zEn Gt (5.31}
QﬁuZi = quni cos Bt~ ﬁﬂugi sen Gt ) {5.32]

Usando a notagio complexa obtém~se:

2077 = 12 i 2 .
et Uy, 9] ugi 3 oetung (5,33}
Th o, - Qf uny 2% ug, (5.34)

Oz vetores de excitacfo por desbalanceamento sdo dados
por (5,35) e (5.36) e ohserva-se qué suas compenentes podem  Ser

decompostas em parte real e imaginaria.



[ { ES 5 ! "y - Cr A
{:ﬁy bo={o o o a ¢§i§ 5. 35)
{Fté } . {a o 0 - Q‘ﬁzig (5.30}
OQutra matriz de ponto a ser formulada & a matriz que

faz a transferéncia de uma estagfio do tipo mancal. Existem diver-
sas idealizacBes para diferentes tipos de mancais |6,24] sendo
gque as representagles mals simples consistem em levar em conta ape
nas a rigidez, Modelos mals sofisticados podem representayr AT~
cais hidrodinimices ende hi acoplamento nas gquagies de MOVImEen
to em relacgdo as coordenadas y e z © 5¢us parametros variam de
forma ndo linear.

propde-se neste capitule o estudo de mancais com efei-
tos desacoplados {(planos xy € x=z independentes) sendo que se  in-
ciui no modele a rigidez ¢ © amortecimento viscoso. Supde-se vVi-
bragdes harmbnicas com freqliencia w.

A Figura 5. 7 mostra o nmodelo fisico do manc&] e 0 3eU

diagrama de equilibrio, onde C_ © cy s%0 oz coeficientes de amor-

toecinento,

X A ?i mi = y
H
i
{E*“ a

1

' {
-

(o}
F 10 Gpd;
iz
{b}
Fig. 5.7 -~ fal Modelo Ffisico ds um manocal .,

fhi Diagrama de agullibric do mancal.

Como se pode notar, guando se supde uma vibracio harmd-

e tem-sce um modelo de anortecinento

viscoso obtém-se uma forga de amortecimento nroporcional a fre-

nica para o sistema mecinico



qiéncia e defasads de 50°

131.

guirs

As equacgbes de equilibrio do sistema sdo dadas a

VO oe vE ok 7, - o 7
i a s 1 Z 1
yd e v® - v, - w8 Y

¥ ¥ Y 1 ¥y i
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da forca de mola {eixo imagindrio), '8,

i
o
¥

{5.37)

[5.38)

Usando a formulacio das matrizes de transferéncia esten

[+

dida obtém-se as seguintes matrizes complexas:

gnde:

¢ d r . il 2
iﬁ}z 181 LBJ {0 {mzf }
f = r i il Fret Y
(s}, o] In] {0} ;i&;y /
I Iny Lo} 1 (I Eq
C 0 0 o |
;) 1 1 0
[c] =
0 0 1 5
“Kp-jwl, O 0 1
3 1 0 0 f
a0 1 0 3
o] -
0 a0 1 f
Ky w0 (3 4

(5,39}

(5,400

[5.41)
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No capitulo 5.3 intreduz-sc & técnica de manipulaglo
com matrizes de transferéncia complexas ¢ mostra-se como traba-

1har com a formulagdo das matrizes estendidas.

5.%. METODO DE RESOLUCAQ PARA G CALCULO DA RESPOSTA EM FREGUENCIA

Todos os modelos desenvelvidos neste capitulo pressu=-

mecAnicos vibram sm regime permanente e a

pGem que 0% sistemas
varijveis de estado. Intro-

solucdo proposta € harmdnica para as
duziu-se no modelo forgas de prcitacio sendo que para
se gue existem ComponRentes de for

o Caso csne

cIfico do desbalanceamento nota-

ca com parte real © imaginaria. A existéncia de termos complexos
nas matrizes de transferéncla, como 5 o caso dos termos proporcig

nais a velocidade {amortecinento viscosol, implica no uso do cal-

culo com variaveis complexas,
Sabende que as vibragdes sic harménicas pode-se definir
srrads nse ~quagdes a

as varifveis do problema de flexao Come Mos

seguir:

7 = re (T &%) (5.42)

s = Re (§ 87" (5.43)

M, = Re iﬁy e ) {5.44}

v, = Ra {V; a3t (5.45]
onde

v . o7 3 7t (5,406}

Toeogh v g (5.47)

Besta forma & facil observar gque todas as va

g assim por diante.
%) e parte imagindria ( Indice

riiveis possuem parte real (Indice
Ij. Uma vez definidas as matrizes complexas do capituleo 5.2 pode-



s¢ esperar yue a matriz de trvansfoerdncla do sistema tanhénm 534

complexa. Denominando-se (U] come a matriz de transferdéncia  com-
i 2

plexa do sistema pode-3¢ escrover qgua:
5*:’! Moy b i -
L] = 157 ¢ .
z L5l 1 (5.48)

onde ¢ vetor de estado complexo é:

=

v
]
s

L

e, o

[

{5.49}

153
e,
.

.
(i
"
+

¢ a matriz de transferéncia complexa vale:

1, - ﬁﬂi SRACIE (5.50)

Desenvolvendo-se a expressao {5.48) ¢ usando-se as nota

coes utilizadas em (5.49) e (5.50) tem~-se:

R . R LI R P = , .
{shy+ 3 0] - (1"« 5D, (s« atsih, [5.51)

3 R T T R

ARt R LT ISP e ol
%ogi + 3 1.&111 = (E'U-Jf. {E:ej'iw,g - E“Lj'ji ‘”7"}1“93} + iLL’..J-_i {':‘)"‘?iw’i - [‘Lﬁl {‘%}im’f}

Passando para a notecdo matricial e mantendo-ge a forma

estendida das matrizes tem-58:

=R ] i 4 q R LR
(s} ] -lult qrd {5}
T - R I .
{5} = 1 (U] W™ e S s {5.53)
S for} {n}) : } 1
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Desta forma pars o estudoe de um caso genBrico definem-
se as matrizes de transferdncia de ovdem (17x17) e n omedida  gue
sio feitas hipﬁ%eses sinplificadoras a ordem do sistema pode  ser
alterada. Alguns casos tipicos permitem um tratamenio simpiifica-
do tais como simetria nos planos de vibragdo {(neste caso as vibra
ches sfo iguals nas duas diregles e ndc & necessirio calculd-las
duas vezes) ou mesmo inexisténcia de parte imaginiria nas matri-
zes utilizadas (mancais sem amortecimento -neste caso as  Compo-
nentes reais e imagindrias sio iguais se a excitacgdo sC possul com
pongntes reais). Sempre que possivel € interessante reduzir a or-
dem do sistema pels economiza-se memdria e tempo computacional.

Para a resolucio do problema deve-se inicialmente detey
minar o vetor de estado na posig¢dc iniclal. Para tanto monta-se 2
matriz de transferéncia do sistema usando o método das multiplica
cBes sucessivas exposto no capitulo 2.2 ¢ obtém-se o sistema ma-
tricial abaixo para um caso geral com n gstaghes:

matriz de campo complexa (17217}

matriz de ponto complexa (17x17)

mof
3 [ S—
1

[-—
1

matriz complexa do sistema [17x173

&
[
i

Como se pode notar a equagdo (5.54) representa um siste
ma de equacdes lineares de onde, aplicadas as condigoes de contor
no nas estacdes iniciais e finails, ohiém-se s solucldo para cada

&

fregiidncia de vibragio do sistema mecanico.

Para exemplificar o procedimento indica~se a solugaoc pa
ra o problema de um sistema bi-apoiado em mancais flexiveis onde
os vetores de estado estendidos si@o dados pelas BYpTesSs0es 4 Se-

guir:

tr R

0 Tn WG {5.55)

g
]
t
-

-
e

i

L
i
P
b
b

2

o

)
T
-
]
i
u
.

B iy
-l
i
o

.4
T
e
KDy
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T R R PR LE LI P oI ? :
%&} - %zq Foo it oo ot on whetoo i L (5.56)
In : ; ; 4 §;~;

Levando~se em conta a equacao {5.54) conjuntamente <om

as condicSes de contorno mostradas em {5.55) e {5.56) obtém-se:

] ?
I
H
3
‘ s
[u] SEREY, - o g (5.57)
i
]
i
H
}
}
VRV PR S
Lo] S

onade

fq} - vetor das forgas de excitagdo.

Como se deseja as varidveis de estado da estagio ini-

cial monta-se o seguinte sistema de equagtes lineares:

12 15 (5 [ 0110]1314]

5 Sa, a7

i 99,47

7 “dy 47

g v -

Uy 4 - 8.1 (5.58)

LR Dqq,17

12 "G 47

15 | "fa5,17 ]
18] L . CTHap,17

onde a numeragdo das linhas e colunas rereremn-se fis linhas e colu

nas da matriz do sistema inicial, equagio (5.55}.
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Na resolucén do sistema de equagbes mostrado na eguagio (5.58) po

do-se usar desde a simples inversio da matriz [U] até métodos nu-

méricos de resolugdo de sistemas de equacfies lineares mais elabo-

rados |25

*

Para calcular a resposta om oulrTas estagoes retorna~-se
% forma das multiplicacfes sucessivas, equagdo {5.54). Repete-se
sutros valores de freqiiéncia obtendo-se o

o procedimento pard
4

espectro da vesposta para qualquer ponto do sistema. O Apéncide
mostra o diagrama de blocos e a listagem do programa implementa

do,

5.4, APLICACOES EM UM ROTOR DE LAVAL

Sabe-se gue um rotor de Laval & um sistema simples po-

v8m de grande utilidade na compreensdoc dos fendmenos da dinamica

de rotacio. Considere-se um rotor de Laval em um plane conforme a
Figura 5.8,
—F -
M’dd
ke iz jde
¥ : ) T mrssrmenremin B
Kz Jzﬁz Kz 2 e
z - yLdhe
whrndy
Fz
Fig, 5.8 ~ MNodele Ffisico de um rotor de lL.avel.
na

Os valores das variaveis do modelo sstho descritos

tabela 5.1.



TABELA 5.1 - Deacricdo dos dados do sistems da Flgura 5.8,

SINBEOLD - DESCRICAD VALOR  {UNIDADE
K, Rigidez dos mancals na divegds z 8,15 € 4 MNA R
d Oiadmetro dos sixos B i
iql_ﬁz. iComprimento dos sixas 142,5 mm
gy Didmetro do dizco 147 mn
ﬂz Amortecimento don mencals na diregds 4,1% B 2 Y
Analisa-se inlclalmente © m%dala apresentadoe sem iy =

ciuir o efeito de amortecimento nos wmancals [(0,=07, 3 modelanen-

to para os eixos feoi realizado incluindo~se os efeitos de massa
distribulda, indrcia de inclinagdo e deformagio devido ao cizalha
mento com solucfo exata derivada diretamente da equagdo diferen-
cigl {Capitulo 5.1). :

0 disco foi modelado por uma matriz de ponto. Simulou-

se uma excitacio externz no disco do tipo senoidal:

A san wT {5,582}

i
u

e variou-s¢ a sua freqiiéncia entre 0 é G0 rad/s.

Calculou~se g resposta no dl&ﬂﬁ segundo & formulagaoc@i
crita no capitule 5.3, sendo esta, daﬁa pela equagas:

7 = \ﬂzﬁf L b’ (5.60)

onde

¥
R parte real da resposta do Slbf@ﬁa em desiocamento

w

P

P
H

T - parte imaginaria da respostia do szstzma em deslocamento

[ 4]
]

amplitude da resposta em deslaaamaﬁtu,

m

Para o angulo de fase enntre a excitacdoc e a resposta ob
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tém-se a seguinte expressio:

{5.01}

pnde

¢ - dngulo de fase entre a excitagidc e a resposia.

0s resultados obtidos estfo graficades na Figura 5.9.

16~ 3

™
s 314
£
bt -
n 2.81 ¢
2
if -

1.88 ¢
g
- B
a 1.88 ¢
% =
C 183 o
m dne

g.@ﬁ i L1 i L E 1. 4 L i

32 152 251 381 459
Fregusncta de Excitacao [radse]

i i i : i

42 152 251 351 458

16— 3

-
A

P -

4

& el F

o

% -

a .53 -

2 53

@

3

o

=3

3

e

o

&

o

I

Fig., 5.9 - Angule de fase e amplitude da resposta plavido & umg gx-
L,

citascdo sennidal do modelo da Filgura 5.8,



G

Observa-se que os picos de amplitude sao finitos para um exemplo
onde nio hA amortecimente pois usou-s& umd resolugao discreta em
freqliéncia. Considera-se neste estudo que o rotor ndo esti giran-
do. Pode-se observar dos resultados cbtidos que a existéncia  de
mancais flexiveis diminui o valor das fregiiéncias paturais em re-
lagdo ao exemplo calculado no capitulo 2. Dada a simetria do meode
1o a resolugfo pede ser feita usando um sistema matricial de or-
dem 5x5 pois supfe-se simetria nos planos de vibragao, a parte
imaginiria da resposta & nula e s& existe excitacdo con parte
real , nio havendo amortecimento para acoplar as coordenadas reals
e imaginarias.

Um segundo modelo fol analisado incluindo-se © efeito
do amortecimento no sistema, Segundo o rotor de Laval mostrado na
Figura 5.8 introduziu-se um amortecimento do tipo VisCOs0 NOS man

cais onde:

com isto a parte imagindria fica diferente de zerc e, portanto, a

ordem do sistema matricial serd (8x9),

Em funcgdc do amortecimento 1ntrmuuzlﬁm padﬁwsa cbservay
uma variagao continus no dngulo de fase ¢ unma redugda nos niveis
de amplitude do deslocamento. O efeito giroschpice do sistems

desprezivel na analise deste modo natural de vibrag@o pel

4
ig o dis
co do rotor de Laval nfdo possui movimento de rotacdo no elxo y €

0s eixos sic bastante delgades.
0s resultados cobtidos estho dispostos na Figura 5.10.

pode-se definir outro tipo de excitagdo e estudar 0%

seus efeitos, Tomou-se o mesmo exemplo da Figura 5.8 com amorteci
mento e dobrou-se a ordem do sistema matricial na analise da wvi-

bracdo em dois planes inicialmente isotrépicos.

Definiu-se uma excitagdo de desbalanceamento no disco
comparte real e imaginaria nas duas éir@gaeak{migjzﬂi
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Angulc de Fasa I[radl

3.11

£.49

1.87%

.83

lgﬁ

L
e,

[} 1 F i 3 i 3

251 331 458

Freguencsia de Excitacac [rads/sl

52

Fmplitude da Resposta Ind

1E~ 4

&?8

LB

4B

38

« 17

. B2

e g, T

251 35t 458

Freguencia de Excitascas [radssl

5,10 - Anguin de fase g emplitude da regposta devido a
uma exsitagdo sencidal incluindo ampritecimento.
Neste caso o movimento do centro do disce & circular,

Quande ocorre anisotropia nas caracteristicas do sistema nos pla-

nos de vibracdo define-se uma trajetdria
disco. Considerando-se uma sclugfo harmdnica

eliptica do centro

para cada plano

do
de

vibracdo pode~se mostrar que ¢ semi-eixo malor do movimento elip-
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ticoe & dado por (10},

1 2tz pz gE Ty ope 2 2 242 . 1 YA RV
.- @"(ER PR S L }ﬁ%fw’<zg S S ) . (Zk¥h i Ziyl)
4

{5.63)

E o #ngulo de fase para o movimento eliptice no espago € definido
como sendo a fase entre a diregdo da amplitude maxima e o referen

cial inercial, j4 que a excitagdo & fixa a um referencial mbvel
(£,n}. © éngulo de fase & dado por fred.
1 2 (zﬁyh > ZiYE) . 2 (zﬁzl s YRYI)
§ o= - ATAN " : " - + o ATAN ; ; - ; {5.647
_ e ; T : ,
‘ A Yy 5 AP YT

0s resultados obtidos estdo dispostos nos graficos da

Figura 5.11.
Com o intuito de verificar o comportamento genérico de

am rotor de Laval em flexfo no espago propde-se o estudo do mesmo

com mancais anisotrdpicos com vigidez diferentes nos dois planos

5 sendo gue as propriedades das

e usa-se o modelo da Figura 5.8

geixos & discos confinuafn a4s mesnas ¢ modeladas wtilizando-se a8
mesmas hiplteses anteriores.

As propriedades dos mancais estio descritas a segulr:

K, = 8,15 E 4 N/m {5.65%)
Ky = 4,15 € 4 N/ m {5.66)
L, = 4.15 B 1 N.s/m {5.67])
¢ o= 4,15 £ 1 N.o/m {5,68)
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Fig, 5.141 ~ Angulo de fase @ amplitude da rpsposta devido 4

uma excitagao de desbalanceamento do modelo a3

Figura 5.6,

0s valores utilizados estio basecados em resultados experimentals
114}, Definiu-se para este modelo uma excitagio de

ghtidos em
a amplitude mixima da reg

desbalanceamento no disco e calculou-s5¢
posta no disco, equagio (5.63). Os resultados obtidos estdo N

grafico da Figura 5.12.
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Fig, 5.1Z2 -~ Amplitude da resposts &o deshalanceamenio de um

rotor de Laval com mancals anisntroplioos,

Como era de se esperar apavecen duas velocidades criti=~
cas no sistema, umz en cada plano de vibracde jd que as proprieda

des nas duas diregdes sap diferentes.

5.5, APLICACOES EM UM MODELO DB LABORATORIO - ESTUDD DA VARTACAO
DO ANGULO DE FASE

Para estudar o comportamento do dngulo de fase da  fun-

cio de resposta em freqiidncia utiliza-se o modelo fisico da Figu-

ra 5.13.
-2
i iz £ % La }d@
+ TR
Kz Ky
T ' 2 3
ot

I
Fig, 5,13 - Mndelo fisico para o estudo da vardacin do angula e fass,
i > g

£



O0s dados do modelo da Figura 5.13

144

estio na Tabela 5.2,

TABELA 5.2 - Dados do modslo de Filgura 5.130.

SIMBOLD DESCRIDAD YALOR | UNIDADES

dé Nisdmetro do sixo 47,5 i

d g Didmetro do disoo 150 %

& Fepaessura do odisca 14 Wi

ﬁi Comprimanto do gixo 450 min
£?=Q§&ﬂ Comprimento do BIiXg 135 i

o as
K, Rigidez dos mancals na girecan z 7 E 7 M4 m

Modelou-se o sistema considerande-o sem rotacan em x €
concentrou~se em matrizes de ponto oS discos incluinde o efei-
to de inércia de inclinagdo. Para o5 gixos manteve-se O e S W

modelo continuo cem efeitos de inércia de inclinacgdo, deformagdo

devido ao cisalhanmento € massa distribulda, Nos  mancals
0 astude &
tste o Sistemna

ntili-

sau~se uma matriz de ponto CoOm efeito de mols, feito

considerando a isotropia para os deis planos ¢ com
matricial & da ordem (9x8).

PropSe-se uma excitagdo senoidal unitdria com a freqién
ol rad/s aplicada  no disco 1 e calcula-~se

cia variando de o 2z
Ns vesultados tedricos obtidos es-

g resposta neste MEsEMO ponto.
tio mostradas na Figura 5.14.

Simulou-se o exemplo experimentalmente usandg um 5iste-

ma de excitagdo eletromagnético ("ashaker”) controlado onde repro-

de frealidncia variavel. A forga
Piezo

duziu-se uma excitagfo scnoidal
rransmitida fol medida utilizando-se um transdutor de forga
4 obtida no mesmo disco foi medida utilizando

Com v voltimetro

elétrico & a respost
-ge um transdutor de deglecamento sem contato,
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£ig. 5.14 - Amplitude da resposta em fungio da fregudncia de excl

tacan.

de valor rms e um registrador x.t registirou~-se amplitude da r¥es-

posta em freqiiéncia do sistema (Figura 5.15}.
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5 n ) . , ; :- I : : .
6o %00 400 500 600 700 800 500 1000

FrequBncie de Exitagde {vad /s

Fig, &.15 - Amplitude da resposta obiida exparimentalments.
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0s valores tedrices e experimentais obti’»r para as fre
qiiéncias de ressonancia do sistema estio apresentadas na Tabela
5.3, Os erres foram calculados tomando~-se como referéncia os valo
res tedricos e estdo na faixa de 9% e sido provenientes principal-
mente do modelamento dos mancais onde foram utilizados valores elg

vades para a rtigidez.

TABELA 5.3 - Fregléncia de ressonapcia do sistems rad/ls

- | .Em S ;
% Teoricas ? Fuparimontais % Nesgvios X1
:;Paqumiradfﬁﬁ IM i%i.l ” 127.8 ;I Slgﬁ
;Fraqwﬁ Fradss’l SEB«QW é .w%§3,? mé g.81
:.“,;:;;wg ...... L, f:a;,fs:; ......... g@f}i;we_ B ,385? | ? l - —

Ndo & de interesse para este exemplo ajustar o modelo

matemdatico pois deseja-se principalmente estudar ¢ comportamento

do #ngulc de fase entre a forga de excitacde & a respostz em des
locamento. Para tanto calculou-se neste mesmo exemplo o angulo de
fase em funcio da fregiiéncia de excitaclo ¢ o resultado & apresen

tado no grafico da Figura 5.10.

Fnguio de Fase [radl

& 5 X k3 i A H i i j

2ue BEB 188 1488 igRg

Fraguencia do Excitacas [radssl

2,80

Fig. 5,16 - Angulo de fase &m runcde da fregiéncia de exoitacdn.
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Sendo o sistema sem amortecimento observa-se no grafico
a mudanca de fase em pontos de roessonancia mas pode-3sé ghservar
tamhém que ha fwdancas de fase em pontos intermediarios de anti-
ressondncia. Usando-se @ mesma montagem experimental snterior uti
lizou-se um medidor de fase com saida OO proporcional e registrou
-se @ fase entre a excitagio medida na célula de cargs pigzoelé -
trica e a resposta medida com o sensor de deslocamento sem Conta-
to, Os resultados qualitativos obtidos estdo no grafico da Figura
5 17. Procurocu~-se definir apenas a mudanga de fase € ndo o seu va

ior absoluto. Algumas flutuagoes no Sinal asparecen Irvido & pro-
blemas de saturacio (Poveajfow”) na entrada do medidor de fase.

A andlise foi feita variendo-se a freglidncia do cxecitadory eletro-

magnético na faixa de 0 a 1400 rad/is, Os pontos 1, 2, § da Figura

5,17 mostram os pontos referentes as yessenancias e 0§ pontos 4,

registram a mudanga de fase nos pontos de anti-ressonancia, Ub

.
serva-se da Figura 5.17 gque o ponto de anti-ressondncis do tercel
de

ro modo de vibracio nfc ficou caracterizade dentro da faixa

analise.

1 2 3
: i
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£
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e 3

4

L,

p” |
o 31 ;
P

o | ¥
w _:'

500 600 7O :

o6 200 300 400 o 800

Frequbneio de ExitosfBo [rodrssl :

Fig., .17 - Angulo de fase an funnao da freglUéncila de sxol

tagao.

A resposta em freqgiiéneia de um sistema mecinico com va-
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rios graus de liberdade & funclo do ponto de excitagdo ¢ do ponto

de medigao (zespastaj Para alguns cases define-se as anti-resso-

nanc1as g para ‘outroes as mesmas nio aparecen {301, 0s pontos de

ressonincia sdo pontos singulares nos medelos matemftices para

sistemas nao amortecidos onde O ¥
Ja os pontos de antzm sssonancia sap pontos onde

alor da solugie analitica tende

para o infinito.

E

o valor da amplitude se anula (zR=n73,

Na Figura 5.18 mostra-se @ funciio de resposta no disco
0s valores das freqiién-

valores dos picoes te
cada modo

1 para uma excitagdo aplicada no disco 2.
cias de ressondncia nio se alteram euboTa 05
nham modificado pois a contribuicido da excitagldo para
de vibracio & diferente.

Para sistemas nio amortecidos ¢ solucdo discreta em fre
de

gquéncia, a comparacio dos picos de amplitude para cada ponto

excitacio ndo tem significado.

1B~ 8

4

g

wo 44,18

ﬁ s

w  35.28 ¢

Lo

aw e

B 26,46 b

il: »

. -

n o 17.64 ¢

.g s

2 8.Ba \

'E., ,Q@ L ; i i i \\ ¥ ; At i

é 284 588 13868 1488 1888
Fraguencia de Excitacap Lrad/sel

gm fungdo da

(Madelo Fig

Fig. 5.18 - Amplituds da respos sta ne ponto 9
freaquéncia de excitagdo no ponto Z

5.131.

Outra observagio importante & sobre a as simetria do mo-

delo. Tal como foi construido o modelo de taboratdr
o mesmo comprimento & os nos modais nae

io oS eixos nac

possuen exatamente ficam
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portanto situados nos pontos de massa concentrada, Desta  forma,
qualguer excitaglo aplicada em um dos discos excita todos 05 mp
dos. Gbservaﬂﬁé na Figura 5,18 que 50 hd um ponto onde fica bemn
definida a anti-ressonfncia,

Observa-se no grafico do dngulo de Fase em fungéo da
freqiifncia de excitagdo, Figura 5.13, que as mudancas de fase s@o
definidas nas ressonancias {pontos 1, Z, 3, 4} e apenas em um pon

to de anti-ressondncia (ponto 5) que € bem definide no grafico da

Figura 5.18.

T
® 3.77
L
- - 25 5 4
e 3.02 o
bl .
if -
2.28 ¢
2
3 s
o 1.81 ¢
g} -
& S5 T
m i
g‘ﬁ% 3 & 5 i A ] 1 i A H §
298 AR Tpee 148@ 1aee
Froguasncia de Exeitacao [rades]

5,18 - Angulo de fass em fungho da froguencia de

Fig.

gxcitagdo.

Outra forma de visualizar o anti- sssonidncia € verifi-

car o valor da parte real da resposta, ia que para alguns pontos

singulares a curva degenera-se para O infinito (caso de ressonan-

cia) e para outros a resposta se anula (ponto de anti-ressonancialj.

A Figura 5.20 mostra a variacieo da parte real da respos

ta.
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da Respostas [m]

~.41

6-*’85
Frogusnoia da Exoitacas Iragosl

Farte Resl

Fig. 5.20 ~ Parte real da respnsta om depslocamonbo.
(al om toda a Falxa de frogudnoias estudada;

(b} em torno da fregudncis de gnti-~ressonancia.

Dutra constatacdo lmportanic para 4 utilizagio do noede-
1o & a observacio dos nds modais da estruturad, verificando sempre

3 sua influéncia na definigdo dos pontos escolhidos para a excita

cio e a resposta.
No exemplo utilizado nic ha simetria, logo nenhum no mo
mas , com wuma boa aproximagaoc, ¢

segundo modo de vibra

dal esta localizado nos discos,
segundo disco & um ponto proximo a um no do

¢Ho, Desta forma, se excltarmos & estrutuya nao
verifica-se que a amplitude registrada €

29 disco e cbhtiver

mos & resposta no WMESmO,
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pouco amplificada nas vizinhancas da segunda fregiéncia natural.
Calculou-se esta resposta ¢ os resultados em amplitude esti0  re-
gistrados na Figura 5.21. Observa-se que 2 segunda freqliencia de
ressondncia quase ndo fol registrada. O mesmoe aconteceu Com a quar
ta frequéncia de ressonincia pois o ponto 2 é também um nd da mes
ma .,

Este resultado pode ser mascarade em fungdo da discreti
zagdo em freqiiéncia utilizada pois teoricamente todos 0% pontos
de ressonancia deveriam ir até o infinito id que o sistema nao é

amortecido,

1E—- 3
[ ]
£
T 2;88""
EH i
Ll
@ 2.31 ¢
0
i L] .
& 1.73 %
m
s 1.15 F ;l
N |
s 58 - }
2 ] ' | a, .
S = S g e
& 208 6608 1980 1408 1608
Freguencia de Excliaces [radsg]

Fig. 5.21 - Amplitude da gxcitacde pm fungaos da fragusncla

de excitagdno,

Normalmente, os estudos sobre comportamento dinamico de sistemas

rotativos limita-se A andlise da amplitude da fungio de Tesposta
em freqiéncia. Os aspectos aqul levantados sobre © comportamento
em fase da resposta podem ser {iteis na andlise das vibragoes des-

tes sistemas.
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PARTE T1 - APLICACOES EM HIDROGERADORES
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CAPTTULO 6

INTRODUCAO AO MODELAMENTO DE HIDROGERADORES

Considerando uma central hidroelEtrica como um sistema
que pode ser dividido em sub-sistemas, pretende-se nesta 22 parte
do trabalho estudar modelos matemiticos para hidrogeradores  que
se constituem em um dos principais sub-sistemas destas centrais.
Um hidrogerador & uma maquinag rotativa constituida basicamente de
uma turbina e um gerador suportados por mancais e eixos, Procuran
do~se desenvolver modelos para centrais hidroelétricos freqliente-
mente encontradas no pals, estuda-se neste trabalho um caso bas-
tante tipico que sic os hidrogeradores que utilizam turbinas tipo
Francis, Estas maquinas possuem caracteristicas comuns por exem-
ple, balxas rotagdes, pas fixas nas turbinas, mancais hiﬁrudinﬁmé
cos, excitacio de origem hidraulica em larga faixa de fregliencia,
excitacio magnética oriundas do sistema votor-gerador, etc,

O procedimento utilizado na elaboragio dos nmodelos &

descrito de forma esquemdtica no diagrama da Figura 6.1,

{Urservacho : . VANTPULACRO DOS
oo | ] RGO RS B esumons
ISR L DO MOBELO g Ll
PROBLEMA DIGITALS
: } |
E i
Mon1F1cachES ! é
NO \ E
MODELO § b Betse
i é nos
i RESULTADOS
Fig. 6.1 - Diagrama de HBlocos do vrocediments para #la-

boragag dos modelos.
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A observagdo do problema das vibracoes em hidrogerado-

a UNICAMP e a CESP
vibragic no campo  em
(&8P .

res foli possivel devido a um convénio entre
|3], dentro do qual realizam-se medigbes de
varios pontos dos hidrogeradores da Usina de Ilha Solteira
Algumas caracteristicas do sistema estudads sdo: turbina tipo Fran
cis com 12 pis, rotor do gerador com 15,%m de difimetro, poténcia
de cada migquina de 160 MW, velocidade controlada de operagao 85,7
rpm, queda d'agua Gtil 46m, vazio 389,7 mi/ s,

Na Figura 6.2 mostya-se um desepho do sistema ¢ 05 pon-

tos onde se vealizaram as medidas de vibragdo.

i

i~ Aceleraclo do Maoncat de
Guig do Gerador

o-foeleraclo do Mancal de
Fscore do Gerador

2-fcelerngdo do Moncol de
Guig da Turbing

4-Beeleracdio na Tompo do
Turbing

B-Ongilacbes do Eixo em
Desiocomento

&-Rotacic do Eixo

T o R dere o

3

Fig, 6.2 - Hidrogerador g ponptos de medican de vibragoes.

A formulacfo dos modelos foi feita usando o método das
transferfncia descrito na parte [ deste trabalbo. A

resultados e modificagfes no modelo natemdtico foram
em

matrizes de

analise dos
feitas com base nos desvios dos resultados teodricos obtidos
relagio aos vesultados experimentais medidos. Enguantoe o nivel de
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desvios dos resultados & elevado a iteracdo no processo da  Figura
6.1 & feita voltando-se diretamente ac modelo fisico e propondo
uma nove formulagido nos modelos para soiucdo de problemas ¢omo por
exemplo modelar mancais com amortecimento, incluir o efeito da ro
tagdo, etc.

0 tyatamento dos modelos Foi feito em um microcomputa-
dor HP 9845A e as rotinas utilizadas estio descritas nos Apéndi-
ces 1, 3 e 4. Consideram-s5e 08 resultados satizfatdrios guando
os modelos matemiticos sdo ajustados minimizando oS desvios dos
resultados tedricos obtidos em relagio aocs valores sxperimentais.

Além da comparacfo com resultados experimentais sHo
da

feitas ainda comparagdes com resultados de modelos conhecidos
clementos finitos.

o conveniente ressaltar gue muitos dos parimetros pre-
sentes nos modelos matematicos ndo foram levantados para as miaqui
nas reais nem pela CESP nem pelos fabricantes das maguinas. Al -
guns destes parimetyos necessitam de fato estudos aprofundades pa
ra sua determinacie, como & o caso do efeito da dgua na turbina,
da selagem da turbina, ao efeito de vigidez negativa no gervador,
etc. Desta forma, o ajuste dos modelos matemiticos se constituiu
em tarefa bastante desgastante gque seria grandements facilitadaca
so os dados de prejeto fossem verificados experimentalmente €1

testes no comissionamento das miquinas.
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CAPTTULD 7

- VIBRACOES LIVRES EM HIDROGERADORES

7,.1. DESCRICAC DO MODELO FISICO

As miquinas de Tiha Solteira que servem de base neste
estude sic de eixo vertical tipo "umbaella” com suporfe na  tampa
da turhina Francis e com peso das partes girantes de aproximpada-

ments 715 ton,

-

A dificuldade maior no modelamento de hidrogeradores ¢
exatamente a guantificagdo dos parawetros estruturais. Como foi
dito, existem parimetros de dificil obtengéo gnalitica como 08 va
lores de rigidez e amortecimento do filme de Sleo nos mancais,efel
to de amortecimento do selo mecénico, efeito da dgua passando
pela turbina, eic.

Uma maneira de obter estes pardmetros consiste em  atri
huir~1thes valores de tal modo que & respesta do sistema veal {a
prépria maquina) a uma dada excitagao coincide com a resposta si-
mulada pelos métodos de calculo estrutural, A este processo chama
~se identificagHio de parawetros. Varias técnicas de identificagdo

4

para estes modelos sio estudadas na veferéncia L4

Utilizando-se das técnicas de modelamento matematico dg
senvolvidas na Parte I deste trabalhe (Capitulos 2, 3, 4) pode-se
descrever o comportamento dinamico de um hidrogerador. FPropoe-se
neste capitulo um modelo de matyiz de rransferfncia usando a téc-
nica do método modificado (Capftulo 4), A utilizagfo desta téeni -
ca se justifica por duas vazdes basicas. Em primeiro lugar pela
existéncia de flexibilidades bem distintas entre mancals ¢ eiXxos
o gque acarretaris dificuldades numéricas. Ewm segundo lugar preten
de-se implementar estes modelos em microcomputadores ¢ o mé todo
proposto traz como vantagem economia de memdria para o processa-
mento de problemas com muitos graus de liberdade.

iniciaimente, modelou-se o sistema para o estudo das vi
hracBes livres sem considerar o efeito do amortecinento nos  man-
cais, considerando-os como uma mola de rigidez constante. As  mi~
gquinas modeladas possuenm eixos de secgac clrcular vazada confor-

me indicado na Figura 7.1,
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Fig, 7.1 - Modelo fisico de um hidrogerador.

O0s valores dos parametros utilizados foram:

Momento de infrcia diametral (Kg.m*)

do
da
do
do

Massa
40
do
do
do

Masza

gervador
turbina
mancal de guia do

mancal de guia da

(Kg)

rotor de gerador
rotor da turbina
mancal de guia da
mancal de guia do

especifica do gixe Kg/n®)

Rigidez (N/m}
do mancal de guia do gerador
do mancal de guia da turbina

gerador

turbinsg

turbina
gerador

4,95 E
1,45 B
2,87 E
2.1 E
7.8 R
1,5 E
1,5 F

MEdule de elasticidade do material (¥/m*)

B Ly WL

Lad

11
1%



do £iXo 2,807 B 11

Didmetro (m}

s

gxterno 4o eixo BB
E &

e S

interno 4o eixe , 4
Modelou-se o sistema incluindo a massa dos mancals pois
a estrutura do eixo € nmodificada na regific dos mesmos ficando com

indrcia malior,

7.2, RESULTADOS OBTIDOS B COMPARACARO COM O MEF

A partir do modelo £isico mostrado no capitulec 7.1, de
senvolveu~se um modelo matematico usandoo MMT e outro modelo usan

do o MEF.
Para a resolugdo usando o MMT desenvolveu~-se uma rotina

para solugdop de eixos continuos de seccgdo circular vazada, onde

as grandezas caracteristicas da seccHo foram calculadas usando-se

as seguintes expressoes:

Id = © - ' (7.1)
15
widh - cﬁ;}
Jy: . {?*2)
g4
n{dj - d®y
A = = x {7.3)

onde:
m - massa do eixo [kg]
¢ - didmetro externo do eixo {m]
2 - . . . I3 o
dy - difdmetro interno do elxo [m]
14 - momento de inércia de massa [Kg.m")]

momento de inércia de Area |

[
i
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Estas grandezas sido distribufdas de forma continua ao longo do
comprimento 1 do eixo,

vara considerar o efeito do cisalhamento necessita-se do
fator de forma da secgido, gue para um valor de coeficiente de Pois
son igual a 0,3 (para agos) & dado por 111

2

f,0268840d, Ad_173
i’ e

2

N (1 o+ fd,/d %)

Na representaglo do gerador e da turbina, considercu-se
massas concentradas com efeito de indrcia de inclinagdo. Us vesul

tados obtidos estdo mostrados na Figura 7.Z.

3
e
sl

- -

T /(//’
£3
&
"
uy

i ~
/j/
g % ] 1 i ] z _ef’f: i !
i 1 ., i - L] ¥ / L] !
1,27 2.53 5,80 5. 06 533
- 17 b _ABOSICAG DO EIXO tmd
R o
-
~. 5% F : \\\ ﬂw/
'\-_‘MMM'/I/AM
MOTIO NUMERD FREGUENCTS (Hz?
1 .08

i

§ 549,61 b /fx
o
Eef - ’
e
&
g aB4.14 |-
7
et i
]
278.48 |
gp.78 b
: i : ! E ; prop ot ¢ |
T 283 g.88 7 5.08 8,33
~32.88 ¢ R ,M/”fjpaaxcae PO EIXG Ll
e et ot

MO0 MUMERD FREGENCIA {Hzl
#1.48

Fig., 7.2 ~ Freqiéncias npetursls e modos ardprieos de vibregao do hidrogerador

gsando o P .
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nesenvolveu~se outro modelo, usando o MEF [21], resol-
vendo o mesmo problema com 13 elementos de discretizagio, sendo
que as estagdes de ©ixos foram subdivididas em dois elementos o
que proporciona uma boa aproximacdo nos modos mais baixos. In-
clui-se no modelo de elementos finitos © efeito de infrcia de in-
clinacgdo nos pontos de massa concentrada, e para 05 €lxos usa-se
a representagao de massa consistente descrita no capitulo 3.3, 08

resultados estdo mostrados na Figura 7.3,

HIDROGERADORED
MODO PROPRIO DE VIERACAS Nl
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PREQUENCIA= +3. 15E+81 {HO

v
-~
,’/”
s
i w3 2
BN R L TGS (B (2)

Fig., 7.3 - Fregufnoias nsturais @ medos proprios de vibragéo

do hidrogerador usando © MEF «
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Fig., 7.3 - fontinuagac,



0 efeito da rotagho propriz do sistema (efeito girosco-
pico} foi desconsiderado pols sabe-se que para taixas rotagoes o
mesmo & desprezivel., O efeito do "mancai de agua” na turbina tan-
hém fol desco&si&ara&o embora seja possivel modelar este  efeito
incluinde um amortecimento viscoso na turbing.

0z modelos fazemw normalizagdes diferentes para 05 modos
de vibragdo, o que justifica algumas diferengas nos graficos. A
forma modal estd coerente para os modos caloulados € as primeiras

freqiifncias mostram uma boa aproximacidc entre 0% modelos,

Na Tabela 7.1 estdo mostrades os desvios dos resultados

obtidos;
TABELA 7.1 - Fregiddncias naturals do modelo da Figura
7.1, Desvios em relagaéo ap MEF.
MEF MMT DBasvios [R]
Frag~1 [Hzl &, 88 5,88 &, 08
Frag-2 [Hzl 31.32 31.44 . 18
Frag-3 [Hzl 54.48 €5 .88 : s.in
Frag—4 [Hzi (6E .88 iB6. 18 .38
Frag-5 [Hzl 187.73 188,28 1.38

B diffcil estabelecer uma comparacdc precisa em teIrmos
de modelamento quands se resolvem problemas exteénscs mas a faixa
dos desvios encontradoes € pequena, 0 que mostra uma coeréncia nos
resultados obtidos. A andlise dos modos prdprios de vibragdo é
importante na determinagio dos pontos onde & mais convenlente me-

dir as vibracfes (vide Capitulo 5, Item 5.5.].
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CAPITULD &

VIBRACOES FORCADAS EM HIDROGERADORES

g,1., DESCRICAO DO MODELC FISICO

Simulou-se o comportamento da resposta em freqiiéncia de
um hidrogerador e neste estudo incliuiu-se novos efeitos. O man-
cal do gerador & combinado {escora~guia}. Desta forma, para rYepre

sentar este efeito, acrescenta-3sg uma mola de torcio conforme moOS

trado na Figura 8.1, que simulz as restricfes elfisticas 2 torgao,

Os mancais de guia sdo do tipo hidrodinamico segmentado
sendo que o efeito de amortecimento ¢ rigidez do filme de Sleo

bem como 2 rigidez da estrutura de sustentagdo sdo moedelados de

forma simplificada item 8.Z.

Propie-se neste capitulo simular a resposta enm freqlién-
cia em deslocamento de um dado ponto do sistema onde pode~se  me-
dir a resposta experimentalmente. Assim 8 necessdrio apresentar
as caracteristicas das forgas gue aparscem no sistema. AS excita-
cBes transversais consideradas mais significativas sao: forgas
hidrBulicas, desbalanceamento mecanico e desbalanceamento magnéti
co, As forcas de desbalanceamento mecAnico podem estar localiza-
das em qualquer estagdo do sistema, embora devido A distribuigao
irregular de massa no gerador e 3 grande inércis do mesmo espera-
se gue os efeitos de deshalanceamento mecdnico predominem nesta
estacaoe. Como se sabe, as forgas de deshalanceamento aparecem na
fregitencia de origem eletromecfnica que surge no gerador na fre-
qiiéncia de rotacgdo devide por exemplo & excentricidade de constry
cfio do roter do gerador que reflete no Campe magnétice do estator

do gerador, sriginande forgas resultantes girantes com & TS

rotagho do sistema, Também de ovigem magnética podem surgir for-
fregiiéncia igual ao dobro da freqiiéneia de rotagio devido

cas com f
% ovalizagdo do rotor do gerador i33]. As excitagOes de origem hi

drdulica aparecem na turbina e podem seT consideradas Ccomd fun-
¢Bes aleatdrias de espectro constante astendendo~-se em uma certa
faixa de fregiidncia [34].

A Figura 8.1 mostra um mnodelo £igico de um hidrogerador.
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Fig, 8,1 - Modeio fiaiecn de wum hidrogerador.

Os valores dos parfmetres utilizados estio descritoes no capitulo
7.1, acrescentando-se a rigidez teorcional do mancal do gerador

+tomada com o valor de 4 E 11 N.m,

No capituleo &.3 mostram-se o5 resultados obtides e defi

nem-se o5 modelos matemiticos utilizados,

g.2, ESTUDO DE UM MANCAL HIDRODINAMICO SEGMENTADO

Pado um mancal hidrodinimico segmentado que & um  tipo
comumente utilizado em hidrogeradores, propde-se um modelo simpli

ficade que aproxime o comportamento dinfmico real do mesmo.

Inicialmente estudou-se a influéncia da massa do segmen
to do mancal. Tomou-se para estude um mancal com 12 segmentos pi-
votados com folga radial pequena e estrutura de sustentacido dos
segmentos ("aranha) fiexivel dentro da faixa de freqiidncias emn
anilise no problema. Lstas caracteristicas correspondem as dos
mancais dos hidrogeradores da Usina de Ilhas Solteira,

Considerou-se as seguintes hipdteses: massa do sistema
geixo~turbina-gerador muito maloy que & nassa do segmento do man-~
cal, rigidez do filme de Sleo proxima da rigidez da estrutura de

suporte do segmento do mancal ¢ ndo variando com a freqiifncia de

vibragao,
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ma
Hinotessas
Ki o 2o iTiy
s Ky= Kz
Ky
TR

Fig, #.2 - Modelo de um mancal sogmen Lok,

Tomando © sistema da Figura 8.2, com:

m, ~ massa do segmento do mancal

m, - massa do sistema eixo-gerador-turbina

Kk, - rigidez do filme de Oleo

k., - rigidez do suporte do segmentc 4o mancal

Az fregiiéncias naturais deste sistema de dois graus  de
g

liberdade sdac dadas por:

. . ) 172
5 m Kyt RS 1 fm £ -ﬂ'ﬁzéi +f .t ] L Am,mLk K
x Meh e 2 22 AN
e - - 7 2 (8.1}
E L A
éf.%,gfﬂ;) }sﬁfinlz

1 1 py

Pazendo-se . tender a zero ja que m, <<m, e desprezando-se a fre-
gi€ncia w, (mais alta} p esta fora ds faixa de interesse nesta

o

is

analise, obtém-se:

¥

/ 2z P
%4 - i by - W e Smam K FE 4k e 2 . ‘
. Lim m1K2+m2Kq mzhz \/ mikz mmzw?sz 19h2}*m2(K1+K2} qmﬁmquhE
w? R P £
' Emﬂmy
L {8.2)

G
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bk ey B e KL, PR em® (K v e (H, K

o oum Mt \/"'1 e T A o

£ - m 'Vi'{} {Sagj
1 - 2,

Aplicando- se L'Hospital para salr da indeterminacdo do limite da

equacdo (8.3}, tem-se:

-1/2

2,2 L.z } )
mz . lim K2 142 [ o 2¢ﬁ2{K K } +2 mqmmyzfﬁ “’J !lmqﬁ *2m K, {y i}
1 om0
! 2n,,
’ (8.4)
au
: ~3f? _
Ko -1/2 (0, (K oK, ) amL K (KL, R,
2 A 2hp gy
w’i = < P H (Swsj
2m2

E, finalmente, tem-se

{B,0)

Pode-se mostrar que a segunda freqiidncia natural & dada pela ex-

DTeSSAn:

(8§.7)

que & de ordem de grandeza bem maig elevada e fora da faixa de

anilise, podendo-se associa-la ao movimento da massa m, do segmen

£0 do mancal. Deste modo, desprezando-se a massa m, 1o modelamen-
to pode~se idealizar um segmente de mancal

8“38

conforme a Figura
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Fig, 8.3 - Modelo adotado para um segmanto de marinal.
onde !
e, - Amortecimento do filme de Sleo
F - Forga de excitagdo do sistema

Observa-se gue considerouSe g as fundacdes do sistema
shac rigidas, o que <5 & valido para uma cevta banda de fregiiéncias.

Bm modelos mais sagfisticados pode~se inciuir a influvéncia destas

fundacfes na dindmica do sistemd.
ando o0s conceitos de impedancia mecinica, pode-~se

Aplic
Eﬁwqﬁ ¢ amortecimento e-~
&

calcular um valor de rigidez equivalente
quivalente Ecaq} para o Sistema da Figura 8.3, supondo a excita-
cdAo F na massa m., € deslocamente desta dado por X.

A impedancia do filme de Gleo sera:
i’:
fwe, (8.8)

Associando-se em série os dois sistemas, filme de ODleg ¢ suporte

do mancal segmentado obtém-se:

= Koo 1K + w1
I (8.9)

% K, HK,i e w3

G



F
I ST S B » {8.10}

Para ohter a expressao de “oq © Cog desenvolve-se a expressao 8.9

i

g obtém~se:

52 .
i (. RGN B3 Al ) ST OO £ U R A £+
S o O SO 2 e (8.11)
% {K?+KE}2+mE " (K6, 3% » w'l,
£ b ! s 1 : i

ou seja

K m LS {8.12)
= EK2+Kﬁ}2+m2C1

K. 60, ) _

‘oq . 3 (8.13)
U U LR
2 1 1

al & piveotado (logo tem
exXis-

Considerando~-se ainda que & manc
um grau de liberdade de rotagao 1ivre} pode-~se desprezar a

téncia de forcas tangenciais e conseglientemente modelar ©
Desta for-

siste-
ma sem acoplamento nas coordenadss nas diregtes y € z.
ma obtém-se a configuragio do mancal segmentado segunde o modelo

da Figura 8.4.

Fie 8,4 - Modelo fisico de um mancal sspmentads (17 segmentoslt,
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considerando que as folgas radisis sado bem pequenas e
gue, para qualquer movimento, as molas o amortecedores de todos 05
segmentos estho atuando associados segunde as suas posigoes dia~
metralmente apastasg'caracterizamms& as propriedades de mancal nas

direcdes y e z. Considerando isatrepia radial tem-se:

K . K , = « NS = K P 5, o {8,141}
= w7 = w7 =
Cp TR T ks TR Y (8.15)

e com isto

e - B 0 e
K} @ K_ = 2K o i} ﬁkprcogzaJ“+ A E0E e €, L hmq [8.16]
, 2 o . Q]
o= =30+ 40 cos 307s 4l cos A0 6,0 Oy {§.17}
Y z =le i & 9 :

As eguacbes (8,16} e (8,17} associadas 45 GXpressDes

(8,12} e {8.13) podem ser introduzidas facilmente ug formulagio
de matriz de transferéncia desenvolvida no Capitulo 5.2 e inmple
mentadas no programa computacional para o calcoule da respoesta en

fregiiéncia de sistemas de hidrogeradores.

§.%. RESULTADOS NUMERICOS OBTIDOS E COMPARACAO COM ESPECTRO DA
RESPOSTA OBTIDO EXPERIMENTALMENTE

0 modelo £isico da Figura 8.1 adota para 08 eixos a re-

presentagio continua com sclugac exata, incluindo os efeitos de

in€rcia de inclinagfo, deformacgio devido ao cisalhamento e massa

distribufda, considerando-se gque © meswmo possul secgao  circular
vazada. Os mancais foram representados conforme o modelo desenvol
vido no item 8.2 sendo:

Rigidez do filme de flen [K,3 1,5 B 11 RS
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N 0.7% F 91 N,.s/m

Amartecimento do fTilme de dien {Lq .75 B A

Rigidez do suparte do segmento [(K,7 1,5 £ 11 N/m

0 gerador e a turbina foram considerados como ponto de

massa concentrada incluindo-se o efeito de inércia de inclinacdo.

Conforme o esqguema da Figura 8.1, considerou-se as for-

cas de excitachic (desbalanceamento mecinico, desbalanceamento mag
nético, forcas hidraulicas) unitdrigs, guando o sistema gira 83,7
rpm, e inclui-se o efeito da rotagao {efeito giroscopico) confor-
me apéncide 2. O espectro da resposta obhtida no ponto indicado na Fi

gura 8.1 foi calculado e € mostrado na Pigura 8.5 para duas fai-

xas de fregqléncia diferentes,

S
E 7.
m fr
¥ 5.81F
0
ﬁ_ —
[+
@ 4,44 -
w
o
e 3.87 F
'g b
= 1.88
43
i e @ )
g" R 32 ; 3 4 2 ) § k. ; k) i E| }
I 1.8 3,8 5.8 v.8 a8

Freoguenc iz de Excitacae THzd

1E-11
E ?siﬁ i .
@ : j %
5,81 .
43
. * [
{% 4“44; j 3
: /
o 3.87 » /
.§ bt
i .89 |
had i ’4‘%’_“‘«,,«»‘
*;;‘ ao i FI 3 i i : % Fy IO e ]
£ 5.5 15.5 27.8 38.5 48.5

Freguasncia de Excitacao [Hzl

Fip, B.5 - EBspectro da respoata de o
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Considerocu~se as forcas hidraulicas com especiro cons-
rante até 55 Hz, desta forma os picos em 12,9 Hz ¢ 30,4 Hz Mos -
tram 05 valores das fregiéncias naturais, Dois picos em 1,406 Hz e
2,02 Hz correspondem @ resposta da estrutura as excitagbes de
desbalanceamento mecinico e magnf€tico e excitagdo devido a ovali-
zacho do rotor do gerador (item 8.1} respectivamente, Nas medi-
cBes das oscilagdes dos eixos {transdutoy de deslocamento mostra-
do na Figura 6.2) realizadas na Usina de Ilha Solteira |3] eobte-

ve-se grificos de espectro de freqiiéncia do tipo mostrado na Figu

ra 8.0,
IoTR W
1«3 b4 i 1 ¥
G S ]
5 B e 5 .
i
. 5 7
P
. 6 - i -
{ LY
‘2 o

dog oscilagdes do sixo

tipioo.

Ohserva-se gque fundamentalmente o os5peciyo tedrico obti
do {(Figura 8.5) € coerente com 0 especiro shtido experimentalmen-
te sendo gque ¢ ajuste dos valores das frﬁqﬁ@naias naturails pode
ser feito por métodos de identificaghc que nie serao tratados nes
te trabalho. 0 medele & grosseiro no sentido de que por falta de
dades mais detalhados da miguina real nio foi pogsivel levar em
conta com exatidie a distribuicdo de massa e rigidez da turbina.,
do gerador e dos mancais. 0 objetive principal foi construir mode

jos coerentes para o estudo das vibragdes enm hidroprradores.
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0 ajuste dos resultados & fungae des dados obtidos a
respeito da miquina modelada. Desta forma, pode-se considerar que
o5 resultados obtidos foram satisfatérios.



CAPITULD ¢

6@NCLUS(§ES E SUGESTOES DE CONTINUIDADE

8.1, CONCLUSOES

Apresentam~se as ceonclusdes deste trabalho com base nos
obietivos pré-~Ffizados no inicio do mesmo.

0 mEtodo matricial utilizado para o moedelamento matemi-
tico de hidroperaderes, M8todos das Matrizes de Transferéncis,mos
trou~se bastante conveniente parae aplicagoes em microcomputadores,
Usando~-se um computador HP-8845 A com 64K bytes de memdria conse
guiu-se¢ resplver problemas em maquinas grandes de razofivel comple
xidade. £ importante frisar que esta técnica matricial €  conve-
niente para problemas que possuanm alguma simetria, o que & o casa
dos modelos fisicos analisados.

Varios modelos foram desenvolvidos e validados através
de dados de teste {exemplos tedricos com solugao exats), ¢ 05 mo-
delos de elementos continuos desenvolvidos mostraram um bom  de-
sempenho na representacdo estrutural, sendo aconselhivel sompre
que possivel direcionar as pesquisas pava a utilizagéo dos
A importincia de se estudar virias formulagfes diferentes, e tes-
ti~las utilizando exemples conhecideos, & evidente na medida emn
gue a precisdo dos resultados pode ser comparada, Contudo cabe sa
lientar gue a escolha dos modelos matemdticos representa uma SO~
lucio de compromissoe em engenharia onde relacionam-3¢ custos com-
putacionais, precisio dos resultados e dificuldade de implementa-
CRO.

0s problemas de geometria irregular 530 dificies de se-
rem modelados por este método [MMT). Para selucionar este proble
ma apresentou-se um método combinade MMT-MEF que, associado a téc

nicas de subestruturaciio, poede resolver uma gama bem grande de
problemas de geometria lrregular.

Um dos problemas mais criticos encontrados neste traba

resolu-

1he foram 0s erros numéricos provenientes dos métedos de
cio utilizados no MMT. Algumas dificuldades nunéricas foram ultra

assadas embora em aplicacdes com wmuitcos graus de liberdade ain-
1 :



da possam aparecer erros numéricos, Virios cuidadoes quanto aos
erros numéricos foram tomados na implementagde dos programas com=
putacionais embGra este ponto ndo tenha side abordado em toda 2
sus profundidade,

s modelos matemiticos validados foram aplicados ao pro
hlema dos hidrogeradores. Os dados referentes As estruturas anall
sadas forsm levantades de forme aproximada, e, a partir dos resul
tados experimentais, fez-se um primeiro ajuste nestes parameiros.
A ochtencio precisaz dos par@metros estruturais inclui uma parte
tedrica e uma parte experimental na drea de identificagao, o que
nig-esta no escopo deste trabalho.

A idealizagic dos hidrogeradoves segundo as técnicas
utilizadas, mostrou-se oficiente em termos de engenharia na repre
sentacio do modelo fisico, mesmo considerando que 0 parimetros
nio puderam ser critericsamente ajustados. Deu~se maior enfase
na maior parte deste trabalhe, @ claboragio das técnicas de mode-
tamento. Desta forma as verificacfes sxperiwentais e o problems de

identificacic de parametros foram limitados.

9,2, SUGESTDES DE CONTINUIDADE

Dentro das perspectivas atuais de engenharia ¢ pesquisa
na Area de comportamento dinamico de miquinas rotativas, e especi
ficamente dentro do contexto de continuidade deste trabalho, 1lis-

tam-se a sepuir algumas sugestoes:

Desenvolver um algoritmo pava determinacdo das raizes
de uma funcio. Um método de rdpida convergéncia que pode ser uti-
1izado & o mitodo de Newton-Raphson [321. Hste algoritme deve sev
introduzido na procura das freqiiéncias naturais no MMT eliminando
parcialmente o problema numérico decorrente do passo utilizado nos
problemas iterativos.

Desenvolver métodos alternativos para cdlculo da respos

ta no tempe a uma excitagle transiente e para o estudo da establ-
lidade dinamica, facilmente implementdveis a partir do estado

atual deste trabalho,

Estudar, para os modelos desenvelvides, a possibilidade

de se impor deslocamentos ou inclipagées constantes em alguma es-




tacBo do sistema mecanico, ou seja expandir o campo das condigdes

de conterno dos problemas.

Reaiizar uma abordagem experimental mais amwplz nos pro-
hilemas de hidrogeradores buscando-se identificar os parametros es
tyuturais dos modelos fisicos e serem estudados, implementando mé
todos de identificacgio de pardmetros no dominio do tempo e no do-

minic da freqgliéncia,

Tacluir nos modelos matemiticos os efeitos do "sefe  de
dgua® ma turbina, da interacao do hidrogerador com as fundagdes
e solo, da flexibilidade das p#s da turbina e da estrutura do ge-
rador (usando possivelmente o método combinado MMT-MEF com subes-
tyuturacdo) e das excitagBes provenientes do campo magnético do
gerador.

Verificar as freqiiéncias natursis torcionais e axlais

que devem ser mais elevadas, procurando também possiveis oefeltos

de acoplamento.

Utilizar as técnicas desenvolvidas neste trabalho entre
outras coisas na elaboracio de critérios de manutencio preditiva
para centrais hidroel&tricas a partir da medida de vibragde {3l .
na solucdo de problemas de identificacdo de forgas hidraulicas|4]
ou ainda para simular alguns processes de balanceamento 5] ou es

tudar a estabilidade dinamica.
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APENDICE 1

ALGORITMO E "LISTAGENS DO PROGRAMA COMPUTACTONAL PARA CRLCULD
DAS FREGUENCIAS NATURAIS USANDO O MMT

Desenvolveu-se um programs pava aplicagdo em um micro-

computador HP 9845A com 64K bytes de memdria em linguagen HP -
BASIC. Este programa resolve freqiléncias naturais e modos prd-
prios de vibragBo usando o MMT conforme teoria dos capitulos 2 e

a  gs-

3, 0 diagrama de blocos mostra a segiéncia dos calculos 2
trutura do programa.

As listagens a seguir mostram o programa utilizado 2
as sub~-rvotinas especificas para a representagdo continua de ei-
xo0s com solugho exata e representagdu aproximada de e1xos usando

o método combinade MMT-MEF,
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APENDICE 2

" ESTUDO DO EFEITO GIROSCOPICO o |

Da dindmica cléssica tem-se que a variagdo da quantida-
de de movimento angular & igval 3 magnitude do momento resultante

do sistema:

- d _
ﬁc = — (I, w)
a7

{a.2.1}

onde:

1, = momento de inércia em relacio ao ponto o {tensor de infrcia)
-+ ~

w = velocidade angular

- )

¢ = Momento resultante

£

A Figura a.Z.l mostra o diagrama de momentos em um dis-

co de espessure desprezivel. Pode-se determinar gue a quantidade

. -+ ) w . " o
de movimento angular, denotada por M_, em relagas &0 ¢iX0 Ox? e
dada por:
" I 9 (2.2.2)
f = " a L £ pr
[ o B

Dado um deslocamento angulsar ¢, com componentes y & B as

quantidades de movimento agangular valem_iﬁ§ e Eﬂé respectivamente
em relacBo a y' e z*. Das componentes spbre os £ixos Ox e [y ten
S E

-3¢ que 3 projecdo de zﬁﬁ shre o eixo Oy devido & rotacfio B seri:

{a.2.3)

18 aenf
D

soma-s3e o efeito de Id% devido a retacao B que vale:



Id§ cosf
e desta forma obtém-se:
H = T §t senB - Id v cosh

Analogamente para o eixo Oz tem-s¢:

Fig., a.2.1 - Riagrama de momentos de um digoco delgado.

153

(a.2.4)

{a.2.5]

{a.2.0}

Linearizando para pequencs Angulos e usando o principio

da variaclo da guantidade de movimento angular ochtém-se:
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o
"y ST (1,86 - 1¥) (a.2.7)
{:j -
R = . - .
Mz " (J.Qiﬂf 4 ld{ﬂ) [a.2.8)

e {a.2.8) pode-se cbiter o5 momentos da seguinte

s

DBerivaendo {a.Z2.7
forma:

{a.2.9)

M, o= I9Y v 6 {a.2.10)

Considerando que para um dado instante de tempo, as vibragoes es-
tio somente no plano xy com amplitude r e inclinacao de o-o ém ve

lacio a x de §, pode-se escrever

{a.2.11]

o= orocosnl

7 o= y senal {n.2.12}

B = 8§ coswl {a.2,.13)

v o= & senwT fa.2.,14}
Perivando e substituindo nas equagCes de momento obtém-se para
uma vibracfo em regime permanente:

™ o ) L2 - o -
m, = I RuE + I, @ 0lsenw] N (a.2.15)
Moo= (T_ fwd - 1. 8u®) coseT ” (a.2.10)

z p T




Supondo ainda que as vibragles e velocidades de rotagdo sdo sincroe
nas, w= ("syichronous whixf®}, chaga-se finalmente A amplitude
de descontinuidade de momento, que estd associado a amplitude das

inclinacgces {8):

{a.2.17}

(a.2.18)

=
[
P
(o]
t
fia
[
-
g
v
I

Para discos de espessura desprezivel pode-se estabelecer a seguin-

te relagdo:

{a,2.1%)

sendo assim, o termo para efeito giroscdpico com velocidades g
precessio direta serd idéntico aso efeito de inércia de inclinagdoe

com sinal trocado:

(a,2.20]

Se considerarmos o movimento retrdgrade R=-w, entfo a expressdo sg

0 efeito giroscdpico pode ser considerado em gstacdes Lipo  @LX0

ou discos.
Com o objetive de mostrar a variagdo das fregii€éncias na-

turais em funcio da rotagdo do sistema uvsa~-se o procedimento des~

i

crito a seguir,
Para o sistema mostrado na Figura a.2.Z, fixando-se valo
res de ( entre 0 a 1200 rad/s, pode-se calcular os valores das fre

giiéncias naturais, em precess#do direta e retrigrada, e observar sua
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variacfio com a velocidade de rotagio. Estes resultados 5A0 mostra

dos graficamente na Figura a.2.3.

) ~ @ Bram
f
7 @i80mm
/ f
/
4 Az

b 200 mm o e

i4mm
Fig. a-<.2 - Modelo +isico estudads.,

Para identificar as rotacdes criticas basta tragar uma

reta de inclinacic G=w (a freqlfncia de excitagio coincide Com
s freqiéncia natural) e os pontos de intersecgio com as curvas de
finem as rotagdes criticas,

o modelamento foi executade usando sistema com £iX0 Con
sinue onde estio incluidos sfeito de cisalhamente € indrcia de
inclinacfo, considerou-se o disco rigido pois caracteriza-se mais

acentuadamente o efeito da deseontinuidade dos momentos.




1 Freguéncias naturals am precessan direta 1¥ modo
2 Freglénciss naturais em precessac retréprada 1% modo
3 Fregléncias naturais em precessac diretsa 2% modo
4 Freguéncias natursis em precessdo retrigrads 2¥ modo
o frd/s]
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APENDICE 3

DIAGRAMA DE BLOCOS E LISTAGEM DO PROGRAMA PARA CALCULD DAS
FREQUENCIAS NATURAIS E MODOS PROPRIOS DE VIBRACAO USANDO 0
MMT MODIFICADO

0 programa desenvolvide para o MMT modificado aprovelta
a2 estrutura de dados dos programas anteriores. Sendo assim SR0
descritas a seguir apenas as modificagles mais importantes. Segue

a listagem do mesmo.
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APENDICE 4

DIAGRAMA DE BLOCOS E LISTAGEM DO PROGRAMA PARA 0 CALCULO
DA RESPOSTA EM FREQUENCIA USANDO O MMT

0 programa para o ci@lcule da resposta em freqiiencis apro
veita a estrutura de dados dos programas anteriorves. Dlesta Zforma
mostra~-se o diagrama de blocos simplificado. Segue listagen do mes

mnd .,

{ InIcId

ENTRADA Ok
O0ADDS
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SUS-STSIONT
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LSANDO SUR-ELX0/SUR-ROTOR
SUE-MANEAL
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SUB-RESPOETA
PEFINE-3E 0 PONTO DA RESPOSTA (Mp)
! USA-SE SUB-SISMONT £ DALCULA-SE

(U] « CALCULA-SE A RESPOSTA




T
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CINPUT CHUMERD DBE EHTRG I
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bﬁhi 3aﬁ¢» M@ai*ﬁ,u
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COPTION BRSE &
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1@; uw?e 2?@ ATH, BEE, 47

TNPLT C“TIAKETRO B3 ROTOR
T OULARREGURA B0 EOTOR

IHPUT "PES

THELT "HAGLLD BE ELARTIQTLF

GOTH 540

INPUT "RISIDEZ DO BMANDRL HA DIRECRD Z

CIMPUT YRIGIDEZ MRNHOAL M RIRECRO Y -
IMBUT "ANORTECIMEMTS DO MHAMOARL HA L 07 Egy
INEUT “ENORTECIMENTO DO MAHURL HA hiﬂnbﬁj ot LR

GOTO B40
[NPUT STIRMETED DO EIND 7, Mesil
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GOTO R48
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HEXRT Es
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SV UPRINT ANGRTECIMENTY HA HIRECAZ ¥ ", Mesii, Do
B GOTD 9de -
'?ﬁ;%?}“ﬁi%a ESTRGIN HUMERD *,tHesiH i)
R i«i&:’ i( ;,é{' i ‘,-. 3 }
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e PRINT USIHG %o 7
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§ve  PRINT *HODULO DE ELRITICIDADEY,MesiH,
GEe PRINT USING "7
BHE O GOTD 248
©ang  PRINT “HMANCAL DE TORCAD ESTRGTO NUMERGY, Heg i
918 PRINT USIHLG "0
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48 HEXT N
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Marcal ! CALL MarsaldMas (s (U103 LR8N, Unag

GOTH Mxt
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16VE GOTO Mxr
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PLEE GOTO (14
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114l SLBEHD
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SEE AR gy R D o Rl
AR T O 2R Oy AT

g hoh

&
=
i

24
@
&
7

'\_E,:}



171

: Nﬁ? §a%uXe€mg
3?ﬁﬁf ?@w £

T T -2 B
b oYACEIFELR, 10
WREYsRLE, 1D

BeEImEL4, ib

B BUBENR

_ﬂSUﬁ Q%wpuwtﬁimﬁ E Y BCEN, Begeplel ¥B0R), Ongg e JHI 080 200  Hesd® i

CORERS GRTIOH BARE 1

LS80 LOM IHTEGER J

cA416 RERL 24HY
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1826 SUBEND
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1548 OQFTION BASE 1
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"
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1RIE UBC4+F, 36 T0=1G ah,i}

THES BE0AT, 40 Ta=UE0L, 13

1848 NEXY J

B30 UBLF, s

1888 IF M=i THEHMH MBT Ul=IDN
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