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Resumo

A solugio numérica da equagio de Helmholtz, via o Método de Elementos Finitos ou
Diferengas Finitas, possut uma caracteristica dispersiva ao contrario do que ocorre com a
soluglo exata. SolugGes discretas deste tipo sfio fun¢des do nimero de onda discreto, que €
dependente da freqiéncia. O Método de Elementos Finitos (MEF) via a formulago classica
de Galerkin pode ser aplicado na solucio da equaciio de Helmholtz sem que exista um limite
tedrico para o namero de onda a ser analisado. Todavia, quando utiliza-se o MEF via
Galerkin para elevados nimeros de onda, faz-se necessario o uso de malhas extremamente
refinadas para se obter solugSes com precisdo satisfatdnia e dispersio minima o que conduz
ao custo computacional muitas vezes proibitivo. Como regra geral, procura-se resguardar
uma resolugiio de malha da ordem de dez elementos por periodo o que conduz a um nimero
de equagdes muito elevado a ser resolvido, na medida em que se deseja resolver problemas da
equagdo de onda no dominio das meédias e altas freqiiéncias, como ¢ o caso de interesse em

acustica, tema deste trabalho.

O método de Galerkin Minimos Quadrados (GMQ), derivado a partir de uma
modificagdo na forma integral do problema, pode eliminar a poluicio ou o efro na solugio
por elementos finitos da equagiio de Helmholtz em dominios unidimensionais. Em dominios
bidimensionais. esta polui¢io numérica pode ser reduzida mas ndo eliminada. A aplicagiio do
método GMQ na solucio da equacio de Helmholtz, para elevados nimeros de onda, permite
o uso de malhas com resolugdo da ordem de somente quatro elementos por periodo, o que

aumenta consideravelmente o alcance das solu¢des numeéricas.

Neste trabalho, o método GMQ ¢ aplicado em problemas bidimensionais da equacio
de Helmholtz, baseando-se em resultados numéricos obtidos para exemplos unidimensionais.
Exemplos de decaimento exponencial e propagagio de onda para condicBes de contorno de
Dirichlet, serdo apresentados. Elementos lineares, triangulares e quadrilaterais, em malhas

regulares e irregulares, serdo utilizados para a obtengéo dos resultados numéricos.



Abstract

The numerical solution of the Helmholtz equation, as finite element or finite difference
solution, does not preserve the nondispersive character of the exact solution. Discrete
solutions of this type are functions of a discrete wave number that depends on the frequency.
The Galerkin finite element method is capable of modeling increasingly higher wave numbers
by refining the mesh. However, this may become prohibitively expensive, as long as, an
acceptable resolution of ten elements per wave, according to rule of thumb, is to be

considered. This would result in a large number of equations to be solved.

The method of Galerkin Least Square (GLS), here utilized, for the numerical solution
of the Helmholtz equation can possibly eliminate the dispersive numerical effects by
modification of the vanational model in one-dimensional problems, However, in two-
dimensional problems, it is not possible to eliminate the pollution in the finite element error

but can still be reduced. A resolution of four elements per wave is required for good results.

In this work, the GLS method is applied to two-dimensional problems described by
Helmholtz equation, using results obtained in one-dimensional problems. Exponential decay
problems and wave propagation problems with Dirichlet boundary conditions are considered.

Numerical results are obtained using linear triangular and quadrilateral finite elements.
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o pardmetro que caracteriza o comportamento do método de Galerkin.
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Abreviacdes
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo apresenta-se uma revisdo bibliogrdfica e um breve historico sobre
Actistica e sobre o Método de FElementos Finitos. Algumas metodologias numéricas
desenvolvidas para a solucdo de problemas de acustica fisica, governada pela equacéo de
Helmholtz, sdo discutidas. Apresenta-se também um historico do desenvolvimento do método
de Galerkin Minimos Quadrados para a solugdo da equacio de Helmholtz considerando

elevados numeros de onda. Finalmente, apresenta-se uma descri¢dio do presente trabalho.

1.1 Consideracdes Gerais Sobre a Acuastica

Os fendmenos de propagac@o de ondas aparecem normalmente como perturbagdes em
diferentes tipos de meios. Por exemplo, as ondas sonoras propagando-se no ar induzem uma
perturbag@o que provoca o deslocamento das particulas do ar que oscilam harmonicamente
em torno de uma posigdo de equilibrio inicial. Como conseqiiéncia, pode-se definir a
propagagdo de onda como uma maneira de transmitir energia de um ponto para outro sem

transferéncia liquida de matéria.

Neste contexto, a acistica pode ser definida como o estudo da propagacio de ondas
em um meio fluido considerado perfeito e compressivel. Uma classificacio possivel dos
fendmenos da acustica refere-se & faixa de freqiiéncia em que estas ondas se propagam
definindo-se geralmente interesses técnicos bastante distintos. As oscilagSes que aparecem em
frequéncias muito baixas s&o conhecidas como tremores. Os fendmenos que ocorrem entre as

freqiiencias de 16 Hz e 16 kHz sd3o conhecidos como sénicos e acima de 16 kHz como



supersdnicos. Neste trabalho, interessa-se por fendmenos que se situam dentro da faixa
audivel, ou seja entre 16 Hz e 16 kHz, com especial énfase na solugdo de problemas com
fortes oscilagBes e gradientes elevados. Outra classificagio possivel refere-se ao campo de
aplicacdo dos estudos da acustica. Hueter ¢ Bolt [Kinsler et al, 1982] propde neste sentido a
seguinte subdivisdo : acustica fisioldgica, biologica, musical, actstica de comunicagio,
acustica fisica e aclstica sOnica. Na aclstica fisica pode-se incluir o estudo das vibrag¢Bes

mecéanicas e dos fendmenos de propagagio de ondas em solidos e fluidos.

No que se refere a dire¢o de propagag¢do pode-se distinguir, em funcio dos meios e
da geometria do fendmeno, os seguintes tipos de ondas: ondas longitudinais, transversais ou
torcionais de superficie. Os estudos e os fundamentos tedricos da aclstica foram
estabelecidos ainda no inicio do século passado [Kinsler et al, 1982]. Chladni em 1802,
através de estudos experimentais de vibrag@o torcional, definiu e calculou a velocidade de
propagacdo das ondas para geometrias cilindricas. Na mesma época foram desenvolvidos e
apresentados para a comunidade o principio do Huyghens ¢ a teoria de onda de Young. Mais
tarde, Euler publicou resultados de seus estudos sobre a teoria de vibrago em cordas. Ainda
neste periodo, Lagrange, Bernoulli, D’ Alambert e Laplace formalizaram o que é conhecido
atualmente como a mecénica racional, o que permitiu consolidar os estudos dos fundamentos

da acustica fisica.

Neste mesmo periodo, 1860, Helmholtz se preocupava com os fendmenos relativos a
acustica fisiologica, procurando estudar e formalizar os mecanismos de propagacio de onda e
sua interagdo com o aparelho auditivo humano. Baseando-se nas transformagdes propostas
por Fourler, Helmholiz estabeleceu as equagdes diferenciais que governam os problemas de
propagacio de ondas em regime harmonico, conhecida como equagio de Helmholtz, que é
até hoje a base para o estudo dos problemas fundamentais da acistica. Em 1877 Rayleigh
concluiu sua obra "Theory of Sound", onde sintetizou o conhecimento da area de aclistica

disponivel até aquele momento.

Assim, o estudo da acustica, tal como ele é efetuado neste trabalho, constitui-se em
formular a equacdo da onda linearizada, ou seja, equacio de Helmholtz, estabelecer as
condi¢des 1niciais € as condi¢gdes de contorno para uma dada aplicagdo fisica especifica, e na

seqiiéncia propor esquemas de solugio para o problema.



Com relagio as condigdes de contorno, duas classes basicas de problemas podem ser
estudadas: acustica de cavidades (problemas interiores) e problemas de radiac@o e reflexdo de
ondas (problemas exteriores de dominios ilimitados). Neste trabalho interessa-se pelos
problemas de acustica de cavidades, ndo sendo estudados os problemas de dominios

ilimitados, normalmente tratados aplicando-se a condigfio de radiacio de Sommerfeld.

Mo estudo destas cavidades acasticas podem ser determinadas as freqiiéncias naturais
e os modos acusticos do sistema realizando-se uma analise modal analitica, numérica ou
experimental. As formas dos modos acUsticos encontradas sdo analogos as formas dos.modos
estruturais no sentido que ambos descrevem a distribuigfo de energia do sistema. Contudo, as
formas dos modos acusticos e estruturais sfo diferentes no sentido que os modos estruturais
manifestam-se como variagdes do deslocamento dos corpos solidos, e os modos aciisticos

representam a variagdo de pressdo de meio fluido em relagfio a pressdo de equilibrio do meio.

Dentre as aplicagdes de engenharia para os problemas interiores da actistica destacam-
se o estudo do conforto de ambientes em habitagdes e veiculos, controle ativo de ruido,
modelagem da voz e do aparelho auditivo,...etc. Nestas aplicagdes, o conhecimento das
formas modais acusticas s3o de interesse pois podem ser usadas como parimetro nos
algoritmos de controle ativo de ruido na faixa de baixas e médias freqiiéncias. Salienta-se que
esta area tem-se tornado um topico bastante estudado na industria automobilistiéa, com vistas
a otimizacdo do conforto nos habitaculos de veiculos. O conhecimento dos modos acusticos e
das frequi€ncias naturais correspondentes ¢ também informacio ttil para o projeto de sistemas
mecénicos [Little e Van Karsen, 1992] tais como o projeto de aeronaves, projetos de salas e
auditorios, e também nos casos onde os fendmenos de interagdo entre fluido compressivel e

estrutura flexivel sdo importantes.

Em quase todas estas aplicacdes, as forcas de excitagdo sio normalmente ricas em
componentes de altas freqiiéncias, consequentamente, a analise harménica ou modal requer
geralmente um nimero de modos elevado. Aliado a este fato, nota-se que nas cavidades
acusticas o namero de modos aumenta rapidamente a medida que se percorre o espectro em
frequiéncia do problema, o que implica em se estudar fendmenos ondulatérios com elevados

numeros de onda ¢ que envolve geralmente geometrias bastante complexas.



Sabendo-se que as solugOes analiticas desta classe de problemas restringe-se a formas
regulares, faz-se necessario entdo o uso de métodos aproximados de solugio. Diversos
métodos numeéricos foram desenvolvidos para este tipo de andlise. Pode-se citar as solugdes
baseadas em diferengas finitas, elementos finitos [Graggs, 1973] e elementos de contorno
[Kirkup e Amini, 1993}

O método de elementos finitos, que € baseado no meétodo de residuos ponderados,
tornou-se o método numérico bastante usado na solu¢do de diferentes classes de problemas
de valor de contorno [Harari € Hughes, 1992]. Em geral, os métodos de elementos de
contorno sio restritos a problemas homogéneos, isotropicos e lineares o que ndo acontece
com o método de elementos finitos. Por outro lado, 0 método de elementos de contorno tem
a vantagem de reduzir a ordem das malhas, isto €, um problema de trés dimensdes €
necessario somente a discretizac8o das superficies, ao contrario do método de elementos
finitos onde é preciso discretizar o volume inteiro. Esta vantagem resulta em numero de
equagbes relativamente baixo para ser resolvido, todavia, o sistema de equagdes resultante
nio € simétrico e € cheio, ao contrario do método dos elementos finitos que conduz a

sistemnas de equagdes simétricos € esparsos.

Neste trabalho foi escolhido o Método dos Elementos Finitos e usa-se uma
formulacdo baseada no metodo de Galerkin ¢ no Método dos Minimos Quadrados, com o
objetivo de se analisar os problemas actsticos em uma faixa mais larga de freqiiéncia,

mantendo-se 0s custos computacionais dentro de limites aceitaveis [Harari e Hughes, 1991].

1.2 O MEF ¢ a Actstica

Atualmente, alguns projetos sf#o extremamente complexos, caros e sujeitos a
restricdes rigorosas de confiabilidade e seguranca. Os métodos de analise estrutural e actstica
tem sido estudados por engenheiros‘e cientistas com o objetivo de se desenvolver técnicas de
simulagio que permitam se levar em conta os requisitos de protegdo ambiental, controle de
polui¢o térmica, quimica e aclstica,...etc. Os modelos matematicos de simulagdo podem ser
usados ainda no estado do projeto permitindo desta forma uma redugdo de custo

consideravel.
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Muitos sistemas fisicos podem ser descritos por eguacQes diferenciais parciais. A
melhor maneira de resolver um problema fisico governado por equagdes diferenciais € obter a
solugdo analitica, mas, ha muitas situagOes onde esta solugdo analitica fica dificil de ser obtida
devido a irregularidade dos dominios e dos contornos. Como alternativa, pode-se utilizar
solugBes aproximadas que geralmente sO sdo viaveis no contexto de uma implementagfo
computacional. O método de elementos finitos € um dos procedimentos para obter solugdes

destas equacdes [Segerlind, 1984}

O MEF aliado aos desenvolvimentos da tecnologia de computagdo pode ser aplicado
com sucesso para se achar as solugdes de problemas estacionarios e transientes nos dominios

lineares € nao-lineares para geometrias arbitrarias uni-, bi- ¢ tri-dimensionais.

E dificil documentar a origem do método de elementos finitos. Os conceitos basicos
desenvolverem-se na década de 50, quando foram publicados uma série de artigos, onde se
estendeu os conceitos de analise matricial de estruturas discretas & solugdes dos problemas da
mecinica do continuo. Na mesma é€poca, o surgimento dos computadores permitiu a
resolugdo de problemas de estruturas complexas no entanto, o método era dificilmente aceito
pela comunidade industrial. Turner, Clough, Martin ¢ Topp introduziram o conceito de
elementos finitos em 1956 [Dhatt et al, 1984]. Quase no mesmo periodo Argyris e Kelsey
desenvolveram conceitos similares numa série de publicagdes sobre os teoremas de energia.
Em relag@o aos principios do MEF, Courant, Hrennikoft e McHenry podem ser considerados
como os precursores do método. Muitos livros foram escritos naquela época, no entanto,
somente com a publicagdo do livro de Zienkiewicz em 1967, o MEF foi realmente difundido
internacionalmente. No que se refere a aplicagdo do MEF na solu¢io da equacdio de onda no
dominio das baixas freqiiéncias, pode-se citar os trabalhos publicados por [Givoli e Keller,

1989], [Graggs, 1973], [Nefske et al, 1982], [Petyt et al, 1976), [Petyt et al, 1977].

Teoricamente nfo existe limitagio para a aplicagdo de método de elementos finitos na
sua forma classica de Galerkin na resolugio de problemas da actstica no dominio das médias
e altas frequiéncias. Todavia, nestes casos, faz-se necessario um refinamento excessivo das
malhas de elementos finitos 0 que pode inviabilizar o uso do método. Assim, do ponto de
vista técnico, restam dois problemas praticos para se utilizar o método de elementos finitos,
na sua forma de Galerkin, para solugfo da equa¢io de Helmholtz, em dominios fechados,

para elevados numeros de onda ou em regides de forte decaimento.



O primelro problema se refere ao custo computacional proibitivo, uma vez que para se
obter resultados satisfatorios € preciso resguardar uma resoluciio da ordem de 10 elementos
por periodo o que conduziria a malhas excessivamente refinadas. Isso resultaria em nameros

de equacdes muito elevado a ser resolvido [Harari e Hughes, 1991].

O segundo problema esta relacionado com o condicionamento numérico das matrizes
obtidas pelo metodo de elementos finitos que possuem seu mimero de condigdes proporcional
ao niumero de onda da equagdio de Helmholtz. Desta forma, para elevados mimeros de onda,
tem-se sistemas matriciais mal condicionados que dificultam ou mesmo inviabilizam a sua

resolugdo numeérica [Thompson e Pinsky, 1995].

Por outro lado, no que se refere a problemas com fronteiras ilimitadas, onde a
condigdo de Sommerfeld deve ser respeitada, os métodos de equagiio integral sio geralmente
mais adequados, todavia, técnicas baseadas no método de elementos finitos também sio

efetivas e conduzem a bons resultados [Harari e Hughes, 1992].

Neste trabatho € estudada uma técnica, baseada em uma formulagio mista, obtida a
partir da combinaco dos métodos de Galerkin e de Minimos Quadrados, sendo usado o MEF
para a solugdo das equagdes integrais resultantes. O objetivo ¢ viabilizar o uso do MEF na
solugdo de problemas da aclstica (solugdo da equagdo da onda) no dominio das médias
freqiiéncias a custos computacionais compativeis. No proximo item uma breve revisio

bibliografica do desenvolvimento desta técnica é apresentada.

1.3 Revisdo Bibliografica

Nos ultimos anos varias metodologias foram desenvolvidas para melhorar a exatidio
das solugbGes numéricas da equagio da onda usando-se o método de elementos finitos.
Goldstein [Harari e Hughes, 1992] desenvolveu a metodologia de elementos finitos fracos
para a solu¢do da equagdo de Helmholtz onde a solugio local em cada elemento é aproximada
por uma soma de exponenciais. Nesta metodologia, a continuidade nos contornos dos

interelementos ¢ inadequadamente imposta. Segundo [Harari e Hughes, 1991] a aplicacio



desta metodologia aos problemas bidimensionais conduz 4 solucdes numeéricas de baixa

qualidade.

Park & Jansen e Alvin & Park [Harari e Hughes, 1991] usaram a analise discreta de
Fourier para obter uma modificacdo nas matrizes elementares de rigidez e massa obtidas pelo
método padrao de Galerkin. Esta modificagio ¢ dependente de nimero de onda da equacio
de Helmholtz. As matrizes modificadas sdo calculadas com o intuito de se minimizar o erro de

dispersdao numeérica para uma dada faixa de niimero de onda e de freqiiéncia.

O problema que pode ser observado nestas metodologias é que elas ndo tém base
matematica solida para provar a estabilidade e convergéncia das solugdes obtidas, ou seja,
nio possuem a mesma consisténcia que existe no método de Galerkin, no qual a convergéncia

¢ melhorada pelo uso de fungdes de interpolagio de ordem maior.

Mais recentemente, novas formulagGes de elementos finitos, baseando-se em residuos,
foram desenvolvidas. Estes métodos consistem em adicionar termos complementares de

residuo & equagdo variacional classica de Galerkin.

Métodos deste tipo foram originalmente desenvolvidos por Hughes e Brooks para
methorar a estabilidade das solugbes numéricas das equagdes de convecgio-difusdo. Estes
métodos slo conhecidos por "Streamline-Upwind/Petrov-Galerkin (SUPG)" [Hughes et al,
1988].

Estas idéias foram estendidas [Hughes et. al., 1989], que desenvolveram o conceito de
Galerkin Minimos Quadrados (GMQ). Este método consiste em adicionar termos residuais,
na forma de minimos quadrados, 4 formulacio classica de Galerkin. Estes termos podem ser

avaliados a nivel elementar preservando a consisténcia do método de Galerkin.

Uma importante caracteristica do método GMQ é a introducio de um pardmetro local
de malha nas equagdes variacionais do problema. Isso pode resultar em solugdes aceitaveis

para vérios tipos de malhas, regulares e irregulares.



Recentemente, o método GMQ foi aplicado em problemas de actistica governados
pela equagdo de Helmholtz, para modelos unidimensionais [Harari e Hughes, 19921, sendo

que o parametro de malha foi determinado baseando-se em solugdes analiticas disponiveis.

Mais tarde, o pardmetro de malha do método GMQ foi desenvolvido para problemas
bidimensionais [Thompson-Pinsky, 1995] e [Babuska et al, 1995]. Dada a direcio de
propagacdo de onda, pode-se achar o valor Otimo deste par@metro usando a anélise
bidimensional de Fourier. Neste caso, a precisio obtida nas solugdes ndo € tio boa como nos

casos anteriores.

Na maior parte dos artigos publicados até o presente, usou-se elementos finitos
quadrilaterais bilineares, e geralmente abordaram-se problemas com malhas regulares. Neste
trabalho, uma implementagdo do método GMQ foi realizada para elementos quadrilaterais

bilineares e triangulares lineares, para a modelagem de geometrias bidimensionais.

1.4 Descricao do Trabalho

Neste trabalho procura-se determinar uma metodologia para a resolugio de problemas
fechados governados pela equagiio de Helmholtz, considerando elevados niimeros de onda. O
método variacional de Galerkin Minimos Quadrados (GMQ) é aplicado. A definicio do
pardmetro de malha, fundamental para a aplicacio do método, é feita baseando-se em
resultados numericos obtidos para problemas unidimensionais realizados por {Harari-Hughes,
1992]. Problemas de decaimento e propagagio de onda com condigdes de contorno de
Dirichlet sio apresentados onde elementos triangulares e quadrilaterais lineares, em mathas

regulares e irregulares, sdo utilizados para a obtencio dos resultados numéricos.

No capitulo II sdo apresentados as formulacBes matematicas das equagdes
fundamentais da mecénica dos fluidos e a equacfio de Helmholtz sujeita a diferentes tipos de
condigBes de contorno. Sdc apresentadas também algumas solugdes analiticas da equacgdo de

Helmholtz, que sfio usadas como pardmetro de comparagio para a validagdo do método
GMQ.
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No capitulo III apresenta-se a formulagdo integral do método de elementos finitos via
Galerkin, via o método de Minimos Quadrados e a formulagio da equacido de Helmholtz via
Galerkin/Minimos Quadrados (GMQ).

O capitulo IV contém os resultados numéricos onde ¢ feita uma analise do método
GMQ para problemas de decaimento exponencial e problemas de propagagio de ondas planas
¢ ndo planas. Estes resultados sdo obtidos em varias faixas de freqiiéncia usando elementos

finitos lineares, trnangulares e quadrilaterais.

No capitulo V siio apresentados as conclusdes obtidas do exposto no trabalho.

SugestSes para desenvolvimentos subsequentes nesta area sio indicadas.



Capitulo 2

Formulacio Matemitica

Neste capitulo é apresentada a formulacdo matemdtica basica da acustica,
escrevendo-se  a equacdo de Helmholtz e diferentes tipos de condicbes de contorno.
Apresenta-se também algumas solucbes analiticas para casos de geometrias simples, que

serdo utilizadas na validagdo dos métodos numéricos apresentados no capitulo [11.

2.1 Propagacio do Som em Fluidos

2.1.1 Introducio e Conceitos Bisicos

As ondas acusticas surgem-se devido a variagdo da pressio ao longo de um fluido
compressivel. O fluido pode ser definido como um material que niio pode suportar uma
tensfo de cisalhamento quando esta em repouso. Ondas actsticas em fluidos nio viscosos sio
do tipo longitudinais que aparecem devido ao movimento das moléculas para trds e para
frente na diregiio de propagacdo de onda, produzindo regides adjacentes de compressio e de
rarefagdo que sdo similares com aquelas produzidas em uma barra em vibragdo axial. Fluidos
exibem menos restrigdes para deformacgiio que os solidos, portanto, a forca de restituigido
responsavel pela propagagio de uma onda ¢é simplesmente devido a mudanca de pressio que

ocorre quando o fluido € comprimido ou expandido.

Considera-se inicialmente a equagdo tridimensional da onda, adotando-se a hipétese

de ondas planas. Estas ondas planas podem ser produzidas em um fluido, confinado por
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paredes consideradas rigidas, através do movimento harmonico em baixa freqiiéncia de uma

das fronteiras da cavidade actstica.

A propriedade caracteristica destas ondas planas € que cada variavel actstica, como
deslocamento de particula, pressdo e massa especifica, tem amplitude constante em qualquer
plano perpendicular a diregio de propagacio de onda. A particula de um fluido ¢ um
elemento volumétrico que € grande o bastante para conter milhdes de moléculas para que seja
considerado como um meio continuo e ¢ ainda pequeno para considerar-se que todos as

variaveis acusticas sdo aproximadamente constantes no elemento volumétrico.

Para se chegar na teoria classica de propagagio do som em fluidos, as seguintes

defini¢des sdo consideradas [Kinsler, 1982]:
{ri=x{x}+ylyt+z{z} (2.1)

onde, {r} representa o vetor da posicio de uma particula do fluido medida no referencial
cartesiano (x.y,z), € {x},{y} e{z} representam os vetores unitarios nas direcdes x, y e z,

respectivamente.

=8 {x}+&, {y}+E,{z} (2.2)

onde, {€} representa o vetor dos deslocamentos da particula medidos a partir de uma poéig:ﬁo

de equilibrio e

(W)= (g =u, 0 u, () o () 2.3)

onde, {u} representa o vetor das velocidades da particula.

S:(p"pa)/pe (2.4)
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onde, s representa a condensagdo em qualquer ponto, p é massa especifica instantinea em

qualquer ponto, e po € massa especifica constante para uma dada condigio de equilibrio do

fluido.

P=p, ~p, (2.5)

onde, p; € a pressdo instantdnea em qualquer ponto, p. € a pressio constante para uma dada
condigdo de equilibrio no fluido, e p representa a variagio da press3o ou a pressdo acastica

em qualquer ponto do dominio fluido.
Finalmente, define-se o potencial de velocidade de acordo com a expresso abaixo,

{u}=Vad (2.6)

onde, V& indica o vetor gradiente do potencial de velocidade ®.

As definigdes (2.3) a (2.6) sdo baseadas nas seguintes hipoteses gerais simphficadoras;

HI -Despreza-se o efeito da forca de gravidade o que permite considerar que py e p.
tém valores uniformes no dominio fluido éonsiderado.

H2 -O fluido € homogéneo e isotropico.

H3 -Os efeitos dissipativos devido a viscosidade ou conducio de calor sdo
desconsiderados. Processo adiabatico e fluido inviscido.

H4 -A analise sera limitada as pequenas variagdes do estado do fluido em torno de uma
posi¢io de equilibrio inicial tal que a mudanga na massa especifica do meio sera

desprezivel, ou seja, | s | << 1.
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Baseando-se nas definigdes apresentadas nas equagdes (2.1) 4 (2.6) e nas hipoteses H1
a H4, pode-se derivar as equagbes que governam o comportamento do fluido. Coloca-se
inicialmente as equagdes fundamentais de estado, da continuidade e Euler que servem de base

para a derivacio da equacio da onda.

2.1.2 A eguacio de Estado

Para um fluido, a equagiio de estado ¢ aquela que relaciona as forcas restauradoras
internas e as deformagdes correspondentes. Dos principios da termodinimica, a equacdo de

estado de um gas perfeito ¢ dada por,
pi=pRTy (2.7)

onde, p; € a pressdo instantdnea total em Pascal (Pa), p ¢ a massa especifica do fluido em
kg/m’ , Tx ¢ a temperatura absoluta em Kelvin (K) e R ¢ constante de gés perfeito em

questio.

Para o caso de um fluido perfeito no interior de uma cavidade com paredes que sdo
altamente condutivas termicamente , considera-se que apés uma pequena variacio de volume
da cavidade a temperatura do fluido permanecer4 constante. Esta hipotese é plausivel para os
casos onde as paredes da cavidade ou ambiente tiveram capacidade térmica suficiente para
dissipar o calor gerado. Isto ¢, adota-se a hipotese que as transformacdes sio isotérmicas o

que permite escrever,

L=t (2.8)

Experimentalmente foi determinado que os processos aclisticos sdo processos
adiabaticos [Kinsler, 1982]. Em processos adiabaticos nfio hé ganho ou perda de calor, isto €,
ha intercdmbio insignificante de energia térmica entre as particulas do fluido e entdio pode-se

escrever a equagao adiabatica de estado da seguinte forma,
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BL:[_E_) (2.9)
P. P

y=-t (2.10)

onde, ¢, € o calor especifico em pressdo constante e ¢, € o calor especifico emr volume

constante.

Para que a perturbacdo acﬁstx;ca de um fluido seja adiabatica, sua condutividade
térmica ¢ o gradiente de temperatura da perturbacfio do fluido devem ser bastante pequenos,
o que implica na inexisténcia de fluxo térmico durante o tempo da perturbacio. Para as faixas
de frequiéncia e amplitude envolvido nos fendmenos da actstica, estas hipoteses podem ser

adotadas.

Para outros fluidos que ndo sejam gases perfeitos, a equacio adiabatica de estado &
mais complicada. Neste caso € preferido determinar experimentalmente a reldgdo isentropica

entre as flutuagdes de pressio e massa especifica.

Dada a relagio (2.8) pode-se escrever a seguinte expansio de Taylor,

2

Jp, 1(3°p,
pimpc+(_51:;_J (p“p0>+“(appz] (p“po)z+... (2.11)
Po P

2

L]

As derivadas parciais da equacfio (2.11) sdo constantes e pode ser determinadas para a
compressdo e a expansdo adiabaticas do fluide tomando-se como referéncia a sua massa
especifica de equilibrio ps. Para pequenas flutuagdes, despreza-se os termos de ordem

superior, © que conduz 4,
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- I
pi—pﬁ(ap]m(p Po) (2.12)

ou seja,

p;—p, =B (.p_”ﬁa) (2.13)

d
B= 90(3%—] (2.14)
Po

Em termos da press@o acustica p e da condensagio s pode-se escrever finalmente a equagio

do estado da seguinte forma,

p=B s ,com|s|<<] (2.1%)

2.1.3 A Equacio da Continnidade

Considerando-se um elemento volumétrico de fluido de uma forma retangufar de
volume dV=dxdydz fixo no espago, mostrado na figura (2.1), pode-se determinar a equacdo

do balango de massa na entrada e saida, que para a dire¢do x toma a seguinte forma,

X

(p u, —(p u, 4«de]de dz = deV (2.16)
g x 2
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Fig. (2.1) Fluxo de massa do fluido na direcio x no volume fixo dV

Nas dire¢des v ¢ z tem-se expfessées similares. O balango global de massa permite

€8Crever,

- a(pux) a(pu‘) a(puz) —
( S o )dV (V.(p {u}) dV 2.17)

onde, V. € o operador de divergéncia. Este operador é diferente para diferentes sistemas de

coordenadas.

A variagdo da massa no volume dV ¢é dada por (dp/t)dV e o fluxo liquido deve ser

igual a varia¢iio da massa, logo tem-se a seguinte expressio,

%% dV=—(V. (p {u}))dV (2.18)

ou seja,

d
Liv. o fup=0 (2.19)
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que € conhecida como a equagdo de continuidade. Esta equagio é ndo-linear, todavia, pode

ser linearizada considerando-se p = pg {1+s), com py constante, e assumindo-se que s é muito

pequenao,

d
5-;(90(1+S))+V-(Po(?+5){u})=0 (2.20)
0 que permite escrever,
ds
——+V.{u}=0 221
EvRa U (221)

A equaglio (2.21) ¢ a equagio de continuidade linearizada. Integrando-se esta equacio

em relagdo ao tempo e lembrando-se que,

[V {uhdt=v. [{u}a=V. | (%)dt =V.{E} (2.22)
e substituindo-se na equacdo de continuidade (2.21) tem-se,

s=—V.{E} (2.23)

Da equacio de estado (2.15) também tem-se,

p= -B V. {£) (2.24)

que ¢ conhecida como a equagio de forga. Para ondas unidimensionais a forga compressiva ¢

dada por,
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£=pS (2.25)

onde S representa uma area e o vetor dos deslocamentos-unidimensional ¢ dado por,

d
VG = *é%— (2.26)

Da equagdo (2.24) tem-se a forga compressiva f dada por,

F=-sp 5 (2.27)
ox

O sinal negativo existe porque as forgas de compressdo resultam em deformacdes negativas.
2.1.4 A Equacio de Euler e a Equacio da Onda Linearizada

Existe dois métodos importantes e normalmente usados para especiﬁcéf 0 movimento
de um fluido. O primeiro, conhecido tecnicamente como o método Lagrangiano, que pode ser
descrito como historico desde que seguimos a historia de cada particula individual do fluido.
A particula pode ser definido com suas coordenadas espaciais no momento t=0; e suas

coordenadas em tempo t qualquer s3o fungdes do tempo t e das coordenadas iniciais.

O segundo método conhecido tecnicamente como o método Euleriano pode ser
descrito como o método "cinematografico” desde que a concepgdo basica é o estado de
velocidade em toda a regido ocupada pelo fluido num momento, ¢ o estado completo é dado
pela sucessdo destes estados de fluxo. O estado é considerado constante quando o

movimento € estiavel.
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Para um elemento de fluido dV, com massa especifica dm, movendo-se com o fluido,
a forca liquida d{f} no elemento pode acelerar-lo de acordo com a segunda lei de Newton

dada por,

d{f} = {a}dm (2.28)

Ignorando-se o efeito de condutividade térmica e considerando-se um fluido nio

viscoso, a variagio da forga atuando sobre o fluido na diregdo x ¢ dada por,

df = [P{ - (pi + (%%)dx]}dy dz (2.29

As forgas nas dire¢Bes v e z sio dadas por expressdes similares. Entio o vetor

completo € dado por,

dif}y=df {x}+df {y}+df,{z} (2.30)

ou seja,

dff}=-V p; dV (2.31)

A velocidade do elemento do fluido ¢ dada por {u(xy,zt)} medida no referencial
cartesiano (X,y,z) € no tempo t, e ele move-se para outro ponto (x+dx,y+dy,z+dz) depois do
tempo t+dt, assumindo um novo valor de velocidade dado por {u{(x+dxy+dy,z+dzt+dt)} e

entdo a aceleragdo ¢ dada por,

{ulx + u;dt,y tu dtztu dtt+dt)} - {u(x,y,z )}
dt

{a}=1lim

dt—0

(2.32)

onde,

udt=dx , udi=dy e udt=dz (2.33)



5 os primeiros termos

Usando-se a expressao da série de Taylor e considerando-se sO

cpueno incremento dx, dy, dz, tem-se a seguinte expressio,

para um pe

{u(X"é"uxdt,y"*uyds,eru dt,t+dt)} = fulx,y,z 0}

234
+_——-—a {U}uxdwa{u}u dt+a {u}u dt+a{u}dt @.34)
x dz at
substituindo-se na equagio (2.32) tem-s¢ a seguinte expressao,
fa}= 0 tu) +u, 9 tu tu} +u, CACH +u, o fuj fu} (2.35)
9t -~ 9x Y ady d z
ou na forma mais simplificada,
d {u} ,
{ay=-——+({u}.V) {u} (2.3¢
utilizando-se a equagdo (2.28) dada por,
d{f}={ajdm={a}p dv (2.3
tem-se,
Yy =p (%%‘i +({u}. V){ﬁ})dv (2.
Substituindo-se a equacio (2.31) na equagao (2.38) tem-se a seguinte expressio,

o, (55 () V)3 c
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Essa ¢ uma equagdo ndo-linear para um fluido nfo-viscoso. conhecida como a

equagdo de Euler. Ela pode ser simplificada considerando a hipotese H4., ou seja, | s| << 1, e

considerando também que |

d {u}

({5} V) {E) << gmgt— (2.40)

e entdo, ({u}.V){u} pode ser cancelada da equagio (2.39). o que corresponde a
desconsiderar os termos convectivos da aceleragio, ou seja, considerar o fluido como

irrotacional, e entdo pode-se rescrever a equagio simplificada de Euler da seguinte forma,

' d {u}
- Vp,=p = 2.41
P=P = (2.41)
Desde que p. ¢ constante pode-se substituir,
e desde que [s| << 1 pode-se substituir p por py, e entdo tem-se
d {u} "
P ==Vp (2.43)

que € a equag¢do de Euler considerando o fluido nio-viscoso aplicada aos problemas da

acustica onde sdo consideradas pequenas perturbagdes em relagio a uma posigio de equilibrio

inicial.

Calculando-se a divergéncia da equagiio (2.43) tem-se,

a{u} 2
=V
ot P

P,V {2.44)



e calculando-se a derivada, em relagdo do tempo, da equagio da continuidade(2.21) tem-se a

seguinte forma,

d’s . d(V.{u}) _
at’ Jt

0 (2.45)

substituindo-se na equagio(2.44) tem-se,

2%s
Vip=p , — 2.46
;3 p 0 atg ( )

e usando-se a equacio do estado (2.15) obtém-se finalmente a equacio da onda,

2

1d7p
¢’ at?

Qs

Vip=

(2.47)

onde, ¢, ¢ a velocidade de fase das ondas acusticas em fluidos ou a velocidade de propagacio

do som no meio.

A equagdo (2.47) ¢ conhecida como a equagdo linearizada da onda para a propagacio

de som em fluidos.

Finalmente, a equagdo do estado (2.15) pode ser rescrita da seguinte forma,

p= p,c’s (2.48)

onde, a condensagio s satisfaz a equagio da onda e entfio a massa especifica instantinea p

também satisfaz a equagdo de onda. Considerando-se que,
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{u}=vo (2.49)

onde, @ ¢ a velocidade potencial que ¢ uma funcdo escalar, entdo @ também satisfaz a

equacio de onda.

A velocidade de propagagéo do som em qualquer gas perfeito é dada por,

c=JyYRT, (2.50)

onde, T\ ¢ a temperatura absoluta em Kelvin , R ¢ o constante de gis e Y € a razio de calores

especificos.

2.2 Solugdes Analiticas para Cavidades Bidimensionais de Geometria Regular

Uma vez definida as equag¢Bes que governam o problema das pequenas oscilagles
harménicas de um fluido inviscido e irrotacional, serfio estabelecidas neste item algumas

solucdes fechadas para o problema.

Nos problemas estudados, considera-se que o fluido esta inicialmente em repouso, e
interessa-se pelas suas caracteristicas modais e sua resposta em freqiéneia. As solucdes
analiticas encontradas serdo usadas na validacio e testes das solu¢des numéricas obtidas. As
solugdes de referéncia obtidas permitem o teste das solugdes da acustica, no dominio das
baixas ¢ médias freqiéneias, faixa na qual as solugdes numéricas fornecem resultados
satisfatorios permitindo, de uma forma geral, a analise acustica de cavidades de dimensdes
nfo muito elevadas, tais como habitacdes, habitaculos de veiculos, cabinas de aeronaves,

reservatorios ete,



23

2.2.1 Vibracoes Livres de Cavidades Retanguiares

Uma das geometrias mais simples que pode ser estudada ¢ a de uma cavidade
bidimensional retangular totalmente fechada por paredes rigidas, conforme mostrado na figura
(2.2). Embora esta configuragdo seja bastante simples, muitos fendmenos da actstica podem

ser qualitativamente observados no estudo destes exemplos.

Fig. (2.2) Cavidade retangular de paredes rigidas

Assim, considerando as hipéteses da aclstica linear, e as hipoteses de cavidade

totaimente fechada por paredes rigidos tem-se a seguinte equagdo que governa o problema,

9 *0(x,2,1) . 3 *0(x,z 1) _19 *0(x,z,t)

dax’ dz’ c ot (2.51)
sujeito as condigdes de contorno definidas da seguinte forma,

—g—f: ={ em x=0 e x=L, (2.52)

o¢ =0 em z=0 e z=L, (2.53)

Qs
N
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onde, ¢(x,z.t) representa o potencial de velocidades ou a pressdo da cavidade no ponto (x.y),
c ¢ a velocidade de propagacio do som no meio e t indica tempo. Considerando a hipotese de

oscilagdes harmdnicas, tem-se uma solugio da seguinte forma,

d(x,z.=(x, 2)e™ (2.54

onde, a fungdo potencial y(x,z) representa a distribuigio espacial e o termo exponencial

indica a hipotese adotada para variagio temporal do potencial de velocidade ¢.

Considerando a separagio de variaveis, tempo e espago, definida na equacio (2.54), e

substituindo equagdo (2.54) na equacdo de onda (2.51) tem-se a equacio de Helmbhoiltz,

azw azw .,
—+——+k"y =0 2.55)
dx* azt v (2.55)
onde,
kxg}” (2.56)
C

sendo w a pulsagdo e k o nimero de onda.

Usando-se novamente uma separagdo das varidveis de espaco, pode-se rescrever a

equacao (2.55) da seguinte forma,

1 d*X 1 437

1+—~
Xdx* Zdz*

+k* =0 (2.57)

onde, X e Z sdo obtidos a partir de:

w(x,2)=X(x) Z(z) (2.58)



27

O primeiro termo desta equagdo € fungdo de x e o segundo termo ¢ funcdo somente
de z. Partindo-se da hipotese de separagio das veriaveis espaciais, pode-se definir um numero

de onda para cada dire¢fio da seguinte forma,

K=k, (2.59)
que conduz a,
2
X
e +kiX=0 . (2.60)
2
Y +k2Z=0 (2.61)

A solugiio das equagdes (2.60) e (2.61) pode ser escrita da seguinte forma,
d(x,z,t)=Asin(kex+.)sin(k,z+d,)e™ (2.62)

onde, A, ¢« € ¢, sio constantes determinados a partir da aplicago das condi¢des de contorno

(2.52) e (2.53). Isto é, substituindo a equagdo (2.62) nas equagdes (2.52) e (2.53) obtem-se,
b=, =n/2 (2.63)
sin(k,L, )=sin(k L,)=0 (2.64)
que permite determinar os modos acusticos que sio dados por,

o(x,z,t)= A cos(k,L, ) cos(k,L,)e™ (2.65)

com,

k. = {—“ L n=0,1,2.3, . (2.66)
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mx
k,=— ,m=0,1,23,.
3 (2.67)

As equagdes (2.66) e (2.67) definem os valores para k. e k, , em conseqiiéncia as freqiiéncias

caracteristicas s&o dadas por,

fom =5 ' (2.68)

onde, fin 80 as freqliéncias actsticas de oscilagiio da cavidade, medidas em Hertz (Hz).
Considerando a relagéio entre o mimero de onda k, ¢ as pulsagdes proprias o, equacio (2.56),

pode-se escrever,

om=k c= k] +k ¢ (2.69)

levando-se em conta as equagdes (2.66), (2.67), (2.68) e (2.69), tem-se finalmente,

NER
- (2.70)

A freqiiéncia fundamental do sistema € obtida quando n e m tém valores unitarios, e os
modos subsequentes de acordo com as solugbes de equagdes (2.66) e (2.67). Alguns modos
de vibragio desta cavidade retangular sdo mostrados na figura (2.3) onde, a regifio clara vibra
em posiglo de fase em relagdo a regiio escura, e os pares de numeros indicam o modo

estudado.
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O @y kX e

Ry @2

Fig. (2.3) Modos acasticos de uma cavidade totalmente fechada

Observa-se que no caso de cavidades totalmente fechadas uma oscilagio de frequiéncia nula é
obtida, correspondendo ao modo (0,0), que ¢ um modo que pode ser denominado como

sendo um modo de corpo rigido.

As soluges obtidas para as fregiiéncias naturais, equagio (2.70), e para os modos
acasticos, equagdo (2.65), sdo utilizadas para validagdo das solucBes numéricas propostas

para o problema.

2.2.2 Vibracdes Forcadas de Cavidades Retangulares

Outro tipo padrio de resultado que pode ser obtido da analise dinimica sio as
respostas em freqiiéncia do sisterna, ou o campo de pressdes para uma dada freqiiéncia de
excitagdo (modo operacional). Neste item apresenta-se uma formulacio analitica para a
obtengdo dos modos operacionais bem como a curva de resposta em freqiiéncia, para uma

cavidade acustica bidimensional mostrada na figura (2.2).

Os modos operacionais do sistema podem ser calculados, em todos os pontos da
cavidade, a partir de uma superposi¢do modal de acordo com a seguinte expressio [Craig,
1981],
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h d
Mo, = ZZH =0,123,..0  j=0,123...] 2.71)
L Ry

onde, ® ¢ a freqliéncia, em rad/sec, na qual o modo operacional ¢ desejado, 1 € o namero de
modos utilizados na direg@io i ¢ J é o nimero de modos utilizados na direcdo j, f; ¢ a

frequiéncia natural do sistema calculada em rad/sec, equagdo (2.70), qﬁj representa os modos

naturais calculados no ponto f onde a forga ¢ aplicada e ¢ representa os modos naturais

calculados em qualquer ponto (x,y) da cavidade retangular. Estes modos naturais podem ser

determinados a partir da equago (2.65), isto é,

cif. = COSs ——i L1 cos -—j Y 272
i C_O ( _E . I , ( )
Q)fj- = CO§ -———E 41 cos ——mj Y 2.73

; =¢€o X y ( )

onde, (Xpyr) sd0 as coordenadas do ponto onde a forga é aplicada, e (xqys) sio as

coordenadas de cada ponto da cavidade.

A resposta em freqliéncia do sistema pode ser igualmente calculada por superposi¢io

modal de acordo com a seguinte expressdo [Craig, 1981],

f T
Re;ZZ% i=0,1,2.3,..1 7=0,1,2,3,.... (2.74)
S I

onde, 1 € o ntimero de pontos em freqiiéncia adotado, o sdo as freqiéncias em rad/s, 0j;
representa 0s modos naturais calculados no ponto r onde a resposta é desejada, equacio
(2.65), e q;; representa os modos acusticos calculados no ponto f onde a forga ¢ aplicada,

equaco (2.65).



No proximo capitulo, apresenta-se o método de Residuos Ponderados, e as
JormulagGes integrais dos métodos de Galerkin, Minimos Quadrados e Galerkin-Minimos

Quadrados, para a solugdo da equagdo de Helmhoitz. As solucdes numéricas definidas

serdo testadas no capitulo V.
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Capitulo 3

Formulacio Integral e Aproximacio por Elementos Finitos

Neste capitulo apresenia-se inicialmente uma introducdo de alguns métodos
numeéricos para a solucdo de equagﬁe.s diferenciais. Na seqiiéncia, o método dos Residuos
Ponderados, e a formulagdo cldssica de Galerkin para a solucdo da equacdo de Helmholtz
sdo deservolvidos. Apresenta-se também a formulacdo integral via o método de Minimos
Quadrados para a equagdo de Helmholtz. Finalmente, a formulacdo do método de Galerkin-
Minimos Quadrados (GM(Q) é mostrada sendo que o seu campo de validade é discutido.
Para todos os casos estudados é proposta uma solugdo, via o método dos elementos finitos,
para aproximacdo das solu¢des em dominios de geometrias arbitrdrias e condicdes de

CORIOrRO quaisquer.
3.1 Métodos Numéricos para Soluciie de Equacées Diferenciais

Inimeros metodos numéricos foram desenvolvidos nas Gltimas décadas para a solucio
de equagGes diferenciais. Segundo [Segerlind, 1984], alguns destes métodos podem ser

classificados em grupos apresentados a seguir.

Método de Diferencas Finitas

Este método utiliza equagdes em diferengas para a aproximacdo das derivadas das
equagdes que governam o problema fisico estudado. O método fornece geralmente bons
resultados em problemas de transferéncia de calor e em problemas de mecénica dos fluidos,

para regides bidimensionais com eixos paralelos aos eixos coordenados. O método &
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deficiente em regiGes curvas com contornos irregulares, sendo inadequado para uma

implementag¢do computacional genérica.

Métodos Baseados em uma Formulag¢iio Variacional

Os métodos baseados em uma formulagio variacional consistem em minimizar
funcionais que estdo associados geralmente a definicSes de estados de energia do sistema.
Trata-se, por exemplo, de se aplicar o principio da estacionaridade da energia do sistema para
se determinar pontos de equilibrio estatico ou dindmico. Assim, o método pode ser abordado

como a minimiza¢do de uma forma integral que pode ser escrita como se segue;
H 2
D dy)
==~ ~ dx 3.1
}{ 5 ( o] - (3.1)

onde, y € uma fungdo incognita, D e Q sfo constantes conhecidas e o dominio do problema ¢
definido por O <x < H. Se a fungio y=f(x) for uma fun¢do que minimiza I1, entdo y é uma

solugdo do problema associado a equacdo (3.1).

Nem todas as equagdes diferenciais que contém derivadas de primeira ordem podem
ser resolvidas atraves deste método. Isto se caracteriza em uma grande desvantagem
[Segerlind, 1984]

Meétodos dos Residuos Ponderados

Estes meétodos também envolvem uma formulagdo integral para o problema, e

baseiam-se em uma formulacéo diferencial do problema.

O método consiste em propor uma solugdo aproximada para a equacio diferencial que
governa © problema, definindo-se desta forma um residuo R que representa a diferenca entre
a solucBo exata e a solugio aproximada. Procuram-se solugBes para o problema aplicando-se
a condigdo de que o residuo, ponderado por diferentes critérios{funcdes), deve ser minimo no

dominio. Para cada escolha das fung¢des ponderadoras, definem-se diferentes métodos de
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aproximag&o. Os mais usados sdo o método de colocagdo por pontos ou subdominios, o

método dos Minimos (Quadrados e o método de Galerkin.

Neste trabalho serdo aplicados o método de Galerkin e o método dos Minimos
Quadrados, bem como a combinago dos dois, na solugio da equacio de onda definida no
capitulo 1I. As formas integrais resultantes da aplicagdo destes métodos sio solucionadas

usando-se uma aproximagio classica de elementos finitos,

3.2 Método de Galerkin Aplicado a Equacio de Helmholtz

Trata-se de estudar o problema de cavidades acusticas com geometrias arbitrarias,
aplicando o método dos elementos finitos ¢ uma formulagio de Galerkin. A equacio
diferencial que governa o comportamento do campo de pressdo de uma cavidade acustica é a
equagiio da onda. Dentre outros, esta equagio pode descrever a fendmeno de propagacio de

ondas sonoras, ondas de superficies ou ondas de tensio em solidos.

Para o caso da acustica, as ondas sonoras podem ser representadas através das

oscilagBes de pressio ou de potencial de velocidades em um fluido.

Baseando-se nas hipoteses da actstica linear, a equagio da onda pode ser escrita da

seguinte forma,

V'é‘@—%ﬁé):*z«* (3.2)
C

onde, @ representa, de uma forma genérica, o potencial de velocidades ou a pressio do
fluido, ¢ ¢ a velocidade de propagagio do som no meio, e F ¢ o termo fonte de excitacio.

Considerando-se uma solugdo e uma excitagio de forma harmoénica do tipo,

D=gde™ (3.3)

F=fe* (3.4)



para um dominio limitado R < R® . onde d indica a dimensio do espago considerado.

Substituindo as equagdes (3.3) e (3.4) na equacio (3.2) tem-se a equacio de Helmholtz

expressada na seguinte forma,

-

V3¢+;€~°€;—¢=«~f (3.5)

onde, ® € a pulsagfio em rad/s ¢ k=w/c ¢é definido como o numero de onda. Para um sistema

tridimensional o operador Laplaciano em coordenadas retangulares ¢ dado por,

Assim, o problema da acustica a ser solucionado consiste em,

achar ¢ tal que:

V6 +k’o=—f no dominio O 3.7
sujeito a:
¢=0  em Iy (superficie livre) (3.8)
J ¢ .
Ey 0 emI'g (parede rigido) (3.9
n

onde n indica a direcio normal exterior do dominio Q.

Usando o método dos residuos ponderados, o erro Eq da aproximagio é definido da

seguinte forma,

Eg =3 (1) —_ @ (BTEO)
onde, ¢ € a solugdo exata e (@3 representa a solugdo aproximada do problema. Nota-se da

equacdo (3.10) que Eqp € uma funcdo da posigdo em que se esta avaliando o erro dentro do

dominio £2. Define-se também o residuo da aproximacdo Ry como sendo,
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R, =Vo+ko+f (3.11)
onde esse residuo € a quantidade a ser minimizada para que o erro Eg tenda a zero.

Aplicando-se a definicdo do método dos residuos ponderados [Dhatt et al, 1984], tem-

se a seguirite forma integral forte para o problema,

JWR,dQ=0 i=123,..] (3.12)

onde, W; € o conjunto de J fungdes independentes de ponderagio. Para que haja convergéncia
da equagio (3.12), requer-se que éw;q) quando J— oo, 0o que implica em Eq—0, e por

conseqiiéncia a igualdade (3.12) ¢ satisfeita.

Particularizando-se a formulagfo para o caso da equagio de Helmholtz (3.7) tem-se,

[w, [V%’;}Jr k24 +f] Q=0 ,i=1,2,3,..J (3.13)
94
onde,
~ azq) a¢ %%
V? 3.14
= ox’ av2 82 (.19

onde ¢ € uma aproximacdo para a fungdo ¢.

Adotando-se uma aproximagfo polinomial por subdominio, tal como a aproximacio

de elementos finitos [Dhatt et al, 1984], tem-se a seguinte expressio,

¢=[NJ* {0} = 3 N, ¢¢, (3.15)

NI {o}° ZNE o, (3.16)

el
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que pressuple que o dominio £2 foi subdivido em subdominios chamados elementos,

indicados pelo indice e. Nas expressdes (3.15) e (3.16), [N] representa a matriz das fungdes
de interpolagdo classicas da familia Lagrange, e {§}° ¢ {0}° representam as varidveis nodais

e suas derivadas segundas com relacio ao tempo, para cada elemento e.

Substituindo a expressdoc (3.14) na equagdo (3.13) tem-se, para cada elemento a

seguinte expressio,

2 23 25
| wia‘f w, 2 O rw, o W H+ W [dxdydz=0 ,i=123,..] (3.17)
a¢ ox oy dz

com o objetivo de se relaxar as condigdes de derivabilidade do problema faz-se uma

integrag@o por partes da equagfo (3.17), o que conduz a seguinte expressio,,

—f awia@+awi@i+awiaé
Ox dx dy dy dz 9z

ildx dy dz+ [K*W, ¢ dx dy dz+ [W.f dx dy dz
QF of

[k

30 96 L) .
+ | W —dydz+ | W, —dxdz+ | W —dxdy=0 ,=1,2.3,...1 3.18
]_f;}ax”lf;*ay“i*az” i (3.18)

Aplicando a condigdo de contorno da equagdo (3.9), levando-se em conta a equagio (3.15)

tem-se a forma fraca elementar do problema,

j {awi %, W, % W, 3%
!

dxdydz— | k*W. ¢ dxdy dz=| W fdx dy dz(3.19
dx dx dy oy 828zxyzé[ 1¢xyz££elxyz( )

sujeita as condigdes de contorno de Dirichlet (3.8).

Dada a discretizagiio do dominio e das fronteiras, tem-se em notacio indicial para

cada elemento,
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§=INI{6} = 2N, (. v.20, (3.20)

onde, J € o numero de nos de cada elemento que neste caso ¢ idéntico ao nimero de graus de
liberdade do elemento, e ¢, sd0 as veriaveis nodais, neste caso as pressdes ou potenciais de
velocidade nodais. Observa-se da equagdo (3.20) que somente as funcdes de forma N, sio
dependentes da posigio (x,y,z), sendo as varidveis nodais interpretadas como pardmetros da

aproximagéo a serem ajustados, que sio fungdes do tempo.

Aplicando-se 0 método de Galerkin, ou seja fungdes de ponderacio W, idénticas as
fungdes de forma N° e substituindo-se a equagdo (3.20) em (3.19), obtém-se para cada

elemento,

i[m

m=i [eh

ON. ON_ gN. oN dN, ON
P b o - K [N N, dQ = [NFdQ (3.21)
gx ox dy Ody dz dz o ' o
Apds a montagem do sistema global [Zienkiewicz, 1994], a equacio (3.21)
corresponde a um sistema de equagdes algébricas que podem ser escritas na seguinte forma

matricial,

[[K], -k [M], Jfo} = {F}, (3.22)

onde,[K]s representa a matriz de rigidez, [M]; a matriz de massa, e {F}; o vetor de forga,

sendo que o subscrito G indica que o método empregado é o método de Galerkin.

A equagdo (3.22) pode ser usada para se obter a resposta do sistema, em funcdo do
numero de ondak, ou da freqiiéncia . Outro tipo de analise possivel é o estudo das solucdes

préprias da equagdio homogénea associada 4 equagdo (3.22) que pode ser escrita em func¢do

da freqiiéncia, conforme mostrado abaixo,

1, -2 M | {0} =0 (.23)
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Este problema admite pares de solugbes que correspondem as frequiéncias actsticas e
aos modos naturais correspondentes, trata-se de um problema de autovalores/autovetores

reais, que podem ser solucionados por algoritmos convencionais de valores proprios,

3.3 Determinaciio das Matrizes Elementares - Coordenadas Isoparamétricas

Com o objetivo de se simplificar os calculos das matrizes elementares do problema,

propde-se o caso de um referencial local definido pela seguinte aproximacgio geométrica,

x=[NJi{x}: (3.24)
y=[NJi{y}: (3.25)
z=[N]i{z}; (3.26)

onde, {x}; , {y}i e {z}i sdo vetores das coordenadas nodais de cada elemento, e [N]; sdo as
fungdes de interpolagdo definidas no espago &, n, L. Usando uma notagio matricial

genérica, pode-se escrever as matrizes elementares como se seque,

[k]; = [[BI[B], d© (3.27)
[m]; = [[N]/[N], dQ (3.28)

=

onde [B]. € a matriz das derivadas das fun¢Ses de forma, que é dada por

9
Jx
0
_— 326
3y (3.29)

o

dz
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Particularizando-se a transformagao geomeétrica, equagdes (3.24) a (3.26) para o caso

de elementos bidimensionais quadrilaterais de 4 nos, conforme mostrado na figura (3.1), e

levando-se em conta a transformag&o isoparamétrica, pode-se escrever as matrizes do sistema

da seguinte forma,

(1,1 (LY (X3,¥3)

(Z4.¥4)

g ¥

' By
-4-D - X

Fig. (3.1} Elemento quadrilateral de 4 nés

{f1e = ” : £ det[J] d& dn

-1-i

onde o Jacobiano [J] ¢ definido por,

ax oy
o5 g
[7]=
ax oy
dn dn

e podemos notar que,

Xz2.¥2)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)
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0 [2

F I ,,
B ={J] 3 (3.34)
oy on

e o simbolo [B], indica a matriz das derivadas das fungBes de forma no espago (&1)

isoparameétrico.

Os limites de integragéio sdo agora 1 para as variaveis £ e 1, sendo que as equagdes
(3.30) a (3.32) podem ser avaliadas usando diferentes técnicas de integragio numeérica, tais

como quadratura gaussiana para elementos quadrilaterais [Dhatt et al, 1984].

A forma geral para [K];, , [MI; e {f}; pode ser facilmente adaptada para um suporte

geométrico triangular linear alterando-se o niimero de nos e os limites de integracéo.

3.4 Método dos Minimos Quadradoes Aplicado 4 Equaciieo de Helmholtz

Qutra possibilidade para a resolugdo da equagiio de Helmholtz ¢ a aplicagio do
método dos Minimos Quadrados, no contexto de uma aproximagio de elementos finitos. Este

método consiste em minimizar a seguinte forma integral,

Er=[[R(x.y.2)] dQ (3.35)

Q
onde Er € o erro global da aproximagio e R(x,y,z) € o residuo da aproximacfio. Este erro é

minimizado em relac@o aos coeficientes desconhecidos da solugio aproximada de elementos

finitos. Para a equag@o de Helmholtz o residuo R pode ser escrito na seguinte forma,
R=V¢+k’+f (3.36)

onde ¢ ¢ a solugdo aproximada. A fim de simplificar a notagfio, escreve-se a equacio de

Helmholtz na seguinte forma,
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Lo=—f (3.37)

onde L & o operador de Helmholtz, L=V*+k’ . Desta forma, o residuo R pode ser escrito da

seguinte forma,

R=-L-f (3.38)
consequentemente, substituindo a equagdo (3.38) em (3.35), tem-se,

Erm%ﬂmw—fr 0 (3.39)

Minimizando o erro Er em relag8o aos pardmetros {¢}° da aproximacdo, tem-se, para cada

elemento, a seguinte condigdo,

dEr g (3.40
oy 40

onde {$}° sdo os pardmetros nodais da aproximagdo de elementos finitos definidos

genericamente da seguinte forma,
- ]
¢ =[NJ{0}" = 2 N, (x.y.2) ¢, (3.41)
m=}

onde, ¢ € a solugdo aproximada de cada elemento, [N] € a matriz das fungdes de forma, e

{0}° sdo as variaveis nodais. Substituindo-se a expressio (3.39) na equagdo (3.40), pode-se

C3CIever,

i d{g}e L~ 1] "4Q=0 (3.42)

ou seja,
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jc(Lé+f)d{i}° (L(f)+f) dQ=0 (3.43)

baseando-se na aproximacio de elementos finitos definida em (3.41), pode-se escrever,
Lo=LN, o° ,i=12,3,..,J (3.44)

realcando o fato de que somente as fungSes de forma N sdo dependentes da geometria, sendo
os parametros nodais {¢}° valores atribuidos para cada né da malha. Substituindo-se equagdo

(3.44) na equagdo (3.43), e tendo em vista a equago (3.20), tem-se,

JiN 1§ do=-[LN fdQ .i=1.23...] (3.45)
o o4

onde J representa o nimero de graus de liberdade do elemento e.

Aplicando-se a definigio do operador de Helmholtz L, tem-se a seguinte forma

diferencial para a 1-ésima equagio do problema,

2 z kS 2% 24 2%
J' d I\fg+a I\,,Ii-i-a }fi‘*‘kzNi d (i)_'_a ?4,,8 ?+k2(§) 40
Q¢ ox” dy” dz dx dy- dz
2 2 2
z__j a N% +a I\ji .{..a E\ji +k2N§ £d4d0 , i:132’3>.-"] (346)
ge O X7 dy’ o9z’ ,

o que pode ser escrito em funcdo das variaveis nodais elementares (tendo em vista a

equagio(3.41)), da seguinte forma matricial,
(K15 — ML, ioy = {Fli (3.47)

onde, [K]y, € [MI;,, indicam as matrizes de rigidez e massa elementares calculadas usando

o método dos minimos quadrados, e {f}},, sfo as forgas nodais equivalentes calculadas
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usando © método dos minimos quadrados. Usando-se uma notagdo matricial para se

especificar o calculo das matrizes de cada elemento, tem-se,

9°N, o°N_, LJON N, N, 9N,
ox* adx* dy’ 9y’ 9z" 9z’
9*N. &*°N_ 9°N, a°N_  9°N. ¢*N

KIS, = ||+ gl S 3 e} 3.48
Kl é[ dx® gy’ 9x® 9z° 9dy’ Ix’ (348)
d°N, @°N_  9°N, 9°N_  I'N, &’N_
+ 2 1 + 3 - + 5 )

| 9y’ 9z° dz dx° 9z 0dy |

b
ax’> 9y’ a9z’

WY 2 2
[a N, N, a Ni]Nm
[M];Q :j z 2 2
o »{a N, 9N, 9 N“‘jkz N, +k*NN_

dQ (3.49)

9x* ody* 9z’

2 2 2
[(a N ON 9N, +k2Ni) f} dQ (3.50)

15 == [ 22 2

ne
onde i e m variam de 1 até o nimero de graus de liberdade de cada elemento.

Observa-se que este método requer continuidade C' das fungbes de interpolacio,
sendo desta forma pouco utilizado em sua forma padrédo. Muitos autores [Zienkiewicz, 1994]
propuseram transformacbes nas equagdes diferenciais do problema, com o intuito de se

reduzir a ordem das derivadas do operador L, todavia, este enfoque conduz geralmente a um

namero de variaveis incognitas mais elevado.

Neste trabalho, usa-se a combinagéo do método de Galerkin ¢ do método de Minimos

Quadrados para resolugdo da equacg#io da onda. Esta formulagio € apresentada no proximo

item.
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3.5 Método de Galerkin/Minimos Quadrades (GMQ) Aplicado 4 Equaciio de Helmbholtz

Nas areas de acistica [Petyt et al, 1976] e vibroacustica [Nefske et al, 1982], [Grosh e
Pinsky, 1994} ¢ [Graggs, 1973], o método de elementos finitos (MEF) tem sido
freqiientemente utilizado. Acoplado com o método de elementos de contorno, o MEF tem
permitido a solugdo de problemas em meios limitados ou ilimitados, homogéneos ou nio, €
principalmente acoplados ou desacoplados das fronteiras flexiveis. Para este tipo de andlise,
dois impedimentos fundamentais podem ser destacados: 0 problema de dominio ilimitado e o
problema de estabilidade numérica em relagdo aos altos nimeros de onda. Para superar o
problema de dominio exterior pode-se usar fungdes de interpolagio exponenciais, gerando
desta forma os chamados elementos infinitos [Zienkiewicz, 1978} Outra alternativa ¢
considerar a condicio de radiagdo no infinito no exterior de um dominic limitado,
transformando-se a condi¢iio de radiagdo em uma condicio equivalente de Dirichlet [Harari e
Hughes, 1991].

Com o intuito de se solucionar os problemas de precisdo e instabilidade numérica,
encontrados nos modelos de elementos finitos, para altos nimeros de onda, propde-se aplicar
neste trabalho uma formulagio que combina os métodos de Galerkin e de Minimos
Quadrados [Harari, Hughes, 1992].

Usando-se a formulagdo de Galerkin e de Minimos Quadrados definidas anteriormente
e fazendo-se a combinacio linear dos dois métodos, equacgdes (3.19) e (3.46), tem-se a

seguinte formulagdo integral para cada elemento,

J d N, 8¢+8N acga N, 90
dx o0x dy ay 9z 0z

N, 9°N, 9°N, 2 %0 a&) W -
1 k2 { k
"'*Max oy T az N)(h 5yt taz T

9°N, 9°N, 93°N,
Lt +
dx* dy: 09z’

}dQ kszQ)dQ

y
= [NfdQ- [« +kN}fdQ =1,2,3,..] (351
Qﬂ

Qe

A variavel T pode ser uma quantidade local para ser definida a nivel elementar como

uma funcio de tamanho h de cada elemento. Tal enfoque permite a aplicagdo deste método
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para malhas irregulares. Para uma malha irregular de elementos iineares, T passa ser definido
como uma matriz diagonal dada por T=(7., T2, T3 ..., Tn) onde n € o numero de graus de
liberdade total no sistema. O método padrio de Galerkin pode ser obtido como um caso

especial de GMQ considerando a varivel 7 =0.

A forma integral, equacdo (3.51), pode ser rescrita na seguinte forma matricial

elementar,
{[K]é’vxq - kZ{M]ZMQ} {q)}c S{F}ZMQ T (3.52)

onde [K 1% ¢ a matriz de rigidez elementar do método GMQ e ¢ dada por,

oS

ON. 36 ON 96 ON. 3o 3’N. 9% IN. 9%
e — i Y i LY AO i i
[KJow j( 9x dx ay 8y+ dz az) +£1{ 9%’ ax dy* 9y’

9N, 9% 0°N. 9% 9°N,2% 9°N, 0% 9°N, 3%
+ 2 2+ 2 2+ 2 2 2 2+ 2 2
dz° dz" 9x° dy° dx° dz° dy° dx° dy° d=z
d°N, 92  9°N, 32

S+t 2 d0
0z° dx dz® dy

(3.53)

e a matriz [M]Z,,, representa a matriz de massa do método GMQ e pode ser escrita

conforme a expressio abaixo,

. . 9N, . 9°N,. 3°N,. 9%, 0%
{M]GMQ:EE:Ni(i)dQ_é’;(axz ¢+ ayz ¢+ az’z ¢'+8X21N1w§«ay2 Nz

~

2
+ g ?Ni + kzNj)} dQ

z

sendo finalmente {F};,, a forga nodal equivalente do método GMQ, escrita como se seque,

{F}EGMQ = jNifdQ .
QC

ff 2*N. 9°N. a'N
2z 2 azi

‘+k2NdeQ (3.55)
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Considerando-se 0 caso de uma aproximac@o por elementos finitos lineares, diversos
termos da equagdo (3.51) acabam desaparecendo tendo em vista a ordem de derivagfo
envolvida. Isto €, no caso de uma formulagdo utilizando o método de Galerkin/Minimos

Quadrados e elementos finitos lineares, os seguintes termos podem ser simplificados,

L= L= L=0 3.56
agx’ ay’ 0z’ ( )
3% 3% 0%

= = =0 3.57
ax* 9y’ 09z’ (337

Assim, o método GMQ pode ser rescrito como uma combinacgdo linear das matrizes

de rigidez e massa do método de Galerkin, conforme mostrado abaixo,

j(angéJraN; aé&xﬁ

dQ -k’ NG dQ+1k* | N.6 dQ
9x 9x 0y dy 9z 82} J g asdTT J 0

QC

= [N,fdQ - tk* [N fdQ
o Q-

(3.58)

ou ainda,

IN, 96 AN G ON 38) . i\t [ Ao (2
j[ax < 3y 3y 9z az)dﬁ (1 zk)kiNiq)dQ (1-k )giledg (3.59)

[*%

Em forma matricial global, ou seja apos a superposi¢do de todos os elementos, esta equagio €

dada por,

[IK1, —(1-k?) k], o} =(1- w2){F}, (.60)

onde, as matrizes de rigidez e de massa e o vetor de for¢a s3o todas montadas da mesma
maneira que o método de Galerkin. Isto é, uma variagfio do método de Galerkin € realizada

simplesmente com a modificagio dos coeficientes escalares que multiplicam as matrizes de

massa e o vetor de forga do método de Galerkin por um fator (1 ~1k?*). Estes modificagdes
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podem ser feitas a nivel elementar o que simplifica consideravelmente a programagéo do

método.

3.6 Limites das Solucdes Numéricas Baseadas no Método de Galerkin

A solugdo da equagio de Helmholtz encontra aplicagdes em diversos campos,
conforme discutido no capitulo I. Dentre outras, destaca-se a aplicacdo na area de acustica,

interesse maior deste trabalho.

Observando mais em detalhe o comportamento das solucSes esperadas para a equagio
de Helmholtz, observa-se que em funcio do nimero de onda k, tem-se comportamentos

bastante distintos para as solucgdes.

Em geral, duas grandes categorias de problemas podem ser identificadas: problemas
de propagagdo de ondas, onde o nimero de onda ¢ um nimero real, e problemas "super-

amortecidos" ou de decaimento onde o nimero de onda € um niimero imaginario puro.

Observando-se o método de Galerkin/Minimos Quadrados (GMQ), derivado no item
anterior, pode-se notar que o pardmetro T € basico para a implementagio do mesmo, e deve
ser projetado conforme o tipo de solugdo que se pretende obter. Com o objetivo de se
estabelecer valores limites para o pardmetro 1, estuda-se na seqiiéncia o comportamento das

solugdes numéricas da equagdo de Helmbhoitz.

Parte-se da equagfio de Helmholtz unidimensional, que pode ser escrita da seguinte

forma,

(d2?+k2¢Jw—f (3.61)
dx

Adotando-se a formulacio de Galerkin, tem-se a seguinte forma matricial para o

problema autovalores-autovetores,
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[[K]-&*[M]] {p}=0 (3.62)

onde, k € o namero de onda e ¢ € o vetor dos potenciais de velocidade ou a pressdo nodal. O
sistema admite pares de solugdes (k,{d}) que correspondem aos autovalores e autovetores da

equacdo {3.62).

Considerando uma malha de elementos unidimensionais lineares, conforme mostrado

na figura (3.2),

Fig. (3.2) Malha de elementos unidimensionais lineares

tem-se as seguintes fiingdes classicas de ponderacio N para um elemento numérico (e) de nos

iej,

e _ X
N°® = 3.63
e (3.63)
e _h =g
N}. = v (3.64)

onde, ¥ ¢ a coordenada local que varia de 0 até h° , sendo h° o comprimento de cada
elemento.
Aplicando-se o método de Galerkin e a aproximacio baseada em (3.63} e (3.64), tem-

se a seguinte configuragfio para as matrizes elementares do problema,

h e
dN; dN; 1
=] =— 3.65
K] ;‘;[ dx dx :! h* (3.63)



e e {dNEY 1
(K] ~[K]“_M — } }dx—hc (3.66)
M} =[M], = [[NeNe]dy = hg (3.67)

{(Nf)z]dxz - | (3.68)

Assim, para um caso geral, o modelo basico (nds 1 até 4) do sistema apresentado na
figura (3.2), independente dos efeitos de borda, isto ¢, das condigdes de contorno, pode ser

representado através das seguintes matrizes globais do método de Galerkin,

L
he ke
F ow o
[K]s = 1 2 (3.69)
0 =
h®  h kb
o o 1
L h®  h®
h®  h o o
36
h® 20 bt
6 3 6
M, = h®  2h®  h° (3.70)
0
6 3 6
o o M h
6 3 |

Substituindo as equagdes (3.69) e (3.70) na equagio (3.62), tem-se,
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T 1 K ~1 K*ne I
- — 0 0 1
he 3 6 ¢

21.€ 2Le 21
-1 _k’h 1 _Kkh -1_k'h 0 02
he 6 he 3 6
1 Kkh 1 k*h 1 kR =0 @7
0 —— 2| —— - 03
6 3 6
21.e 2y e
. 5 -1 k'h AL !
] e 6 R 3

Para estudar o comportamento das solugdes no dominio interior da malha considera-

se entdo o esténcil interior do sistema (3.71), que pode ser escrito da seguinte forma,

12+42k°h® 8khT-24 12+2KH
1+ 2+ 3=0 3.72
12 ¢ 12 ¢ 12 ¢ ( )
Definindo-se o pardmetro o« como se seque,
kh)’
o = ) (3.73)
12

e substituindo (3.73) em (3.72), tem-se,

(20" +1) ¢1+2(4a" 1) 92+ (20" +1) $p3=0 (3.74)

Vale ressaltar que o dominio computacional unidimensional foi discretizado por uma
maiha regular de n elementos lineares. Considerando a auséncia do termo fonte, a solugdo

analitica para este problema, independente de valor de k, pode ser escrita da seguinte forma,

o =e™ (3.75)

sendo que os valores nodais da solugdo exata sdo dados por,

o(x.) =0, = ()’ (3.76)



onde, as coordenadas nodais x, sdo definidas por,
xsa =Ah | A=0,1,2,..n (3.77)
Assim, para um esténcil tipico interior, que ndo leva em consideragio as condicdes de

contorno as quais separam as solugdes fisicas das solugdes ndo fisicas, a2 A-ésima equagdo €

dada por,
(20" +1) ¢, +2(40" =1) ¢, +(20" +1) 9,,, =0 (3.78)

Seja a solugdo numérica nodal denotada por p* , e procurando-se solugBes que sejam

iguais as solugdes exatas nos nés (solugdes nodalmente exatas), ou seja, p™ ~ba, tem-se,

p* = (e} (3.79)
Substituindo equagio (3.79) na equacggo (3.78) tem-se a seguinte forma quadratica em p,
(20 +1) p? +2(4a” ~1) p+ (20" +1)=0 (3.80)

A solugiio da equagdo quadratica (3.80) que corresponde ao fendmeno de propagagio

de onda pode ser escrita da seguinte forma,

(1-40")+ 120" (0 —1)
= 1+20" G5

h : .
e de acordo com os valores de o, diferentes comportamentos podem ser apreciados.

(1) Se o namero de onda k € real entdo a solugio do problema corresponde ao caso de
propagacio de ondas, conforme a equagiio (3.75), e tendo em vista a equagio (3.73), pode-se

definir o seguinte limite para a constante of”,

o’ >0 (3.82)
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neste caso ¢ " pode ter vaiores de ot " <1 our” > 1.

(1.a) Para 0" £ 1, p; pode ser imaginario, e para que a solugfo seja nodalmente exata,

tem-se,

R

P, = gkl (3.83)

onde, k" ¢ o nimero de onda aproximado usado no calculo numérico. Este parametro é
dependente do tamanho de elemento quando considera-se uma malha regular. Substituindo

equacdo (3.82) em (3.83) pode-se escrever,

R 1.—403‘ + 12 ot ~1
R e M GGl .

Definindo-se a igualdade da parte real da equacio (3.84), tem-se,

140"
cos(khh)=%—+ﬁh) (3.85)
ou ainda,
— h
k"h= arccos(i N ;o&h J (3.86)
o

Substituindo equacio (3.73) em (3.86), obtem-se uma relagiio entre o numero de onda

aproximado k" e o nimero de onda exato k, conforme a equaggo abaixo,

k"h= arccos(i(kh);—) (3.87)
6 + (kh)

A expressio (3.87) é uma medida do erro na fase, sende que um comportamento pode

ser avaliado a partir do grafico apresentado na figura (3.3).
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k"h
kh

0 2 4 6 8 10
kh

Fig. (3.3) Erro de fase usande-se uma aproximacio do tipe Galerkin

A partir da relacio entre o niimero de onda calculado k" e o numero de onda teérico
p ¢

k, observa-se da figura (3.3) que para valores de

0<kh<12 (3.88)

o erro na relagdo de fase pode ser considerado aceitavel, enquanto a magnitude da solugdo ¢
avaliada corretamente, conforme mostrado na figura (3.4). A partir de kh>+/12 a solugdo
deteriora-se rapidamente. Levando-se em conta a equagio (3.73), define-se os limites para o

parimetro o da seguinte maneira,

o<t <1 (3.89)

Assim, pode-se observar que para se obter bons resultados utilizando o método de
Galerkin, precisa-se manter o valor de kh dentro da faixa especificada, ou seja, para nimeros
elevados de onda precisa-se refinar a malha de elementos finitos, mantendo-se o dentro de

limites aceitaveis,
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(1.b) Para o" >1, a solu¢do numérica nodal p; é real, e assume valores que variam de

-1<p, <~/3 -2. Neste caso, a magnitude da solugiio sofre uma queda, conforme mostrado na

figura (3.4). Ou seja, a perda de solugfio na malha implica em uma repentina perda de precisio

na amplitude das solugdes.

1.2

0.8f
i p‘lielkh i

067

0.4}

0.2

Fig. (3.4) Amplitude da formulacio de Galerkin na regiio de propagacio

{2) Se o numero de onda k ¢ imaginario entdo a solucio do problema corresponde ao
caso de decaimento exponencial, conforme a equagdio (3.75). A solugdo correspondente p; €

dada como a inversa de pl, ou seja,

T+2a

2 = 3.90
i (1-4a")+ /120" (0 ~ 1) 0

A partir da expresséo (3.90) pode-se obter uma relagiio entre a solugfio numeérica de

decaimento p: € a solucdo exata dada por equagio (3.75), conforme mostrado na figura (3.5),
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| | | /

0
At ;

pz[eikh

DF ]
3t ]
-4 ‘ : ; :

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0

Fig. (3.5) Erro de amplitude da formulacio de Galerkin, na regifio de decaimento

neste caso , observa-se duas faixas para ol

(2.a) Para o >-0.5, p, assume valores positivos que variam de 0 < p; <1. Neste caso,

pode-se considerar que ndo existe problema conceptual, conforme a figura (3.5).

(2.b) Para ol <-0.5, p, assume valores negativos que variam de +/3 -2 < p; <0. Tendo

em vista a solugio exata (3.75), que assume valores sempre positiva, a solugio numeérica p»
nesta faixa resulta em oscilagdes espurias que sfo localizadas perto das camadas de contorno.
Estas oscilagdes ndo poluem necessariamente toda a solugdo numérica obtida para ©

problema.

Por ultimo, vale ressaltar as seguintes observagdes:
(1) O método de Galerkin pode estimar a solugfio exata para numeros altos de onda ou para

razdes elevadas de decaimento com o refinamento da malha de elementos finitos.

(2) Nio existe um limite de nimero de onda para que uma boa aproximacio da solugdo possa
ser obtida, todavia, este tipo de refinamento pode conduzir a um nimero muito elevado de

graus de liberdade, aumentando desta forma o custo computacional.
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{(3) Neste método de Galerkin, entfio, a performance das solugbes numeéricas pode ser
caracterizada pelo pardmetro o onde h representa o tamanho de elemento usado. O

arametro o deve assumir valores na faixa 0 <a® <1 para se obter uma solucio nodalmente
p ¢

exata.
3.7 Comportamento das Solucdes Numéricas Baseadas no Método de
Galerkin/Minimos Quadrados

O problema de autovalores/autovetores, para a formulagdo baseada na combinagio

dos métodos de Galerkin e Mimimos Quadrados, pode ser dada pela seguinte forma matricial,
[[K], ~k*(-*) [M],] {e}=0 (3.91)
Usando-se a malha de elementos finitos unidimensionais lineares, conforme mostrado

na figura (3.2), e substituindo as matrizes de rigidez e massa do meétodo GMQ, tem-se o

seguinte esténcil para o problema,

(200600 +1) @4y +2(400g0 = 1) G4 +(2000q +1) 0,4, =0 (3.92)
onde,

O = 0" (1-1k7) (3.93)
e o é definida pela equagfio (3.73). Da mesma maneira que foi usado no método de Galerkin,
Olgmo tem que assumir valores entre 0 e 1 para que se obter solugBes nodalmente exatas na
regifio de propagagdo, ou seja,

0 < Oy <1 (3.94)

que conduz a,



0sa’(1-tk*)<1 (3.95)
ou seja, tendo em vista a equagdo (3.73),

(kh)®
12

0< (1-1k7) <1 (3.96)

o que permite escrever finalmente a seguinte faixa admissivel de valores de nimero de onda,
Yal 20 (3.97)

Tendo em vista as restrigdes impostos para os valores do parimetro ¢, através da

equagio (3.94), adota-se o seguinte modelo para a variagdo deste pardmetro,

_ 1 1~cos(kh)

o = 3.98
M2 2+ cos(kh) (3.98)

o que limita a fungio €., entre os valores 0 e 1, produzindo desta forma solugdes

nodalmente exatas.

Usando-se a fungdo (3.98), pode-se obter a relagio entre tk” e o , dada pela seguinte

expressao,

_ 1—cos(kh)
200" (2 + cos(kh))

k=1 (3.99)

Esta relag@o pode ser representada graficamente, conforme mostrado na figura (3.6),
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Fig. (3.6) Solucdes nodalmente exatas via GMQ

Deste grafico pode-se ressaltar que aproximagdes mais simples podem ser adotadas
para a equagdo (3.99) obtendo ainda assim solu¢des nodalmente exatas na regido de

propagagio. O mesmo procedimento pode ser estendido para a regifio de decaimento.

Esta aproximacdo conveniente € sugerida por [Haran e Hughes, 1992] onde o

dominio da curva (3.99) ¢ dividido em trés regides, conforme mostrado na equagfio (3.100).

1
o e , o < -1
20,
, 1
%k’ = wga“ , 1< <0 (3.101)
h
& ,0<ot < 1
Lot —1

Observa-se que a aproximacio proposta em (3.100) mantém continuidade com a

equagio (3.98) e pode ser estendida para a regido de propagagdo além do limite de resolugio.
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Por ultimo, vale mencionar as seguintes observagdes:

(1) A forma de agmo dada na equagdo (3.93) € valida somente para elementos finitos lineares

em malhas regulares.

(2) Para elementos de ordem maior, o método GMQ nilo pode ser obtido pela substituigio de

C‘Lh por clanio-

{3) Em mathas irregulares de elementos lineares, o parimetro T deve ser calculado a nivel

elementar, e o pardmetro h de malha passa a ser o tamanho de cada elemento individual.

No proximo capitulo, apresenta-se os resultados obtidos para o problema de
decaimento exponencial e para o problema de propagacdo de onda em cavidades acuisticas,
para diferentes faixas de freqiiéncia. Os problemas estudados sdo sujeitos a diferentes

condi¢Bes de contorno.



Capitulo 4

Resultados Numéricos

A fim de verificar a eficiéncia e a validade do método de Galerkin/Minimos
Quadrados (GMQ), aqui proposto, ap}esenzmse neste capitulo duas classes de problemas
relacionados a cavidades acusticas. A validade da abordagem utilizada é mostrada através
da simulacdo de problemas governados pela equacdo de Helmholtz para diversas faixas de
fregiiéncia e variadas condi¢bes de contorno. A primeira classe trata do problema de
decaimento exponencial, onde é estudada a resposta de uma cavidade retangular, com dois
lados adjacentes sujeitos a condi¢do homogénea de Dirichlet e os outros dois lados sujeitos
ao valor imposto unitdrio de pressdo acustica, ou potencial de velocidade. Na segunda
classe trata-se do fendmeno de propagacdo de onda para diferentes faixas de freqiiéncia.
Sdo estiudados os problemas de resposta livre e for¢ada de cavidades sujeitas a condigdes de
Dirichlet ¢ Neumann. Em todos os casos uma comparacdo entre as respostas dindmicas
calculadas via o método cldssico de Galerkin e via o método de GMQ sdo apresentadas. Os
resultados numéricos sdo obtidos via o desenvolvimento de programas computacionais de

elementos finitos, utilizando a linguagem FORTRAN e o pacote comercial MATILAB®.

Elementos finitos lineares do tipo triangulares de trés nos, e quadrilaterais de quatro nos,

sdo utilizados para a obtencdo destes resultados.

4.1 Problemas de Decaimento

Considera-se o dominio B <= R homogéneo, isotrdpico bidimensional de uma cavidade

acustica, cuja velocidade de propagacio da onda € c, conforme mostrado na figura (4.1).
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¢ 81

Ly} =
cA =85 $=g1

N 95': Bn

i !
L=l i

Fig. (4.1) Cavidade acistica bidimensional e suas condi¢des de contorno

O comportamento harmdnico deste sistema € descrito por func¢des potenciais O(x,y)
(potencial de velocidade ou pressdo) que satisfazem a equacdo de Helmholtz escrita como se

segue,

20 3’ 2
(a el “éy_ﬂ FIPo=—f | em Q={(xy)0xsLy , 0<y<Ly) ¢

sujeita as seguintes condigdes de contorno mostradas na figura (4.1) que podém ser escritas

da seguinte forma,
d(Ley)=o(xLy=g: =1 ,x>0,y>0 (4.2)

(. 0)=0(0,y)= go=0 (4.3)

onde, g1 =1, é o valor constante imposto. Uma forga distribuida de superficie de valor =10% ¢
aplicada em todo o dominio Q, e adota-se o valor k’ =-10° o que corresponde a um
niimero de onda imaginario puro, isto é um problema cuja solugfo é da seguinte forma,

p=e™" (4.4)
ou seja, um problema tipico de decaimento exponencial. Os valores numéricos escolhidos
para k” e f conduzem a uma solugio exata de valor unitario em todo o dominio. Dimensdes

unitarias foram adotadas para cavidade, L.=1 e L,=1.
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O dominio £2 mostrado na figura {4.1) foi discretizado com elementos finitos lineares

triangulares e quadrilaterais, e o efeito da regularidade e refinamento da malha foi estudado.

Trés conjuntos de resultados foram usados para a comparagio: solu¢des analiticas,
solu¢gdes numéricas obtidas pelo método de Galerkin (G) (equagdo (3.22)) e solugdes
numeéricas obtidas pelo método de Galerkin Minimos Quadrados (GMQ) (equacio (3.60)). Os
sistemas de equacgGes lineares, resultantes das formulagdes G e GMQ, foram resolvidos

usando o método de eliminacdo de Gauss.

Baseando-se em solugdes de problemas unidimensionais, projetou-se no item (3.7)
estimativas para o parametro de penalidade T, que podem ser aplicadas neste caso [Harari e

Hughes, 1991]. De acordo com a equagfio (3.73) define-se o pardmetro de malha o da

seguinte forma,

2 2.2
o o ()’ 10%h
12 12

(4.5)

que assume valores inferiores a -0.5, enquanto h for maior que 2.45%10™, o que corresponde
a uma malha de aproximadamente 4082*4082 elementos finitos quadrilaterais. Assim, para
refinamentos inferiores a esse, ou seja, malhas mais grosseiras que 4082*4082, o limite de

o <—0.5 ¢ mantido e o pardmetro de penalidade pode ser calculado de acordo com a

equacio (3.101) como se segue,

I
2o

tk? =1+

. (4.6)

Em fungio do refinamento h adotado, define-se entdo o parametro de penalidade, ¢

pode-se finalmente aplicar o método GMQ.

A fim de verificar a eficiéncia do método GMQ), a norma do erro € calculada em todos

os pontos nodais, usando a seguinte expressido [Thompson e Pinsky, 1995],

lel> =3 % (68, — 0k, v,)) @.7)
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onde, (b" € a soluclo numérica no ponto (mn), e d(x,y) ¢ a solugio exata ¢=1 , V (Xnvu). O
erro Mmaximo, em ¢ também calculado, representando a diferenga maxima entre a solucgio

exata e a solugio numérica.

Observa-se neste caso que a norma adotada acima acumula os erros para malhas mais
refinadas, sendo ineficiente para provar a convergéncia do método. Todavia, a medida
definida na equagiio (4.7) foi adotada tendo em vista que a mesma € adequada para a

comparag¢fio entre os meétodos estudados, G e GMQ.

Para elementos triangulares, o tamanho de elemento, h, € calculado como sendo a

média dos trés lados do elemento, ou seja

hz%Zhi (4.8)

onde, h; é o comprimento de lado i do elemento triangular. Cutra forma aqui utilizada €
considerar o pardmetro h como sendo o menor cateto do elemento triangular (hoae). Na

seqiléncia apresentam-se os resultados obtidos para este problema.

4.1.1 Estudo Numérico da Convergéncia para Malha Regular de Elementos

Quadrilaterais

O objetivo deste exemplo € o de verificar a efetividade da modelagem, em fungio do

refinamento adotado, bem como mostrar a performance dos métodos estudados.

O sistema fisico descritc na figura (4.1) é modelado com elementos finitos
quadrilaterais de quatro nds, conforme mostrado na figura (4.2), onde sdo apresentados os

principais dados da malha utilizada.



1

No. de elementos 1 64
No. de nds (81
Tamanho do elemento b : 0.125
No. de nds com restrigio g; : 15

0.v5 No. de nds com restrigio gg 2 17

0.50

0.25

0 0.25 .50 0.75 1

Fig. (4.2) Malha de elementos finitos quadrilaterais de

quatro nds, para a cavidade acistica

O parametro tk” ¢ calculado usando-se as equagdes (4.5) e (4.6) e assume o valor
tk*=0.99999616. Todos os calculos sio realizados em dupla precisio e uma rotina de calculo,
baseada na linguagem FORTRAN, foi desenvolvida para montagem e resolugio das equagdes
matriciais. Para este exemplo, a solugdo numérica do sistema linear de equagBes é obtida

usando-se o método direto de Gauss com pivoteamento.

Resolvendo-se o problema pelos métodos G ¢ GMQ, obtem-se os resultados

mostrados nas figuras (4.3) e (4.4), respectivamente.
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Fig. (4.3) Resposta da cavidade aciistica ealculada usando o métode de
Galerkin em um problema de decaimento exponencial.
Norma do erro ]ie][ =1.1494 Cmax=0.607739

Fig. (4.4) Resposta da cavidade acastica calculada usando ¢ método
GMQ em um problema de decaimento exponencial,
Norma do erro |¢] = 0.0317 max=0.031557

Observa-se das figuras (4.3) e (4.4) que a resposta obtida utilizando o método GMQ é

visivelmente mais bem comportada, sendo que as oscilagdes espurias nas regides do contorno
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do método G desaparecem, € a norma do erro g e ¢ erro maximo e, indicam uma melhor

precisio do método GMQ.

A fim de estudar a convergéncia dos dois métodos (G e GMQ), foram feitos ensaios
numeéricos, variande-se ¢ refinamento da malha de elementos finitos adotada. Foram
estudados os casos de malhas com 9, 25, 81 e 121 nos, sendo que os resultados obtidos sdo

apresentados na tabela (4.1).

Tabela (4.1) Erros maximos e norma do erro para diferentes

malhas regulares de elementos finitos quadrilaterais

Refinamento Indicader Meétodo Método
da matha do erro G GMQ
Cmax 0.687499 0.031269
9 nos
![6” Eq.(4.7) 0.687499 0.031272
e 0.617026 0.031557
25 nos
”e!; Bq(d'i) 0.85001¢6 0.031734
Sorax 0.607739 0.031557
81 nés
“e” Eq.(4.7) 1.149413 0.031740
Cunax 0.607691 0031557
121 nos
“e“ Eq.(4.7) 1.276840 0.031743

Pode-se notar da tabela (4.1) que os valores de erros e

|, tanto para o método G
como para o metodo GMQ, aumentam a medida que a malha ¢ refinada, o que comprova o
efeito de que este indice é inadequado para a analise de convergéncia. Todavia, para todas as
malhas estudadas, nota-se que os erros obtidos com o método G sdo bastante superiores que

aqueles obtidos com o método GMQ.

No que se refere a convergéncia, apresenta-se na tabela (4.1) os erros méximos
obtidos, €max , com as duas solucdes em relacio as solugdes analiticas. Eiste indicador mostrou
que os dois métodos, G ¢ GMQ, apresentam convergéncia, mas novamente neste caso o

método GMQ apresentou melhores resultados.
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De uma forma global, nota-se que os resultados obtidos com o método GMQ sdo
melhores que os obtidos com o método G, todavia, os resultados ndo sdo nodalmente exatos,
pois os pardmetros de penalidade t foram calculados baseando-se em problemas

unidimensionais, e 0s casos aqui estudados sfo bidimensionais.

4.1.2 Aplicacio do Métode GMQ a Malhas Regulares e Irregulares

de Elementos Finitos Triangulares

Neste caso, estuda-se a aplica¢go do método GMQ para malhas de elementos finitos
triangulares lineares. Verifica-se a precisdo obtida em relagdo as malhas de elementos

quadrilaterais, e estuda-se o efeito da regularidade das malhas.

O sistema fisico descrito na figura (4.1) ¢ modelado com elementos finitos triangulares
de trés nos, conforme mostrado na figura (4.5), onde sdo apresentados os principais dados da

malha utilizada.

1

No. de elementos 0128
No. denods . 81
Tamanho do elementoh  : 0.1766

0.75 Neo. de nos com resirigdo g ; 15
No, de nds com restrigio go @ 17

0.50

0.25

0 0.25 0.50 0.75 1

Fig. (4.5) Malha reguiar de elementos finitos triangulares de

trés nés, para a cavidade acustica

Adotou-se o padrio de refinamento de maihas com 81 nods, malha que mostra

resultados com razodvel convergéneia, e o parimetro Tk’ ¢ calculado usando-se as equacdes
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(4.5) e (4.6), a nivel de cada elemento, onde € usada a equagiio (4.8) para a defini¢do do
pardmetro h, ou seja, o parAmetro de malha € calculado como sendo a média dos trés lados de

cada tridngulo.

Os resultados obtidos pelos métodos G ¢ GMQ sdo apresentados nas figuras (4.6) e

(4.7), respectivamente.

1.5

Fig. (4.6) Resposta da cavidade acnstica calculada usando o método de
Galerkin em um problema de decaimento exponencial.
Norma do erro |l¢] = 1.1008 ema=0.608471

Fig. (4.7) Resposta da cavidade aciastica calculada usando o método
GMGQ em um problema de decaimento exponencial. h=h 0
Norma do erro |e| = 0.2285 €max=0.108187
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Neste caso, também, 0 método GMQ fornece resultados visivelmente melhores, sendo

as oscilacdes espirias do método de Galerkin eliminadas.

Com o intuito de verificar a performance do método com malhas irregulares de
elementos finitos triangulares, que sdo mais genéricas para a representagio de geometrias
arbitrarias, propde-se estudar o problema de decaimento da figura (4.1) usando-se a matha da

figura (4.8).

1 No. de elementos 1128
No. de nos 1 81
No. de nos comm restrigo g; @ 15
0.8 No. de nés com restricio go: 17
e — —
0.4 —
0.2 /
0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fig. (4.8) Malha irregular de elementos finitos triangulares de

trés nés, para a cavidade acdstica

Os resultados obtidos pelos métodos G e GMQ sfo apresentados nas figuras (4.9) e
(4.10), respectivamente. Novamente neste caso, os pardmetros de penalidade sdo calculados a

nivel elementar como sendo a média dos lados de cada tridngulo.
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Fig. (4.9) Resposta da cavidade actstica calculada usande o método de
Galerkin em um problema de decaimento exponencial.
Norma do erro ||¢]| = 1.1126 €nax=0.653014

0o

Fig. (4.10) Resposta da cavidade acistica calculada usando ¢ método
GMQ em um problema de decaimento exponencial. h=h,.4,
Norma do erro ¢/ = 0.1376 €mar=0.081428

Assim como nos casos anteriores, 0 método GMQ fornece resultados mais bem
comportados, o que mostra que o refinamento irregular da malha nio introduz nenhum tipo

de alteracdo significativa na performance do método ao menos para este problema. Testes
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numéricos em relagdo a simetria da malha também foram realizados, indicando que este fato

também mn&o altera a qualidade dos resultados obtidos em problemas de decaimento.

A fim de sintetizar os resultados obtidos neste item, apresenta-se na tabela (4.2) os
erros obtidos para malhas de elementos triangulares, comparados com os de elementos

quadrilaterais, para refinamento com 81 nos adotado para fins de comparacgdo entre os casos

estudados.
Tabela (4.2) Erros maximos e norma do erro para malhas
de elementos quadrilaterais e triangulares
Tipo Indicador Método Meétodo
da maiha do erro G GMQ

Cmax 0.607739 0.031557

Malha regular de
Elementos quadnilaterais ”9“ 1.149413 0.031740
Coax 0.60847] 0.108187

Malha regular de
elementos triangulares iEe" 1.100866 0.228561

h=hysqi0

max 0.608471 0.073124

Malha regular de
elementos triangulares “eﬂ 1.100866 0.104528

usando h=heq

Conax 0.653014 0.081428

Malha irregular de
clementos triangulares [13” 1.112622 0.137624

usando h=h, .4

Observa-se da tabela (4.2) que os erros maximos e suas normas sio inferiores para o
método GMQ, sendo que a norma do erro para elementos triangulares € significativamente
superior que a norma do erro dos elementos quadrilaterats, para o método GMQ. Para o caso
do método G, esta variagdo ndo € tfo importante. Observa-se, também, que a utilizago do
pardmetro h, para malhas regulares de elementos finitos triangulares , como sendo o menor
cateto do elemento (heatewo), neste caso 0.125, resultou em erros menores do que quandoe usou-
se h como sendo a media aritmética dos lados do elemento. Este fato indica que uma escolha

mais adequada do pardmetro h em malhas irregulares pode melhorar significamente o

desempenho do método GMQ.
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De uma forma global, observa-se que nas solugdes obtidas via Galerkin aparecem
oscilacdes espurias nas camadas proximas as condigbes de contorno de Dirichlet,
notadamente nas regides onde ha variacgio brusca das solugdes. Estas oscilagdes desaparecem
apds o uso da formulagio de GMQ. Observa-se também que nas malhas de elementos
triangulares a norma do erro, calculada em todos os pontos nodais, é maior que a norma
calculada nas malhas de elementos quadrilaterais devido ao fato que o parimetro h € exato

para os elementos quadrilaterais ¢ aproximado para os elementos triangulares.

Constata-se também, que as solugdes encontradas com o método GMQ, apesar de
serem bem superiores a aquelas encontradas pelo método de Galerkin, nio sio nodalmente
exatas. Isto ocorre pois a metodologia adotada para se determinar o pardmetro de penalidade

7 ¢ baseado em solugdes unidimensionais.

Neste item estudou-se os problemas de solugBes que caem exponencialmente, e no

proximo serdo abordados problemas de propagagio.

4.2 Problemas de Propagacio de Ondas Planas

Constdera-se o mesmo dominio homogéneo, isotropico, bidimensional, utilizado no

item 4.1, conforme a figura (4.11).

¥
Fa.
a¢
ay ¢
}_.y".‘! ,:x,:gl =U
ad
4 5y © )
!
: L=l '

Fig. (4.11) Cavidade acustica bidimensional e suas condi¢des de contorno
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O comportamento harmdnico deste sistema € descrito por fungdes potenciais ¢(x,y),
que satisfazem a equagdo de Helmholtz (4.1), sujeita as seguintes condigdes de contorno,

mostradas na figura (4.11), que podem ser escritas da seguinte forma,

o(0,y)=g, (4.9)
o(L,.y)=0 (4.10)
0, (x0)=0,(xL,}=0 ©@4.11)

onde, g, € o valor constante imposto. As condigBes de contorno escolhidas, associadas a um
dado valor de k conduzem a uma solu¢io exata caracterizada pela representacdo

unidimensional de uma onda plana que possui a forma padrio mostrada na figura (4.12).

00

Fig. (4.12) O comportamento unidimensional de ondas planas

A solucdo exata para esta onda plana pode ser dada pela seguinte expressio

[Thompsen e Pinsky, 1995},

sin(k(L, —x))
sin(kL }

o(x/k) =g, (4.12)
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onde k é o niimero de onda, e L € o comprimento da cavidade no eixo-x. Trés conjuntos de
resultados foram usados para a comparagdo: solugdes analiticas, solugdes numéricas
conforme a formulacio do método de Galerkin e solugdes numéricas conforme a formulagio
de Galerkin Minimos Quadrados (GMQ). Baseando-se em resultados de problemas
unidimensionais, projetou-se de acordo com o item 3.7 estimativas para o pardmetro de
penalidade T, que podem ser aplicados neste exemplo. De acordo com a equagdo (3.73),

define-se © parametro o da seguinte forma,

ol = (4.13)

que, para este exemplo, assume valores positivos sendo que em problemas de propagagao, o
numero de onda k assume valores reais. De acordo com a equagdo (3.101), o parametro de

penalidade pode ser calculado como se seque,

4.14)

A fim de verificar o comportamento do método de Galerkin e a eficiéncia do método

GMQ, a norma do erro ||ef é calculada em todos os pontos nodais da malha usada, usando a

expressdo (4.7). Esta medida ¢ adequada para a comparagio dos métodos estudados. Para
elementos triangulares, o parimetro h de malha ¢ calculado como sendo a média dos trés
lados do elemento, conforme a equagio (4.8). Outra forma aqui utilizada ¢ considerar o
pardmetro h como sendo o cateto do elemento triangular hoaa, medido na diregdo de

propagacdo da onda plana.
4.2.1 Estudo Numérico da Convergéncia para Malha Regular de
Elementos Quadrilaterais

O objetivo deste exemplo ¢é verificar a eficiéncia do método de GMQ, quando

comparados elementos cléssicos baseados no método de Galerkin. O sistema fisico descrito
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na figura (4.11) é modelado com elementos finitos quadrilaterais de quatro nos, conforme

mostrado na figura (4.2), ou seja, malha regular com 81 nos.

Resolvendo-se o problema peios métodos G e GMQ, para varias nimeros de onda,
obtem-se os resultados mostrados nas figuras (4.13) a (4.16). Neste caso, as condigdes de
contorno de Dirichlet nio homogéneas, equagdo (4.9), representam as excitagdes do
problema € o sistema linear para cada valor de k ¢ resolvido pelo método de eliminagio de
Gauss. Estas respostas sio mostradas ao longo do eixo -x (y=0.3 L,). A legenda usada nas

figuras com os resultados € definida por,

;/ ~————— solucfo analitica
\ e - *  solugdo via Galerkin
J\ R +  solugdo via GMQ /
1
0.8}
0.6+
¢
0.4%)
0.2+
0 .

Fig. (4.13) Resposta analitica, e numérica calculada via G e GMQ
em 0.24 Hz(33 elementos/onda). Elementos quadrilaterais.

le| ¢ = 6.004391 lel cvq = 7.83e-06
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Fig. (4.14) Resposta analitica, e numérica calculada via G e GMQ,
em 0.77 Hz(~10 elementos/onda). Elementos quadrilaterais.

lelc=0.241477  |e} oo = 0.004746

X

Fig. (4.15) Resposta analitica, e numérica calculada via G e GMQ,
em 1.35 Hz(~6 elementos/onda). Elementos quadrilaterais.

le|c=1.804749  |ef cmo = 0.165751
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1.5

Fig. (4.16) Resposta analitica, e numérica calculada via G e GMQ,

em 1.75 Hz(~4 elementos/onda). Elementos quadrilaterais.

lel ¢ = 3.387450 lefl oMo = 0.314253

Observa-se das figuras (4.13) a (4.16) que as respostas obtidas utilizando o método
GMQ tem boa convergéncia, sendo que seus resultados nodais se aproximam bastante das
respostas analiticas, até¢ o limite de quatro elementos por onda. Observa-se, também, que as
respostas obtidas pelo método G sdo aceitdvels até o limite de dez elementos por onda. O
limite de dez elementos por onda para o método de Galerkin conduz a resultados de excelente
qualidade, sendo possivel 0 seu usou para malhas com resolugfo menor. O limite de quatro
elementos por onda para o método GMQ mantém a qualidade das solugdes nodais. Assim,
pode-se concluir que o método GMQ, quando usa-se elementos quadrilaterais, conduz a
resultados methores que aqueles obtidos pelo método de Galerkin, Os resultados aqui
apresentados estdo de acordo com os resultados apresentados por [Thompson e Pinsky,

1995], para modelos similares.
4.2.2 Aplicacio do Método GMQ a Malhas de Elementos Finitos Triangulares
Neste caso, estuda-se a aplicagiio do método GMQ), em problemas de propagacio,

para malhas de elementos finitos triangulares lineares de trés nés. Verifica-se, também, o

comportamento dos métodos G e GMQ, para mathas regulares e irregulares. O pardmetro h
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de malha € calculado como sendo uma média dos lados de elemento, ou como sendo o

tamanho do cateto da coordenada-x do elemento triangular.

O sistema fisico descrito na figura (4.11) é modelado com elementos triangulares
regulares, conforme mostrado na figura (4.5). O parametro tk* é calculado usando-se as
equagdes (4.13) e (4.14), a nivel de cada elemento. Os resultados obtidos pelos métodos G e

GMQ sdo apresentados nas figuras (4.17) a (4.20). A legenda usada nas figuras com os
resultados € definida por,

- solucdo analitica
Hmmmm s *  solucdo via Galerkin
\oFTTTT +  solucdo via GMQ

0.8¢

061

0.4t

02+

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Fig. (4.17) Resposta analitica, e numérica calculada via G e GMQ em 0.24 Hz.
Malha triangular regular com h=hg;,

le|c=0.007954  |e] oo = 0.007681
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1.5 : : : :
g 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X
Fig. (4.18) Resposta analitica, e numérica calculada via G e GMQ em 0.77 Hz.
Malha triangular regular com h=hg4;,

le| ¢ = 0.242606 lel omq = 0.113968

X

Fig. (4.19) Resposta analitica, e numérica calculada via G e GMQ em 1.35 Hz.
Malha triangular reguiar com h=hgq0,

lelc=1.806168 e cyo = 1.706634
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1.5

X

Fig. (4.20) Resposta analitica, e numérica calculada via G e GMQ em 1.75 Hz.
Malha triangular regular com h=h.4,

lelc=3.296578 || ome = 2.383777

Neste caso, também, o método GMQ fornece resultados melhores para freqiiéncias
altas, comparados com os resultados obtidos pelo método G, mesmo ndo sendo solugdes
nodalmente exatas. Observa-se, também, que a norma do erro da resposta calculada via o

método G € mais alta 0 que a norma da resposta calculada via 0 método GMQ.

Todavia, embora o método G para elementos quadrilaterais e triangulares tenha
fornecido solugdes com precisdes bastante proximas, o método GMQ para elementos
triangulares apresenta uma poluico numérica elevada, principalmente para valores de

frequiéncias elevadas.

Sabendo a diregiio de propagacio de onda plana, que neste exemplo € a dire¢do do
eixo-x, foram calculadas as respostas nas freqiiéncias 1.35 Hz e 1.75 Hz, utilizando a mesma
malha de elementos triangulares regulares, tal que, o pardmetro h da malha € agora calculado
como sendo o cateto (heeto) do elemento medido na direcdo de propagacio, que neste caso
assume o valor h=0.125. Utilizando heuew no método de GMQ, foram obtidos os seguintes

resultados, conforme mostrado nas figuras (4.21) e (4.22).
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X
Fig. (4.21) Resposta analitica, e numérica calculada via G e GMQ em 1.35 Hz,
Malha triangular regular com h=hc,,=0.125
lefc=1.806168 || cmo = 0.852341

X

Fig. (4.22) Resposta analitica, e numérica calculada via G e GMQ em 1.75 Hz,
Malha triangular regular com h=hcaet=0.125

lefc=3.296578  |e] amo = 0.928629

Observa-se das figuras (4.21) e(4.22) que as respostas obtidas utilizando o pardmetro

h da malha como sendo heee resultou em respostas bem mais comportadas numericamente,
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tendo o erro se reduzido a menor da metade dos casos anteriores. Isto mostra a forte

influéncia que o pardmetro h de malha exerce sobre as solugdes obtidas pelo método GMQ.

Com o intuito de verificar a performance do método GMQ com malhas irregulares de
elementos finitos triangulares, que sfio mais genéricas para a representagio de geometrias
arbitrarias, propde-se estudar o problema de propagacio de ondas planas usando-se a malha
mostrada na figura (4.8). Os resultados obtidos pelos métodos G e GMQ sio apresentados

nas figuras (4.23) a (4.26). Novamente, neste caso, 0s parimetros de penalidade sdo

calculados a nivel elementar.

0.8}

06¢

G4r

02+

0 0.2 0.4 0.8 0.8 1
X

Fig. (4.23) Resposta analitica, e numeérica calculada via G ¢ GMQ em 0.24 Hz.
Malha triangular irregular com h=hq '

le|c =0.022266 || amo = 0.020103
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1.5

-1.5 : : x :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X
Fig. (4.24) Resposta analitica, e numérica calculada via G e GMQ em 0.77 Hz.

Malha triangular irregular com h= h .,

le|c=0.415936  |e] oo = 0.371909
4 %‘
3t + -
2k

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Fig. (4.25) Resposta analitica, e numérica calculada via G e GMQ em 1.35 Hz.
Malha triangular irregular com h= h,¢q0

lelc=3369130  [ef avio = 15.093939
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X

Fig. (4.26) Resposta analitica, e numérica calculada via G e GMQ em 1.75 Hz.
Malha triangular irregular com b= hyeqi

lelc=5.777545  lle] omo = 4.981038

Observa-se das respostas apresentadas nas figuras (4.23) a (4.26) que mesmo para
malhas irregulares o métode GMQ resultou em respostas mais bem comportadas o que o
método G, pelo menos até um certo nimero de onda. A solu¢Bes obtidas pelo GMQ para
freqiiéncias mais altas mostraram um comportamento inferior ou ndo muito diferente do que
as solugOes obtidas via o método G. Isto pode ser devido a baixa resolugio adotada nas
regides proximas as condigdes de contorno da cavidade (x=0 4 x=0.4). Observa-se da figura
(4.26) que mais ou menos um periodo da onda foi modelado por somente dois elementos

finitos, 0 que é muito mais baixo que o limite da resolugdo dos métodos G e GMQ.

Ainda em relagdio aos resultados obtidos com malhas triangulares, pode-se observar
das figuras (4.22) e (4.26) que o erro na fase das solu¢des € bem mais acentuado no método
de Galerkin, constatacio que concorda com os resultados publicados por [Thienburg e
Babuska, 1995].
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4.3 Problemas de Propagaciio de Ondas com Excitaciic Pontual

A fim de mostrar o comportamento das solugdes numéricas utilizando os métodos G e
GMQ, para ondas ndo planas, ou seja, problemas de vibragdo forgada, considera-se o dominio
bidimensional, homogéneo, isotropico, de uma cavidade acustica, cuja o comportamento
harménico desta cavidade ¢ descrito por fungdes potenciais que satisfazem a equagdo de
Helmholtz, equagdo (4.1), sujeita as seguintes condi¢Oes de contorno mostradas na figura

(4.27), que podem ser escritas da seguinte forma,

¥
T a¢
ay "
Ly=038 %}%% ¢=8p
a¢
X
N 3y )
l
: Le=12 ‘

Fig. (4.27) Cavidade acustica bidimensional e suas condicdes de contorno

O(Ly.y)=8,=0 (4.15)

0, (x0)=0,(xL,)=0,(0,y)=0 (4.16)

Os comprimentos dos lados da cavidade (L.=1.2, Ly=0.8) foram escolhidos de tal
forma que ndo se obtenha freqli€ncias naturais repetidas. Uma forca nodal € aplicada no

ponto das coordenadas (x=0,y=0) do modelo, que assume o valor de,
£=100 cos ot 4.17)

O dominio ) mostrado na figura (4.27) ¢ discretizado com elementos finitos lineares,

triangulares e quadrifaterais, adotando-se o padrdo de refinamento de malhas com 117 nds
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para 0s testes das malhas de elementos triangulares e quadrilaterais. A equagio de Helmholtz
para este problema ¢ resolvida numericamente, utilizando os métodos G ¢ GMQ, e
analiticamente através da expressdc (2.74), conforme item 2.2.2. Na solucio analitica

utilizou-se 15 modos naturais de vibragio nas diregBesie .

Baseando-se em resultados de problemas unidimensionais, ¢ de acordo com a equagdo

{(3.101), o parametro de penalidade pode ser calculado como se segue,

(4.18)

Para elementos tniangulares, o pardmetro h de malha é calculado como sendo a média

aritmética dos trés lados do elemento.

A fim de verificar a eficiéncia do método GMQ e o comportamento do método G, a
norma do erro, utilizando a expressdo (4.7), ¢ calculada em todos os pontos nodais menos o
ponto onde a forca ¢ aplicada. Esta norma € considerada adequada apenas para a comparagio

das solugdes exatas com as solugdes numéricas obtidas pelos dois métodos estudados.

4.3.1 Estudo Numérico do Comportamento dos Métodos G ¢ GMQ para Matha

Regular de Elementos Quadrilaterais

O objetivo deste exemplo é o de verificar a efetividade da modelagem, bem como

mostrar a eficiéncia do método GMQ e o desempenho dos métodos estudados G e GMQ.

O sistema fisico descrito na figura (4.27) é modelado com elementos finitos
quadrilaterais de quatro nos, conforme mostrado na figura (4.28), onde sdo apresentados o0s

principais dados da malha adotada.
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Respostia

0.8 Ne. de elementos 196
No. de nos 1117
Tamanho do elemento h c 0.2
No. de nds com restrigio gy : 9

0.6

0.4

0.2

0 .
“w 0.6 1.2

ponto de excitagio

Fig. (4.28) Malha de elementos finitos guadrilaterais

de qguatro nos, para a cavidade achstica

Tendo em vista as condigdes de contorno e as fontes adotadas observa-se que as

ondas neste caso n#o s80 mais planas.

Resolvendo-se o problema pelos métodos G e GMQ, para varios nimeros de onda,
obtem-se os seguintes resuitados mostrados nas figuras (4.29) a (4.32). Estas respostas sio
mostradas em todos os pontos nodais (3D) e também o longo do eixo-x (y=0.2 L,). A

legenda utilizada nas figuras de resultados € definida por,
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(’ solugdo analitica 3
s
| A *  solugdo via Galerkin |
|
\ A 4+ solucio via GMQ
Analitica G

Fig. (4.29) Resposta em 0.208 Hz
I[ell =0.041483 [!ei[ GMQW9.021165

Observa-se que as respostas obtidas, tanto pelo o método G como pelo o método

GMQ3, sdo comportadas para baixos niumeros de onda onde um periodo da onda é modelado




oG

com 48 elementos finitos. Observa-se no entanto que o valore obtido para E[eél oMo nd0 € nulo,

0 que mostra que as solugdes obtidas ndo sdo nodalmente exatas.

Analitica G

Fig. (4.30) Resposta em 1.04 Hz
lel| c=3.898450 lell amg=0.231092
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Analitica G

Fig. (4.31) Resposta em 1.214 Hz
le| c=2.467794 lefl cmo=1.852606

A medida que o nimero de onda analisado aumenta, a resposta obtida através do
método G tende deteriorar-se. Pode-se notar que para resolugdo de dez elementos por
periodo, que era o limite da resolugio do método G nos exemplos de vibragiio fivre, a
resposta obtida pelo método G mostrou uma forte tendéncia de aumentos dos erros
calculados. De uma forma global, nota-se que os resultados obtidos com ¢ método GMQ sio

melhores o que os obtidos com o método G, todavia os resuliados ndo sio nodalmente
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gxatos, pois o pardmetro de penalidade t foi calculado baseando-se em problemas

unidimensionais, que nfo € o caso aqui estudado.

Como ultimo conjunto de resultados deste exemplo, apresenta-se nas figuras (4.32) a
(4.34) as curvas da resposta em freqiéncia do sistema, medida no né com as coordenadas
(x=0,y=L.), conforme a figura (4.28), para a excitagio de amplitude constante aplicada no né

com as coordenadas (x=0,y=0). A legenda usada nas figuras com os resultados ¢ definida por,

solugdo analitica

solugdo via Galerkin
"""""""" solugdo via GMQ

¢ 0.2 0.4 0.6 0.8
Freadéncia-Hz

Fig. (4.32) Resposta em freqiiéncia para a faixa (0--0.64) Hz
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0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1

FreqUéncia - Mz

Fig. (4.33) Resposta em freqiiéncia para a faixa (0,64--1.1) Hz

1.1 1.2 1.3 1.4

Frequéncia - Hz

Fig. (4.34) Resposta em freqiiéncia para a faixa (1.1--1.4) Hz

Os resultados obtidos mostram que para freqiéncias mais altas, as solugdes via o
método GMQ apresentam melhor resultados, seguindo de forma mais precisa os picos das
curvas analiticas. A fim de sintetizar os resultados obtidos neste item, apresenta-se na tabela
(4.3) as freqiéncias naturais obtidas através do método G e do método GMQ. Estas
freqiiéncias sdo comparadas com as exatas dadas pela expressio (2.70) do capitulo 2, e o erro

destas freqii€ncias numéricas € calculado em relagdo as frequiéncias exatas.
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Tabela (4.3) Freqii€ncias naturais numéricas obtidas via os

métodos & e GMQ, comparadas com as analiticas. Elementos Quadrilaterais.

Modo 1 j Analitica Galerkin lerro %) GMQ lerro %%|
1 T 0 0.2083 0.2084 0.0480 0.2084 0.0480
2 3 0 0.6250 0.6294 0.7040 0.6251 0.0160
3 1 1 0.6588 0.6629 0.6223 0.6583 0.0758
4 31 0.8838 0.8891 0.5996 0.8784 0.6109
5 5 0 1.0416 1.0603 1.7953 1.0419 0.0288
6 5 1 1.2147 1.2326 1.4736 1.2037 0.9055
7 I 2 1.2672 1.2993 2.5331 1.2645 0.2130
8 3 2 1.3975 - 1.4279 2.1753 1.3831 1.0304
9 7 0 1.4583 1.5096 3.5177 1.4558 0.1714
10 7 1 1.5866 1.6352 3.0631 1.5684 1.1471

Pode-se notar da tabela (4.3) que os valores absolutos de erro calculados para o
método G sfo maiores que os erro calculados para 0 método GMQ. A medida que a ordem
do modo analisado aumenta, o erro para as solugdes obtidas pelo método G também
aumentam. Nota-se que somente para o modo nimero 4, o erro calculado para o método

GMQ) é da mesma ordem de grandeza que o erro do método G.

4.3.2 Estudo Numérico do Comportamento dos Métodos G e GMQ para Malha

Regular de Elementos Triangulares

Neste item, verifica-se o comportamento do método GMQ para malhas de elementos
triangulares, considerando o caso de vibragdes forgadas. Verifica-se, também, a precisio
obtida em relagdo 4s malha de elementos quadrilaterais. O modelo fisico descrito na figura
(4.27) é modelado com elementos triangulares. Foi utilizada uma malha com o mesmo
nimero de nos, 117 nos, usada no estudo de comportamento do método GMQ para malhas

de elementos quadrilaterais, conforme mostrado na figura (4.35).
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Resposta

08 2
No. de elementos 192
No. denés (117
No. de nés comn restricio gy - @

06

04

0.2

0

¥ 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
ponto de excitago

Fig. (4.35) Malha regular de elementos finitos triangulares de

trés nos, para a cavidade acustica

Resolvendo-se a equacio de Helmholtz pelos métodos G e GMQ, para varios
numeros de onda, obteve-se os resultados mostrados nas figuras (4.36) a (4.38). Estas
respostas sdo apresentadas em todos os pontos nodais (vista tridimensional) e também o
longo do eixo-x (y=0.2 L,). Observa-se que para a estimagdo do pardmetro de penalidade T
foi calculado o pardmetro h da malha como sendo a média aritmética dos lados do elemento

triangular. A legenda utilizada nas figuras de resultados é definida por,
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solucdo analitica |

e — o m e *- solugdo via Galerkin ‘

{
| | |
L + solugdo via GMQ )
Analitica G

Fig. (4.36) Resposta na freqiiéncia 0.208 Hz
E[e“ G=0.0185 “e[] GMQ=0.9966

Observa-se que as respostas obtidas, tanto para o método G como para o método
GMQ, mostraram-se bem comportadas para baixas freqiéncias, onde a resolugfio usada para

modelar a propagag¢io de onda € bem alta.
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Analitica

Fig. (4.37) Resposta na freqiiéncia 1.04 Hz

]ie“ GMQ=0.7888

lefl ¢=3.3637
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Fig. (4.38) Resposta na freqiiéncia 1.214 Hz
];e‘l c=3.2690 "e[l GMQZO‘Z‘S'T?

Por outro lado, observa-se que para freqiiéncias mais altas, as respostas obtidas pelo
método G deterioraram-se mais rapidamente que as respostas obtidas pelo método GMQ. Da
figura (4.38) nota-se que um periodo da onda foi modelado por aproximadamente dez
elementos finitos e neste caso o resultado do GMQ mostrou um comportamento bastante

superior que o método G.

Qutro resultado marcante refere-se as solucdes obtidas pelos métodos G e GMQ em
1.04 Hz e 1.214 Hz, respectivamente figuras (4.37) e (4.38), onde para a freqiiéncia mais

baixa as aproximagdes foram menos precisas com os dois métodos.
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Como altimo conjunto de resultados apresenta-se nas figuras (4.39) a (4.41) as curvas
da resposta em freqiiéncia do sistema, medida no né com as coordenadas {x=0,y=L.),
conforme mostrado na figura (4.35). Foi considerado uma excitagio de amplitude constante,
aplicada no no cujas coordenadas sdo (x=0,y=0). A legenda usada nas figuras com os

resultados € definida por,

( ~— solucfio analitica
{ ~TT solucdo via Galerkin
L """""" solucdo via GMQ /

c.8

Freg{iéncia - Hz

Fig. (4.39) Resposta em freqiiéncia para a faixa (0--0.64) Hz
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Fig. (4.40) Resposta em freqiiéncia para a faixa (0.64--1.1) Hz

0.7

0.8 0.9
Frealéncia - Mz
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Fig. (4.41) Resposta em freqiiéncia para a faixa (1.1--1.4) Hz

1.2 1.3
Freqléncia - Hz

1

1.4

100

Das curvas de resposta acima mostradas, nota-se que para freqiiéncias baixas, 0s

comportamentos das solucGes obtidos via os métodos G e GMQ nfo so muito diferentes do

comportamento das solu¢Ses exatas. Para freqiiéncias mais altas, as solugdes via o método

GMQ apresentam melhor resultados que aquelas calculadas com o método de Galerkin. Nota-

se, também, que existe uma diferenca na amplitude entre as resposta numéricas e as respostas

exatas. Isto pode ser devido ao nimero baixo dos modos utilizados nas diregdes i ¢ j (15 em

cada diregdo), para o calculo da resposta exata. A fim de sintetizar os resultados obtidos neste

itern, apresenta-se na tabela (4.4) as freqiiéncias naturais obtidas através do método G e do
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método GMQ. Estas freqiiéncias sio comparadas com as exatas dadas pela expressio (2.70).
Apresenta-se também na tabela (4.4) os erros das freqiéncias numéricas calculado em relagio

as freqiincias exatas.

Tabela (4.4) Freqgiiéncias naturais numéricas obtidas via os

métodos G ¢ GMQ, comparadas com as analiticas. Elementos Triangulares.

Modo 1 Analitica Galerkin lerro %o GMQ lerro %ol
1 1 0 0.2083 0.2084 0.0480 0.2084 0.0480
2 3 0 0.6250 0.6294 0.7040 0.6272 0.3520
3 1 1 0.6588 0.6645 0.8652 0.6583 0.0758
4 3 1 (.8838 -0.9013 1.9800 0.8891 0.5996
5 5 0 1.0416 1.6603 1.7953 1.0435 0.1824
6 5 1 1.2147 1.2545 3.2765 1.2186 0.3210
7 1 2 1.2672 1.3013 2.6909 1.2625 0.3708
8 3 2 1.3975 1.4532 3.9856 1.3950 0.1788
9 7 0 1.4583 1.5103 3.5657 1.4439 0.9874
10 7 1 1.5866 1.6671 5.0737 1.5847 0.1197

Observa-se da tabela (4.4) que as normas do erro sdo inferiores para 0 método GMQ,
quando comparadas com as normas do erro para o método G. Isto pode justificar a eficiéncia
do método GMQ para modelar cavidades acusticas, tanto para o caso de elementos finitos
triangulares lineares como para o caso de elementos quadrilaterais. Para o método G, estas
normas do erro aumentaram com o aumento do valor da freqiiéncia analisada, o mesmo nfo

ocorre com 0 método GMQ onde h4 uma clara oscilagdo.

Observa-se em todos os resultados obtidos uma forte dependéncia do método GMQ
com relacio aos valores adotados para o pardmetro de penalidade t. Neste caso em
particular, os erros devido a definigio do pardmetro h para elementos triangulares, associado
ao fato de que o fendmeno ndo envolve ondas planas, conduzem neste caso a solugdes

melhoradas via o método GMQ, mas certamente estudos mais especificos sobre a
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determinac¢@o dos parametros de malha se fazem necessario para a consideragdo deste tipo de

técnica.

Cumpre salientar no entanto que para praticamente todos os casos estudados, o

método GMOQ mostrou-se mais preciso que o método G.

No proximo capitulo apresenta-se as conclusdes obtidas do exposto no trabalho, e

algumas sugestdes para desenvolvimentos subsequentes nesta area serdo indicados.



Conclusées Gerais

Estudou-se, neste trabalho, uma aplicagio do método dos elementos finitos para a
solugio de problemas de acistica em dominios fechados, governados pela equagio de
Helmholtz, usando a formulagio de GMQ. O método GMQ foi aplicado a problemas
bidimensionais baseando-se, para a escolha dos pardmetros de penalidade, em resultados
numéricos obtidos para problemas unidimensionais. Os fendmenos de decaimento e
propagacio de onda planas e ndo pia.nas-foram apresentados. Elementos lineares quadrilaterais
de quatro nos e triangulares de trés nos foram utilizados em mathas regulares e irregulares para
a obtencdo dos resultados numéricos.

O método GMQ mostrou-se relativamente eficiente quando comparado com as
implementagdes classicas baseadas no método de Galerkin, principalmente no dominio de altas

frequéncias, onde aparecem fortes gradientes nas solugoes.

Comprovou-se que solugdes nodalmente exatas para malhas regulares de elementos
finitos lineares de quatro nos podem ser obtidas, até o limite de resolugio de quatro elementos
por perfodo, quando considerado o ajuste correto para o pardmetro de penalidade © do método
de GMQ. No método de Galerkin obteve-se resultados satisfatérios trabalhando-se com
resolucdo de malha da ordem de dez elementos por onda. Esta ordem da resolugiio conduz a
malhas excessivamente refinadas, com um numero elevado de equacdes a serem resolvidas se

comparado com o método GMQ.

Para malhas discretizadas com elementos triangulares lineares de trés nos, o método
GMQ nfio obtem solucdes nodalmente exatas devido ao parAmetro h de malha que foi
calculado como uma média dos trés lados de cada elemento triangular. Solugdes melhoradas
podem ser obtidas, até o limite de quatro elementos por periodo. Quando se conhecer a
dire¢do de propagac¢do da onda plana usa-se o pardmetro h como sendo o comprimento do

cateto de cada elemento medido na dire¢io de propagacio da onda actstica. O método GMQ
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mostrou-se ser eficiente para elevados numeros de onda, mesmo para malhas irregulares de

elementos triangulares.

Quanto a norma do erro utilizada, ela pode ser usada somente para a comparagio dos
resultados obtidos pelos dois métodos, G e GMQ. No método G esta norma mostrou valores
superiores aos valores obtidos para o método GMQ, em problemas de decaimento e
propagacdo. Em relagdo ao problema de decaimento exponencial, os valores do erro obtidos
para o metodo G ndo variam muito com um maior refinamento da malha de elementos finitos.
Além disto, os valores da norma do erro no método GMQ sdo menores quando comparados

aos obtidos para o método G.

Apesar dos resultados obtidos pelo método GMQ serem superiores 4 aqueles obtidos
pelo método G, € necessario ainda um grande investimento em pesquisa para se estabelecer
critérios efetivos para a definigio dos pardmetros de malha, e também das leis de recorréncia
do pardmetro 1. Sem uma melhor defini¢fio destes pardmetros torna-se praticamente impossivel

a aplicacdo do método GMQ a problemas industriais de geometrias complexas.

Pesquisas futuras devem ser desenvolvidas para se avaliar uma melhor escolha dos
pardmetros h e T no método GMQ, com vistas a aplicacio deste método em malhas irregulares

em dominios tridimensionais, tanto para problemas de propagac¢io de onda como também nos

problemas de interagio fluido-estrutura.
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