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Resumo

Considera-se neste trabalho a identificagio paramétrica
de sisternas mecanicos excitados estocasticamente. Sdo
desenvolvidos dois métodos basicos para o {ratamento
destes sistemas. Um método baseia-se na equagio ma-
tricial de Ljapunov, enquanto o outro, baseia-se na ma-
triz fundamental do sistema. Estes procedimentos de
estimacio de parametros se restringem & utilizacio a-
penas das variaveis de estado medidas. A medigdo di-
reta das excitacoes de carater estocastico € dispensada.
Excitaches estocdsticas do tipo ruido colorido sdo mo-
deladas por meio de um sistema dindmico excitado por
ruido branco.

Apresenta-se uma analise numérica para diferentes casos
estudados em um sistema rotativo com seis graus de
liberdade.
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Abstract

The parameter identification of mechanical systems, ex-
cited by stochastic forces, is considered. Two basic
methods are derived to deal with such systems. One
method 1s based on the Ljapunov matrix equation and
the other, on the fundamental matrix of the system.
Both parameter estimation procedures are oriented to
use only the mwasured state variables. The direct mea-
surement of the stochastic excitation is not necessary.
Stochastic excitation in coloured noise form is modeled
by a dypamical system excited by white noise.

The numerical analysis is presented for a rotor system
with six degrees of freedom. Different measurement con-
figurations are considered in the studied cases.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo do comportamento dindmico de méaquinas hidrdulicas constitui-se em um
tema de grande interesse atualmente no Brasil. Sua relevancia provém do fato de serem
as usinas hidroelétricas as maiores responséveis pelo fornecimento da energia elétrica
disponivel no pais.

A pesquisa desta tematica envolve diferentes problemas da drea de dinémica de maqui-
nas. E de interesse, desde o estudo de elementos isolados, como por exemplo, mancais da
maquina, o estator, a turbina, até o estudo do sistema global maguina-estrutura-fundacao.
A determinacho de modelos matematicos, que sejam adequados & representagie do com-
portamento dindmico das partes girantes da maguina, constitui-se em uma das subdreas
de interesse. Istes modelos sdo imporfantes para wm methor conhecimento do sistema,
fornecendo dados qualitativos e quantitativos a respeito de seu comportamento dindmico.
A modelagem matematica mostra-se relevante, tanto na fase de projeto, quando permite
a avaliacho do desempenho future do equipamento, como na fase de operagio. Através
da observacio constante de seu comportamento dinamico, em conjunto com os conheci-
mentos do modelo matematico, pode-se avaliar as conseqiiéncias de possiveis mudancas
1o seu comportamento. Dada a complexidade deste tipo de sistema, faz-se necessiria a
adaptacdo de técnicas de identificacio as caracteristicas do problema em si, tanto na fase
de determinagio de modelos, como para a estimagdo de seus pardmetros.

Na modelagem de mAaquinas hidrdulicas aparecem condicbes bem particulares, que
exigem mudancas nos procedimentos e formulagdes clssicas de identificagdo de sisternas.
Um grande probleina, por exemplo, constitui-se da prépria grandeza do sistema em si, que
permite poucas possibilidades de aplicaciio de uma excitacdo externa controlada. Soma-
se a isto, a impossibilidade de medicio de determinadas perturbagoes estocasticas, por
exemplo: & excitagho provocada pela atuagsdo da dgua junto as pas da turbina, resultando
em um movimento acoplado entre o Hquido e o sistema mecénico. Qutro problema se
relaciona a impossibilidade de operacio da maquina em diferentes rotagoes. O acesso aos
pontos para medigdo de grandezas fisicas também pode se tornar bastante restrito.

Estes problemas sugerem, por si s6, diversas linhas de pesquisa a serem aprofundadas.
Neste trabaltho enfoca-se principalmente o caso relativo a dificuldade de conhecimento do
processo de excitagio de carater estocdstico presente no sistema.,



1.1 Apresentacao do Problema

Muitos autores trabalham na identificacio de sistemas rotativos com diferentes méto-
dos e sob diferentes condigbes de contorno {43, 57, 42, 33, 34, 26, 6, 7, 8] dentre cutros.
Eles se diferenciam basicamente em métodos no dominio da freqiiéncia e métodos no
dominio do tempo.

De uma maneira genérica, assume-se um determinado modelo matemdtico e realiza-
se a estimacho de seus parametros por meio de operacbes matematicas envolvendo as
variaveis medidas. Zeller [57] desenvolve a identificacio de um sistermna rotativo com a
informacéo da resposta em freqiiéncia do sistema. Esta informacio é conseguida com a
ajuda da excitagio harménica, que para estes sistemas é disponivel através da excitacio
natural pelo desbalanceamento. Nordmann {34] e Massmann [26] tratam do problema
de identificagdo utilizando a resposta em freqiidacia. Um sistems rotativo é excitado por
meio de um martelo de excitago, de onde se obtém a forga impulsiva aplicada ao sistema.
Fritzen [15] também trabalha no dominio da freqliéncia e propde um procedimento de
estimmacao por varidveis instrumentais, onde a influéncia de perturbacdes nao controldveis
nas medidas é considerada. Schwarz [43] identifica os parametros fisicos de wm sistema
rotativo por um mélodo de varidveis instrumentais aplicado no dominio do tempo. Neste
caso sao consideradas as medigbes das excitaches e dos deslocamentos com perturbagdes.
Burrows & Stanway [8] trabalham com um método de ajuste por minimos quadrados
para a identificagdo dos pardmetros de um mancal hidrodindmico, a partir de dados no
dominio do tempo.

Qutros trabalbos de diversos autores sao reunidos de forma bastante abrangente por
Schwarez {43] e por Natke [31]. Nestas referéncias encontram-se diferentes enfoques do
problema de identificacio de sistemas.

Apesar do grande ndmero de trabalhos existentes, que tratam da identificacho de
sistemas mecanicos, normalmente assume-se que tanto a excitagdo esteja disponivel para
medigho, como também que, para qualquer ponto do sistema., possa ser realizada a medicio
da grandeza fisica desejada. No caso real pode-se encontrar grandes dificuldades com estas
hipdteses.

Roether [39] procura contorpar um desses problemas tratando da flexibilidade nas con-
figuracdes de medidas. Apresenta um procedimento que permite a mistura entre medigées
de grandezas de deslocamento, velocidade e aceleracdo. O método consiste basicamente
na transformacio das coordenadas ()rigixiajs do sisterna, para uma base de coordenadas
gue possam ser acessadas.

Quanto ao problema da nio medigao das excitagées, pode-se trabalhar somente com
as grandezas de saida do sistema. Este assunto é tratado pa préxima segdo.

1.2 Meétodo por Correlagoes

Muitos autores trabalham com a hipdtese de que a excitagdo possa ser considerada
de cardter estocastico. Qs procedimentos para a identificacio de sistemas mecénicos
excitados estocasticamente diferenciam-se basicamente segundo dois conceitos: métodos
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que trabalham com modelos discretizados no tempo e em outra direciio, métodos que

tratam de modelos em tempo continuo e baseiam-se na equagio matricial de Ljapunov.
Kozin {24], Wedig [55, 56] e Weber & Schiehlen [54] apresentam métodos baseados na

matriz de correlages entre as varidveis de estado medidas {deslocamentos e velocidades),

P = e{x{t)x"(1)}. (1.1)

Apesar da ndo necessidade de medicio das excitagbes, no ¢ possivel generalizar-
se a identificagio para qualquer sistema mecinico, somente baseando-se na matriz de
correlagbes (1.1} {54]. Neste caso é proposto a utilizagio de um filtro aplicado 3s variéveis
de estado medidas. Com isto, possibilita-se o aproveitamento de mais informacbes contidas
nos dados medidos [55, 56, 54].

Um outro problema ¢ encontrado quando se considera perturbagbes nas medidas, pois
com (1.1} obtém-se uma estimativa incorreta para a matriz de correlagdes. Como con-
sequéncia nao se tem nenhuma consisténcia para a identificacio paramétrica.

Em [37] é proposto um método para aplicagdo em sistemas mecanicos, que apresenta
consisténcia para o estimador, mesmo na presenca de perturbacdes de medidas.

Isto € possibilitado por uma estimativa da matriz de correlages com defasagem no
tempo,

R(7) = e{x(t)x7(1 + 7}}. (1.2)

Estes métodos utilizam-se de informagoes de todas as varidveis de estado (desloca-
mentos e velocidades). Em {36] é proposto um procedimento, no qual a identificacio
paramétrica é possivel somente com as medigoes dos deslocamentos, através da inclusdo
de um filtro.

Em {24, 55, 54, 37, 36] fundamentam-se os procedimentos de identificacdo sobre a
equacdo matricial de Ljapunov, o que lhes confere uma propriedade interessante. Eles
estabelecemn uma ligagdo direta entre os pardmetros fisicos ¢ as matrizes de correlagdes.
Neste caso, nao sao utilizados modelos discretizados no dominio do tempo.

Schwarz [43] trata de um método por varidvel instrumental para a identificacio de
sistemnas mecAnicos no domfnio do tempo, em particular, sistemas rotativos. E identificado
inicialmente um modelo discretizado no tempo. Transforma-se, entio, este modelo em um
modelo emn tempo continuo, o qual contém os pardmetros fisicos de interesse.

Uma desvantagem deste método consiste na determinagio indireta dos paradmetros.
Devido ao procedimento de identificagio de wm modelo discretizado no tempo, determina-
se os parametros fisicos através de uma transformagao numérica, que leva o modelo identi-
ficado para um modelo em tempo continuo. Dessa maneira, qualguer informacdo conheci-
da a principio a respeito dos pardmetros, dificilmente pode ser utilizada para incrementar
a precisdo do processo de identificagio.

Kallenbach [22] propde um método, gue trabalha com um modele em tempo continuo
e com varidveis instrumentais sobre a equacio matricial de Ljapunov. Uma identificacio
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direta dos parametros de interesse é assim possibilitada. Entretanto, necessita-se também
das medigdes das excitacbes.

Tse & Weinert [53] e Kubrusly & Lucena [25] dispensam a medicio das excitagbes e
identificam , para um modelo discretizado no tempo, uma forma normal do sistema. To-
davia, a partir desta forma identificada, nem sempre é possivel a obtencio dos parametros
fisicos.

Pode-se encarar a classificagio dos métodos, idependentemente se trabalham com mo-
delos discretizados ou nio, no dominio do tempo, de um forma diferente. Uma classe de
procedimentos fornece os pardmetros baseada na equagio matricial de Ljapunov. A estes
procedimentos denomina-se, neste trabalho, identificacio através da equagdo matricial de
Lijapunov.

A outra classe engloba os métodos que trabalham com modelos discretizados no tempo.
No contexts deste trabalho, a transformacio entre um modelo discretizado no tempo para
um em tempo continuo, significa uma transformagio numérica, que é processada sobre
a matriz fundamental do sistema. Estes métodos serfo denominados posteriormente,
identificacdo através da matriz fundamental,

1.3 Objetivos do Trabalho

O trabalho tem por objetivo o desenvolvimento de procedimentos de identificacio
paramétrica de sistemas mecanicos excitados estocasticamente, onde somente seja possi vel
o acesso as varidveis de estado do sistema, com ou sem perturbacdes de medidas. E
assumido que as medicdes das excitagbes de cardter estocdstico ndo sejam pessiveis de
seremn realizadas. Deseja-se utilizar em contrapartida, dependendo das possibilidades,
informacdes das grandezas de estado medidas, assim como, qualquer conhecimento prévio
da estruturacio mterna da matriz dinfdmica do sistema mecinico.

A andlise é desenvolvida para dois conceitos diferentes: Identificacdo através da e-
quagdo de Liapunov e ldentifica¢io através da matriz fundamental.

O presente trabalho é subdividido em capitulos da seguinte forma:

No Capitulo 2 apresenta-se de forma resumida definicdes, conceitos e formas normais
utilizadas posteriormente, assim como trata dos problemas relativos & transformacio de
um modelo continuo para um modelo discretizado no tempo e sua transformacio inversa.

O Capitulo 3 apresenta a derivagdo da equagao matricial de Ljapunov na sua forma
estendida. E analisado o caso de sistemas excitados estocasticamente por forcas aleatorias,
tipo ruido colorido. Um procedimento de identificagio ¢ apresentado no Capitulo 4,
segundo a formulagdo baseada na matriz fundamental do sistema. Assume-se, entio,
diferentes condigdes sobre o sinal de excitagdo. Inicialmente, trata-se do caso em que a
excitagdo possa ser considerada como do tipe ruido branco e posteriormente estende-se
os conceitos ao caso de ruido colorido. Analisa-se também diferentes configuracoes de
medidas das variaveis de estado,

O problema de identificacio de sistemas, baseado na equagdo matricial de Liapunov é o
tema do Capitulo 5. Aqui procede-se as mesmas analises de casos contidas no Capftulo 4.



No Capitulo 6 apresenta-se alguns problemas de ordem pratica na estimacio das cor-
relagbes entre sinais medidos. Também é analisado um case de estudo, que se constitui
em um sistema rotativo comn 6 graus de liberdade. Trata-se de 3 situagdes diferentes para
a configuracio de medidas do vetor de estados.

Os resultados de simulagio numérica deste rotor sio apresentados no Capitulo 7. Nes-
se capitulo procura-se ressaltar as diferencas entre diversos procedimentos, atentando-se
principalmente a sensibilidade dos resultados finais, em funcéo de dispersdes nas estima-
tivas das correlaghes entre as varidveis medidas.

Finalmente, o Capitulo 8 traz as conclusbes gerais sobre o trabalho, assim como su-
gestdes para posteriores andlises.



Capitulo 2

Descricao Entrada-Saida Para
Sistemas Mecanicos

Considera-se a classe de sistemas mecanicos que possam ser descritos através de uma
equacio diferencial linear ndo homogenea.

Ao se fazer o equilibrio das vérias forgas que atuam sobre os corpos que compdem o
sistema, obtém-se esta equagdo diferencial, que relaciona pardmetros fisicos, aqui entendi-
dos come rigidezes, amortecimentos, massas, etc., as varidveis do sistema {deslocamentos,
velocidades e aceleragbes).

A determinacio destes pardmetros, baseando-se na observacho das varidveis e das
forcas externas, denomina-se identificagdo paramétrica do sistema.

O termo identificacio de sistemas por si s6 tem cardter bem mais abrangente, com-
preendendo, dentre outras coisas, a deferminagdo do modelo mais adequado ao sistema.
Esses modelos podern ser matematicos ou simplesmente empfricos {13].

Para a determinacio dos pardmetros de um modelo, faz-se necessario o desenvolvi-
mento de algoritmos gue operem as varidveis do sistema e as forgas externas, fornecendon
estimativas para os valores dos parametros de um modelo, que no caso do presente ira-
hatho, é uma equagio diferencial.

Esses algoritmos sio desenvelvidos geralmente para computadores digitais e portanto,
os sinais correspondentes s varidveis medidas devem ser discretizados, possibilitando o
seu tratamento num ambiente digital.

A aquisicdo dessas varidvels pelo computador, se da normalmente através de um con-
versor analdgico-digital, que permite o acesso aos sinais em instantes determinados de
tempo. Os vetores, correspondentes as varidvels, sao representados no computador por
uma sequéncia de valores observados nos diferentes instantes de tempo. Dessa forma,
tem-se 08 sinais discretizados no dominio do tempo.

A equacio diferencial que descreve a dinamica do sistema é continua no dominio do
ternpo. Dessa forma, é necessério obter-se um modelo que descreva as relagbes entrada--
saida para o sistema, que seja compativel com o tipo de dados disponiveis, ou seja, dis-
cretizados no dominio do tempo.

A transformacio da equagho diferencial continua no tempo para urm modele discreti-



zado no tempo é baseado no calculo da matriz fundamental do sistema. Os pardmetros
deste novo modelo constituem-se de combinagbes dos pardmetros fisicos de interesse.

A grande maioria dos métodos de identificagio de parametros trabalha com modelos
discretizados, ou seja, procedem & identificagdo paramétrica destes modelos e depois a-
través de uma transformacio inversa, retorna-se ao modelo continuo no tempo, caso haja
interesse nos parametros fisicos.

Este capitulo trata destas operagbes e também da descrigdo de um sistema mecanico
por diferentes bases de coordenadas.

Estes procedimentos, embora colocados aqui num contexto diferente, encontram gran-
de aplicacio nos tratamentos a serem conduzidos mais adiante neste trabalho.

2.1 Equacao de Estado

Seja um sisterna mecanico estdvel que possa ser descrito pela equagio diferencial

ME(t) + PE() + QE(t) = Sult) (2.1)

onde

M é uma matriz quadrada de ordem f denominada matriz de massa,

P ¢é uma matriz (f, f) correspondente as forgas proporcionais a velocidade,
Q é uma matriz (f, f} correspondente as forgas proporcionais ao deslocamento,
S é uma matriz (f,p) de entradas,

u(t) é um vetor p-dimensional das excitagdes ou entradas,

£(1}, £ {t)e £ {t) sio vetores f dimensionals correspondentes aos deslocamentos,
velocidades e aceleracBes respectivamente. O ponto sobre as varidveis em (2.1)
indica derivacio em relagdo ao tempo.

(onsidera-se o vetor de estado x{?} composto por

£(t)
x(1) = i {2.2)
£()
A equagho (2.1) pode ser reescrita como
x(t) = Ax(t) + Bu(t), (2.3)
oM
A= 0 I - [ Osn Yo }
-M7g ~-M"'P Avyp Ay
e

0 0
B o = {f‘P} } .
[ M-8 ] [ Biym
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Assim, A € uma matriz quadrada de ordem n = 2f e é denominada matriz do sistema.
B & uma matriz (n,p) de entradas. A submatriz I significa matriz identidade.
Associada & equacgdo do sistema (2.3) escreve-se a equagio de medidas

y{t) = Cx(1), (2.4)

onde y{1) é um vetor m-dimensional das varidveis medidas e C € uma matriz {m,n)

de medidas.
A solugio da equagBo do sistema (2.3) é dada por [44]

X(t) = &1, )% + | “®(t, 7)Bu(r)dr, (2.5)

com X, = X{t,).
A matriz fundamental $(¢,1,) satisfaz a seguinte equagio matricial diferencial ho-
mogénea,

d‘ .
EE‘I’@’%) = A®{,1,), (2.6)

com a condigdo inicial

B(t, t,) = L (2.7)

A matriz fundamental possul as seguintes propriedades,
@(ig,tl)@(ti,to) = @(ﬁz?fo) 3 \?f tg,tl,fg} (28)

Bt 1,) = B(L,, 1), Vi, i, (2.9)

A solugao para a matriz fundamental ®(¢,1,} é indicada através da fungéo exponencial
mabricial.

B(1,1,) = At {2.10)

A funciio exponencial matricial (2.10) pode ser representada por uma série de poténcia
convergente,

00 Ay
A = E%l . (2.11)

F=(

Na pratica existem diferentes formas de se calcular esta exponencial. Algumas solugbes
séo mals estdveis, mais precisas que outras, do ponto de vista numérico. Em [28] encontra-
se uma descricio abrangente de métodos e uma discusséo de vantagens e desvantagens de
cada um deles.



2.2 Observabilidade ¢ Controlabilidade

Seja um sistema dindmico invariante no tempo, descrito por
(1) = A%(t) + Bu(), (2.12)

¥(t) = Cx(1), (2.13)

onde X{t) ¢ um vetor n-dimensional, G(t) é um vetor p-dimensional e o vetor de medi-

das y(t) tem dimensdo (m,1}. As matrizes do sistema tem dimensdes coerentes com as
definidas para os vetores.

Monta-se a partir de {2.12) e (2.13} a matriz de observabilidade

[ €

CA
=2

Q= | CA) |. (2.14)

| A" |
Teorema 1 O sistemma (2.12) € dito completamente observdvel, se e samente se

posto £ = n.

O teorema 1 indica que, se existemn n hinhas linearmente independentes em (2.14), a

dindmica do sistema em analise pode ser observada completamente a partir das varidveis
medidas y(t} {44].

Definicio I Um sisiema completamente observdvel € chamado eratamente observduel,
se € 8¢ se, as primeiras n linhas da matriz de observagdio £ em (2.14) forem linearmente
independentes [{6].

Desta forma, para nm deferminado sistema, define-se condigbes sobre a matriz de
medidas para garaniia da observabilidade do mesmo. Pode-se conduzir um tratamento
parecide também para outro conceito. Este relaciona-se a controlabilidade do sistema,
que define se, a partir de uma dada matriz de entradas B, ¢ possive! influenciar em toda
# dindmica do sistema.

A partir das matrizes A e B monta-se a matriz

E - [Ia‘ :AB: (KB ... (X)“”‘“B"] . (2.15)

Teorema 2 O sistema (2.18) € dito completamente controldvel, se ¢ somente se [{4]

posto E=n



As demonstragbes dos teoremas 1 e 2 podem ser encontradas em textos relativos a
sistemas dindmicos [44, 49].

Nao ¢é de interesse do presente trabalho aprofundar-se mais nestes conceitos, pois da
forma com que s8o apresentados nesta segdo, sdo suficientes para a andlise dos passos
futuros do trabalho.

2.3 Formas Normais da Equagao de Estado

Sistemas dinamicos descritos na forma das equagbes (2.12) e (2.13) podem também ser
representados de diferentes maneiras com a mudanga de coordenadas do vetor de estado.
A essas diferentes formas denomina-se formas normais da equagdo de estado, ou seja,
formas com diferentes bases de coordenadas.

Corm outras bases de coordenadas, a descricio entrada-saida do sistema € alterada e
assim também as matrizes do sistema, de entrada e de medidas.

Escolhendo-se adequadamente uma nova base de coordenadas, pode-se conseguir ou-
tras matrizes A*, B* ¢ C* com estruturac&o interna particular. Num procedimento de
identificacho escolhe-se determinadas bases, através de transformagdo de coordenadas,
que conferem a essas malrizes, estruturas simples, do ponte de vista da elaboracio de
algoriimos para estimacio dos parametros.

Sistemas mecénicos descritos como em {2.3) e (2.4) j& possuem uma estrutura interna
especial das matrizes dindmica e de medidas.

Ac longo deste trabalho utiliza-se intensamente esta particularidade inerente a siste-
mas mecanicos. Frn alguns casos tratados nos capitulos seguintes, esta estrutura especifica
pode desaparecer. Entretanto, é possivel obter-se uma forma normal especial, aplicando-
se uma transformacio de coordenadas. A estrufura desta transformacgio é objeto desta
SECHO.

Seja um sistema dinamico de ordem n, exatamente observavel e descrito pelas equacdes
(2.12) e (2.13}

Escolhe-se entdo, na matriz de observabilidade £ em (2.14), as primeiras n linhas para
a montagem da mairiz de transformacao T. Sendo o sistema exatamente observivel, a
matriz T nio é singular, e assim a sua inversa T~ existe.

{Operando-se a transformaciao de coordenadas

x*=T% (2.16)
sobre o sistema (2.12) e (2.13), obtém-se

%(8) = A"x*(2) + B u() (2.17)

y(1) = Cx*(1). (2.18}
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Em (2.17) e {2.18) valem as seguintes relacdes

A* = TAT, (2.19)
B*=TB, (2.20)
C=CT. (2.21)

As matrizes A® e C” possuem entdo as seguintes estruturas internas especiais [46].

O(nw—m.m) I(ﬂ—m,ri.--m)
A* = , (2.22)
A;{m,m) A

»
2{mn—m)

C“=[I{m,m; 5 O(m,n»m}}- (2.23)

A demonstracho desta propriedade basela-se no fato da matriz de transformacéo ser
formada pelas primeiras n linhas da matriz de observagio ¢ a partir das relactes {2.19) e
{2.21) chega-se as estruturas especiais (2.22) e (2.23).

A nova matriz de enfradas B* ndo apresenta, em contrapartida, nenhuma estrutura
interna particular.

Quando m = [ em (2.22), a estrutura interna de A* é idéntica a de sistemas
mecanicos descritos em (2.3). Nota-se, portante, que da prépria modelagem destes siste-
mas, ji obtém-se uma forma normal especial.

Aplica-se este tipo de transformacdc de coordenadas ao sistema descrito em (2.3) e
{2.4) considerando uma matriz de medidas dos deslocamentos dada por

C={15y i 0upl- (2.24)

A matriz de transformacio T, formada a partir das primeiras n linhas da matriz de
observabilidade (2.14) serd, portanto,

Y O ]
T=| : 2.25
[ 0O Iyp (2:25)

ou seja, ¢ sisterna permanece inalterado. Este fato vem salientar mais uma vez a proprie-
dade inerente para sistemas mecanicos, quanto a estrufura.

Caso a submatriz I emn (2.24) fosse de ordem malior que f, a ohservabilidade exata do
sistema Dao seria mais garantida e a matriz de transformacao T, formada a partir das
primeiras n linhas em {2.14}, seria singular. Este fato vem demonstrar que medidas de
deslocamentos e das correspondentes velocidades sdo redundantes e observam subespacos
semelhantes em sistemas mecanicos.
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Este fato j foi salientado em [43], onde demonstra-se que apenas com as medicdes dos
deslocarnentos em sistermnas mecénicos, pode-se garantir a observabilidade completa do
sistema. Em [39] esta andlise € mais abrangente, permitindo a montagem do vetor y(t)a
partir de medidas alternativas de deslocamento, velocidade ou aceleragio para cada ponto
do sistema mecinico considerado.

Para os casos em que a submatriz I em (2.24) tenha ordem menor que f, ou que
a matriz  tenha estrutura interna genérica, nada se pode concluir em principio, com
respeito a observabilidade exata ou nio do sistema.

Esta andlise dependerd das estruturas internas das submatrizes A; e A, em (2.3}, no
caso de sistemas mecinicos.

Em todo o desenvolvimento futuro deste trabalho utiliza-se a forma (2.22) e (2.23) para
a derivagao dos algoritmos de identificagio paramétrica. Dessa maneira, busca-se estimar
os parametros das submatrizes A} e A3, Como ja foi discutide, caso sejam feitas medicdes
de todos os deslocamentos para um sistema mecénico do tipo descrito em (2.3) e (2.4},
essas Inatrizes sao as mesmas que contém os pardmetros fisicos A; e A,. Entretanto, caso
haja wma variacdo na estrutura da matriz de medidas, como por exemplo, com medidas
alternadas de velocidades e deslocamentos, ou mesmo uma variagéo na matriz do sistema,
as submatrizes A] e Aj podem ndo apresentar uma relacio tao simples com as matrizes
de (2.3} e (2.4). Neste caso, deve-se proceder a uma transformacio inversa, ou seja, partir
de uma estrutura estimada na forma (2.22), (2.23) e voltar ao sistema original através da
transformacio inversa a (2.16).

Esta matriz de transformagao néo é conhecida também, dado que ela prépria depende

da matriz do sistema A. Contudo, sabe-se a sua regra de formacio a partir da matriz de
observabilidade (2.14}.
Sabe-se também que a partir de (2.19),

TA = A'T. (2.26)

A matriz de transformacdo T é formada a partir das primeiras n linhas da matriz
(2.14) e tem relagio com A. A matriz A* pressupde-se estimada de alguma maneira por
métodos de identificagho paramétrica,

Deve-se trabalhar agora sobre a equacio (2.26) e extrair daf relagdes que permitam a
determinagao unica dos pardmetros da matriz A original.

Estas relagbes podem ser lineares ou néo lineares nos pardmetros fisicos, dependendo
do nivel de reducao no mimero de parametros que se obtém com a aplicacdo da transfor-
magao {2.16}.

Em [38] este problema é tratado como reconstrugdo da forma original e se analisa
diferentes casos.

Esta tematica serd tratada amplamente no capitulo 3. Serfo observadas limitagGes
guanto ao namero de medidas minimas necessarias para que a reconstrugao do sistema
original ainda seja possivel, apenas através de relacbes lineares nos pardmetros.

No capitulo 6 apresenta-se a andlise de wm caso em que, através da utilizacio da
estruturacdo interna das submatrizes A; e A,, pode-se diminuir ainda mais o pimero
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minimo de medidas e com isto aumentar a concentracho de parimetros na forma (2.22).

2.4 Discretizagao da Equacgao de Estado no Tempo

Até agora tratou-se somente da analise de sistemas descritos em tempo continuo.
Entretanto, como j& fol salientado, para a utilizacdo de computadores digitais no pro-

cessamento dos sinais, muitas vezes torna-se necessdria a descrigao de sistemas de forma
discretizada no tempo.

Considera-se o intervalo de tempo de analise compreendido entre os instantes 1; e 544,
onde

t = H{kAL), k=0(1)n, (2.27)
sendo Af o tempe de discretizagdo do sinal medido.

O vetor de entradas u(f) em (2.3) € assumido constante no intervalo (¢4, trqy ) de forma
que

u{t) = u(ty) =ulk) para tp <t <ipy. (2.28)

A solugho do sistema neste intervalo é dada por (2.5}
1
X(tee1) = e3¥x(1) + j At u{s) ds . {2.20)
i

Pode-se reescrever a equacao {2.29) da seguinte forma [1}

{1} = Fx(t) 4+ G ulty) {2.30)
e & equagac de medidas
¥(tesa) = Cx(t) (2.31)
onde
| {2.32)
e
G = ]ﬁ At_ eMat-8 1B | {2.33)

No caso em estudo, em que a matriz A do sistema é regular [1},

G=A"YF-I)B. (2.34)
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Observa-se que, devido as operagdes nio lineares em (2.32) e (2.33), a estruturacho
interna especial da matriz A para sistemas mecanicos é deteriorada. Entretanto, pode-se
retornar a essa estruturagéo aplicando ao novo sistema discretizado, a transformacio de
similaridade descrita na se¢do 2.3, dado que a matriz de medidas C néo ¢ alterada pela
operacao de discretizacio.

Para a obtencio das matrizes F e G em {2.30) necessita-se do célculo da matriz
fundamental {2.32). Como j3 foi salientado, existem diversas formas de se calcular nu-
mericamente esta exponencial matricial. Diversos métodos sio descritos em [28]. Bons
resultados podem ser obtidos a partir do algoritmo scaling & squaring descrito detalha-
damente em {28].

O algoritmo baseia-se no fato de que a aproximacio por série de poténcia,

= (AAD)F
eM*:}_j( o ) (2.35)
k=D *

apresenta erros e custos computacionais crescentes para |[|A}JAt também crescente. Aqui
HAll representa a norma da matriz A. A idéia & de se representar a fungio exponencial
matricial como

eAﬁt - (EAAt[a)a ; (236)

e de se escolher ¢ como uma poténcia de dois para a qual a fungio exponencial escalada
possa ser calculada eficientemente.
O inteiro a € escolhido como a menor poténcia de dois que satisfaca [28]

IAA|fa < 1. (2.37)

Satisfeitas as condicbes (2.36) e (2.37) o algoritmo ndc deve apresentar problemas
nUMEericos.

A manutencio das propriedades de conirolabilidade e observabilidade do sisterna des-
crito por um modelo discretizado no tempo, depende basicamente da escolha do tempo
de discretizacdo em conjunto com os autovalores do sistema 43, 38, 1]. As condigdes ne-
cessérias e suficientes sio satisfeitas pela escolha de um fempo de discretizacio méaximo,
gue satisfaga também a transformacio de retorno ao modelo em tempo continuo, Esta
transformacao € tratada a seguir.

2.5 'Transformacgao de Volta para o Modelo em Tem-
po Continuo |

O problema que se coloca agora € o do retorno a forma continua no tempo. Parte-se de
um modelo discretizado {2.30) e (2.31} que, por exemplo, tenha sido identificado através
de um método especifico de identificagio de sistemas. Deseja-se retornar & forma continua
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no tempo para a determinagio dos pardmetros fisicos de interesse, presentes no modelo
gontinue.

Formalmente este retorno se da, partindo de (2.32}, pela operagéo

1
A=—lnF. (2.38)

Devido ao fato de ter-se assumido que a entrada do sistema é constante por partes e
sendo a matriz A do sistema, regular, pode-se escrever para a matriz de entrada B {43):

B=(F-I'AG. (2.39)

Nota-se de (2.38) e (2.39) que o problema central ¢ a determinagdo da matriz A.
Novamente aqui, pode-se determinar A a partir de uma aproximacio por série sobre a
matriz logarftmica em (2.38). Entretanto, existem algoritmos opcionais que apresentam
vantagens em precisfio e tempo de convergéncia. Em [52] sugere-se a utilizagdo da relagéo

InF = 2 arctanhV = ln[(I+ V){I- V)], {2.40)
de onde obtém-se
V= (F+1) HF-T1). {2.41)

0 cileulo numérico da matriz logaritmica é obtido da série

o
1
InF = 2arctanhV = 2 E S A R (2.42)
e 2k 4+ 1

Para qgue a série {2.42) seja convergente € necessario impor determinadas condigoes
de contorno sobre os autovalores da matriz F. Os autovalores de F estao correlacionados
aos autovalores de A através do tempo de discretizacio At [43]. De Schwarz e Roether
[43, 38] extrai-se como condi¢o para o tempo de discretizagdo maximo

Aty < min{z’}% (2.43)

3

onde w; € a i-ésima frequéncia natural de interesse.
Alguns autores [48] sugerem, como condigio adicional, que a norma espectral

HAAL| < 0,5, (2.44)

o que garante também a estabilidade numérica, devido a erros de arredondamento.

(aso F seja wma matriz com estruturagho interna especial, por exemplo, segundo a
forma normal descrita em 2.3, através da transformacio para o modelo continuo, nio
observa-se mais esta forma na matriz A.
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Entretanto, retorna-se a forma normal egpecial, aplicando-se sobre as mairizes obtidas,
a transformacio de coordenadas descrita em 2.3.

2.6 Identificacao de Sistemas Mecanicos

O problema de identificaghio de sistemas mecdnicos, como formulado por [43] pode
ser apresentado simplificadamente da forma ilustrada na figura 2.1. Considera-se um
sistema mecanico excitado por uma entrada u(t) medida, cuja resposta y(¢) também
possa ser medida. Presentes na entrada, ao lado de u(t) medido, estio as perturbagbes
nio mensuraveis w(t). Também ao lado das saidas medidas y(¢), tem-se perturbagbes
nio controladas v{t). Procura-se, entlo, um modelo matematico que se ajuste, o methor
possivel, ao modelo real, segundo um determinado critério. O modelo obtide contém
estirnativas para os parametros reais.

O procedimento de identificagdo € descrito de uma forma bastante genérica por {38] e
compreende os seguintes passos:

1. Modelagem tedrica do sistema mecanico
2. Determinacao do numero minimo de medicles
3. Escolha da configuragiio de medigbes para o sistema especifico.

4, Determinacio do tipo de forma normal a ser identificada no dominio do tempo
discreto.

o

. Identificacko paramétrica a partir dos sinais de entrada e saida discretizados no
tempo.

6. Transformacéo inversa, modelo discretizado no tempo para modelo em tempo con-
tinuo.

7. Reconstrucio do sistema original a partir da forma normal identificada.

Esta metodologia fol Intensamente analisada e apresenta resultados bastante satis-
fatdrios na obtencio de estimativas consisteutes dos parametros reais.

Embora este procedimento seja comprovadamente eficaz, inclusive para sistemas exci-
tados estocasticamente, ele pressupde a necessidade de medicio das excitacdes u(t). Esta
medicao, para alguns tipos de sistemas, pode nao ser de facil realizagic, como por exem-
plo, excitaches de cardter aleatdrio atuantes na estrutura de uma aeronave em véo, ou no
contato agua-turbina em uma maquina hidraulica, como ja salientado anteriormente.

Nestes casos, tem-se acesso muitas vezes is saidas do sistema, o qual pressupostamente
¢ excitado por forcas de cardter aleatério.

A descricio das relagdes dindimicas, assim como a andlise de possivels procedimentos
especiais de identificacio, que néo utilizam as medicbes das excitagbes do sistema, € objeto
dos capitulos subsequentes.
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Figura 2.1: Representacio esquematica do problema de identificagio
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Capitulo 3

Sistemas Dinamicos Excitados
Estocasticamente

No capitulo anterior foram apresentados alguns tépicos importantes relativos a identi-
ficacio parameétrica de sistemas mecinicos. No final do capitulo apresenta-se um procedi-
mento basico que engloba uma classe ampla de métodos no dominio do tempo. Uma das
caracteristicas desta classe diz respeito a hipotese de acesso por meio de medices, tanto
as respostas do sislerna em estudo, como as excitagdes presentes no mesmo. Qutra carac-
teristica relaciona-se a operacdo de transformacio numérica de um modelo discretizado no
tempo para um modelo continuo no tempo. Muitos problemas em Engenharia podem ser
formulados envolvendo a resposta dindmica de um sistema linear excitado por um proces-
so estocastico. Kstes problemas podem ser tratados também através dos procedimentos
cidssicos descritos no capitulo anterior, Entretanto, existemn formas alternativas para a
caracterizagdo de um processo deste tipo que podem apresentar vaniagens em relacho &
gistematica ja vista. Por exemplo, dependendo do tipo de excitacdo, a necessidade de me-
digdo direta da mesma pode ser dispensada. Para determinados sistemas, esta vantagem
se coloca como uma condigho necessiria, dada a impossibilidade fisica de acesso as forgas
de excitacao.

Neste capitulo analisa-se a resposta de sistemas dinamicos lineares excitados por pro-
cesso estocastico. A principio assume-se que a excitagdo seja wm processe tipo ruido
branco. Esta hipdtese ¢ uma 1dealizacio tedrica n&o verificada em sistemas reais. Dessa
forma, estende-se numa segunda elapa, a andlise para processos do {ipo ruido colorido
como excitagio. Estas excitagbes sdo obtidas a parfir de um filtro, ou seja, da resposta
de um sistemna dindmico excitado por ruide branco.

Trata-se também no final do capitulo da obtencido de modelos com caracteristicas
especiais através de transfomagao de coordenadas.
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3.1 Resposta de Sistemas Dinamicos Excitados Es-
tocasticamente

Considera-se um sistema qﬁe possa ser descrito na forma da equagio (2.3), ou seja,
%x{t) = Ax{1} + Bu(t). {3.1)

O vetor u{t) é assumido como sendo um processo estocastico do tipo ruido branco,
com as seguintes caracteristicas,

e{u(t)} =0, (3.2)

efu(tiyn’ (t2)} = Ruu(ts, t2) = Wuu(t1)6(t: — 12), (3.3)

onde R, é a matriz de correlagdo do ruido u(t) entre os instantes ¥y e 13, ¥ (%) é uma
matriz de intensidade do ruido e é € uma fungdo delta de Dirac.

A condicio imposta ao sinal de entrada € de dificil observagio para sistemas reais, dado
que, segundo a equagho {3.3) ndo deve haver correlagio entre dois instantes de tempo #;
e t;. Esta condigho serd modificada em tratamento posterior, permitindo que uf{t) seja
caracterizado por um processo ruido colorido, ou seja, correlato no tempo.

A solugio da equagio dindmica (2.3} € representada por (2.5). Calculando-se o valor
médio dos dois lados da equacio (2.5), obtém-se

i
m, (1) = B(t, toym,(to) + f B(t, s)Bm,(s)ds. (3.4)
g
Este resultado pode ser considerado também como solugio da equacio diferencial

{1} = Amg{t) + Bm,{t}, {3.5)

gue pode ser obtida diretamente de (2.3).
Para o calculo da matriz de correlages

Roo{t,t + 7) = Rou{7) = efx()xT{t + 1)}, (3.6)

substitui-se a equagio {2.5) e assumindo que ndo haja correlagio entre x(%p) e u(t)
para t > 1, obtém-se [27]
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R..(7) = ®(tt)R..{te)®7 (34 7,10) +
t pir
+ ft £ B(t1, $1)BRuu(s1, 5)BTRT (¢ + 7, 85)dsadss. (3.7)

Utilizando-se as regras de integragdo para a funcdo delta de Dirac e sob a hipdtese de

que u{f) é um ruido branco, a relagio {3.7) torna-se
B t
Roo(7) = ®(t, to)Rup(to) BT (2 + 7,t0) + l (1, )BW,.(s)BT®7 (¢ + 1,5)ds,  (3.8)

para 7 > 0.

Diferenciando-se a relagio {3.8) chega-se & Equagdo Mairicial de Ljapunov generaliza-
da 2, 27],

AR, (1) + Roe(r)AT + BW,, (1)BTeA™™ = R, (7). (3.9)

Considera-se agora que o vetor de entradas u{?) seja um processo aleatdrio estacionario
no sentido amplo, assim

¥..(t) = ¥,, = constante, (3.10)

e dessa forma para algum tempo de funcionamento do sistema {estado estacionario}, a
resposta x{1) serd, entho, um processo estaciondrio também. Com isso, a derivada no
tempo da matriz de correlacdo em (3.9) € nula, tornando-se a equagio:

AR..{7) + Rua( AT = —B¥,,BTeA™". (3.11)

Para v < 0 a equagdo {3.11) torna-se

AR,.(7) + Roo(r)AT = A B¥, BT, (3.12)

Para 7 = 0, da equacéo {3.11) obtém-se

AR (0} + R (0)AT = -BY,, BT, (3.13)
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que se constitui base de formulacio de algoritmos de identificacdo por alguns autores
24, 55, 56, 54].

A partir da equagao (3.8) pode-se verificar o validade da seguinte relagio entre matrizes
de correlacio para diferentes defasagens no tempo 7, 7; [27],

R;m(‘rj) = RIx(Tg)éT(Tj,fg) para ’Tj 2 Tiy (3.14)

oo

&7 (15, 7:) = eAT0v, (3.15)

Deve-se atentar para o fato de que as equacdes {3.9), (3.14) e suas derivadas sdo validas
somente-se u{t) for um processo ruido branco.

3.2 Ruido Colorido como Sinal de Excitacao

Se u{t) é um ruido nio branco, pode-se modelar u(t) como sendo a saida de um
sistema dindmico semelhante, na forma, ao da equacio {2.3), o qual € excitado por uma
entrada tipo ruido branco. Pela composicdo desta equagho dindmica com a equagao do
sistemna sob estudo, obtém-se um modelo aumentado que tem como entrada um ruido
branco. Assim sendo, as relagbes derivadas até aqui continuam vélidas com matrizes A e
B diferentes. A seguir é apresentado detalhadamente este procedimento.

Seja um sistema dindmico descrito pela equagao

3(t) = Raf(t) + Sw(t), (3.16)

onde z(t) é um vetor de estado ¢-dimensional, R é uma matriz (¢,%) regular ¢ S é uma
matriz (¢, 8) de entradas.

O vetor de entradas s-dimensional w{¢) é um processo ruido brance com as seguintes
caracteristicas, '

e{w{ti} =0, (3.17}

e{w(t)WT(t +7)} = Ruu(t) = T (7). (3.18)

O processo u(t) de entrada na equaciio dindmica (2.3) € um processo colondo, que €
gerado a partir de

ult) = H,z(t), {3.19)

onde H, representa uma matriz (p,1).
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FORMA MECANICO

Figura 3.1: Diagrama de blocos de um sistema mecénico excitado por ruido colorido.

Reescreve-se agora uma nova equacgao dinamica com o vetor de estado

x(t)

X(t)=9 - 1, (3.20)
z(t)
a partir das equagbes (2.3}, (3.16) e {3.19) para obter-se
XME) = A'xM(1) + B*w(t), (3.21)
com
A : BH, 0
A= .. ., B =]|-|. (3.22)
o i R S

A equacfo (3.21) representa um sistema excitado por urn processo ruido branco, onde
esté incorporado o sistema dindmico que gera a excitaggo u{t) do sistema mecénico. A
matriz dindmica A" € quadrada de ordem (n + ) e B™ é uma matriz (n + 1, s).

O diagrama de blocos da figura 3.1 representa, de forma mais clara, a geracio do
processo u{l} através da saida de um sistema dindmico, aqui denominado, filtro de forma.

3.3 Representacao Alternativa de um Sistema Ex-
citado por Ruido Colorido

Foi visto anteriormente que considerando-se processos de excitacio tipo ruido colorido,
surge uma equacao dinamica do processo como um todo ¢ um novo vetor de estado
aumentado. A pova forma da matriz dindmica presente na equagio {3.21) nio apresenta
mais a caracteristica tipica de sistemas mecanicos vista no capitulo 2. Entretanio, esta
forma. especial pode ser recuperada pela transformacio de coordenadas como a descrita
na segido 2.3, Esta transformagio envolve também a matriz de medidas do sistema, ou
seja, a forma como este novo sistema aumentado € observado.
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Figura 3.2: Diagrama de blocos do sistema mecinico excitado por ruido colorido e com
perturbagdes nas medidas.

Considera-se agora que somente uma parte do novo vetor de estado {3.20) é medida.
A parte observada corresponde as m varidveis do vetor x(t) perturbadas por um ruido
v(?) ndo medido , ndo branco e gerado da saida 2(t) do filtro de forma (3.16).

A equacdo

v(t) = Hoz(1), (3.23)

descreve a maneira como v(t) é obtido, através da matriz de acoplamento H, de dimensao
{rn,t}.
Assim sendo as varidveis medidas sBo descritas da seguinte forma
¥(t) = (1), (3.24)

com

c=[c:mul, (3.25)

onde C tern dimensao (m,n).

0 diagrama de blocos da figura 3.2 ilustra de forma mais clara estas relagdes.

Para a obtengiio de forma normal do tipo descrito em 2.3, monta-se a matriz de
transformacio T, a partir das primeiras (n + 1) linhas da matriz
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G&
CrA"

=] C@A)y | (3.26)

(A* )n+t—1

Para o caso em que i = n, a matriz de fransformacio torna-se, atentando-se para as

equagbes (3.22) e (3.25),

C H, 1
T= . (3.27)
CA CBH,+H,R

A matriz de transformagio deve ser regular, ou seja, as primeiras {(n + {} linhas da
matriz §1 em (3.26) devem ser linearmente independentes. Esta condigio se traduz na
necessidade de que o sistema aumentado seja exatamente observivel,

Uma comprovacio genérica desta condigio é bastante dificil de ser conduzida, pois
além do ndc conhecimento prévio dos elementos das matrizes do sistema mecénico, nao
se tem conhecimento especialmente das matrizes do filtro de forma e das matrizes de
acoplamento H, e H,.

Com a condugho da transformacio sobre a forma de estado estendida (3.21), (3.24)
chega-se & nova representagao

(1) = Agk(t) + Bowl{t), (3.28)
¥{t) = Co(2), (3.29)
O
0 Iy
Ag(we,n-pt} = . e s
| Aoty Acrm, {3.30)
] Sﬂ‘ltzza}
Bﬂ(,ﬂ.g,,) ces
L. Seg{m,s)
@

24

:



Comminy = [ Enm) @ Om) ] s J=n+t-m, (3.31)

O novo vetor de estado %{2}, (n + {)-dimensional € dividido em duas partes

Xom )
X(t)=< - ¢, (3.32)
&t
onde Xm (1) é um vetor m-dimensional, que devido as equagdes (3.24) e (3.27) é o préprio
vetor de medidas y(£).

Com esta nova representacdo de estado tem-se novamente a estruturacao interna. es-
pecial da forma normal do tipo descrito em 2.3,

O trabalho tem por objetivo a identificagio da matriz Ay, a partir da observacéo das
medidas y(2)}, através de métodos descritos nos capitulos subsequentes. A estimacio dos
elermnentos das submatrizes Ag; € Age contudo, ndo fornece diretamente os parametros
fisicos procurados, contidos nas submatrizes da mairiz dinamica A do sitema mecinico
{2.3).

Os pardmetros estimados estdo relacionados aecs pardmetros procurados através da
transformacio de varidveis T. Conhecida a estrutura desta matriz de transformacio, pode-
se retornar & forma original (3.21) pela operacdo imversa. Esta temdtica serd abordada
separadamente mais adiante.

3.4 Transformacao Inversa

O problema a ser abordado neste momento, consiste em verificar as condigbes neces-
sarias para que seja possivel retornar-se ao sistema original {3.21), a partir da identificagio
da matriz Ay constante na equacho {3.28). As possibilidades de soluco estio rigidamente
ligadas & estrutura da matriz de medidas C em (3.24), pois ela é responsdvel pela forma
com que a matriz de transformacdo T ¢ montada.

Uma formulacio geral na forma matricial em blocos serla bastante complicada para se
derivar & nio se poderia visualizar as operactes facilmente. Por esta razio analisa-se dife-
rentes casos limites, para os quais o problema da transformacio inversa e a correspondente
determinagio de nma tnica matriz A (2.3) ainda é possivel.

3.4.1 Medicao do Vetor de Estado Completo

Inicialmente considera-se que o vetor de estado do sistema mecanico x{t) possa ser
completamente acessado, ou seja, na equagdo (3.25) tem-se

m=n, C=Ilyny (3.33)
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No processo de transformacao inversa, a ordem ¢ do processo gerador dos ruides ccupa
uma posicio decisiva, pois & construgio da matriz de transformagio, a partir da matriz
§2 {3.26), depende também da ordem do filtro de forma.

Tem-se agora dois casos importantes a serem analisados. Primeiro, quando a ordem
do filtro 1 € menor ou igual ao mimero de graus de liberdade f e num segundo caso quando
F<t<n,

A:Caso 01 S

A partir da matriz §2 em (3.26) com {3.22), pode-se montar a matriz de transformagio
correspondente na forma

Ly 1 Oun ¢ Hu
T(n+£,ﬂ.-{-ﬁ} = O{f‘f) I(f-f} H:uz 3 (334)
[ 0wy P Eup ¢ Uy

onde H,,, H,2 e U sho matrizes desconhecidas e

Egs)= |y : 0 |- (3.35)
A partir da transformacio de similaridade (2.16) sabe-se que a matriz estimada Ao
satisfaz a relagao

Ao = TAT™, (3.36)

& com isto

TA = AT, (3.37)

A equagio (3.37) contém as relagdes necessirias para a deferminacio dos parametros
procurados da matriz A.
Reescrevendo-se a equacio {3.37) na forma expandida, chega-se a
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I(f,f) O{f‘f} i Hy 0(;’,]) I(f..f) . BH,

L Oepy ¢ Tagi® P Uend L Ogp © Oupy ¢ Regy |
' : ' . : ; 1. 338
O 0 Owpn ¢ luw (3-38)

- Lrpy ¢ Oypn @ Hy
& @ %) & & : ;

Aoy ¢ Aoy, 1 Aoy Oz : Knp ¢ Hy

L & 8 & 8 &

1 0{3'.{) E I{f,g)fﬂ U{t,t) i

A partir de Ag, constréi-se trés submatrizes Ag, Aoz e Ags de forma que, a primeira
linha deste bloco de matrizes, se Inicie a partir da {(f + 1)-€ésima linha da matriz total Ag.
As submatrizes Ag; e Agy s0 matrizes quadradas de ordem f e Agy € uma matriz (f,1). As
partes da matriz A, que ndo interessam para a resolugdo deste problema sdo representadas
com o simbolo ©. As primeiras t multiplicagbes de linhas em (3.38) representam simples
identidades. O segundo grupo de relagdes envolvendo a (t -+ 1)-ésima até a f-ésima linhas
ndo apresentam relacbes entre os parametros procurados.

A partir das seguintes f multiplicacbes em bloco, obtém-se

Ay = Ag, (3.39)
Ay =Agp+ A, {3.40}

com. A
Az = [ Ass,, O ] - (3.41)

As equagbes (3.39) e (3.40) contém informacdes suficientes para a determinagio de
todas as matrizes A; e A, (2.3). E interessante notar que, apesar da condicio de que
a excitacio seja um ruido colorido, os par&metros Hsicos podem ser encontrados ainda
diretamente na matriz Ay e em posices bem determinadas.

As iiltimas ¢ multiplicagdes também contém outras relacbes lineares entre os para-
metros procurados e os elementos conhecidos de Ap. Dai, nota-se uma determinada
redundancia na formulagio geral. A dimensdo desta redundancia depende da matriz de
medidas C e da ordem t do filtro de forma.
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Interessante salientar que se ¢ = (, recai-se diretamente no problema de excitagdo tipo
rutdo branco com T = I e portanto Ag = A.

No limite superior, ou seja, I = f, as relacdes de identidade, detectadas nas multipli-
cagbes envolvendo a (# + 1)-ésima até a f-ésima linhas, desaparecem.

Surgem, além das f multiplicagbes mostradas em (3.39) e (3.40), mais f multiplicagdes
envolvendo relagbes com 0s pardmetros procurados,

B:Caso f<i<n

A matriz de transformacio assume, neste caso, a seguinte estrutura

I(n,n} : Hv(n‘;)

Te| ... .. T (3.42)
Ouyy ¢ iy 0 Uy,

LAy 0 Ay Uz,

As submatrizes A, e Ag sio obtidas a partir das primeiras (t — f) linhas das matrizes
A} € J&z.
Analisa-se também, neste caso, a forma expandida para a equagdo (3.37}):
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: Osn ¢ Igpp 1 BHy,
I(ﬂ,n} : H”{n,:) e - . - e
Al(f,:} E Aﬁ(m} : BH,
0¢s.1) Y55 Uiy _
O S S
: A1<=~:.f} Az(sum Uzumm -
Os,n) Lty - .
.. | P b Hy,,
& ® & ® '
Aoy 1 Ao, b Asg, Oy ¢ Yo 0 Uy,
| ® & & ® - _—
! A‘L(w! £ Az(t L0 Ug(;&j )

As submatrizes Ay, e Agy 880 quadradas de ordem f e a submatriz Ay tem a forma
Aoy = [An%.r) P Aoy, g ]

Da multiplicacio em blocos em (3.43) obtém-se

Ay = Ag + Ags Ay, (3.44)
Ay = Ap+ Ap + A Ay, (3.45)

COIN
Aoy = [ Asyyyy + 0 ] g {3.46)

A determinacio de A; e A, segue com
- -1 :
A] = [I b A{;u;] A{)l, (34?)
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~ -1
Ar= 1~ Ao [Aw+ Adl. (3.48)

As multiphcagbes a partir da (1-+1)-ésima até a n-ésima linha, também contém relagdes
lineares com os parametros das matrizes A, e A, contudo ndo sdo em mimero suficientes
para a determinacéo tnica de todos os parimetros. As dltimas ¢ multiplicacdes contém
apenas relagdes n&o lineares com os parametros desconhecidos, o que para uma formulacio
geral se torna dificil.

O problema para o caso em que f <1 < 2f apresenta-se também aqui, como no caso
anterior, hiperdeterminade, ou seja, tem-se mais relagOes lineares do que as necessirias
para a determinagio fnica dos parametros procurados das matrizes A; e A,.

Para o caso em que ¥ = f, recai-se no problema discutido anteriormente. No caso
extremo em que £ = n, ndo se tem mals nenhuma equagio linear redundante, pois em
(3.43) se obteria exatamente f relagdes de multiplicagdo, lineares nos parémetros, o que
seria suficiente para a solugde do problema.

Desta forma, pode-se concluir que na medi¢io do vetor de estado completo, pode-
se permitir, no maximo, que a ordem do filtro de forma seja igual a ordem do sistema
mecanico, ou seja, ¥ = n.

Por outro lado, da andlise feita nos dois casos, nota-se que se a ordem do filtro de
forma for menor que n, aparecemn mais equacdes lineares do que as necessarias para a
determinacio dos pardmetros. Existe desta forma, nma certa redundacia na medicao das
n variaveis de estado do sistema mecénico.

3.4.2 Diminuicao do Nimero de Varidveis Medidas.

A redundancia presente na analise da secio anterior pode ser utihizada, ndc mais com o
intuito de se aumentar a ordem 1 do processo de ruido, mas sim para tentar diminuair a
guantidade de grandezas fisicas a serem medidas.

Assume-se que a matriz C presente na equacéo {3.25) possua a seguinte estrutura

Clm2ry = [ Ympmy @ O ] 5 {3.49)
com f <m<2f.

A seguir procura-se determinar as Himitagdes do problema da trapsformacio inversa,
no sentido de se obter o nimero minimo necessdrio de varidveis medidas, para uma dada
ordem ¢t do processo gerador do rufdo.

Para se visualizar melhor esta questao, escreve-se a equacho (3.37) com a matriz de
transformacdo regular
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I(m,m} : O Hg(m_:)
T =
0(r.1) Lpgy i Uy,
! Al(m Ag(u; U2(L:)
na forma expandida
« _ O(s.5) Lsn
Lpmy : 0 ¢ H,,
Aiu.n AZ(!.!)
Q(f‘f) I(f,.f) Ul{;,a)
G{t,?z)
. chz,f) Kz(m Uz(m -
Liwy @ O
Ok, m+1) Yixn {mm}
AL s sy Avgm || Oup) Y10
& (0 & & ry vy
- i Al(u) Aﬁ(m
O
ko= (2f + t) e {1
e
l=Fk—f

BHUI “

BH:}?

(3.50)

(3.51)

Em (3.51) as submatrizes Ay ¢ A, tem dimensdes (1, f) e sdo obtidas das primeiras

{k — f) linhas das matrizes A; ¢ A,.
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Como j4 foi salientado anteriormente, necessita-se de f multiplicagbes em linha em
(3.51) para obter-se equagdes lineares suficientes para. a obtengio dos pardmetros procu-
rados.

Isto significa que se forem descartadas as iltimas I multiplicacdes em linha, que n3o sio
lineares nos parimetros, as matrizes A, e A; devem ser obtidas das f linkas anteriores.
Ao mesmo tempo, as primeiras m multiplicacoes em linha se traduzem em relagoes triviais
de identidade sem ligagio com os parametros.

Para que estas condicBes sejam satisfeitas, a matriz Ay identificada deve possuir uma
estrutura especial. A dimensio k deve ser igual a m.

Corm isto procura-se em (3.51) fazer com que as primeiras m multiplicacdes em linha
contenbam somente relagbes de identidades triviais, As submatrizes A, e A, sio deter
minadas somente com base nas f multiplicagdes a partir da {m + 1)-ésima linha, ou seja,
semn redundancia.

A condigdo &k = m se traduz em

m=f+1/2 ' para 0 <t <2f. (3.52)

De maneira geral, para a solucio do problema, a relaco

m > f+1/2 para 0 <t 2f {3.53)

deve ser respeitada.

Para o caso particular ¢ = 2f, que j4 foi comentado anteriormente, necessita-se 2f
medidas de acordo com a equagio {3.49), para que o sistema ainda possa ser determinado
exatamente, o que esta de acordo com a anglise do caso B.

Quando ¢ = {, situagiio em que a entrada do sistema mecanico € diretamente um ruido
branco por exemplo, sio suficientes J medidas para a determinacio das matrizes A e
Ao,

Portanto, a redundancia de medicao contida na utilizacio de mais de f medidas é
utilizada para permitir uma complexidade maior ao processo gerador dos ruidos coloridos.

Para uma dada ordem # do processo ruido, tem-se com {3.53) uma condicéo necessaria
para o nimero minime m de medidas.

3.5 Comentirios

Apés os tratamentos de diferentes condicdes e modelos nos itens anteriores, deve-se
salientar alguns aspectos de grande importanca.

® A matriz de transformagio T obtida a partir da equacio (3.26) deve ser regular.
Associada a esta condigio tem-se a necessidade de que o sistema seja exatamente
observavel.

Para preencher estes requisitos ndo basta que a condicio {3.53) seja satisfeita, mas
que a matriz C possua uma estruturacio interna adequada a cada problema parti-
cular, A titulo de exemplo, analisa-se o caso de wm sistema mecanico excitado por
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ruido branco e sem perturbacdes nas medidas. Da condigio (3.53) extrai-se que h4
necessidade de f medidas. Seja, entdo, uma matriz de medidas em (3.25) na forma

C= {I(f,f) L0y |- (3.54)

Com H, = 0 , tem-se a matriz de transformacao

1 0 } On
T | Inn Bun } * .
[ O Lpp | } CA}. (3.55)

O sisterna é exatamente observivel e a matriz T é regular ern (3.55). Dessa maneira,
o sistema satisfaz a todas as condigdes e daf extrai-se que a nova matriz Ay € idéntica
& matriz A do sistema mecanico.

Entretanto, se a matriz de medidas com [ varidveis tivesse a seguinte forma, para
[ par,

Y24y O 0 Orr2.7/2)
C = ) {3.56)
0 Ourasry Ygpagpm O

ter-se-1a, a partir de {3.26), a segninte matriz de transformacio

Ysp0m O 0 0 ]
0 Oreirm gy O
P | - (3.57)
Oiri2.079 O Yip2.5m2) O
i Almu) Azmz‘n J

A matriz T em (3.57) ndo ¢ regular e o sistema com 2 matriz de medidas (3.56) ndo
¢ exatamente observével.

Este resultado ilustra as conclusbes j4 apresentadas em [43, 39] sobre a redundancia
em se medir a velocidade correspondente ao deslocamento de um determinado ponio
do sistema.
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Estas medigSes redundantes ndo acrescentam informagdes sobre o sistema mecinico
e sim sobre o sistema de filtro de forma. Este fato pode ser visto quando analisa-
se, por exemplo, a equagdo (3.34) onde as linhas correspondentes 3 parte de C*A*
somente sao linearmente independentes por diferencas nas matrizes H, eU.

Entao pode-se concluir que, se esta redundéncia é capaz de observar o sistema filtro
de forma, ela pode ser utilizada de forma étima, caso contrério nio.

Nota-se que de (3.51) ainda restam relacbes nio lineares nos parédmetros, que nio
foram utilizadas para a andlise genérica do problema da transformacao inversa. Fan-
tretanto, dependendo da estruturagio interna das matrizes A; e A, estas relagtes
ainda podem aparecer de uma forma simplificada para utilizacio. De qualquer ma-
neira, isto dependerd do problema particular em questdo. Havendo a possibilidade
de se trabalhar também com as estruturas internas de Ay e Ay, pode-se, inclusive,
diminuir ainda mais o ndmero de medidas necessdrias para a identificagio das ma-
trizes do sistema. Esta temdtica serd abordada no capitulo 6 através da analise de
um sistema mecanico especifico.

Até o momento, assumiu-se que a matriz de medidas C em (3.25) é da forma

C{n,n) = [ I(m,m) ;0 ] ’

ou seja, que se pode ter acesso sempre as primeiras m grandezas de estado. Esta
condigdo néo restringe a generalidade do problema, tendo em vista que a partir de
uma estrutura qualquer da matriz C, é possivel obter-se novamente esta estruturacio
especial, através da utilizacdo da transfomagdo de coordenadas descrita na secio
2.3. Esta operagdo foi objeto de anilise por Rother [39], permitindo diferentes
corfiguragbes de medida, inclusive com combinagdes de medigdes de deslocamentos,
velocidades e aceleracBes.

Na analise conduzida a partir da secéo 3.2, assumiu-se um determinado modelo
para ¢ sistema total, que incluiu um mecanismo de geracio de ruidos coloridos
e um mecanismo de atuagdo de perturbagdo is medidas. Contudo, uma andlise
exatamente analoga pode ser refeita levando-se em consideragio outros modelos,
assim como outros mecanismos de interligacio entre os mesmos. Nesse caso dever-
se-ia reanalisar todas as implicagbes no problema da transformacio de um modelo
estimado na forma das equagdes (3.28) e (3.29) para o sistema mecanico (2.3), como
feito a partir da segdo 3.4.

Neste trabalho coloca-se o problema de identificagio paramétrica de wm modelo
na forma das equacles (3.28) e (3.29). Portanto, assume-se que, tanto a ordem
do sistema mecénico em questio, quanto a do sistema filtro de forma gerador das
perturbagdes, sejam conhecidas. A verificagdo prética destas hipdteses é de cardter
bastante complexo e implica ndo somente na determinagdo da ordem do sistema
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global (sistema+filtro), como também na estruturagac interna da matriz de obser-
vagao, Alguns autores propdem métodos para determinagéo da ordem de um sistema
genérico excitado por ruido branco, baseados na andlise do determinante de uma
matriz de correlagBes [53, 25, 18], Para cada variavel medida, verifica-se qual o grau
de correlagdo desta varidvel para uma ordem crescente da matriz de correlacdes.

r
E possivel desta maneira, determinar como cada variivel observa o sistema e assim
se verificar as hipéteses assumidas.

Néao faz parte do escopo deste trabalho esta investigagio, atendo-se, entretanto,
miais & proposta de um procedimento de identificagio, que serd tratado em seguida.
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Capitulo 4

Identificagao através da Matriz
Fundamental de Sistemas Mecanicos
Excitados Estocasticamente

O procedimento apresentado a seguir, baseia-se na utilizagao da relacao (3.14), que
possibilita a estimagio da matriz fundamental a partir da estimacido das matrizes de
correlacao dos sinais medidos.

Através do conhecimento da matriz fundamental do sisterna, pode-se obter, por uma
transformacio numérica, a matriz dindmica do sistema descrito pela equagéo (2.3). Esta
transformacio foi tratada anteriormente na secio 2.5.

Analisa-se, neste capftulo, diferentes configuracdes de medidas e finalmente a infludncia
de um ruide de medigio do tipo aditivo.

4.1 Medigao do Vetor de Estado sem Perturbacoes
e FExcitacao Tipo Ruido Branco

Primeiramente, para elucidagio do procedimento em andlise, frata-se do caso ideal,
no qual o vetor de estado possa ser inteiramente medido sem perturbacoes externas. Pelo
conhecimento dos estados do sisterna é possfvel, entéo, estimar as matrizes de correlagoes
para diferentes defasagens temporais ;. Denomina-se a matriz estimada de correlagles
do vetor x{t) para defasagem 7; por,

-

Reo(m). (4.1)

A partir das estimativas {4.1} pode-se trabalhar sobre a relagao (3.14) e obter-se

‘i’T(Tj, ) = R;;(Tg)ﬁ.xx(’?‘j) para 71 > T, (4.2}
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onde ${7;, 7;) indica a estimativa da matriz fundamental.

O estimador &(r;,7) (4.2) converge para ¢ valor real da matriz fundamental ®(rj,7)
se Rex{7) também convergir para Rg,(r;) {17}, e se R..(7) for uma matriz regular,

As equagbes (2.10) e (2.11) explicitam a relaciio entre a matriz fundamental e a matriz
do sistema A procurada.

A determinagho da matriz A a partir da matriz fundamental torna-se possivel através
da operagio numérica descrita na secio 2.5.

O problerma é resolvido pela escotha adequada do tempo de discretizacio méximo de
acordo com a equagho {2.43).

¥

4.2 Medicao dos Deslocamentos sem Perturbacoes
e Excitacao Tipo Ruido Branco

A solugao aparentemente simples do problema de identificacio apresentado anterioz-
mente & custeada pela forte imposicio sobre as medidas. Exige-se a medigio do vetor de
estado completo, o que normalmente na pritica nao é possivel.

Verifica-se, contudo, uma redundincia na observagdo do vetor de estado completo
(deslocamentos e velocidades) no caso de sisternas mecanicos na forma da equagao {2.3),
como ja referido anteriormente.

A representagio de estado (2.3) associa-se uma matriz de medidas dos estados na
forma

y{t) = Cx{t), (4.3)

COIIL

C=ly,, Ouy |- (4.4)

Das equagbes {4.3) e (4.4) nota-se que somente as primeiras f varidveis de estado, ou
seja, os deslocamentos, sdo observados.

Para & obtencdo de um estimador da matriz fundamental do sistema, somente com a
utilizacio das varidvels medidas y(t), faz-se necessaria a condugio de uma transformacéo
sobre a notagdo (2.3).

Seja, entdo, uma matriz de transformacio com a seguinte estrutura

C

T = (4.5}

C®{r;,7)

Se a matriz fundamental ®(7;, ;) é da forma genérica
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&7, 1) = [ if7m) ol ) } , (4.6)

P37, 7)) Balry,m)
com as equagdes (4.4) e (4.5) obtém-se:

T = (.7 } | .
{ Pranlmnm) By, (mm) (4.7)

Esta transformacdo de similaridade pode ser realizada, se a condicao

posto T =n = 2f [4.8)

for satisfeita.

Esta condicao se traduz na regularidade da submatriz ®,{7;, 1}, 0 que, contudo é
mtito dificil de se provar, dado que a matriz fundamental é obtida numéricamente a
partir da matriz dindmica do sistema.

Aplicando-se a transformagio (4.7), chega-se a um noveo vetor de estado

x(1) = Tx(¢) (4.9)

€ 2 uma nova representagac de estado do sistema (2.3),

%(1) = A%(t) + Bu(), (4.10)
y{1) = Cx{t), (4.11)
com
e e Alu,n K'Zﬁm
A=TAT =] . . {(4.12)
ASUJ) A‘*zf.f}
— = ﬁliﬁp}
B=TB=1} R (4.13)
BQUJ’)
o

{ £(t) }
X(t)=4 - V. (4.14)
& {t)



O novo vetor de estado X(t) possui em suas primeiras f componentes, o vetor das
grandezas de deslocamento £{t) inalterado, enquando o vetor £*{t) ndo mais representa
as velocidades do sistema. _

O objetivo da utilizacio da forma {4.10) e {4.11) é de se obter uma estruturacio
especial da matriz fundamental. O préximo passo, portanto, é de se verificar o que ocorre
com a matriz ®{r;, r).

Através do teorema de Cayley-Hamilton pode-se escrever a matriz fundamental S{r;,7)
como um polindmio matricial em A {29}, ou seja,

®(7;,7) = alinm + A + AT+ 0y AT (4.15)

Demonstra-se facilmente com (4.15) que uma transformacio sobre a matriz A tmplica
na mesma transformagao sobre ®(7;,7;) e assim

®{r;, )= AT o T@{Tj;,n)ﬂ’fq, {4.16)

Desenvolvendo-se a transformagio T, equacio (4.7), sobre ®(1;, ;) de acordo com o
exposto na secio 2.3, chega-se entdo 3 matriz fundamental ®{7;,7;) para o novo sistema
de coordenadas,

s, 014 Yrs (417
T T} = 1§ . . N
@10 (7T) By (75, 7)

Reescreve-se em seguida a equagao {3.14) na forma expandida para a nova, represen-
tagéo de estado (4.9) e {4.17),

Ree(rs) Ree(m) | | Reelm) Ree(m) || 0 B, (m;,7) 4.18)
Ree(r;) Reeln) | | Reeln) Reoln) | L1 &, (r5,7) ' '
Efetuando-se as multiplicagbes, chega-se s seguintes relagdes matriciais
Ree(7;) = Repr{m), (4.19)
Reer (1) = Ree(r)®, (5, 7) + Reeo (1), (75,72, (4.20)
Reeg(r;) = Beee (), (4.21)
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.__T P
Reuee(7;) = Rene(1)8] (75, 72) + Reope ()8, (77, 71). (4.22)

Tendo em vista que se tem acesso somente aos deslocamentos do sisterna, 86 € possfvel
obter estimativas para as matrizes Ree(7),
Supondo que

T =7i+nAt  para n=1,2.. | (4.23)

sende nAl o intervalo de tempo entre as duas defasagens 7; e 7, pode-se reescrever a
equacan (4.20) para n = 1 da seguinte forma

Reg (1 + Al) = Ree(r:)8, (AL, 0) + Ree- ()80 (At 0) (4.24)

e a equacdo (4.19) para n = 1 e n = 2 como segue,

R,gf(?’,‘ + A?‘) = ng*(‘!‘,‘), (425)

Rgg(‘?}; -+ Qi}nt) == R&m(’?{ -+ At) (4.26)

Substituindo-se {4.25) e (4.26) em (4.24) chega-se & equacio

Ree(ri + 208) = Ree(7:), (AL,0) + Ree(r + AT (A1, 0), (4.27)

que contém agora somente relagbes entre as matrizes R que podem ser estimadas e as
matrizes desconhecidas &, (At,0) e B,(AL, ().

Com a escolha de diferentes /s pode-se montar um estimador para as matrizes &, (A1,0)
e “%2 (ﬁt GJ

Por exemplo, adotando-se i = 1 e i = 2 e comt a seguinte simplificacio de notacio

+niAl = Tlitnls (4,28)
obitém-se a seguinie relacio
,_,;,_,T - - -1 y
%, (AL,0) Ree(ri) Reelm) Rep(7s) 420
T S - . .
&, (At,0) Bee(r2) Reelrs) Rig(ma)
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Tendo-se a matriz fundamental ®(At, 0) estimada, por exemplo, pela equagio (4.29),
coloca-se a questdo de como retornar a matriz do sistema A.
O primeiro passo nesta direcéo é de se obter a matriz A a partir da matriz

®({At,0) = exp(AAL)

pela transformagio numérica descrita na secio 2.5.

A relaciio existente entre as matrizes A e A diz respeito & matriz de transformacio T
em (4.7) que, contudo, é desconhecida a principio.

Entretanto, analisa-se a equagdo (4.12)

TA=AT {4.30)
na forma expandida
I O O 1 A, A, i O
=i , {4.31)
@}(?jg’ﬁ') @2(7};,7}‘) Ag Ag A3 A4 @1(’:’3,7‘,’) ‘I"Q(Tj,"?})

com todas as submatrizes de ordem (f, f).

A matriz de transformagio é formada por apenas duas submatrizes desconhecidas, ou
seja ®1(7;,7;) e Ba(7;, 7). Pelas multiplicagdes em (4.31) e apds rearranjo chega-se as
relages

X} + XQ@1 (Tj} T,') = O,é (432)

A®y (7, 7)) = L (4.33)

Das relagbes {4.32) e (4,33) segue-se

=1

i’g(’i"j,?}) = AZ (434)

& (r;,7) = -»X{"Kl. {4.35)

Monta-se dessa maneira a matriz de transformacio (4.7)

e I O
= — e e 1 | . 4.36
—-AziAl Azz} {4.36)
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Aplicando-se, portanto, sobre o sistema (4.10), (4.11) a transformacio inversa & (4.9},
com T na forma {4.36), obtém-se a matriz A dos pardmetros procurados.
A inversa da matriz T descrita em {4.36) ¢

F1 i O "
T = [Xl A, } : {4.37)

ou seja, a operagio de aplicacio da transformacio inversa, para obtencio dos pardmetros
fisicos contidos em A; ¢ A,, é equivalente a transformacio de varidveis sobre o novo

imE

sistema A e B (equagdes 4.12 e 4.13), na forma descrita em 2.3, para obiengio de uma
forma normal reduzida.

Dessa maneira, obtida uma estimativa para a matriz ${A¢,0), processa-se uma ope-
ragao numeérica para a obtencio de A, que nao se encontra na forma normal especial
caracteristica da matriz A. Aplica-se a transformagio de coordenadas de acordo com a
se¢ao 2.3, para obtencio da matriz dinAmica do sistema A

Estas operacbes sao analogas s utilizadas por Schwarz [43] e por Roether [38], onde
analisou-se a identificacio de sistemas mecanicos por um modelo discretizado no tempo
e medigao de entradas e safdas do sistema.

A mesma metodologia foi aplicada aqui, entretanto para um problema diferente. Fun-
damentalmente, neste caso, nio sio utilizadas medigbes das entradas e nem de um modelo
explicito discretizado no tempo. Diretamente a partir das estimativas das matrizes de cor-
relagdes segue-se a determinacio dos elementos da matriz fundamental, Dessa forma, todo
a tratamento é feito em tempo continuo.

Entretanto, a transformacio da matriz fundamental para uma matriz dindmica do
sistema permanece come dificuldade. Esta dificuldade n3o reside no fato da operacic
numérica em si, mas sim na falta de dominio sobre as combinagbes de pardmetros dela
advindos. Esta falta de controle impede, por exemplo, que quaisquer informacoes obtidas
sobre o5 pavémetros (posigdes de zeros, pardmetros conhecidos) possam ser utilizadas
completamente jd na fase de estimacio da matriz fundamental, o que seria altamente
desejivel,

4.3 Excitagao do Tipo Ruido Colorido

Trata-se, nesta seciio, do sistema representado de forma genérica pelas equagdes {3.28)
e (3.29). Estaformulagio, como foi visto, pode representar um sistema excitado, por exem-
plo, por uma sequéncia do tipo ruido colorido. O objetivo serd determinar as submatrizes
Aq ¢ Agy, a partir das medigdes das primeiras m varidveis de estado {3.31}.

Na secao anterior verificou-se a necessidade de se trabalbar com uma forma diferente
da equagho de estado, com o intuito de se obter uma matriz fundamental com estruturagao
interna especial.

Para a obtengio desta forma normal especial procede-se 4 transformacéo de coorde-
nadas
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%(t) = Th(t). (4.38)

A matriz T é construida a partir das primeiras {n +1) linhas da matriz
Co )
CQQU(T_‘;‘;T{)

Q= Codglmn) |, (4.39)

L Co®5 7 1y, m)

Devido a estrutura da matriz Cq em {3.31}, a realizacio da transformacio {4.38) nao
implicaem alteracdes nas primeiras m varidveis de estado no novo sisterna de coordenadas.
A nova matriz fundamental é obtida com

@U(Tj;?,‘) = TQ’{)(T;?,T{)T&I. (44{))

Esta matriz satisfaz também, como (4.16), a relacio

By(r), ) = eBoli=m) = ((TAT iy (4.41)

De acordo com a se¢do 2.3, a matriz fundamental passa a ter a seguinte estrutira
interna especial com a operagio {4.40),

_ Ojm) L.
®o{7;, 7} = e e SR I (4.42)
é{)l[m,n-{—e) (T.? d Ti)

sendo 5 = n -+1 — m.

O procedimento que se segue consiste na estimacio da submatriz D01 {7;,7:) e entéo,
a partir desta, a obtencao da matriz Asg.

A relagio fundamental (3.14) é vilida também aqui, pois através da modelagem do
rufdo colorido, em combinagdo com a representacéo de estado estendida, {3.22), obtém-se
urna formulagdo onde a excitaciio permance como um ruido branco.

Dessa maneira, para a nova representagio de estado X(1), tem-se
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Rz x(7;) = REE(Ti):ﬁg(Tj,T,‘) para T; > 7. (4.43)

O novo vetor de estados X{t) possui em suas primeiras m varidveis, as mesmas varidveis
de estado X,,.(t} do vetor X{1), {3.32).
A matriz de correlacdes Ry 5 possul, assim, a seguinte estrutura,

Rimf'm(Ti}(m,m) Ri(ﬁ){m }
R&_E(Ti) _ 4 _ (4.44)
Ralmidimy  Balmi)yy

Em (4.44) ¢ possivel se obter estimativas somente da submatriz Ry : (7).

Beescreve-se a equacio {4.43) na forma expandida, observando-se as equaghes (4.42)
e (4.44)

R\i‘m-’zm(Tj){ﬂL?m} Rl(Tj){”‘:j}

Bolri)gm  Balzi)y
. (4.45)
Ri.mﬁm(r"){m,m} RI (T‘;)(’“J} (m:j'} —
= @01 (n.-i-t,m)(Tj’ Tf)
Ro(m)gmy  Ralmg, |
51

Da multiplicacio das primeiras m linhas em (4.45) com as primeiras j colunas do
lado direito, percebe-se & existéncia de relacdes de identidade que conferem 3 submatriz
Ri{7 ).y uma estrutura especial.

Para se visualizar melhor estas relacdes considera-se o caso em que j = km (k=
L,2,3,...} e reescreve-se somente uma parte da equagao (4.45) com uma reestruturacio
da submatriz Ry{(7 )i 5,
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| Renon(m) Raigy(ns) --- Rigoy() Ragp(ny) | =

= [ Rimim(7) Bagy(n) -+ Rig-n(n) Rygiy{m:) } X

Opmmy O === 0 '
I{m,m} (446)
x I : ig};(n+t,m}(7ﬁﬁ)
R I(m,m) i
comn todas as submatrizes quadradas de ordem m, excetuando-se &7 (7).
Da equacio {4.46) extrai-se
Rininlm;) = Raimy(7), {(4.47)
Rin(m) = Ryy(n) (4.48)
Ry {5} = Ryyln), {4.49)
1T
| Rapen(n) Ragy(n) -+ Rugen(n) Ryg(n) [ ®alrim) = Ragy(r;)  (4.50)
Considerando 7; = 7; + ni\t, tem-se por exemplo para n = 1
Rigin} = Riz,(n+At), (4.51)
Rio)(r) = Ranan(ni+248), (4.52)
Rie-1)(7) = Rapan(n+ (k- 1)A1), (4.53)
Rinln) = Re,z.(n+ kAL, (4.54)
Substituindo-se {4.51) a (4.54) em {4.50) e chamando-se R,z por R,
[ R(r) Rni+At) Rin+201) - Rin+ kAl | ity Fotimsemy (AF 0) =
= R{n + (k + 1)At).
(4.55)



A equagdo (4.55) indica uma relagdo para estimacdo da matriz ®4, (AL, 0}, a partir da
estimacio das matrizes de correlagbes das medidas de ordem m com diferentes defasagens
no tempo. Como j§ = km, é necessario escolher (£~ 1) diferentes ;s para a montagemn de
um sistema de equacdes minimo para a determinacio de "301('&@0). Entretanto, pode-
se escother mais pontos para obter-se um sistema hiperdeterminado, possibilitando a,
estimagdo por um critério de minimizagio de erro, por exemplo, minimos quadrados,

O desenvelvimento das equagoes, feito sob a consideragio de que a grandeza 7 fosse um
multiplo inteiro do nimero de medidas m, foi unicamente para simplificar a visualizacio
de todos os passos até a obtencio da equacdo do estimador. Para o caso em que j ndo seja
um midktiplo inteiro de m, um desenvolvimento an&logo pode ser conduzido sern majores
problemas.

Novamente aqui, como feito na secao 4.2, a partir da determinacéo de _ﬁm(&t?ﬂ)
obtéma-se a matriz Ay por uma operagao numérica e reduzindo-se esta matriz por urma
transformacéo andloga A realizada sobre a matriz (7, 7:), chega-se & matriz Ay

Entretanto, o problema ainda continua com & obtengio da matriz A do sistema
mecanico, através da transformacio inversa descrita em detalhes na secio 3.4.

4.4 Comentarios

® A identificagio paramétrica da matriz A realizada pelo procedimento da Matriz
Fundamental foi tratada nas secOes 4.1 2 4.3. Foram consideradas diferentes cor-
dicGes sobre o vetor de medidas. O desenvolvimento feito em 4.3 abrange um modelo
mais geral e aplica-se também aos casos descritos em 4.1 e 4.2.

A sequéneia abaixo descreve todos o passos envolvides no procedimento de identi-
ficagao descrito neste capitulo,

1. Escolha de um vetor de medidas y{t} adequado para a observacio do sistema
mecanico em analise, observando as equacdes (3.26) e (3.53).

2. Estimacdo da matriz fundamental Bo(At,0) {equacio 4.42) de acorde com o
estimador {(4.55).

3. Transformagio numérica da forma descrita na se¢ao 2.5 para obtencio da ma-
triz Ag.

4. Aplicagdo da transformacio de coordenadas da forma descrita na secio 2.3,
para obtengéo da matriz Ag com a matriz de medidas Co {equagao 3.31).

oIt

Transformacio inversa da matriz A, para a matriz A, de acordo com o desen-
volvimento feito pa secio 3.4.

¢ lmportante salientar que, devido & transformagio numérica envolvida no passo 3,
perde-se o controle sobre os pardmetros fisicos, ou combinacio deles em Ag. Dessa
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maneira, mesmo que se tenha conhecimento de algum elemento da matriz Ao, difi-
cilmente esta informacio pode ser utilizada no passo 2, correspondente 3 estimacio

da matriz $o{A¢,0).

Nos trabalhos de Schwarz [43] e de Roether [38], onde trata-se da identificacio de
sistemas mecinicos a partir de medicdes das entradas e sajdas do sistema, também
¢ utilizada a transformacio descrita no passo 3. Neste caso entretanto, trabalha-se
com um modelo discretizado no tempo. A matriz dindmica do sisterna discretizado
é F, on seja, a matriz fundamental de acordo com a equagdo (2.32}. A passagem de
F estimada para a matriz A envolve, portanto, a mesma transformacgio numérica.

Na formulagdo desenvolvida neste capitulo nio se tem necessidade de utilizar um
modelo discretizado no tempo, como foi visto. Devido ao cardter aleatério do sinal
de excitagao, foi possivel Jispensar a sua observagio direta e aplicar a relacio {3.14).
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Capitulo 5

Identificagao através da Equacéo
Matricial de Ljapunov de Sistemas
Mecanicos Excitados
Estocasticamente

Pelo procedimento de identificagéo baseado na estimativa inicial da matriz fundamen-
tal, visto no capitulo anterior, tem-se a grande desvantagem de acesso aos pardmetros
fisicos somente por via indireta. Esta condicio dificulia enormemente a utilizacio de
quaisquer informacgdes a respeito de pardmetros conbecidos de antemio. Para sistemas
excitados estocasticamente pode-se, todavia, trabalbar também com a Equacio Matricial
de Ljapunov (3.11) que, em contrapartida, relaciona diretamente a matriz dinimica do
sisterna mecanico com as matrizes de correlacdes de medidas de saida e e também com
caracteristicas do sinal de entrada.

Este conceito j4 foi utilizado por outros autores [24, 53, 54], entretanto, de forma um
pouce restrifa. Neste capitulo trata-se do problema inicial de excitagio tipo ruide branco
e depois estende-se a andlise para sistemas genéricos na forma das equagdes (3.28) ¢ (3.29)
como ja fol feilo no capitulo anterior.

5.1 Medigao do Vetor de Estado sem Perturbacoes
e Excitagao Tipo Ruido Branco

E proposto em [3 7] para esta situagéo, a direta anilise da equagio (3.11) aplicada para
sistemas mecénicos na forma da equacho {2.3), ou seja,
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0 1 Re(n) Rgln) Re(r) Rg(n) 1[0 AT

-+ =
A} Az R&(Tg) R&(T,) Réa(Tf) R&(T‘) 1 Ag'
(5-1)
0 0 AT
e e 7,
¢ B;¥, BT

Na equagao (5.1) todas as submatrizes sio quadradas de ordem f. A partir das
multiplicagbes em blocos e devido & especial estruturagiio das matrizes A e B para sisternas
mecanicos, chega-se as relagdes,

R.E'e(’rg) + Rgé('r;) = 0 (52)

Reyg(n) + Res(r)A] + R ()AL = 0. (5.3)

A equacdo matricial (5.2) representa apenas uma relacéo de identidade e ndo contém
nenhuma ligagio com os parametros das submatrizes A; e Ay

Contudo, a equagao matricial (5.3) apresenta uma ligacio direta entre as matrizes de
correlagbes & os parametros do sistema mecanico. Esta relagio é basica para a derivacio
de uma fungdo de estimagdo.

Com a escolha de diferentes 75, tem-se um ndmero suficiente de equagdes para a
estimativa direta da matriz A.

Por exemplo, com a estimativa das correlagdes para duas defasagens temporais 7 e
3, Mmonta-se uma equacde minima do estimador

6&--77'v, (5.4)

COTL .. .
.1 A ) Ry (n)
) Y ,

' A:f ﬁeé(’rz)

@
i
i

-~

Re(n) Rg(n)

Py

Re(r) By(m)

Apesar da solugido simples para o problema, fol assumido que ndo 86 o ruido de ex-
citacio € do tipo branco, mas também que se tem acesso a todas as varidveis de estado
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{deslocamentos e velocidades). Esta condicio pode se refletir complicada para sistemas
reais. Sabe-se também que existe uma redundincia de informagio nas medidas de des-
locamentos e correspondentes velocidades, como visto em tratamentos anteriores. Esta
redundancia é objeto de exploracio da Proxima secao.

5.2 Medicao dos Deslocamentos Sem Perturbacoes
e Excitagao do Tipo Ruido Branco

E proposto em [22] um procedimento para obtencio da equagio do estimador com
medigbes apenas dos deslocamentos, Neste procedimento, opera-se wma transformacéo
de coordenadas para obtencgio de uma forma normal especial e, a partir dessa forma, com
as medigoes também das excitagios, chega-se a0 estimador.

A formulagdo apresenta, contudo, uma desvantagem. Esta se constitui na necessidade
de se estimar Juntamente com os parametros procurados, algumas correlacdes a principio
descorthecidas. Este fato pode tornar o métode bastante trabalboso, quando se analisa
sistemas de ordem maiores. \

Procura-se evitar este problema no método aqui proposto. Apresenta-se um procedi-
mento para 2 obtengdo de uma equagio de estimacéio, através do qual, as matrizes A; e
A, procuradas séo calculadas a partir somente das matrizes de correlagbes estimaveis,

Propoe-se a utilizagao de um filtro associado as medigles, que tem a fungio de corre-
lacionar instantes diferentes de tempo e com isto possibilitar a estimagao dos pardmetros,
mesime com um numero reduzido de medidas.

A escolha da ordem do filtro, assim como, da estrutura interna de suas matrizes de
entrada e do sistema, tem influéncia na forma final das Tuncoes de estimacio obtidas.
Sende a ordem do sistema filtro muito pequena, nao se garanie a obtencdo de relagdes
suficientes para a montagem dos estimadores. Por outre lado, se a ordem do filtro é muito
grande, pode-se ter problemas numéricos na obtencao dos resultados fnais da estimacao,

E possivel derivar-se fungbes de estimacio, que néo contenham parametros do sisterna
filiro, a partir de escothas adequadas de suas matrizes caracter{sticas. Este fato poders
ser observado pelo desenvelvimento que se segue.

Considera-se, entio, um sistema de 32 ordem, controldvel, assintoticamente estdvel,
denominado filtro, representado da seguinte forma,

-

f(1) = Nf(t) + P y(1), (5.5)

COTTL

fT(i) = { M o2 M } 1 (5-‘5)
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0 1 ¢ O0u.n
N={0 0 1 e P=10up1. (6.7}

mong ng PG,

Na equagdo (5.5), y{t) representa o vetor f dimensional de medidas do sistema diné-
mico (2.3} é dado por

y{t) = Cx(t), (5.8)
C= {1y, 0us |- (5.9)

Substituindo-se (5.8) e (5.9} em (5.5), obtém-se

F

f(1) = Nf(2) + PCx{t). (5.10)

Juntando-se a equagio (5.10) com a equagio (2.3) pode-se reescrever a equagio de

estado expandida
A{rm} 0 x(1)
+
PC N{gig) f{i)

x|
fy |

Escreve-se entdo a equagéo {3.11) para este caso,

By,
L (5.11)

O30y
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Oypsy  § Tgp Rey © Regyy | Ruggy
Airny 0 Ay Reconn Ricvn ° Begg
U{u) 5 0{1,;) : 010 r’?i‘f{Lf} : rmé(l,f}

O(IJ} : 0{1?}‘} E 601 r’m(iff} : ri’?'}f‘(}!f) - Rff(:s,a}

1 El P, Ef 0{1,3*} iy Ty Ty ] r'?afil,f} rﬁsé{},_{] : |
(Reyy Ry b Ry . AT E,l w
. A ) '({'ﬂ o e 05,1y : Al(j,f} L T R S

¢y
Rfﬁ{f,f) Réf'u_,f) Bérm
: - : _
* _— Lepy 5 A b Oyy
rfﬁf{}.,f) * P?};E{}J)
Taad(1 ) E Tonéin, iy 5 Ryssa RN
. . Qs 01 0 ny
Traé S : {3.n)
| e g) mé(1,9) 3 0 1 ng |
O 1 Oup
: 0¢n.3)
=1 Dy ¢ Dyyp
O30y b0y
(5.12)

Do lado direito da equagio (5.12) as submatrizes D. ¢ D, sdo desconhecidas, pois
relacionam elementos da matriz de entrada B de {2.3) coni elementos da matriz funda-
mental. Nao foi indicado na equagdo {5.12), mas todas as correlagdes se referem a uma
defasagem no tempo de 7.

Pela multiplicagio envolvendo as dltimas 3 linhas da equagdo (5.12) extrai-se as se-
guintes relagdes

Tope{Ti) + 1, 4(1i) = Op g (5.13)

Ty + 1 o) = 0pap (5.14)
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Af

Fé(7i) + {rmz(‘ff)?!‘,;,g('fs‘)} =0 (5.15)
Aj
Substituindo-se (5.13) e {5.14) em (5.15),
{ I‘mf(?‘,’) _rﬂaf(ﬁ) }G(ﬂ,f) = rﬂai(ﬁ)% (516)
onde
Af
& =
A7

A equacio {5.16) envolve vetores de correlagdes entre as safdas do sistema filtro e as
medidas dos deslocamentos do sistema mecanico. Estes vetores podem, portanto, serem
estimados. A matriz @ é a matriz dos parimetros procurados. Como em (5.16) os
vetores tem dimenséo (1, f), para a estimagio completa da matriz de pardmetros @ sao
pecessarias, no minimo, as estimagdes das correlagdes para n diferentes defasagens no
tempo 7.

0 estimador seria da forma,

& =727'Y, {(5.17)
COI
nfﬁzﬁ(""i) : ”f'??:f(ﬁ)q
Doy = | Tne() - el (5.18)
Pt} 1 —Epglra)
e
Fpae(71)
?(n,f): rn3£F72) (5.19)
BroelTa)

Uma outra possibilidade seria a escolba de diferentes pares de matrizes N, P em
(5.5}, ou seja, diferentes sistemas filtro. Dessa forma se obteria fambém novas equagoes
em {5.16), para a montagem de um estimador para ©. Neste caso, entretanto, o trabalho
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numérico seria muito malor, pois envolveria o calculo dos vetores de estado para diferentes
sisternas filtro.

Este procedimento bésico desenvolvido nesta secdo pode ser estendido a sistemas mais
gevais, onde as restrigbes quanto ao tipo de excitagdo ndo sejam téo fortes. Esta genera-
lizacdo serd tratada em detalhes em seguida.

I importante notar-se que as relagdes basicas para a obten¢do da equagio (5.16)
assentam-se sobre a forma do sistema filiro. A estrufura interna das matrizes N e P em
{5.5) foi fundamental para gerar as relagbes de igualdade (5.13) e (5.14) utilizadas em
(5.15).

Devido a ordem do sisterna filtro escothido {t = 3), na equagao do estimador (5.15) néo
aparecem os parametros n; (i = 1(1)3} da matriz dindmica do filtro (5.7). Seria possivel
trabathar-se com a ordem !t = 2, mas neste caso, os parimetros do filtro apareceriam
necessariamente na forma final do estimador.

A ordem do sistema filtro pode ser maior, desde que mantida a forma das matri-
zes. Aumentando-se a ordem do filtro, obtém-se outras relagdes do tipo (5.16). No caso
estudado limitou-se & ordem minima do filtro para se chegar a uma relagéo basica.

5.3 Excitacao do Tipo Ruido Colorido

Seja um sistema dindmico descrito na forma das equagbes (3.28) e (3.29), que ji
contemplam o modelo do filire de forma, gerador das excitagbes tipo i do colorido As
componentes do vetor de estado medidas serdo as entradas de um sistema filtro de ordem
g, assintoticamente estével, controlavel, da forma

f()) = N (1) + P y(), (5.20)
cont _
fT(_z) = {1?1 Tz v ??9}3 (5'21)
6 1 0 O - 0§
6 ¢ 1 0 - D
Na={ : .o (5.22)
0 6 ¢ 0 .- 1
s My Me T3 Ny - Ty |
&
0 0 0
p=l i i 5.23
g ¢ --- 0 (5:23)
P} p2 pm

Associando-se as equagoes {5.20) e {3.28) numa tinica representacio de estado, obtém-
se o sistema expandido



Reescreve-se a equacao {3.11) para o sistema (5.24) e obtém-se

onde

A!

Xo(t) = AuXo(t) + Bew(t),

B. =

Aopnptmsny 0
PCy Nig.q)

Bo{ﬁ+t,s}

Oyy.5) }

AR+ R.*A:T —_ Q!,

Oumy 1 Xy
Gnit,0)
AGl{m,m} ‘ AU?(m,j)
0(’;’“17”}‘) U }
0
8 ¢ 1
O.i) P
0 0
¥, fiz Ha
L Cam)
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R‘fi(T‘f) Rif(‘}',')

R =
Trgn - T : eI Tk
Potm ¢ T2, : st T Rys(m)
| Poggm ¢ Ty : e b Tk

D {ndt,n41) : 0{n+t,q}

Q' =
Oymtty © Oty
Na equacio (5.28), D representa uma matriz desconhecida relacionada ao proces.so de

entradas do sistemna. As matrizes r tem dimensdo (1,m}, com excegdo feita as matrizes
ik, (£ = 1,4} que tem dimensao (1,m.), com

me = (k4 2)m — {n+ 1) (5.29)

para um k inteiro que satisfaga

i
PRI N (5.30)
m
Dessa maneira, se
n+ft—-m J

Ptz L 531
m m’ (5.31)

& um mimero inteiro, m, = M.

Para facilidade de andlise, assume-se que a relacho (5.31) fornega um valor inteiro para
L. Esta consideracio nio restringe o tratamento geral dado a seguir.

Observando-se as tltimas ¢ linhas na equagdo (5.28),extrai-se as seguintes relagbes
para as primeiras m colunas multiplicadas.

Tosnal7i) +1a(7) = O (5.32)
Fpaiml7i) + X2a{n) = 0 (5.33)
rﬂqim(Tf)+r(q“l),i(Ti) = 0 (534)

56



Das equagdes (5.32) a (5.34) notam-se relages de igualdade entre as matrizes ryy ,

{i=1,(¢~ 1))} e as primeiras m colunas da matriz de correlagdes, ou seja

ri,l(Ti‘) - _rﬂfgftm(?-i))
7)) = g, (Tf}:
Flg-1)1 (1) = —Tyz.(7)

Para as seguintes m colunas multiplicadas, obtém-se

roa(m) +rie(r) = 0
raa{m) +reg{n) = 0,

r(q-l)J(Tf)+r(¢—2).2(”i) = 0.

Dessa forma com (5.35) a (5.40),

rio{7n) = roa(n) = Tt (i)
1'2,2(’?}} —T3 i(*s) = rmfm('ri)v
I‘(q_g)qg(?}') = ~Fig—1},1 (_Ts‘} = Ty (71‘)-

Estendendo-se esta analise, nota-se que

l‘zs(kmn(?"i)*f‘ri,k(’ri) = 0,
rak-ni7i) Hrosln) = 0,

Flgmht (0 T+ Dig-ipa(mi) = 0.

Levando-se em conta as ignaldades obtidas anteriormente,

rl_k(Tij = (“I)krm-nfm(fi):

rox(7:) (1Y ey, 2 (73,

i

reik(m) = (1 aa(n):

!
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(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.41)
(5.42)

(5.43)

(5.44)

(5.45)

(5.46)

(5.47)

(5.48)

(5.49)



Finalmente, a partir das multiplicagdes das m colunas que envolvem as matrizes Al
e A, tem-se

rz,k(Té)+{rn;a§m F1a - 1'1,1:}90 = 0, (5-503
r3i(7i) + {Tmen Y21 o T2x} 0 = 0, (5.51)
Pty (T5) + {Toenmym Flomkonyt - Tg-k-1k) @0 = O, (5.52)
sendo
Ag,
@g(m‘: ) = N (5«53)
A,

As correlacbes, que podem ser obtidas atraves de estimagao, sio as que envolvem as
varidveis medidas X,, e as safdas do sistema filtro n; ( = 1, ¢}. A substituigio das equagdes
{5.47) a (5.49) em (5.50) a (5.52) possibilitam a montagem de estimadores para a matriz
®,. Exemplificadamente, utilizando-se somente a equagao (5.50), obtém-se

(_1)kr’?k+2iﬂ;(7€)+
‘ * o (5.54)
+ {rﬂjim(‘r‘-) : (ml)zrmfm(ff} : (_ljzrﬁzém(q}} R {m}‘)kr’?k-}lém(?’:}} @)3 = G

Tomando-se a equagio {(5.52) por base, monta-se outras relagbes para a abtencdo de
@,. Existe uma condigio sobre a ordem minima do sistema filtro. Esta condico implica
na existéncia da igualdade (5.49). Na condi¢in mais critica tem-se que

g—k=2, {5.55)

representada pela equagdo (5.48). Esta equagho foi necessdria para a derivagao de pelo
menos uma equacao do estimador {5.54}.

A ordem minima do sistema filiro, relaciona-se, portante, ao nimero & (5.31, ou seja,
5 multiplicidade que existe entre o mimero de medidasm e a ordem do sistema.

De {5.55), tem-se que a ordem do filtro deve satisfazer

g2 k+2, (5.56)

a8



voridveis
medidos

wit B SISTEMA ___E y{t) SISTEMA £{t)
O - o P - .
(e DINAM -iee ]
ruido {CO FILTRO
branco

——’lESTEMADOR

L.

Figura 5.1: Esquema do procedimento de identificagho pela equagao de Ljapunov,

COT

k=j/m. (5.57)

Analisando-se o caso tratado na secio anterior, onde & = 1 e ¢ = 3, nota-se que com
a substituicio destes valores em (5.54), chega-se & equagio basica do estimador (5.16}.

A matriz de parimetros @, possui m colunas a serem estimadas. Assim, sao neces-
sérias, no minimo, m equagdes na forma da equagdo (5.54) para a determinagao de todos
os parfmetros. Isto é possivel com a escolha de diferentes 7s, ou aumentando-se a ordem
g do sistema fltro.

5.4 Comentarios

o Neste capfiulo analisou-se o procedimento de identificagio parameétrica do sistema
(2.3) fundamentado na Equacéo Matricial de Liapunov. Na se¢io 5.3 fratou-se do
caso geral com & identificagho de um modelo descrito pelas equagdes (3.28) e (3.29).

De uma maneira genérica, é necessdrio utilizar-se um sistema filtro acoplado as
grandezas medidas. O estimador ¢ montade a partir das correlagdes entre essas
medidas e as granderzas de saida do filtro. A figura 5.1 ilustra esta situagao.

Os passos envolvidos neste procedimento de identificagdo podem ser resumidos como
segue,
1. Escolha de uma configuracic de medidas adequada para a observagio do sis-
tema mecinico em analise, observando as equagdes {3.26) e (3.53).

2. Escolha do sistema filtro N e P (5.20) e estimagao das correlaghes necessarias
para a montagem do estimador (5.54)
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3. Estimagio dos pardmetros da matriz Ao de acordo com (5.54).

4. Transformagao inversa da matriz Ao para a matriz A, de acordo com o desen-
volvimento feito na secdo 3.4.

o B importante frisar o acesso direto aos parAmetros da matriz Ag, o qual possibilita o
aproveitamento de qualquer mformacao sobre os parametros ja na fase de estimacéo.
Parametros conhecidos, posicoes de zeros, simetrias podem ser agora aproveitados,
em contraponto ao procedimento de identificacdo via Matriz Fundamental.

s A saida f(f) do filtro pode ser obtida por simulagic numérica em computador,
garantindo precisdo na obtencgao das variaveis do filtro,

s () estimador (5.54) ndo envolve explicitamente os parametros do filéro. Esta é uma
forma estrutural mais simples do que a proposta em [36], onde os pardmetros do
filtro deveriam ser incorporados na eguagdo de estimacgdo. FEquacgbes deste tipo
tambeém podem ser adicionadas ao estimador obtido aqui. Entretanto, por questoes
de simplicidade operacional, optou-se por ndo inchul-las. Em [36] propde-se também
que & ordem do sistema filtro seja ignal a ordem do sistema mecanico, para o caso
de medicio de todos os deslocamentos. Isto pode acarretar problemas numéricos
para sistemas de ordem elevada. Segundo o procedimento aqui proposto, neste caso,
a ordem minima necessaria € ¢ = 3, para qualguer ordem do sistema mecanico em
estudo (segao 5.2).
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Capitulo 6

Alguns Aspectos Praticos na
Realizacao da Identificacao

Até agora fol visto como se apresenta o problema de identificacio paramétrica de
sistermnas mecinicos do ponio de vista de concepcio dos métodos.

Neste capifulo pretende-se analisar alpuns aspectos relevantes no que se refere 4 apli-
cacao destes métodos na pratica. Um aspecto bastante importante diz respeito 3 esti-
macao das correlacbes, dado que todos os procedimentos até aqui tratados envolvem este
calculo. Dentre outros fatores, destaca-se também a escolha das defasagens no tempo 7/s
para o calculo das correlactes.

Qutro aspecto analisado neste capitulo refere-se ao passo nimero 1 proposto, tanto
no método descrito no capitulo 4, como no método do capitulo 5. Esta etapa sugere a
escolha adequada da configuragio de medidas para a realizacio da identificacio.

Como pode-se ver mais adiante, ¢ possivel controlar a transformacio de coordenadas
que leva a um sistema do tipo descrito em (3.28} e {3.29) ¢ assim aproveitar ao méximo
quaisquer informagoes acerca dos parametros do sistema mecanico de interesse.

6.1 Estimacao das Correlagoes na Pratica

A literatura fornece nma extensa gama de estudos de procedimentos para a estimacio
da correlagio entre varidveis medidas em sistemas reais {5, 21, 4, 51, 32]. Nesta secio
procura-se compactar estas informagdes disponiveis e direciona-las ao problema em estudo
aqul.

6.1.1 Ruidos de Medida

U dos primeiros aspectos a ser avaliado na estimacio das correlagbes refere-se 3
adicho de ruidos ks medicbes. Em sistemas reais é praticamente impossivel evitar a
aparicio de ruidos nas medic¢Ses de grandezas fisicas.

O tipo de perturbagdo nas medidas depende de diversos fatores: por exemplo, da
qualidade do equipamento de medida, da qualidade do transdutor, do tipo de grandeza a
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ser medida, etc,

Trata-se nesta secho das perturbagbes que atuam de forma aditiva is varidveis de
estado.

Adiciona-se & equagio de medidas {2.4) uma perturbagio v{t) da seguinte forma,

y(t) = Cx(t) + v(t). (6.1)

Para o célculo de matrizes de correlagdes entre as varidveis medidas tem-se a relacio

Ry, (%) = e {y(t)y7(t +7)} (6.2)

que pode ser reescrita com {6.1) como

Ryy(r) = £ {{Cx(t) + V(O] [Cx(t + ) + v{t + )} . (6.3)
Separando-se os termos em {6.3) obtém-se

Ry(r) = e{Cx(t)xT(t+ )CT} 4 e {vitpT(t + )+
+e {C x()vT (1 + )} +e {vtT(t + n)CT} (6.4)

Ou seja,

Ryy(7i) = C Rue()CT + Ry (7} + C Reo{m) + Roo (1)CT . (6.5)

Considerando que néo exista correlagio entre o vetor de entradas do sistema e o vetor
de perturbacdes v{¢}, ou seja,

e {u(t) v7(t2)} = Ruslts, 1) = 0 (6.6)

para quaisquer ti e ty.
A equagao (6.5) simplifica-se, entdo, na forma [53, 37],

R,y (7} = C Ruu(R)CT 4 Ro(ni). (6.7)

Com a escolha de 7; de tal forma que
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Figura 6.1: Esquema para aplicagio do filtro s medidas com perturbacdes desconhecidas.

H’IJTJ(TS') = ) (68)

a matriz de correlacdes das medidas R, (7;) refere-se exatamente 3 matriz de correlagdes
das varidveis de estado x(t).

A condig@o (6.8) ¢ satisfeita imediatamente se o ruido v{t) for do tipo rufdo branco.

Nos casos estudados no capitulo 4, onde foi tratada a identificagio paramétrica através
da Matriz Fundamental, o estimador envolve correlacies diretas entre varidveis de estado.
A analise feita sobre ruidos de medicio aplica-se bem a estes casos.

No procedimento visto no capitulo 5, entretanto, sio necessirias as estimativas de
correlagbes entre as varidveis de estado e as saidas do sistema filtro,

Esquematicamente tem-se com a equagio (6.1} a situacio visualizada na figura 6.1.

A perturbagio v{t) adicionada &s varidveis de estado também faz parte da entrada do
sistema filtro.

Esta condigéo faz com que a varidvel f(¢) seja composta por duas partes. Uma parte
correspondente s entradas x(1}, e outra & perturbagio v(1).

Por esta razéo, na presenga de ruido de medicao, em geral

Ryy(7:) # Rpalm) . (6.9)

A equagdo (6.9) faz com que seja necessério um cuidado maior na aplicacio do método
de identificagdo descrito no capitulo 5. A nfio permissio de perturbacGes nas medidas
inipoen restrigbes maiores neste procedimento em comparagio com o descrito no capitulo
4, .

Entretanto, trabalhando-se com um modelo de sistema mais completo, pode-se incor-
porar ao mesmo, a dinamica das perturbagbes de medida, chegando-se a um sistema mais
geral do tipo (3.28), {3.29).

Neste caso, pela equagio (3.31), as varidveis medidas y(2) sdo as variaveis Xy (1) sem
perturbacbes, e portanto,
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Rysy(n) = Ryz (7). (6.10)

Desta forma, deve-se ter em mente que na aplicacio da identificacio paramétrica

através da Equacho Matricial de Ljapunov, as perturbacdes de medida devem estar incor-
poradas ac modelo dindmico.

6.1.2 Estimadores

Em sistemas reais, as varidveis medidas y{t) tratadas até agora, sio obtidas através de
algum sistema de medigao. Este sistema inclui transdutores, circuitos de condicionamento,
amplificadores e medidores.

Considera-se que estes dados estejam digitalizados, e dessa maneira, tem-se acesso a
pontos do sinal medido espagados igualmente por Af. O intervalo de tempo entre dois
pontos At é chamado fempo de discretizagido.

O sinal y;{t), por exemplo, serd representado por uma sequéncia y1{k), onde k repre-
senta o instante Iy, ou seja,

ti=k.At  (k=0,1,2.). (6.11)

A matriz de correlagio Ry, () pode ser estimada diretamente pela equagio [5, 21]
Ry(r) = Z yRy'k+9, (6.12)

no caso em que o valor médio do vetor y{k) seja nulo.
Na equacdo (6.12), N representa o ndmero total de pontos medidos e

n=iAt (i=0,1,2..). (6.13)

Para N tendendo a infinito, o estimador {6.12) tende ao valor verdadeiro R, (7) com
varidncia decrescente e pmporcmna.] al/N 5, 21].

Alguns autores sugeren: estimadores para a matriz de correlages a partir da obtencio
da densidade espectral dos sinais medidos [4, 32, 35].

As estimativas das densidades espectrais, aplica-se a transformada de Fourier inversa
para se obter estimativas de correlagGes circulares [4].

A estas correlagbes circulares, devem ser aplicados fatores de correcio para obtengio
dos valores reais R, (7).

Para a estimativa das fungbes de densidade espectral tem-se uma extensa literatura
disponivel, [4, 32, 35] denire outros.

64



Tendo em vista ¢ nimero de operagbes matematicas envolvidas em (6.12) comparado
ao procedimento de obtengao, via densidade especiral, afirma-se em [4, 35] que o estimador
{6.12) é bem mais lento do ponto de vista computacional.

Embora esta desvantagem seja grande, a simplicidade de implementagao, assim como a
facilidade de obtengao de um procedimento recursivo para este estimador transformam-se
em grandes airativos.

Assim, dependendo do tipe de aplicagio dada ao problema de identificacio de paré-
metros, pode-se optar diferenternente dentre os métodos discutidos anteriormente.

6.2 Escolha das Defasagens no Tempo para Corre-

lacoes

Qs procedimentos de identificagiio de pardmetros desenvolvidos nos capitulos 4 e 5
baseiam-se fundamentalmente na estimagdo das matrizes de correlagbes para diferentes
defasagens no tempo 7. Em principio, pode-se escolher diferentes 7/s para a montagem
dos estimadores {4.55) e (5.54). Contudo, existem alguns aspectos a serem considerados
na escolha destas defasagens no tempo. A seguir, faz-se uma andlise do comportamento
da matriz de correlagdes em fungéo de 7;.

Analisa-se a equacdo (3.14)

Roo(r;) = Roe(0)ed™™ para 7 20. (6.14)

Pode-se reescrever esta equagao como

Roa(7:) = Ry (0)T [T70e27 T T2 (6.15)

Se T ¢ a matriz modal do sistema, entdo tem-se [29]

T~ A = A (6.16)

AT = diag {eA"r‘} . {6.17)

Fm (6.17) A representa o l-ésimo autovalor do sistema, na forma

A= & ko, (6.18)
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com & < 0, I = 1{1)n, para sistemas assintoticamente estaveis.
A maltriz exponencial em (6.17) pode ser representada como

A = diag {es‘“(coswz‘fi + 2senwy Ti)} . (6.19)

A matriz (6.19) contém uma parte decrescente com o aumento de 7, ou seja,

para 7; — 00, A" matriz singular. {6.20)

De (6.14) e (6.20) pode-se concluir que para 7; grande, a matriz R...(7;} tambem tende
3 singularidade,

det{R,.(ri)} — 0. {6.21}

Nota-se, por esta andlise, que as defasagens no tempo 7; devem ser escothidas com
base nos modos mais amortecidos, pois a contribuigo destes desaparece para 7; menores.

Como nao se sabe, a principio, os valores dos amortecimentos, as defasagens 7]s devem
ser escolhidas as menores possivels.

No caso de estimacio de correlagdes com sinais discretizados no tempo, 7 serd, um
miltiplo do tempo de discretizagio At. Assim sendo, o experimento deve ser planejado
desde o inicio na escolha adequada de At, de tal forma, que todas as correlages envolvidas
no estimador dos parametros ainda contenham informagbes relevantes sobre o sistema.

6.3 Estudo de Casos

Nesta segdo trata-se do primeiro passo para a identificagio paramétrica de um sisterna
mecinico. Este constitui-se no planejamento da configuragdo de medidas adequada a cada
caso estudado. A partir da defini¢do das medidas a serem efetuadas, obtém-se uma forma
normal do sistema, de acordo com o proposto em (3.28), (3.28). Esta forma sera, entdo,
finalmente identificada.

Como objeto de estudo, propde-se um sistema definido por um rotor modelado com
seis graus de liberdade. Este modelo possui diversos parametros conhecidos, o que podera
salientar methor a diferenca entre os procedimentos de identificagdo quanto ao aproveita-
mento destas informacdes disponiveis.
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6.3.1 Rotor com Seis Graus de Liberdade

i

0 sistema mecanico sob estudo, constitui-se de um rotor acoplado a um motor
por um eixo flexivel. Entre o motor e o rotor existe um mancal de massa m; suspenso
elasticamente. A figura 6.2 ilustra o sistema estudado.

Os graus de liberdade se traduzem nas translagbes y; e z; do mancal, nas translagbes
¥z € 7z do rotor e nas rotaghes @q € ¥, do rotor. O motor de acionamento é considerado
como estando engastado.

O eixo possui didmetro constante ao longo de todo o comprimento e sua massa nio é
considerada na modelagem.

) motor de massa my tem momento de inéreia transversal I; e momento de inérecia
polar I,,. Considera-se também gque os efeifos dos momentos de inércia da estrutura do
mancal sejam despreziveis.

A equacio de movimento que descreve o comportamento dindmico do sistema pode
ser escrita na forma geral como

ME(t) + PEE) + QE() = S u(t) + Hnft). (6.22)

No plano do rotor tem-se as seguintes relacGes entre as coordenadas do centro de
gravidade e do eixo,

Zog = Zaign -+ £ CO% ¥ s (6‘23)
Yeg = Yeixa 4 £ sen & y (6.24)

CoOm
a=Qt+4. (6.25)

Fstas relagdes podem ser methor visualizadas pela figura 6.3.
Considera-se que o rotor esteja girando a wma velocidade angular {2 constante e que
os deslocamentos angulares do rotor satisfagam

V2eizo = ’)L'Ecg 'R (6.26)

{pzzi.ro = @2% N (6‘2?)

Assumne-se ainda que no plano do mancal, os deslocamentos do eixo e do centro de
gravidade do mancal sejam idénticos.
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Figura 6.2: Sistema mecdnico com 8 graus de liberdade
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Figura 6.3: Relages entre coordenadas no plano do rotor.

'Z:

A partir de (6.23) a (6.27) pode-se escrever o vetor de deslocamento £(t) em (6.22)
nas coordenadas do eixo da seguinte forma

fT(f)”:{yz Y2 Y2 on W}» {6.28)

Com o sisterna de coordenadas (6.28) chega-se is matrizes da equacio (6.22)

M=diag {my ms L my my LY. (6.29)
PC} it 0 : g 90 0 ]
: 0 0
0 P00 QI
P = , (6.30)
0 Ca
0 0
i 0 —01, ]
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K +6(A+B) 64 34l '
—~GA 86A —34l1, : O3,3)
3Al; ~3Al, 4AE
Q= , (6.31)
Ky +6{A+B) —-64 -3AlL
B(33) —BA 6A 3AlL
i ~3Al, 34l 4AL |
0 0 ]
mg£§22 0
0 0
H = e cas N (6,3?)
0 0
0 mgﬁﬂz
0 0 |
Em (6.31)
2ET
A="5 e (6.33)
3
2ET
B = T (6.34)
1

sendo F o mddulo de elasticidade do material do eixo e T 0 momenio de inéreia de area
da secgdo transversal.
O vetor de excitagbes n(t) é dado por

w0 ={ i h) | 6

As excitachns u(t) sdo do tipo aleatdria, neste caso consideradas monovaridveis, e estio
presentes ao lado das excitagbes harménicas (6.35).

Para o caso real de méaquinas hidraulicas, ressaliado na introducio, a excitacio ale-
atdria pode aparecer nas coordenadas lineares € angulares do rotor da turbina, através
da interacdo fluido-estrutura. Podem aparecer também excitactes de carater estocéstico
nas coordenadas do mancal, pela influéncia da vibragdo de maguinas vizinhas propagada
através das estruturas de suporte dos mancais.

Os valores numeéricos das varidveis que aparecem nas equagbes (6.29) a (6.34) sao
atribuidos da seguinte forma:
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| Parametro |  Valor | Unidade |

m 157 kg
g 19 kg
5L 0,25 1 kgm*
Iy 0,50 | kgm?*
=i, 0,4 m
Ky 90.000 ] N/m
K> 120000 | N/m
i 30.000 | kg/s
Oy 37.500 | kg/s
A 50.000 | N/m
B 50,000 | N/m
1] 60 | rad/s |

Finalmente, supde-se que a matriz § das entradas aleatérias em (6.22) possua a se-
guinte caracteristica

ST= 8 82 83 B4 83 56] y (6.36)

sendo s; {¢ = 1,6) valores constantes.

Estas variaveis indicam com que intensidade as excitacdes aleatérias atuam sobre cada
coordenada do sistema de equagbes.
A estas varidveis atribui-se os seguintes valores numéricos

} Variavel } Valor |

81 1,2
85 1,{]
&g 1,(}
34 1.2
S5 1,0
856 1,0

Esses valores numéricos podem vanar, tendo em vista que no processo de identificacio
esba matriz 8 néo € levada em consideragdo para os procedimentos propostos. Entretanto,
deve-ge salientar a sua importéncia sobre a resposta do sisterna. Dependendo da configu-
ragho de S em (6.36) pode-se ter nm modo do sistema menos excitado e dessa forma, sua
contribuicio € menos significativa na resposta final.

Este fato faz com que os pardmetros fisicos relacionados aquele determinado modo s
possam ser estimados com menor precisao.

Na aplicagdo de um procedimento de identificagio como o proposte neste trabalho,
sssume-se que a matriz de entradas aleatdrias seja tal que, toda a dinAmica do sistema
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possa ser completamente excitada. Em teoria de sistemas, define-se este conceito a partir
da condigdo de controlabilidade ou ndo do sistema, de acordo com o j4 exposto no capi-
fulo 2.

Apesar da garantia dada sobre a controlabilidade do sistema, resta saber se a excitacio
por 81 56 € capaz de fornecer uma resposta rica em diferentes faixas de frequéncia. Para
esta caracterizagdo, conceitua-se persistent ezcitation [38), ou seja, riqueza da excitacio,
que ¢ definida a partir da capacidade do sinal de excitacio, em atuar sobre todos os
modos de interesse do problema. Exermplificadamente, pode-se ter um sistema controlével,
excitado por uma forca senoidal com frequéncia constante. A resposta deste sistema a
esta excitacho contera informagdes limitadas dquela dinica frequéncia. Esta temdtica é
tratada extensamente em [20] e {38].

No presente trabalho, como nio se tem controle sobre o processo de excitagio, presume-
se que tanto o sistema seja zontrolavel, como que as forgas aleatdrias sejam capazes
de excitar suficientemente todas as frequéncias de interesse. Assim, a resposta conteréd
informacOes sobre toda a dindmica do sistema em estudo,

O sistema mecanico, definido nesta secio, serd ohjeto de trabalho para verificacio do
desempenho dos métodos de 1dentificacio paramétrica propostos.

Nas segdes seguintes, procura-se estudar a configuracio adequada do sistema de me-
dicho, para diferentes condi¢bes de contorno sobre o problema em questao.

6.3.2 Medigao de Todos Deslocamentos

Numa primeira situag8o, considera-se que todos os deslocamentos £(¢) (8.28), possam
ser medidos sem a interferéncia de perturbagbes. O sistema na forma da equagéo (6.22)
é excitado por um ruido do tipo branco u(#) 2o lado das excitagdes harmdnicas n{t).

Reescrevendo a equagdo (6.22) na forma de estado, obtém-se

x(}=Ax{t)+Bu{t)+En(), (6.37)
onde o vetor de estado €
¢(t)
X(t} e e . {6.38)
£(1)

Em (6.37), as matrizes de entradas sdo obtidas a partir de
9,15 Ote,2)

e , E{m,z}*‘x

By = e
M-'s M™H

A equacio de medidas torna-se
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y(t) = [ Isg) Oe) |x(1). (6.39)

A matriz dindmica A em (6.37) e a matriz de medidas em (6.39) j4 se encontram na
forma normal especial descrita genericamente pelas equagdes (3.28) e (3.29). Neste caso
a matriz Ag é a propria matriz A do sistema, comt =0 em = 6.

Nos procedimentos propostos para identificagio nos capitulos 4 e 5, prevé-se a esti-
macio inicial da matriz Ag para, entdo, se chegar & matriz do sistema mecanico. Para o
caso particular tratado aqui néo € necessaria a transformagio inversa para a matriz A.

A matriz dindmica em (6.37), possui a seguinte estrutura interna, levando-se em con-
sideracio o conhecimento dos valores numéricos dos par@metros fisicos relacionados ao
€i%0,

Oe.6) 5 Ls,6)
k;l klz k13 Cit 0 0 g 00
A= kykpks 0(s.3) 000 ¢ 000}, (640
""kgg k32 k33 90 ¢ g0 —p
kg;.g k}\g b k}\3 " 0 0 0 : Caa 0 0
O35 : wkos  kay —kgn 0 0 0 0
3 }E’-ag - kg;} }ng E ¢ 0 P E 0 0 0 |

CORL
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{ Pardmetro | Valor | Unidade ]

ki 46000 ] 57
3 20.000 §2
ki3 —4.000 | m/s?
ky —30.060 5%
koa 6.000 | m/s*
kap 240.000 s %
ke -128.000 m/[s*
k44 ~-48.000 3_2
€31 —2.000 SWI
C44 —2.500 P
p 120 st

Os pardmetros nulos em (6.40) poderiam ser aproveitados convenientemente para me-
lhoria da qualidade das estimativas dos pardmetros desconhecidos.

Pelo método apresentado no capitulo 4, obtém-se a matriz A através da transformacio
numérica inversa, partindo-se da matriz fundamental, A estrutura especial de (6.40), com
diversos zeros € de dificil utilizacio, tendo em vista a natureza numérica da operacgio. Por
outro lado, pelo método descrito no capitulo 5, esta estrutura pode ser utilizada na fase
de estimagdo, pelo fato do procedimento proposto correlacionar diretamente a matriz A
as matrizes de correlagdes estimadas.

No capitulo 7 esta diferenca serd tratada por exemplos numéricos destes casos.

6.3.3 Medicao de 4 Varidveis de Estado

Embora para o problema apresentado na segdo anterior, a identificagio paramétrica
pareca uma operagao simples, ele se baseia em condigbes bastante restritivas. Pressupde-
se, por exemplo, que a excitagdo seja um ruido branco e que os deslocamentos angulares
g € ¥y devam ser medidos.

Para sistemas reais, estas grandezas fisicas nfo sfo de ficil medicio, implicando em
dispositivos especials que sempre encarecem o8 experimentos.

Tendo em vista que a matriz do sistema possui muitos pardmetros conhecidos, parte-
se do principio de que uma forma reduzida deste sistema também néo apresentaria uma
estrutura muito complicada.

Tendo isto em mente, deve-se procurar uma configuracio de medidas dentro do ve-
tor de estado (6.28) que nfo inclua medigbes dos deslocamentos angulares, nem de suas
velocidades.

Ainda considera-se, neste caso, que a excitagdo seja wm ruido branco, e que todas as
variaveis medidas ndo sofram a influéncia de perturbagbes nas medicdes,

A configuracio de medidas deve satisfazer também a outros requisitos. Ela deve
permitir a observagdo exata do sistema, ou seja, satisfazer a condi¢io imposta sobre a
regularidade da matriz de transformagao T, montada de acordo com a segio 2.3.

Assim sende, o conhecimenio da estrutura interna da matriz do sistema € fundamental.
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Seja uma equagio de medidas do tipo

y(t) = Cx{1),

aplicada ao sistema (6.37).
Supde-se uma matriz de medidas igual a

0 0 100
c- 010 o 0
0 0 0
| o 010 o

comm=4etf=0em(3.25).

(6.41)

(6.42)

As submatrizes nulas em (6.42) tem dimenséo (1,3). De acordo com {6.42) e (6.38)
as variaveis medidas sao §;1(?), ¥2(2), 21(1) e 22(t}, ou seja, velocidades do mancal e deslo-

carmentos lineares do rotor.

A partir da equacio (3.26) monta-se a matriz de traneformacio com (6.40) e (6.42)

[ 0 0 1
0 1 ] 0
0 L}
0 g 1 0
kn ;Clg k}g : 0 : €11
0 0 ]
T = ,
4] : }{L;,; klg ""‘k13
0 0
tg1  lap lg3 : 0
—kzy koy kga : 0
0 Dota tus tus
onde
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o1 = enkn ti14 = Caakay

oz = e11kyg ti,s = Caekyn

13 = C13k1a f16 = —Caakra
tor = ku + ¢y fisgo = kas + 23y -

Aplicando-se a transformacio {6.43) sobre o sistema, obtém-se uma nova descrigio de
estado

X(t) = AoX(t) + Bou(t) + Eon(t) (6.44)
y(t) = { Lsgy @ Oug ] (1), (6.45)
com ¢ novo vetor de estados

%' :r{ nll) wlt) Al =t) | Ve } (6.46)

Em (6.44) as estruturas internas de By e Ep s3o genericamente ocupadas por pa-
rimetros desconhecidos. Entretanto, a matriz Ap ainda apresenta alguns pardmetros
conhecidos. Resolvendo-se analiticamente a operagao

Ay = TAT™, (6.47)
obtéru-se a seguinte matriz
O(s,0) 5 Iss)
Ag = . )
413 G12 13 0 o g 0 217 @18 . 1o Gii0 G111 g
71 g 0 0 E a5 0 0 { : 9 0 0 0
as; O @iz @za : O3z dag Gaz O Poeas 0 auyr asae
{1 0 4.3 0 0 0 X477 O 0 G G411 B ]
(6.48)
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Apesar da intensa combinagio de parimetros resultante da operagio (6.48), ainda
observa-se muitas posigdes ocupadas por zeros em (6.48).

Para o problema estudado, o eixo flexivel que une o rotor ao motor de acionamento
apresenta uma geometria bastante simples. Em sistemas reais normalmente isto néo
ocorre. Entretanto, para estes sistemas tem-se mais conhecimento de caracteristicas de
rigidez do eixo, do que dos mancalis, onde se somam também caracteristicas das estruturas
de montagem destes mancais.

Baseado nisto, assume-se que as caracteristicas de rigidez do eixo sejam conhecidas
a principio e que o problema de identificagio paramétrica resume-se na estimacio dos
pardmetros kyy, kaa, €11 € €44 Que envolvem as caracteristicas dos mancais.

Na forma {6.48) necessita-se, primeiramente, localizar onde aparecem estes pardmetros
e com & estimagio dos ay;'s determina-se, ent&o, as caracteristicas do mancal.

Com a ajuda de {2.26}, nota-se ainda as seguintes ignaldades na matriz Ag:

(13 = ~120ke
&1}’; = ““"].20{344
®& L g "-2,4 X 106
Gio = 1
L {31,11 _— 120 1

g =~ 1, 5k11 -2 % 1{}4
L (12'5 = 1,5611
dzs = —1,95 ,

{ 331 = 120;(7}]
&3 5 = 120631

& Ggp = 2, 4 x 166
dag = 120

a3y = C44

043 — l, 5k44 — 2% 104
. g7 = 1,944
(14,11 = —1,5 .

As unidades destes pardmetros resultam da combinagio dos elementos de (6.40) e
representam relagdes coerentes. Os elementos restantes apresentam combinagdes nio li-
neares nos pardmetros desconhecidos do mancal com os pardmetros do eixo. Assim sendo,
eles sdo considerados desconhecidos na fase de estimagio e sdo de dificil aproveitamento
para obtencio dos pardmetros procurados.

Das relacbes existentes nas 22 e 42 linhas da matriz de pardmetros em (6.48) percebe-
se que a obtencio de ky3, €11 © kas, Caa € praticamente direta a partir da estimagao de ag 1,
gy € d43, d4.7-
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A diminuigio dréstica no nimero de parimetros a serem estimados, comparado ao
modelo genérico para a matriz Ag, melhora a precisio do resultado final.
Se por um lado isto é valido para o método baseado na Equagio de Ljapunov, por

outro lado, todo este conhecimento é de dificil utilizagio pelo método baseado na Matriz
Fundamental.

6.3.4 Medicao de Parte do Vetor de Estado e Excitagao Colo-
rida

Nesta segio analisa-se o caso em que a excitagio seja do tipo colorido € modelada a
partir de um sistema dinamico como idealizado na segio 3.3.
Apesar da inclusdo da descrigdo do filtro de forma na matriz total do sistema, deve-se

ainda evitar as mediyoes dos deslocamentos angulares do rotor e suas respectivas veloci-
dades.

Considera-se um sistema dinamico de 22 ordem, gerador das excitagdes coloridas, na
forma descrita em (3.16),

3(t) = Ra(t) + S wit), (6.49)

s Tz 82

R:[O 1] e 53[51], (6.50)

Supondo que as entradas u{f) em {6.37) sejam

u(t) = H,z(t) {6.51)

Corn

H, =y . (6.52)

A matriz de entradas do sistema mecanico tem a seguinte estrutura,
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O¢s,2)

(6.53)

SR o
oS oS e

A partir de {6.49), (6.51) e {6.53) associados ao sistema (6.37) temn-se uma nova des-
cricho do sistema total

X*(t) = A™x* + B*w{?) + E™n(t), (6.54)

x(t)
x*(i)z{ } ; (6.55)
z(t)

COIN

0
) B2

B=| e E=| oo | (6.56)
s 0cz.2)

A nova matriz do sistema A* terd a seguinte estrutura

An2.19) > B
A* = (6.57)
g 1
O(12,12)
L rl r2 -

Define-se, finalmente, uma estrutura para as perturbacbes de medida v(¢) como ji
analisado na segao 3.3,
Seja valida a seguinte relacio
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v(t) = Hyz(t), (6.58)

Cormn

- dl U -
0 dy
RE
H!} - 0 d4 . (6-59)
ds 0

0 ds |

A equagio de medidas para o sistema (6.54) é

yit) = C‘X*(t) 1
C* = [ Cionyy | Hug, ] . (6.60)

A submatriz C em (6.60) indica as varidveis do sistema mecénico a serem medidas.
Além das medicoes supostas na se¢o anterior, acrescenta-se também a medicio dos des-

locamentos y1(t) e z,(¢) do mancal. Dessa forma, obtém-se a seguinte matriz de medidas
C-.

0 I 0 1003 © 40|
0 ! 0 0 100 © 04,
o | 0105 0 0 0 ! 40 (6.61)
0 9010 ! © 0 ! 0d,
160 1 0 0 0 : d50
0 ! 100 0 0 0dg |

Para se conseguir uma forma especial para a matriz A*, processa-se uma transformacio
de coordenadas. A matriz de transformacio T € montada a partir da estrutura descrita
em (3.26).

A maftriz de transformagcio torna-se, entaon,
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0 0 T o PR
0 0 0 1 o o 0 &
o 1 s 0 0 0 43 0
) 5 1 & 0 0 0 4
1 5 o 0 0 0 ds 0
0 1 o o 0 0 o dy
T. kyp Rz kg 0 K11 o » 0 ® &
0 ke kyp kg 0 “a4 9 9 & &
0 0 g i 0 5 @
0 0 0 0 1 e & &
0 0 1 ] 4] 0 @& L
0 0 0 1 o 8 ®
t13,1  F13,2  f133 0 tizy  kiz ki 0 & 8
R 0 144 tiss  Yies 0 fi408 ki —kia ® @
{6.62)
sendo
ty31 = 11k 14,4 = Caaksa
tizz = cr1kiz tygs = Caakig
fisa = Ci1kia t146 = —~Caski3
tia7 = ki + ¢k t1a30 = kag + C?M .

As submatrizes ® em (6.60) indicam a ocupagéo por elementos que sfo combinagdes
dos parémetros das matrizes R, H,,, H, ¢ B.

Considerando que os paridmetros de rigidez relativos ao eixo sejam conhecidos, a
principio, com a aplicagio da transformacio (6.60), observa-se a seguinte estrutura para
a matriz reduzida Ag,
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i .
(8.4) g8}
s1,1 812 o : 9 eyx 0 Comyr B [ : 8 8331 aygs o L
Ay = . .
231 433 ¢ : [ 0 %26 - g ay.8 o : 0 a311 ez 12 4 g 0
ay.1 832 o . G Q G K oz 7 [} i . Q ag.11 23 39 : i} &
Gy 1 TR n . o 1] ] : ¢ a5 8 ] : o 5411 ®41p - a o
s51 G52  any o C ayy O Doesy ey B © 8515 RsJ1 #n32 - 9313 apgs
L @81 983 8 < g4 ¢ egp esy aGgs gy - ¢ %g,11 #6312 - 8513 G 14 J
(6.83}

observando-se ainda que

. i1y = “‘“‘1;5 . azlgm —-1,5 |
@139 = ~—dy132 G313 = —d33 ,
37 = 1 ayg = i
? @311 — —40331 *» G411 = —0Q4
43,12 = —d332 G433 = —iig2
asa = 3,2 x 108 a4 = 3,2 x 108
a5 8 7 —Hag Qg7 = P11
s { asip= —2,4 x 10° * { ags = 2,4 % 10°
513 = €11 dg13 = —p
G314 = P ag,14 = C44 .

As dltimas duas linhas em {6.63) apresentam uma intensa combinagio entre os pars-
metros do sistema mecanico, originando relagdes nao lineares nos parametros do mancal.
Entretanto, as duas primeiras linhas de pardmetros fornecem as seguintes relagdes para
obtencéo destas caracteristicas

ki = (a5 — 0,3 x 10°)/1,5 (6.64)
kss = (ag6 — 0,3 % 10°)/1,5, (6.65)
ey = {ax1 + a1,11)/1, 5, (6.66)
caq = (@22 + a2,2)/1,5 . {6.67)
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Os pardmetros das 3% e 4% linhas ndo apresentam nenhuma relagio com as carac-
teristicas de mancal procuradas.

A partir das estimativas dos parametros somente das 2 primeiras linhas em (6.63)
pode-se, portanto, chegar aos parmetros relacionados ao mancal com (6.64) a (6.67).

6.3.5 Comentarios 1

e Foi observado neste capitulo, que a condicao (3.53), imposta sobre o nimero minimeo
de medidas para um sistema mecinico genérico, ndo foi satisfeita. No capitulo 3
tratou-se do problema de transformacio inversa, sem levar-se em consideragio as
possibilidades de exploracio de parametros do sistema, conhecidos a principio.

Dependendo do grau deste conhecimento, pode-se conseguir simplificacdes significa-
tivas para o problema como um todo.

Uma das mais importantes, talvez seja a possibilidade de redugio do nimero de
medidas necessarias para caracterizagdo completa do sistema.

Outro ponto importante é a identificagio dos parametros conhecidos ja na matnz
Ay, que é estimada.

Como se podera notar no capitulo 7, o coshecimento de parametros da matriz a ser
estimada Ay € de vital importancia para a precisio dos resultados finais,

o () sistemna mecanico descritc na se¢io 6.3.1 foi concebido a partir de uma banca-
da experimental existente no Departamento de Projeto Mecanico da Faculdade de
Engenharia Mecinica - UNICAMP. Esta bancada foi construida com recursos da
Fundacio Volkswagen da Alemanha ern convénio com o Institut B fur Mechanik da
Universidade de Stuttgart. Este estudo tedrico faz parte de um primeiro passo para
a aplicacao experimental dos métodos de identificagio tratados nos capitulos 4 e 5.

» A equacio 6.22 pressupde que ao lado das excilagbes aleatorias, estejam presentes
também excitacdes do tipo harménicas causadas pelo desbalanceamento do rotor,
Este tipo de excitagdo néo foi tratado neste trabalho. Interessa-se pela resposta do
sistema mecanico correspondente & excitacdo do tipo aleatdria. Faz-se necessario,
portanto, uma adaptagio dos procedimentos tratados até aqui.

Considera-se que a parte harmonica da resposta possa ser filtrada e que reste somente
a parte correspondente 4 excitagdo aleatéria.

O enfoque principal deste trabalho centraliza-se nos procedimentos de aproveita-
mento das estruturas internas das matrizes do sistema mecanico em associagao aos
métodos de identificacio paraméirica desenvolvidos nos capitulos 4 e 5,

Fntretanto, apresenta-se no Apéndice A, um tratamento desta situagio e propoe-
se, em primeira analise, a filtragem da parte harmonica pela escolha adequada de
defasagens de tempo no cilculo das correlagbes.
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Do ponto de vista tedrico, isto é perfeitamente possivel, Contudo, a verificacio
experimental destes procedimentos deverd ser conduzida futuramente para a anilise
dos problemas de ordem prética que venham a ocorrer.
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Capitulo 7

Resultados de Simulacao Numérica

Neste capitulo analisa-se, através de simulagbes numéricas, diferentes situacbes nas
quals os procedimentos de identificacdo descritos nos capitulos 4 e b sdo testados. O
sistema estudado é o rotor descrito na secao 6.3.

A anédlise é subdividida basicamente em trés etapas. Na primeira etapa considera-
se, tanto que a excitagdo seja do tipo ruide branco, como que a medicio de todos os
deslocamentos seja possivel. Neste caso, estuda-se também diferentes configuragdes para
o filtro utilizado no método baseado na Equacio Matricial de Ljapunov.

Numa segunda etapa, considera-se o caso em que sdo medidos apenas quatro deslo-
camentos do sistema, de acordo com o modelo descrito na secio 6.3.3. Finalmente, na
terceira e ltima etapa, trata-se do casc descrito em 6.3.4, onde, tanto as perturbacdes de
medidas, quanto as excitagdes sio do tipo ruido colorido.

Neste caso verifica-se também a influéncia dos pardmetros do filtro de forma, gerador
das excitacdes,

7.1 Procedimento de Calculo

Para a montagem dos estimadores de parametros descritos nos capitulos 4 e 5, sio
necessirias as estimativas de diferentes matrizes de correlagdes.

Estas matrizes podem ser obtidas por caleulo numérico, a parfir de vima dada estrutura
conhecida do sistema, ou seja, das matrizes dinamica e de entradas.

O caleulo destas correlaces constitui-se na soluco da Equacdo Matricial de Liapu-
nov. Utilizou-se para este cdlculo wma subrotina desenvolvida a partir do algoritmo de
Bartels-Stewart [3] e baseia-se nos programas computacionais Linpack e Eispack [11, 50].

As diferentes matrizes de correlagdes para diferentes defasagens no tempo foram obti-
das a partir da relagéo (3.14), ou seja, da multiplicagéo da matriz de correlagao para uma
determinada defasagem pela matriz fundamental do sistema.

Fsia matriz fundamental também é calculada numericamente com o auxilio do algo-
ritmo Sealing and Squaring descrito na segao 2.4.

Obtidas as matrizes de correlacdes, procede-se a montagem dos estimadores de acordo
com cada situacdo considerada.
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Em todos os casos estudados a seguir, montou-se um sistema hiperdeterminado de e-
quagoes para a estimagio de pardmetros. Na solugio deste sistema, utilizou-se um método
computacional baseado na decomposigio QR e em pacotes computacionais conhecidos.

Todos os calculos foram realizados numa estacio de trabalho do tipo SPARCstation
de fabricagdo SUN Micro Systems e em dupla precisio. Os programas foram escritos em
linguagem FORTRAN. Tanto na solugio da equagio de Ljapunov, como na solugio do
sistema de equagdes, foram utilizadas subrotinas de programacio dos pacotes computaci-
onais Linpack e Finspack.

Do ponto de vista tedrico, como jd visto ao longo do texto, a partir do conhecimento
exato das correlagdes, obtém-se naturalmente os pardmetros procurados. Entretanto, as
correlagdes ndo podem ser obtidas na préitica com precisio infinita. Pequenos desvios
na estimagdo das correlagbes em relaco aos valores verdadeiros, podem ter influéncia
bastante grande na estimacéio final dos pardmetros.

Esta sensibilidade dos pardmetros, a dispersGes nas correlagdes, estd diretamente rela-
cionada aos procedimentos de estimag3o utilizados e consequentemente, aos métodos de
identificacio.

Objetiva-se com este capitulo, analisar as diferencas entre os procedimentos de iden-
tificagho paramétrica apresentados, sob o aspecto da sensibilidade destes a desvios na
estimac8o das correlaghes,

Para tanto, assurne-se que os valores estimados de cada correlacio sejam dispersos em
torno do valor verdadeiro por uma distribuigau do tipo normal.

O grafico da figura 7.1 ilustra a distribuigdo dos valores de uma determinada correlacio
estimada 7,,.,(7;), entre as varidveis z; e ;.

Considera-se que & correlagéo estimada 7y, (7:), seja o valor de correlacio, obtido
a partir de uma perturbagdc aleatéria sobre o valor verdadeiro calculads. Esta pertur-
bagio aleatéria tem média zero e distribuigao normal com desvio padrio varidvel para os
diferentes casos.

( valor médio da distribuicio daf resultante serd o valor verdadeiro r,,., (), calculado
pelos métodos numéricos ja citados. O outro fator de caracterizagio da distribuicio sers,
ao longo do texto, o desvio padrio relativo, calculado a partir de

ie ( 5.)1{2

LY

x 100 , (7.1)

& ¢ a estimativa da varidncia para a série de valores f4, (1),

onde rg..(1;) é o valor verdadeiro da correlagio entre as varidveis z; e z I
d ¢ o desvio padréo relativo {em porcentagem).

A estimativa para a varidncia &, é obtida por [3].

) 1 N - 32
oo m KZ_}(T“*}(T{) - rg:;_,‘(ﬁ)) ? (?2)
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Figura 7.1: Distribuigdo dos valores 100(7;,..(%:} /7.0, {7:) — 1}, de uma determinada cor-
relagho 7.z, (7}, com desvio padrio relative d.

onde o subindice k representa o k-ésimo valor de Teiz,(Ti) de uma série de N valores
gerados.

Para uma boa caracterizacio da distribuicdo, foram gerados 1000 valores de 7 Foin 7i)
aleatdrios para cada situagao analisada.

Partindo-se, entdo, de valores de correlagbes distribuidos segundo ilustra a ﬁgura, 7.1,
obtém-se uma série de valores estimados para os pardmetros fisicos de interesse.

Esta série de 1000 valores também ¢ caracterizada nas proximas segoes pelo valor do
desvio padrado relativo (em porcentagem}. O valor médic da série é o valor verdadeiro
do parémetro, a menos que ocorra problemas de precisio computacional na obtencio
das estimativas. Para o caleulo da estimativa dos desvios padrdes relativos das séries de
pardmetros obtidos, recorre-se as formas analogas das expressoes (7.1) e (7.2).

De uma maneira geral, os resultados apresentados nas segdes subsequentes foram ob-
tidos a partir de um tempo de discretizagao considerado de

At =1ms . {(7.3)

Na montagem das equagbes de estimacio dos parAmetros nos diferentes casos, utilizou-
se sempre 12 diferentes defasagens no tempo 7, 0 que sempre garantiu a formacio de
um sistema de equagdes hiperdeterminado para os estimadores. Nos casos em que essa
condigdo nao foi seguida, salienta-se esse valor ao lado dos resuitados.

O sistema mecanico, objeto de estudo, é o rotor descrito na secio 6.3, observado sob
diferentes configuragbes de medidas. Em geral, considera-se que, a menos dos parametros
fisicos relacionados aos mancais, tedos os outros pardmetros sejam conhecidos. Portanto,
tem-se interesse em estimar-se os pardmetros ki1, kus, €11 € es da formulagio (6.40).
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7.2 Medigao de Todos os Deslocamentos

Este caso em andlise corresponde ao descrito na secéo 6.3.2. Assume-se gue o sistema
seja excitado por ruide branco e que as medigdes ndo sofram perturbagdes ndo controliveis.

Para a identificagdo paramétrica do sistema, baseado na formulacio pela equacio de
Ljzpunov, necessita-se da utilizagdo de um filiro 4s medidas. Considera-se um sistema
filtro com as seguintes caracteristicas,

f(t) = Nf(1) + Py(t) (7.4)
COXT
fT(t) = { o M T } (71.5)
6 1 0 0
g o 1 0
N=lyg 00 1] (7.6)
Ry %y Tz Fy
]
g o0 0 0 8 ¢
6 0 0 6 6 ¢
P=14 000 0 0 (7.7)

PP P2 Py Ps Ds

Adota-se os seguintes valores numéricos para as constantes de (7.6} e (7.7),

ny = —0,1 % 101°
ng = —0,7 x 10°
ng = —0,2 x 10°
ng = — 70,0

p]_:}.;ﬁ
| ]
By == Py = Pg =P = pe o= (L

Com estes pardmetros o sistema filtro possui como autovalores,

M, = ~7,19 43,16 x 10%
M= —27,843,18 x 10%

Os autovalores do sisterma mecanico descrito na secac 6.3.1 sao por sua vez
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Equagio de Ljapunov
desvios padrao relativos (%)
Correlagbes | by | kas | o | m
0,5 5,02 11,73 1 0,68 { 0,22
10 10,05 13,46 | 1,35 | 0.44

Tabela 7.1: Desvios padrdo relativos com aproveitamento do conhecimento sobre os
parametros.

[ Alz = ‘-‘3,13 :i:3,49 X 1023
Azg = —4,49 1+ 2,63 x 10%
Asg = 1,124 9,14 x 10%;
z\?,g == -—0? 24+ 5, ?1 x 10%s
Ao = —~1,98 x 10°

Ao = —2,48 % 10°

/\11 = *—1,31 x 101

] /\12 = "-—1, 13 x 10,

A tabela 7.1 mostra os valores dos desvios padréo relativos, obtidos da série de valores
estirnados para os parametros kyy, ku, €3 € c44. Nesta estimacio, utilizou-se o proce-
dimento baseado na Equaciio Matricial de Ljapunov. Foi considerado também todo o
conhecimento acerca dos valores dos outros parimetros do sistema, na solucio do sistema
da equagoes.

Foram tratados dois casos, ou se€ja, duas possiveis dispersdes para os valores das cor-
relacdes estimadas.

Extrai-se da tabela 7.1, por exemplo, que os desvios padrio relativos para os valores
do parametro kyy estimado, sfo cerca de 10 vezes maiores que o desvio padrao considerado
para as correlagdes. Por outro lado, o pardmetro ky apresenta menor dispersio em torno
do valor verdadeiro.

Na figura 7.2 encontram-se representadas as distribuigbes das séries de valores para
uma determinada correlagdo e para os quatro pardmetros estimados.

Da figura 7.2 e da tabela 7.1 nota-se ainda que as estimativas das rigidezes sio mais
dispersas comparadas as dos amortecimentos. A sensibilidade de cada pardmetro 3 pe-
quenag variagoes nos valores das correlagdes, depende fundamentalmente do sisterna em
estudo, assoclado as estruturas do processo de excitagio e do filtro utilizado.

Quando da aplicagdo do procedimento de identificacio baseado na equagio de Liapu-
nov, faz-se necessario a escolha de uma configuragdo para as matrizes do sistema filtro.
A estrutura das matrizes N e P foram fixadas na forma das equagdes {7.6) e (7.7). En-
tretanto, os pardmetros n; {1 = 1(1)4) e p; (7 = 1(1)6} podem ser variados.

Analisa-se, a seguir, a sensibilidade das estimativas dos pardametros em funcio da
escolha de diferentes matrizes IN para o filtro. Na tabela 7.2, estes diferentes filtros séo
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Figura 7.2: Distribui¢do dos valores percentuais de correlagdes e de pardmetros estimados
em torno dos valores verdadeiros.
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| Sistema Filtro | Autovalores | ki | ks | e | ca |

1 Ma=~T7,19£3,16 x 10% | 1,00 | 0,35 | 0,14 | 0,044
Mi=-27,84316 x 10%

2 My==T19+1,0x10% | 095 039 0,12 | 0,043
My=—27,84+1,0 x 10%

3 M, =-—T,1943,16 > 10% | 0,44 | 0,50 | 0,045 | 0,046
Ma=—27,84+3,15 x 10%

4 Mg=-—7,19+9,97 x 10% || 048 [ 0,25 | 0,19 | 0,20
M= ~27,849,61 x 10

5 Mg =—0,72+3,16 % 10% || 4,18 | 0,32 | 049 | 0,57
My =~2,784£3,15 x 104

6 A, =~0,72:+9,97 3,37 [ 0,51 | 2,86 | 061
Moo= ~2,78 48,61

7 Mg = ~0,72 4 3,08 2,23 | 0,44 1 6,3 | 0,67
M, =~2,7841,5l

Tabela 7.2: Desvios padrao relativos (%) para diferentes configuracdes do sistema filtro.
Correlagtes com desvio padrio relativo d = 0, 1%.

caracterizados pelos seus autovalores. Os resultados apresentados na tabela referem-se a
um desvio padrio relativo d = 0,1% para as correlacdes.

A escolha de diferentes configuragdes para a matriz de entradas P em {7.7) também
exerce influéncia sobre a sensibilidade das estimativas dos pardmetros.

Os resultados desta infludneia para diferentes matrizes de entradas sio apresentados
na tabela 7.3. Na primeira coluna da tabela encontram-se os elementos p; considerados
diferentes de zero para cada configuragio de P. Em outras palavras, escolhe-se alterna-
damente cada uma das varidveis medidas, para servir de entrada do sistema filiro. As
correlagbes consideradas tem desvio padréao relativo d = 0, 1% e o sistema filiro é o mesmo
gne em (7.6} e (7.7).

Fyy kg | €1y Cy4
pr= 18 1,001 8,35 | 6,14 | 0,044
py = 1 || 0,55 | 8,60 | 0,27 | 1,40
py =1 | 0,44 | 2,44 | 0,15 | 0,25
ps=1[ 033 1,100,05] 0,12
ps =1 5,30 | 0,64 | 1,31 ] 0,27
pe =1 1,48 | 0,55 | 0,24 | 0,14

Tabela 7.3: Desvios padrio relativos {%) para diferentes configuracdes da matriz de en-
tradas do sistema filtro

Nota-se pela andlise das tabelas 7.2 e 7.3 que a escolha de diferentes configuraches do
sistema filtro tem influéncia sobre a sensibilidade das estimativas a disperses nos valores
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Figura 7.3: Fungdes de transferéncia para diferentes sistemas filtro.

das correlagdes,

A intensidade desta influéncia, por sua vez, relaciona-se direfamente ao préprio sistema
mecanico que se deseja identificar, ou seja, existe wma associagio entre pardmetros do
sistema e do filtro. O sistema filtro pode atenuar ou amplificar determinadas faixas de
frequéncia das varidveis que passam pelo filtro.

Como o préprio sistema mecanico ndo € conhecido a prineipio, torna-se bastante dificil
fazer uma escolha ofima dos parBmetros do filtro. Entretanto, como indicacio, deve-se
escother sistemas que ndo afeter bruscamente a grandeza medida utilizada como entra-
da. Por exemplo, um sistema pouco amortecido, certamente amplificard demasiadamente
determinadas componentes em freqiiéncia, distorcendo a varidvel medida.

Finalmente, a figura 7.3 flustra, de forma qualitativa, as fungdes de transferéncia para
alguns sistemas fltro {1,3,5 € 7), considerados naz tabela 7.2. A matriz de entradas P
possul py = L ep; =0 {1 = 2(1}6). As funges de transferéncia referem-se & varidve] de
saida g {1} do filtro. Para efeito de comparagho, apresenta-se na mesma figura a funcio
de transferéncia entre a entrada lgada ao parAmetro s¢ {6.36) e deslocamenio do mancal
z;{t) em (6.28) para o caso do sistema mecanico {6.22).

Come foi visto até agora, a escolha dos pardmetros do sistema filiro exerce alguma
influéncia sobre as dispersbes das estimativas, quando se aplica o procedimento de iden-
tificacio baseado na equagio de Liapunov.
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Mauiriz Fundamental
desvio padrio relativo {%)
Correlagées k11 kg.; 11 £a4
50x10% [0,2810,8310,32 10,87
10%10°F | 0,56 11,66 10,64 1,74

Tabela 7.4: Desvios padro relativos para identificacdo baseada na matriz fundamental.

Pelo procedimento de identificagao, baseado na matriz fundamental do sistema, nao hd
necessidade de ufilizacdo de sistema filtro. Aplica-se agora este método, para o caso aqui
considerado, e obtém-se os resultados constantes na tabela 7.4. As estimativas basearam-
se na utihizagdo de 6 diferentes 7,’s para as correlagées.

Nota-se claramente, por comparagho das tabelas 7.1 e 7.4, as grandes diferencas nas
sensibllidades das estimativas, em relagdo as dispersdes nas correlagdes. Pelo procedi-
mento baseado na matniz fundamental, pequenas dispersées nos valores das correlagdes ja
causarn grandes variagbes no valor dos pardmetros.

Deve-se salientar, primeiramente, a grande influéncia da transformagio numérica, que
leva a mairiz fundamental identificada & matriz do sistema mecanico, onde encontram-se
os parametros fisicos de interesse. Esta operacio numérica € bastante sensivel a pequenas
variagdes na matriz fundamental,

Devido a necessidade de aplicagdo desta transformacio numérica, perde-se também
o controle sobre os parBmetros e em consequéncia, torna-se multo dificil a utihizacio do
conhecimento acerca de alguns parametros do sistema.

Assim é necessario, estimar todos os parfmetros da matriz fundamental, e em con-
segiiéncia, da matriz do sistema mecanico com parametros fisicos, independentemente
de alguns jd serem conhecidos ou ndc. Para sistemas com matrizes de ordem elevada e
esparsas com diversos zeros, esta condic@o se configura em grande desvantagem.

Para sistemas de ordem menor, devido ac mimero reduzido de parametros envolvidos,
ag dispersdes dos resuliados tendem a ser menores.

Para efeito de ilustragio, considera-se o caso estudado em [54], onde a matriz do
sisterna mecanico, é dada por

Cpa 0 g
A= ’ (?.8)
ku kzz v 611 012
. ko ke 1 ex oz i

e as matrizes de entradas e de medidas por
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Matrsz Fundemental
desvio padrao relativo (%)
Correlagles | kyy | ke | 013 Caa
6.1 0,62 | 045 | 2,07 1 0.86
0.5 3,11 2,25 | 1033 | 4.1

Tabela 7.5: Desvios padrio relativos (%) para identificacio de um sistema mecénico de 2
graus de liberdade.

B= e | e C= I:I(g‘g} : 0(23}} . (TQ}

COTIL

kyy = —3600 572
L kig = kgl = 1000 5—2
kgg = - 5000 8-“2

iy = -12 8_]
* Cijg = €51 =~ -9 .9_1
Loy = ~24 3*}

Trabalhando-se com Af = 10 ms e com matrizes de correlacoes para 6 diferentes 7’s,
obtém-se as dispersdes constanies na tabela 7.5.

Os pardmetros estimados, neste caso, varlam menos e permitem maiores dispersdes
nas estimativas das correlagdes. )

Comparando-se os dois procedimentos de identificacio, aplicados ao caso do sistema
mecanico com 6 graus de liberdade, pode-se concluir pelo melhor desempenho do método
haseado na equagio de Ljapunov. Este permite maiores dispersies sobre os valores de
correlagdo estimados para niveis de dispersdo nos pardmetros equivalentes para os dois
£as08.

7.3 Medicao dos Deslocamentos Lineares

Nesta secdo analisa-se numericamente o caso estudado de forma tedrica em 6.3.3, ou
seja, excitagdo tipo ruido branco e medigio somente dos deslocamentos lineares.

Como fol visto, devido a eliminagio de mais duas medigdes (deslocamentos angulares
do rotor nas duas diregbes) em relagéio ao caso anterlor, o sistema deve sofrer uma trans-
formacio de coordenadas para adaptagio & forma normal (3.28). Com isto, ocorre uma
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combinagho entre os diferentes pardmetros fisicos e a consequente redugio no pimero de
pardmetros do sistema final.

Estima-se, agora, os parametros da forma normal (6.48), onde considera-se conhecidos,
além das posicbes dos zeros, os parametros que ndo se relacionam a Ky, kugs €11 € Cag.

Tendo-se estimado os pardmetros desconhecidos na forma normal {6.48), obtém-se
diretamente os parametros de mancal procurados.

A tabela 7.6 ilustra a relacio entre dispersdes nas correlagdes estimadas e nos paré-
metros, quando a configuragio do filtro é na forma das equagdes (7.6) e {(7.7).

Equagio de Ljapunov
Desvios Padrao Relativos (%)
Correlacdes | kg1 | kea | cu | Ca
0,5 291 13,10 0,24 | 0,26
10 1,63 | 6,21 | 0,40 | 0,51

Tabels 7.6: Desvios padrio relativos das estimativas com aproveitamento do conhecimento
sobre o5 parametros.

Na tabela 7.7 apresentam-se os resultados obtidos quando ¢ feita uma variacio nos
parametros do sistema filtro analogamente ao exposto na tabela 7.2,

Dos dados da tabela 7.7, nota-se que o comportamento das dispersdes dos resultados
& mais estével e menos sensivel s variagbes do sistema filiro, quando comparado ao case
mostrado na tabela 7.2.

!Flitl‘(}i gi?u l k44 i 1 I Cay t
1 1046 0,62 ]0,05]0,05
0,47 | 0.61 | 0,05 | 0,05
0,52 [ 0,50 | 0,05 | 0,05
0,27 1 0,08 16,07 10,07
645 | 0,03 10,06 | 0,06
0.43 | 0,03 | 0,06 | 0,07
0.45 | 0,03 | 0,06 | 0,07

3] O] M| G b

Tabela 7.7: Desvios padrio relativos para diferentes configuragbes do sistema filtro. Cor-
relaghes com desvio padrao relativo d = 0,1%.



7.4 Excitagao Colorida

Analisa-se numericamente o caso descrito em 6.3.4. O sistema é excitado por um ruido
colorido e as medidas so perturbadas também por ruido colorido.

Para a caracterizagao do filtro de forma gerador destas excitacdes, considera-se um
sistema de 2% ordem na forma {(6.49), com

o[22] - eel2]
L B 8a

ry = 0,9 x 107

g = '*0,6 x 10
oude oy = 1,0

Sy = 150 .

As matrizes, de acoplamento H, da excitagdo e H, das perturbagdes nas medidas, sio
da forma

H, = 10° Iz (7.10)
e
40
0 dp
ldy 0
H,= | d | (7.11)
ds 0
| 0 ds

com o8 seguintes valores numéricos,

[ dy = 1,0
dg ‘—‘”—-2.0

) ds = 3,0
dy = 3,0
ds ﬂ‘i,ﬁ
dng},() .

A tabela 7.8 traz os desvios padréo porcentuais em funcdo da disperséo dos valores das
correlagoes estimadas. Considera-se que somente os parametros relacionados ao mancal
do sistema descrito em 6.3.1 sejam desconhecidos.

Comparando-se estes resulfados aos casos estudados anteriormente, extrai-se uma

maior sensibilidade do processo de identificacdo em relagio as dispersdes nas correlagdes.
' Comeo ja foi discutido anteriormente, a forma como o sistema é excitado, influencia o
resultade final da identificacio. No caso tratado aqui, o sistema € excitado por um ruido,
gue é modelado a partir de um sistema dinamico de 2% ordem, que por sua vez é excitado
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Egquagdo de Lijepunov

Correlagdes | kg, kag | €11 | Caa
0,1 5,16 | 218 | 0,19 | 0,065
0,5 23,46 { 10,96 { 0,921 0,32

Tabela 7.8: Desvio padrio porcentual em fungdo da dispersio das correlacbes.

por ruido branco. Os pardmetros deste sistema s3o responsdveis diretamente, portanto,
pelas caracteristicas do ruido colorido de excitagio do sistema mecénico. A variacao deles
pProvoca uma variagao na forma com que o sistema mecanico é excitado.

A tabela 7.9 traz alguns resultados de uma anélise destas variagbes, ou seja, os valores
dos desvios padrdo porcentuais dos parametros estimados, como funcio da escolha de
diferentes parametros para o sistema filtro de forma.

Filiro de | Autovalores Equagdo de Lijapunov
Forma ki: kaq €11 C44
1 MY = —0,3 x 107 0,52 | 023 | 0,019 | 0,007
2 ML= —0,454+0,779 x 10% | 040 | 022 | 0,016 | 0,0062
3 M7 = 0,27 x 104 2,54 | 0,54 | 0,091 | 0,02
M= 0,30 x 10°
4 ML= -0,9%10° 1L,51 | 7,13 10083 | 0,25
Desvios da média 0,85 % | 7,08% | 0,08% | 0,25%

Tabela 7.9: Desvio padrio porcentual em funcio das caracteristicas do filtro de forma.
Correlagio supostas em disperséo 4 = 0,01%.

A influéncia do processe de excitagio pode ser facilmente visualizada por esta tabela.
O filtro de forma determina as faixas de freqiiéncia do sistema que serfo mais excitadas.
Pardmetros relacionados a determinadas faixas de fregfiéncia pouco excitadas podem ser
estimados com erros maiores. A tabela 7.9 mostra o caso do sistema filtro de forma 4, no
qual, para uma dispersdo nas correlagbes de d = 0,01%, as estimativas dos pardmetros
apresentam problemas de desvios das médias em relagio aos valores reais.

A figura 7.4 mostra qualitativamente a fungio de transferéncia para o sistema mecé-
nico. Esta possui as mesmas caracteristicas da apresentada anteriormente na figura 7.3
Conjuntamente, para efeito de comparacio, apresentam-se as funcdes de transferéncia
para os sistemas filiro de forma da tabela 7.9. Considerou-se para a matriz de entradas
8 (6.50) do filtro de forma, s; = 1 e s = 0. No grafico aparecem as fungdes relativas
resposta da varidvel z3{t) {6.49).
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Figura 7.4: Fungdes de transferéncia para diferentes sistemas filtro de forma.
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7.5 Comentarios

Da analise numérica de diferentes casos considerados neste capitulo, pode-se verificar
algumas tendéncias gerais que sio salientadas a seguir.

* As dispersdes nas estimagGes dos parametros sdo crescentes para algoritmos que nio
utilizam informagcdes sobre os pardmetros.

o Apesar da verificacio de que as caracteristicas do filtro, para o procedimento da
equacao de Liapunov, influenciam nas dispersdes das estimativas, estas se mostraram
bem menores quando comparadas 3s fornecidas pelo método da matriz fundamental.

¢ A forma como as excitagdes aleatdrias do tipo rufdo colorido atuam sobre o sistema,
assim como a sua caracteristica em fregiiéncia, influenciam significativamente nos
resultados finais do processo de identificagéo.
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Capitulo 8

Conclusoes

Ao longe do trabalho tratou-se da identificaciio paramétrica de sistemas mecnicos
excitados estocasticamente. Consideron-se somente as medicdes das varidveis de estado,
ou seja, nao foram utilizadas medigdes das excitagbes estocdsticas.

Foram derivados procedimentos para a identificacio paramétrica, os quais 330 fun-
damentados em dois diferentes conceitos. Um deles, baseia-se na equacio matricial de
Ljapunov, enguanto o outro, utiliza a matnz fundamental do sistema.

Foi proposte um procedimento para a mclusdo de um ruido colorido, que pode se
apresentar como excitagao do processo, e também como perturbagdes de medidas do tipo
aditivas. O ruido colorido é modelado por um filtro de forma. As sajdas deste sistema
configuram-se como entradas do sistema mecinico, assim como, perturbagdes de medidas.

Foram analisados diferentes casos & mostrou-se, como a identificacio paramétrica de
sistemas mecanicos ainda € possivel, apesar do nac conhecimento do sinal de excitacio. As
redundéancias de medidas (deslocamentos e algumas velocidades), possibilitam contornar-
se o problema do nic conhecimento da excitagio. A ordem do sistema dindmico utilizado
na modelagem do ruido colorido, influencia significativamente na configuracio da matriz
de medidas do sistema.

Da analise dos dois procedimentos de identificagdo desenvolvidos, pode-se ressaltar as
principais caracteristicas de ambos de uma forma geral.

* Os dois procedimentos permitem a identificacdo paramétrica de sistemas mecinicos
sem medigbes dos sinais de excitagio.

¢ Os dois procedimentos levam aos pardmetros de um modelo em tempo continuo.
Utiliza-se para isso, estimativas das matrizes de correlagio. A estimacio destas
matrizes caracteriza-se come um problema por st 6, € nfic ¢ tratado neste trahalho.

O método baseado na equacio matricial de Ljapunov possui uma grande vantagem,
guando comparade ao método da matriz fundamental, pois a ligagio entre os parametros

procurados e as matrizes de correlagbes estimadas € direta. Isto possibilita:

» a completa utilizacdo de conhecimento prévio sobre os pardmetros do sisterna,
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» menor trabalho numérico, pois ndo necessita da transformacio entre a matriz fun-
damental e a matriz do sistema.

» Com isto, a sua implementagao em computador torna-se mais simples.

Usma desvantagem deste procedimento em relagéio ao método baseado na matriz funda-
mental, se constitui na necessidade de inclusio da dindmica das perturbagdes de medidas
no modelo do sistema a ser identificado, mesmo para perturbagées do tipo ruido branco.

O método baseado na matriz fundamental fornece estimadores, que relacionam direta-
mente as correlacoes estimadas aos pardmetros da matriz fundamental. Esta caracteristica
pode conferir a este procedimento uma grande vantagem guando o interesse da identifi-
cagdo for por um meodelo do sistema mecanico discretizado no tempo.

A partir da experiéncia numérica adquirida em aplicagdes dos dois procedimentos,
pode-se ressaltar a importancia da utilizacio do conhecimento prévio sobre os pardmetros
na precisdo dos resultados finais. Esta utilizacio torna-se mais importante para sistemas
de ordem elevada.

O método baseado na matriz fundamental possui uma vantagem em relacio ao método
da equagdo de Ljapunov, ou seja, ndo necessita da aplicacio de filtro s medidas. Os
parametros da matriz fundamental sfo estimados diretamente a partir das matrizes de
correlagbes estimadas. Por outro lado, o aproveitamento de informagdes prévias sobre os
parimetros torna-se bem mais dificil neste caso,

Doz resultados numéricos apresentados no capitulo 7, pode-se extrair, de uma maneira
geral, para os casos estudados, que

s o método baseado na equagio de Ljapunov moestrou uma menor sensibilidade dos
resultados a dispersdes nas estimativas das correlagdes,

s os resultados obtidos pelo método da matriz fundamental sdo mais sensiveis a dis-
persGes nas correlacdes , para sistermas de ordem mais elevada.

A forma com que o rutdo é modelado, assim como as estruturas de ligacio entre
a excitagdo e o sistema, influenciam significativamente na sensibilidade dos resultados
finais em relacio a dispersdes no valor das correlages.

Para o prosseguimento das analises realizadas neste trabalho, sugere-se inicialmente,

e aplicagio pratica dos métodos a sistemas rotatives, onde pode-se estudar o efeito
da excitagido harmonica causada pelo desbalanceamento,

s analise de métodos para a determinacio experimental da ordem e da estrutura para
sistemas mecanicos.
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Apéndice A
Sistemas Rotativos

No tratamento desenvolvido ao longo do trabalho, considerou-se a identificacio de sis-
temas mecanicos excitados estocasticamente. A estruturacio interna das matrizes foram
totalmente utilizadas. Com isto atingiu-se ndo somente a diminuicio do mimero neces-
séric de medidas, mas também, através da redundancia nas medigdes de m {m > f)
coordenadas de estado, a modelagem com uma entrada tipo ruido colorido.

Todas estas conclusées sdo vélidas também para sistemas rotativos. Entretanto,
encontram-se para esta classe de sistemas algumas particularidades.

Primeiramente encontra-se juntamente com o sinal de entrada, a inevitével excifacio
pelo desbalanceamento. Esta diferenca é de grande importancia, pois pela apdlise reali-
zada no trabalho, pressupde-se apenas processos estocdsticos como excitagio.

Neste ponto necessita-se adaptar a formulagiio anterior a este novo problema. Este é
¢ objeto deste apéndice.

A.1 Excitacao Harmonica
Na equagao (2.1) para sistemas mecinicos genéricos de miltiplos corpos, pode-se acres-
centar ac lado do processo estocdstico de excitagho u(?), uma outra excitacdo harmdnica

como feito em {6.22),

ME(t) + P (1) + Q£(f) = Su(t) + Hn(1) (A1)

com
] ocosiflt4 /)
n{t) = { sen{f} 1+ A) } '

A matriz Hy sy corresponde & matriz de entrada para o vetor n(t)y 1y do sinal har-
ménico com frequéncia 1. Os outros termos na equagao (A.1) sdo definidos como em
(6.22).
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A equagdo {A.1) pode ser reformulada e representada como,

X(t) = A x(t) + B u(t) + E n(t) (A.2)
com
O 0
E=| - =
M™'H H

As estruturas internas das matrizes A e B, assim como as dimensdes, permanecem
inalteradas com relagio a (2.3).
Sendo u(t) nao correlato com n(i}, ou seja,
R.(rn)=0 Vi (A3)
A resposta do sistema dindmico pode ser composta de uma superposicio da resposta

a excitag@o estocdstica x,(t) e da resposta & excitagio harménica x,,(t),

(1) = Xu(t) + xalt) (A4)

Pela estabilidade assintdfica do sistema mecinico homogéneo (A.1), obtém-se a res-
posta estaciondria

Xp (1) = gy cos §If + gosenft, (A.5)

sendo 4z e g2 vetores contendo amplitudes.
Considera-se que as coordenadas medidas sejam perturbadas pelo ruido v(t),

¥(t) = xu(t) + g1 cos i + ggz5en + v(t) , (A.6)

onde ndo existe correlacdo entre v(1) e u(t), assim como entre v() e n(t).
A matriz de correlagoes R, (7;) torna-se,

Ryy(7) = = {0y (t + )} . (A7)
Substitui-se a equagho {(A.6) em {A.T) para obfer
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R,(n = ¢ {[xu(t) + qu cos O + apsen(¥ + v(1)] [xI(t + ) + qF cos Ut + 7))+
+agsenf(t + 1) + v (L + )]} (A.8)

Muitiplicam-se os termos em (A.8) e sob a consideragio de nio existéncia de correlacio
entre v{i} e u{t), v(t) e n{t) e u(t) e n{t),

Ryy(Ti) = qufu('ri) + qlq’{ € {C03 Qt cos Q(t + T‘.)} +
+aiq; € {cosQt senQ(t + 7))} + quq? e {senf¥ cos Ot + )} +
+epgl & {sen(lt sen(t + 7)) + R,.(7). (A.9)

Em {A.9), se v(t} é um processo ruldo branco, a matriz de correlagdes R, {+) desapa-
rece para todo 7; > Q.

As esperancas matematicas constantes em (A.9) podem ser calculadas por integracao.
Por exemplo

T
e{cosfit cos Ut + 1)} = Tlim %j cos 0 cos Ut + 7)) dt. {A.10)

Com o célculo dos diversos termos de (A.9) pelo procedimento (A.10) obtém-se

R, (7} = Bayo, (710} + Qq cos Or; + Qusendr; | (A1)

COMm

Q: = % (mal +@d]) ,
Q= % {(aaf — @al) .

Nota-se na relagao {A.11), pela anélise feita na secdo 6.2, que a matriz de correlagdes
R, .. (%) tenderd & matriz singular quando 7; for grande. Contudo, os termos correspon-
dentes ao cosseno e an seno nio desaparecerao.

Nas segbes tratadas ao longo do trabalho, utilizou-se apenas das correlagbes correspon-
dentes & resposta do sistema a uma excitagdo estocdstica. Através da escolha adequada
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das defasagens no tempo 7y’s, para o célculo das correlagbes, pode-se voltar ao problema
original, apesar do desconhecimento da excitagdo harmonica.

Isto ¢ possivel através da filtragem da parte harmoénica presente na matriz de corre-
lagdes Ryy(mi).

Esta fliragem é efetuada através de uma combinagio de duas matrizes de correlagbes
para diferentes defasagens no tempo 7,

Ry () £ Ry(7) = Rowe, (7} & Ry, (m5) +
+Qy(cos 7 = cos ;) + Qofsenfhr; £ senflr;),  (A.12)

ondei # 7.
Escothe-se 2mora, o par i, j, de forma que as relacoes
cos {br; & cosflry = 0 {(A.13)
e
sen{dr; + senflr; = 0, {A.14)

sejam satisfeitas simultaneamente. Isto é possivel com

Ti TR ,onde n = { 1,2,5,..., N para sorma {A.15)

Q 2,4,6,...,N+1 para diferenca.

Desta forma, consegue-se fazer com que a parte harmonica desapareca da equagao

(A.12},

Ryy{r) Ry, (7} = Ruus, () Reyao {5} - (A.16)

As funcbes de estimac3o, derivadas ao longo dos capitulos 4 ¢ 5, séo lineares nas matri-
zes de parametros. (O procedimento de filiragem da parte harmdnica possibilita a exclusdo
automdatica do efeito de uma excitagao desconhecida, causada por desbalanceamento em
nma rotagio conhecida £,

Pode-se imaginar que a filtragem de excitagbes desconhecidas periddicas também pos-
sarm ser realizadas de forma andloga, desde que se conhega as frequéncias destas excitagoes.
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