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DESENVOLVIMENTO DE ELEMENTOS FINITOS
QUADRILATERAIS SUBPARAMETRICOS PARA
ANALISE DE PLACAS

RESUMO

Desenvolve-se, neste trabalho, um conjunto de elementos finitos quadrilaterais
subparamétricos para andlise de placas finas e de placas moderadamente grossas, formulados a
partir do conceito de sdlido degenerado e baseados na teoria de Mindlin - Reissner. A
interpolacio da geometria dos elementos € feita utilizando-se o elemento quadrilateral
quadrdtico de oito nds da familia Serendipity. Jd4 o campo de deslocamento € interpolado a
partir de um elemento quadrilateral de quatro nés atraves de polindmios associados aos nés e
ao interior do elemento. SHo empregados seis esquemas diferentes de interpolagdo,
produzindo seis formulagdes subparamétricas distintas, pelo uso de polindémios de primeiro,
terceiro e quarto graus. Os graus de liberdade, para cada formula¢do, resumem-se a cinco
graus de liberdade fisicos por né e a trés graus de liberdade ndo fisicos para cada polinémio
associado ao interior do elemento. As matrizes de rigidez ¢ vetores de carga sdo obtidos
através de integracio numérica reduzida, empregando-se (2x2) pontos de integragdo no plano
médio das placas.

As formulacdes s3o implementadas em um programa computacional desenvolvido em
linguagem C e os resultados, para diversas geometrias ¢ condigdes de contorno, sio
comparados com o desempenho de elementos cldssicos ¢ de elementos de programas
computacionais de cardter comercial,

Conclui-se que as formulagdes desenvolvidas neste trabalho sdo atrativas em fungdo
de sua simplicidade e do esforgo computacional reduzido que demandam. Elege-se a
formulagdio composta por polindmios lineares associados aos nés e por polindmios de quarto
grau associados ao interior do elemento como a de melhor desempenho geral.

Palavras Chave:

Elementos Finitos, Formulagiio Subparamétrica, Andlise de Placas



DEVELOPMENT OF QUADRILATERAL
SUBPARAMETRIC FINITE ELEMENTS FOR PLATE
ANALYSIS

ABSTRACT

A set of quadrilateral subparametrics finite elements for thin and moderately thick
plate analysis were developed using the concept of degenerated solids, based on the theory of
Mindlin-Reissner. The elements geometry interpolation is done using the quadratic
quadrilateral element with eight nodes from Serendipity family. The displacement field is
interpolated from a four nodes quadrilateral element through polynomials associated to the
nodes and to the interior of the element. Six different interpolation schemes were used,
resulting in six distinct subparametric formulations, using polynomials of first, third and
fourth order. Each scheme generates five physical degrees of freedom per node and three non-
physical degrees of freedom associated to each internal polynomial. The stiffness matrix and
load vectors are obtained through reduced numerical integration, using (2x2) points of
integration in the middle plane of the plate.

Computer programs for the formulations were developed using C language. The results
for several geometries and boundary conditions were compared to the performance of classical
elements and those used by commercial software. The conclusion is that the formulation
developed in this work is attractive due to its simplicity and computational efficiency. Nodal
Jinear polynomials associated with internal fourth degree polynomial had the best
performance.

KEY WORDS:

Finite Elements, Subparametric Formulation, Plate Analysis.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 0 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

A utilizacio de métodos computacionais na Engenharia moderna estendeu, de forma
impensdvel até bem pouco tempo atrds, a capacidade analitica e preditiva do engenheiro.
Virtualmente, todo processo fisico de interesse da Engenharia pode, hoje, ser representado,
com diferentes graus de confiabilidade, pelas ferramentas computacionais disponiveis. O
desenvolvimento continuo das dreas da matemdtica aplicada, programagio e arquitetura de
computadores, permite grande otimismo com relacfio a mais notdvel tarefa do engenheiro: a
formulacdo matemadtica do processo fisico e a posterior andlise do modelo matematico.

Entre os métodos numéricos computacionais em uso, destaca-se o méfodo dos
elementos finitos. Sua grande popularidade, tanto no meio académico como na inddstria,
deriva de sua versatilidade e abrangéncia. Problemas de diversas dreas da Mecénica podem ser
modelados e resolvidos com alto grau de preciso. A rdpida difusio de recursos
computacionais, aliada a disponibilidade de programas comerciais de aplicagdio geral, criou
condicdes favordveis a popularizacdo do método.

A idéia basica por tras do método dos elementos finitos — a representacdo de um
dominio complexo como uma colecio de partes discretas — remonta aos matemnadticos da
antiguidade, que estimaram o valor de % notando que o perimetro de um poligono inscrito em
um circulo se aproxima da circunferéncia do mesmo (REDDY,1993).

Em 1942, Hrenikoff propde o framework method, no qual um meio eldstico plano era
tratado como um conjunto de barras e vigas . J& Courant, em artigo publicado em 1943, utiliza
interpolacdo polinomial e o principio da energia potencial, em subdominios triangulares, para
estudar o problema de torcio de Saint Venanr. Esta €, talvez, a primeira aplicacio do método
tal como o conhecemos hoje.

A apresentagdo formal do método € atribuida a Turner, Clough, Martin e Topp (1956) e
a Argyris e Kelsey (1960). Clough propds o nome método dos elementos finitos para diferencid-
lo dos elementos diferenciais do célculo. Em 1963, o método ganha uma sélida base
matemadtica e respeitabilidade académica ao ser reconhecido como a solugéo de um problema
variacional pela minimizagio de um funcional (SEGERLIND,1984).

Desde entdo, novas aplicagdes do método se sucedem. Inicialmente restrito 2 Mecénica
Estrutural, hoje € utilizado com sucesso nas dreas da Mecdnica dos Fluidos, Transferéncia de
Calor, Eletromagnetismo, Actistica, entre outras.

0O método dos elemento finitos é, atualmente, uma ferramenta analitica que faz parte da
cultura basica do engenheiro.
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1.2 A ANALISE DE PLACAS PELO METODO DOS
ELEMENTOS FINITOS

~

Na anidlise de qualquer elemento estrutural a luz da Teoria da Elasticidade,
distinguem-se os seguintes componentes bdsicos: as equagdes de equilibrio, as condi¢des de
compatibilidade ¢ as leis constitutivas. As leis de Newfon respondem pelas equagdes de
equilibrio; as condigbes de compatibilidade expressam as relagdes cinemdticas entre
deformagdes e deslocamentos. J4 as leis constitutivas exprimem a relagfio entre a tensio e a
deformagdo do material.

Esses componentes sdo, no geral, apresentados ou como um conjunto de equagdes
diferenciais ou vinculados a um principio de energia. Como a sua satisfacfio simultinea é, para
a maior parte das aplicagbes priticas, matematicamente invidvel, desenvolveram-se
simplificacOes e aproximacdes a teoria geral.

Podem ser formuladas teorias menos restritivas a partir de certas caracteristicas
geométricas especificas do elemento estrutural. E o caso da teoria das placas eldsticas, que é
uma aproximagdo da teoria da elasticidade tridimensional para duas dimensdes. A sua
aplicacdo permite determinar o estado de tensio e deformacio das placas.

Uma placa € um corpo sélido, limitado por duas superficies planas e paralelas, cujas
dimensdes laterais sdo grandes em comparagio com a distdncia entre as superficies planas (a
espessura da placa). Essa hipotese é fundamental, pois delimita claramente a classe de
problemas fisicos a serem tratados.

Identifica-se, a meio caminho entre as superficies planas, uma posicio de referéncia
chamada de plano médio ou plano neutro (Figura 1.1). As simplificacdes adotadas permitem
considerar as deformacdes a partir deste plano.

Figura 1.1: Uma placa e seu plano médio.

Segundo GOULD (1988), o passo seguinte para o estabelecimento de uma teoria
simplificada de placas consiste na adogio de uma série de hipéteses a respeito da razdo entre
as dimensdes caracteristicas da placa, a magnitude relativa da deflexdo de pontos da placa
sujeita a carregamento externo, a rotago de uma normal com relago a posigdo indeformada
de referéncia e as tensGes na diregfo transversal da placa. Essas hipdteses foram formuladas e
justificadas por matemdticos e cientistas dos séculos XVIII e XIX.
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Nas teorias simplificadas, adota-se a hipétese dos pequenos deslocamentos, em
comparag@o com a dimensdo caracterfstica transversal, permitindo a formulagio do equilibrio
da placa com rela¢do a geometria indeformada inicial. Se esta hipdtese ndo for vilida para um
caso particular, podem ser formuladas teorias de ndo linearidade geométrica.

As propriedades de flexdo de uma placa dependem essencialmente de sua espessura,
quando comparada com as outras dimensdes (TIMOSHENKO e KRIEGER, 1968). Sio,
portanto, classificadas em dois grupos: placas finas e placas moderadamente grossas. Uma
placa € considerada fina quando a razdo entre a espessura ¢ ¢ a menor dimensdo lateral a é
menor do que 1/20 (#/a < 0.05).

A teoria da flex@o de placas finas com pequenos deslocamentos é conhecida como
Teoria Classica de Placas de Kirchhoff e € baseada em suposigdes similares as adotadas na
teoria de Euler-Bernoulli para vigas. Suas hipéteses fundamentais sdo (REDDY, 1984) :

(1) Um elemento reto da placa, normal ao plano médio, apés a deformagio, permanece
reto, perpendicular ao plano e mantém seu comprimento inicial. Esta hipétese é equivalente a
desconsiderar as tensdes de cisalhamento atuantes na dire¢io da espessura, assim como a
deformagio especifica na dire¢fio perpendicular ao plano médio.

(2) As tensdes normais ao plano médio sdo pequenas em comparagio com as outras
tensdes e podem ser desprezadas. Esta hipétese € equivalente a desconsiderar a energia de
deformagdo correspondente a estas tensdes.

Por outro lado, se a relagdo entre a espessura f ¢ a dimensio caracteristica a da placa é
maior ou igual a 1/20 (#/a 2 0,05), as tensdes de cisalhamento na dire¢fio da espessura tornam-
se importantes ¢ ndo podem mais ser desprezadas. Neste caso, se um elemento reto da placa é
normal ao plano médio, ap6s a deforragio, ele permanece reto, mantém seu comprimento
inicial, mas ndo € mais perpendicular ao plano. Esta € a hipdtese bdsica da teoria de Mindlin -
Reissner, que caracteriza placa moderadamente grossa.

Observe-se que, se a teoria de placas moderadamente grossas propde o relaxamento da
restricdo de Kirchhoff relacionada as tensdes de cisalhamento na dire¢io da espessura, ela
também desconsidera o efeito das tensdes normais ao plano médio.

A partir das teorias simplificadas para placas finas ¢ moderadamente grossas, deve-se
adotar um método de resolugdo vidvel. As equagdes diferenciais parciais que governam o
comportamento estrutural das placas ndo podem ser resolvidas analiticamente para quaisquer
geometrias, condi¢bes de contorno e carregamentos; deve-se recorrer, entdo, aos métodos
numeéricos para a solu¢do de problemas de ordem prética. Entre eles, o mais efetivo é o
método dos elementos finitos (REDDY, 1984).

Pela sua importincia para a inddstria moderna (especialmente civil, mecfnica e
aerondutica), a andlise de placas pelo método dos elementos finitos vem interessando os
pesquisadores desde a década de 60. GILEWSKI e RADWANSKA (1992) estimam gue, entre
1977 e 1988, foram publicados mais de 450 trabalhos sobre a anilise de placas
moderadamente grossas pelo método dos elementos finitos.

Adotando-se o método dos deslocamentos, o desenvolvimento de elementos finitos
para placas, baseado na teoria cldssica, apresenta como dificuldade principal a necessidade de
garantir continuidade ! para as fungdes de interpolacdo. Ou seja, as fungdes e suas primeiras
derivadas devem ser continuas nas interfaces dos eclementos. Essa necessidade reduz
drasticamente o repertério de fungdes disponiveis e aumenta a complexidada da formulagfo.
Além disso, a hipotese de Kirchhoff ~ a placa ¢é infinitamente rigida na diregc transversal e
todos os efeitos transversais, normais ou de cisalhamento, devem ser desprezados — gera
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elementos que subestimam as deflexdes e superestimam as frequéncias naturais e cargas de
flambagem. Mesmo assim, muitos elementos foram desenvolvidos baseados na teoria cldssica
de placas finas, sem, contudo, alcangarem os requisitos de simplicidade, boa convergéncia ¢
generalidade (HUGHES ez al, 1977).

Foi natural, portanto, que o foco de aten¢dio dos pesquisadores se voltasse para a
teoria de placas moderadamente grossas de Mindlin - Reissner, tomada como base para o
desenvolvimento de elementos finitos para placas. Como beneficio imediato dessa escolha,
tem-se que, as funcdes de interpolagdio do campo de deslocamento, basta a continuidade C°, o
que amplia consideravelmente o leque de opgdes para a formulagdo do elemento.

Reconhece-se, hoje, que os elementos finitos baseados na teoria de placas
moderadamente grossas sdo os mais simples disponiveis em termos de formulagio,
implementagdo e aplicagdo a vdrios tipos de estruturas de placas (AVERILL ¢ REDDY,
1992). Muito esfor¢co tem sido empreendido no desenvolvimento desses elementos, com
sucesso apenas limitado.

Uma das contribuic6es que mais influéncia tem exercido no desenvolvimento de
elementos de placas e cascas baseados na teoria de Mindlin - Reissner é a formulagio proposta
por AHMAD et al (1970). Nela, foi exposto o conceito de sélido degenerado para a criagio
de elementos de placas e cascas. Através da reduciio de uma dimensdo do sélido, as equacdes
tridimensionais sdo colocadas na forma de varidveis nodais no plano médio da placa (ou na
superficie média da casca). A geometria dos elementos € descrita pelas coordenadas nodais e
por vetores associados aos ndés do plano médio (Figura 1.2). Cada né tem cinco graus de
liberdade, sendo trés translagOes associadas ao sistema global de coordenadas ¢ duas rotagdes
associadas ao sistema local.

Figura 1.2: Obtencéo de um elemento de placa pela degeneracdo de um sdlido tridimensional:
(a) elemento sélido, (b) elemento de placa.

O elemento proposto por Ahmad et al teve um excelente desempenho em aplicagdes de
placas moderadamente grossas, atendendo, portanto, & teoria de Mindlin - Reissner
(ZIENKIEWICZ et al, 1971). Com a redugfo da espessura, entretanto, a rigidez do elemento
aumentava de forma progressiva e os resultades ndo tendiam, come seria de se esperar,

aqueles da teoria cldssica de Kirchhoff para placas finas.
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O mesmo problema condenou, desde sua concepgao, varios elementos de baixa ordem
(com nove ou menos nos) para analise de placas que incluilam em sua formulagdo as
deformacdes por cisalhamento na dire¢io da espessura (HUGHES er al, 1977), ou seja,
elementos formulados segundo a teoria de placas moderadamente grossas. Com o aumento da
razio entre a menor dimensdo lateral da placa e sua espessura, os deslocamentos calculados
eram muito pequenos se comparados a solugdo exata, exibindo um comportamento que ficou
conhecido como fravamento de cisalhamenio.

Varias técnicas foram desenvolvidas para corrigir esse problema e a mais popular
delas ¢ a que utiliza a integracdo reduzida, ou reduzida seletiva, no calculo da matriz de
rigidez do elemento. Empregada inicialmente, com grande éxito, no elemento degenerado
proposto por ZIENKIEWICZ et al (1971), esta técnica de integragdo numeérica emprega
menos pontos do que 0s necessarios para integrar exatamente as fungdes polinomiais.

A adicio de termos adicionais ao campo de deslocamento, gerando elementos ndo
conformes, é outra técnica empregada para evitar o travamento de cisalhamento em elementos
formulados a partir da teoria de Mindlin - Reissner. CHOL e KIM (1992} utilizaram esta
técnica em um elemento de placa, com oito nos, com integragdo reduzida seletiva. O
elemento foi testado em problemas classicos de flexdo de placas com resultados muito bons,
sem travamento de cisalhamento.

Uma série de outros métodos foram empregados para otimizar o desempenho de
elementos formulados segundo a teoria de placas moderadamente grossas: formulagdo de
elementos hierarquicos, através da versdo p do método dos elementos finitos (MOREIRA ¢
IGUTIL 1992); elementos formulados com base em um estado de deformacio especifica
pressuposto (ONATE ez al, 1992), (SHI e VOYIADIJIS, 1991); utilizagdo da teoria discreta de
Kirchhoff. que impde graus de liberdade adicionais, descartados no elemento final (COOK et
al. 1989), (BATHE e HO, 1981), (ZHANG e KRATZIG, 1995}, utiliza¢do de modelos mistos.
que adotam como variaveis nodais deslocamentos ¢ esforcos (YUQIU e FEL 1992); utilizagdo
de funcdes de forma fisicas, que contém caracteristicas fisicas e geometricas do elemento
(GILEWSKI ¢ GOMULINSKI, 1991); teorias de 3° ordem, que adotam uma distribuigao
quadratica da deformagdo por cisalhamento ao longo da espessura da placa (AVERILL e
REDDY, 1992).

Entretanto, apesar do grande esforco j& empreendido, ainda ndo se cumpriu
satisfatoriamente a meta rigorosa que ¢ o desenvolvimento de um elemento finito para placas
que concilie simplicidade de formulagédo, generalidade na aplicagio e corregdo de resultados.

1.3 OBJETIVOS

O objetivo principal deste trabalho ¢ o desenvolvimento de elementos finitos
quadrilaterais subparamétricos para anélise de placas finas e placas moderadamente grossas.
Os elementos serdo obtidos a partir da formulagio de solido degenerado, como proposto por
AHMAD ef al {1970) e formulados segundo a teoria de Mindlin - Reissner. A interpolagio da
geometria, para todos os elementos, sera feita a partir do elemento guadrilateral quadratico de
oito nos da familia Serendipity. Ja para a interpolagio do campo de deslocamento, serdo
retidos apenas os nos dos vértices do elemento utilizado na interpolagdo da geometria (Figura
1.3). Serdc estudados diferentes esquemas de interpolagdo com fungdes de forma nodais,

L)
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associadas aos quatro nés do elemento e funcdes de forma nio nodais, do tipo bolha,
associadas ao seu interior. Essas fungOes, de terceiro e quarto graus, devem reforgar a
expansdo polinomial e complementar a interpolagiio do campo de deslocamento, a partir de
funcdes de primeiro e terceiro graus, associadas aos nos.

Figura 1.3: {a) Elemento utilizado na interpolagiio da geometria; (b) Elemento utilizado na
interpolagdo do campo de deslocamento.

A distribuicio dos graus de liberdade do elemento utilizado na interpolagdoe do campo
de destocamento terd a seguinte disposico:

(a) cinco graus de liberdade fisicos por né, compreendendo trés translagdes segundo o
sistema global de referéncia e duas rotagBes segundo o sistema local.

(b) trés graus de liberdade para cada fungdo de interpolagdo nflo associada aos nés do
elemento — graus de liberdade ndo nodais, sem um significado fisico definido.

As matrizes de rigidez dos elementos serdo calculadas utilizando-se infegragdo
numérica reduzida, empregando-se (2x2) pontos de integra¢fio no plano médio do elemento.

Os objetivos gerais do trabalho podem ser apresentados da seguinte maneira:

® Desenvolvimento de elementos finitos quadrilaterais subparamétricos para analise
de placas.

® Proposta de uma formulagfo simples ¢ efetiva para andlise estética de placas finas e
placas moderadamente grossas.

® Anilise de esquemas de interpolagdo alternativos pela inclusdo de polindmios
associados ao interior do elemento.

® Anilise do desempenho dos elementos propostos face a solugbes analiticas
existentes, a elementos cldssicos e a elementos implementados em programas
computacionais de cardter comercial.
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CAPITULO 2

GEOMETRIA

2.1 INTRODUCAO

A geometria dos elementos propostos serd interpolada quadraticamente, a partir das
fungdes de forma da familia Serendipity. A Figura 2.1 apresenta, portanto, o elemento
quadrilateral quadritico da familia Serendipity, com 8 nos. Pela metodologia adotada, as
seces, ao longo da espessura, sio geradas por linhas retas. No plano médio do elemento estdo
dispostos os nds i e o sistema de referéncia local, constituido das coordenadas curvilineas § ¢
7 (soliddrias ao plano médio) e da coordenada linear €, na diregio da espessura do elemento.
Estas coordenadas naturais variam entre -1 e +1, de formaque { = £1 e 1 = * 1 definam as
faces laterais dos elementos. Os valores 1 para a coordenada linear { definem as faces
externas superior e inferior, respectivamente.

Figura 2.1: Elemento de placa da familia Serendipity, seu plano médio e os nés associados a
ele.
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2.2 DEFINICAO DA GEOMETRIA DO ELEMENTO

O estabelecimento da posico de qualquer ponto O do elemento serd obtido pela soma
vetorial representada na Figura 2.2. Associa-se ao elemento um sistema cartesiano global de
coordenadas (X ¥,72); se ¥ é o vetor que define a posi¢do de qualquer ponto 0 do plano médio
e m o vetor que define os pontos fora deste plano, a soma destes dois vetores gera o vetor R:

R=r+m (2.1)

Figura 2.2 - Definicdo da geometria do elemento.

O vetor R, portanto, define a posigdo de qualquer ponto Q) do elemento. Os tépicos a
seguir explicitam o cdlculo dos vetores apresentados na Figura 2.2.

2.2.1 Determinacio do vetor 7

O elemento apresentado na Figura 2.2 estd associado a um sistema cartesiano global de
referéncia (X, ¥,Z). Se i é um né genérico de seu plano médio, o vetor 7., que o define, tem 0s
componentes x,, ¥; e z; segundo os eixos X, Y'e Z, respectivamente. Dessa forma,
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Um ponto genérico 0 do plano médio serd dado peio vetor 7, interpolado a partir dos
vetores 7 e das fungdes de forma Ni(§n) de cada no deste plano (COONS, 1967),
(FORREST, 1968):

S
FEM =D N(&mF, (2.3)

As funcdes de forma quadraticas da familia Serendipity sio dadas por (ZIENKIEWICZ
e TAYLOR, 1989).

N (&m :i(lv%fé)(li—nn,.)(é‘é +f777i -1 para 08 nds i=1,2,3,4 (2.4)
N(Em= 32;(1~52><1+ ) para 0 ns i=5,7 2.5)
N.(Em =1+ E)I=) para 08 nos =68 2.6)

Nas equagBes acima, & e 1; sdo as coordenadas locais correspondentes aos nos i. As
expressdes completas das fungdes de forma Ni(&.n) da familia Serendipity, assim como suas
derivadas com relaciio &s coordenadas curvilineas § e m, para cada né do plano médio, sio
apresentadas no Apéndice A. Os graficos das fungdes citadas estdo apresentados no Apéndice
B.

O vetor 7, que define um ponto genérico { do plano médio do elemento, tem os
componentes x, y e z, de acordo com o sistema cartesiano de referéncia global. Dessa forma, a
Equacio (2.3) pode ser reescrita como:

X(f,f?) g X
FEm=sp&Empt=2 NEMy, 2.7
ZEm) Z,

Individualizando-se as equagDes para as coordenadas globais, tem-se que:

8
x(€,m =2 N.(&m.x, 28)

8
wWEM =Y NEm.y, (2.9)
=t
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g
2E =Y N(Em.z, (2.10)
=1

A partir das equagdes anteriores, pode-se interpolar as coordenadas de qualquer ponto
do plano médio do elemento a partir das fungdes de forma e das coordenadas nodais. Estd
caracterizado, portanto, um mapeamento completo do plano médio do elemento, do plano
local para o espago cartesiano, a partir da relag@o biunivoca existente entre as coordenadas
cartesianas e as coordenadas curvilineas.

2.2.2 Determinacio do vetor

A Figura 2.3 apresenta os vetores 7, ¢ 7,, tangentes ao plano médio do elemento no

ponto O e o vetor F,, normal a este plano. Os vetores ¥ e F, sdo obtidos da seguinte forma
(LEITHOLD, 1981).

_ (e,

f}(f,ﬂ)p% 2.11)
&; [}

/(S 77)=—(3~(’;—7-7~)- (2.12)

J4 o vetor 7, é obtido pelo produto vetorial de 7, e F,:

FEMN=REN AKREN (2.13)

Figura 2.3 - Vetores 7, e f;, tangentes ao plano médio e vetor 7;, normal a0 mesmo.

10
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Tomando-se os componentes dos vetores 7, ¢ ¥, segundo o sistema de referéncia

global e levando-se em conta a Equagdo (2.7), pode-se escrever que:

r§§(§ n) i H

- d OV,

A m=4n,(&m —W(ZN EMay, D=2 (6.1 7 (2.14)

2 - d

r]3(§’n) AZ', \Zi
) (x) x

- JdN, (&,

BEm={raEm =%<2N Gy =y 2em |, @.15)
(87 . i - L2

Escrevendo-se agora as equaces para cada componente, obtém-se:
B

(&)= ZaN e, (2.16)
2. N, (¢,

rn(é,n):me‘—;%—@,y, (2.17)
=}
3

ny (G = Z‘QN’('g’m- z; (2.18)
5OV,

(&) = 28 (5 D (2.19)
L oN

(6T = Z a(f; D Vi 2.200
8

JN,
(&) = ) = (6 D, @221

i=1

Associando-se a0 sistema de referéncia global uma base triortogonai ({,7,k), pode-se
obter o vetor 7, e seus componentes a partir de :

— -

(6.7 i J k
;.3(5’7?) = 7‘32(5977) = ‘Vzt(én) ?‘;2(5,??) r]g(& 77)
1‘33(5,‘17) ﬁ](ﬁa 77) rzz(é,n) rz}(én)

(2.22)

Resolvendo-se o determinante, tem-se que:

1
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r3|(€9 m rsz(fs m.ra (& —r(&om.ry (&)
R m= (&M= # & (&) = 1 (& (E,77) (2.23)
1 (&1 (& rn (8o =1y (S (€, 1)

Substituindo-se agora os componentes dos vetores 7; e 7, pelos valores apresentados
nas Equagdes de (2.16) a (2.21), obtem-se que:

N, N (&)
r (& m = ZZ (5 '”. af 1 yz,-zy,) (2.24)
=l f=1

N (Em AN (Em)
i Em=33 (5 ’”. &j".w,-xmx,-z,) (2.25)

i=l =1

N ON (&,m)
rﬂ(g n) = ZZ (E-C 77)‘ 0—)5 Xy, = yx,) (2.26)

il f=1

Obtido o vetor F;, pode-se agora definir, no ponto 0, o versor V,, normal ao plano
médio (Figura 2.4):

(&7
AC%/)]

"‘i%

R

V(.= 227

oy

Na equacio acima, #,(£, 77) é o médulo do vetor 7, (&, 77), obtido da seguinte maneira:

&M= Em ey Em+rEm) (2.28)

Se Vi, vy, € vy 530 0s componentes do versor V; segundo o sistema de referéncia
global, a Equagdo (2.27) pode ser reescrita da seguinte forma:

V]I(g’n) r}l(g’n)
V(&M =veu (6 = Srp(Em) (2.29)
V33(§,TI) FS(QEJ?) "33(5177)

12
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Figura 2.4 - Versor ¥,, normal ao plano médio no ponto ¢/ e versor ¥,,, normal a este plano no

noi.

Portanto, os componentes de V,(&, 77) serdo dados por:

& (& m
vylG =" 2.30
&M= & (230
(&M

) = e 2.31

V3, (6, 7D SE) (2.31)
A 3/))

I =" 2.32
WS Em .
O versor ¥,,, (Figura 2.4), normal ao plano médio no nd i {coordenadas &; e 1 ), €

dado por:
vy = V,(6,5 71,) (2.33)

Decompondo-se, agora, 0 versor ¥,;, em seus componentes segundo os eixos X, e Z
do sistema de referéncia global, tem-se que:

Va = vsl(é:: ' 7.) (2.34
Vau = vaz(é? ) (2.35)
vy =V5(8,7) (2.36)

13
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A partir da Figura 2.5, se ; é a espessura da placa no nd i, qualquer ponto P ao longo
da espessura serd dado pelo vetor m,, obtido da seguinte maneira:

B [
m($) = 5-—2’--\’3, (2.37)

Figura 2.5 - Espessura #; do elemento no n6 i e vetores m e m.

Pode-se, agora, interpolar o vetor /7 a partir dos vetores /7, ¢ das fungdes de forma
Ni(€,n) de cada né do plano médio:

8
&m0 =3 N A& (D) (2.38)
=l
Substituindo-se o vetor i, pelo seu valor dado na Equagéo (2.37), obtem-se que:
8
. [
A8 =6 2 N&m.— Ty (2.39)
i=]

O vetor m, portanto, define qualquer ponto @ fora do plano médio. Observe-se que,
pela Equagdo (2.39), quando (=1, tem-se um ponto 1o plano superior do elemento e guando
{=-1, um ponto do plano inferior.

i4
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2.2.3 Determinacio do vetor R

A partir das Equagoes (2.1), (2.3) e (2.39), pode-se definir o vetor R, que posiciona
qualquer ponto () do elemento, como:

3 8
REMD =Y N EME+EYNEM LT, (2.40)
=i il

Reescrevendo-se a Equagdo (2.40) com os componentes dos vetores segundo o sistema
de referéncia global, obtem-se que:

x(&,1.0) g X, 2 / Yau
R(fﬁﬂvg)z y(gvnvg) =ZN,(§J?) Y +§2N1(9:!7?)_2'{_ Vi (241)
z(£,1.8) . Z - Vg

Tomando-se agora as equagdes para cada componente de K :

8 8

WG = XN, Em, +E XN EM v, (2.42)
f=] 1=
8 8

i

y(é* 7?'—'@ = ZNz (557])})1 + g'zjvi(é’ 7}}‘—2’-'1)321' (2~43)
FEH i=i
& g

2E = Z N (& m.z, + gz N, (&, 7?)-%-"33; (2.44)
paz] r=t

As Equagdes (2.42), (2.43) ¢ (2.44) fornecem, entdo, as coordenadas globais x, y ¢ z de
qualquer ponto do elemento.

A Figura 2.6 ilustra o mapeamento do elemento do espago local para o espaco
cartesiano.



Capitulo 2 Geometria

=1
=1 s
¢ L S
o
e
Z: Sy B X
1|riz—~w—*‘». ————— ¥ 6 5
I L
D EAAN ey B
g=t 7T |z
n=1 .. = ! Y
| X
(a) Espaco Local | (b) Espago Cartesiano

Figura 2.6 - Mapeamento tridimensional do elemento, do espago local para o espago
cartesiano.



Capitulo 3 Campeo de Deslocamento

CAPITULO 3

CAMPO DE DESLOCAMENTO

3.1 FUNCOES DE INTERPOLACAO

Nas andlises que utilizam o Método dos Elementos Finitos, tem-se, usualmente, uma
fungio @ que se pretende aproximar numericamente. Esta fungdo ¢ aplicdvel em um
determinado dominio Q e deve atender a certas condigdes no contorno I' do dominio
(ZIENKIEWICZ e MORGAN, 1983). O dominio ¢ discretizado em subdominios o
(elementos finitos) e o que se busca € uma solugéo aproximada para @.

Se a formulagdo adotada para o método for a dos deslocamentos, como neste trabalho,

entio @ corresponde ao campo de deslocamento e pode ser interpolado da seguinte maneira
(COOK et al, 1989):

9= Na (3.1)

onde a; (i=1,2,..,n) corresponde aos deslocamentos dos # nds e que sdo os graus de liberdade
do problema, a serem calculados pela resolugéo de equagdes algébricas. As funcdes %, sio
polindmios interpoladores definidos para os # pontos nodais do elemento, escolhidos de tal
forma que, para ¢ n6 i, o polinémio assume valor unitdrio e para 0s demais nds, valor nulo:

Nix,y)=1 (3.2)
N(x,y,)=0 (3.3)

As fungdes de interpolagdo, também chamadas fungdes de deslocamento, devem
satisfazer determinados critérios, para que se garanta uma convergéncia monotdnica para a
solucdo do problema. Esses critérios de convergéncia, se atendidos, asseguram ao elemento o
“status” da compatibilidade e completeza, qualificando-o como um elemento conforme
(BATHE, 1982). A uiilizacdo de elementos conformes garante o aumento continuo da
precisio dos resultados com o refinamento da matha.

Os critérios de convergéncia podem ser expostos da seguinte maneira (HUEBNER,
1975)

a) As fungdes de deslocamento devem permitir a representagio do estado de
deformagio especifica nula, em consequéncia de movimento de corpo rigido. Como
o estado de deformacio especifica é obtido a partir da derivada de primeira ordem
da funcio de deslocamento, na expansio polinomial deve existir o termo constante.
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b) As fungdes de deslocamento devem permitir a representagio do estado de
deformacio especifica constante. Tal estado pode ocorrer pela diminuicio, ac
limite, do tamanho do elemento, ou como caracteristica prépria do campo de
deslocamento produzido pelos deslocamentos nodais. Para que esse critério seja
satisfeito, a expansio polinomial deve conter polindmio completo de primeiro grau.

c) As funcdes de deslocamento, além de naturalmente continuas no interior do
elemento, também devem ser continuas na interface entre elementos. Isto as
classifica como fungdes de continuidade C° o que garante deformacdes especificas
finitas na interface entre elementos.

Uma questdo importante corresponde ao grau de aproximagdo pretendido. Um campo
de interpolag@o linear pode ser adequado se o nimero de elementos gerados pela discretizagao
for grande; ji elementos baseados em campos quadriticos ou cubicos podem fornecer uma
aproximagdo melhor do campo real, a um custo computacional mais baixo —nesse caso, a
contrapartida é a complexidade maior dos elementos. Além disso, se forem conhecidas a
priori as caracterfsticas do campo real, que se deseja aproximar, a escolha do grau de
aproximacio ¢ bastante facilitada: por exemplo, se o campo real for um polindémio exato de
grau p, a escolha da aproximagdo com grau igual ou maior que p implica na solugdo exata.
Raramente, entretanto, a soluciio é um polindmio exato (ZIENKIEWICZ e MORGAN, 1983).

Para que a interpolacfio se efetive no grau pretendido, a expansdo polinomial utilizada
deve ser completa, com todos os termos definidos pelo tridngulo de Pascal para o grau
desejado (Figura 3.1).

& &
g gn &
gt &n &' & 7'
& g g &t o' o

2 & g & gt e’

Figura 3.1: Tridngulo de Pascal para expansdes polinomiais at€ o sexto grau.

Se os polinémios N, selecionados para interpolar o campo de deslocamento, ngo
contiverem todos os termos definidos no tridngulo de Pascal, para o grau de aproximagio
desejado, pode-se utilizar polindmios complementares My, associados ao interior do
elemento, para completar a expansio polinomial. Nesta expressdo, p indica o grau € k numera
o polindmio. Levando-se em conta a adi¢do de polindmios complementares, ndo associados a
nés, para completar a expansdo polinomial no grau desejado, a Equagdo (3.1) pode ser
reescrita da seguinte forma:
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" nf
Qj = 2 j\f!al + 2 ‘prka{)k (3'4)
1=l k=i

Nesta expressdo, #f representa o nimero de polindmios nio associados a nos incluidos
na interpolagdo; @y, por sua vez, representa um pardmetro ndo nodal e sem um significado
fisico definido. Esses parAmetros podem ser classificados de graus de liberdade numeéricos, em
contraposicio aos graus de liberdade fisicos a, (ZIENKIEWICZ ¢ MORGAN, 1983).

Na formulagdo paramétrica do método dos elementos finitos, pode-se adotar graus
diferentes de interpolagiio para a geometria ¢ para o campe de deslocamento. Quando isso
ocorre, pode-se, a rigor, falar em dois elementos independentes utilizados na analise: um para
a aproximaciio da geometria e outro para a aproximagio da varidvel dependente. Este trabalho
adota a formulaciio subparamétrica do método dos elementos finitos, onde o grau de
interpolacdio da geometria é menor do que o grau de interpolagao do campo de deslocamento.
Como exposto anteriormente, a geometria serd representada por elementos de 8 nds da familia
de Serendipity e a interpolagio realizada por polindmios quadrdticos. Jd para a interpolagdo do
campo de deslocamento serd utilizado o elemento quadrilateral de 4 nds. Portanto, do
elemento de 8 nds utilizado na representacdo da geometria, retém-se os 4 nds dos vértices do
quadrildtero para a aproximacio do campo de deslocamento. Serdo utilizadas uma gama de
funcdes associadas aos nés e ao interior do elemento para a interpolacio do campo de
deslocamento. Essas funcdes serdo combinadas formando seis esquemas diferentes de
interpolagio.

A identificagdo dos polindmios interpoladores € feita utilizando-se dois indices. Para
os polinémios associados aos nos ~ Ny~ [indica o grau do polindmio ¢ / 0 nd a ele associado;
para os polindmios associados ao interior do elemento — M — p indica o grau e k numera o
polindémio.

Apresentam-se, a seguir, os polindmios utilizados na interpolagdio do campo de
deslocamento:

(a) polindmios associados aos nds do elemento :

Nll(&n}zé(i—é)(i—n) (3.5)
Na(Em=(1+&)1-n) (3.6)
Na(Em)=(1+¢)(1+ ) 5.7)
Ni(Em) = (1-8)1+7) (3.8)
Na(em=(2-2eeleyl2netn) (.9
N;z(én)m(é%é-éf}(ééwénﬂ (3.10)

9
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R I AU B B A
N 1 === — —_— ] 37 )
#(&E1) (2 46 45)(2 i 4?1) 3.1

P 3, 1. .1 3 1 5
” i T e e e 7 — — e F - 3.12
Nu(&n) (2 4‘; 4§)(2 47? 4?7} (3.12)

{(b) polindmios associados ao interior do elemento .

My =(m b8 4o B =2 o) (3.13)
M@ = (o=t 628+t +2) (3.14)
MG =(m 2 =28 42N e o o) (3.15)
MuEm= (g2 Er g+ 8N —an—r 4 2n’) (3.16)
MG =g B gn =2 + ) (317
Mo = G- 1 48—+ +27) (3.18)
MuGm =g &g +37) (3.19)
MuEm =2 E-1 8+ 28— +3n) (3.20)
MG = (=it e o) (321)

Os grificos dos polindmios referentes as Equagdes de (3.5) a (3.21) s#o apresentados a
seguir:
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Figura 3.4: Fungdo N (&)= %(1 +&N1+1)
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15

. . - 3 l ... 1 3
F 3.6: Funcido ] n)=(=-=E+=— 20
igura ungéo N (¢6.7) (2 45 45)(2 il 4;7)

. - I 3. 1,5 .1 3 I
Figura 3.7: Funcio N, (En)=(—+=¢-=&E )(—-—n+=17 ).
igura ungio Ny, (&7) & 45 45)(2 77 i
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! 3 1

. - I 3. 1. 5
38:F N n)=(—+>&-— Sl R =
Figura ungio N (&) (2 45 45)(2 4;7 4?7)

. i} ] 3, 1. 1 3 1
Figura 3.9 : Fun rEn) = lEr LE i In L),
igura ungéo N (£,77) & 45 45)(2 ;7 ik,

11, 1 ! ol I
Fieura 3.10 : Funcio M. (&M =(=——&~=E +=ENmm=nj——1 +=1
igur cio My(Em=(g-3¢-58 +5e Ngg—5 T +3T)
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| ) Lol 1o oo 111, 1.,
Fioura 311 : Funcio Mo (Em) = (ke &4 a4 2 EYmm == 1 =17
igura ngdo M, (&7 =( S 8('5 85 86 X : 8;7 8]7 877 )

LR SN [P e
FEr AR +§TI)

. ~ 11 .o |
Figura 3.12 : Funcio M (&M =(———E&—=5 +—=¢ )~
ig ¢do My (&M= (g 2538 8(5)( 2373

, 11, 1 R T 1
Fieura 3.13 : Funcio M (&M =(————E+ =& +— Nl ity
ig ¢ 3 (87 -3 85 85 86)(8 SNmgm )
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| ) ol Tl 11, 1.
Figura 3.14 : Fungio M“(f,??):(g"'gﬁ *gffi)(‘é‘gﬂ—gf?j%*g???)

I 1 1 11 l |
] a3.15:F do M M =(——— 2+m. 4 —— 1+ 2%, 7]3
Figura 3 ungao 42(5_ 7) (8 .f 8§ ) .73 . n . )

11 1 Il 1
i 3.16 : Funcio M (&) = (= ——E +—EN—=7* +=1*
Figura uncio M, (&7) (8 45 85 )(8 477 877 )
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- 1 bl
Figura 3.18 : Fungido M (&M= (wi—iéerigZ +§§3)(-;—w~i~n‘ ~:~i 7]

g8 8 8 8

Os polindmios apresentados nas Equagdes de (3.5) até (3.21) foram combinados em
seis diferentes esquemnas de interpolacdo, apresentados nas Tabelas de 3.1 a 3.6:
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Tabela 3.1 - Esquema de interpolago n® 1.

FUNCOES
NODAIS

8

N};(f,n):é(l——rf)(i—

m)

N(em =5+ 8)i4)

8

Nu(&m=2(1+8)(1-n)

Nul(&En) :'i‘.(k - é)(i'i' 77)

1

o1,
M 2E_L L
fdiﬁ)_g_gﬁ.sg +.§X8 8n Sn
Mo = (-5 -2 &+ £ §*><~—min Ly
§ 8
T 11
Aﬂﬂéﬁ) —-—5-—? 'mﬁX*g—gﬂ ~U

8

3

7?)_

Ll
877)
—nﬁ

d

- M = (——— — T e —_—— e }} — =
34;??‘_3_8§f8§_ éx n _ﬁ ”);
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Tabela 3.2 - Esquema de interpolagdo n® 2.

FUNCOES 1 1
oo | MaEm=(=90=m  Na&m=(1+8)1-n)

Nia(&m) =1+ &)1+ ) ()= (1=)(1+ )

-i 4' ..2 i_}.
5 T

M (EM=(——=E+ e
=Gy 5o Gy

M (EM=(=——E +=EN————n+=1" +
: 42(§T?) (8. 4;_ _85 X 'y 27 Sn

. - i_lz l el Lo 1
”Mr43.(§an)—(.8 45 +8§ )(8 477 +_87_7 )

MM(f,U)=(§—§§—§5'+§§' )(g—zﬂ'+-§ﬂ4) ;
o Mas(f»ﬂ):(—§—§f+§€_+gf' )(g—zﬂz +§774)
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Campe de Deslocamento

Tabela 3.3 - Esquema de interpolacdo n® 3.

FUNCOES
NODAIS

Nn(f,n)zi(l—cf)(l—n)

Nw(r:,m:g»(ué)(wn)

ponak L
[y

Mm(cf,m <~--——§ 5

Mm(é n)*(————f

M (5 n)—(———&—wé

4s(§ 77}‘“(—————5 é’

_____ T s P A o 3

Mu(é: n)-f(g..::lglé_ s‘ +— 5)( n _8}7 Sn)
(5) (wi—ié 6 —5 )(——w:inx% n..+‘.:77)
Mu«:m (-—-—~»5———§ —5)(—P——~?7+ '+ —vf)

wﬁ e DI

M42<£,n>=<——w—§z —f: LA n)j

"f.M,n(ém (——mcfz cf)(w——n e ?7) |

V(&= (1+8)1-7)

Nué mmg(w)(w)

8 8

1 3 1 b 1 3
+—=E N === =
8‘5)(8 8':7 877 _8"7_)

R T S

888_8

Tl 1o i
6)(8 4? +__8.n.)

N 1_2....,.1.4
— —_— m}-__
5)(8 4?? Sn).
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Tabela 3.4 - Esquema de interpolagio n® 4.

FUNCOES ISP PR

i

I 3
st(fﬂ)‘(?‘{"zé';

L1031
J T,
6)(2 i 477)

NP Ry
N}g(‘g:n) (2“&“45 4‘5)(2 437 47?)

Py
NS GG G

Mo (Em) = (e sl n & e E N m = =)
w1 (8 2° 8<§ R it el 8?7_.)

. h h I 1, 1 ”z | 1 1 I ?... 1 .3 |
My(Em = (o m 48 Yoo I+ 2T

M , =
e

L i E Y= 1)
5575 gt Ty )

¥ A \ P (P AoEd RN gy R LAY
- W& ( 3 85+8§ %85 )( 77 77 '*‘. 7? )
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Tabela 3.5 - Esquema de interpolagdo n® 5.

FUNCOES RPN
NODAIS N;l(@’?)“(g-—;.&;g )(E,zrﬁ_zn)

o3, 1. 13 1
No(En)=(=+=&-=E)(=-Zn+=;
2w (&11) (2+4f§ 46)(2 i 40)

NalEm=(5+= 5~—§)(’+5 L)

Nu(é:n) (-—-—s“ cf)( + n-—~n)

4].(5.,77) (8 44’ )(8 2773 L+ n)

M, =(——=& .
Lt i e Lo A

:Mu(é,m_—(g .45 5)( fz mn.)

e 1 : 1 : 1 1 : 1 '.;-:-.-:_1 fig
M _____ 2 3 B 2 o 4 )

M Sl S prie |
(éfn)“:.(. 5 :.(5 (8 417 + n)
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Tabela 3.6 - Esquema de interpolagdo n® 6.

OF
F;Jggglss Nu(&n)= (“—‘—-5 —~<§)( -w—q+ TI)
= i+§. _i 3 _1_,_% _1_ 3
N32(§!77)"(2‘4§ 45)(2 4n+4n)

Nafn)(m+ &~5ﬂi*in~ﬁ)

1

o .._1~i ey Lt
._Mm@m - 85+ ;' 5)( 8.83

éx————n+*

wd_Le Ller,
11(577)”( g 5 8 8

M LS. £
| 14(5??) ( §+8 85)(

8 8
g _Mii___i_..
Mm(é,ﬂ) (__”“é 'L’”"” (g“gn"gn 3
m§x~——wn i

M@(éﬁ) (————é’ 575

8 .

Mﬂ(én) (——w—cf —5 )(—»—-*77 += n)

M (&m= {"”_'"_5 5

3 l_}m 2
—5 )(8 PR

N34(§J77)ﬂ(£-£§+;§3)(_{+%n“§_ns)

M — s E_Z TN o i T = e JTT A
_ q,@m_@ Lp-dp 6)(8 Sl

——~n~—wn+ L)

8

yloLp,l
| Malom= “"i‘f“‘f ‘é@?a.,__ T

77

—n —rf}

n+ —~n3)

77)

'

el )
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3.2 SISTEMAS LOCAIS DE REFERENCIA

Para a definicio do campo de deslocamento do elemento de placa, deve-se utilizar
sistemas locais de referéncia; a defini¢do desses sistemas ¢ feita a seguir,

A Figura 3.19 mostra um ponto genérico O do plano médio do elemento de placa e um
sisterna de referéncia local (x', y’, 2’), gerado a partir dos versores V,, V, e V,. Como o versor

¥, ja foi definido (Equagdo (2.27)), resta definir ¥, e V,, a partir dos seguintes produtos

vetoriais:
i /\13(5 r,')
v, 322
V(& m=v(&EmMA v, (&) ' (3.23)

onde ¥, € o versor normal ao plano médio e V, e ¥,, versores tangentes a0 mesmo; iéo
versor da direcio X do sistema global de referéncia. Se, eventualmente, houver coincidéncia
na dire¢do dos versores ie V., i pode ser substituido pelo versor J, associado a diregdo Y do
sistema global.

Figura 3.19: Sistema local de referéncia (x’, y’, z') associado ao ponto 0.
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A determinacio do versor v, serd feita em duas etapas. Primeiro, considere-se o vetor

ﬁ, dado por :

VEM=i AV, (& (3.24)

No célculo do produto vetorial, dado pela equagdo anterior, substituem-se 0s versores
envolvidos pelos seus componentes segundo o sistema de referéncia global. Portanto,

voEm) |7 j k
VEm=Va&mp=l | 0 0 (3.25)
V].’-(gv 77) v3l(§a 7?) V}z(fs 77) v}}(‘fa 77)

Resolvendo-se o determinante, obtem-se que:

Vi &m 0
V(EM=V(Em =1~ vus m (3.26)
Vis(E.m) 1 V32(§sm
o,
Vi&m=0 (3.27)
V(S m= ~vy, (&, ) (3.28)
Vm(éz’ m= v}g(é» m (3.29)

A partir do vetor V pode-se obter o versor V, através da seguinte equagao:

V(&= gg Z; (3.30)
onde V(& 17) é o médulo do vetor ¥,(&, 77), dado por :
VUEM =V EM+ (Em+P (Em (3.31)
Reescrevendo-se 2 Equagio (3.30) e considerando-se os componentes do versor v,
tem-se que:
v (6. m) Vi(&m
e T e
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ou,
v (&M= %g-% (3.33)
v (&= %%f“% (3.34)
vis(& = %(%Tn)) (3.35)

Tomando-se os valores de V},, ¥, e ¥, , dados nas Equacdes (3.27), (3.28) e (3.29), as
equagdes anteriores tornam-se:

v (&Em=0 (3.36)

_Vu(éa 77)
v}z( it ﬁ)ﬂ~——————— (3.37)
: V& m
vy, (&)
ple i) =—"—F"- 3.38
v V(& G38)
onde
VA& = v (Em vy (Em (3.39)

A determinagdo do versor V, € feita a partir do produto vetorial especificado pela
Equagdo (3.23):

vy, (&,17) i j k
L(EM= v (&= v, (6 vi, (&) v (&) (3.40)
V(&) vi (& v va(ém

Resolvendo-se o determinante, obtem-se que:

VZ] (é:’ 7?) v}z(fi 77)-“’13(5’ ‘?7) - vll(§% 77)-"”33(5, 7?)
GEM =vu (&Mt = v & mv (Em — vy (Emvi (€ (3.41)
v, (5. 77) Vi (£, ?7)-"’}2(4:’ - ‘*’32(5’ m.vy, & m

ou ainda,

v?.l(g’ 77) = v32(§= 7?)%3(‘5, 77) = sz(‘i 77)-"33(5 n) (342)
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v22(§’ n) = v33(§’ n)‘vii(év 7])_ V};(&! U)-V;_;(Cfv n) (343)
V’B(é’ 77) = V?\I(g’ ﬂ)'v12(§3 77)“‘ v}z(és n)'vil(é:s 77) (344)

Como o componente de ¥, segundo o eixo X € nulo, as equaces anteriores tornam-se:

V:}(é:s m=v,(& . vlf!(g'-‘ M =v,(&mva(Sm (3.45)
vzz(é ==y (; 77)-"13(6: m (3.46)
vy (& = v, (& v, (&) (3.47)

Portanto, o sistema local de referéncia (x’, y’, z') associado ao ponto U, €
completamente definido pelos componentes dos versores V,, ¥, ¢ V, , dados pelas Equagbes
(3.36), (3.37), (3.38), (3.45), (3.46), (3.47), (2.30), (2.31) e (2.32). Pode-se, agora, associar ao
né i, de coordenadas &; e 1;, um sistema cartesiano de referéncia local (x’, y’, 2'), a partir dos
seguintes versores (Figura 3.20): '

v, = gi(; 2 17.) (3.48)
v, =V,(5,. 1) (3.49)
{531 = {53(513 77;) (350)

Os componentes dos versores v, e V,,, segundo o sistema global de referéncia, sdo
dados por:

Vo =V,(5, 1) 3.51)
Vi =V (€, 7) (3.52)
Yy =v3(E0 1) (3.53)
V=9, (8 71,) (3.54)
Vi, = V(&0 71) (3.55)
Uy = V(6,5 17,) (3.56)

Os componentes do versor V,, j4 foram obtidos e sdo dados pelas Equacdes (2.34),
(2.35) e (2.36).

Pode-se definir, portanto, a partir das Equagdes (3.51), (3.52), (3.53), (3.54), (3.55),
(3.56), (2.34), (2.35) e (2.36), o sistema de referéncia local (x°, y’, z’), associado ao nd .
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X

Figura 3.20: Sistema de referéncia local (x’, y’, 2') associado ao né .

3.3 CAMPO DE DESLOCAMENTO

O modelo cinemdtico convencional para elementos de placa € baseado nas hipsteses
de Kirchhoff, que estabelecem que linhas retas normais ao plano médio do elemento
permanecem retas e normais, apés a deformagdo, mantendo seus comprimentos iniciais. Essa
hipélese equivale a considerar nulas as distor¢des Yoo € Yy, assim como a deformagio
especifica €,, segundo o sisterna de referéncia local. Esse modelo, portanto, desconsidera as
tensdes de cisalhamento ao longo da espessura do elemento. No desenvolvimento deste
trabalho, entretanto, adota-se o modelo cinematico de Mindlin - Reissner, que permite levar
em conta as tensdes de cisalhamento transversais. Neste modelo, as linhas retas normais ao
plano médio permanecem retas apés a deformagdo, mantendo seu comprimento inicial, As
linhas, no entanto, ndo permanecem mais normais ao plano médio. Portanto, o estado de
deformagdo especifica para o elemento de placa, ao adotar-se o modelo de Mindlin - Reissner,
deve incluir os seguintes componentes, com relagdo ao sistema de referéncia local: €y, &,
Yoy Yoz € Yyze A Figura 3.21 ilustra o modelo cinemdtico adotado. Ao sofrer solicitagdo, o

elemento se deforma e o né i de seu plano médio apresenta o deslocamento 0. Este
deslocamento pode ser decomposto nos componentes uy, Vi € Wy, segundo as diregdes X, Y e Z
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referéncia global. O vetor 77, que antes da deformagdo, ¢ normal ao plano médio, define o
ponto P fora deste plano. Apods a deformagio, o vetor M, ndo permanece normal ao plano

médio, mas sim sofre duas rotagbes . oi, em torno do eixo y' e £ em torno de x’. Como
consequéncia , 0 ponto /” desioca-se para a posigdo I’ (Figura 3.21). Admitindo-se a hipotese
de deslocamentos e deformacdes pequenos, o deslocamento A, do ponto / € dado por :

A =6 +m.a,V,—m.pB.7, (3.57)

onde m; é modulo de m,, dado por (Equagdo (2.37)):

m({) = g% (3.58)

Figura 3.21 - Hustragio do modelo cinematico adotado.

A Equacdo (3.57) torna-se, entdo:
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- - ! - i -
A(H=0, +§-w2%~-rri-vh ~C-5’-/3’,-vzf- (3.59)

A Egquacgdo (3.59) permite calcular o deslocamento de qualquer ponto P situado ac
longo da espessura ; do nd /. Tomando-se agora um ponto ¢ genérico do elemento, seu
deslocamento A pode ser interpolado a partir dos deslocamentos Z&, e das fungdes de forma
N/(&, ) de cada né do plano médio (ZIENKIEWICZ e TAYLOR, 1989):

A& D= }n:N,’(é m.A (&) (3.60)

onde # é o nimero de ndés do elemento. Se o elemento fosse isoparamétrico, as fungdes
N/(& 1) seriam iguas as fungdes N, (&, 7). utilizadas na interpolagdo da geometria do
elemento e apresentadas no Capitulo 2 deste trabalho. Entretanto, o elemento desenvolvido
neste trabalho é subparamétrico e a interpolag@o do campo de deslocamento serd feita a partir
de um elemento com quatro nés pelas fungdes N, (£, 1), associadas aos nds e pelas fungdes

complementares A pk(f,n), associadas ao interior do elemento, conforme especificado no
item 3.1. Portanto,

AERO =Y NEMAL+ I M (A, (3.61)
1=l k=i

Na expressdo anterior, A, ¢ um vetor de parametros ndo fisicos, associados ao interior do

elemento e # é o ndmero de fungdes nio nodais utilizadas na interpolag@o. Substituindo-se B!
dado pela Equacgdo (3.59), tem-se que:

B 4 B 4
AERO =Y N (&M +CI N m.%.ff,,-a,
=] i=}

LN n).%-ﬁg,-ﬁ +3 M (&4, (3.62)
i=} k=1

Na Equagao (3.62), A » € o vetor de pardmetros associados ao interior do elemento.

Como discutido no item 3.1 deste capitulo, ndo hd um significado fisico associado a esse
vetor. Decompondo-se agora os vetores segundo as dire¢des X, Y e Z do sistema de referéncia
global, tem-se que .

u(fﬂ?»@ 4 u:‘ 4 vi%i
t!
V(1.0 “ENf,(ffsﬂ)- Vi +§-ZNH(§’7?)-"2"' Viy &,
W(é’sﬂ,é’) = W, = Vi3
4 ¢ Vzu n apk
SO R AN VAW KSR L (3.63)
i=1 VBI- =) Cpk
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ou ainda,

u(é,n.) = ZN,,(S??}L:%ZN,,(én) Vi,

*CZNﬂém‘vmﬁ+ZMﬁ@ma (3.64)

i=1

wan-ZNﬂémv+§ZNﬁém Vg O

4 ! #
-{Y N, ({,‘,n).g’.vni.ﬁ, + Y M (E,1).b, (3.65)
i=1 k=)

MénQ“ZNﬁimw+§2Nm§m Vi O

“é’z N{;(ﬁ,ﬂ)-%vm-ﬁ, +Z Mpk(é:’n)'cpk (3.66)
i=i k=1

Pode-se expressar as equagdes para os deslocamentos na seguinte forma:

ui
W&, 1m.6) . v, . d
WENL) 1= DN ED Iw, b+ 2 [ M Em by (3.67)
wEnd) o Co

B )

onde [N (&g )] ¢ uma matriz (3x5) constituida das fungdes de deslocamento N, (&,7) ¢

dos parimetros (espessura 7; € componentes dos versores v, e ¥,,) referentes ao né i:

N Em D 0 LN, (é,m%.vm - g’.N,,(m)%.vz,,
f H

WEnDI=l 0 N 0 NGy - N EMy
! I

$‘ 0 0 Nﬁ(fﬂ? g'Nz.(‘ng)-’zi"”tsa "gNﬁ{fvf?)»‘i"”-vzaf

(3.68)
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e [Mpk{é,n)] uma matriz (3x3) constituida das fungdes de deslocamento Mpk{é,n)

associadas ao interior do elemento:

Mpk (5? 7?) 0 0 ]
[Mu&ml=| O M, &m0 1 (3.69)
0 O Mpk (5’ TDJ
Fazendo-se agora:
U,
v!
la,}=<w ¢ (3.70)
a!
B,
€
apk
{am =1t 3.71)
€ i

pode-se reescrever a Equagio (3.67) na seguinte forma matricial:
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u(£.1.4)
V(&0 b= [Ny EROL N ERD [N ER DM, Em]
w(&,1.0)
{a'“}
{?,,.}
{an}
o M@ M Em]| fa, } (3.72)

fos}
fo.}

Escrevendo-se a equacdo anterior de uma forma compacta:

{up=[NHa} (3.73)

onde {u} ¢ uma matriz coluna (3x1) formada pelos deslocamentos w(En,O, vEnD e

w(& 1,8); [N ] ¢ uma matriz que, dependendo do esquema de interpolagdo adotado, pode ter
as dimensdes (3x32), (3x35) ou (3x47), formada pelas fungdes de deslocamento N, (Em e
Mpk(fgn); {a}, uma matriz coluna de dimensdes (32x1), (35x1) ou (47x1), constituida

pelos deslocamentos nodais , , v, w; , 0 , §; e pelos pardmetros ndo nodais @y , bok € cpi . A
partir da Equacdo (3.72), pode-se escrever, entdo, que:

[N}“[{Nn]’”“-[Nh]*“'v[fo*HMrf']""’{Mpk]’""[MmH (3.74)

42



Capitulo 4 Fstado de Deformacio Especifica

CAPITULO 4

ESTADO DE DEFORMACAO ESPECIFICA

4.1 ESTADO DE DEFORMACAO ESPECIFICA COM
RELACAO AO SISTEMA DE REFERENCIA
GLOBAL

O estado de deformacio especifica de um ponto genérico ¢ do elemento de placa, com
relagdo ao sistema de referéncia global (X, Y, Z), pode ser expresso pelas seguintes equagoes
(PRZEMIENIECKI, 1968):

£ = &(J;y,Z) (4.1
e = &z(xc,%jy,Z) (4.2)
e = &m(;’; V.z) (4.3)
y. = c?u(xé)y,z) N &v(xécy,Z) (4.4)
y - &v(xc,?zy,z) 4 3“?(3;%2) (4.5)

_ (%, ¥.2) . M(x,y,z) (4.6)

}/IZ & &

onde u(x,y,z), v(x,y,z) e w(x,y,z) sdo os deslocamentos apresentados pelo ponto o
segundo o sistema global de referéncia.

Segundo as Equacdes (2.42), (2.43) e (2.44), as coordenadas x, y e z do ponto () sio
funcdes das coordenadas naturais curvilineas € e 1 e da coordenada natural linear £, ja as
Equacdes (3.64), (3.65) ¢ (3.66) definem os deslocamentos u, v ¢ w COmo fungdes, também,
do mesmo sistema de coordenadas. Pode-se, portanto, aplicar a regra da derivagio em cadeia:
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du uk M du &
o T e e o e T e e —— 4.7
o kI I kI
I . .
JE kI K I kK (8
Mw Wk way Mw ok
AL A R AN 4.9)
JET kK oy I kK
iaﬁ=£u—é—+—@@)—+gﬁ—%w 4.1
on & dn & dn o In '
&N N Kk N N &
=l T e — (4.11)
an ok dn & dn ok Ian
M Wk owdd &k
dy_wox oAy W E (4.12)
on ddn oy dn ok In
L@ﬁ@i@%@@_%@ﬁé’. (4.13)
I kI H K kI '
m@i;ié.;_@mi.yié (4.14)
I KK I kK '
M Mk P Mk
R A (4.15)
Se [1] é a matriz Jacobiano da transformagao (KAPLAN, 1971), dada por:
(& & x|
ol dE I
o o o
Jl=1Z = = 4,16
L] dn on In e
&y o
9 I I
entdio, as Bquagdes de (4.7) a (4.15) podem ser escritas na seguinte forma matricial:
o d Wl T ]
& K I o K &
LA M (4.17)
dn dn i &y &y &
H kM H P W
h8§ 7 I & k]
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Pode-se, agora. reescrever a matriz [J], levando-se em conta que x, y € z sdo o0s

componentes do vetor R , segundo o sistema de referéncia global (Figura 2.2) e que R € a
soma dos vetores ¥ e m (Equacdo (2.1)):

i —i(F~é~fﬁ)- _éiwiw—f—;]—%—_
Al N
] 2 2 A F 7)) P2 | e o e 4,18
[V] o &n(r +771) c7n+3g (4.18)
ESmEs 1 Lée 4]

Reconhecendo-se que (ZIENKIEWICZ ef al, 1971):
om ot oFf =

e () (4.19)
Aa dn I ‘

a Equagdo (4.18) torna-se :

_éi_
%
F
[/]= 5 (4.20)
on
|96 |
ou ainda,
A
[V]=17% (4.21)
7,

"

onde 7, e 7, sdo0 os vetores tangentes ao plano médio, dados pelas Equagdes (2.14) e (2.15). I73
¢ um vetor normal ao plano médio, obtido a partir da Equagdo (2.39) da seguinte forma:

8
VEm=) N ?7).%".9‘3, (4.22)
=1

Na equacdo acima, N, (&, 7)) sdo as funcdes da familia Serendipity, dadas pelas
Equagdes (2.4), (2.5) e (2.6). Escrevendo-se, agora, os componentes V,,, V5, e V), de VS
segundo os eixos X, Ye Z do sistema de referéncia global. tem-se que:
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|

ueml, . v
Vl(g’ 77): V32(55n) - N,(;J?)“;;” v]gi (423)
Va&m) T Vi
Portanto,
8
!
Vﬂém:ZﬂK&méah (4.24)
g
%ﬁ&mmENﬁQn%%L (4.25)
(&3]
8
;
Val&m =Y N, (&, - Vi (4.26)

i=]

As derivadas dos deslocamentos i, v e w com relacdo as coordenadas globais podem
ser obtidas da seguinte forma :

(o h o] Er
LA B T B 4.27
5 5 a1 Va oom a (27
K o b o
Lk & oz _8@' a2 5@:

Na equagdo anterior, [J]_i ¢ a inversa da matriz Jacobiano, dada por {KAPLAN,
1971):

R T
{J]i:[“}'l'[rz/\Vsz/\rzsraArz] (4.28)

iJ [ ¢ o determinante da matriz [J], obtido a partir de (KAPLAN, 1971):
|J|=7.(F, AT (4.29)

Tomando-se a equaciio anterior e resolvendo-se os produtos vetorial e escalar, obtem-
se que:

(& = 5, (& M [ (E MV (& M=y (& MV ()]
— 1, (E L (& MV (& =g (& V5 (& )]
13 (& [ (& MV (&M =1 (& .V, (& )] (4.30)

46



Capitulo 4 Estado de Deformacio Especifica

Na equacfo anterior, os componentes dos vetores 7, ¢ 7, sdo dados nas Equagdes de
{(2.16) a (2.21); os compenentes de 173, nas Equacdes de (4.24) a (4.26).

4.2 ESTADO DE DEFORMACAO ESPECIFICA COM
RELACAO AO SISTEMA DE REFERENCIA
LOCAL

Se u’, v' e w’ sdo os deslocamentos apresentados pelo ponto QO segundo o sistema de
referéncia local (x', v’ z), associado ao ponto O (Figura 3.19), o estado de deformagdo
especifica do ponto O segundo esse mesmo sistema serd dado por :

g.= il (4.31)
v =

£, = z (4.32)
Yoy = i; + i (4.33)
Yo = Z;” + ?;’ (4.34)
Ve = g + ?;] (4.35)

Deve-se, agora, obter as derivadas dos deslocamentos locais (', v', w') em relagdo as
coordenadas locais (x, ¥’ e z) através da seguinte transformacgio (PIPES e HOVANESSIAN,
1969):

w ¥ W] [a ok o
MR
=le] | & 2 Zile (4.36)
@}I é}! @}I [] @) 8)} @} []
A A
& & & Lk & k]

Na expressdo anterior, [9] é uma matriz quadrada formada pelos cossenos diretores do
sistema de referéncia local com relagdo ao sisterna de refer€ncia global:
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[6]=[%,.7,.7,] (4.37)

Os versores V,, V, e V, ja foram obtidos anteriormente, sendo dados pelas Equagdes
(3.32), (3.41) e (2.29), respectivamente.

Pode-se reescrever, agora, a Equacdo (4.36) a partir da Equagido (4.27):

‘' A ow'] H KW

3 5 o w % o

L I 1 Wl a7 (4.38)
il NOR U Eap el

a ¥ o L

—&f azr C?Z’_ _é’ aé’ é}é’w

Levando-se em conta as EquacSes (4.28) e (4.37), pode-se escrever que :

i1
g ~ 1 _ ” - - - . -
[Q]f_[,j] } =|-}~[_ ig {”z AV, VoAF F /\f"z] (4.39)
&

ou ainda,

) 1 VP AV VLV AFY V(F AR)
[e]f.[J]“‘:ﬁ. TP AV BV AR) Ty(F AR (4.40)
{53.(?"2/\173) Vi (V3 AF) Vi ARy)

Pela orientagfo dos vetores gerados pelos produtos (7, A 17’3) VLAY e (F, AF,), tem-

se que !
5o (Fy, AV = 0. (P AF) = 0,.(F, AR = 3,.(F AR) =0 (4.41)
Portanto,
] E All AIZ {)
6] [J] = i Ay Ay O (4.42)
0 0 A,
onde,
A& =T (Em.REM ATHED) (4.43)
A (& =T AE M FEM AVE M) (4.44)
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AL (Em = (EM.T(EM AFE D)
A (E ) = Ty (&, -V E ) AFE M)
A (&, = V,&m. GE M AREm) =V, Emiéon

(4.45)

(4.46)
(4.47)

Apos a efetivagdo dos produtos escalar e vetorial, as equacdes anteriores tornam-se:

A (&) = v (Em. (s (G VR (8 = s (&) Vi (E.)
=V (&) (ry (&) Vi (&) = 1y (). Vo (E.17)

+ V36 M. (ry (&Y (&) = ry (6 Vo (S 1) (4.48)
Ay (&M = vy (&M (1 (& DV (61D = g (6. Vo (6.7D)

=V (&) (1 (& Vo3 (&) = 1 (8, IV, (S 1)

+ V23(§, ?7) (FZI (é 7])1/12(5’ 77) - ”zz(é 7?) V}l (és 7?)) (449)
A, &m= Vi (&, 7?)-(;/32(& 77)-"33(57 m- V}:s(é:’ m.h; (6. 1)

"Vlz(é’ M.V Emr (Em =V (Em.r, (&)

+V13(‘§s7?)-(V3|(§, 7?)-"12(59 U)“sz(é:s 7?)-"11(96’ m (4.50)
Ap (& = v, (&) (Vo (&) (S =V (6 m).ry (E.17)

— v (M. Vo (Emrs (G =V (&omn (E.m)

vy (V3 (& mro (61D =V (G (617) (4.51)
A33 (5’ 77) = vﬂi (f’ 7?)-”3; (59 77) + v}z (5! n)-rgg (éa 77) + V33(§, T?)"u (59 77) (452)

Os componentes do versor V, jd foram obtidos e sdo dados nas Equagdes de (3.36) a
(3.38); igualmente, para o versor V,, Equagdes de (3.45) a (3.47), versor V,, Equacdes de

(2.30) a (2.32) e vetor 7, Equacdes de (2.24) a (2.26).

Pode-se, agora, escrever a Equacio (4.38) da seguinte maneira :

o] R
X kT A, 4, 079 d5 ISy,
2 I N R | KR A
ayf &,V’ 0"1}); IJ[ 1 2 N an an an : 12
N O 0 Al a owitte
L?z’ 'z L9 I A

dul v A’ gudvodwir,
& &' o L lAn Awpiaf ag LG
L N B VI S L N N |
I n dn Injltn T
£
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av!
&I

[iuw: aw’}xLA o d 3”
% & | e |l
v

13

Vi Vg
Vi Vaz {4.55)
Vo Va3

Apés a efetivacdo dos produtos matriciais e a utilizagdo e reorganizacio das Equagdes
de (4.31) a (4.35) sob forma matricial, pode-se escrever. para o estado de deformacio

especifica segundo o sistema de referéncia local, que:

.
23
v
¢
v
3
€, 9u
g . 0;?7
i v
= m-[d(fvﬂ)} a0

.
an
gu
g
v
x4
v
g

onde

=
B

b
I3
3
b
s
b
A

[d&m]=

b
S
)
=
&n
h

noR R R A

OR R R A

RS RS R

RN ROR R
N

SN Y

R R RR
o

wh
i
[+
in
“h

sendo que:

d (& m=A4,(&m-v, (& m
dlz(g’ m= All(§’ 77)-";2(5, )
dy (&= 4,85 v, (& m
dm(é,ﬁ) = AlZ(é:’ﬁ)'vil(é’??)
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dis (&, m= A& m.v (5
di (&M= A, (& mvp (8 1)
da (5 W):Aza(é ﬂ)-vu(é n
dﬂéWZ%@ﬁWﬂém
dp (&= A4, (Emv, (&)
d, (5 m= Aﬁzz(; 77)-"’31(‘5» m
d (§ 77)2 Ao_z(fs 77)~vzz(§» 77)
d, (5 m= Azz(é:e 77)-"23(5, m

d3l(§’ n) - Azl(és U)-Vu(fa 17) + A“(éz» 77)~Vg,(5, n)

dy(s.m) =
dy (&, n) =

A2§(§’ n)-vyz(ga 77) _i- A[] (5’}7)'1}22(5! n)
Ay Em v (Em+ A, (E.myvy (&)

d34(§»77) = A22(§’n)'vli ('5’ )+ Alz(ﬁf,ﬁ)-vzl(é’sﬂ)

dys(§,1m) =
dzs(faﬂ) =
d4§(§’ 77) = A”(é’ 77)-"31(5, 77)
d42(§’ 77) = All(é’ 77)-‘/’32(5: 17)
d43(§, n= An(‘:s 77)-"'33(55 n)
d (&, m=A4,(S5,m.v, (&)
di (&, m = A4, (&, My, (&.m)
d%(f, n)= Alz(ga 77)-1)33(51 n)
dm(‘:: n)= A_“(f, 77)-"11(5’ 7)
d4s(§s ny= A33(§’ 77)-"12(4:’ )
d (5, 1) = A (E, ). (S, 1)
ds (&, M) = A4, (&, 1m).v,, (&, 1)
do (&) = A, (&, M)y, (&, 1)
d53(§, n= A?_](g’ 77>-v33(§’ n)
ds (&) = Ap (&, m).v, (&, 1)
de (& m = Ay, m).v, (&, 1)
dy (8.1 = A, (&, 1).v,, (6, 17)
do (&, m = A, (& m).vy, (&, 1)
ds (&, 11) = Auy(8.1).vy, (&, 1)
doy (S, m = A, (& m.v, (&, 1)

Ap (S myvp (E.m + A, G m vy, (1)
Azz(gz’ U)'v13(§9 7?) + Azz(fa 77)*923(&77)

(4.58)

O estade de deformacio especifica do ponto ¢ com relagdo ao sistema de referéncia

local fica completamente determinado com a obtencio das derivadas dos deslocamentos u, ve
w com relac@o as coordenadas naturais £, 1 e £. Tomando-se como base as Equacdes (3.64),

(3.65) e (3.66), pode-se escrever que :

07“(5 7? {) iaNh(g 77). CZQN”@ 77)'
=1 i=)

H

_gvz&vl;{f ??)f

RO +2

k=t
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c3‘V(é‘77§) ié”\ﬂ,fn) MZ&N,,(M)_:‘
j=1

5 V- &,
9N;( )r oM (&1
gzl WS Vo, g+;—~mmf‘;§ b, (4.60)
M) 5 INGE aN,.(é m) 1,
o % ETR {Z; .z.vu,.ai
1 M
é‘zaNh(é n)t 211 ﬁ, Z pk(é 77) (461)
4
5u(§7?§’} ZBN:,(f 7?) +§ZQN”(§ m;-v“,-a,
BN M (&,
(;2 fgj 1) ! T Q+ZWP;7§ ").apk (4.62)
k=i
07‘/'(577 () iaNn(‘:»ﬂ) +§ZBN1,(§ 1) [2-"12;- i
&N,{ A o dM L, (En)
@’Z (&1 s Jij +2—m{5§~—.b},& (4.63)
k]
o 4 aN,,, aN,, ¢
(5 ?7 ) z (g 7?) gz (5 m z-vm-af
i=| i=|
3N,‘ ) . IM L, (E,1)
§Z (é m ! B +§—--’-’~ggw.cpk (4.64)
%—é}?’"—é’} Z ‘fvh(f 77) { HJ 2 IV,!(f 7?) 71! ﬂ: (465)
f=i i=i
M Z h{g 7]) ! 121 z Nl’i(é ?7) lei‘le‘ (466)
4
M Z 11(5 77) - vl?f Z N.’:(é 3'?) ’ 2’%; Bi' (467)

=1

As derivadas dos polinémios Ny(E,n) € Mu(E,n) com relagio as coordenadas curvilineas £ e
sdo apresentadas no Apéndice C.
Expressando as equacdes anteriores na forma matricial, obtem-se que:
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duld.n. {)
23

dv(E,.n.¢)
dE

ow (¢, 1,8
dé

dul(f.n. )

an
avig.n. ¢yl ¢
ST —2{[6,,(&77,{)].

1=

u
1Y
W
dw (&, 1,¢) @, C ok
B

an
Fu(c.n.¢)

7¢
dvii, n.{)

ag
dwif.n,
m(f;; £ (4.68)

Nesta expressio, [{G, (¢, 7,4)] é uma matriz (9x5), dada por :

N, dN 1 aN, 1,
a—sth 0 O .—‘;-‘é-.—z“.vlh —C.&—g.;ﬂ.v“;
N N, 1, aN, i,
a—é,“ 0 9"-3—5'~E-V1:, *é“-“""gg_:'”—“:;-"zz,
IN JN, 1, N, 1
0 0 —'55’"’ g’o”—éh'?'v”‘ —§-“§?“'““2”-V33,
N, N, 1, aN, 1,
o SR A TR
N IN, | IN . i
(G, (&)= e g L Ly, — g B ey
1 0 an ¢ an 2 o ¢ dn 27
o INy L IN, L _r Ny
o " adn 20" an 2"
T !i [l
0 O O Nh.‘*:?"*‘.V“! - Nh"‘i_'VZU
O 0 0 ?\’Iir‘%'vlit - Nh"r_z;—'vl’i
L 4
0 0 O Ni!'&m‘v!h - N!l"z_-'vzlt ) (4.69)

e [G, (£,m]. vma matriz (9x3} dada por :
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M

ik
0
dE 0
IM
0 —&
g
0 0 %‘f_
I
oM " 0 0
(G (&M= Jn (4.70)
M,
0 g 0
oM
0 0 i
an
0 0 0
0 0 0
0 0 0 .|

Fazendo-se, agora, a substituigio da Equagdo (4.68) na Equagio (4.56), tem-se que:

(¢ )
£, - v, - a,
Ve t= X LdEMLGERDIw, p+ 3 — [dEMIIG , (EmML b, 4.71)
y i=l I’Jl o k=l !Jl c
X i pk )
g B
Se forem feitas as seguintes substituigdes :
1
[B,(&n.O]= |—J—|-Id(§, MG, (&1.0)] (4.72)
e
1
[B(&m]= |~J~{-{d (&G, (& m] (4.73)
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a Equacido (4.71) pode ser escrita como:

g,\" i
£, . v, ) a,
ey t= S BELDOKw, b+ X [B (&R b, (4.74)
V.. . o, €
Vor ¥

Nesta expressio, [B, (£,7,{)] é uma matriz (5x5) dada por :

r! tl
Bm: Blzu thm él-E'an §-5~B|5h
f} t.‘
Bzm Bzzh‘ Bzm é’-’z"Bzu; é“”EBzm
{; {
[B,(&,n.0)]= By Bun Bsu g-E-Bw g‘E‘BSSH (4.75)
[f [i‘ [f [!
Bzun B4?.ii Bezsn é’-‘z’*an*‘E‘-Cun ;-5‘345;'*"2"6'45;;
{; i, { f,
_Bsm Bszn Bsan 5‘5'854.‘i+5‘cﬂ4.‘f é‘-‘é"Bss::*E-Cssn_

e B, (£,7)] uma matriz (5x3) dada por :

By Bum Bam
Bum  Bup By
(B, EMI=| By Bup Bum (4.76)
Buw Buow B
B B B
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Os elementos da matriz [ B, (£,7,{)] sdo dados por:

N

B, (&.m= 7 I( - C?% d,. ar;) 4.7
B, (&m= l——|-(d2I %+ dm.ggnm"w (4.78)
By, (&= i ( - 82;‘ +dyy. %\%) (4.79)
B, (&m= m.(d4; .f%“w%f% (4.80)
BS;,,-(é‘,n)mfﬂ-(a’sl agé:" dm‘—ag;f) (4.81)
Blm(én)ml—l—l.(dlz.%w,sfgi (4.82)
By (&m = 7 l( 92.%}%25.%) (4.83)
Bm(én)ﬁm-(dn.%+ dys- ég;) (4.84)
342,,-<5,n)=ﬁ.( 2.‘92’;; d45.‘9§;') (4.85)
B (Em = ﬁr—l.(dﬁ%%+ dﬁfg%& (4.86)
Bw,,@,mm’—l—l.(du.%+ 16.‘92’;? (4.87)
By (&= t|( - 3?; daﬁ%{}i’—) (4.88)
By, (E,m = |l( 2%\%%36.% (4.89)
By, (Em = H.(d43.%véa+d4ﬁ.%i (4.90)
By, (&m= | Jl( ﬂ%\éﬂ—% 56%% (4.91)
B (Em= H aN” (d Y Fdpvy, Fd i)

+f7§-7;~» (dyvyy; +d sV + g Vi) {4.92)
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B, (&m = |J| { N, (d,} Vi F oy Vi vy,
+§—N’i.(d24.vm 4t s Vs, + e Vi3, )]

By (G = N Ji av,, (afgl Vig H vy, +davin)
+—(—9ﬁ’i.(a’34.vm s Vg F g Vs )]

B, (Em= FJ| agg (dy vy, +dp vy, +dav)
+%.(d44.v”1 +d vy, Hd v

444’1(5 m= l ‘ [Ny dg vy, td g v +dag vl

c}’

By, (&m= h e (doy vy Hd vy, Hdgvy,

iJl

AP
+“"§nf_ Adggvyy, +dss vy, +dsgvn,)]

54/;@ 7?)— [Ny dgvy, Hdsg. vy, +dsgv,,)]

y
B%SI:(& T]) |.]I

N
+“““£L~(d14-van gV, TV, )]

c?n
dN
BZSIJ (5 n) -

%
N,
+—§7;f—'(d24-vzu t s Vg g V)]

1
By (&) = l ,]|

N,
+ eeee—

817

é’N,
i (du Vo v dy Vo, Hd V)

{ {d,,

Vo, iy vy, dyy Vi)

N
[8

i
S(day vy, Tl Vo, Fdy Vo)
C{d g Vo g vy, Hd V)]

s Vay F g Vo, td V)

oN
BM{,(§ 7?) |J§ - (d

24
aN,

+mc977-h (d vy, + g5V, Td V5]

1
C4sn(§’ n) = ‘““‘“-[Nn (dyg vy, tdyg Vo, +d g vl

J
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(4.102)
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fi
[ (ds) vay, +dsy vy +dsyvy)

I 3
= {dgy vy, s vy, tdeg vy, )]

1 N
355!1(5’ W):—m ag
IN
w«*m
on
1
Cosp (& =~

J4 os elementos da matriz {5, (&,m)] sdo dados por :

By (E1) =

Bypk (57 7?) =
i

lepk(é:’ m=

B4§ﬁk (5’77) =

By &m=

By (&m=

By (&=

BSQ;JR (5’ T?) =

B, (&)
B, (&M=
By (&)
By (&=
B (&M=

4?;}»’( (é: T])

M

AN (dsvy, Hd g vy, Hdsg vy, )]

r}[-(“’“'a? +d§4.§§;’*>
ﬁ.(dzl.ai:”‘ +d24.&§;"‘)
m.(a@,. 1;‘;;“ +d34.§g;")
ﬁ'(d‘“'&g;( +d,, aj:;;")
li(’” S
m-(dn 811(9/?( J QMP,(}
lJI < aM””
m.(dn o"fggk d, QMP,()
mﬁ_(a{u 82’”‘ d. aj\;;”‘)
T
L A
!I(d” T
ll S )
e T
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M,
k +d§6.m 2Ey (4.120)
o

1 oM
By, (61 = m.(d53.

Pode-se, agora, apresentar a Equacdo (4.74) na seguinte forma matricial

Vov [ = [[Bn (&), 1B (6O [ B (61,

{a.” 1
{a._,, }

(B, (ED)n [ B (£, B, (£ g% @.121)
pi

foe)
{on)

De uma maneira compacta, pode-se escrever que:
{e'y=[8]{a} (4.122)

onde {5’} ¢ uma matriz coluna (5x1) formada pelas deformacgdes especificas no ponto ¢

segundo o sistema de referéncia local; [B], uma matriz que, dependendo do esquema de
interpolagio adotado, pode ter dimensdio (5x32), (5x335) ou (5x47), sendo constituida pelas
derivadas das funcdes de deslocamento N,(¢,7) e M, (£,1) e {a}, uma matriz coluna de

dimensdo (32x1), (35x1) ou (47x1), constituida pelos deslocamentos nodais u;, v; w, & ;¢
[ e pelos pardmetros ndo nodais ay, by e ¢ A matriz [B], portanto, relaciona o estado de
deformacio especifica com os deslocamentos nodais e pardmetros nio nodais:

E:B] = [[B” (é’ 771@]" "1[311(6377!@’)]&' ' ‘![Bm(é! naé’)]{Bp} (é:! 77)], "[Bpﬁ: (5’ TD:E: “![Bpn(é:’ 7?)]]
(4.123)
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CAPITULO S5

MATRIZ DE RIGIDEZ E VETOR DE
CARGA

5.1 INTRODUCAO

Admitindo-se que o elemento de placa esteja submetido a forgas de corpo be forgas
de superficie g, decompostas, segundo o sistema de referéncia local, nas componentes by, by,
b, Qv» Gy © Gz, pode-se escrever, para um ponto () genérico do elemento de placa, o seguinte
conjunto de equagdes diferenciais de equilibrio de tensdo (RILEY e DALLY, 1965):

. 0T, .
80” + x: +6-‘J1‘-x: '%-bt:WO (5.1)
o’ ay dJdz'
aTx‘v' aa' vy aT ¥
et b =0 (5.2)
ox’ ay’ oz’ ‘
L dT..
P (T Lp g (5.3)
ox’  dy’

As equagdes relacionadas com o equilibrio no contorno, por sua vez, sdo dadas por
(TIMOSHENKO e GOODIER, 1970):

gy =1.Cp +mT. +n.T.. (5.4)
q,=17.,+mo, +nt, (5.5)
g.=L7T.  +m7, (5.6)

Nas expressOes acima, os coeficientes /, m € n sd0 08 cossenos diretores da normal a
superficie do contorno, com relagio aos eixos x’, ¥’ ¢ Z’, respectivamente,

Para se obter as caracterfsticas do elemento de placa, ou segja, a matriz de rigidez ¢ 0
vetor de carga, utiliza-se o Principio dos Trabalhos Virtuais, que pode ser expresso da
seguinte forma: o estado de equilibrio de um corpo eldstico impGe que, para qualquer
deslocamento virtual aplicado ao corpo, compativel com as condigdes de contorno, o trabaiho
virtual interno total é igual ao trabalho virtual externo total .
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Para a aplicagao do principio, considerem-se, agora, as equacdes de equilibrio interno
de tensdo (EquacOes (5.1), (5.2) e (5.3)). Estas serdo muitiplicadas pelos deslocamentos
virtuais du’, e dw’, integradas sobre o volume V do elemento e adicionadas umas as
outras:

do.. O Jr.. Jr.. do,.. It
XX x¥ x'z b 5 ’.dV Xy ¥y Vi b, ) ,. V
Lo Sy o Theou G oy T o Thv)ovid
+ (ar":'+af-"""+b ).ow' . dV =0 5.7)
P gy T ©
Rearranjando,
IO .
X Sy AV + "dV
i), 2
+[ P gy dV+j — gy dwj v dwjb Sv'.dV
a"x
+j S SwdV +j -, dV+j b.Sw'.dV (5.8)

Aplica-se, agora, a Equagdo (5.8), a primeira identidade de Green, que estabelece que
(KREYSZIG, 1988):

[ QoLer) Y (xr.D) gy ¢,59__
V A

R (5.9)
| 8¢(3;,y,2)'69§”(;a%2)_dy - ¢,f3’€” dA - j ¢ Y av (510
P y y

09(x,y,2) dy(x,y,2) 5"// 5.11
J;-' Jz dz v _f 9. n.dA - J S

Nestas expressdes, ¢{x, ¥,z) e W(x,y,z) sdo duas fungdes continuas quaisquer, 4 € a
area da superficie de contorno e /, m e n os cossenos diretores da normal & superficie de
contorno, com relacdo aos eixos X', ¥’ e z' . Portanto,

Jo .

a; Su.dV = | 0, 18u.dA- | o, o> ,(Su’) av (5.12)
[ 8” Su.dV = 7, mu.dd-| 7, ;,(ﬁu)dV (5.13)
or,.. d o,
T S dV = j Too.nOU . dA - jr . w(é'u ).dV (5.14)
5’2
IP 0” 7
j = SV dV = J’r 15" dA~ jr ()Y (5.15)
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La;; SV.dV = jcry,},..mﬁv’.a%-ﬁ Oy f(&;)dV (5.16)
‘9; SV = [ T.nv.dd- [ 7, —7(5v’).dV (5.17)
j ax WV = [ Tl dA | T ““T(éw’).a’V (5.18)
j T sw.aV = [ v,.méw.dd- | 7. i(&z}dt/ (5.19)

Substituindo-se, agora, as expressdes obtidas pela aplicagfio da primeira identidade de

Green (Equacdes (5.12) a (5.19)) na Equagéo (5.8), obtem-se que:

L (G ppd + Ty AT ). O (T I+ Ot Ty B). OV + (T [+ T m). O] dA

+L(bx,.&:’+»b},,.5v’+b:,.&v’),dV:_[V[cr“ (—m—) N e R R

T._,.(———*W-%"———-)-f-’t"..‘..(

dou’ oov’ dou’ N IV’

RSP

oW’ Jou Jov 35“’)]..:11/ (5.20)

+
&! &zl ¥z &Z’ %);

Levando-se em conta, agora, as Equacdes (5.4), (5.5) ¢ (5.6) e as expressdes do estado

de deformagio especifica do ponto @, em (4.31) a (4.35), pode-se escrever que:

L (G0 +q,.00" +q..00").dA+ J‘L_(bx,.&z’ +b,. O +b..owN.dV =
L (O OEy +0 1 O + Ty OF o T T O o + Ty OF 0 ).AV (5.2

Fazendo-se agora :

&4.’
{ou'}=1 06 (5.22)
&V’

fé.g'\

X

Ot

¥
{6’} =10V ¢ (5.23)
&r’;'
Yy

pode-se reescrever a Equagdo (5.21) como:

[ {cY fg'yaas [ fow} qphav =], (5e’Y fo'tav (5.24)
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onde,
QJ:'
{g'}=1q, (5.25)
Q:’
b,
{b’}= <b. (5.26)
b..
o
o-y’,v
{o'}=1 7 (5.27)
Tx': A
T.

O trabalho virtual externo OW realizado pelo carregamento externo (forcas de corpo e
forcas de superficie) € representado pelo lado esquerdo da Equacdo (5.24), enquanto que 0
trabalho virtual interno, correspondente 2 energia de deformacdo virtual U armazenada no
elemento, em fungdo do estado de tensdo {G"} em seus pontos e do estado de deformagdo
especifica virtual {8¢'}, é representado pelo lado direito.

Supondo-se, agora, que o material constitutivo do elemento de placa seja homogéneo,
isotropico ¢ linearmente eldstico, o estado de deformagdo especifica do ponto (J, segundo o

sisterna de referéncia local, pode ser dado pela Lei de Hooke Generalizada (TIMOSHENKO.
1969), expressa na seguinte forma matricial:

1 v 0 0 0
Oy v 1 0 0 0 &
O E |00 d-v o || &
T.. b= X Ao b (5.28)
x¥ 1__ 2 (1"’?)) ¥
T}., 0 G 0 (i-—v) yP
L 2

onde E é o médulo de elasticidade longitudinal do material e v seu coeficiente de Poisson.
Expressando a Equacdo anterior em uma forma compacta, obtem-se que:

{o}=[D}[¢] (5.29)
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Substituindo-se {€’} pela expressdo dada na Equagio (4.122), resulta:
{o7}={D}[B}{d} (5.30)

A matriz [D'], com dimensio (5x3), representa as constantes eldsticas do material
constitutivo do elemento de placa.

A distribuicio da tensdo de cisalhamento ao longo da espessura do elemento de placa
ndo ¢ linear, mas sim aproximadamente parabdlica; para levar este fato ern conta, acrescenta-
se um fator £ nos termos de {D'] relacionados com T, e T,... Esse fator, de valor iguala 1.2,
possibilita, entdo, considerar a distribui¢o parabdlica da tensio de cisalhamento no céleulo
da energia de deformagao virtual (VOLTERRA e GAINES, 1971). Portanto,

I v () 0 0

v 0 0 ]
(- :

£ 0 0 5 0 0

[D']: (5.31)

(I1-v)
2.k

d=v)1g o ¢

(1-u)
2.k

Deve-se, agora, expressar os deslocamentos {u’} dos pontos do elemento de placa

com relagdo ao sistema de referéncia local. A Equagdo (3.73) os expressa segundo o sistema
de referéncia global, utilizando-se a matriz dos cossenos diretores, pode-se escrever que:

(W'} = [G]T.{u} = [9]?'.[N].{a} (3.32)

onde a matriz [9} ¢ dada pela Equacio (4.37). Da mesma forma. as forcas de corpo ¢ de
superficie, segundo o sistema de referéncia local, podem ser expressas da seguinte maneira:

{4'}=[6] {4} (5.33)
by=16] .{»} (5.34)
onde {q} e {b} sdo, respectivamente, as forgas de superficie ¢ de corpo, segundo o sistena de

referéncia global.
A partir das Equagfes (5.32) e (4.122), pode-se expressar os deslocamentos virtuais

{6’} e as deformagles especificas virtuais {de”} como:

{6} =16] [N]{8) (5.35)
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{6e7} =B} {dd} (5.36)
onde {&J} & a matriz coluna dos deslocamentos virtuais correspondentes aos deslocamentos
nodais € aos pardmetros ndo nodais e [N], a matriz das fungles interpoladoras do campo de

deslocamento (Equagio (3.74)). Substituindo-se as Equagoes (5.30), (3.33), (5.34) , (5.35) ¢
(5.36) na Equacdo (5.24), obtem-se que:

[ {80} [N] [o}6] fa}aa+] {aa} (V] [6][6] {p}av =
[ {8} (8] [0} [B}{a}-av (5.37)

Como {9] ¢ uma matriz quadrada e ortogonal,
[61[e] =[/] (5.38)
onde [1] € a matriz identidade. Dessa forma, a Equagao (5.37) resulta:

[ {8a} [N] {a}da+f {aa} [N] {p}av = [ {8a} [B] [D}[B{a}av (539

T - . . - o~ .
Como {8a} ¢ {a} sdo constantes nas integrais de drea e volume, a expressdo anterior

pode ser escrita como:
[8a}' ( L[N]T {q}da+[ [N] {p}.av)= {sa} (] [B] .[D"}[B)eV).{a} (5.40)

Tendo-se em conta que a equagdo anterior € sempre vdlida para qualquer valor de
¥
{6a}’ , pode-se escrever que:

[ V] {ataa+] [N] {o}av =(] [B] [p"}[Blav){a} (5.41)
Na Equacio (3.41), pode-se distinguir 0s seguintes componentes:

T
JINT {a}da={fa"} (5.42)

que é uma matriz coluna representando o vetor de carga do elemento, correspondente as
forgas de superficie e

L | {pLav ={m} (5.43)

que € uma matriz coluna representando o vetor de carga do elemento, correspondente as
forgas de corpo. Jd a expressdo a seguir,

[ 18] [D7}B}av =[] (5.44)
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¢ uma matriz quadrada, simétrica denominada matriz de rigidez do elemento.
As dimensdes da matriz de rigidez e do vetor de carga variam, naturalmente, de acordo
com o esquema de interpolacdo empregado. A Tabela 5.1 apresenta essas dimensoes:

Tabeia 5.1: Dimensodes das matrizes de rigidez e dos vetores de carga.

1 32x32 32x1
2 35x35 35%1
3 47x47 47x1
4 32x32 32x1
5 35x35 35x1
6 4Tx4T 47x1

Pode-se, agora, reescrever a Equacio (5.41) da seguinte forma:

(& Hap=1{f" }+ {0} (5.45)

52 DETERMINACAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ DO
ELEMENTO DE PLACA

Na expressdo que define a matriz de rigidez do elemento (Equagdo (5.44)), os termos
da matriz [B] sdo funcdes das coordenadas curvilineas ¢ ¢ 77 e da coordenada linear (.

Deve-se, portanto, expressar o diferencial de volume dF nesse sistema de coordenadas, o que
é feito utilizando-se do determinante [J (&, 77)] da matriz Jacobiano, expresso na Equagdo
(4.30) (KAPLAN, 1971):

dv =|J(&n)|-d&-dn-d (5.46)

Pode-se, agora, expressar a matriz de rigidez do elemento da seguinte forma:

[kJ= [ [BY (0B] Vigml-dg-an-az (5.47)

ou, na forma matricial explicita,
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[ )=LLL

[B,&n O] |
[B.(En]

[Bu(et, ﬂsél)_])r
{Bpi(é’ 77)}1

[B.Em]

(B,.&m] |

(D80 O} B &) [ButZ mO)

A resolucdo da Equacdo anterior leva a matriz de rigidez do elemento, dada por:

(K]

i {Kf}f:!

(5.48)
[B,(&m}- [B&m)- B & &m)-dg-dn-d¢
[K‘m] [Klii‘xi} [:K!ll.sz] [K!.l.m]_
Kl (] o o [
Kl [Kuu] =[] - (K]
K] [l = (0] = (o]
: : : : (5.49)
[K.ﬁ:k-ﬂ} {Krﬂ} {Krff-“] B [KF:"--“"}
(Kol (K] K] o (K]

5.2.1 Determinacfo da submatriz [K ]

A submatriz [K ,,.j] estd associada aos deslocamentos nodais do elemento, com 0s nos i

e j variando de | a 4 e o indice / indicando fungbes nodais lineares (/=1) ou cibicas (/=3). Esta

submatriz é dada por:
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&,1= LB nol (DB, En ] &) dg-dan-ag 5.50)

Levando-se em conta as Equagdes (4.75) e (3.31), pode-se reescrever a equacio anterior da
seguinte forma:

Bllt’i BZ!H B3h’i ‘Bﬁ!i
B!Zli BZZ!:‘ B321i B»ﬁZIi
[ !!j} J. j J' Bl.’ilr‘ BZSI:‘ BJS[i BBI:

C%BHH (;“{21"82412' C%B341i

Q $41i +3 C-I-h':
I I; £ 4
mz;"z"Brs.rf Q?stu gmi.;_Blih' ST

ssn T TCJSri

-. Né—;

B
- B,

By 1 v 0 0 0 Bll!j B!Zij
B, £ v 1. 0 0 0 By, By,
Bsm (1_ Vz). 0 0 (l;V) 0 0 ’ BSI!j Bszy
C‘%Bsw "'%Cmn 00 0 {—iz%l 0 By, By
C%Bssn‘ +%C<5{: 0 0 0 0 (];AV}~ _BS!!} By
By, gTjBt4a C-ELBIS{;'
By, CELBM; c‘ij‘st:;
5] !
Bssy C.»TB;ug C."E'Bsslj -]J(&,T])I'd@dn'dg
1 ¢ ¢ £
B:ssfj ;?Bsw +?C44y C“‘E"B-isrj +“ﬁ"C4w
Bssy CTI‘BS-H]‘ + ""zjmcsuj C“zi"gsszj + "?%"Cssfj
(5.5
Resolvendo-se a equacdo anterior, obtem-se que:
—kif kiZ kI} kla‘l kES—
by hy hyp ko ks
[ng}z ky ko kg ko ks
ky ko ki kyo Ky
kst ks ksy ksy Kss ] (5.52)

onde
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ol opl 1
kaa =E- L_LL{(I _ Vz) '[(Bam + VBzm}' Bn.’, -E—(VB“,; + Bzm}”Bzm

(I-v) 1
+ 2 'Bm 'Bamh”M'(Bnh 'Bwf +Bsm 'lei;)}'
| (& m)|- dédndl
*1 =E- J j J {ersm {(Bm +vBy,)- B 114 ‘f"(VBrzn + By ) Bm;
(1 V) 1 _
T Dy 3 I+ '(B‘lzh 'Bwj + Bﬁzh 'Bsu; 1

2hk(1+v)
\J(&m)|-dEdndd

L optopl 1 ]
hy = £ L.L ‘L{(l v (B3, ¥V By ) B;u; +(v By, +By,) Bzm

{1—v) S
+ ’ BSM ’ B31f,'}+ m (B4zn ) Bw, + 853;1 ' Bsw)} '
& m|-dé dn dg
j J. J 2{1 (BM!{ +VB”4.F1) B +<VB}4A +B"4f:)
(1-v)
Bzw o 834:1' '33103”1'2;(’1""“ 5( EXV 41@ + BS4.’; 'Bsm)
+(Cgpe Bm; +Coy 'BSI(; )13
\J(&.m)|-dEdnd{
b= £ [ s B VB By + (VB B )
(1-v) {
Bzw + a TPy zw] W {él( 454 m; + B_ssa 'Bsn_';)

+{(Cls, - By, +Casy - By )1
\J(Em)\- dédndS

=k J .[ L{(l {(Blliz+Vle!:) Bm‘i"(VB By ) By

L=

B"ms Bmf}'i' )'(Basm B4ﬂy‘§'85m Bszgz)}'

v
2k(1+v
g m|-dédndl
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ky,=E- j J jl {1W (B, By, ) By T (VB + Byyy ) By

1= 1

5 Ty }z:;]“"M'(Bazh ’ 8421; + BSEI: ‘Bszz;)}‘

J(Em)|-dEdndl

IS I
Ky = E'J“J.?!L{(l Y B3y, + VB ) By (VB + Boyy ) By

{I—wv) I
+ 5 - B33n ’Baz;; ] +m'(343f: ‘Biz:, + Bszn '8525,)}‘
(&) - d&dndl
J j _}. 2(1_ (Bl-i;‘ +VB’4H) Bl’h’,ﬂ +(VBMEJ +B"4n)
(1-v)
Bzzg/ 4”7' M mf] 4k(§ ) g( aan wq + By Bsz.(;)

+(C-44n 'B4zl_p + C54n '8524, )] }'
J(E ) -dédndS

z =L J- j' ,{ E(Bm + VB”ih) Bm; (Vstn + stn)'

(1) o

B 'BSSI: ‘Bszz;] 4k(1+

24 + 2 {é’( 450 " 4 if + Bssn ’ BSE{:)

+(C4$n Bu;; +Csgy - B 524 s
JEm|-dgdndl

b opl opl 1
= E'J-_] J‘WIL{W'[(BM + VB, ) By + (VB + By ) By,

(I-v) I
+ "By, 'BJ3UE+M'{B41H 'Bs.;f; + By - Bs,w)}'
|J(&m)-dddndl
2 = J‘ J. .}.1 {1_ E(”Bl7lr+v8’7ir) BIBQ+{VB!“Iz+B77(z) B’Bi;
(1-v) 1
+ ' B}EIE’ 'B33;g]+m'(842n ' 34311 +B s svj )1

\J(E,m)|- dEdnd(
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topt el 1
Kyy = E'Lj_l,{_i{(i YRR WUBysy, + VB ) By +{(VBpy + By ) By,

(1—-v) |
+ 9 'Bi_‘m ’ Bw; E +m'(343n 'Bm; + Bﬁ}if 'Bsm)}'
|J(&.m)|- dédnd{
(5.65)
boptopl !
Ky = E'Jﬂ _[ _[ {Q’E(T:—’_ ([(Biay + By, ) ij H(VBy, + By )
A{l=-v) f, ! \
B::w,-' +T ’ BM; " a3y ]+m[§( sz ' Bw; w 85411 ' Bsin )
+{Cuyy Byyyy + Caan - Bsyy )t
(&) dgdnd¢
(5.66)
kg =E- J J J 7(1_ [(Bwf + VB, ) Bm; +{(VB, + By )
(1—) t
Bz.w +_”£"W“'B35n 'Bm;] W {g( asy 4"-ij + BSS.’: ' Bs_w;)
+ (C45h' ' 843:; + Csszf ' BSSJ; N
\ (& mf-dédnd{
(5.67)
e[ [ 5y W+ VB ) By (VB + By
(1-v)
‘B:w +_5m' Bmz ) 334:;] 4k(1+ ) ié’(B-w; Bw, + Bm; ’ B.u_f;)
+(B4m ) 445,- + Bsu: ' 154[; )]}'Ej(feﬁ}]'dfdndé“
(5.68)
J J j E(Bw: +VBy,)- Bm; +(VBIZJI + Byyy)
2(1—
(I-v)
'314:; *T"Bzzn '3344:} m’“_ é'( 424 B44f, + By, - Bsu;)
+ (B:z-za' 'C44f; + BSZ:’: 'C541; )]}'IJ(‘J; 77}[ ’ dcfd?}dé’
(5.69)
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J‘ j- j. 2(1 (Bi?li + VB’?I:) Bl-ﬂj +(VBHI4 + B"?[r
{I—1v) _
’ Bzu, + ~ ' BT\RI: ' B,w; | 4;{(3 é‘{ ERY 44{, + Bs;n ’ B,m, )
+{ By, Coy + Bw! Cayy) ]J('f n)g dédnd{ (5.70)
ioplopl , L
=E- LL L & M'[{an + VB, ) By, + (VB + By
{(I-v) /-1 e ,
’ Bug +T'834h ' Bmﬂ“"M'{‘v (Bw: ’Bm_; - an ' Bs.u;)
+ é’(Baasn ' ij + BS4H 'C:w,: )+ (C«m ‘Cw, + Cs% -C54fj )
f
8k(1 4 V) ;( 44k B.w; +Cw: ‘854;,)]}'1'1(5’ ﬁ)!-dﬁdﬂdé' (5.71)
= E[ L i B+ vBay) By + (VB + B
(1-v)
'ij +_2_' Bs:sh ’ B_w;} g]?(l——— Eg (Bw; 844@ + B<iz’; Bwj)
+ é‘( Béﬁh 4«0 + BJS(’I C‘?Mj )+ (C-ﬁx’i CéMt’,l + C“'ﬁz’z CSM/ )}
Farreyy G Buy + Cony Buy M) dédndg
(5.72)
(=E j j j mm (B +VBy, ) By +(VB,, + By,
(l-v) g
'stfj + 2 'Bm 'B35f,1 4k(1+ 97 Al B.w, '§'B<m By sn)
‘f'(Bmh '6459 +Bsm 'Cssf, 1'](5 77)|'d§d77d§ (5.73}
.}. J J 2@_ ) [(Byy +VByy ) Bisy +(VByy, + Byyyy)
(I-v) !
’stg '*”""”2__'3321; ' 835{,’} 4k(1 {g( 427 B—ﬁif +BSH: ’Bssy)
+( By Cusy + BSE!: Cssy )}}‘!J(f» ﬁ)i-dfdﬂdé' (5.74)
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BIHJ BZEI’! B]Hf BMH
BI 24 BEZ!! 8321'! BéZ!f
1'1 5 J J- '[ Bi!f; 8231’1 BB!: Blﬂ.‘i
é‘%‘ Bi 4/ é’% B?ﬁii; g% B]si[i g% 844!.' + r_z‘ C&L’ih
_{% BESh é’% 8251i é’% 8351’{ ;% B-’GSI.‘ +%C45h
B, ] 1T v 0 0 0]
B, v i 0 0 0
B., —£ 1o o0 &2 o 9
ciB, +5Cy, | TV 0 0 0 an g
g% B, +izi”c55n'_ MO 0 0 0 “;kww
"Bi isf BIZ.&'{ BH&[ |
BQ 1s¢ BZZ 13 B'Z}w
By, By, B, ‘}J(‘fs 77)! -d&-dn-d{
B‘iﬁsi B&E.ﬂ B41 st
| BS fsr 852.\'1 Bﬁhf

(5.79)
Resolvendo-se a eguaco anterior. obtem-se que:
mkH kl” klﬁ. l
k21 kzz kzz
[K;:,.w]“ ks ky o Ky
k41 k42 k43
_kSi k52 k53 |
{5.80)
onde
J. J. j.] (1 {(BHH_E-VB’?M) Bliv!@(VBiih_f-Bﬂh) Blhz
1-v) i
+ ( 'Bm 'Bam}”*“m{gun '841,« + B_sm 'Bsm)}'
(& |- dédndS (5.81)
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1 st pl 1
Ky = E.L .’-_xjuz{m'[(gm + VB, ) By + VB, + By ) By,

(1-v) o
+ By, By J+———— (B, -
24 31‘} Ek(l V} ( 424,

B4m + Bszn 'BSE‘W)}'

(&) dédndd (5.82)
jjj (M S By +VBy) By + (VB + Buy,) B,
+=0 g, By, ]+m«BM By + By, By )Y
\J(&.m)|- dédnd{ (5.83)
j j j 2(1 LBy +VBuu) By + (VB + Bou)
B, +%~»~‘5«?~-Bm- et 4k(1+v} {&(Byy Buy + Bsuy - Bsiy)

"*'(Cw; 'Buam wé‘"C.ﬁm 'Bsm)}}'
(& ml|-dédndd

(5.84)
= J J. j {é’ E(Bw; +VB"SH) Blm +(VB!SH +BZSIJ)
(1-v)
Bzm +t————" Dy, 33.\r] 4k(I+ V) é’( ELY/ 41\: +BSS.’1 'BSI.w)
F(Cys - Buyy T Css, - By M1
JE M- dEdnd
\J(E.m)|-d&dnd{ 5.85)
J- j Jj (im [(Blm +VBy,, ) By, + (VB + By ) By,
{I—-wv) i
+ 5 tadayy 32,cr]+m‘(34m'B.*.zxr“i'Bs;h'Bszx:)}'
\J(E |- dédnd{ (5.86)
kyn=E J j .{1{(1 (Blzh +VBy,) B, +(VByy, + By, ) By,
(I-v) i
+ 'Bzzh 'Bazs;}'i‘m'(guh 'B4z.u + BSZ{:‘ 'Bsz.w)}'
|7 (&, m|-dgdnd{ (5.87)
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J j ji (}_ (Bm. 'i'VBw.) Bszu ""(VBW; "i‘Bﬂm} Bm;
(1-v) I
+ ) 'Bw: ) B?2,s‘1}+m'{843!; 'B.az.s-: + Bsm ’ Bsz.w)}‘
\J(& )| dedndd (5.88)

Loplopl i
ko= E'LJ f {g"ﬁ“(”i“””"’”)’ [(Bay + VB ) Bl +(VByy, + By )
(1-v)
B'ZEA‘I +——E—— : 83411 : B32.\'1 ] .zl-—k(f— {5(84411 Ly + 8541'1' ’ BSZ.\'! )
+ (C44ii By, T C54lf 'BSZ.« IR

| (& m)|-dédndl

(5.89)
!
sz =k J. j _{ gﬂfgm_”mwg {(B U VBvsn) Bl“ +(VB!51’1 "}“B:’sn)'
(1-v)
B?.Z.\‘r +“‘“,T“' Basn 'Baz.\:} W [g(B4m Byt Bssn- ‘Bﬁz.\-z)
+ (Cfssn Byt CSSH 'Bsz.\-z )] }
|/ (&) dédnd{
(5.90)
bopl o i
kn = E’L _LLE{(EW V:}_) '[(Blm + VBzm)'Bm: +(vB, i +Bzm}'823.w
l—v |
+ ( 9 ) 'BBU; ' Bm; ] +m'(34m '843,«1 + B5m 'Bsm)}‘
(&) dédndd
{(5.91)
-[ J. J- | (1_ (Bl"e’l + VB’ZH) BH\: +(VB!211 +B?‘?h) B'J'%\:
1—v i
+( )‘3321f '333,3-1}+m'(8421i 'B43.\1 + B sai sm)}
(592)
=B [ ] (1 (B +VBoy) By +(VBuy, + By ) B,
1—-v 1
+( }'Bzazi B I } +M'(B4311 '3433-: +B S3i 52;;”
J(&m)|-dédnd{
(5.93)
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'H =L J- j J '3{1»“ {(BMH _;_VB”-M) B!hp T(VB},m +B?4n)

(I-v)
e 3341; 'BEEM] {él( a4 4m + B54n ‘Bs_w)

B, +
23s 2 4k(1

‘*‘(sz; 'er +C54h 'Bsz.w L
|/ (& )| d&dndl

(5.94)
_l‘ j J 2(1“‘ [(BISI: + VB75!:) B 13st +(VBISI£ + Bzﬁlx)
(1-v)
szss: +— B3sn 'B_wm] 4k(1 ) [é‘( asti :m: + Bs_w; ‘853.v:)
' +(C45n ‘Busr +C55n 'Bs,m )}}'
J(E.m)|-dédnd{
(5.95)

5.2.3 Determinagiio da submatriz K, |

A submatriz [K ok ,f} representa o acoplamento entre os deslocamentos nodais e 0s

parametros nio nodais do elemento. Os indices p e k representam, respectivamente, o grau do
polindmio associado ao interior do elemento ¢ seu nimero € os indices / e j, o grau do
polindmio e o né a ele associado. Esta submatriz sera dada por:

(K )=] [ [ [Bacn] (DB EnO En) dean-df=[K,.] 550

sendo gue a submatriz [K I,__‘,,] ja foi obtida anteriormente, no item 5.2.2.

5.2.4 Determinacfio da submatriz [K , |

A submatriz [K pk‘ﬂ} estd associada aos parimetros ndo nodais do elemento. Os

indices p e s representam o grau do polindmio, enquanto que 0$ indices & e f numeram 0S
polindmios. Esta submatriz serd dada por:
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=1L

Pk (‘f 77}

pk 5t

[D B A& Em)|-dE-dn-dE

(5.97)

Levando-se em conta as Equagoes (4.76) e (5.31), pode-se reescrever a equagio anterior da

seguinte forma:

1 pl B!””" Bum Bum Byw
{ka,_u}:jwl LL o Bon Buw By
B, ok BBP’( B v Bu

o

Stpk
sapk |

S3pk

(1-v?)

=R elleBh -

b::

13sr

e

235t

e

s

e

43t

o]

3.t

0 0 ©
0 0 0
20 0
G {lz—kv) 0
0 0 4]

(&) dE-dn-df

(5.98)
Resolvendo-se a equacio anterior, obtem-se que:
kll kl?. kl3
[ka,,u] ky ky o kg (5.99)
k31 k32 13
onde
I ,g j | (1_ (B!lpk "{”ngipk) Blhz "{”(V‘Bnpk "%”Bﬂpk) va
(I-w) 1
+_”_'B3;pk ’ 31.v;}+m‘(341pk 'Bem-: +3§§pk 'Bm.s-z)}‘
|J(&.m)|- dédnd{ (5.100)
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topl gl 1
ky = E'J:l L_L{(im Vz) '[(Bn,nk + VBZZ;‘J!()'BH.\{ "?'(VBgzpk + Bzzpk)' B\,

(I-v) |

+ By By, 1+ =—
2 pk RIE: ] Qk(i + V)

'(B4zpk B+ BﬁZpk -Bg )1

(& m)|-dédndl (5.101)

1 gl ol ]
Ky = E'j'_J_lL{(l _ Vz) '[(Bzzpk + Vstpk)'Bn.\—: +(VBi3pk + Bzzpk)' By

(I-v 1
)'333,:;( B

+ By )t ——— (B, -
1] 21+ V) ( 43pk

Bumr + BSBpk ’ Bsm)} )

T (&) dédndS (5.102)

I al pl 1
km - E’J:JmlJA_g{(lw Vg) '[(Bizpk + VBzipk}'Baz.u _i"(VBllpk + B:lpk)'Bzz.w
(1-v) 1

+ B, B, }+t——
B 2k(1+v)

'(B41pk '343.“ +Bsmk 'Bszsr)}'

\T(&,m)|-dédndd (5.103)

ioplopt i )
kzz - E'LJ { 2 '[(Bzz,nfc + VBE?_pk)'Bilu "f”(Vszpk + Bzzpk)'Bzz.\—;

'(B4zpk By, t Bszp}c 'BSZ.\‘I)}‘

'Bzzpk By, ]

" 2E(1+v)
\J(E )| dédndl (5.104)

ol -]

1 op1opl |
k32 - EJ. f J {(1__ Vz) '{(Bmﬁk + VBzapk)'Btzu “HVBI.%pk + lepk)'Bzzw

+(]wv) i

'Bz_wc 'Bsz_u]*‘m'(gaapk '842&1 +BSB{J£’ ) Bsz.u}}'

(& m)|-dédndS (5.109)

bopl el 1
le = E'_L j_ij_l{m'{(Bixpk + Vlepk)'er +{V‘Bllpk +lepk)'Bz3.sr

(-v) i
- B . Pl B ST ——
A pk 3 ) 2h(+ V)

+ '(B:z]pk 'Bazsr + B51pfc ) Bsm L

\J (& m)|-dédndS (5.106)
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Lol gl i
kzz = E'J-_J_J_I{(l_“ Vz) 'i(Blzpk + VBEZ;J&}'BH.\{ +(VBi?_pk + BZZ]:}( ) Bzzxr

(1—v) 1

‘Bzzpk ’ mr]

+ ( 42 pk ‘B;;z.u + Bilpk 'Bsa.w )}

+——— (B
2k(1+v)
|7(E.m)|- dédndd (5.107)

U optopl 1
ky = E'L L J._l{m'{(BIszk + Vszpk)'Bm.u +(VBl3pfc + BZ3pk ) Bzz.«z

+(1—v) |

'B33pfc ’ az.w}‘*‘”m‘(Bupk ) B43.\-1 ""353,71( 'Bsa.s-:)}'

/(&) dédnd{ (5.108)

O processo de integragio numérica utilizado neste trabalho, para as diregdes Eemn.éo
da quadratura de Gauss (BATHE, 1982). Para a diregdo {, utiliza-se integrac@o analitica.
Portanto:

Edé’=2, flg“,dé’zo e j_iig"z.d{:% (5.109)

A integracio numérica € feita a partir das coordenadas (§p,77p) dos pontos de

integracio, utilizando-se o fator de ponderagio W, correspondente. Os resultados das integrais
para os coeficientes k; da matriz de rigidez do elemento de placa sdo apresentados no
Apéndice D.

5.3 DETERMINACAO DO VETOR DE CARGA DO
ELEMENTO

5.3.1 Introducio

Na determinacdo do vetor de carga do elemento, expresso pelas Equagdes (5.42) ¢
(5.43), tanto o diferencial de drea como o de volume sdo formulados segundo o sistema global

de coordenadas. Os termos da matriz das fungbes de interpolagio {N ] entretanto, sdo dados

em funco das coordenadas naturais curvilineas e n ; € necessario, portanto, formular os
diferenciais nesse sistema de coordenadas. Essa transformagao jé foi feita para o diferencial de
volume; para formular o diferencial de drea segundo o sistema de coordenadas curvilineas,
utiliza-se o procedimento padrio (KAPLAN, 1971), que envolve o médulo, r (&, 1), do vetor

7,, normal ao plano médio do elemento. Portanto, a partir da Equac@o (2.28):
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dA =r(g, n.de.dn (5.110)

Na expressdo que determina a forga de superficie, derivada da aplicacio do Principio
dos Trabalhos Virtuais (Equagiio 5.42), a matriz [N]i ¢ a utilizada na interpolagio do campo

de deslocamento; ha a necessidade, entretanto, de interpolar, também, as forcas de superficie,
a partir de valores nodais. Para isso, utilizam-se as fungdes quadréticas da familia Serendipity,
definidas nas Equacdes (2.4), (2.5) e (2.6).

5.3.2 Determinacio do vetor de carga correspondente as cargas
distribuidas nas faces externas do elemento : {fq°}

Admitindo-se que a carga esteja distribuida no plano médio do elernento, onde (=0, os
deslocamentos de interesse serfo aqueles relacionados com os pontos dessa superficie.

Portanto, a submatriz [N ,{.(f,n,é')}, expressa na Equacido (3.68) e que compde a matriz

[N ]T da Equacio (5.42) torna-se:

N, (& 0 0 0 0
[V.(&nD)=[N,&Eml=l 0 N&Em 0 00 (5.111)
0 0 N;,-(fsﬂ) 0 0

Se g, , de componentes ¢, q,, € ¢, segundo o sistema de referéncia global, for a
carga distribuida associada ao né i, pode-se interpolar a carga ¢, distribuida na superficie
média do elemento, a partir das fungdes de interpolagdo N, (£,77), associadas aos nés do
elemento, dadas nas Equacdes (2.4). (2.5) e (2.6). Portanto:

8
GgEmM =2 N (Em.q, (5.112)
i

Definindo-se os componentes de g, segundo o sistema de referéncia global, como ¢,
gy € g- , a equacio anterior pode ser reescrita da seguinte forma :

g.(&m 4
HEM={g&mi=1q,Emp =2 N.(&m1q, (5.113)
g (&m) q..
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ou ainda,

8

g (Em=Y N (&g, (5.114)
8

g (&M= Ni(&m.aq,, (5.115)
=1

g (&Em=3 N (&g, (5.116)
i=i

Definindo-se a matriz coluna {g;}, de dimensdo (5x1), constituida pelos
componentes da carga distribuida associada ao nd i, segundo o sistema de referéncia global,
como:

-
q,
{a.}=1449. (5.117)
0
0

Pode-se, agora, formular a seguinte equacao matricial :

{‘?;}
q.(&m :
lg&my=1q,Emr=[[MEnl. [V Em]NVEn]l{{a} (5.118)
q.(&m :
{‘?8}

Levando-se em conta as Equagdes (5.110), (5.111) e (5.118), pode-se escrever a
Equacido (5.42) da seguinte forma:

] [Vum] ]

[N,,(Q?TI}] )
lay=11 [[g"(éf)]]r {viem) -~ [ven] - mEnllie tném.didn
[ M, (}5‘ 7?)]?7 {a:}

[M,.Em] |

{(5.119)
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A equagdo anterior corresponde ao vetor de carga do elemento relativo a agdo da carga
distribuida nas suas faces externas:

r {fq“}
{f@,}

NI,
{fq ) {fqtpl}

{1,
(g}

i

5.3.2.1 Determinacio da submatriz {7, }

(5.120)

A submatriz { fg,i} estd relactonada com o nd i, com i variando de 1 a 4 ¢ € dada por:

{ad=[ [ V. m]"i[N, &mla, & m.dédn

(5.121)

Levando-se em conta as Equacdes (5.111) e (5.117), pode-se reescrever a equacdo

anterior da seguinte forma:

—Nh-(éf,ﬂ)
0
i gl
{fq‘,'}:.,:lj—i 0
0
.0
wem o
S0 NED
Ao 0

0
N (&
0
0
0

0
0

NAEm

0

0
N, (Em )

0
0 o
,qxj
0 0}|g,

0 0lyq, nié,m.dé.dn

0 0llo
0
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Resolvendo-se a equagdo anterior, obtem-se gue:

(fl‘
5
{fqu,}:* fx
/s
/s
onde
o= NG XN Emg,r(&m)ddn
fz - .Elf]N“ (CE’TI)ZNf(é’ ﬂ).qﬂ-.r}(f, T])dﬁdﬂ
fi= J‘_llf‘sz(év W)Z N,(§= 77)-51;;-"3(5: ??)-df-df?
f,=0
=0

(5.123)

(5.124)

(5.125)

(5.126)

(5.127)

(5.128)

Fazendo-se, agora, a integragio numérica nas diregdes § ¢ 1, sendo ap o nimero de
pontos de integragio ¢ W, o fator de ponderagio associado ao ponto, as equag0es anteriores

tornam-se:

np

£i= Y N(Em) 2N (& 11,04, 1 (& 11,
=l

p=l

np 8
f'l = th’i(ép’nﬂ)'ZN.ﬁ'(éﬂ’nﬁ)'qﬂ'r3(§P’np)‘Wn

p=1

np b
Fr= XN 2N (611,05 1 6T

p=l

f.=0
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£, =0 (5.133)

5.3.2.2 Determinagdo da submatriz {fg,, |

A submatriz { quk}7 relacionada as funcdes associadas ao interior do elemento do
elemento, € dada por:
§ e 3
Uant=1 [ [Mam] 2N &mHa, jpr&m.dé.dn (5.134)

J=1

Levando-se em conta as Equacdes (3.69) e (5.117), pode-se reescrever a equagao
anterior como:

Mg 0 0
{a.t=[], o MmO
0 0 Mpk(é:’n)

qy

NG 0 0 0 0]lg,

oo NEm 0 0 04q, n(Emdidn (5.135)

Sl ' 0 NA(ED 0 0)fo
¥

Resolvendo-se a equag@o acima, obtem-se que:

4
{fan}=131 (5.136)
/s
onde
f=l [ M (Em SN &g, n(Em)ddn (5.137)
L=l MmN XN Ema, n(Em)dédn (5.138)
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fo=[ [ M e YN Emg, n(Em)déadn (5.139)

=1

Fazendo-se, agora, a integragdo numérica nas dire¢des £ e n, sendo mp o namero de
pontos de integracdo e W), o fator de ponderagio associado ao ponto, as equagOes anteriores
tornam-se:

i 8

fi= 2 M (&)Y N (6,.1,)-q,.1(8,.m) W, (5.140)
p=i F=1
mp 8

fo= 2 M (81,0 2 N (6,um,0.q,, (8,1, ) W, (5.141)
p=t 4=1
mp 8

=2 M &m0 N (6,m,).q,.1(8,.1,). 7, (5.142)

j=i .

p=t

5.3.3 Determinacio do vetor de carga correspondente as forcas de
corpo: {m}

A forca de corpo b pode ser decomposta, segundo o sistema de referéncia global, nos
componentes by, b, e b, . Tendo-se em conta as expressdes de [N ]e dV, a Equagdo (5.43)

pode ser reescrita como:

_{NH (59 . é’)}j |

[Nz[(s”,??@]’r
. ) b
¢ g [Nu(f,??s?)] bx J d
= v b J(Emdednd 5.
{ﬁ)} J'_le.[»l {Mm(‘f,ﬂ)] bi ](6 77)| 5 Hs g (5.143)
(M &m]
M) |

A resolucdo da equagfio anterior gera o vetor de carga do elemento correspondente as
forcas de corpo:
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{m}

i}

2 )= WPy (5.144)

r}
{fb ok }
/.1

5.3.3.1 Determinagéio da submatriz {/,]

A submatriz { /b, } esté relacionada com o né i. com i variando de 1 a4 e € dada por:

b

X

{/,}= f f f [N O] 36, b Emldé.dn.dd (5.145)

Levando-se em conta a Equacio (3.68), pode-se reescrever a equagio anterior como:

N, (&) 0 0 )
0 N (&) 0
a1 plopi { 0 f\'f:,{'f!??)
{m.y=1.1.1 C e f C et : 1
é"h ;,(5177).2 Yy N n(gar”-z Vi &N ;,(5177)'2 Vi,
“§'Nz.(§»7?)-£“’“-vm Wékw'\’;,(f’ﬂ)-i’“-v::, ﬁg-N;.{é:ﬂ)-L-Vz;,
L 2 2 2 i
bx
b, (& mdé.dn.dd (5.146)
b.

Resolvendo-se esta equacio, obtem-se que:
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4

{M.} =11 (5.147)
/s
fs

onde,

1= fi fl J: N Em.b (& mldédn.dl (5.148)
fo= L J’l1 JE, N (Em.b, I m)dé.dn.df (5.149)
fi= I woEmb g anas (5.150)

r=[T J_{é’.%.j\ﬂ,(f,n).(vm.bx £y, +1..»,3,.b:)J].|J(§, mldEdnds (5151

fs= J:J: Jlll:"" é,-%-lwu (S, MAvy b, + vy, b V-, ):IEJ(SE, T)’)idé:dﬂ ¢ {5.152)

Fazendo-se, agora, a integra¢do analitica na direc@io { (Equacdo 5.109) e a integragdo
numérica nas direcdes £ e 1, sendo mp o ndmero de pontos de integracdo e W, o fator
ponderador associado ao ponto p, tem-se que:

i

fi= 2-:;r’\",,(éﬁ,??ﬂ)b_\.-;f(é A, (5.153)
fo= 2-2“/}, (&, 1), (&m0, (5.154)
fi= Zgh’}f(ép,nﬁ>b_.-[J(§,,,np |, (5.155)
fi=£=0 (5.156)

5.3.3.2 Determinacio da submatriz {/, |

A submatriz { fbnk}, relacionada as funcdes associadas ao interior do elemento, serd

dada por:
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b

X

{ﬂ’pk}z ﬂ Jq, HM (8, n)]]‘- b, t|J (&) dé.dn.df (5.157)
b:

Levando-se em conta a Equacio {3.69), pode-se reescrever a equagio anterior como:

1 el el Mpk (53 ?7) O 0 bx
{ )= L L L 0 M, (&) 0 |45, Pl & mldé.dn.d (5.158)
0 0 M, (&m| (b,

Resolvendo-se esta equagio, obtem-se que:

i A
{Put=1r (5.159)
i
onde
i i i
fi=[ L MuEmb i mlasdnds (5.160)
i 1 1
fo= LL L M (&b, |J (&) dE.dn.dl (5.161)
fi= ﬂ f,l ﬁ M (&.m).b. I ml.dE.dn.dl (5.162)

Fazendo-se, agora, a integra¢do analitica na diregdo § (Equacdo (5.109)) ¢ a integragdo
numérica nas direcdes & e 1y, sendo mp o nimero de pontos de integragdo e W, o fator
ponderador associado ao ponto p, tem-se que:

mp
fi=23 M (& )b JE W, (5.163)

p=l

mp
£,=23 M (&n)b, &)\, (5.164)

p=1
£i=2% M (& )b JE ), (5.165)

pel
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5.3.4 Determinacio do vetor de carga correspondente is cargas
distribuidas nas faces laterais do elemento: {7}

Admitindo-se que a carga esteja distribuida ao longo dos lados do plano médio do
elemento, os deslocamentos de interesse serfio aqueles relacionados aos pontos destes lados.

Dessa forma, as submatrizes [N, (&7,¢ )] (Equagdo 3.68) e [M (€, n)] (Equagdo 3.69), que

compoem a matriz [N ] da Equacdo (5.42), tornam-se:

(a) para o lado 1 do elemento, onde {=0en=-1:

N, (-1 0 0 0 0
[N (EnD]=[N,(&=D]=| 0 N, (E~D 0 0 0 (5.166)
0 0 N,(~1) 00

com / assumindo os valores 1 e 2, que s&o os nés deste lado do elemento e

M, (&-1) 0 0 000
MuEm]=[Mu&-D]=) 0 M,&-D 0 |=10 0 0] (5167
0 0 My (&~ 10 00
uma vez que as fungdes Mpk(éj, 77} sdo nulas nos contornos do elemento.
(b)paraolado 2,onde { =0e &= +1:
N,.(Lm 0 0 0 0
V. Endl=NV,am]=f 0o  NLp 0 00 (5.168)
0 0 N,(Lm 0 0O
com i assumindo os valores 2 e 3, que sfo os nés deste lado do elemento e
M, (Lm 0 0 0 00
(M, Enj=[Mum]=| 0 Muam 0 |=0 00 (5.169)
0 0 Mym| |0 0 0

uma vez que as fungdes M, (&,17) s@o nulas nos contornos do elemento.
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(¢)yparaolado3,onde{=0en=+1:

N(ED 0 0 00
[V EnDl=[VED]=f 0o NEH 0 00 (5.170)
0 0 NJ(ED) 0 0

com 7 assumindo os valores 3 e 4, que sdo os nds deste lado do elemento e

[MEn]=[MED]=| 0 M&H 0 |=[0 0 0 (5.171)
0 0 M, (¢.D) 0 0 0
uma vez que as fungdes M, (&,1) sdo nulas nos contornos do elemento.
(d)paraolado4,onde{=0e& =-
N, (=Ln) 0 0 0 @
[N, EnD)l=[N,~Lm]=| © Ny (=L 0 00 (5.172)
0 0 N,(-Lm 0 0
com i assumindo os valores | e 4, que sdo os nds deste lado do elemento ¢
M (=1m 0 0 g ¢ 0
(M, En=[M-Lm]= 0 M, (=1, 0 |=l0 00 (5173
0 0 M, (=Lm 0 0 0

uma vez que as fungdes M, (£,77) sao nulas nos contornos do elemento.
Se {fj} ¢ uma matriz coluna (3x1), constituida dos componentes, segundo o sistema

de referéncia global, da carga distribuida associada a cada lado j do elemento, a Equagdo
(5.42) deve ser integrada ao longo de cada lado. Pode-se escrever, portanto, que:

{r}=] v, 1 {1}, +[ V] 1 {r2}.ds, +[ N, 1 {i3}ds, +], [V,.] {fa}ds,
(5.174)

onde S;, 53, Sse S; sdo, respectivamente, os comprimentos dos lados 1,2, 3 e 4 e dS,, ds,,
dSse dSs4, os diferenciais correspondentes, dados por:

91



Capitulo 5 Matriz de Rigidez ¢ Vetor de Carga

ds, =r (&, -1).d¢ (5.175)
ds, =r(1,m).dn (5.176)
ds, =r,(&1).d¢E (5.177)
as, =r,(=1,n).dn (5.178)

Nas expressdes anteriores, r; e r» sdo os modulos dos vetores ¥, e 7, , tangentes ao .
plano médio do elemento e dados pelas Equagdes (2.11) e (2.12). Dessa forma,

RED =R E-D 4, E-D+ry (D (5.179)
(L) = (L 4 (L g (L) (5.180)
FED = n (ED s (ED 4, (ED (5.181)
=1 = n Lm e =L L (5.182)

5.3.4.1 Determinaciio do vetor de carga associado ao lado 1

O vetor de carga associado ao lado 1 serd dado por :
(k= [ [v,] ditas, (5.183)

Na Equacdo (5.174), {?1} pode ser interpolado a partir das fung¢bes quadraticas da

familia Serendipity associadas aos nés do lado 1 (nds 1,2 e 5). Pode-se escrever, portanto, que:

{1}
{1}= [V E-DIVE-DIN E-DIR L) (5.184)
{f1,}

onde
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‘
il !
Pt
wn
=

]
[
‘n

{rig}=

(5.186)

{ﬂz}:<

22 (5.187)

As expressdes rl,,. 71, fl,., Fl,,, {1y, [, (1, il, e Il, referem-se aos

fy»
componentes, segundo o sisterna de referéncia global, da carga distribuida associada aos nos
i, 5 e 2, respectivamente. Substituindo-se as Equagdes (5.175) e (5.184) na Equagéo (5.183),
tem-se que:

i}
v N EADNE-DIN, DI {1, Y pn (G- D.dE
; {f1,}

[NV, (E-D]
[N 3] (53”1)}
_[Mpk (5’_3)]

Va0 |
{i=], :

(5.188)

A resolugdo da equagiio anterior leva ao vetor de carga distribuida associado ao lado |
do elemento:

v
{1}
{ M}
{ftipk}

A submatriz {f11,} estd relacionada ao né i, com 7 assumindo os valores 1 ¢ 2. Esta

{ni}= (5.189)

submatriz € dada por:

{1, 3= [ [VE-DT [INE-DIL b+ [V E-DH [N G- DHEL in (G- D.dg
(5.190;
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ou ainda, levando-se em conta as Equacdes (5.166), (5.185), (5.186) ¢ (5.187),

N (E-D 0 0
0 N, (E-D 0 N(E-DTL, + N(E-DIL, + N (E-DTL,

[t )= j: 0 0 Ny (EAD N(E-DEL, + N(E-DEL, + Ny (E-DTL, br(E-D.dE
0 0 0 N (&I, + NGt + Ny (E-Du L,
0 0 0
(5.191)

Resolvendo-se a equagdo acima, tem-se que:
£
J2

{AL}=4ft (5.192)
fi |
s

onde

fi= le N, (gv_l)'{Nx (§~D.il, + N(S-D.ilg + Nz(éﬂ”l)-?lh}?‘; (E-D.d&  (5.193)
1= j: N EADN(E-DA1,, + N(E~DTLg, + Ny (DT, [ (&-D.df  (5.194)

fi= f,N LEADINUE-DTL + N E-DEL + Ny(§-D L [ n(E-D.dé (5.195)

fo=£.=0 (5.196)

Fazendo-se, agora, a integrag@o numérica na diregdo &, com /p sendo o nimero total
de pontos de integragio e J¥, o fator de ponderagio correspondente, tem-se que:

ip
fi= Y N DN (= D0, + N(E, = DEL, + Ny (&, =D L, | n (&, - DI,
p=l1

(5.197)

ip B
fo= 2 NE DN (&, D01, + N (&~ D7, + N, D0, IR (&, ~ D,
p=i

(5.198)

fi= 3 NE ~DIN (&, DAL + V(& DTl + Ny (&, .01, (1 (&~ D,
p=1

(5.199)
G4
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J.=7=0 (5.200)

A submatriz {ﬁiﬁk} estd relacionada com o lado 1 do elemento, com & assumindo os

valores de | a n ¢ € dada por:

[ b= [M D] [N DU 3+ [N G- D} [V, (G- D} L Yn(émn.a¢

(5.201)
ou ainda, levando-se em conta as Equacdes (5.167), (5.185), (5.186) ¢ (5.187),
My & 0 0 N, (z;—;).f‘ L, + N E-DIL +Ny(E-D11,,
=] [0 MED 0 NGDI, +N(E-DT L, + Ny (E-DA L, br(E-T).dE
0 0 Mi’k (5’—1) Ni'(éml)jlt: %"Ns (é—i)-iisz +Nz(§;-«1)]12~_ ]
(5.202)
Resolvendo-se esta equagio, obtem-se que:
Ji
=11 (5203)
15
onde
fi=f=f=0 (5.204)

5.3.4.2 Determinacio do vetor de carga associado ao lado 2

Na obtengdo do vetor de carga associado ao lado 2, { frZ}, faz-se um procedimento

andlogo & determinacdo de { f11} . Portanto,

{42,}
{#2}= gﬁig (5.205)
12}
sendo que:
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5
fa
{f2,}=11, (5.206)
fi
/s

onde

ip
Ji= 2N )N (60,002, + No(1,1,).02, + N1, n)25 (L)W,

7l

(5.207)

i
fo= 2N L[N, (L,)72,, + N (117,).02,, + N, (L, 1,002, }ry (L, )1,

Pl

(5.208)

ip
fo= 2 N (L) N (L) F2, + N (L, )02, + N )02, | r ()W,

P

(5.209)
fi=1f=0 (5.210)
e
A
{fi2u}=31Fs (5.211)
7
onde
Li=fh=1=0 (5.212)

5.3.4.3 Determinacio do vetor de carga associado ao lado 3

Analogamente,
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{13}
{ﬁ3h}
13} = 5213
U=, 21
{734}
sendo que
£
£
{3, =1 ¢ (5.214)
4
LS5 )
onde
ir ' - -
fi= YNLE NG, D03, + No (&, D03, + Ny(&, .03, 1,07,
p=i
(5.215)
in _ .
fo= YN E DN, D13, + Ny (&, 003, + N, D03, In(E, D7,
(5.216)
in - -
£ = Y N DNLE, D3 + Ny (&, D73, + N (&, D03, [ (&, D7,
=l
(5.217)
f.=1£=0 (5.218)
e
5
{ﬁ3pk}: 1, (5.219)
15
onde
h=h=5L=0 (5.220)
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5.3.4.4 Determinagio do vetor de carga associado ao lado 4

{14}
{fi4,}
g4l = (5.221)
W=,
{74}
sendo que
[/,
5
{frd,} =< f; (5.222)
f4 ‘
/s )
onde
fi= Y N L) [N (17 T4+ Ny (=177,). P4, + N, (=L, 7,14, }r(-L,).W,
p=i
(5.223)
ip B
fo= YN L) N L) 24y Ny (=L, )04y, + Ny (-1, )14, 1 (=10, W,
(5.224)
ip N
fi= YN AL N (~Ln,) 74, + No(=1,77,). T4 + N (L7, )14, (=L ,
p=l
(5.225)
fi=1=0 (5.226)
e
/i
{4, =11 (5.227)
/5
onde
Si=lh=/=0 (5.228)
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3.3.5 Determinacio do vetor de carga quando todos os
carregamentos atuam simultaneamente

O vetor de carga que retne todos os carregamentos descritos anteriormente € dado por:

{rey={s}e{pt+{r} (5.229)

Dessa forma, a Equacdo (5.45) pode ser reescrita como:

7 1=1x"Ha} (5.230)
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CAPITULO 6

FORMULACAO DAS CARACTERISTICAS
DO SISTEMA

6.1 INTRODUCAO

A utilizacdo do Principio dos Trabalhos Virtuais impds o equilibrio no interior de cada
elemento do sistema; resta, agora, estabelecer as condi¢Ges para que cada no do sistema
discretizado esteja, também, em equilibrio. As equagdes algébricas que descrevem as
caracteristicas de cada elemento do sistema estrutural em andlise (Equacdo (5.230)) devem ser
combinadas, formando um conjunto de equagdes que represente a reunido de todos os
elementos.

Através de um esquema de numeracdo global, cada né j do sistema discretizado €
identificado. A seguir, define-se a fopologia do sistema, que especifica a correspondéncia
entre os nds j do sisterna discretizado € os nds ¢ dos elementos. Portanto, para que um nd j

genérico do sistema esteja em equilibrio, os componentes do vetor de carga { fy }
correspondentes aos deslocamentos nodais e atuantes neste nd, devem ser iguais a soma dos

componentes do vetor de carga { fa"} de cada elemento, que concorre para o ndj. Portanto,

(=2} 61

onde »ne € o nimero total de elementos, que compdem o© sistema estrutural discretizado ¢
{ f,j"} é o vetor de carga, de cada elemento e, relacionado com os deslocamentos nodais.

Tendo-se em conta a Equagdo (5.230) e conhecendo-se a correspondéncia entre os nds
dos elementos e os nés do sistema, pode-se escrever a seguinte equacdo matricial:

{f;'le } :K."z;— -Kfvue] _K,‘Lfd {‘fx}

<{f{je}>= Km‘ Kﬂ}‘] Kb\‘“ <{aj}>

{f;\o} :Ki.ﬂe: Kz.«;f] _KI.\'.\'E_ \_{a.\'}

(6.2)

onde s é o nimero total de nds do sistema discretizado, {al},---,{aj},m{as} s30 0s

deslocamentos nodais do sistema, {ﬁf},---,{ﬁ]“};--{f!_f}, os vetores de carga de cada
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elemento e, atuantes em cada nd do sistema e relativos aos deslocamentos nodais e
{K,n"],u-,{KJ],---,[K,_\._‘.“)], as submatrizes da matriz de rigidez do elemento e, relacionadas

com os nds do sistema discretizado.
Resoivendo-se, agora, a Equagfio (6.2) para as forcas nos nés, tem-se que:

{ct=lo Hade [k Ha oK Ha)

(6.3)
=l Moo s Ho ol e ”
A S N T R R (R s

6.2 DETERMINACAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL E
DO VETOR DE CARGA GLOBAL

Substituindo-se as equacdes anteriores na Equagfio (6.1) para cada nd do sistema
discretizado e notando-se que os deslocamentos nodais do sistema dependem apenas dos nos e
n#o dos elementos, pode-se escrever que:

{fn}xg{fn“}=(é[icm“])-{a;}~%~--~é—(:2;[1<,;b-{a_,}+~--+<§[Kn.,."]>-{ax} (6.6
(3=34n Y Bl Pt =l o prorElmc el 6

{ﬂ.\-}ﬂg{ﬁ,”} [ CPdate +<Z[K;;]>{ = +<2[ et ©3)

Considerando-se, também, os vetores de carga {fpk”}, de cada elemento e,

correspondentes aos parimetros nfo nodais, pode-se escrever os componentes do vetor de
carga total como se segue:

(= {0 belkl Hab b Ko Has b +{KT Haic (6.9
{f Y= Han b K Haie b {505 Heit (6.10)
(oY= i e ool Has bR e} 6.11)
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[ o L= (8, W b K0 Ha, b Ha [ Hat et e M)
ot KL Mk}

: (6.12)

{f;k } = [K;k.i ]‘{al j+ '+[K;k.j } {a_; }* ' '+[K;k.s } {a.}+ [K;k‘u } {agl }“* {K;k‘pk } {a;k }
+"'”§“[K§5_45}{a25} (6-13)

{red=[km Hade+[xs, Ha, bk Ha b+ [Ki s Ha b [K5 0 K}
K s ek (6.14)

onde [K;‘S!],.,.,[Kj‘ﬁk ] .-,[K;’:S] sdo as submatrizes que relacionam o nd j do sistema com 0s

pardmetros ndo nodais {a;i},w,{aik },---,{a;’g’} correspondentes aos elementos 1,---,e,---ne,

respectivamente.

As equagBes anteriores podem, ainda, ser dadas na forma matricial compacta, que se
apresenta a seguir:

{7r1=[kHq} (6.15)

onde [K ] ¢ a matriz de rigidez global do sistema estrutural discretizado, que, considerando

que ndo existe acoplamento de pardmetros néo nodais entre elementos, ¢ dada por:

kil

D)L IS L D ¥ L B A R LY B e

e=l =l e=l

K]=| S[xi] - Xlka] - Z[Kfl-] (K] - [Kea] o [KE]| 616)

EK%EJ:! EK%L_;} [KC;I] [Kal‘mi] o {0} [0]
£ R U N 0 I N 100 I
kel o kgl o [km] 0] - ] [KEa]

{ ¥ }é o vetor de carga global, correspondente as forgas de superficie e de corpo, relativo aos

deslocamentos nodais e parAmetros nio nodais:
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=[S Sl Sleak- ksl o

e {a}é o vetor constituido dos deslocamentos nodais e pardmetros ndo nodais do sistema

discretizado:

{ay=[fa} {o,} fa i b fan b {a}] (6.18)

Este procedimento de obtengdo da matriz de rigidez global e do vetor de carga global ¢
denominado superposicdo. O algoritmo desenvolvido neste trabalho possibilita que tdo logo
seja encontrado um coeficiente da matriz de rigidez ou do vetor de carga, ele possa ser
colocado, imediatamente, na posi¢fo apropriada das respectivas matrizes.

Se, eventualmente, além das forcas de superficie e das forcas de corpo, atuarem,
também, forgas concentradas, o vetor de carga global sera dado por:

S (i)
St}

{f}= g{ﬁ~f}+{rs-} (6.19)
il
)
{r}

onde {rj}é o vetor constituido dos componentes, segundo o sistema de referéncia global, da

forca concentrada, atuante no né j genérico do sistema estrutural discretizado e que ¢ dado
por:

{”;}“ Ve (6.20)
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6.3 RESOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES

Tendo-se encontrado as caracteristicas do sistema estrutural discretizado (matriz de
rigidez global e vetor de carga global), deve-se, a seguir, resolver o sistema de equagdes
lineares, obtido a partir da Equac@o (6.15). Entretanto, este sistema sé pode ser resolvido para

os deslocamentos nodais e pardmetros ndo nodais {a}, apds a imposicdo das condi¢oes de
contorno do sistema estrutural em andlise. Este procedimento € efetuado por ocasido da
determinacgio da matriz de rigidez global e do vetor de carga global, onde, para cada condigio -
de contorno (vinculo), sdo eliminados da matriz de rigidez global a linha e a coluna
correspondentes e do vetor de carga global, a linha correspondente. Desta forma, o sistema de
equagdes resultante pode, entdo, ser resolvido através de diversos métodos numéricos. Neste

trabalho, utilizou-se 0 método da decomposicdo [L][D][L]f .

O procedimento a ser adotado no armazenamento da matriz de rigidez global ¢é de
fundamental importéncia na implementacdo computacional do método dos elementos finitos,
uma vez que se executado adequadamente, reduz o tempo computacional gasto na montagem
e resolucdo do sistema de equagdes.

Neste trabalho utilizou-se o método "Skyline", que é propicio ao armazenamento das
matrizes geradas pelo método dos elementos finitos (BATHE, 1982), j4 que este método

produz matrizes esparsas; sio armazenados, em um vetor {A} somente os elementos
localizados abaixo das colunas ativas da matriz de rigidez global [K] A coluna ativa é a

altura da coluna, ou seja, ¢ definida pelo primeiro elemento diferente de zero localizado na
coluna, a partir da 1® linha da matriz de rigidez global.
A resolugdo do sistema de equacSes lineares € efetuada pela eliminacio gaussiana da

matriz de rigidez global, através da decomposi¢ido [L][D][L]T desta matriz e pela substituicio

reversa, realizada na sequéncia.
A matriz [K ] pode, entdo, ser decomposta em:

[k}=[L]D]L] (6.21)

1 0 0 - 0
L, 1. 0 0

[L]={l;, 1, 1 - 0O (6.22)
lnl 1)?2 ln?: 1

e [D] ¢ a matriz diagonal, dada por:
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d 0 0 0]
0 d, 0 0

[Pl=|0 O 4, 0 (6.23)
0 0 0 - d,]

Substituindo-se as matrizes [L] e [D] na Equacdo (6.21) e realizando o produto
matricial indicado, tem-se que:

d, siméirica ]
2
lzldi !QIdl + dZ

[K]=|tud, Ll +1yd, Ldy +hd,

__lnld] lylad, +ody Lld, "Tlszlnzdz Hhady - irfldl '*'ljzdz +Zj3d3+'+dn”

(6.24)

Igualando-se a Equagdo (6.24) termo a termo, obtém-se as seguintes expressoes:

para j=1
d,=K, (6.25)
K, .
[, = wd—’ para i=2,...,n (6.26)
J
paraj = 2,....00
J=i
d,=K,-2.1,d, 6.27)
k=t
sej+l <n
J=1
[Kij *Zi;kfm dk)
k=1 .
I, = ” parai= j+1,...,n (6.28)

i

Pode-se observar que a decomposi¢io em {L]{D]{L]T da matriz de rigidez global [K]
pode ser feita em colunas.
De forma geral, armazenam-se os valores d, da matriz [D] nas posigdes /, da

diagonal da matriz [L], obtendo, portanto, uma matriz [K'] que substitui a matriz de rigidez
global [K1, que ¢ dada por:
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d 0 0 0

Ly d, 0 0
[K']=il, &L, dy - O (6.29)

_[nl [112 ln3 ot dn o

Uma vez realizada a decomposicao {L][D]{L]T, ou seja, tendo-se os coeficientes das

matrizes [L] e [D], o vetor de carga { f } necessita ser reduzido da seguinte maneira:

=1 (6.30)

e para i=2,....,n
-]
=1 =2 bLJ | (6.31)
ki

O vetor reduzido { f ’} ¢ armazenado no mesmo local onde era armazenado o vetor
{f}. isto € realizado de forma a economizar espago destinado ao armazenamento das
varidveis.

Para encontrar os valores dos deslocamentos nodais e pardmetros ndo nodais {a}, ou

seja, para resolver o sistema de equagdes descrito na Equagao (6.15), deve-se proceder a
substituicio reversa, que € realizada pela seguinte equagao:

[L¥a}=[D]'{r} (6.32)

Portanto, a substituicdo reversa é obtida através das equagdes apresentadas a seguir:

fk;{z-n - ”’k;(,-; ~la, k=1l (6.33)

b

X, =/ (6.34)

-

Deve-se observar que o vetor f; é armazenado na mesma posi¢do em que, antes, era

armazenado o vetor { f ’} , ou seja, na mesma localizag@o original do vetor { I }

6.4 PROGRAMA COMPUTACIONAL

A partir das equagBes estabelecidas nos Capitulos anteriores, desenvolveu-se um
programa computacional em linguagem C para implementar os elementos finitos propostos.

O fluxograma de funcionamento do programa enconfra-s¢ na Figura 6.1 O programa
foi montado de forma que as rotinas fossem divididas em sub-rotinas, chamadas por um
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programa principal. Foi utilizado, também, o sistema de alocacdo dindmica de memoria, onde
o vetor é alocado, a qualquer momento, no tamanho necessario e, apds sua utilizaglo, o
mesmo € desalocado, deixando este espago de memdria livre para utilizago de outras
varidveis (SANAL., 1994). As varidveis utilizadas em matrizes foram todas alocadas em
vetores, utilizando desta maneira, para as matrizes simétricas, apenas a quantidade de
meméria suficiente para armazenamento do tridngulo superior.

O primeiro passo realizado pelo programa € a lettura dos dados de entrada do modelo:
coordenadas nodais, incidéncia dos nds, propriedades do material, tipos e valores dos
carregamentos ¢ restricdes nodais.

Com estas informagdes, passa-se a montagem das matrizes dos elementos, Para a
montagem destas matrizes, executam-se virios passos, realizados dentro de um processo em
ciclo variando de 1 até o niimero total de elementos:

« Cilculo das fung@es de interpolag@o para os nds € para os pontos de integracéo ;

o (dlculo dos vetores e dos versores nos nds e pontos de integracdo (tangentes ¢
perpendiculares ao plano médio);

+ Cilculo do Jacobiano, da matriz [A4] e da matriz [d/] para cada ponto de integragdo;

s Ciélculo da matriz [B] para os pontos de integragdo;

b

» Cilculo da matriz de rigidez do elemento [K E}‘
+ Cilculo do vetor de carga do elemento { f “};

Ap6s o término da montagem das matrizes dos elementos, o proximo passo € o cdlculo
da matriz de rigidez global na forma "Skyline". Para completar a montagem das equagdes do
sistemna, necessita-se, ainda, montar o vetor de carga global. Na sequéncia, pode-se, entdo,
resolver o sistema de equagOes lineares e, a seguir, imprimir os resultados. Cabe ressaltar que
a eliminagdo dos graus de liberdade restritos € realizada na ocasifio da montagem do vetor de
carga global e da matriz de rigidez global.
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ENTRADA DOS DADOS

- Coordenadas Nodais

- Incidéncias Nodais

- Propriedades do Material

- Tipo e Valores dos Carregamentos

- Restricdes Nodais

LOOP SOBRE
ELEMENTOS

Funcgdes de Forma

1
Vetores e
Versores

f&COEl&nO

Matriz [A]

Matriz [d]
¥

Matriz [B]

Matriz de Rigidez
do Elemento {K°]
|

h 4
Vetor de Carga do
Elemento {f °}

Montagem da
Matriz de Rigidez
Global [K]
|
Montagem do
Vetor de Carga
Global {f}

!

Solugio do
Sisterna e
Impressdo dos
Resultados

Figura 6.1 - Fluxograma do Programa Computacional.
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CAPITULO 7

EXEMPLOS DE APLICACAO

7.1 INTRODUCAO

Os elementos propostos (Tabela 7.1), formados a partir dos seis esquemas de
interpolagdo discriminados no Capitulo 3, foram testados na andlise estdtica de placas com
diversas condi¢des de apoio e carregamento (McNEAL ¢ HARDER, 1985). O célculo das
matrizes de rigidez dos elementos foi feito através de integracdo numérica reduzida,
empregando-se (2x2) pontos de integragio em seu plano médio. Em fungdo das condigdes
gerais de simetria dos modelos, tanto geométrica quanto de carregamento, modelou-se apenas
um quarto das placas, utilizando-se duas malhas de discretizagio para cada caso: (2x2) e
(4x4) elementos (Figura 7.1). Como resultado, apresenta-se a deflexdo no centro da placa, w_,
normalizada segundo diferentes fatores, obtidos a partir dos padrdes de carregamento
utilizados. As Tabelas de resultados apresentam, também, o nimero de graus de liberdade {(g/)
de cada problema ¢ o erro, calculado em fun¢fo da solugdo exata (quando disponivel) ou em
fungdo de resultados obtidos por outros elementos de eficiéncia reconhecida.

Tabela 7.1 - Resumo dos esquemas de interpolagao

ESQUEMAS FUNCOES DE FUNCOES DE
DE INTERPOLACAOC INTERPOLACAQ
INTERPOLACAO
NODAIS NAO NODAIS (BOLHAS)

1 4 FUNCOES LINEARES 4 FUNCOES CUBICAS

2 4 FUNCOES LINEARES 5 FUNCOES QUARTICAS

3 4 FUNCOES LINEARES 4 FUNCOES CUBICAS+5 FUNCOES QUARTICAS
4 4 FUNCOES CUBICAS 4 FUNCOES CUBICAS

5 4 FUNCOES CUBICAS 5 FUNCOES QUARTICAS

6 4 FUNCOES CUBICAS 4 FUNCOES CUBICAS+5 FUNCOES QUARTICAS
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Figura 7.1: Malhas de discretizagdo de um quarto de placa: (a) 2x2 elementos, (b) 4x4
elementos

7.2 PLACA QUADRADA SIMPLESMENTE APOIADA
EM SEUS LADOS

7.2.1 Placa submetida 2 acdo de uma carga uniformemente
distribuida, perpendicular a seu plano

4
A deflexio w,, calculada no centro da placa, é normalizada segundo o fator £~ onde

g € o valor da carga uniformemente distribuida, a o lado da placae D, sua rigidez, que €
dada por (TIMOSHENKO e KRIEGER, 1968):

3

-k (7.1)
12(1—v*)

Os resultados obtidos (Tabelas 7.2 a 7.7) sio comparados com aqueles da Teoria da
Elasticidade Tridimensional (PAGANO, 1970), que fornece a solugio exata para diferentes
relacdes (#/a) entre a espessuta { € o lado a da placa guadrada, permitindo a andlise do
desempenho dos elementos tanto em aplicagdes de placas finas (t’a < 0.05) como em
aplicacdes de placas moderadamente grossas (¢/a 2 0.05).
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Tabela 7.2: Deflexdo w,, normalizada, para diferentes relagdes t/a (placa gquadrada

simplesmente apoiada em seus lados submetida & carga uniformemente
distribuida - esquema de interpolagio 1).

Solucio
t/a exata'! Esquema 1 Esquema 1
malha 2x2 malha 4x4
o gl Erro (44 gl Erro
24 (Vo) (Yo)
0,005 0,004060 0,004225 | 32 4,1 0,004183 120 3,0
0,010 0,004061 0,004198 | 32 3,4 | 0,004166 120 2.6
0,050 0,004111 0.004259 | 32 3,6 | 0.004235 120 3.0
0,100 0,004263 0,004558 | 32 6.9 | 0,004538 120 6.4
4
w =q-12

M(PAGANO, 1970)

Tabela 7.3: Deflexdo w_, normalizada, para diferentes relagdes ta (placa quadrada

simplesmente apoiada em seus lados submetida a carga uniformemente
distribuida - esquema de interpolagio 2).

Solucio
t/a exata'V Esguema 2 Esquema 2
malha 2x2 malha 4x4
04 gl Erro o gl Erro
o (%) (Vo)
0,005 0,004060 0,004023 1 36 0.9 0.004053 136 0.16
0,010 0,004061 0.004058 | 36 0.07 | 0.004057 136 0.09
0,050 0,004111 0.004193 | 36 2.0 0.004198 136 2.1
0,100 0,004263 0.004472 | 36 49 0.004447 136 4.3
4
w =g 22

M (PAGANO, 1970)
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Tabela 7.4: Deflexdo w_, normalizada, para diferentes relagdes ta (placa quadrada

simplesmente apoiada em seus lados submetida a carga uniformemente
distribuida - esquema de interpolagdo 3).

Solugio
t/a exata‘! Esquema 3 Esquema 3
maiha 2x2 malha 4x4
o gl Erro o gl Erro
o (%) (%)
0,005 0,004060 0.0041151 52 1.35 | 0.004077 | 200 0.43
0,010 0,004061 0.004052 | 52 0.22 | 0.004060 | 200 0.02
0,050 0,004111 0.004201 52 2.2 1 0.004203 { 200 2.2
0,100 0,004263 ! 52 ! f 200 !
w, =0 qa4
‘ D

M (PAGANO, 1970)
(1) erro superior a 50%

Tabela 7.5: Deflexdo w,, normalizada, para diferentes relagdes ta (placa quadrada

simplesmente apoiada em seus lados submetida & carga uniformemente
distribuida - esquema de interpolagio 4).

Solucio
t/a exata'’ Esquema 4 Esquema 4
malha 2x2 malha 4x4
144 | Erro o gl Erro
o () (Yo}
0,005 (0,004060 0.004181 32 3.0 | 0.004173 120 2.8
0,010 0,004061 0.004183 { 32 3.0 | 0.004174 120 2.8
0,050 0,004111 0.004249 1 32 34 | 0.004233 120 3.0
0,100 0,004263 0.004464 | 32 4.7 0.004490 120 53
4
W= -
D
B (PAGANO, 1970)
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Tabela 7.6: Deflexdo

W

et

normalizada, para diferentes relagdes #a (placa quadrada

simplesmente apoiada em seus lados submetida & carga uniformemente
distribuida - esquema de interpolagio 3).

Soluciio
t/a exata'! Esquema 5 Esquema 5
malha 2x2 malha 4x4
(94 gl Erro a gl Erro
01 (Vo) (%)
0,005 0,004060 0.004024 | 36 0.88 | 0.004056 136 0.10
0,010 0,004061 0.003931 | 36 3.2 | 0.004025 136 0.87
0,050 0,004111 0.004117 § 36 0.17 | 0.004164 136 1.3
0,100 0,004263 0.004343 § 36 1.9 | 0.004448 136 4,3
w =g 32
D

M (PAGANO, 1970)

Tabela 7.7: Deflexdo w,, normalizada, para diferentes relagbes t/a (placa guadrada
simplesmente apoiada em seus lados submetida a carga uniformemente
distribuida - esquema de interpolacio 6).

Soluciio
t/a exata'’ Esquema 6 Esquema 6
malha 2x2 malha 4x4
o gi Erro o el Erro
o (o) (%0)
0,005 0,004060 0.004050 | 52 0.23 | 0.004062 | 200 0.06
0,010 0,004061 0.004060 | 52 0.02 | 0.004022 | 200 0.96
0,050 0,004111 0.004117 § 52 0.16 | 0.004167 | 200 1.3
0,100 0,004263 ! 52 ! ! 200 !
v, =95
¢ D

W (PAGANO, 1970)
(1) erro superior a 50%
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Os gréficos das Figuras 7.2 e 7.3 apresentam a convergéncia dos resultados obtidos
pelos seis esquemas de interpolago propostos segundo trés malhas de discretizagdo (4, 9 ¢ 16
elementos) e duas espessuras (t/a = 0.005 e t/a = 0.05). Os deslocamentos calculados sao
normalizados segundo o resultado de comparacio, que assume valor unitdrio no grafico.

PLACA QUADRADA SIMPLESMENTE AFOIADA
COM CARGA DISTRIBUIDA (tfa = $.005)

1.05%

1.3 4

1.02

1.

DESLOCAMENTO NORMALIZADO

.98

~—Mll—testemunha

esguema 1

~seee gEQUEma 2

e @S UEMA 3

' —g—asquama 4
e @S UBMA S

esquema 6

NUMERD DE ELEMENTOS

Figura 7.2: Convergéncia dos resuitados com o refinamento da malha para placa quadrada
simplesmente apoiada em seus lados submetida a carga uniformemente
distribuida (t/a = 0.005 - placa fina).

t.05

DESLOCAMENTO NORMALIZADO

.59

PLACA QUADRADA SIMPELESMENTE APCIADA
COM CARGA DISTRIBUIDA (Va2 = 0.05)

—~—igstemunha

— esquema §

e gSQUEMA 2

™
E3
e

1.02 -

.01 -

—e gsguiema 3
—a—agquema 4

——pumee gSQUEM R 5

esqguema &

NEMERO DE ELEMENTOS

Figura 7.3: Convergéncia dos resultados com o refinamento da malha para placa quadrada
simplesmente apoiada em seus lades submetida a carga uniformemente
distribuida (t/a = 0.05 - placa moderadamente grossaj.
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7.2.2 Placa submetida 2 acdo de uma carga concentrada central,
perpendicular a seu plano

A deflexdo w,, calculada no centro da placa, € normalizada segundo o fator £ onde

P é o valor da carga concentrada, a o lado da placa e D, sua rigidez, dada pela Equacio
(7.1).

Os resultados obtidos pelos elementos propostos (Tabelas 7.8 a 7.13) na analise de
placas finas (@ < (.05) sdo comparados com aqueles oriundos da Teoria Cldssica de
Kirchhoff (TIMOSHENKO e KRIEGER, 1968); ja os resultados obtidos na andlise de placas
moderadamente grossas (/a > 0.03) sdo comparados com aqueles obtidos pelo Elemento de

Ahmad (AHMAD et al, 1970), que é considerado um elemento excelente para a resolucdo
desse tipo de problema (ZIENKIEWICZ er al, 1971).

Tabela 7.8: Deflexdo .. normalizada; para diferentes relagdes ra (placa quadrada

simplesmente apoiada em seus lados submetida & carga concentrada central -
esquema de interpolagio ).

Resultados
t/a para Esquema 1 Esquema 1
compara¢io malha 2x2 malha 4x4
f gl | Erro Ji| gl Erro
p (7) (%e)
0,005 0011604 | 001111 | 32 42 | 001063 120 8.3
0,010 0,01160 0,01113 32 4.1 0,01069 120 7.8
0,050 001200 | 0.01164 | 32 3.0 | 0.01178 120 1.5
0,100 0,01392 2 0,01303 32 6.4 0,01358 120 2.4

) Teoria cldssica de Kirchhoff
2} Fiemento de Ahmad
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Tabela 7.9: Deflexio w,_, normalizada, para diferentes relagdes ra (placa quadrada
simplesmente apoiada em seus lados submetida & carga concentrada central -
esquema de interpolagdo 2).

Resultados

t/a para Esgquema 2 Esquema 2

comparacio malha 2x2 malha 4x4
i gl Erro B gl Erro
S (%) (%)
0,005 0,01160 " 0,01151 36 0.7 0.01063 136 0.4
0,010 0,01160 " 0,01153 36 0.6 0,01069 136 0.3
0,050 0,01200 & 0.01195 36 0.4 0.01178 136 0.9
0,100 0,01392 % 0,01323 36 4.9 0,01358 136 1.6

‘"' Teoria clissica de Kirchhoff
) Blemento de Ahmad

Tabela 7.10: Deflexdo w,, normalizada, para diferentes relagdes va (placa quadrada
simplesmente apoiada em seus lados submetida a carga concentrada central -
esquema de interpolagdo 3).

Resultados
t/a para Esquema 3 Esquema 3
comparacio malha 2x2 malha 4x4
Ji gl | Erro I3 gl Erro
b (%) (%)
0,005 0,01160 %" 001114 | 52 4.0 0,01144 200 1.4
0,010 001160 Y 001115 1 52 3.9 0,01145 200 13
0,050 0,01200 @ 0.01115 | 52 7.1 0.01194 | 200 0.5
0,100 0,01392 % 001262 | 52 9.3 0,01337 200 3.9
Pa®
w =0
.= D

") Teoria classica de Kirchhoff
@ Elemento de Ahmad
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Tabela 7.11: Deflexdo w_, normalizada, para diferentes relagdes t/a (placa quadrada
simplesmente apoiada em seus lados submetida & carga concentrada central -

esquema de interpolagdo 4).

Resultados
t/a para Esquema 4 Esquema 4
comparacio malha 2x2 malha 4x4
I, gl | Erro p gl Erro
B (o) (%)
0,003 0,01160 ) 0,01074 32 7.4 0,01054 120 9.1
0,010 0,01160“) 0,01077 32 7.1 0,01058 120 8.8
0,050 0,01200% | 0.01119 | 32 67 | 001149 120 472
0,100 0,01392 % 001238 32 11.1 0,01320 120 32
Pa’
w. =8
. ¢ /3 D
" Teoria cldssica de Kirchhoff
) Blemento de Ahmad

Tabela 7.12: Deflexdo w,, normalizada, para diferentes relagdes t/a (placa quadrada
simplesmente apoiada em seus lados submetida a carga concentrada central -

esquema de interpolacdo 3).

Resultados
t/a para Esquema S Esquema 5
comparacio malha 2x2 malha 4x4
i gl | Erro b gl Erro
p (") (o)
0,005 0,01160Y | 001114 § 36 | 40 | 001144 | 136 1.4
0,010 0,01160 0,01115 36 3.9 0,01145 136 1.3
0,050 0,01200 ¥ 0.01151 36 4.1 0.01194 136 0.5
0,100 0,01392% | 001262 | 36 | 94 | 001337 | 136 | 40
Pa*
w, = f 5
% Teoria cléssica de Kirchhoff
@ Elemento de Ahmad
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Tabela 7.13: Deflexiio w,, normalizada, para diferentes relagbes r/a (placa quadrada
simplesmente apoiada em seus lados submetida a carga concentrada central -
esquema de interpolagio 6).

Resultados
t/a para Esquema 6 Esquema 6
comparacio malha 2x2 malha 4x4
Jii gl | Erro i gl Erro
Jé (Yo) (%e)
0.005 0,01160 " 001114 | 32 4.0 | 001144 200 1.4
0,010 0,01160 0,01115 52 3.9 0.01145 200 1.3
0,050 0,01200 ¥ 0.01151 52 4.1 0.01194 200 0.5
0,100 0,01392 @ 0,01263 | 52 93 0,01338 200 3.9

' Teoria cldssica de Kirchhoff
) Elemento de Ahmad

Os graficos das Figuras 7.4 e 7.5 apresentam a convergéncia dos resultados obtidos
pelos seis esquemas de interpolagfo propostos segundo trés malhas de discretizagfo (4, 9¢ 16
elementos) e duas espessuras (t/a = 0.005 e t/a = 0.05). Os deslocamentos calculados sdo
normalizados segundo o resultado de comparagdo, que assume vafor unitdrio no gréfico.

PLACA QUADRADA SIMPLESMENTE APOIADA
COM CARGA CONCENTRADA {tla = 0.005)

i.02

1 T .. e ™ o e
e P e toctem unha

0.98 1 . esquema 1
P e gsquUema 2
0.86 | —ssquema 3

@ @SUSM & 4
0.54

- ggqueama &
ton V//’.\ : esquema 6 )

0.3

DESLOCAMENTD NORMALIZADG

]
NUMERO DE ELEMENTOS

Figura 7.4; Convergéncia dos resultados com o refinamento da malha para placa quadrada
simplesmente apoiada em seus lados submetida & carga concentrada central
(t/a = 0.005 - placa fina).
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PLAGCA QUADRADA SIMPLESMENTE APOIADA
COM CARGA CONCENTRADA (Ya = 0.05)

1.02
esquema i

e QEQUEMA 2
— pSGUEM A 3
———gsquema 4

—t—asquema 5

DESLOCAMENTO NORMALIZADO

: asquema &
.92 PR

4 g 1%
NUMERC DE ELEMENTOS

Figura 7.5: Convergéncia dos resultados com o refinamento da malha para placa quadrada
simplesmente apoiada em seus lados submetida a carga concentrada central
(t/a = 0.05 - placa moderadamente grossa).

7.2.3 Placa submetida 2 aciio de uma carga distribuida senoidal,
perpendicular a seu plano

Associando-se a uma placa quadrada de lado a, simplesmente apoiada em seus lados,
um sistena de referéncia (X, ¥), pode-se submeté-la a uma carga distribuida senoidal dada
pela expressdo:

g= qe.sen——?—.sen% (7.2)

onde gy ¢ a intensidade da carga distribuida no centro da placa, onde ocorre a deflexdo
méxima que, para o caso de placas finas, ¢ dada por (TIMOSHENKO ¢ KRIEGER, 1968):

4
do-9

W 7.3

4.n*.D (7-3)

onde D é arigidez da placa, dada pela Equacao (7.1).

As Tabelas 7.14 a 7.19 apresentam os resultados dos elementos propostos comparados

com a solucdo exata dada a partir da Teoria de Flasticidade Tridimensional (PAGANO,

1970), para as diferentes relagdes (#/a) ¢ para as malhas de (2x2) e (4x4) elementos. A

4
o~ 2 . god .
deflexdo w,, calculada no centro da placa, € normalizada segundo o fator ~5—. A Teoria da
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Elasticidade Tridimensional fornece, neste caso, a solugio exata, tanio para placas finas
(+/a<0.05), quanto para placas moderadamente grossas ( t/a =2 0.03).

Tabela 7.14: Deflexfio w,, normalizada, para diferentes relagdes ta (placa quadrada
simplesmente apoiada em seus lados submetida & carga distribuida senoidal -
esquema de interpolacdo 1).

Solucio
t/a exata'! Esquema 1 Esquema 1
malha 2x2 malha 4x4
194 gl Erro o gl Erro
(81 (%) (%)
0,01 0,002566 0,002253 | 32 12.2 | 0,002565 120 0.02
0,02 0,002566 0,002439 | 32 4.9 | 0,002569 120 0.1
0.05 0.,002598 0.002511 { 32 3.3 | 0.002654 120 2.2
0,10 0,002695 0,002612 1 32 3.1 0,002795 120 3.7
w. o= qga"‘
) D

I(PAGAND, 1970)

Tabela 7.15: Deflexdo w,, normalizada, para diferentes relagdes a (placa quadrada

simplesmente apoiada em seus lados submetida & carga distribuida senoidal -
esquema de interpolaciio 2).

Solugdo
t/a exata! Esquema 2 Esquema 2
malha 2x2 malha 4x4
o gl Erro o gl Erro
o (7o) (%)
0,01 0,002566 0,002450 | 36 4.5 0,002522 136 1.7
0,02 0,002566 0,002420 | 36 5.7 1 0,002533 136 1.3
0,05 (,002598 0.002426 | 36 6.6 0.002585 136 0.5
0,10 0,002695 0,002358 | 36 12.5 1 0,002587 136 4.0
W, = %a4
D

W PAGANO, 1970)
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Tabela 7.16: Deflexdo w,, normalizada, para diferentes relagbes t/a (placa quadrada
simplesmente apoiada em seus lados submetida & carga distribuida senoidal -
esquema de interpolacao 3).

Seolucio
t/a exata'’ Esquema 3 Esquema 3
malha 2x2 malha 4x4
o gl Erro (94 gl Erro
(24 (%) (%)
0.01 0,002566 0,002453 | 52 44 | 0002576 | 200 0.4
0,02 0,002566 0,002517 { 352 1.9 | 0,002595 | 200 1.1
(0,05 0,002598 ! 52 ! ! 200 !
0,10 0,002695 ! 52 ! ! 200 !
W, =a g,a’
D
M PAGANO, 1970)
(1) erro superior a 50%

Tabela 7.17: Deflexdo w,, normalizada, para diferentes relagdes t/a (placa quadrada
simplesmente apoiada em seus lados submetida & carga distribuida senoidal -
esquema de interpolago 4).

Solucio
t/a exata'’ Esquema 4 Esgquema 4
malha 2x2 maiha 4x4
o gl Erro o gl Erro
o (%) (%)
0.01 0,002566 0,002617 | 32 2.0 | 0,002616 120 1.9
0,02 0,002566 0,002618 | 32 2.0 ]0,0022618 1 120 2.0
0,05 0,002598 0.002669 | 32 2.7 | 0.002683 120 3.3
0,10 0,002695 0,002817 § 32 4.5 | 0,002870 120 6.5
4
S 904
D
Y (PAGANO, 1970)
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Tabela 7.18: Deflexdo w., normalizada, para diferentes relagdes t/a (placa quadrada
simplesmente apoiada em seus lados submetida a carga distribuida senoidal -
esquema de interpolagio 3).

Solucio
t/a exata' Esquema 3 Esquema 5
malha 2x2 malha 4x4
o gl Erro o gl Erro
44 (o) (%)
0,01 0,002566 0,002542 | 36 0.9 | 0002604 136 .5
0,02 0,002566 0,002486 | 36 3.1 0,002594 136 1.1
0,05 0,002598 0.002604 1 36 0.2 | 0.002673 136 2.9
0,10 0,002695 0,002758 | 36 2.3 1 0,002862 136 1.5
W, = 4"
‘ D

U (PAGANO, 1970)

Tabela 7.19: Deflexio w_, normalizada, para diferentes relagbes t/a (placa quadrada
simplesmente apoiada em seus lados submetida a carga distribuida senoidal -
esquema de interpolagdo 6).

Solucio
t/a exata'’ Esquema 6 Esquema 6
malha 2x2 malha 4x4
(94 gl Erro o gl Erro
o (%) (%)
0,01 0,002566 0,002565 52 0.04 | 0,002599 200 1.3
0,02 0,002566 0,002499 52 2.6 0,002573 200 0.4
0,05 0,002598 ! 52 ! 0.002966 200 14.2
0,10 0,002695 ! 52 ! ! 200 !
W, =0 9"
D

W(PAGANO, 1970)
(!} erro superior a 50%
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Os graficos das Figuras 7.6 e 7.7 apresentam a convergéncia dos resultados obtidos
pelos seis esquemas de interpolagdo propostos segundo trés mathas de discretizagdo (4,9 ¢ 16
elementos) e duas espessuras (Va = 0.005 e t/a = 0.05). Os deslocamentos caiculados sdo
normalizados segundo o resultado de comparacdo, que assume valor unitdrio no grafico.

1.03

1.01

.99

0.85%

DESLOCAMENTO NORMALEZADO

0.89

0.87

0.83 -

PLACA QUADRADA SIMPLESMENTE APOIADA
COM CARGA DISTRIBUIDA SENOIDAL (t/a = §.005)

—-—tostemunha

ssquema 1
mee—— @HOUOM A 2
e gSQUeMma 3
—gzquema 4

———aeasguema 5

esquema 6

4 g 18
NUMERQ DE ELEMENTOS

Figura 7.6: Convergéncia dos resultados com o refinamento da malha para placa quadrada
simplesmente apoiada em seus lados submetida a carga distribuida senoidal

{t/a = 0.005 - placa fina).

PLACA QUADRADA SIMPLESMENTE APOQIADA
COM CARGA DISTRIBUIDA SENOIDAL (Va = 0.05)

1.03
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[
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-
<
=
o
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= 097
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e
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Figura 7.7: Convergéncia dos resultados com o refinamento da malha para placa quadrada

simplesmente apoiada em seus lados submetida a carga distribuida senoidal

(t/a = 0.05 - placa moderadamenie grossa).
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7.3 PLACA QUADRADA ENGASTADA EM SEUS
LADOS

7.3.1 Placa submetida 2 acdo de uma carga uniformemente
distribuida, perpendicular a seu plano

qat

A deflexdio w,, calculada no centro da placa, € normalizada segundo o fator %5, onde
g ¢ o valor da carga uniformemente distribuida, ¢ o lado da placae D, suarigidez, dada pela

Equagdo (7.1). Os resultados obtidos pelos elementos propostos (Tabelas 7.20 a 7.25) na
analise de placas finas (#/a < 0.03) sio comparados com aqueles oriundos da Teoria Cldssica
de Kirchhoff (TIMOSHENKO e KRIEGER, 1968); jd os resultados obtidos na analise de
placas moderadamente grossas (#/a = 0.05) sdo comparados com aqueles obtidos pelo
Elemento de Ahmad (AHMAD et al, 1970), que ¢ um elemento excelente para a resolugio
deste tipo de problema (ZIENKIEWICZ, 1971).

Tabela 7.20: Deflexdio w., normalizada, para diferentes relagdes t/a (placa quadrada

engastada em seus lados submetida & carga uniformemente distribuida - esquema
de interpolagdo 1).

Resultados
t/a para Esguema 1 Esquema 1
comparacio malha 2x2 malha 4x4
T3 gl Erro o gl Erro
o (%) (%)
0,003 0,00126 ¥ ! 24 ! ! 104 |
0,010 0.00126 " ! 24 ! ! 104 !
0,050 0,00127 ¥ ! 24 ! 0.00099 104 22.0
0.100 0,00149 ¥ 0,00091 24 38.9 0,00134 104 10.1
W= ga"
‘ D
) Teoria cldssica de Kirchhoff (v=0.3)
@ Elemento de Ahmad
(") Erro superior a 50%
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Tabela 7.21: Deflexdo w,, normalizada, para diferentes relagdes t/a (placa quadrada
engastada em seus lados submetida a carga uniformemente distribuida - esquema
de interpolacio 2).

Resultados
t/a para Esquema 2 Esquema 2
comparagio malha 2x2 malha 4x4
e gl Erro v gl Erro
/23 (%) (%)
0,005 0,00126 | 0.00121 | 28 40 | 0.00125 120 0.8
0,010 0,00126 " 0.00121 | 28 40 | 0.00125 120 0.8
0,050 0,00127 % 0.00127 | 28 0.0 | 0.00131 120 3.1
0,100 0,00149 ¥ 0.00143 | 28 40 | 0.00149 120 0.0

M Teoria classica de Kirchhoff (v=0.3)
) Elemento de Ahmad

Tabela 7.22: Deflexdo w., normalizada, para diferentes relagdes /a (placa quadrada
engastada em seus lados submetida & carga uniformemente distribuida - esquema
de interpolacéo 3).

Resultades
t/a para Esquema 3 Esquema 3
comparacio malha 2x2 matha 4x4
o gl Erro o gl Erro
2 (%) (%)
0,005 0001260 1 000121 | 44 | 40 | 0.00125 184 0.8
0,010 0,00126Y 1 0.00121 | 44 40 | 0.00125 184 0.8
0,050 0,00127 ¥ 0.00126 | 44 0.0 | 0.00131 184 3.1
0,100 0,00149 ¥ ! 44 ! ! 184 !
w, = qu
¢ D

4 Teoria cldssica de Kirchhoff (v=0.3)
? Elemento de Ahmad
(1) Erro superior a 50%
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Tabela 7.23: Deflexio w_, normalizada, para diferentes relacdes ta (placa quadrada

C

engastada em seus lados submetida a carga uniformemente distribuida - esquema
de interpolagdo 4).

Resultados
t/a para Esquema 4 Esquema 4
comparacio malha 2x2 malha 4x4
a gl Erro o gl Erro
a (%o) (%e)
0,005 0,00126 " ! 24 ! ! 104 !
0,010 0,00126 'V ! 24 ! ! 104 !
0,050 0.00127 @ 0.00084 24 338 0.00102 104 19.7
0,100 0,00149Y | 0,00098 | 24 | 342 | 000124 104 | 168

) Teoria cldssica de Kirchhoff (v=0.3)
2} Elemento de Ahmad
(1) Erro superior a 50%

Tabela 7.24: Deflexdo w,, normalizada, para diferentes relagdes t/a (placa quadrada
engastada em seus lados submetida a carga uniformemente distribuida - esquema
de interpolacio 3).

Resultados
t/a para Esquema 5 Esquema 5
comparacio malha 2x2 malha 4x4
o gl Erro o gl Erro
a (Vo) (%)

0,005 0,00126 0.00115 28 8.7 0.00124 120 2.4

0.010 0,00126 " 0.00115 28 8.7 0.00124 120 2.4

0,050 0.00127 @ 0.00120 | 28 55 0.00130 120 2.4

0,100 0,00149 @ 0.00136 | 28 8.7 0.00147 120 1.3

) Teoria cldssica de Kirchhoff (v=0.3)
) Elemento de Ahmad
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Tabeta 7.25: Deflexio w,,

normalizada, para diferentes relagbes a (placa quadrada

engastada em seus lados submetida a carga uniformemente distribuida - esquema
de interpolagdo 6).

Resuitados
t/a para Esquema 6 Esquema 6
comparagio malha 2x2 malha 4x4
o gl Erro a gl Erro
o (%) (%)
0,005 0,00126 "7 | 0.00119 | 44 56 1 000122 184 3.2
0,010 0,00126 " 1 0.00121 | 44 40 | 0.001253 184 0.8
0,050 0,00127 ¥ 0.00124 | 44 24 | 0.00129 184 1.6
0,100 0,00149 @ ! 44 ! ! 184 !
w, = g’
D

(U Teoria classica de Kirchhoff (v=0.3)
) Elemento de Ahmad
(1 Erro superior a 50%

Os gréaficos das Figuras 7.8 ¢ 7.9 apresentam a convergéncia dos resultados obtidos
pelos seis esquemas de interpolagdo propostos segundo trés malhas de discretizagio (4,9¢e 16
elementos) e duas espessuras (t/a = 0.005 e v/a = 0.05). Os deslocamentos calculados sio

normalizados segundo o resultado de comparagdo, que assume valor unitdrio no grafico.

PLACA QUADRADA ENGASTADA COM CARGA
UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA (V/a = 0.005)

0.85

DESLOCAMENTO NORMALIZADG

NUMERC DE ELEMENTOS

9

sl te stem unha
e @SQUEMa 2
—%——egsquema 3
wemenn @S UEMA 5
esquema §

Figura 7.8: Convergéncia dos resultados com o refinamento da malha para placa quadrada
engastada em seus lados submetida & carga uniformemente distribuida {t/a =
0.005 - placa fina).
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PLACA QUADRADA ENGASTADA COM CARGA
UMNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA (Ua = 0.05)

—@—tosiemunha
—h—egsquema !
——gsquema 2
— W zsquema 3

o.84 w-—psquema 4
———esguema 5

DESL.OCAMENTO NORMALIZADGO

esguema &
0.79 e T BSQUEME B

NUMERO DE ELEMENTOS

Figura 7.9: Convergéncia dos resultados com o refinamento da malha para placa quadrada
engastada em seus lados submerida & carga uniformemente distribuida (t/a = 0.05
- placa moderadamente grossa).

7.3.2 Placa submetida 2 acdo de uma carga concentrada central,
perpendicular a seu plano

A deflexdio w_, calculada no centro da placa, é normalizada segundo o fator fg— , onde
P é o valor da carga concentrada, o o lado da placa e D, sua rigidez, dada pela Equagio
(7.1).

Os resultados obtidos pelos elementos propostos (Tabelas 7.26 a 7.31) na analise de
placas finas (#a < 0. 05) sdo comparados com aqueles oriundos da Teoria Cldssica de
Kirchhoff (TIMOSHENKO e KRIEGER, 1968); jd os resultados obtidos na andlise de placas
moderadamente grossas (t/a > 0.05) sdo comparados com aqueles obtidos pelo Elemento de

Ahmad (AHMAD et al, 1970), que é considerado um elemento excelente para a resolugdo
desse tipo de problema (ZIENKIEWICZ et al. 1971).
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Tabela 7.26: Deflexdo w,, normalizada, para diferentes relagdes t/a (placa quadrada

engastada em seus lados submetida & carga concenirada central - esquema de
interpolacio 1).

Resultados
t/a para Esquema 1 Esquema 1
comparacio malha 2x2 malha 4x4
il gl | Erro yii gl Erro
Jé (%o) (%)
0,005 0,00560 ‘" ! 24 ! ! 104 s
0,010 0,00560 ‘" ! 24 ! ! 104 !
0,050 0,00573" ! 24 ! 000413 | 104 | 279
0,100 0,00735 0.00449 24 38.9 0.00654 104 11.0
Pa*
w, = [} MD_

" Teoria classica de Kirchhoff (v=0.3)
) Elemento de Ahmad
(1) Erro superior a 50%

Tabela 7.27: Deflexdo w,, normalizada, para diferentes relagdes t/a (placa quadrada

engastada em seus lados submetida & carga concentrada central - esquema de
interpolagdo 2).

Resultados
t/a para Esguema 2 Esquema 2
comparacio malha 2x2 malha 4x4
Ji. gl | Erro I ol Erro
b (%) (%)
0,005 0,00560 % | 0.00485 | 28 | 13.4 | 0.00567 120 1.2
0,010 0.00560 " 0.00532 | 28 5.0 0.00542 120 3.2
0,050 0,00573% 0.00518 | 28 9.6 | 0.00585 120 2.1
0,100 0,00735% | 0.00620 | 28 14.6 | 0.00713 120 3.0
2
w.=/f fa_

M Teoria cldssica de Kirchhoff (v=0.3)
@ Elemento de Ahmad
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Tabela 7.28: Deflexdo w,,

normalizada, para diferentes relagdes ta (placa quadrada

engastada em seus lados submetida a carga concentrada central - esquema de
interpolacio 3).

Resultados
t/a para Esquema 3 Esquema 3
comparacio matha 2x2 malha 4x4
Ji| gl | Erro B gl Erro
Ji (%) (%o)
0,005 0,00560 ‘" 0.00485 | 44 | 134 | 0.00541 184 1.2
0,010 0,00560 " | 0.00485 | 44 | 134 | 0.00542 184 32
0,050 0,00573" 0.00518 | 44 9.6 | 0.00585 184 2.1
0,100 0,00735 % 0.00620 | 44 | 14.6 | 0.00714 184 2.9
Pa’
w, =f 5

M Teoria cldssica de Kirchhoff (v=0.3)
@ Elemento de Ahmad

Tabela 7.29: Deflexdo w,, normalizada, para diferentes relagbes t/a (placa quadrada
engastada em seus lados submetida & carga concentrada central - esquema de

interpolacio 4).
Resultados
t/a para Esquema 4 Esquema 4
comparag¢io malha 2x2 malha 4x4
Jii gi | Erro Jé gl Erro
b (%) (%)
0,005 0,00560 U s 24 E ! 104 !
0,010 0,00560 ! 24 ! ! 104 !
0,050 0.00573 0.00397 | 24 { 307 | 0.00401 104 | 300
0,100 0,00735 000488 | 24 | 33.6 | 0.00683 104 7.1
Pa*
w.=p-
=/ 5

®) Teoria classica de Kirchhoff (v=0.3)
) Elemento de Ahmad
(1) Erro superior a 50%
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Tabela 7.30: Deflexio w,, normalizada, para diferentes relagdes #a (placa quadrada
engastada em seus lados submetida & carga concentrada central - esquema de

interpolacio 3).
Resuitados
t/a para Esquema 5 Esquema 5
comparacio malha 2x2 malha 4x4
pi. gl | Erro il gl Erro
b (%) (%)
0,005 0,00560 M 0.00460 | 28 17.9 | 0.00532 120 5.0
0,010 0,00560 Y 0.00461 28 17,7 | 0.00533 120 4.8
0,050 0,00573% 0.00490 | 28 145 { 0.00572 120 0.2
0,100 0,00735 ¥ 0.00580 | 28 211 1 0.00691 120 6.0

D Teoria classica de Kirchhoff (v=0.3)
2 Elemento de Ahmad

Tabela 7.31: Deflexdo w,, normalizada, para diferentes relagSes #a (placa quadrada
engasiada em seus lados submetida a carga concentrada cenfral - esquema de
interpolacdo 6).

Resultados
t/a para _ fsquema 6 Esquema 6
comparacio malha 2x2 malha 4x4
Ji gi | Erro I ol Erro
p (7o) (%e)

0,005 0,00560 4" 0.00505 44 9.8 0.00539 184 3.7

0,010 0.00560 0.00476 | 44 15.0 | 0.00548 184 2.1

0,050 0,00573% 0.00529 44 7.7 0.00593 184 3.5

0,100 0.00735 @ 0.00644 | 44 12.4 1 0.00699 184 4.9

) Teoria classica de Kirchhoff (v=0.3)
@ Elemento de Ahmad
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Os gréficos das Figuras 7.10 ¢ 7.11 apresentam a convergéncia dos resultados obtidos
pelos seis esquemas de interpolagdo propostos segundo trés malhas de discretizagdo (4, 9 e 16
elementos) ¢ duas espessuras (t/a = 0.005 e t/a = 0.05). Os deslocamentos calculados sio
normalizados segundo o resultado de comparagfo, que assume valor unitdrio no gréfico

PLACA QUADRADA ENGASTADA COM CARGA
CONCENTRADA (t/a = 0.005)

1.02

.97

[t sternunia
s 8 S QUEM A 2 |
0.52 ! :
le—M—eagguema 3 °
e gsguema 5
s agquema 6 |

0.82
a 18

NUMERSG DE ELEMENTOS

DESLOCAMENTO NORMALIZADO

&

Figura 7.10: Convergéncia dos resuitados com o refinamento da malha para placa quadrada
engastada em seus lados submetida a carga concentrada central (t/a = 0.005 -
placa fina).

PLACA QUADRADA ENGASTADA COM CARGA
COMCENTRADA {Ha =005}
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Figura 7.11: Convergéncia dos resultados com o refinamento da malha para placa quadrada
engastada em seus lados submetida & carga carga concentrada central (tYa=0.05
- placa moderadamente grossa).

132



Capitulo 7 Exemplos de Aplicaciio

74 PLACA RETANGULAR SIMPLESMENTE
APOIADA EM SEUS LADOS

7.4.1 Placa submetida a ac¢io de uma carga uniformemente
distribuida, perpendicular a seu plano "

= c : bt
A deflexdo w_, calculada no centro da placa, é normalizada segundo o fator -, onde

g ¢ o valor da carga distribuida, b o menor lado da placa e D, sua rigidez, dada pela Equacio
(7.1).

Os resultados obtidos pelos elementos propostos (Tabelas 7.32 a 7.37) na andlise de
placas finas (#a < 0.05) sdao comparados com aqueles oriundos da Teoria Classica de
Kirchhoff (TIMOSHENKO e KRIEGER, 1968); ji os resultados obtidos na andlise de placas
moderadamente grossas (/@ 2> 0.03) sdo comparados com aqueles obtidos pelo &lemento de
Ahmad (AHMAD et al, 1970), que é um elemento excelente para a resolugio deste tipo de
problema (ZIENKIEWICZ ef al, 1971).

Tabela 7.32: Deflexfio w,, normalizada, para diferentes relagdes #a (placa retangular

simplesmente apoiada em seus lados submetida a carga uniformemente
distribuida - esquema de interpolacéo 1).

Resulitados
t/a para Esquema 1 Esquema 1
comparacio malha 2x2 malha 4x4
o gl Erro o gl Erro
a (%) (%)
0,003 0,01013" | 0,01075 | 32 6.1 001068 | 120 | 5.5
0,010 00101349 1 001076 | 32 6.2 0,01067 | 120 | 5.3
0,050 0,01065% | 001114 | 32 46 | 001092 | 120 | 25
0,100 001207 1 001240 | 32 27 1 001218 | 120 } 09

4
W= g5
D
(I} Teoria classica de Kirchhoff (a/b=2 e v=0.3)
) Blemento de Ahmad
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Tabela 7.33: Deflexdo w,, normalizada, para diferentes relacdes t/a (placa retangular
simplesmente apoiada em seus lados submetida & carga uniformemente
distribuida - esquema de interpolagio 2).

Resultados
t/a para Esquema 2 Esquema 2
comparaciio malha 2x2 malha 4x4
o gl Erro 1od gl Erro
o (%) (%)
0,005 0,01013Y | 0,01055 | 36 4.1 0,01019 | 136 | 0.6
0,010 0,01013 Y 0,01018 36 0.5 0,01015 136 | 03
0,050 0.01065% | 0.01083 | 36 1.7 | 001070 | 136 | 04
0,100 0,01207% | 0,01205 | 36 02 | 001204 | 136 | 02

gb*
D

" Teoria classica de Kirchhoff (a/b=2 ¢ v=0.3)
2} Elemento de Ahmad

W, o=

Tabela 7.34: Deflexdo w_, normalizada, para diferentes relagdes #/a (placa retangular

simplesmente apoiada em seus lados submetida & carga uniformemente
distribuida - esquema de interpolagdo 3).

Resultados
t/a para Esquema 3 Esquema 3
comparacio malha 2x2 malha 4x4
o gl Erro o gl Erro
a (%) (%)
0,005 0,01013" | 0,00975 | 52 37 1 001012 | 200 0.1
0.010 001013 1 001001 | 52 12 | 001016 | 200 0.3
0,050 0,010659 | 0.01081 | 52 1.5 | 001068 | 200 0.3
0,100 001207 1 001215 | 52 07 | 001207 1 200 0.0

4
w =g 9

M Teoria classica de Kirchhoff (a/b=2 e v=0.3)
@ Elemento de 4hmad
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Tabela 7.35: Deflexdo w,, normalizada. para diferentes relagbes t/a (placa retangular
simplesmente apoiada em seus lados submetida & carga uniformemente
distribuida - esquema de interpolagio 4).

Resultados
t/a para Esquema 4 Esquema 4
comparacio malha 2x2 malha 4x4
o4 gl Erro Qo gl Erro
o (%) (%)
0,005 0,01013 " 0,01058 | 32 4.4 0,01065 120 5.1
0,010 0,01013 Y 0,01059 | 32 45 0,01064 120 5.0
0,050 0,01065 ¥ 0.01093 | 32 2.6 | 0.01090 120 2.3
0,100 0,01207 0,01207 | 32 0.0 | 001208 120 0.1

gb*
D

D Teoria classica de Kirchhoff (a/b=2 ¢ v=0.3)
) Elemento de Ahmad

w, =0

Tabela 7.36: Deflexdio w_, normalizada, para diferentes relagdes t/a (placa retangular
simplesmente apoiada em seus lados submetida & carga uniformemente
distribuida - esquema de interpolacdo 5).

Resultados
t/a para Esquema 5 Esquema 5
comparacio malha 2x2 maliha 4x4
o gl Erro o gl Erro
a (%) (%)
0,005 0,01013% 1 0,01036 | 36 23 | 001019 136 0.6
0,010 0,01013" 1 0,00995 | 36 1.8 | 001010 136 0.3
0,050 0,01065% | 0.01051 | 36 1.3 | 0.01060 136 0.5
0,100 0,01207% 1 001162 | 36 37 | 001191 136 1.3

) Teoria classica de Kirchhoff (a/b=2 ¢ v=0.3)
@ Elemento de Ahmad
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Tabela 7.37: Deflexdo w,., normalizada, para diferentes relagbes t/’a (placa retangular
simplesmenie apoiada em seus lados submetida a carga uniformemente
distribuida - esquema de interpelagio 6).

Resultados
t/a para Esquema 6 Esquema 6
comparacio malha 2x2 malha 4x4
o gl Erro Q gl Erro
o (%) (%)

0,005 0,01013 % 0.00991 52 2.2 0,00922 200 9.0
0,010 0,01013 " 000986 | 52 2.6 0.01001 200 1.2
0,050 0,01065 ¥ 0.01043 52 2.1 0.01062 200 0.3

0,100 0.01207 % 0,01174 52 2.7 0,01202 200 0.4

gb’
D

1) Teoria classica de Kirchhoff (a/b=2 e v=0.3)
) Elemento de Ahmad

W, =

Os graficos das Figuras 7.12 ¢ 7.13 apresentam a convergéncia dos resultados obtidos
pelos seis esquemas de interpolagdo propostos segundo trés malhas de discretizacdo (4, 9 e 16
elementos) e duas espessuras (t/a = 0.005 e t/a = 0.05). Os deslocamentos calculados séo
normalizados segundo o resultado de comparagio, que assume valor unitdrio no gréfico.

PLACA RETANGULAR SIMPLESMENTE APDIADA
COM CARGA UNIFORMEMENTE BSTRIBUIDA (i = 0.008)
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Figura 7.12: Convergéncia dos resuitados com o refinamento da matha para placa refangular
simplesmente apoiada em seus lados submetida a carga uniformemente
distribuida (t/a = 0.005 - placa fina).
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PLACA RETANGULAR SIMPLESMENTE APOIADA
COM CARGA UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA (ta = C.G8)

104 \
" M ]
1.02 v - sanflf -t S0 M UNNA
‘N —— ——gsguema 1
| - — e | e
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Figura 7.13: Convergéncia dos resuliados com o refinamento da malha para placa retangular
simplesmente apoiada em seus lados submetida a carga wuniformemente
distribuida (t/a = 0.05 - placa moderadamente grossa}.

7.4.2 Placa submetida a4 acio de uma carga concentrada central,
perpendicular a seu plano

A deflexdo w,, calculada no centro da placa, ¢ normalizada segundo o fator "‘%:* , onde

P é o valor da carga concentrada, 5 o menor lado da placa e [7, sua rigidez, dada pela
Equacdo (7.1).

Os resultados obtidos pelos elementos propostos (Tabelas 7.38 a 7.43) na anélise de
placas finas (¢/a < 0.05) sdo comparados com aqueles oriundos da Teoria Cldssica de
Kirchhoff (TIMOSHENKO ¢ KRIEGER, 1968); jd os resultados obtidos na andlise de placas
moderadamente grossas (#/a = (0.05) so comparados com aqueles obtidos pelo Elemento de
Ahmad (AHMAD et al, 1970), que é um elemento excelente para a resolugdo deste tipo de
problema (ZIENKIEWICZ et al, 1971
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Tabela 7.38: Deflexdo w,_, normalizada, para diferentes relacdes ra (placa retangular
simplesmente apoiada em seus lados submetida & carga concenirada central -
esquema de interpolagao 1).

Resultados

t/a para Esquema 1 Esquema 1

comparagio malha 2x2 malha 4x4
Jé gl Erro Ji: gl Erro
p (o) (%)
0,005 0,01651 0,01413 32 i4.4 0,01462 120 11.4
0,010 0,01651 0,01419 32 140 | 001468 120 11.1
0,050 0,01814 ¥ 0.01593 32 12.2 0.01711 120 5.7
0,100 002406 | 002046 | 32 | 150 ] 002276 | 120 | 54

Ph*

w, = f3- D

% Teoria cidssica de Kirchhoff (a/b=2)
@) Elemento de Ahmad

Tabela 7.39: Deflexio w,, normalizada, para diferentes relagbes t/a (placa retangular
simplesmente apoiada em seus lados submetida & carga concentrada central -
esquema de interpolac@do 2).

Resultados
t/a para Esquema 2 Esquema 2
comparagio malha 2x2 malha 4x4
5 gi | Erre B gl Erro
p (Vo) (“0)

0,005 0016510 0,01576 36 4.5 0,01622 136 1.7

0,010 0,01651 % 0,01557 | 36 5.7 0,01629 136 1.3

0,050 0,01814 ¥ 0.01695 | 36 66 | 0.01805 136 0.5

0,100 0.02406 ¥ 002105 | 36 | 12.5 | 0,02309 136 4.0

% Peoria classica de Kirchhoff (a/b=2)
2 Blemento de Ahmad
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Tabela 7.40: Deflexdo w,, normalizada, para diferentes relagbes //a (placa retangular
simplesmente apoiada em seus lados submeltida a carga concentrada central -
esquema de interpolagdo 3).

Resuitados
t/a para Esquema 3 Esquema 3
comparacio malha 2x2 matha 4x4
Ji gl | Erro Ji| gl Erro
J (%) (%)
0.005 0,01651 " 0,01533 52 7.1 0,01601 200 3.0
0,010 0,01651 %" 0,01557 | 52 5.7 0,01629 200 1.3
0,050 0,01814 ¥ 0.01695 | 52 6.6 | 0.01805 200 0.5
0,100 0,02406 0,02106 | 52 125 | 0,02310 200 4.0

Pb*
D

v, =B

D Teoria cldssica de Kirchhoff (a/b=2)
@ Elemento de 4hmad

Tabela 7.41: Deflexdo w., normalizada, para diferentes relagdes ta (placa retangular
simplesmente apoiada em seus lados submetida a carga concentrada central -
esquemna de interpolacao 4).

Resultados
t/a para Esquema 4 Esquema 4
comparacio malha 2x2 malha 4x4
p gl | Erro b gl Erro
A (%0) (%)

0,005 0,01651 0,01362 32 17.5 0,01349 120 18.3

0,010 001651 " 0,01367 32 17.2 | 0,01366 120 17.3

0,050 0,01814 @ 0.01514 | 32 16.5 | 0.01646 120 9.3

0,100 0,02406 001914 | 32 | 204 | 002178 120 9.5

wczﬁ- D

M Teoria classica de Kirchhoff (a/b=2)
) Elemento de 4hmad
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Tabela 7.42: Deflexio w,, normalizada, para diferentes relagdes t/a (placa retangular
simplesmente apoiada em seus lados submetida & carga concentrada central -
esquema de interpolacio 5).

Resultados
t/a para Esquema 5 Esquema 5
comparac¢io maiha 2x2 malha 4x4
i gl | Erro yi gl Erro
b (%) (%)
0,005 0,01651 % 0,01490 | 36 97 | 001603 136 2.9
0,010 0,01651 7 | 001494 | 36 95 | 001608 136 2.7
0,050 0,01814% | 0.01616 | 36 | 109 | 001767 136 2.6
0,100 0,02406 2 | 0,01981 36 | 17.7 | 0,02230 136 7.3

Wc:ﬁ'

U Teoria cldssica de Kirchhoff' (a/b=2)
@ Elemento de Ahmad

Tabela 7.43: Deflexio w_, normalizada, para diferentes relagdes va (placa retangular

simplesmente apoiada em seus lados submetida a carga concentrada central -
esquema de interpolagio 6).

Resultados
t/a para Esquema 6 Esquema 1
comparacio matha 2x2 matha 4x4
Jii gl | Erro I gl Erro
I (%) (%)
0,005 0,01651 % 001423 | 52 13.8 { 0,01693 200 2.5
0,010 0,01651 1 0,01494 | 52 8.5 0,01608 200 2.6
0,050 0,01814 @ 0.01616 | 52 109 | 0.01767 200 2.6
0,100 0,02406 @ 0,01982 | 52 17.6 | 002231 200 7.3

) Teoria classica de Kirchhoff (a/b=2)
@ Elemento de Akmad
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Os gréficos das Figuras 7.14 e 7.15 apresentam a convergéncia dos resultados obtidos
pelos seis esquemas de interpolagdo propostos segundo trés maihas de discretizagdo (4,9 ¢ 16
clementos) e duas espessuras (t/a = 0.005 e t/a = 0.05). Os deslocamentos calculados séo
normalizados segundo o resultado de comparagio, que assume valor unitdrio no grafico

PLACA RETANGULAR SIMPLESMENTE APOIADA
COM CARGA CONCENTRADA (t/a = 0.005)

el e\ storunha |
s weswggauama 1

.95

: —é——gsquema 2
e @S OUEM A F
——@——esquema 4§
| e—efe psguema §

L Tome—esquema 8

2.9

DESLOCAMENTO NORMALIZADO

0.8%

6.8
4 8 18
NUMEROC BE ELEMENTOS

Figura 7.14: Convergéncia dos resultados com o refinamento da malha para placa retangular
simplesmente apoiada em seus lados submetida & carga concentrada central
{t/a = 0.005 - placa fina).

PLACA RETANGULAR SIMPLESMENTE APOIADA
COM CARGA CONCENTRADA {t/a = 005)

098

== tzstemunha
sy g s BN G 1
—=—-psquema 2
—W——gsquema 3
—®-ugsquema 4
— g gguema 5
“f——-esquema 8

G.8

DESLOCAMENTO NORMALIZADO

a8

4 9 18
NUMERO DE ELEMENTOS

Figura 7.15: Convergéncia dos resultados com o refinamento da malha para placa retangular
simplesmente apoiada em seus lados submetida & carga concentrada central
(t/a = 0.05 - placa moderadamente grossa
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7.4.3 Placa submetida i acio de uma carga distribuida senoidal,
perpendicular a seu plano

Associando-se a uma placa retangular de lados a e b, simplesmente apoiada em seus
lados, um sistema de referéncia (X, Y), pode-se submeté-la a uma carga distribuida senoidal
dada pela expressao:

q :qu.sen%.scn% (7.4)

onde gp ¢ a intensidade da carga distribuida no centro da placa. A deflexdo maxima ocorre no
centro e é dada por (TIMOSHENKO e KRIEGER, 1968):

W= qlo 1 (7.5)
at D+ —)?
a- b

onde D € a rigidez da placa, dada pela Equacao (7.1).

As Tabelas 7.44 a 7.49 apresentam os resultados dos elementos propostos (a deflexdo
w, no centro da placa) comparados com a solucgio exata dada pela Equacdo (7.5), para o caso
de placa fina (¢/a < 0.05) e com a soluglo apresentada pelo elemento de Afmad (AHMAD er
al, 1970) para o caso de placa moderadamente grossa (#a = 0.03).

Tabela 7.44: Deflexdo w,_, para diferentes relagdes r/a (placa retangular simplesmenie

apoiada em seus lados submetida & carga distribuida senoidal - esquema de
interpolagdo 1).

Resuitados
t/a para Esquema 1 Esquema 1
comparacio malha 2x2 malha 4x4
gl | Erro gl | Erro
we (cm) we (cm) (%) | w.(cm) (%)

0,005 | 1.3666.10°Y | 1.3559.10° | 32 | 08 | 1.38290.10%1 120 | 1.2

0,010 | 1.7082.10° 1 | 16962.10° | 32 | 0.7 | 1.7316.10° | 120 | 14

0,050 | 1.4214.10°% | 14178 10° | 32 | 03 | 1.4586.10° ] 120 | 2.6

0,100 | 2.0357.10°% | 2.0026.10° | 32 1.6 | 2.0656.10° 1 120 | 1.5

) Teoria classica de Kirchhoff
@ Elemento de Ahmad
a=8 cm, b=4 cm, qo=0.1 kgficm®, E=21.10° kgfiem’, v =0.3
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Tabela 7.45: Deflexio w,, para diferentes relagdes t/a (placa retangular simplesmente

apoiada em seus lados submetida a carga distribuida sencidal - esquema de
interpolacio 2).

Resultados
t/a para Esquema 2 Esquema 2
comparacio malha 2x2 malha 4x4
gl | Erro gl | Erro
W, (em) w, (cm) (%) | we(em) (%)
0.005 | 1.3666.10770 | 1.3515.107 | 36 | 1.1 [1.3776.107° | 136 | 0.8
0,010 | 1.7082.10°% | 1.6515.10° | 36 | 3.3 | 1.7195.107° | 136 | 0.7
0,050 | 1.4214.10°% | 1.3979.10° | 36 | 1.7 | 1.4501.10° ] 136 | 2.0
0,100 | 2.0357.10°? | 1.9668.10° | 36 | 34 ]2.0549.10°] 136 | 0.9
Y Teoria classica de Kirchhoff
@ Elemento de Ahmad ‘
a=8 cm, b=4 cm, qp=0.1 kgfiecm’, E=21.10 kgfiem’. v =0.3

Tabela 7.46: Deflexio w,, para diferentes relagdes /a (placa retangular simplesmente

apoiada em seus lados submetida & carga distribuida senoidal - esquema de
interpolacdo 3).

Resultados
t/a para Esquema 3 Esquema 3
comparacio malha 2x2 malha 4x4
gl | Erro gi | Erro
w, (cm) w, (cm) (%) w, {cm) (%)
0,005 | 1.3666.10° ! 52 ! ! 200 | !
0,010 | 1.7082.10° " | 1.6996.10° | 52 | 0.5 | 1.7198.10° | 200 | 0.7
0,050 | 1.4214.10°® ! 52 ! ! 200 | !
0,100 | 2.0357.10°® | 1.9238.10° | 52 | 55 ]2.0973.10°] 200 | 3.0
) Teoria cldssica de Kirchhoff
@ Elemento de Ahmad
{1} erro superior a 50%
a=8 cm, b=4 cm, go=0.1 kgflem’, E=21.10° kefienm’, v =0.3
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Tabela 7.47: Deflexdio w,, para diferentes relagdes ta (placa retangular simplesmente
apoiada em seus lados submetida a carga distribuida senoidal - esquema de
interpolacéo 4).

Resultados
t/a para Esquema 4 Esquema 4
comparac¢io malha 2x2 malha 4x4
gl | Erro gl | Erro
w (em) w, (cm) (%) | w(cm) (%)
0,005 | 1.3666.10°" | 1.3803.107 | 32 1.0 | 1.3895.10° | 120 | 1.7
0,010 | 1.7082.10°Y | 1.7253.10° | 32 1.0 | 1.7396.10° | 120 1.8
0,050 | 1.4214.10°% | 1.4378.10° | 32 | 1.2 ]1.4601.10° } 120 | 2.7
0,100 | 2.0357.10°% | 2.0127.10° | 32 1.1 12.0631.10°7 120} 1.3
) Teoria classica de Kirchhoff
@ Elemento de Ahmad ‘
a=8 em, b=4 cm. qp=0.1 kgfent’, E=21.10° kgfiem’, v =0.3

Tabela 7.48: Deflexo w,, para diferentes relagbes t/a (placa reiangular simplesmente
apoiada em seus lados submetida a carga distribuida senoidal - esquema de
interpolagao 3).

Resultados
t/a para Esquema 5 Esquema 5
comparacio malha 2x2 malha 4x4
gl | Erro gl | Erro
w, (cm) W, (cm) (%) | we(cm) (%)
0,005 | 1.3666.10°%0 1 13698.10° | 36 | 02 113892107 ] 136 | 1.7
0010 | 1.7082.10° % | 1.6728.10° | 36 | 2.1 11.7256.10° | 136 | 04
0,050 | 1.4214.10°% | 1.4028.10° | 36 1.3 | 1.4499.10° | 136 | 2.0
0,100 | 2.0357.10°% | 1.9607.10° | 36 | 3.7 12.0507.10°] 136 1 0.7
) Teoria cldssica de Kirchhoff
2 Blemento de Ahmad
a=8 cm, b=4 cm, qy=0.1 kgflem’, E=21.10° kgfiem’, v =0.3
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Tabela 7.49: Deflexio w,, para diferentes relacdes t'a (placa retangular simplesmente
apoiada em seus lados submetida a carga distribuida senoidal - esquema de
interpolacao 6).

normalizados segundo o resultado de comparagdo, que assume valor unitario no grafico

a2

©.09

DESL%CAME&TO NORMALIZADO
w©
a

3,87

0.96

Resultados
t/a para Esquema 6 Esquema 6
comparacio malha 2x2 malha 4x4
gl | Erro gl | Erro
w. (cm) w, (cm) (%) w, (cm) (%)
0,005 | 1.3666.10°"" ! 52 ! ! 200 !
0,010 | 1.7082.10°%" | 1.7009.10° | 52 | 0.4 } 1.7308.10° | 200 | 1.3
0,050 | 1.4214.10°% ! 52 ! ! 200 ) !
0.100 | 2.0357.10°?@ [ 19673.10° | 52 | 34 [20663.10°1200] 1.5
U Teoria classica de Kirchhoff
) Elemento de Ahmad
(1) erro superior a 50%
a=8 cm, b=4 cm, qp=0.1 kgfiew’, E=21.10° kefiem’, v =0.3

Os graficos das Figuras 7.16 e 7.17 apresentam a convergéncia dos resultados obtidos
pelos seis esquemas de interpolagdo propostos segundo trés malhas de discretizagdo (4,9 ¢ 16
elementos) e duas espessuras (t/a = 0.005 ¢ t/a = 0.05). Os deslocamentos calculados sdo

PLACA RETANGULAR SIMPLESMENTE APOIADA
COM CARGA SENCHBAE {t/a = 0.005)

8

NUMERO DE ELEMENTOS

W —testemunha
— ——g5QUema 1
i g SQUOMEA 2 |

| e squema 4

TATesquema s |

Figura 7.16: Convergéncia dos resultados com o refinamento da malha para placa retangular

simplesmente apoiada em seus lados submetida a carga disiribuida senoidal
(t/a = 0.005 - placa fina).
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PLACA RETANGULAR SIMPLESMENTE APGIADA
COM CARGA SENCIDAL (tia = 0.05)

1.02

i = S —testamunha :
! — ——esquama 1 -

wmeem @G QUM E 2

[ - 95gusma 4

. —t——asguama b |

DESLOCAMENTO NORMALIZADO

099

0.98
4 ] 18
NUMERC DE ELEMENTOS

Figura 7.17: Convergéncia dos resultados com o refinamento da malha para placa retangular
simplesmente apoiada em seus lados submetida a carga distribuida senoidal
(t/a = 0.05 - placa moderadamente grossa).

7.5 PLACA RETANGULAR ENGASTADA EM SEUS
LADOS

7.5.1 Placa submetida a acfo de uma carga uniformemente
distribuida, perpendicular a seu plano

4

A deflex@o w,, calculada no centro da placa, € normalizada segundo o fator “g%“,
onde g € o valor da carga distribuida, # o menor fado da placa e D, sua rigidez, dada pela
Equagdo (7.1).

Os resultados obtidos pelos elementos propostos (Tabelas 7.50 a 7.55) na andlise de
placas finas (#a < 0.05) sdo comparados com aqueles oriundos da Teoria Cldssica de
Kirchhoff (TIMOSHENKO e KRIEGER, 1968); jd os resultados obtidos na andlise de placas
moderadamente grossas (#/a 2 0.05) sdo comparados com aqueles obtidos pelo Elemento de
Ahmad (AHMAD et al, 1970), que é um elemento excelente para a resolucio deste tipo de
problema (ZIENKIEWICZ er al, 1971).
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Tabela 7.50: Deflexdio w,, para diferentes relagdes v/a (placa retangular engastada em seus
lados submetida & carga uniformemente distribuida - esquema de interpolagdo 1).

Resultados
t/a para Esquema 1 Esquema 1
comparacio malha 2x2 malha 4x4
o gl Erro a gl Erro
a (%) (%)
0,005 0,00254 9 ! 24 ! ! 104 !
0,010 0,00254 ! 24 ! ! 104 s
0,050 0,00286 % | 0.00202 | 24 | 294 | 0.00266 104 7.0
0.100 0,00394 % | 0.00357 | 24 94 | 0.00385 104 2.3
wc e a . .g,é:w.
D

D Teoria cldssica de Kirchhoff (a/b=2 e v=0.3)
@ Elemento de Ahmad
(1) Erro superior a 50%

Tabela 7.51: Deflexdo w,_, para diferentes relagdes t/a (placa retangular engastada em seus
lados submetida & carga uniformemente distribuida - esquema de interpolagéo 2).

Resultados
t/a para Esquema 2 Esquema 2
comparacio malha 2x2 malha 4x4
e’ gl Erro o gl Erro
o (%) (%)
0,005 0,00254 7 | 0.00250 | 28 1.6 | 0.00251 120 1.2
0,010 0,00254 7 | 0.00251 | 28 1.2 | 0.00252 120 0.8
0,050 000286 “ | 0.00283 | 28 1.0 | 0.00286 120 0.0
0,100 0,00394 % 1 0.00391 | 28 0.8 | 0.00393 120 0.2
w = 22
D

) Teoria classica de Kirchhoff (a/b=2 e v=0.3)
2) Elemento de Ahmad
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Tabela 7.52: Deflexdo w,, para diferentes relagbes t/a (placa retangular engastada em seus
lados submetida & carga uniformemente distribuida - esquema de interpolagio 3).

Resultados
t/a para Esquema 3 Esquema 3
comparac¢io malha 2x2 matha 4x4
o el Erro 7’ gl Erro
23 (%) (%)
0,005 0,00254 % 1 0.00270 | 44 63 | 0.00330 184 | 29.9
0.010 0002547 | 0.00252 | 44 0.8 | 0.00248 184 2.4
0,050 0,00286 0.00285 | 44 0.3 0.00283 184 1.1
0,100 0,00394% 1 0.00393 | 44 02 | 0.00391 184 0.8
4
wc = (¥ qb

U Teoria cldssica de Kirchhoff (a/b=2 ¢ v=0.3)
2 Elemento de Ahmad

Tabela 7.53: Deflexdo w_, para diferentes relagdes #/a (placa retangular engastada em seus
lados submetida & carga uniformemente distribuida - esquema de interpolagdo 4).

Resultados
t/a para Esquema 4 Esquema 4
comparacio malha 2x2 malha 4x4
o gl Erro v gl Erro
o (%) (%)
0,005 0,00254 9 ! 24 ! ! 104 !
0,010 0,00254 ! 24 ! ! 104 !
0,050 000286 | 000164 | 24 | 42.7 | 0.00249 104 | 129
0,100 0,00394 | 000324 | 24 | 17.8 | 0.00377 104 43
4
wc el a . g..é.—
D

) Teoria classica de Kirchhoff (a/b=2 e v=0.3)
) Elemento de Ahmad
{1 Erro superior a 50%
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Tabela 7.54: Deflexdo w,, para diferentes relagdes /a (placa retangular engastada em seus

lados submetida & carga uniformemente distribuida - esquema de interpolagdo 5).

Resultados
t/a para Esquema 5 Esquema 5
comparacio malha 2x2 malha 4x4
o gl Erro a gl Erro
Q (%) (%)
0,005 0,00254Y 1 0.00239 | 28 59 1 0.00245 120 3.5
0,010 0,00254 | 0.00240 | 28 55 | 0.00246 120 3.1
0,050 0,00286 " | 000272 | 28 49 | 0.00281 120 1.7
0,100 0.00394% | 0.00374 | 28 5.1 0.00387 120 1.8

4
wcza'qb
D

() Teoria cldssica de Kirchhoff (a/b=2 ¢ v=0.3)
@) Elemento de Ahmad

Tabela 7.55: Deflexdo w,, para diferentes relagdes t/a (placa retangular engastada em seus

lados submetida & carga uniformemente distribuida - esquema de interpolaggo 6).

Resultados
t/a para Esquema 6 Esquema 6
comparagio malha 2x2 malha 4x4
o gl Erre ¢ gl Erro
a (¥o) ()

0,005 0,00254 ¥ 0.00210 1 44 17.3

0.00341 184 34.2

0,010 0,00254 Y 0.00240 | 44 55

0.00246 184 3.1

0,050 0,00286 ¥ 0.00271 | 44 5.2

0.00281 184 1.7

0,100 0,00394 @ | 000374 | 44 5.1

0.00377 184 4.3

c

4
w, =o- 2
D

1) Teoria cldssica de Kirchhoff (a/b=2 e v=0.3)
@ Blemento de Ahmad
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Os graficos das Figuras 7.18 e 7.19 apresentam a convergéncia dos resultados obtidos
pelos seis esquemas de interpolagdo propostos segundo trés malhas de discretizagdio (4,9 e 16
elementos) e duas espessuras (t/a = 0.005 e t/a = 0.05). Os deslocamentos calculados sio
normalizados segundo o resultado de comparagiio. que assume valor unitério no grafico

PLACA RETANGULAR ENGASTADA
COM CARGA BISTRIBUIDA (t/a » 0.005)

(22 S ey
i e tesl@munna

b S SQUBNE 2

12 ———gsquema 3

. mesquema §
1402

esquema &

DESLOCAMENTO NORMALIZADC

0.82

4 ] 16
NUMERO DE ELEMENTOS

Figura 7.18: Convergéncia dos resultados com o refinamento da malha para placa retangular
engastada em seus lados submetida a carga uniformemente distribuida
(t/a = 0.005 - placa fina).

PLACA RETANGULAR ENGASTADA
COM CARGA DISTRIBUIDA (t/a = 0.05}

s M- —testemunha )
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¢.81

0.76

.71 |

DESLOCAMENTO NORMALIZADO
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Figura 7.19: Convergéncia dos resultados com o refinamento da malha para placa retanguiar
engastada em seus lados submetida a carga uniformemente distribuida
(t/a = 0.05 - placa moderadamente grossa
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7.5.2 Placa submetida a2 acio de uma carga concentrada central,
perpendicular a seu plano

-

- . . Py
A deflexdo w,_, calculada no centro da placa, € normalizada segundo o fator ~5~, onde

P ¢é o valor da carga concentrada, » o menor lado da placa e D, sua rigidez, dada pela
Equagdo (7.1).

Os resultados obtidos peios elementos propostos (Tabelas 7.56 a 7.61) na anilise de
placas finas {¢a < 0.05) sdo comparados com aqueles oriundos da Teoria Cldssica de .
Kirchhoff (TIMOSHENKO e KRIEGER, 1968), jd os resultados obtidos na andlise de placas
moderadamente grossas (#/a = 0.03) sio comparados com aqueles obtidos pelo Elemento de
Ahmad (AHMAD er al, 1970), que apresenta excelentes resultados para este tipo de problema
(ZIENKIEWICZ et al, 1971).

Tabela 7.56: Deflexdo w_, normalizada, para diferentes relagbes o, para placa retangular
engastada em seus lados submetida a carga concentrada central - esquema de
interpolacio 1).

Resultados
t/a para Esquema 1 Esquema 1
comparaciio malha 2x2 malha 4x4
Ji gl | Erro Ji gl Erro
5 (%) (%)
0,005 0.00722 9 ! 24 ! ! 104 !
0.010 0,00722 " ! 24 ! ! 104 !
0,050 0.00858Y | 000478 | 24 | 443 | 0.00745 104 | 132
0.100 001422 | 0.00973 | 24 | 31.6 | 0.01279 104 | 10.1

i

Wc :ﬁpgﬁ

) Teoria cldssica de Kirchhoff (a/b=2 e v=0.3)
@ Elemento de Ahmad
(1) Exro superior a 50%

i51



Capitulo 7

Exemplos de Aplicacao

Tabela 7.57: Deflexdio w_, normalizada, para diferentes relagdes t/a. para placa retangular

engastada em seus lados submetida a carga concentrada ceniral - esquema de
interpolagfio 2).

Py

Resultados
t/a para Esquema 2 Esquema 2
comparacio malha 2x2 malha 4x4
i ol Erro 5 gl Erro
i (%) (Yo)
0,005 0,00722" | 0.00504 | 28 | 302 | 0.00675 120 6.5
0,010 0,00722" 1 0.00508 | 28 | 29.6 | 0.00681 120 5.7
0,050 0,00858 % 1 0.00646 | 28 | 247 | 0.00838 120 2.3
0,100 0,01422% | 001046 | 28 | 26.4 | 0.01316 120 7.4
pPb*

() Teoria cldssica de Kirchhoff (a/b=2 e v=0.3)
) Blemento de Ahmad

Tabela 7.58: Deflexdo w,, normalizada, para diferentes relacdes t/a, para placa retangular

engastada em seus lados submetida & carga concentrada central - esquema de
interpolacao 3).

Resultados
t/a para Esquema 3 Esquema 3
comparacio malha 2x2 malha 4x4
Ji gl Erro Ji gl Erro
p (%) (%)
0,005 0,00722 ¥ ! 44 ! ! 184 !
0.010 0,00722 0.00508 | 44 206 | 0.00680 184 5.7
0,050 0.00858 Y | 0.00646 1 44 | 247 | 0.00838 184 2.3
0,100 001422 0.01047 | 44 | 264 | 001317 184 7.4
Ph?
w, = [
=8 D

3 Teoria clissica de Kirchhoff (a/b=2 ¢ v=0.3)
¥ Elemento de Ahmad
(1) Erro superior a 50%
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Tabela 7.59: Deflexao w_, normalizada, para diferentes relagbes #/a. para placa retangular
engastada em seus lados submetida & carga concentrada central - esquema de
interpolagdo 4).

Resultados
t/a para Esquema 4 Esquema 4
comparacio malha 2x2 malha 4x4
Ji gl Erro Ji el Erro
B (%) (%)
0,005 0,00722 " ! 24 ! ! 104 !
0,010 0,00722 ¢V ! 24 ! ! 104 !
0,050 0,00858 ! 24 ! 0.00666 104 | 224
0,100 0,014229 | 0.00855 } 24 | 399 | 0.01191 104 | 162
Pb?
w = ff 5

) Teoria cldssica de Kirchhoff (a/b=2 ¢ v=0.3)
@ Blemento de 4hmad
(1) Erro superior a 30%

Tabela 7.60: Deflexdo w,, normalizada, para diferentes relagdes #/a, para placa retangular
engasiada em seus lados submetida a carga concentrada central - esquema de
interpolacio 3).

Resultados
t/a para Esquema 5 Esquema 5
cOmparacio malha 2x2 malha 4x4
Ji gl | Erro Ji gl Erro
JZ (o) (%)
0,005 0,00722%Y | 0.00479 | 28 | 336 | 0.00532 120 | 263
0,010 0,007227 1 0.00461 | 28 | 36.1 | 0.00533 120 | 262
0,050 0,00858 % 1 0.00490 | 28 | 429 | 0.00572 120 | 333
0,100 0,01422 % [ 28 ! ! 120 !
Pb?
w, = [ 5

) Teoria cldssica de Kirchhoff (a/b=2 e v=0.3)
2 Elemento de 4hmad
(1) Erro superior a 50%
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Tabela 7.61: Deflexdo w,, normalizada. para diferentes relagdes (/a, para placa retangular

engastada em seus lados submetida & carga concentrada central - esquema de
interpolacdo 6).

Resultados
t/a para Esquema 6 Esquema 6
comparacio malha 2x2 malha 4x4
Jé gl | Erro b gl Erro
B (%) (%)
0,005 0,00722 000412 | 44 | 42.9 | 0.00599 184 17.0
0.010 0,00722 % 0.00483 | 44 | 33.1 | 0.00664 184 8.0
0,050 0.00858 @ 0.00605 44 | 295 | 0.00809 184 5.7
0,100 0,01422 % 0.00957 | 44 | 327 | 0.01248 184 12.2

W, = /B ng

) Teoria classica de Kirchhoff (a/b=2 ¢ v=0.3)
) Elemento de Ahmad

Os graficos das Figuras 7.20 e 7.21 apresentam a convergéncia dos resultados obtidos
pelos seis esquemas de interpolagio propostos segundo trés malhas de discretizagio (4,9 ¢ 16
elementos) e duas espessuras (t/a = 0.005 e t/a = 0.05). Os deslocamentos calculados sio
normalizados segundo o resultado de comparago, que assume valor unitdrio no gréfico

PLACA RETANGULAR ENGASTADA
COM CARGA CONCENTRADA ({t/a = 0.005)

i — W —tastemunha
| em———psquUemMa 2
| et g5 qUEMa 5

§ e @S QUAM 2 §

DESLOGCAMENTO NORMALIZADC

4 e 16
NUMERO DE ELEMENTOS

Figura 7.20: Convergéncia dos resultados com o refinamento da matha placa retangular
engastada em seus lados submetida & carga concentrada central
(t/a = 0.005 - placa fina).
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PLACA RETANGULAR ENGASTADA
COM CARGA CONCENTRADA (t/ia = 9.65)

+ .. E R W s o o —— -

0.95
g o9
g P
rﬁ — B «lestemunha
3 oss we—d—— BSQUEM A 1
x
g 08 wme————— pEAUEM A 2
o .
g —e— g quema 3
&
Z 675 ——s——esqUamE 5
[t
2 e @S HHAM & B
e
[=]

Q.65

0.8
.55
4 4 i\

NUMERO OF ELEMENTOS

Figura 7.21: Convergéncia dos resultados com o refinamento da malha placa retangular
engastada em seus lados submetida & carga concentrada central
(t/a = 0.05 - placa moderadamente grossaj.
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CAPITULO 8

ANALISE DOS RESULTADOS

8.1 INTRODUCAO

Os elementos propostos neste trabalho utilizam diferentes polindmios associados aos
nds ¢ ao interior dos elementos para efetuar a interpolacdo do campo de deslocamento. Esses
esquemas de interpolagdo sdo resumidos na Tabela 7.1. As diversas expansdes polinomiais
decorrentes geram, naturalmente, formulagdes com eficiéncias varidveis, tanto no que se
refere & convergéncia com o refino da matha de discretizagdo, a correc@o dos resultados
obtidos, como também, ao esfor¢o computacional empreendido em funcio dos graus de
liberdade envolvidos. A andlise detalhada das Tabelas de 7.2 a 7.61, onde os resultados
oriundos dos seis esquemas de interpolagdo propostos s@o confrontados com solugdes
analfticas ou com solucdes numéricas cldssicas, assegura esta afirmacio.

Desta forma, pode-se concluir que o esquema de interpolagio nitmero 2, que associa,
aos quatro nés do elemento, fungdes lineares e a seu interior, cinco fungdes qudrticas, € o que
exibe o melhor desempenho geral entre os esquemas propostos. Com relagdo ao nimero de
graus de liberdade gerados, o esquema 2, ao lado do esquema 5, ocupa uma posigdo
intermedidria entre 0s esquemas propostos. Ji com relagdo a corregdo de resultados, o erro
exibido pelo esquema 2 no cdlculo das deflexdes no centro das placas, para as diversas
condi¢des de contorno e carregamento, foi, no geral, inferior ao dos demais esquemas
propostos; foi, também, o esquema que, seguramente, apresentou a melhor taxa de
convergéncia. Além disso, o desempenho do esquema 2 foi iguaimente bom em situagOes de
placas finas (#/a<0.05) ¢ de placas moderadamente grossas (f/a= 0.03). As fungles que
compdem o esquema 2 sfo reapresentadas na Tabela 8.1.

As Tabelas de 8.2 a 8.60 apresentam os resultados obtidos pelo elemento proposto,
que emprega 0 esquema de interpolacdo nimero 2, comparados ao desempenho de quatro
elementos isoparamétricos, de uso consagrado, que abrigam formulagdes diversas. O primeiro
é o elemento de Zienkiewicz (ZIENKIEWICZ et al, 1971); os outros trés sdo elementos
implementados no programa computacional ANSYS versdo 5.2 (KOHNKE, 1994): elemento
STIF93 (8 nos, 6 graus de liberdade por nd), elemento STIF43 (4 nos, 6 graus de liberdade por
n6) e elemento STIF63 (4 nds, 6 graus de liberdade por né). Os elementos STIF93 e STIF43
incluem em sua formulagiio o efeito do cisathamento ao longo da espessura do elemento,
enquanto que o elemento STIF63 desconsidera este efeito. Todos os quatro elementos utilizam
integragio numérica reduzida no cdlculo de suas matrizes.
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Tabela 8.1 - Esquema de interpolagdo n® 2.

FUNCOES

Nopals | Vu(em)= i—(lﬁé‘)(im n o Ne(&m) E%(Hﬁ)(i —1)

Nu(Em) =21 gen)  MurEm=5(1-8ten)

MoEm=-te i lend Ly ey
a (G =gy e g Mgy g Hg )

Mo (Em = (e a8 e EY e 4+ —1)
MaGm=(gmqe g ORI R

: 1M 5 = e —— Py Py z —n*

| MG T T
M e — e — Y - B I e
WO e T T

e EIY e — e T =
85 )(8 R )

Mh«ys(fﬂ?)~(_g—§§+§§ +

8.2 PLACA QUADRADA SIMPLESMENTE APOIADA
EM SEUS LADOS

8.2.1 Placa submetida & acio de uma carga uniformemente
distribuida, perpendicular a seu plano

Como mencionado no Capitulo anterior, a deflexdo w_, calculada no centro da placa, €

4
. %4
normalizada segundo o fator 4%~ Portanto,

H}c :a.qa (81)
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Os resultados (Tabela 8.2) sdo comparados com aqueles da Teoria da Elasticidade
Tridimensional (PAGANO, 1970), para diferentes relagdes (1/a) entre a espessuta ¢ € o lado a
da placa quadrada, permitindo a andlise do desempenho dos elementos tanto em aplicagoes de
placas finas (#/a < 0.05) como em aplicagdes de placas moderadamente grossas (Haz 0.05).

Tabela 8.2: Erro no calcuio da deflex@o central da placa, para diversos elementos e para
diferentes relagdes t/a (placa quadrada simplesmente apoiada em seus lados
submetida & carga uniformemente distribuida- maiha 2x2).

Resultados | Esquema 2 | Elemento de | Elemento | Elemento | Elemento
t/a para Zienkiewicz | STIF93 STIF63 STIF43
comparacio gl =30 gl =44 gl = 44 gl=16 gl=16
(@) Erro (%) | Erro (%) | Erro (%) | Erro (%) | Erro (%)
0,005 0,004060 0.9 0.1 3.2 7.4 6.2
0,010 0,004061 0.1 2.1 3.3 7.4 5.9
0,050 0,004111 2.0 4.7 4.7 6.0 0.9
0,100 0.004263 4.9 8.2 8.2 2.3 10.5

A partir da Tabela 8.2, pode-se constatar que o elemento proposto (esquema 2)
apresenta, no geral, um desempenho melhor do que aquele apresentado pelos demais
elementos.

8.2.2 Placa submetida a aciio de uma carga concentrada central,
perpendicular a seu plano

Como mencionado no Capitulo anterior, a deflexdo w_, calculada no centro da placa, €

normalizada segundo o fator £&

. Portanto,

(8.2}

Os resultados obtidos pelos diversos elementos (Tabela 8.3) na andlise de placas finas
(t/a<0.05) sdo comparados com aqueles oriundos da Teoria Cldssica de Kirchhoff
(TIMOSHENKO e KRIEGER, 1968); jd4 os resultados obtidos na andlise de placas
moderadamente grossas (f/a = (.05) sfio comparados com aqueles obtidos pelo Elemento de
Ahmad (AHMAD et al, 1970).
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Tabela 8.3: Erro no cilculo da deflexio central da placa, para diversos elementos e para
diferentes relacdes t/a (placa quadrada simplesmente apoiada em seus lados
submetida a carga carga concentrada central- malha 2x2).

Resultados | Esquema 2 | Elemento de | Elemento | Elemento | Elemento
t/a para Zienkiewicz | STIF93 STIF63 STIF43
comparacio gl =30 gl =44 gl =44 gl=16 gl =16
(H) Erro (%) Erro (%) Erro (%) | Erro (%) | Erro (%)
0,005 0,01160 0.9 0.1 3.2 7.4 6.2
0,010 0,01160 0.07 2.1 33 7.4 5.9
0,050 0,01200 2.0 4.7 4.7 6.0 0.9
0,100 0,01392 4.9 8.2 8.2 2.3 10.5

A partir da Tabela 8.3, pode-se constatar que o elemento proposto (esquema 2)
apresenta, no geral, um desempenho melhor do que aquele apresentado pelos demais
elementos.

8.2.3 Placa submetida & acio de uma carga distribuida senoidal,
perpendicular a seu plano

Os resultados obtidos pelos diversos elementos (Tabela 8.4) sdo comparados com a
solugdo exata dada a partir da Teoria de Elasticidade Tridimensional (PAGANO, 1970), para

as diferentes relagdes (7a). Como mencionado no Capitulo anterior, a deflexdo w,_, calculada
4
. . qod
no centro da placa, é normalizada segundo o fator —5— . Portanto,

.
i

D

W= (8.3)

Tabela 8.4: Erro no cdlculo da deflexdo central da placa, para diversos elementos e para
diferentes relacdes t/a (placa quadrada simplesmente apoiada em seus lados
submetida ¢t carga carga distribuida senoidal- malha 2x2).

Resultados | Esquema 2 | Elemento de | Elemento | Elemento | Elemento
t/a para Zienkiewicz | STIF93 STIF63 STIF43
comparacio gl=236 gl = 44 gl =44 gl=16 gl=16
() Erro (%) | Erro(%) | Erro (%) | Erro (%) | Erro (%)
0,005 0,002566 4.5 1.0 6.5 12.4 12.7
0,010 0,002566 5.7 2.3 6.6 12.4 12.6
0,050 0,002598 6.6 3.9 8.1 13.5 12.0
0,100 0,002695 12.5 7.5 12.1 16.6 9.3
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A partir da Tabela 8.4, pode-se constatar que o elemento de Zienkiewicz apresenta um
desempenho melhor do que aquele apresentado pelo elemento proposto (esquema 2).
Contudo, este elemento ainda se destaca em relac@io aos demais; deve-se ressaltar, também,
que o elemento proposto tem um nimero menor de graus de liberdade do que o elemento de
Zienkiewicz.

8.3 PLACA QUADRADA ENGASTADA EM SEUS
LADOS

8.3.1 Placa submetida a ac¢io de uma carga uniformemente
distribuida, perpendicular a seu plano

Os resultados obtidos pelos diversos elementos (Tabela 8.5) na andlise de placas finas
(t/a<0.05) sdo comparados com aqueles oriundos da Teoria Cldssica de Kirchhoff
(TIMOSHENKO e KRIEGER, 1968); ji os resultados obtidos na analise de placas
moderadamente grossas (a 2 (05) sdo comparados com aqueles obtidos pelo Elemento de
Ahmad (AHMAD et al, 1971).

Como mencionado no Capitulo anterior, a deflexdo w,_, calculada no centro da placa, €

4
normalizada segundo o fator %5~ Portanto,

(8.4)

Tabela 8.5: Erro no calculo da deflexdo central da placa, para diversos elementos e para
diferentes relagdes t/a (placa quadrada engastada em seus lados submetida
carga uniformemente distribuida - malha 3x3),

Resultados | Esquema 2 | Elemento de | Elemento | Elemento | Elemento
t/a para Zienkiewicz | STIF93 STIF63 STIF43
comparacio gl =66 gl =69 gl =69 gl =22 gl=22
(a) Erro (%) Erro (%) | Erro (%) | Erro (%) | Erro (%)
0,005 0,00126 1.6 15.1 1.6 6.5 7.5
0,010 0,00126 1.6 4.0 0.8 6.5 6.7
0,050 0,00127 2.4 4.7 4.7 5.7 34
0,100 0,00149 1.3 1.3 1.3 10.1 6.5
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A partir da Tabela 8.5, pode-se constatar que o elemento proposto (esquema 2) e o
clemento STIF93 apresentam os melhores desempenhos comparativamente aos dematis. O
elemento proposto, entretanto, possui um menor nimero de graus de liberdade.

8.3.2 Placa submetida a acdo de uma carga concentrada central,
perpendicular a seu plano

Os resultados obtidos pelos diversos elementos (Tabela 8.6) na andlise de placas finas
(t/a<0.05) sio comparados com aqueles oriundos da Teoria Classica de Kirchhoff
(TIMOSHENKO e KRIEGER, 1968); ji os resultados obtidos na andlise de placas
moderadamente grossas (#a > 0.05) sdo comparados com aqueles obtidos pelo Elemento de
Ahmad (AHMAD et al, 1970).

Como mencionado no Capjtulo anterior, a deflex@o w,, calculada no centro da placa, €

1
normalizada segundo o fator ﬁg‘j’m . Portanto,

Pa?
D

w.=f (8.5)

Tabela 8.6: Erro no calculo da deflex@o central da placa, para diversos elementos e para
diferentes relacdes t/a (placa quadrada engastada em seus lados submetida a
carga carga concentrada central - matha 3x3).

Resultados | Esquema 2 | Elemento de | Elemento | Elemento | Elemento
t/a para Zienkiewicz | STIF93 STIF63 STIF43
comparacio gl =66 gl =69 gl = 069 gl =22 gl=22
(5) Erro (%) Erro (%) | Erro (%) | Erro (%) | Erro (%)
0,005 0,00560 6.1 13.7 1.6 4.0 5.6
0,010 0,00560 5.9 4.1 0.8 4.0 5.4
0,050 0,00573 1.2 5.7 5.7 .6 1.2
0,100 0.00735 6.2 1.9 1.9 20.8 6.8

A partir da Tabela 8.6, pode-se constatar que o elemento STIF93 apresenta um
desempenho melhor do que o do elemento proposto (esquema 2) que, por sua vez, apresenta
um desempenho, em geral, compativel com os demais.
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PLACA RETANGULAR
APOIADA EM SEUS LADOS

8.4 SIMPLESMENTE

8.4.1 Placa submetida a4 ac¢io de uma carga uniformemente
distribuida, perpendicular a seu plano

Os resultados obtidos pelos diversos elementos (Tabela 8.7) na andlise de placas finas
(t/a<0.05) sio comparados com aqueles oriundos da Teoria Cldssica de Kirchhoff
(TIMOSHENKO e KRIEGER, 1968); ji os resultados obtidos na andlise de placas
moderadamente grossas (#/a = 0.05) sdo comparados com aqueles obtidos pelo Elemento de
Ahmad (AHMAD et al. 1970).

Como mencionado no Capitulo anterior , a deflexdo w,, calculada no centro da placa,

, . 5°
¢ normalizada segundo o fator %5 . Portanto,

(8.6)

Tabela 8.7: Erro no calculo da deflexdo central da placa, para diversos elementos ¢ para
diferentes relacdes t/a (placa retangular simplesmente apoiada em seus lados
submetida & carga uniformemente distribuida - malha 2x2}.

Resultades | Esquema 2 | Elemento de | Elemento | Elemento | Elemento
t/a para Zienkiewicz | STIF93 STIF63 STIF43
comparacio gl =36 gl = 44 gl = 44 gl =16 gl=16
() Erro (%) Erro (%) | Erro(%) | Erro (%) | Erro (%)
0,005 0,01013 4.1 1.7 2.5 3.6 1.0
0,010 0.01013 0.5 2.1 2.6 3.6 0.9
0,050 0,01065 1.7 2.0 2.0 8.4 1.8
0,100 0,01209 0.3 0.7 0.7 19.3 2.6

A partir da Tabela 8.7, pode-se constatar que o elemento proposto (esquema 2} ¢ 0
elemento STIF43 apresentam os melhores desempenhos comparativamente aos demais. O
elemento STIF43 tem, entretanto, um nimero menor de graus de liberdade.
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8.4.2 Placa submetida a acdo de uma carga concentrada central,
perpendicular a seu plano

Os resultados obtidos pelos diversos elementos (Tabela 8.8) na andlise de placas finas
(/a<0.05) sdo comparados com aqueles oriundos da Teoria Classica de Kirchhoff
(TIMOSHENKO ¢ KRIEGER, 1968); jd os resultados obtidos na andlise de placas
moderadamente grossas (#/a 2 0.05) sdo comparados com aqueles obtidos pelo Elemento de
Ahmad (AHMAD et al, 1970).

Como mencionado no Capitulo anterior, a deflexdo w,_, calculada no centro da placa, é -

. Ph?
normalizada segundo o fator —5~. Portanto,

. Ph?
D

=0 (8.7)

Tabela 8.8: Erro no cilculo da deflexfo central da placa, para diversos elementos e para
diferentes relaces t/a (placa retangular simplesmente apoiada em seus lados
submetida & carga concentrada central - malha 3x3).

Resultados | Esquema 2 | Elemento de | Elemento | Elemento | Elemento
para Zienkiewicz | STIF93 STIF63 STIF43
comparacio gl =36 gl =44 gl =44 gl=16 gl=16
(5) Erro (%) Erro (%) Erro (%) | Erro (%) | Erro (%)
0,005 0,01651 2.8 1.0 0.5 2.6 2.5
0,010 0,01651 2.5 0.3 1.1 2.6 2.2
0,050 0,01814 2.5 3.3 3.3 0.6 2.5
0,100 0,02406 7.2 2.2 2.2 29.6 7.2

A partir da Tabela 8.8, pode-se constatar que os elementos de Zienkiewicz ¢ STIF93
apresentam desempenho melhor do que aquele apresentado pelo elemento proposto (esquema
2). Contudo, este elemento tem um menor nimero de graus de liberdade.

8.4.3 Placa submetida a acdo de uma carga distribuida senoidal,
perpendicular a seu plano

A Tabela 8.9 apresenta os resultados obtidos pelos diversos elementos (a deflex@o we
no centro da placa) comparados com a solugdo exata dada pela Equagdo (7.5), para o caso de
placa fina (#a < 0.05) e com a solugdo apresentada pelo elemento de Ahmad (AHMAD et al,
1970) para o caso de placa moderadamente grossa (t'a = 0.05).
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Tabela 8.9: Erro no cdlculo da deflexdo central da placa, para diversos elementos e para
diferentes relagdes t/a (placa retangular simplesmente apoiada em seus lados
submetida a carga distribuida senoidal - malha 2x2).

Resultados | Esquema 2 | Elemento de | Elemento | Elemento | Elemento
t/a para Zienkiewicz | STIF93 STIF63 STIF43
comparacio gl =36 gl = 44 gl = 44 gl=16 gl=16
We tem) Erro (%) Erro (%) | Erro (%) | Erro (%) | Erro (%)
0.005 | 1.3666.10~ i1 0.6 8.3 11.1 13.2
0,010 | 1.7082.10° 33 0.7 8.1 11.1 (3.1
0.050 | 1.4214.107 1.7 2.5 7.2 14.6 12.6
0.100 | 2.0357.10° 3.4 1.0 8.5 25.4 13.0

A partir da Tabela 8.9, pode-se constatar que o elemento proposto (esquema 2),
juntamente com o elemento de Zienkiewicz , apresenta um desempenho melhor do que aquele
apresentado pelos demais elementos. O elemento proposto tem, entretanto, um menor nimero
de graus de liberdade.

8.5 PLACA RETANGULAR ENGASTADA EM SEUS
LADOS

8.5.1 Placa submetida a ac¢io de uma carga uniformemente
distribuida, perpendicular a seu plano

Os resultados obtidos pelos diversos elementos (Tabela 8.10) na andlise de placas finas
(H/a<0.05) sio comparados com aqueles oriundos da Teoria Cldssica de Kirchhoff
(TIMOSHENKO e KRIEGER, 1968); jd os resultados obtidos na anilise de placas
moderadamente grossas (/a = 0.05) sio comparados com aqueles obtidos pelo Elemento de
Ahmad (AHMAD er al, 1970).

Como mencionado no Capitulo anterior , a deflexdo w,, calculada no centro da placa,

4
¢ normalizada segundo o fator ‘"q‘“’%’"’ . Portanto,

bfi
N

- (8.8)
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Tabela 8.10: Erro no cdlculo da deflexdio central da placa, para diversos elementos e para
diferentes relagdes t/a (placa retangular engastada em seus lados submetida a
carga uniformemente distribuida - maltha 3x3).

Resultados | Esquema 2 | Elemento de | Elemento | Elemento ; Elemento
t/a para Zienkiewicz | STIF93 STIF63 STIF43
comparacgio gl =66 gl = 69 gl =69 gl =22 gl=22
(a) Erro (%) Erro (%) Erro (%) | Erro (%) | Erro (%)
0,005 0,00254 4.3 2.0 0.2 6.6 3.7
0,010 0,00254 3.9 0.2 0.2 6.6 3.4
0,050 0,00286 2.8 1.0 1.0 5.3 2.0
0,100 0,00394 1.3 0.2 0.2 30.3 1.3

A partir da Tabela 8.10, pode-se constatar que os elementos de Zienkiewicz e STIF93
apresentam desempenho melhor do que aquele apresentado pelo elemento proposto (esquema
2). Contudo, este elemento tem um menor nimero de graus de liberdade.

8.5.2 Placa submetida a acdo de uma carga concentrada central,
perpendicular a seu plano

Os resultados obtidos pelos diversos elementos (Tabela 8.11) na andlise de placas finas
(t/a<0.05) sdo comparados com aqueles oriundos da Teoria Cldssica de Kirchhoff
(TIMOSHENKO e KRIEGER, 1968); j4 os resultados obtidos na andlise de placas

moderadamente grossas (¢/a = 0.03) sdo comparados com aqueles obtidos pelo Elemento de
Ahmad (AHMAD et al, 1970).

Como mencionado no Capitulo anterior, a deflexdo w_, calculada no centro da placa, €

. pht
normalizada segundo o fator —~ . Portanto,

Ph*

w, = ,BWD»% (8.9)
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Capitulo 8

Analise dos Resultados

Tabela 8.11: Erro no cilculo da deflexdo central da placa, para diversos elementos e para
diferentes relagdes t/a (placa retangular engasiada em seus lados submetida a
carga concentrada cenfral - malha 3x3).

Resultados | Esquema 2 | Elemento de | Elemento | Elemento | Elemento
t/a para Zienkiewicz | STIF93 STIF63 STIF43
comparacio gl = 66 gl =69 gl = 69 gl=22 gl =22
(5 Erro (%) Erro (%) | Erro (%) | Erro (%) | Erro (%)
0,005 0,00722 7.1 7.6 1.7 4.9 11.0
0,010 0,00722 7.5 2.1 0.3 4.9 9.0
0,050 0,00858 4.7 5.7 5.7 11.8 8.0
0,100 0,01422 11.0 3.4 34 46.8 13.5

A partir da Tabela 8.11, pode-se constatar que o elemento STIF93 apresenta
desempenho melhor do que aquele apresentado pelo elemento proposto (esquema 2).

Contudo, este elemento tem um menor numero de graus de liberdade.



Conclusdes

CAPITULO 9

CONCLUSOES

Neste trabalho foram desenvolvidos elementos finitos quadrilaterais subparamétricos
para anélise de placas finas e placas moderadamente grossas a partir da formulag&o de sélido
degenerado como proposto por Ahmad ef al e formulados de acordo com a teoria de Mindlin-
Reissner. A interpolac@o da geometria foi feita através do elemento quadrilateral quadratico
da familia Serendipity e o campo de deslocamento interpolado através de polindmios lineares
ou ctbicos, associados aos nos dos vértices e de polindmios cibicos e/ou qudrticos associados
a0 interior do elemento, isto €, polindmios ndo associados a nos; foram considerados cinco
graus de liberdade fisicos por né, sendo trés translagdes e duas rotagdes e trés graus de
liberdade sem um significado fisico definido, por func¢do de interpolagdo associada ao interior
do elemento.

Através da andlise das tabelas e graficos apresentados no Capitulo 7 e Capitulo &, onde
os diversos elementos subparamétricos sdo comparados entre si e com elementos
isoparamétricos de uso consagrado, pode-se concluir que a proposta de inclusdo de
polindmios ndo associados a nds para a interpolagdo do campo de deslocamento, a partir da
versdo h do método dos elementos finitos, revelou-se bem sucedida. Particularmente, deve-se
destacar o esquema de interpolagiio nimero 2, que associa, aos quatro nods do elemento,
funcdes lineares e a seu interior, cinco fungdes qudrticas, como sendo o de melhor
desempenho geral. Este elemento mostrou uma eficiéncia, no que concerne a taxa de
convergéncia e corregdo de resultados, compativel com aquela apresentada por elementos
implementados em programa de cardter comercial; em alguns casos, o desempenho do
elemento foi até superior.

Uma concluséio importante que se pode auferir deste trabalho é que as fungbes de
interpolagiic associadas ao interior do elemento (“bolhas”) podem ser empregadas no
desenvolvimento de uma formulagfo do tipo hierdrquica, baseada no conceito de aproximagéo
p do método dos elementos finitos. Desta forma, partindo-se de uma expansdo polinomial
inicial para a interpolacdo do campo de deslocamento, pode-se promover um refinamento
hierdrquico sucessivo, aumentando a ordem da aproximagdo pretendida. As fungdes em
questdo apresentam a vantagem de se poder refinar cada elemento individualmente, sem que
isso interfira nos elementos adjacentes, o que ndo se verifica, por exemplo, quando se utilizam
funcdes hierdrquicas associadas aos lados do elemento; pode-se considerar, portanto,
expansdes polinomiais diferentes associadas a elementos diferentes, que € uma caracteristica
essencial do refinamento adaptativo, onde novos graus de liberdade sfio criados desde que
requeridos, a partir da magnitude do erro envolvido na andlise.

Finalmente, como proposta de continuidade deste trabalho, sugere-se:
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Conclusoes

Estudo da formulag@o proposta visando a inclusdo de elementos distorcidos, permitindo a
andlise de placas circulares e cascas.

Implementagdo, baseada na formulagdo proposta, de um clemento para andlise de
estabilidade de placas.

Implementacio, baseada na formulagio proposta, de um elemento para andlise dinimica
de placas.

Desenvolvimento de elementos finitos hierdrquicos para andlise de placas, a partir do
elemento superparamétrico linear e considerando-se as fungdes de interpolagao associadas
a0 interior do elemento, definidas neste trabalho.

Desenvolvimento de elementos finitos hierdrquicos para andlise de placas, a partir do
elemento isoparamétrico quadatico e considerando-se as fungbes de interpolagio
associadas ao interior do elemento, definidas neste trabalho.
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Apéndice A

APENDICE A

FUNCOES DE FORMA DA FAMILIA
SERENDIPITY

A.l. Introducgao

Apresentam-se, a seguir, as fungdes de forma N, {£,17)da familia Serendipity, assim

IN(&m) V()
& on

como suas derivadas com relagdo as coordenadas curvilineas, , para

cada nd { do plano médio do elemento de placa.

A.2 - Funcdes de Forma da Familia Serendipity

N (Em) = (1= -n)-&-n-1)

(A1)
No(&n) =1+ &)1 -nfE=n-1) (a2)
V(&) = 1+ €)1+ )& +n-1) (a3)
N(Em) = (1= +nf-&+n-1) (A4
Ny(Em) = %(1 =& )(1-n) (A.5)
Valem) =5 {1+ e)i-m) o
N, (&m) m%{l-éz)(i +11) (A7)
No(&m) =5 (1-&)(1-m) (AB)
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A.3 - Derivadas das Funcdes de Forma da Familia Serendipity

N, (;E,n) _ “"Ei(] —n)~2&-n) (A.9)
3Nz(§§’”) :%(1 ~n)2&-n) (A.10)
P L1z ) '

AlD
R L ren-22m |

(A.12)
ang,n) E(1-n) (A.13)
aNi;;S,n) :_;_( -7 (A.14)
aNgg,n) g1+ (A.15)
aNgg,n):w%@_n ) (A.16)
éwia(jn) . _%(1.. E(-&-2m) (A.17)
aN;(j,n) _ _Mi(Hé)(g_ZH) .

(A.18)
aNga(j??) =Luseeran)

(A.19)
Won) gy

(A20)
8N;(jﬁ) _ ;{1 &) (A.21)
azvg(é,n) 2(i+&)

(A.22)
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(A.24)



Apéndice B

APENDICE B

GRAFICOS DAS FUNCOES DE FORMA DA
FAMILIA SERENDIPITY

Apresentam-se, a seguir, os grificos das fungdes de forma Ni.(é,n) da familia

Serendipity, associadas aos nés i do plano médio do elemento de placa.

Figura B.l - Funcio de Forma Ni(f,n):é(lw—é)(l—n)(—ﬁ—nml), associada ao né 1 do

elemento de placa.
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Figura B.2 - Fungdo de Forma Nz(éj,n)mi(l%«é)(lmn)(@mn—i), associada ao ndé 2 do

elemento de placa

Figura B.3 - Fung@io de Forma Nz(é,n):%(1+§)(1+n)(§+n——1), associada ao né 3 do

elemento de placa.
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Figura B.4 - Fungdio de Forma N,(&,n) mi(i—cs)(1+n)(—§+n—l), associada ao né 4 do

elemento de placa.

Figura B.5 - Fungio de Forma Ny(£.n) = %(1—52)(1—1;) , associada ao né 5 do elemento de

placa.
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Figura B.6 - Fungio de Forma Nﬁ(ﬁ,n) = %(1 +§)(1— nz), associada ao nod 6 do elemento de

placa.

Figura B.7 - Fun¢do de Forma N,(£,n) = %(1 ._53)(1 +1), associada ao né 7 do elemento de

placa.
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Figura B.8 - Fungio de Forma Ny(&,n)= %(i—f)(i —I‘;Z), associada ao n6 8 do elemento de

placa.
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Apéndice C

APENDICE C

DERIVADAS DAS FUNCOES DE INTERPOLACAO
DO CAMPO DE DESLOCAMENTO

Apresentam-se, a seguir, as derivadas das fungdes N, (&,7), associadas aos nés, e

fungdes M (Jj,n) , associadas ao interior do elemento, utilizadas na interpolagdo do campo

oN,(En) oN,(En) «9M,,k(c§,n)ec9M,,k(§,n)’

de deslocamento:

ok T op T ¥ on

N”(éf?)*i(“@)(f”?) (C.1)

@r—‘;—?@wi(i—n) (C.2)

PCa)__L(-¢) (©3)

N;J&?‘f)mi:(“é)(l—??) (C.4)

?_ﬁ’_&%‘:ﬂ - L-m) GE)

éN—fyg—f’—”)m%(Hé) (C.6)

N,_g(é,n)ﬂ“j;(l“?@)(”’?) (C.7)

%@:i’(”’” (€8

aN%(?f,n) :Zli(]‘ +8) (C.9)

Nﬂ(&n)m?}(i—é)(Hﬂ) (C.10)
éf‘ig_ééi?)m%@m) (€11
ON 5(€.7)

1
o 5(1—5) (€.12)
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NulEni= (5T L E T
Mgg{é@_}:%(-ngﬂfz—in-%-n‘*)
?_N_ﬁé}%éﬂmiz}%—(-l+n2)(2-3-5+§j)
ﬁﬂffm&%z%w@w-mw})
M}g{%ﬂ;%(-lw‘-nzlﬁf*if'g)
Nﬂ(‘g,n)m(-;-+§—§-£€j)(é+§ﬂénj)
QmAmﬁg(T@@;%(z-éz)(zw-n-n*)
iﬁ%;_ii’?)m%(pn?).(hié-f)
Wu(En)= (5 e NG '
@%%:%(-1-52)(%3.77-17”
ﬂzg?_ﬂz}%a-nz)(z-i&é“ﬁ

) 1 1. 1., 1.0 1 1, 1,

M. (E) = (cm e E e E ) ,

C ) (8 5° 85 oL il e <
1

oM 1 3.,
—e T +

3o E_ 2 “1“?3 w}_.....-}_ g 2
= g §+8€)( 3 4??+871)

1 1
573
My 11
o g 4
My 1]

on 3 8

1 2 l 3 E 1 I 2 I i

My &)= (- +—E +=—EN ==+ =1
3., 1 1 | P
+ — [ ¥ A, + - R
58@(88?? Y 87’;)

1 e E 1 1 1 3 L)
+=E +=EN(—=—+—-n+277
g gty

1o, 1, Do © 1 1, 1,
MoEm=ote_Lep ey L 1 L 1
(&M (8 86 85 85)( S 8?? 8’7 877)

T 1. 3., 1 1 1., 1.,
e — = E W)= oY
(8 45 86)(8 ST 8n)

M., _
JE

182
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My (L Ve lp Loy 113
,._a_n__<8 3 8«5 sgg}( 8+4n+8n> (C.33)
My = (=428 Y m oo +o)
wle =g T tgs TR TR TR (C.34)
My (1 Te By L L1 1
% = ( 8+4§+8g )(8 8” 8?? “*“87?) (C.35)
My L Lp Lo Loy 1 13
= = 2 8§+8§ +8§)( ” 4?7+87T} (C.36)
MG = (ot + 8= 42 77) |
ate=temgs T Ny TR TR (€.37)
oMy(En) oty 1l L 1,
T-(-E§+2§)(8 315" +§n) (C.38)
oM (Em 1 1., t,, 1 1.3,
_W——i;f? ):(g“zg ‘*‘gé )(“g*’zn"'gn) (C.39)
M (é )—{i_l§2+l§4)(_i_l +.1_ 2.;.}_ 3)
2o W=7 e 73 g g g1 g (C.40)
Mu(Em 1, T 111, 1,
Tm( 2€+2£‘>( A +8n) (C.41)
MyEn) 1 1, L 113,
m-—an—_(8 45 +8§ X 8+4n+8n) (C.42)
L LN VA0 N JEE S
MyEm=-7& +5E0G g +on) (€43)
oMs(Em) 1, L L1, 1
TM( 2§+2§ )(8 47? +87?) (C.44)
aMdS 53?7 1 Ly 1 ! L s
_av(*; - e ) (4
L1, 1., T 1 1., 1.,
MA&J?}_—(g-gém—éé +8§ N7 +gm) (C.46)
M (Em) 1 1, 3,00 1 5 1,
Tm( : 45 w11*845)(8 e *%*8?7) (CAT)
M (En 1 1, 1., 1., 1 1
_“““””“”””3,(7 )=(§—§éj—§§"+gc§')(—§n+§n3) (C.48)
maeet teg Ler Ly b 10 14
M@ =(-g=g 8458 +58) g7 +gm) (C.49)
M(Em) 1 1, 3,01 15 1
T“( 8+4§4~8§)(8 i +8n) (C.50)
oM (En 11, 1., 1 11,
———-—4;7(5 )=(W§—§5+§5'+§§3)(—5ﬁ+53) (C.51)
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Apéndice D

APENDICE D

OBTENCAO DOS COEFICIENTES DE RIGIDEZ
POR INTEGRACAO NUMERICA

Admitindo-se que &, e 1, sdo as coordenadas do ponto de integracdo p, que W, € o fator de
ponderagdo asssociado ao ponto p e que np € o nimero total de pontos de integragdo, os
coeficientes de rigidez sdo calculados da seguinte forma:

D.1 Coeficientes da submatriz [k, ]

kil '_Ez‘{(}w {( ’“f(gﬁ 7? )+UB”!!(§: nﬁ)) Bm_,(f 77 )

+(U B!”l (5 np)-é.B"lI (é T}p)) B"H} (ép TI }+ ( ) B?lh(& np) B Uj(ép n_rl j|
1 : .
+ k(l + v) '[B-ﬂ!i (ép’np )'B-Hij (5]) ’np ) + Bﬁ]f[ (ép ’np )'Biﬂlj (ig’p ’TIF )]}1J(€P ’np )le (D 1)

I

o
EZ{(i [( ]*),'1(5 ?? )+ﬁ3 711(51) ‘,Y‘j! )) Bnl}{gp Tf )

+(U Bi")ii (51) n[J)+B?7£1(§ np )) BQII; (é n )+ v} 321i (ép’np)‘B}Hj (ép 5n!1}:|
] !
+ i{(} + U) '[84255 (5[} ’np )’Biﬂij (ép 717.1)) + BS'ZH (ép ’T}p )'Biljj (ép ] np )}}]‘](ép ’np )i'Wp (DZ)

EZ{(}W [(Bﬂif(é T} )+U'Bl3f (5 TI )) Bﬂ{r(ép TIP

(I1-v)

+(U Bl'”z (551 np).}—B"'%h(é np)) BZ”J (5 np)+ ‘8331':'(6;9”17{; )'Biﬂl}(ép’np)}
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o]
k.(i+v)

E &
Ky zm-zf;[%ﬁ (&,.1,)-B,,,(&,.1,)

p=i

+ g, (E,.1,)-Bsyy (&,.1, )H](éx 7, )tW

E o
ksp = m-;f; '{Ca;s;,- (é:,) My )‘BMI} (ép ’np)

+ CSSH(gp’np)‘BSIIj (5,;:77;,)]-1](6{;:?7[, )lw
np 2
kl?— :EZ{(IW ) [{ Hh{g nj))+U‘B7ifg(§p’nI;)) Bpfj(é n )

+{v. Bl}l({gp’np}"’_B’fh(gp ) szg(gp n, }‘*‘(

1
+
k.(b+0)

np

’”‘ WE 2{(1— [( 32!:(5 n,‘})+v'Bz_2h(g 77!,)) B;z,lj(ép n )

|
+ (U'Bl2i£ (ép ’np ) + BZZH (ép ’rfp ))BEEI; {5,;7 ’T!p } + ( . D)

1 3
* k.(1+0) '{B‘%ZH (€,:1,)- By (5,.11,) + By (5,07, ) By (&,.1, )]}.[J(ép,n,, )l.W
np
-E Z{ [(BH& (5 ol )%-U'B’”f(éﬁ My DBy (5 57?;3)
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'184315(5;1377,7 )'B-'Hij (ép T )+ Bey (C:'I, ,77;,)~Bs,1;,-{!§‘p 1, )}}.1](;},7}[} )'Wr

Bun (G,:M,)- BM@W,,)}

‘[Béili <§p ’ rflp ) B»i'.-lfj (ép ? n;; ) + BSIH (512 3 np )' BS'Z!}' (gp ’ n;z )]}'E‘](ép ’ T?p )i'Wf

—. By, (gp 31, )-Byy, (gp . )}

(D.3)

(D.4)
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