22/97

E.-S‘;E EADHI LAR %«unnhw;‘w?iﬁ T Al e
TESE NEFENDIDA ?G’%.m_,_m,,iif:‘fi,f%..'tf,..,_E_:‘:f_i,w._‘.‘.,:g:“:.fiu%:_m._,_._m_,

£ APROYADA PELA

w15/ 08 /1970
Ve

UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
FACULDADE DE ENGENHARIA MECANICA

Estudo de Estimadores de Erros
de Elementos Finitos em Elasticidade

Linear Bidimensional

Autor: Jo#do Francisco Foganholi
Orientador: Dr Renate Pavanello




UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
FACULDADE DE ENGENHARIA MECANICA
DEPARTAMENTO DE MECANICA COMPUTACIONAL

Estudo de Estimadores de Erros
de Elementos Finitos em Elasticidade

Linear Bidimensional

Autor: Jodo Francisco Foganholi
Orientador: Renato Pavanello .

Curso: Engenharia Mecanica
Area de Concentracio: Mecénica dos Sélidos

Dissertagdo de mestrado apresentada a comissio de Pés Graduagio da Faculdade de
Engenharia Mecénica, como requisito para a obtengfo do titulo de Mestre em Engenharia
Mecénica.

Campinas, 1997
S.P. - Brasi




FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA
BIBLIOTECA DA AREA DE ENGENHARIA - BAE - UNICAMP

Foganholi, Jodo Francisco

F687e Estudo de estimadores de erros em elasticidade linear
bidimensional. / Jofo Francisco Foganholi.--Campinas,
SP: [s.n.], 1997

Orientador: Renato Pavanello.
Dissertagdo (mestrado) - Universidade Estadual de
Campinas, Faculdade de Engenharia Mecénica.

1. Método dos elementos finitos. 2. Elasticidade. 3.
Resisténcia de materiais. 4. Deformacgses e tensdes. .
Pavanello, Renato. II. Universidade Estadual de
Campinas. Faculdade de Engenharia Mecénica. 111 Titulo.




e T A TR e T e e e e e T e S s W i S T T AR W T e e e W e e T TR e e e e TR e e e e TR TR T T

UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
FACULDADE DE ENGENHARIA MECANICA
DEPARTAMENTO DE MECANICA COMPUTACIONAL

DISSERTACAO DE MESTRADO

Estudo de Estimadores de Erros
de Elementos Finitos em Elasticidade

Linear Bidimensional

Autor: Jedo Francisco Foganholi
QOrientador: Renato Pavanello

Prof. Dr. Renato Pavanello, Presidente
DMC/FEM/UNICAMP .

i

~ i
; ;
i 4

] i H : -
iA [ e AN B
/ zL/,ﬁ\/? gi/ \é" U

Y

Prof. Dr. Wlaniir Carlos de Oliveira
ICE-Escola Federal de Engenharia de Itajuba

Hrme Cracsbe _;}“h"“"'—v

Prof. Dr. Fernando Iguti
DMC/FEM/UNICAMP

Campinas, 15 de Agosto de 1997



Toda longa caminhada comega com um simples passo.



Agradecimentos

A Nosso Senhor Jesus Cristo.

Este trabalho ndo poderia ser terminado sem a ajuda de diversas pessoas as quais
presto minha homenagem:

A minha familia pelo incentivo em todos 0s momentos da minha vida.
Ao meu orientador, pelo constante apoio, dedica¢io e paciéncia.

A todos os professores e colegas do departamento, que ajudaram de forma direta
mdireta na conclusio deste trabalho.



Conteudo

1-INTRODUCAO

1.1-Discussio Inicial
1.2-Aspéctos Gerais
1.3-Alguns trabalhos nessa area
1.4 Abordagem desse trabalho
1.5-Descrigdo do trabalho

2-EQUACOES DE ELASTICIDADE LINEAR BIDIMENSIONAL

2.1-Introducéo
2.2-Estado Geral de Tensio
2.3-Estado Plano de Tensdo

2.4-Relagdo entre Deformagdes e Deslocamentos: Modelo Cinematico

2.5-Equacdes Diferenciais de Equilibrio
2.6-Principio dos Trabalhos Virtuais

3-APROXIMACAO POR ELEMENTOS FINITOS

3.1-Introducdo

3.2-Aproximacio Nodal

3.3-Funcoes de Interpolagio

3.4-Matriz de Rigidez e For¢a Nodal Equivalente dos Elementos
3.5-Elementos Isoparameétricos

3.6-Integra¢do Numérica e Avaliagio das Matrizes Elementares
3.7-Pos Processamento: Calculo das Tensdes

3.8-Conclusio

4.ESTIMADORES DE ERROS

4 1-Introdugio

4 2-Estimativa do Erro

4 3-Estimadores de Erros

4 .4-Erro para Elemento Triangular Linear

4.5-Erro para Elemento Triangular Quadratico

4 6-Erro para Elemento Quadrilateral Linear

4 7-Estimativa de Erro baseada na descontinuidade em tensio

4 8-Estimativa de Erro baseada nas tensBes médias-Estimador ZZ 1
4.9-Estimador ZZ2

00 -3 B B e e

10

10
10
13
15
21
27

32

32

"33

35
38
43
47
35
56

57

57
58
58
67
72
73
75
77
80



5-TESTES E RESULTADOS NUMERICOS

5.1-Introdugio

5.2-Exemplos de Chapas submetidas a Tragao

5. 3-Exemplos de Chapas submetidas a Flexdo

5.4-Cilindro de parede espessa-Comparagdo com solugao analitica
5.5-Exemplos com Cilindro de parede espessa submetido a pressdo interna
5.6-Indice de Efetividade

5.7-Comentarios

6-COMENTARIOS E CONCLUSOES

7.REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

82

82
83
84
94
99
106
109

110

113



e e e S W TR T AR T R T TR O wmw R e W T R T O O S TR T TR W% TR W O ww TWW T TR TR W R TR e e e T

Lista de Figuras

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
27

2.8
29

31
3.2
3.3
3.4
35
3.6
3.7
38
3.9

4.1
42

43
44
4.5
4.6
47
438
49

5.1
52
53
5.4
5.5

5.6
5.7

5.8
59

Seis componentes de tensdo atuando num ponto interior do corpo
Chapa Fina sujeita a forgas coplanares

Trés componentes de tensdo (Estado Plano)

Ponto "P" no interior de um corpo elastico submetido a forgas externas
Ponto "P" de um paralelepipedo de dimensdes infinitesimais
Deformagdo no plano x-y do ponto "P"

Equilibrio das forgas internas e externas um paralelepipedo de dimensdes
infinitestmais

Componentes de Tensfo no ponto "O" de um corpo solido

Tetraedro elementar no ponto "O" e suas componentes médias de tensio

Dominio discretizado por elementos finitos
Elemento triangular linear(ETL)

Elemento triangular quadratico(ETQ)
Elemento quadrilateral linear(EQL)
Mapeamento do ETL

Mapeamento do ETQ

Mapeamento do EQL

Trés pontos de integracgio para o ETQ
Quatro pontos de integragdo para o EQL

NOo (i) pertencente a dois elementos

Erro de aproximagdo em deslocamento e tens3o para problemas de uma
dimensio e fungio de forma linear

Chapa fina discretizada por ETL

Chapa fina discretizada por ETQ

Chapa fina discretizada por EQL

Chapa fina discretizada por ETL (Nastran)

Pontos de Integragdo do EQL

Chapa fina discretizada por EQL (Ansys)

Recuperador de Tensdo média nodal-(ZZ2)

Chapa fina submetida a tragfo e discretizada por ETL
Chapa fina submetida a tragio e discretizada por ETQ
Chapa fina submetida a tragéo e discretizada por EQL
Chapa fina submetida a flexdo e discretizada por ETL

Norma do Erro em Energia em fung@io do niimero de elementos para caso de

flexdo para ZZ e ZZ1

Percentagem do Erro em fung@o do nimero do ETL para caso de flexdio
para ZZ e ZZ1

Saito em tens&o em fungdo do nimero do ETL para o caso de flexio
Chapa fina submetida a flexdo discretizada por 6 ETQ

Norma do Erro em Energia em fungfo do numero do 6 ETQ para caso de
flexéio

11

11
13
14
16
17
18

22
24
24

33
35
36
37
43
44
45
52
55

59

60
67
73
74
75
77
79
81

83
84
84
85

86
86

87
88



5.10

5.11
5.12

5.13

5.14
5.15
5.16

5.17
5.18
5.19
5.20
521

5.22
5.23

5.24
5.25
5.26
527
528
5.29
5.30
531
5.32
5.33
534
5.35
5.36

Percentagem do Erro em fun¢do do numero do ETQ para caso de flexdo
para ZZ e ZZ1

Chapa fina discretizada por 3 ETQ para caso de flex@o

Norma do Erro em Energia em fun¢io do numero do EQL para caso de
flexdo para ZZ e ZZ1

Percentagem do Erro em fungio do nimero do EQL para caso de flexao
para ZZ e ZZ1

Chapa fina submetida a flexdo discretizada com EQL

Norma do Erro em Energia em funcio do nimero do EQL para caso flexio
Percentagem do Erro em Energia em fungdo do nimero do EQL para
caso flexdo

Cilindro de parede espessa submetido a pressdo interna

Cilindro submetido a pressdo interna discretizado com 12 EQL

Cilindro submetido a pressdo interna discretizado com 48 EQL

Tensdes Radiais em fungio do raio para cilindro de parede espessa (12 EQL)
Tensdes Tangenciais em fungdo do raio para cilindro de parede

espessa (12 EQL)

Tenstes Radiais em fung8o do-raio para cilindro de parede espessa (48 EQL)
Tensdes Tangenciais em fungdo do raio para cilindro de parede

espessa (48 EQL)

Norma e Percentagem do erro para 31 ETL (ZZ)

Norma e Percentagem do erro para 77 ETL (ZZ)

Norma ¢ Percentagem do erro para 77 ETL (ZZ.1)

Norma e Percentagem do erro para 16 EQL (ZZ)

Norma e Percentagem do erro para 48 EQL (ZZ)

Norma e Percentagem do erro para 31 ETQ (ZZ)

Norma e Percentagem do erro para 77 ETQ (ZZ)

Estimativa do erro por 77 ETL segundo salto em tensdes

Norma ¢ Percentagem do erro por 77 ETL (ZZ2)

Norma exata do erro por 77 ETL

Indice de Efetividade para 77 ETL (ZZ)

Indice de Efetividade para 77 ETL (ZZ1)

Indice de Efetividade para 77 ETL (ZZ2)

v

89
90

91

91
92
93

93
95
96
96
97

98
98

99
100
101
102
102
103
104
104
105
106
167
107
108
108



Lista de Tabelas

3.1
32

4.1

51
52
53
54

Derivadas das func¢des de forma para ETQ
Derivadas das fun¢des de forma para EQL

Conectividade

Percentagem de erro para ETL
Percentagem de erro para ETQ
Percentagem de erro para 6 EQL
Percentagem de erro para 6 EQL

51
53

68

85
88
90
92



Nomenclatura

Letras Latinas;

A

{a}

i

b

[B]

[C]
dx,dy,dz
du,dv,dw
E
ENASTRAN
{e}

{e,}
[{eH
[{e.H

t’{ e}ilANSYS
{f}
f

F

G

h

[J]

[K]
l,m,n
[M]
[N]

2

Pi

r

Sa Sy S,
T
[TRA]
{T,}
u,v,w
{0}
W
XY,2

Area

Vetor deslocamento

Raio interno do cilindro

Raio externo do cilindro

Matriz derivadas das fungdes de forma
Matriz das constantes elasticas do material
Dimensdes infinitesimais no espago global
Dimensdes infinitesimais no espaco local
Modulo de Elasticidade longitudinal do material
Estimativa do erro segundo Nastran
Vetor erro em deslocamento

Vetor erro em tensdo

Norma do erro em deslocamento
Norma do erro em tensio

Norma do erro segundo Ansys

Vetor forca

Fator empirico

Magnitude da Forga

Modulo de Elasticidade transversal do material
Tamanho do elemento

Matriz jacobiana

Matriz de nigidez

Cossenos diretores

Matriz de Massa

Matriz das fungdes de forma

Grau do polindmio

Pressio interna

Raio do cilindro

Componentes das forgas de superficie

Tensio Media

Matriz transformacio das tensdes nos pontos de integragiio para os nos

Tensor tensdo

Deslocamentos no referencial local
Campo de deslocamento pelo MEF
Fator de ponderagio

Coordenadas no referencial global

{X,,Y.,Z, } Forgas por unidade de volume

vi



Letras Gregas:

p

ESANSYS

Percentagem de erro segundo (ZZ)
Percentagem de erro segundo Ansys

{8u},{8v} Desiocamento virtual

(e}
Ae
Y
r

iy iy pu s, i T o<
a ala o< & =

<

Abreviaturas:

EQL
ETL
ETQ
MEF
77

Tensor das deformagdes especificas
Razdo entre erros

Variagdo angular

Funcional

Referencial local

Coeﬁciente de Poisson
Indice de efetividade
Tensdo radial

Tensdo tangencial

Tensor tens3o pelo MEF
Tensor tensdo da Flasticidade

Tensdes normais recuperadas (ponderadas pelas areas)
Tensoes melhoradas (suavizadas)
Norma da tensdo pelo MEF

Tensoes de cisalhamento recuperadas (ponderadas pelas areas)

Integrando

Elemento Quadrilateral Linear
Elemento Triangular Linear
Elemento Triangular Quadratico
Método de Elementos Finitos
ZIENKIEWICZ/ZHU

Vil



Vil

Resumo

FOGANHOLI, Jodo Francisco, Estudo de Estimadores de Erros de Elementos Finitos em
Elasticidade Linear Bidimensional, Campinas, Faculdade de Engenharia Mecinica,

Universidade Estadual de Campinas, 1997, 117p. Dissertagio(Mestrado)

Nesse trabalho € realizado um estudo de alguns estimadores de erros aplicados a
elementos finitos para resolugdo de problemas de estado plano de elasticidade linear. Trés tipos
de estimadores sdo estudados: o primeiro proposto por ZIENKIEWICZ/ZHU em 1987, o
segundo usado pelo pacote comercial ANSYS que € similar ao primeiro, e o terceiro, proposto
nesse trabalho, que usa o estimador ZZ, porém com uma técnica melhorada para recuperar o
campo de tensoes.

Foram descritas detalhadamente as formulagdes tedricas dos estimadores de erros,
técnicas de recuperagio de tensdio e implementadas rotinas computacionais para a avaliacio
dos seguintes parametros: campo de deslocamentos, campo de tensdes nos pontos de
integragdo, campo de tensbes nos nds, campo de tensdes médias nodais, campo de tensdes
melhoradas, erro nos pontos de integracio, erro nos nos, norma em energia para o erro por
elemento, percentagem de erro por elemento e percentagem de erro global. Para a
discretizago usou-se elementos triangulares lineares, triangulares quadraticos e quadrilaterais
lineares.

Foram feitos exemplos e comparagdes com o estimador proposto no pacote comercial
Ansys, aqui denominado [ZZ1] que ¢ similar ao estimador [ZZ] e também com os resultados
obtidos com o estimador baseado no salto de tensdes proposto no programa Nastran. Os
resultados obtidos sdo analisados e comparados, variando-se o tipo de problema e o
refinamento das malhas.

O estudo feito nesse trabalho € importante na aplicagio de Elementos Finitos onde se
requer refinamentos do tipo (h), pots, indica quais elementos devem ser refinados e quando o

processo de iteragio deve ser interrompido.



Abstract

FOGANHOLI, Jodo Francisco, Estudo de Estimadores de Erros de Elementos Finitos em
Elasticidade Linear Bidimensional, Campinas, Faculdade de Engenharia Mecinica,

Universidade Estadual de Campinas, 1997, 117p. Disserta¢io(Mestrado)

In this work, a study of some error estimators for some finite elements applied to linear
elasticity plane state problems is realized. Three types of estimators are studied: the first is the
one proposed by ZIENKIEWICZ/ZHU in 1987, the second used by ANSYS is similar to the
first and the third proposed in this work is an improvement of the ZIENKIEWICZ/ZHU stress
recovery technique.

The theoretical formulations of these error estimators and stress recovery techniques are
analized in detail. Some computational routines for the calculation of: nodal displacements,
stresses at the integration points, nodal stresses, nodal mean stresses, smooth stresses, error at
the integration points, error at the nodal points, energy norm of the elementary errors,
elementary error percentage and glogal error percentage are implemented. Linear triangular,
quadratic triangular and linear quadrilateral elements are used in the discretization process.

Some examples are presented considering the ANSYS error estimator ZZ1, which is
similar to the ZZ esimator, and the results are compared with the ones obtained considering the
estimator used by NASTRAN. The results obtained are analysed and compared considering
different types of problems and different types of discretization.

Error estmators are important in the application of the Finite Element Method when h-
type mesh refinement is needed, because error estimators can indicate which elements should

to be refined and when the iteration process should be interrupted.



CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1-Discussio inicial

O Meétodo de Elementos Finitos ( MEF ) foi desenvolvido na década de 40
para aplicagdes em engenharia. Com o posterior interesse de matematicos,
desenvolveu-se uma sodlida base tedrica para o método. De um modo geral, pode-se
considerar o MEF como um metodo numérico para a resolugio de equagdes

diferenciais ordinarias e parciais.

Devido a evolugo da industria eletrdnica e da informatica, a aplicagdo do
método tornou-se viavel, levando-se em consideragio o tempo de processamento € o

custo computacional.

A generalidade e as potencialidades do método tem levado engenheiros,
matematicos ¢ fisicos a aperfeigoarem cada vez mais essa técnica, contando para isso
com & ajuda de uma formulagdo adequada e programas computacionais de uso geral
que englobam desde a modelagem geométrica até o pos processamento dos resultados,
passandc por diferentes modelos de resolugio, onde o ME ¢ efetivamente

implementado.



Assim, o MEF tem sido largamente utilizado como uma técnica poderosa para
a resolugdo de problemas voltados para as areas de engenharia mecinica, civil, elétrica,

aeronautica, aeroespacial, etc.

Na engenharia mecanica algumas das aplicagbes do método estdo voltadas para

a termodindmica, mecdnica dos solidos, mecanica dos fluidos, etc.

O método quando aplicado a simulagdes em mecénica computacional tem por
objetivo aproximar ¢ comportamento de um meio elastico continuo, através de sua
discretizagdo, por um numero finito de elementos. Esses elementos caracterizados
por nos, definem certas porgdes do meio continuo, denominando-se elementos finitos.
O método converge para a solugdo exata do problema a medida que o namero de
elementos tende a infinito. Como o meio continuo foi discretizado por um nimero
finito de elementos, pode-se resolver um sistema de equagdes algébricas ao invés de

um sistema de equacgdes diferenciais.

Esse trabalho esta voltado para resolugdo estatica de problemas estruturais de

mecanica dos solidos, no espago bidimensional.

O meio continuo sera discretizado em elementos, sendo cada elemento formado
por nos, as incognitas serdo os deslocamentos desses nos. Admite-se entdo que tendo
sido enconirados os deslocamentos nodais, pode-se determinar o campo de
deslocamentos em qualquer ponto do elemento. Visto que o MEF ¢ uma solugio
aproximada do problema, existe entdo, uma diferenga entre a solu¢do exata e a solugio

obtida pelo método. Essa diferenga € o erro.

Para se estimar a2 norma do vetor erro quando o métode ¢ aplicado, usam-se

estimadores de erro que serdo o tema principal dos capitulos seguintes desse trabalho.

1.2-Aspectos Gerais

O MEF tem demonstrado ser uma das técnicas numéricas mais utilizadas para a
solugdo de problemas de engenharia. No entanto, um modelo impréprio de elementos

finitos pode produazir erros significativos na solugio final.



Nos ultimos anos muitas pesquisas tém sido realizadas com o objetivo de se
desenvolver elementos que se adaptem melhor a solu¢io de problemas da engenharia
estrutural, buscando-se formas automaticas para se avahar a efetividade da solucdo

encontrada.

Para se testar a efetividade da solugfio pelo MEF ¢ necessario saber o quanto
ela diverge da solucdo exata do problema, que pode em alguns casos, ser encontrada

analiticamente, ou fazendo-se um refinamento homogéneo acentuado na malha.

Apés uma estimativa inicial dos erros encontrados no modelo, pode-se propor
métodos automaticos para redug@o dos mesmos. Os métodos mais usuais para redugdo
dos erros estimados sdo: refinamento tipo (r), onde as coordenadas nodais sdo
simplesmente realocadas, sendo que, as fung¢des de forma e o nimero de elementos sdo
mantidos, refinamento tipo (p), o numero e a distribuicdo de elementos sobre a malha
discretizada permanecem fixos, entretanto, o numero e o grau das fungdes de
interpolagdo sdo aumentados progressivamente e o refinamento tipo (h) onde a malha
dos elementos é refinada através da diminui¢do sucessiva do tamanho dos elementos.
Nesse tipo de refinamento, o numero e as fungdes de interpolagio permanecem fixos a
nivel de elemento. O refinamento tipo (h) € a pratica comum na analise por elementos
finitos, que consiste em resolver um problema varias vezes, até que a solugdo pelo
método convirja para a solugdio exata ou otimizada. Existem também os refinamentos

mistos, que sdo composigdes dos tipos anteriores, por exemplo, o refinamento {h-p).

Para qualquer tipo de refinamento se faz necessario uma ferramenta para
indicar a regifo (ou regides) da malha onde deverd ocorrer o refinamento. Os
estimadores de erros permitem, a partir de uma analise inicial, determinar o erro
relacionado com os resultados obtidos. Entfo, com base nesses dados, a malha ¢
refeita (total ou parcialmente), com o objetivo de se reduzir o erro referente aos

resultados.

Trés tipos de erros comumente ocorrem quando se emprega um método

numeérico, tal como o método dos elementos finitos, {RIBEIRQO,1986]. O primeiro ¢ o



mais importante € o erro devido a discretizagdo, que se traduz no ndo cumprimento
das equagdes diferenciais que regem os problemas. O segundo ¢ devido aos
truncamentos, ocorridos durante o calculo computacional, os quais podem ser
minimizados utilizando-se computadores de alta precisio. O terceiro tipo de erro ¢
causado pelas simplificacbes envolvidas na construgdo do modelo matematico

representativo do problema.

Nesse trabalho a preocupagio esta voltada para o primeiro tipo de erro, o erro

de discretizacio.

1.3-Alguns Trabaihos nessa area

Em 1987, [ZIENKIEWICZ/ZHU]. apresentaram um estimador de erro de
razoavel precisdo e de facil implementagio. Esse estimador permite estimar o erro
global na norma de energia e faz uma estimativa do erro a nivel local. Este pode ser
combinado com um processo de refinamento adaptativo ou simplesmente dar uma
dire¢do para se construir uma nova malha, permitindo assim obter-se resultados
desejaveis de precisio. Quando combinado com gerador automatico de malha
consegue-se um processo de analise bastante eficiente. Alguns trabalhos matematicos
pioneiros nessa linha foram apresentados por [BABUSKA/RHEINBOLDT,1978],
[ZIENKIEWICZ/CRAIG,1984] e foram posteriormente utilizados na engenharia.

No topico de estimativa de erro para solucdo de problemas de elementos finitos
e posterior analise adaptativa, na qual a aproximagio ¢ sucessivamente refinada para
atingir determinados padrdes de precisdo, o estimador de erro ¢ de fundamental

importancia.

Nesse trabalho sdo estudados trés estimadores de erro aplicados ao problema
da elastoestatica linear. Postertormente a resolugdo da equagdo, o erro ¢ avaliado
através da norma de energia a nivel de elemento, procedendo assim para todos os
elementos da malha. Dessa maneira entdo, o estimador avalia a porcentagem de erro

giobal, que pode ser comparado com um valor pré determinado e aceitavel de erro. Se



a percentagem de erro for maior que a estabelecida, a malha devera ser refinada, caso
contréario, a malha podera ser mantida. Os elementos a serem refinados sdo aqueles que
possuem o erro maior que um valor previsto. Esse processo termina quando se atinge
um determinado nimero de iteragdes ou quando a porcentagem de erro a nivel global

fique menor ou igual a porcentagem de erro pré estabelecida.

Em 1989, [AINSWORTH. et al]. mostraram ser efetivo e convergente o
estimador proposto por ZIENKIEWICZ/ZHU. Analisaram também outras classes de
estimadores que comprovaram ser assintoticamente exatos, dentre eles, 0 proposto por
ZIENKIEWICZ/ZHU.

ZIENKIEWICZ/ZHU em 1990 apresentaram uma técnica de recuperagio de
tensdes superconvergente utilizada em conjunto com estimadores de erro a posteriori
para problemas unidimensionais. Resultados numéricos de erros estimados medidos na
norma de energia e na norma maximo, foram apresentados. Mostraram também a
relagdo entre dois tipos de estimadores, o primeiro baseado no pds-processamento, o
segundo tipo, o residual, apresentado por [BABUSKA/RHEINBOLDT,1978]. O
estimador tipo pos processamento € computado pelo uso de técnicas de recuperagio
de tensdes obtidas a partir de alguma forma de projeg¢io (por exemplo, suavizando
pelo minimos quadrados ou obtendo-se média de tensdes). Segundo
ZIENKIEWICZ/ZHU, uma das principais vantagens em se usar estimador de erro a
posteriori para solugdo de problemas usando elementos finitos € que o erro estimado

pode ser avaliado global e localmente.

LAWRENCE et al, 1991, apresentaram uma forma fechada para matrizes de
rigidez juntamente com o uso de estimador de erro para elementos triangulares
hierarquicos planos para a resolugo de problemas de elementos finitos. Os célculos do
estimador foram feitos elemento por elemento e comprovaram que o método é
eficiente ¢ de boa precisdo. Segundo o autor, as solugBes de alguns problemas
conhecidos usando o indicador de erro para refinamentos seletivos de regides, indica
convergéncia acelerada quando comparado com a razdo de convergéncia usando

refinamento de matha uniforme. Concluiram também que a avaliagio para as matrizes



de rigidez e do estimador de errc usando formulagdo explicita ¢ bem mais rapida que

integracio numérica.

A solugio de problemas de elasticidade pelo MEF fornece um campo continuo
de deslocamentos, sendo que para as tensdes e deformagdes esses campos nem sempre
sdo continuos, em funcio da aproximacdo adotada. Algumas técnicas tém sido usadas
para lidar com tais campos de descontinuidades: valores médios nodais, valores nos
pontos de Gauss, extrapolagio, etc. [CANTIN. et al,1978] por exemplo, apresentaram
um algoritmo iterativo para se construir ambos os campos continuos de tensdes e
deformagdes, partindo da solugio classica pelo MEF, utilizando a técnica de valores
médios nodais, tal procedimento de suavizagdo das tensdes € parte fundamental para

construg¢do dos estimadores de erros a posteriori.

Trabalhos sobre técnicas de recuperagdo de tensdo tiveram inicio com
[HINTON/CAMPBELL,1974] que introduziram uma forma de suavizar as tensdes a
nivel local e global, usando o método dos minimos quadrados para funcdes
descontinuas de tensdes. Estabeleceram também a relagfo entre a suavizagio local e a
técnica de integragio reduzida para elementos isoparamétricos parabolicos. O principal
atrativo desse processo de suavizacgdo € a facilidade de implementacdo, pois envolve
apenas uma matriz de transformagdo, que faz uma extrapolagfo polinomial das tensdes
dos pontos de integragdo para os nos do elemento. Os pontos de integragdo sdo
considerados pontos otimos para o calculo das tensSes em modelos de elementos

finitos, [BARLOW,1976].

Alguns trabalhos mais recentes sobre recuperadores de tensdo para posterior
uso de estimativa de erro e analise adaptativa foram apresentados por
ZIENKIEWICZ/ZHU, [1992,a,b], onde ¢ desenvolvida uma técnica de recuperagio,
tomando-se uma expansio polinomial da fungio descrevendo as tensdes. Considera-se
para cada no, os elementos que o compartilham e realiza-se a expansdo ao longo dos

pontos superconvergentes dos elementos.

Quando se emprega a técnica de recuperacdo, fazendo-se uma expansio

polinomial, verifica-se uma taxa de convergéncia superior para os nés internos em



relagdo aquela encontrada para 0s nos de contorno,
[WIBERG/ABDULWAHAB,1993], além disso, as tensdes recuperadas ndo satisfazem
a equagdo de equilibric do problema. Um procedimento utilizado para se evitar este
problema € o de acoplar as componentes de tensdo atraves das equagdes de equilibrio.
A equagdo de equilibrio € o uso de polindmios de interpolagdo de tensdo de uma
ordem maior, produz uma diminui¢do significativa no erro, mesmo para 0s nos do

contorno.

Em 1994 [LI/WIBERG] usaram o estimador [ZZ] e técnicas de recuperagio
de tensdes para analise adaptativa, baseadas no pOs-processamento para determinagio
de solugdes mais precisas, feito pelo ajuste de expans@o polinomial tomando os pontos
de superconvergéncia dos elementos. Essa expansio ¢ feita pelo método do minimos
quadrados. O erro estimado € calculado diretamente das solu¢des melhoradas. Com o
uso desse estimador de erro ¢ feito refinamento adaptativo versdo (h) para problemas

de elasticidade linear.

[MUTHUKRISHNNAN. et al,1995] usam o estimador proposto por [ZZ] e
apresentam um algoritmo simples com refinamento adaptativo usando malhas

tridimensionais para solugdes de problemas de elasticidade linear pelo MEF.
i.4-Abordagem desse trabalho

Esse trabalho tem como base a resoluciio de problemas estruturais estaticos

bidimensionais pelo MEF, resolvendo dessa forma um sistema de equagBes do tipo
[F}=[K{u}, onde as variaveis desconhecidas sdo os deslocamentos nodais. Tendo

sido encontrade esse campo de deslocamentos, avalia-se as tensdes nos elementos.
Com o campo de tensGes a nivel de elemento, avaliado nos pontos de integragio,
pode-se avaliar as tensdes nodais, calcula-se, entfio, a tensfic média por né e usando-se
as funcdes de forma, calcula-se por varios métodos, o campo de tenses melhoradas,
(suavizadas). Com os dois campos de tensOes avalia-se o erro local, pela norma de

energia. Com o erro local avaliado para todos os elementos da malha calcula-se o erro

global, usando para isso os Estimadores de Erro de ZIENKIEWICZ/ZHU [1987], o



estimador baseado no salto de tensdes do software NASTRAN e o estimador segundo

o software ANSYS.

Sendo esse trabatho o primeiro do grupo em termos de estimativa e
estimadores de erro, foi elaborado para ser didatico e detalhado, onde trabalhos
futuros poderfo utilizar o estimador implementado para refinamentos € processos

adaptativos.
1.5-Descricdo do trabalho

No capitulo 2 sdo desenvolvidas as equagdes basicas de elasticidade linear,
inicialmente para o estado geral de tensdo e posteriormente para o estado plano de
tensdo, assim como relagdes entre deéformagdes e deslocamentos utilizando as

equagdes de equilibrio para serem usadas no principio dos trabalhos virtuais.

No capitulo 3 mostra-se a discretizacdo por elementos finitos, e os elementos
que serdo utilizados para se implementar o estimador de erro, assim como as fungdes
de forma desses elementos e suas derivadas. Também ¢ apresentada a formulagio para
obtenc¢do das matrizes de rigidez dos elementos, que serdo i1soparameétricos. Os pontos
de integragdo para os elementos propostos sdo evidenciados assim como a relago
entre coordenadas globats e locais. Sdo equacionados também os campos de
deformag0es especificas e o de tensdes para esses elementos, que serdo utilizados no

capitulo 4.

No capitulo 4 sic mostrados os equacionamentos para a estimativa do erro em
norma de energia, salto de tensdes e o método pelo qual o pacote comercial Ansys
avalia a norma do erro. E descrito também a formulagdo do recuperador de tensdio
nodal, média aritmética simples conforme Ansys, ¢ segunde ZZ, a média ponderada
pelas areas dos elementos que compartitham um mesmo nd, e € proposta uma nova
formulagio para recuperacdo de tensdes baseada em uma média ponderada, onde a
ponderagdo € um produto de areas. A obtengdo das tensdes melhoradas usando

imterpolacdo pelas funcdes de forma, para os trés tipos de elementos propostos



também ¢ mostrada. Finalmente o estimador de erro e a descrigdo da técnica proposta

por Zienkiewicz/Zhu para refinamentos e adaptatividade sdo apresentados.

No capitulo 5 sdo colocados alguns exemplos nos quais sdo usados o0s
estimadores de erros implementados nesse trabalho com o objetivo de estimar o
percentual de erro por elemento e o percentual de erro global e a efetividade dos

estimadores implementados.

No capitulo 6 apresenta-se as conclusdes do presente trabalho, bem como

sugestdes para trabalhos futuros nessa area de pesquisa.



CAPITULO 2

EQUACOES DE ELASTICIDADE LINEAR BIDIMENSIONAL

2.1-Introdugao:

Neste capitulo sdo apresentadas as equagdes basicas da elasticidade, considerando o caso

de pequenos deslocamentos e pequenas deformagoes.

A modelagem ¢ baseada nas hip6teses de material homogéneo e isotrdpico sendo que os
esforgos no ultrapassam o regime eléstico, isto €, o material € suposto perfeitamente linear

elastico.

Sdo apresentadas as equagdes para o estado geral de tensGes e para o estado plano de
tensdes. As equagdes da elasticidade é finalmente aplicado o principio dos trabalhos virtuais a

fim de se obter uma expressdo para o equilibrio do sistema.
2.2-Estado Geral de Tensao

Considera-se um elemento infinitesimal do interior de um corpo e supde-se que este
esteja submetido a um estado geral de tensfio, conforme mostrado na Figura (2.1),

(TIMOSHENKO/GOODIER, 1980]
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X

Figura 2.1-As seis componentes de tensio atuando num ponto interior do corpo.
( Estado geral de solicitacio)

As tensSes normais { 0 ) sdo responsaveis pelas deformagdes especificas (£ ) e as tensdes

tangenciais {7}, ou tensdes de cisalhamento correspondem as deformagdes angulares (y) ou

distor¢des.

Levando-se em consideracdo as hipdteses adotadas em relagdio ao material, (homogéneo,
isotropico e perfeitamente elastico), de acordo com a lei de Hooke, as deformacgdes especificas

e distor¢des sdo dadas por

g, = %[cxx - v((ryy +0‘Z)] (2.1)

g, = %[o*w -v(o,, +ca)} (2.2)

£, = é—[au - v(o‘xx + GW)] (2.3)
_ Exy_z(iw)

ny = G E (2‘4)
201+ v)

e
Tw =0T E (2.5)
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T, 2(1+v)
’ym = bt (26)
G E
onde:
OO0, € 0, ' tensdes normais aos respectivos planos
Ty.T, €T, :tensdes tangenciais aos respectivos planos
£.,E, € E, . deformages especificas longitudinais nas direcdes dos eixos
Yry . vz ex . deformagdes angulares

As equagdes (2.1) a (2.6) definem a Lei de Hooke generalizada e caracterizam o estado

de deformagdo especifica em qualquer ponto do material.

De forma matricial as equagdes (2. 1)' a (2.6) tornam-se

g, I —v -V 0 0 0 O
€, -v 1 -v 0 0 0 Oy
£, 1{-v —-v 1 0 0 0 o,
4 y=— ] ; 2.7
Y E{0 0 0 2+wv) 0 0 T
Yoo 0 0 ¢ 0 2(14+v) 0 Ty,
Y. 0 0 o0 0 0 20+ v) | T

e de forma compacta a equagdo {2.7) pode ser escrita da seguinte forma

{fe}=[c fo} 2.8)
onde:

{8 } Vetor das componentes das deformagdes especificas e distorgdes do ponto.

[C ] :Matriz quadrada das constantes elasticas do material,

{G } :Vetor das componentes de tensdes no sistema ( x ,y, z )

A equagdo (2.8) pode ser formulada para as tensdes, tem-se entdo:
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{c} =[DJ{e} (2.9)
sendo:
(1-v) v y 0 0 0
\ (1-v) v 0 0 G
v v o (1-V) 0 0 0
_ E 0 0 o [lzZv 0 0
Pl= i ( 2 ) 1 (2.10)
0 0 0 0 ( ”2“’) 0
2
1—-2v
— 0 0 0 0 0 ( 5 )_

2.3 - Estado Plano de Tensio

A figura (2.2) mostra um conjunto de forgas aplicadas no contorno de uma chapa fina.
Se essas forgas estio distribuidas umiformemente ao longo da espessura e sdo paralelas ao

plano da chapa, as componentes de tensdo o,, T, ¢ T, sd0 nulas em ambas as faces da chapa

e pode-se admitir que sdo nulas também no interior da chapa. O estado de tensfio € entdo

especificado somente por ,, ¢, ¢ T, e ¢ denominado de estado plano de tensdo.

| ||

Figura 2.2-Placa fina sujeita a forcas coplanares
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Na figura (2.3) é representado entdo um elemento diferencial de um corpo que esteja

submetido a um estado plano de tensdo com suas respectivas componentes ¢ o, eT,.

zZ

Figura 2.3-As trés componentes de tensio
{Estado Plano de tensiio)

Para este caso as equagdes (2.1) a (2.6) tornam-se;

€, =w—(cs_“ mvcw)
1
g, ME(G“’ —vcm)
21+ v
'YXY - (E )TXY

pois:

De forma matricial as equagdes (2.11) a {2.13) tornam-se:

(2.11)

(2.12)

(2.13)



€, I~y 0 o,
1
y 15 E“ —V I 0 G
Y ey 0 0 2(1 + V) T

ou de forma compacta:

{e} =[CKo}

onde:
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(2.14)

(2.15)

{e} :Vetor das componentes das deformagdes especificas e distor¢do no ponto.

[C] :Matriz quadrada das constantes elasticas do material.

{o} :Vetor das componentes de tensdes atuantes nos planos x,y,z.

Formulando a equagio (2.15) para as tensoes fica:

{0} =[DNe}

(2.16)

2.4 - Relacio entre Deformacdes e Deslocamentos-Modelo Cinematico

Considera-se um corpo elastico qualquer, em equilibrio, e imagina-se um ponto (P) no

seu interior, segundo esquema apresentado na Figura (2.4).

Deseja-se neste item, mostrar o modelo cinematico que governa as relagdes entre os

deslocamentos e deformagdes, definindo-se os padrdes de movimento dos corpos.

Pela a¢do do carregamento {F}, o ponto (P) sofre um deslocamento e ocupa uma nova

posigdo (P'). O deslocamento PP" € uma funciio das varidveis x, y, z. Por outro lado, as

componentes destes deslocamentos, segundo os eixos X, y e z

varigveis. Assim chamam-se essas componentes de

u=ulx,y,z)
V = V(X,y,Z)

w=w{(X,V,Z}

sio também fungGes dessas

2.17)

(2.18)
(2.19)
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Figura 2.4- Ponto "P" no interior de um corpo elistico submetido A forcas externas

Considera-se agora um paralelepipedo infinitesimal, de lados d, , d, ed,, apresentado na

Figura (2.5). Apos o carregamento, o ponto (P) passa a ocupar a posigdo (P)) cuja projegiio no

plano xy esta sendo representado por (P"). Para melhor compreensdo amplia-se o que ocorre

no plano xy, e de acordo com a figura (2.6). A deformagfio especifica (e,,) na diregdo x sera:

_2u
Togx

na direcio y:
=9V

e na diregdo z:

(2.20)

(2.21)
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_ow (2.22)

P
: 1
;.-m : mm.wy
g
. ¥ 7 /"
~
» . d
dq e )
¥
8 R
e
x

Figura 2.5-Ponto "P" de um paralelepido de dimensoes infinitesimais dx,dy,dz

Para a determinagdo das distorgdes apresentadas no plano xy, considera-se a Figura

(2.6). A distorcdo ¢ dada pela soma dos angulos ; € ¥,, indicando especificamente a variagio

dos dngulos QlA)S e RQP.

Entio:

Yo =Y1 7Y (2.23)

As dimensdes infinitesimais (d.) e {d,) nas direcdes y e x, sdo dadas respectivamente por:

d =2—dy (2.24)



Y X
dy R
[
§ Q
i
I |
by,
dy 2 g
vidy | dv
%
?—. P - - =
R e Gy
Q
v
dY
Y
P dx 5
T S
e Y, —e

Figura 2.6-Deformacio no plane x-y do ponto "P"

aov
d =-—d
Yodx X
vy oo
ax dJx
gy, = Ju =

mas

onde € ¢ muito pequeno em relago 4 unidade,

entao:

oV
gx
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(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)
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Analogamente acha-se a tangente de v, por:

ou 4 du du
gy, =¥ -9y _ 9y _ou (2.29)
: d av aV 1+€ ay .
y+——dy |14+ ¥
dy dy

As deformagdes especificas sdo pequenas e pode-se aproximar as tangentes de v, e V2

pelos proprios dngulos, ou seja:

T, = tey, (2.30)
Y, =gy, (231)

Qutra consideragio feita ¢ que as deformagdes especificas £, ¢ €, sdo muiio

pequenas quando comparadas com a unidade, podendo-se aproximar o denominador da

equacio (2.29) igual a unidade, entdo, conforme a equacdo (2.23) a distorgdo no plano x-y

sera:
ov du
= — 2.32
Yo = 57 3y (2.32)
Fazendo o mesmo procedimento para os plano x-z e y-z as distor¢des apresentadas sio
respectivamente:
du ow
=—t— 2.33
¥ 9z 0dx (233)
dv ow
= (2.34)

= e e
Tr dz dy
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As equagbes para as deformagdes especificas e distorgdes constituem o modelo
cinematico do problema, que neste caso ¢ limitado a pequenos deslocamentos e pequenas

deformagdes. Na forma matricial o0 modelo cinematico pode ser dado por:

9 5 o
0x
Qo =
¥
£
i o o 2 |fu
su BZ
< =15 v (2.35)
Y
xy — — 0O w
Y ay ax
e, 2
Ty dz ax
0 d
o =2 2
] dz dy |

A equagdo (2.35) pode ser escrita de forma compacta atraves de:

{e}=[L}{u} (2.36)

onde:

{s} :Vetor das componentes das deformagdes especificas no ponto

[L} :Operador Diferencial

fu} :Vetor coluna com as componentes de deslocamento no ponto

Considerando as hipdteses de estado plano de tensio, o modelo cinematico pode ser

reescrito da seguinte forma:
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2
- ax
g llu
€, 1= 0 ~é~y~ {V} (2.37)
Yol |3 9
[ dy 0%

A expressdo (2.37) sera usada para a construgdo do modelo estudado neste trabalho.

2.5- Equacgdes Diferenciais de Equilibrio

Com o objetivo de se escrever as condiges de equilibrio em sua forma diferencial, usa-

se uma formulacdo diferencial classica.

Considere o paralelepipedo infinitesimal de arestas d,, d, e d,, apresentado na Figura
(2.7), onde as componentes X,,Y, Z, sfo forgas por unidade de volume, e estdo aplicadas no
centro de gravidade deste elemento. Nesse paralelepipedo, sfo conhecidas as tensdes nas faces
definidas pelos planos coordenados e as tensdes em faces situadas em planos distantes de dx,

dy e dz.

Para condigfio de equilibrio a translaciio do elemento deve-se ter:

YF =0 (2.38)
ME =0 (2.39)

Aplicando-se a equagdo (2.38) tem-se;
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7, +——0y dx

e dy
X

Figura 2.7-Equilibrio das for¢as internas e externas num paralelepipedo de dimensdes

infinitesimais

Jt
(Gxx + é)E-;—"QLdx}dydz —o_ dydz+| 1 +-—=dy |dxdz—1_dxdz +
ox | "oy . (2.41)

(Ta + a; = dz)dxdy —1_dxdy + X dxdydz = 0
z

Distribuindo-se a equagio (2.41) e fazendo-se a soma dos termos semelhantes, obtem-se;

a1
a;gﬁ-dxdydz +w§3~‘ndxdydz+£§%dxdydz +X_dxdydz = 0 (2.42)
FA

X

dividindo-se a equagdo (2.42) por dxdydz tem-se finalmente:



A equagdo (2.43) ¢ a condigdo de equilibrio a translagdo na diregio do eixo x.

Usando-se o mesmo procedimento para ZF), =0 e EFZ =0,

respectivamente:

d d
O P T yy g
dy oz dx

JG ot ot
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(2.43)

tem-se

(2.44)

(2.45)

As equagOes (2.43, 2.44 e 2.45) devem ser satisfeitas em todos os pontos ao longo do

corpo elastico. No contorno, estas tensdes devem estar em equilibrio com as forgas externas na

superficie do solido, cujas componentes sdo T, Tyy e Ty,

Considera-se o corpo solido mostrado na figura (2.8) submetido ao sistema de forcas

indicado. Pretende-se determinar a tens@o T, atuante num ponto “O” do seu interior quando

passa-se por ele o plano genérico (n), definido por sua normal, n, dada com relagio ao sistema

de referéncia por seus cossenos diretores: I, m, n, figura (2.9).

Sendo {A) a area da face BCD do tetraedro, tem-se que as areas das demais faces sdo:

Area da face OCD = Al
Area da face OBC = Am
Area da face OBD = A.n

Sera substituida a distribuigdo de tensdo que existe em cada face por sua respectiva

tensio média.



Figura 2.8-Componentes de tensio no ponto "O" de um corpo solido

X

Fisura 2.9-Tetraedro elementar no ponte "O" e suas componentes médias de tensfio
g
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Definindo-se as tensGes médias nas faces, como sendo:

-63{}{

{T‘}: T (2.46)
85’}"

{T,}={% 2.47)
.
WGMZZ

{T,}=1%, (2.48)
TE.ZY

IT}=(T, (2.49)
Impondo-se a condigdo de equilibrio das forgas nas diregles x,y ¢ z em cada face do

tetraedro, obtem-se para a direcdo x

T =6 +T, m+7T_n (2.50)

T =1 1+6,m+T_n (2.51)
=T, +1T,m+6,n (2.52)
Fazendo-se agora a altura (h) do tetraedro tender a zero, o plano (n) passara pelo

ponto "O" e as tensdes médias em cada face tendem 4s tensdes no ponto, entdo, as equagdes

(2.50) a (2.52) tornam-se:
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T,,=0,l+t,m+1,n (2.53)
T, =t l+o,m+1,n {2.54)
T,=t.l+1,m+0,n (2.55)

De forma matricial as equagdes (2.53, 2.54 e 2.55) ficam:

nx O To Txlfl
wi{=|Ty Oy Typm (2.56)
nz Tz Tyz zz 1B
De forma compacta:
{T,} =T, {N} (2.57)

{Tn} ‘Vetor com as componentes de tensio no ponto "O" nas diregdes x,v,z, segundo o
plano (n).

[T} ‘Matriz com as componentes de tensdo no ponto "O" segundo os trés planos

[s3
coordenados X.v,z

[N} :Vetor com os cossenos diretores da normal {n) do plano n.

Portanto, no contorno do corpo estas tensdes devem estar em equilibrio com as forgas
externas na superficie do corpo. Estas equagdes de equilibrio sdo determinadas utilizando-se as

relagdes (2.53, 2.54 e 2.55) substituindo-se T, , T, e T, pelas componentes S,, S, e S, das

X * oy

forcas de superficie. Logo:

S, =0, l+1T,m+1,n (2.58)
S, =t,l+0,,m+1,n (2.59)
S, =t,l+1,m+0c,n (2.60)
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Assim sendo, as equagdes (2.58) a (2.60) constituem a condigdo de equilibrio entre as

focas externas e internas do solido considerado.

2.6 - Principio dos Trabalhos Virtuais

O objetivo deste item é o de escrever o problema de equilibrio em uma forma integral,
utilizando-se para isso o Principio dos Trabalhos Virtuais [TIMOSHENKO/GOODIER, 1980].
Considera-se um corpo solido, elastico, submetido a forgas de superficie {S} cujas
componentes sdo Sy, S,, S, e ainda forgas de volume {V} cujas componentes sio V,, V,, V,,

segundo o sistema de referéncia x,y,z.

Se os deslocamentos u, v e w apresentados pelos pontos do corpo, em conseqiiéncia do
carregamento atuante, sofrerem respectivamente os incrementos du, dv e dw, denominados de

deslocamentos virtuais, o estado de deformagio especifica nestes pontos tornam-se:

e, 2@ (2.61)
ox
3e, 9 (2.62)
dy
Jow
de =
T {2.63)
gdu  Jo
T = j;'*'gv (2.64)
o0v  dow
Xz az ax ( - )

Estes incrementos de deformacdes especificas e distorgdes sdo as deformagdes

especificas virtuais.
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Como o corpo esta em equilibrio, os pontos situados sobre sua superficie externa

satisfazem as equagdes (2.58) a (2.60) e os pontos do seu interior sastifazem as equagdes de

equilibric apresentadas por (2.43) a (2.45).

Considerando as variagdes virtuais dos deslocamentos du, v e dw respectivamente, ¢

fazendo-se a integracdo no volume (V), tem-se para cada direcdo, as seguintes expressdes

integrais:

Adicionando-se estas equagdes membro a membro obtem-se:

{i%audv N a;;x

Y

do,,

ox

v

ot

T ox

dJo,
j ox
J a1t

o
|5

k2 (‘Sudv-kj‘xv du dv +
Z v

jaT“ 8vdv+f~?8vdv+_{%8vdv+Jyv Svdv+

J_zaﬁwdv+£§§§iéwdv+:’: G: chlv+_£,zV dwdv=0

(2.67)

(2.68)

(2.69)

(2.70)

Aplicando-se aos termos da equagdo (2.70) a primeira [dentidade de Green que

estabelece:

j 99(x,y,z) oW(x,y,z)

ox

_ {40V o’y
dvmiq)—é;idA—-quﬁdv

(2.71)
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20(x.y,7) dw(x.y.2) A
dv = Edv 2.72
{ S > (2.72)
2005 2) W(xe.7) IV 4y @73)
oz 0z % : ‘

A4

onde:
O(x,v,2z) e Y(x,y,z) sdo duas fungdes continuas quaisquer, (A) € a area da superficie
de contorno; I,m,n, sfo os cossenos diretores da normal a superficie de contorno. Entfo, para

os membros da equagio (2.70) tem-se:

\j’a;’: audvmjcs SuldA - jc §§9~d (2.74)
ay — Judv = jf: SumdA - j»c % P gy (2.75)
{agf Sudv = jr SundA — j T éwﬁwliclv (2.476)
! ngmﬁvdv = { T, SvIdA - j T, %i" dv 2.77)
I agy” Svdv = ;[ow SvmdA ——!o* a;y" dv (2.78)
P Svdy = f? SvndA— j 1 88" = dv (2.79)
z
{%%Swdv jx SwldA - j §§-‘fdv (2.80)
{a;;‘ 5wdvx£ry25wmdA—£t ngl"idv (2.81)
aszﬂ Swdv = i G, SwndA — J’ o, aaﬁ;” dv (2.82)

Substituindo-se os termos equivalentes na equagdo {2.70) e separando-se 0s termos em

area dos termos em volume, obtem-se a seguinte forma integral:
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J‘Gﬁ 5u§dA+}"ny E')umciA~%~J'!:m SuﬂdA-é-J"tW 5V1dA+jG‘W dvm dA +

+jz 5vndA+jz 8w1dA+_["cy28wmdA+J’c SwndA = jo“ Sx“dw
(2.83)
35 95 95 95
+:{ a;d +jr d+‘[xy Vd j "d +j w_é;‘id+
+J\:txz§mé5—:~dv+_[tyz~é;wdv+vou%dv

que pode ser reescrita na seguinte maneira:

H(Gmi +1,m+Tn)du+ (T 0 +o, m+t, n)dv+ (Tl +T m+ cun)ﬁw]dA +
A

ddu 0dv odw
+v!: (x,8u+y Bv+z,dw)dv = _\}:l:(cxx -a—x—+ O, oy +0, = }-&

odv  ddu o6w  ddv (88 do }
T | —+—|+1T,| —+——+T, | —+—||dv
Tldx  dy L dy Oz ox oz

(2.84)

Substituindo-se as equages (2.61) a (2.66) na equaclio (2.84) chega-se a seguinte

forma:

[(8.8u+8,8v+S,8w)dA + [ (V,8u+ V,8v+ V,3w)dv =

A

(2.85)
_{ (088, + 0,86, +06,,8¢, + T, ¥, + 1.7, + T ¥, ) dv

v

O primeiro termo do lado esquerdo da equagdo (2.85) € o trabalho virtual executado
pelas forgas de superficie, o segundo termo € o trabalho virtual executado pelas forgas de

volume. O termo do lado direito € a energia de deformacgdo virtual armazenada no corpo.

Substituindo-se os vetores {S}, {V},{8u },{ o} e { e } na equacio (2.85) tem-se:
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[{Bu} " {S}dA + [{8u}"{V}dv = [ {3e}"{a}dv (2.86)

O lado esquerdo da equagdo (2.86) ¢ o trabalho virtual (W) realizado pelo
carregamento externo, em consequéncia dos deslocamentos virtuais (3U). O termo do lado

direito constitui a energia de deformagc#o virtual armazenada no corpo.
Escrevendo a equacdo (2.86) de forma reduzida fica:
W = 38U (2.87)

A equag¢do (2.87) representa o principio dos trabalhos virtuais, que pose ser enunciado
da seguinte forma: [TIMOSHENKO/GOODIER,1980].

“Se um corpo elastico esta em equilibrio, o trabalho virtual executado pelo carregamento
externo em conseqiéncia de qualquer desiocamento virtual € igual a energia de deformacéo

virtual armazenada no corpo”

A expressio (2.87) corresponde a condi¢io de equilibrio do sistema e sera utilizada
como base para a formulagdo de solugdes aproximadas baseadas no método dos Elementos

Finitos.



CAPITULO 3

APROXIMACAO POR ELEMENTOS FINITOS

3.1 - Introducio:

No contexto dos problemas da Elastoestatica bidimensional, o MEF consiste
basicamente em aproximar © comportamento de um meio continuo, através de sua
discretizagdo, por um namero finito de elementos. A partir da definicio geométrica de uma
matha, o meio continuo ¢ dividido em um numero finito de elementos, como mostra a figura
(3.1). Esses elementos sdo imaginados como interconectados através de um numero discreto
de pontos nodais, chamados de nds, situados em suas fronteiras. Os deslocamentos destes
pontos nodais s80 os pardmetros basicos desconhecidos. Escolhe-se um conjunto de fungdes
para definir, de uma maneira Gnica, o campo de deslocamento no dominio de cada elemento,
em termos dos deslocamentos nodais, e aplica-se esta aproximacio nas equacgdes da

Elasticidade definidas no capitulo 2.

A formulagio discreta obtida, pode, entfo, ser implementada em um cbodigo
computacional, ¢ utilizada para simulagio de problemas com geometria e condigbes de

contorno arbitrarios.

Neste capitulo, embora o tema seja bastante cléssico, € feita uma breve descricio da

aplicagdo do MEF nas equagbes da Elastoestatica, caractenizando o aspecto didatico deste

texto.
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3.2-Aproximacio Nodak:

Se u;, v;, e w;, sdo os deslocamentos apresentados por um no (i), genérico, do elemento
(e), os deslocamentos u, v ¢ w dos pontos do seu interior podem ser interpolados, a partir dos

deslocamentos nodais através das seguintes equacdes (3.1) a (3.3), [DHATT/TQUZOT,1984]

¥
X
Figura 3.1-Dominic discretizado por Elementos Finitos
U(X, YJZ):ENQ(XSYaZ)ui (31)
=1
v(xy,2)= 2 Ni(xy, D)V, (3:2)

i=t

W(xy,2= Y Nx Y, 9w, (33)
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onde:
u,v,w : s#0 os deslocamentos dos pontos do dominio de cada elemento
u;, vi,w; :sd0 os deslocamentos nodais do no (1)
N (x,y,2) :sdo fungdes de interpolagio.

n 'é o numero de nos do elemento.

As fungdes de interpolagdo ( N; ) usadas nesse trabalho, sdo aplicadas em cada sub-
dominio e satisfazem a seguinte condigo:
Ter valor unitrio no nd (i) e valor nulo nos demais nos do elemento.

[DHATT/TOUZOT.1984]. Assim:

Ni(x;,y;.ziy=1  para i=j (3.4)
Ni(x},yj,zj)=0, para i#j 3.5)

Levando as propriedades das equagdes (3.4 e 3.5) na equagdo (3.1) pode-se concluir

que :

u(x; yi.z)=u; (3.6)
V(X0 iz Vi (3.7)
WX, Yi,Zi )= Wi (3.8)

Fisicamente, isto significa que os valores do deslocamento u,v,w, nos noés (1)
representam exatamente os valores numeéricos dos deslocamentos u;,v;, Wi, 0 que caracteriza a
aproximagdo do tipo nodal. Outras aproximagdes sdo também utilizadas no MEF, todavia ndo

serdo aqui detalhadas.

Devido ao fato de serem ficeis de serem integradas e derivadas, as fungGes de
interpolag@o, de uma maneira geral, sio tomadas como polindmios, e definem o campo de
deslocamento dentro de cada elemento em termos de seus deslocamentos nodais. Se este
campo ¢ definido adequadamente, entfio, verifica-se a convergéncia da aproximagio utilizada

para o resultado correto.
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3.3 - Funcdes de Interpolacio

Através das fungdes de interpolagdo pode-se aproximar uma grandeza fisica ¢, no
interior de um elemento. Essa grandeza fisica pode ser ,deslocamento, forga, temperatura, etc.
Nesse trabalho, sera atribuido & grandeza fisica ¢ o significado de deslocamento, e serdo

utilizados elementos triangulares e quadrilaterais com interpolagio linear e elementos

triangulares com interpolagfo quadratica.

Sera adotado o referencial local (&,1).para os dois tipos de elementos: triangular e
quadrilateral. A figura (3.2) mostra esse referencial, assim como os nos (1,},k). A relagéo entre
o referencial global e local sera tratada usando-se a teoria das transformagdes isoparameétricas

indicada no item 3.5

E=0

Figura 3.2-Elemento triangular linear,referencial (€,1)

As fungdes de forma para esse elemento segundo [DHATT/TOUZOT,1984] sdo dadas

por:

N, =1-§-1n (3.9)
N, =& (3.10)
N, =7 (G.11)
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A figura (3.3) mostra um elemento triangular quadratrico (6 nos) no referencial local
(&,m), e nesse caso as fungdes de interpolagdo podem ser dadas por

[DHATT/TOUZOT,1984]:

i

i

N, (&n) =-o(l-2e) (3.12)

N, (&.n)=-§(1-28) (3.13)

N, (&) =-n(t-2n) (3.14)

N, (& n) = 4Ea (3.15)

N, (&n) = 4&n (3.16)

N, (&)= 4no (3.17)

onde

a=1-&-n (3.18)

A figura (3.4) mostra um elemento quadrilateral linear (4 nés) no referencial (&, 1)

cujas fugdes de forma sdo dadas por [DHATT/TOUZOT,1684]:



3 W W Wy W Wy Wy W R W T T e e e T

1¢-1,13

k(1,1

i(-1,-1)

ia-n

Figura 3.4-Elemento quadrilateral bilinear, referencial local

N )= —3(1 -&)(1~n) (3.19)
N@Em = (1+E) -1 (3.20)
Nk(g,ﬂ):%(l+&,)(l+ﬂ) 3.21)
N, W= (1-E)1+7) (3.22)

As fungdes de forma adotadas para representar o campo de deslocamento do elemento

devem satisfazer os seguintes critérios de convergéncia:

Deve existir o termo constante para que possibilite o tratamento do estado de

deformacio especifico nulo, como conseqiiéncia do movimento de corpo rigido.

Deve existir 0 polindmio completo de primeiro grau para que possibilite o tratamento

do estado de deformagio especifica constante, [DHATT/TOUZOT,1984].

As fungBes de deslocamento escolhidas devem ser tais que as deformagdes especificas,

(derivadas de primeira ordem da fungdo deslocamento ), na interface entre elementos, sejam

finitas. Este fato implica que as fungGes de interpolagdo, naturaimente continuas dentro do

elemento, sejam também continuas na interface entre elementos.
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A discretizagdo adotada nesse item pode entdo ser aplicada as equagbes da

Elastoestatica definindo-se as Matrizes de Rigidez e Forgas Nodais do problema.

3.4 - Matriz de Rigidez e Forca Nodal Equivalente dos Elementos

Neste item, usando-se as fungdes de interpolagio definidas em 3.3, determinam-se as -
matrizes de Rigidez e Forga nodal equivalente para o caso da Elastoestatica linear, aplicando-

se a formulagdo integral em energia definida no capitulo 2.

Se {a;} ¢é o vetor constituido dos deslocamentos apresentados por um né (i) genérico,

{at=1v, (3.23)

e {u(x,y,z)} o vetor constituido dos deslocamentos u,v,w apresentados pelos pontos do

elemento, entdo, as equagdes (3.1,3.2 e 3.3) podem ser escritas na forma matricial:

£

{uxy.2)} = 3 [Ni(x v, 2)[{a,} (3.24)

=1

ou de maneira simplificada:

{u} =[N){a} (3.25)

onde:

{u} :Vetor dos deslocamentos dos pontos do elemento.
[N] :Matriz das fungdes de forma associadas a cada um dos nos do elemento.

{a} :Vetor dos deslocamentos nodais do elemento.
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Observa-se, nesse caso, que as fun¢des de forma estdo definidas no espago real (x,y). A

transformacio para o referencial (£, 1), usando-se as fungGes de forma definidas anteriormente

sera efetuada no proximo item.

Mantendo-se as fungdes de forma no referencial (x)y), tem-se o campo de
deslocamento do elemento interpolado através das fungdes de forma associadas a cada no
desse elemento e dos deslocamentos nodais. Tendo-se o campo de deslocamentos, pode se
determinar o estado de deformacgiio especifica dentro do elemento, em termos de seus

deslocamentos nodais.

Substituindo a equagdo (3.25) na equagdo (2.40) pode-se escrever o vetor das

deformagdes da seguinte maneira:
{e} =[L][N]{a} (3.26)

Fazendo-se o produto da matriz [L] pela matriz [N] igual a [B] a equagdo (3.26)

torna-se.
{e}=[B],, {a} (3.27)

sendo [ Bl a matriz das derivadas das fungdes de forma que relaciona as deformagdes

especificas e distorgdes com os deslocamentos nodais no elemento.
A partir das equagdes (3.27) e (2.12) pode-se escrever:
{o} =[D][B}{a} (3.28)
A equagdo (3.28) relaciona o estado de tensdo dentro do elemento em fungdo das

constantes elasticas do material ¢ do estado de deformagdo especifica em termos dos

deslocamentos nodais.
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Se os deslocamentos nodais {a} sofrerem um incremento, {da} o campo de
deslocamento {u} dentro de cada elemento sofrerd um incremento {8u}, entdo, a equagdo

(3.25) torna-se:
{6u} = [N]{8a} (3.29)
e se o estado de deformagdo especifica sofrer um incremento { 8¢ }, a equacio (3.27) torna-se:
{8e} = [B]{%a} (330)

Substituindo as equagdes (3.29) e (3.30) na equagdo (2.96) que estabelece o principio
dos trabalhos virtuais,[ TIMOSHENKO/GOODIER,1980], tem-se:

[ {Ba} INI*{S}dA + [ {8a) [NT" {V}dv = [ {8a} " [B] {o}dv G331)

- T -~ . - .
Colocando fora da integral os termos {8a} que so as variagOes arbitrarias dos

pardmetros nodais da aproximagc@o, e substituindo a equagdo (3.28) em (3.31) fica:-

[8a}" [IN]"{S}dA +{8a}" [[N]"{V}dv={8a}" [[B]'[D]Bldv{a}  (332)

Evidenciando o termo {Sa}T de (3.32) obtém-se:

JINT"{S}da + [[N]"{V}dv = |[B]'[D]B]dv{a} (3.33)

v

O primeiro termo do lado esquerdo da equagdo (3.33) corresponde ao vetor de carga

{fj} atuando no elemento que representa a acdo das forgas de superficie. Logo:

[} = [[NT'{s}dA (3.34)
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onde:
S,
{8t =15, (3.35)
S

z

e S., Sy, S, sfo forgas de superficie aplicadas as faces dos elementos.

O segundo termo do lado esquerdo da equacgio (3.33) corresponde ao vetor de carga

{ff} atuando no elemento que representa a a¢do das forgas de volume Entdo:

{£°F = JINT{V }dv (3.36)
onde:
' |
{Vvi=3v, (3.37)
\Y

e V,, V,, V. sio forgas de volume aplicadas no dominio dos elementos

No termo do lado direito da equacgio (3.33) aparece uma matriz quadrada, simétrica,

denotada por [Ke] matriz de Rigidez do elemento. Entdo:

[K*]= [[BI'[D]B]dv (3.38)

¥

De forma compacta a equacio {(3.33) torna-se:

{£.}+{€} =[K]{a} (3.39)
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Incorporando-se o vetor de carga {f;} dos esforgos concentrados do lado esquerdo da

equagio (3.39) tem-se:

{Eop+{E {8} =K e} (3.40)

Fazendo-se

{eey={e)+{e)+{e} (3.41)
e substituindo na equagio (3.40) obtem-se:

{£} =[K*[{a} (3.42)

A equagdio (3.41) representa todos os carregamentos atuando simuitaneamente num
elemento. A equacgdo (3.42) estabelece a relagfo a nivel de elemento entre o vetor de carga, a

matriz de rigidez e o vetor dos deslocamentos nodais.

O procedimento feito para um elemento pode ser estendido para todos os outros
elementos do meio elastico discretizado, para tanto, adota-se uma numeragdo global de todos
os nos do meio e identifica-se quats nos pertencem a quais elementos; estabelecendo-se assim a
conectividade da malha dos elementos. Conhecendo-se a correspondéncia entre os nés do
elemento € os nos do meio elastico discretizado, e utilizando-se o conceito de superposigio,

pode-se escrever a seguinte equacio,[COOK/MALKUS/PLESHA, 1989]:
{f} =[K}{a} (3.43)

onde:

{f} :Vetor de carga global.
[K] :Matriz de rigidez global do meio elastico discretizado.

{a} :Vetor dos deslocamentos nodais do meio elastico discretizado.
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Tendo sido encontrados tanto o vetor de carga global como a matriz de rigidez global,
e impondo-se as condigdes de contorno, pode-se resolver o sistema de equag¢des dado pela
equacao (3.43) através de algum método numérico para resolugdes de sistemas lineares. Nesse

trabatho € adotado um método direto do tipo Gauss.
3.5- Elementos Isoparamétricos

A transformacio entre o referencial local (§,1) e o referencial global ¢ feita usando uma

transformacdo paramétrica, [DHATT/TOUZOT,1984].

Da mesma forma que o campo de deslocamento de um elemento pode ser interpolado a
partir das fun¢des de forma de seus deslocamentos nodais, pode-se também interpolar a
geometria do elemento a partir das func¢des de forma e de suas coordenadas nodais. Assim, a
geometria de um elemento triangular linear de nos (i,),k) no espago bidimensional global (x,y),

figura (3.5), pode ser interpolado atraves das seguintes equagdes:

(€)=Y N.Ex, (3.44)

i=l

y@m=2&@mm (3.45)

onde x;y: s30 as coordenadas cartesianas globais de um no (i), genérico, e N ; 580 as fungles
de geometria associadas ao no (i) do elemento. Estas equagdes definem o mapeamento do

espaco de referéncia (§,1n) no espago real (x,y).

mapeamento

X i 3 E

Figura 3.5 - Mapeamento do elemento triangular linear do referencial local para o global
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Para elementos triangulares quadraticos (6 nos), figura (3.6)) usa-se as seguintes

equagdes para interpolar-se a geometria dos elementos:

ﬂémxzﬁﬁmk, (3.46)

ﬂ&ngﬁﬁmwi (3.47)

~

onde N ; sdo as fungdes de geometria associadas ao elemento triangular quadratico, e x,,y; sdo

as coordenadas cartesianas globais.

¥ n 4
K
K4
mapearnento
n m
n H
i ; ?]
X i 1 3 E
Figura 3.6 - Mapeamento do elemento triangular quadratico do referencial local para o
global

Para elementos quadrilaterais lineares (4 nos), figura (3.7) usa-se as seguintes equagdes

para interpolar-se a geometria do elemento:

ﬂém=2ﬁﬁmﬂi (3.48)

y&m=2N.Ey, (3.49)
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¥ 7 4
k
1
1 K
mapeunento
h £
i
x i i
Figura 3.7-Mapeamento do elemento quadrilateral linear do referencial local para o
global

Verifica-se que a cada ponto de coordenadas (£,mM) no espago bidimensional local,

corresponde a um ponto de coordenadas (x,y) no espago bidimensional global, conseguindo-se

dessa forma um mapeamento entre os referenciais.

Nesse trabalho os elementos serfo isoparamétricos, as fungdes de forma N; para

interpolar-se o campo de deslocamento serdo as mesmas fungdes N, para terpolar-se a

geometria do elemento, ou seja:

N(Em=N(Em) (3.50)

A expressdo geral para o calculo da matriz de rigidez dos elementos finitos, dada em

(3.38) envolve derivadas das funges de forma em relagéo as coordenadas globais (x,y) atraves
da matriz de deformagio [B]. Como as fungdes de interpolagdo estio expressas em
coordenadas locais (§,M) deve-se usar uma relagdo entre o espago giobal e o local, Para o

estado plano de tensfio o espago global serd (x,y) e o espago local serd (§,m). Tal relagio

entre essas fungdes é conseguida através da regra da cadeia.

oN, _oN, ox | N, dy
E  ox 0& 9y o
9N, 3N, ax N, dy

T ax o 3y om (3:52)

(3.51)
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As equagdes (3.51 ¢ 3.52)) na forma matricial tornam-se:

N | Tox oy }[oN,
of | _|oE og || ox
N, [T|ox oy flan, 39
on on o oy
A matriz [J] € denominada de matriz Jacobiana e é:
x o
0§ o
=% BE (3.54)
o on

Assim, para se obter as derivadas das func¢des de forma em relagio as coordenadas

globais (x,y), deve-se inverter a matriz Jacobiana. Com [J 17 a equagdo (3.53) torna-se:

N,
ax
N,
dy

N,

E3

IN,
on

={J]" (3.55)

Para o estado plano, e substituindo as equagdes (3.1,3.2 e 3.3)) na eqguagdo (3.55)

cbtem-se:

>IN, & N,

2
— X, Y

= om = on

Separando-se as derivadas das fungSes de forma das coordenadas (x,y) a eguagio

(3.56) torna-se:-
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dN, 9N, oN,_ XY

& & U & | % v
Ji= 3.57
M=lon N, N | | (3.57)

m o o] |k .

que sera a forma prética adotada para o calculo da Matriz Jacobiana da transformagio.

Para usar-se a equacdo (3.38) em termos de coordenadas locais, deve-se ter o
diferencial de volume (dv) também em termos desse referencial. Para tanto, utiliza-se a

seguinte relagiio,[DHATT/TOUZOT,1984]:
dv = det[J|d&dn (3.58)

Entdo a equagdo (3.38) que definie a Matriz de Rigidez de um elemento, pode ser

expressa no referencial isoparamétrico da seguinte maneira;

+14+1

[*]= | [[B][D]B]det[I]d&dn (3.59)

-1

A matriz de rigidez do elemento pode ser avaliada em termos de coordenadas locais,

pois os limites de integragdo para £,m estdo entre -1 e +1 e a matriz [B], formada pelas
derivadas das fungdes de forma, esta em fungdo de £, e transformada pelos termos da inversa

da matriz Jacobiana O termo det[J] da equagdo (3.59) faz a transformacfio do diferencial de

volume (dv), do espago global (x,y), para o espago local (§,n).

Nem sempre a matriz de rigidez do elemento, avaliada pela equagio (3.59) pode ser

efetuada analiticamente, desta forma, deve-se empregar técnicas numéricas de integraggo.

3.6-Integracdo Numérica e Avaliaciio das Matrizes Elementares

Mesmo sendo adotado o referencial local (£ 1)) para montar as matrizes do sistema de

equagdes que regem os problemas de elementos finitos, nem sempre € possivel determinar as



48

matrizes dos elementos de forma fechada. Torna-se necessario entdo, o uso de técnicas de
integragio numeérica.
A quadratura de Gauss-Legendre pode ser utilizada para integrar fungOes de uma, duas,

ou trés variaveis. Para estado plano deseja-se resolver a integral do tipo:

1= | fwemdsan (3.60)

DN

que pode ser calculada numericamente atraves de dois somatorios, [DHATT/TOUZOT, 1984}

ng np

1=3 2 WWy(&.n) (3.61)

el

onde m e ny sio os pontos de integragdo para as duas diregdes de coordenadas locais, £, T,

respectivamente. W; e W; sdo os fatores de ponderagiio e dependem do numero de pontos de
integragdo, e \;f(&i,n j) é funcio qualquer, integrando da equagio (3.62).

O primeiro tipo de elemento utilizado nesse trabalho € o elemento tnangular linear e

utilizando a equagdo (3.38) para esses elementos, de espessura unitaria, obtém-se:

1-x

[ [B]'[D][B]dets)nde G.62)

t

[x<)=]

0

As derivadas das fun¢Ges de forma para elementos triangulares lineares so:

aNl (éa n) a

Tm_ég(i..gun)m; (3.63)
oN,(Em) 9
T (&)=1 (3.64)
N, (&m) _ 9,
=t “ag(“)"o (3.65)
Mzi(%g_np_} (3.66)

m o



CAPITULO 4

ESTIMADORES DE ERROS

4.1-Introducio

Os métodos adaptativos de refinamentos de malhas (refinamentos r,p,h) vém sendo
utilizados em praticamente todos os campos de aplicacdo do MEF, analise linear, ndo linear,
estatica, dindmica, etc. As formulagdes adaptativas envolvem a utiliza¢do de Estimadores de
Erros para que sejam identificadas as regides onde deve ser efetuado o refinamento. Na linha
de trabalhos relacionados aos Estimadores de Erros € possivel citar alguns autores que
apresentam um numero bastante grande de trabalhos. Autores tais como: Babuska, Szabo,
Gago, Kelly, Zienkiewicz entre outros, possuem um vasto estudo relacionado ao calculo e

estimativas de erros.

Apresenta-se nesse capitulo o estudo referente aos Estimadores de Erros, o proposto por
[Zienkiewicz/Zhu,1987] por ser um dos estimadores mais simples, de baixo custo
computacional e de razodvel precisfo, o estimador em salto de tens&o e o estimador similar ao
[ZZ), conforme os pacotes comerciais Nastran ¢ Ansys respectivamente. A implementac3o sera
feita para elementos triangulares lineares e quadraticos e quadrilaterais bilineares, com 3.6 e 4
nos respectivamente. Os elementos sdo isoparamétricos e é considerado problemas de estado

plano de tensdo.
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@E%%zﬁl;%(g):o (3.67)
%&Eﬂlﬂ%m)zl (3.68)

Esses termos s@o constantes e podem ser colocados fora da integral, o que permite neste
caso obter-se uma forma fechada para os termos da matriz de rigidez, assim a equagfo (3.62),

considerando espessura unitéria, tem-se:

11§

[K*]=[B]'[D][B]] [ det[s]dEdn (3.69)

usando o resultado das equagdes (3.63 a 3.68) a matriz Jacobiana [J] fica:

110 1 Y
[J]*LI 0 J X, Y, (3.70)

X3 ¥,

e o determinante da matriz Jacobiana é;
det[ﬂz(xz =%, 0y; v ) (x5 "XE)(y2 ~¥,) (3.71)

e a matriz [B] € dada por:

Yy geyy]t Ot 000
{B];[J]“[Bx]zL[ s : y‘)} 0 -1 000 1| (37
det[JJ| ~(x; —x,} (%, —%,)
-1 -1 10 0 1

Nota-se que o Jacobianc € o dobro da 4rea do tridngulo, cujas coordenadas sdo

(Xx,YE),(XZ»YZ)a(X3,Y3)-

Substituindo entdo det{J]=2A na equacgfo (3.69) obtém-se a seguinte forma fechada para

a matriz de rigidez:
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[K<]=[B]"[D]B]A (3.72)

A equagdo (3.72) expressa a matriz de rigidez para um elemento, triangular linear, em
funcdo da matriz das derivadas das fun¢es de forma, da matriz das constantes elasticas do

material e da area do elemento.

Para o caso dos elementos triangulares quadraticos, de espessura unitaria, figura (3.8), a

equacgdo (3.38) torna-se:

11-E

[K*]= [ [[B] [D][B]det[71dndg (3.73)

o0

Nota-se neste caso que as funcdes de interpolacdo sdo quadraticas e uma forma fechada
para a equagdo (3.73) ndo ¢ aplicavel, entdo uma aproximaciio numérica faz-se necessiria e

pode ser dada por:

3

[K]=XWvE.n) (3.74)

=1

onde

W(&,,n)) = [B]' [D][B]jdet[1] (3.75)

A matriz das derivadas das fungdes de forma [B], tendo em vista a defini¢io das

deformagGes em estado planc de tensdo ¢ dada, no referencial real, por:

[N, N, IN |
i 0 ] 0 k
ox 5 ax N ox 0
N ;
[B(x,y)]={ 0 — 0 —~ o . . . .
5 5 .1 376
dN, oN, oN; oN; 9N, oN
o & o a
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Substituindo a equagdo (3.53) em (3.76) obtem-se a matriz [{B] no referencial local

(E.m):
. oN oON
&% ?_.N..L 0 Ly b et
oS on 5 S ES an
1 N N.
(Blen = G & 4o
JON L 9N 9N, N, oN; daN}
o€ an a on Gl an

onde: a=l.3, b=-Ii2; c=-F,; d=l;

a

IN,  oN,

+b

A3x12

(3.77)

Neste caso, cada termo da matriz [B] é construido a partir das derivadas das fungdes de

forma, dadas na tabela (3.1)

Tabela 3.1-Derivadas das funcdes de forma:Elemento triangular quadritico

Nos oN oN

ok am

i 1-40 1-4a

] ~1+4E 0

k 0 —1+4n

I 4o -E) ~48

m 4n 4E

n —4n 4o -n)
(a=1-E-n)

Nota-se que os termos da matriz [B] ndo sdo constantes, entdo, torna-se necessario a

integragio numérica para avaliar-se a equagio (3.77). A integra¢dio numeérica ¢ feita usando-se

os pontos cujas coordenadas sdo: (1/6,1/6), (2/3,1/6) e (1/6,2/3), conforme mostrado na figura

(3.8). Os pesos de ponderagio correspondentes sdo neste caso iguais a 1/6. Esses pontos séo

denominados pontos de Hammer, [DHATT/TOUZOT,1984].
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i 1 i E

Figura 3.8-Trés Pontos de Integraciio para Elemento Triangular Quadratico

O terceiro tipo de elemento usado nesse trabalho, sfo os elementos quadrilaterais bi-
lineares.

Para esses elementos, figura (3.9) a equacio (3.38) torna-se:

+1+1

[k*]= | [[B]'[D]B]det{I1dndz (3.78)

-1

Aqui novamente se aplica Técnicas de Integracdo numérica, conforme mostrado na

equagio a seguir:

4

[K]=3 Wy, . n) (3.79)

=1

onde:

w(&,n) = [B]'[D][B]det]J] (3.80)

N, odN, oN, oN,]|* "

_| 9§ dg dg o€ LY
Ul=laN, oN, aN, oN,||x, v, (3.81)

am dn dn ok, v,
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A matriz das derivadas das fungdes de forma [B], tendo-se em vista a defini¢io das

deformagdes em estado plano de tensdo ou deformagéo ¢ dada por:

ON, , N, N LN,
CIC N &  on
1 : ,
= g 0 —t 4 d—" 0 3
Bl Se] & " om (3.82)

N, 9N, oN, _oN,  oN;, oN, oN,  aN,

+d +b +d ——t e L
9% am 9% am 9 A 9 dn |,

Tabela 3.2-Derivadas das funcdes de forma: Elemento quadrilateral linear

Nos | N N
ok an
i ~-25(1-1) ~25(1-E)
i 2501 - -25(1+&)
k 25(1+1) 25(1+8)
! -251+m) 25(1- &)

Os termos das derivadas das fungdes de forma sdo novamente obtidos no referencial

(£,m), e encontram-se listadas na tabela 3.2

O célcule dos vetores de for¢a nodal equivalente podem ser realizados também no

referencial isoparametrico, de acordo com as seguintes expressoes:

{£°} = [INT{S}det(7Jdnde (3.83)

{fj}: j{N}T{v}detmdcdnég (3.84)
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Para o caso de forgas de superficie agindo no lado do tridngulo {§} e de volume { V }

constantes, tem-se por exemplo para o caso dos elementos triangulares lineares as seguintes

forgas nodais equivalentes:

1
2
{f_j} = SLt __;;, (3.85)
0
1
{fv“}m%VL 1 (3.86)

1

onde L ¢ o lado do elemento.

Expressdes analogas podem ser obtidas para os elementos triangulares quadraticos e
quadrilaterais bilinearesf COOK/MALKUS/PLESHA,1989].

Apos o calculo das expressdes elementares, ¢ feita a montagem do sistema global, que
pode ser resolvido para a obtengdo das incOgnitas do problema, neste caso os deslocamentos

da cada no.

Da mesma forma que o elemento triangular quadratico, sera necessario usar a integracio

numérica para avaliar-se a matriz [B], a matriz Jacobiana [J] e consequentemente a matriz de

rigidez do elemento, [K’} Nesse caso usa-se diretamente a quadratura Gaussiana, onde os

-1 -1
pontos de integracdo sdo mostrados na figura (3.9) e tem como coordenadas: (—ﬁ,j_g),

I -1 1 H -1 1 . )
—, —=), (—=,—=) e (—=,—=). Os pesos de ponderacic sdo iguais a unidade.
G R 7  (G5r 7 0o pesos de pondenacio sto g
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B
i k
4 3
DA @
: 3
@ ®
1 2
i i

Figura 3.9-Quatro Pontos de Integraciio para Elementos Quadrilaterais Lineares

3.7-Posprocessamento: Calculo das Tensdes

Apés o calculo dos deslocamentos, pode-se realizar um pos-processamento para a
obtencdo das tensDes que aparecem em qualquer ponto do material. Estas tensdes permitem a

avaliagdo do erro da aproximagdo quando se usa uma norma, por exemplo norma da energia

Tendo sido avaliado o vetor deslocamento para cada efemento,{a‘"’} pode-se avaliar o

campo de tensdes { ¢ jusando para tal a equagdo (3.28).

Para elementos triangulares lineares o campo de tensdo, avaliados pelo MEF, ¢
constante, visto que, os termos da matriz {B], derivadas de primeira ordem das fungdes de
forma, sdo constantes. Entdo, avaliados os deslocamentos nos noés de um elemento genérico

(), a tensdo para qualquer ponto desse elemento € avaliada diretamente pela equagio (3.28),

que € methor representada por:

{0}, =[Dlis [Bliws {akex (3.87)

Para os elementos triangulares quadraticos os termos da matriz [B] ndo sdo constantes,

logo o campo de tensdes ndo € constante, e € avaliado nos pontos de integragio. A equagio

(3.88) representa as tensdes para cada ponto de integracio (1) desse elemento,
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{o.},. =[PL.[BE.N)],, (&} (3.88)

onde i=1,2,3 para elemento triangular quadratico.

Para os elementos quadrilaterais bilineares os termos da matriz [B] também ndo sdo
constantes e um procedimento similar deve ser adotado. A equagio (3.89) representa o campo

de tensdes para os quatro pontos de integragio desse elemento,

{dt}hn = [D]3x3 {B(gi:ni)]kg {a}gx} (3.89)

ondei=1,2,3,4

3.8-Conclusio

Avaliados os deslocamentos nodais e as tensdes para os trés tipos de elementos citados
anteriormente, pode-se estimar o erro por elemento através da diferenga entre uma tensio
melhorada e a tensdio pelo MEF avaliada nos pontos de integracio dos elementos. Em cada
ponto de integragdo pode-se obter uma estimativa de um vetor erro em tensfo, esse assunto

sera tema do capitulo seguinte.
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4.2-Estimativa do Erro

No capitulo anterior avaliou-se o campo de deslocamentos {a}={G} pelo MEF.
Através da resolugiio do sistema de equagdes lineares do tipo {f} =[K}{G} e das equagdes

(3.87, 3.88 e 3.89) pode-se avaliar as tensGes no interior dos elementos considerados. A

solugio pelo MEF tanto para o campo de deslocamentos {u} como para o campo de tensbes

{ &} € uma solugdo aproximada, portanto, difere da solugdo exata {a} ¢ { 0 }. Essa diferenca é
o erro da aproximagdo, que pode ser considerada em relagio ao campo de deslocamentos ou

em relagdo ao campo de tensdes, entdo:

{e} = {u} - {a} (4.1)

{e,} ={o}-{&} (4.2)

As equacles (4.1 ¢ 4.2) avaliam o erro em termos de deslocamentos e tensdes,

respectivamente.
4.3-Estimadores de Erros

Um calculo exato do vetor erro dada pelas equagdes (4.1 e 4.2) geralmente € impossivel
de ser obtido, a menos em casos em que se conhece a solugio exata. Uma das mais comuns
destas medidas de erro € a avaliada pela norma em energia, e para problemas de elasticidade

linear pode ser escrita da seguinte forma [ZIENKIEWICZ/ZHU,1987]

B

(4.3)

KeoH=t] {ec}'[D]" {es} dv]

onde:

[D] :Matriz das constantes elasticas do material

Naturalmente a solu¢@o exata para o campo de tensdes {0} ndo é conhecida, por esta

raziio, calcula-se uma “estimativa” do erro cometido, mediante a utilizagdo de um campo de
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tensdes melhorada { ¢” }, que, sob algum critério produz uma melhor aproximagio de {o}

que o valor { G }, obtido do campo de deslocamentos calculado.

Verificando a distribui¢io de tensdo pelo método de elementos finitos, pode-se observar
que um nd (i) compartilhado por dois elementos pode ter dois valores para as tensdes. Isto
ocorre porque, embora a continuidade para o campo de deslocamentos esteja garantida nas
fronteiras dos elementos, a continuidade para o campo de tensdes nfo esta. A figura (4.1)
mostra um no (i) pertencente a dois elementos, podendo entdo, ter dois valores para as
tensdes, ocasionando uma descontinuidade, conforme mostrado na figura (4.2) para o caso

unidimensional.

né (i)

@ )
ORNEO,

Figura 4.1-No (i) pertencente a dois elementos

Assim a estimativa do erro para um elemento avaliada em norma de energia é dada por:

HerH, =t {to}- (83} o7 '{{o}- {6} avre (4.4)

Entdo, € razoavel assumir que, em problemas envoivendo apenas um material, a tensio

real no no esteja entre os valores calculados para cada elemento.

Uma estimativa methorada da distribuiciio de tensdo pode ser obtida procurando-se uma
solugdo suave para o campo de tensdes {G'}. Um tratamento usual consiste em assumir um

campo de tensdes proveniente da utilizag@o das mesmas fungbes de interpolagdo que as usadas

para o0 campo de deslocamentos, [Zienkiewicz e Zhu,1987],

{o"} =INlf5"} “5)
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Figura 4.2-Erro de aproximac¢io em deslocamento (u) e tensdo ( ) para problemas de
uma dimensio e fungdes de forma lineares

Assim determinam-se valores nodais {”5'} tais que produzam o menor valor do seguinte

funcional;

av (4.6)

r({o) = [Hell v = [fio"} o)
ou seja, calcula-se {G"} de tal forma que, substituindo-se 2 equacgfio 4.5 em 4.6 fica:

rfe )= livifs*} -] av @7

Aplicando-se minimos quadrados no funcional F{'@’} tem-se:
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{6}dv (4.8)

onde:

{'6”“} vetor das tensOes médias nodais

{5} :vetor das tensSes pelo MEF

[M] = [[N][N]dv (4.9)

A equacdo (4.9) é a matriz de "massa" elementar.

Resolver o sistema como apresentado acima, envolve duas formas integrais de custo
computacional equivalente a propria analise do MEF. Uma maneira de contornaresse fato,
consiste em adotar algum critério para trabalhar com uma matriz de massa diagonal ao invés da

matriz de massa consistente [M}.

Sera adotado nesse trabalho a diagonalizag¢8o por quadratura nodal, isto ¢, os pontos de
integragdo serdo tomados sobre os nos do elemento, Hughes, (1987). Desta maneira obtem-se
uma diagonalizagdo automatica da matriz de massa [M]. Assumindo-se entdo, que o ponto de

integracio (p) é um no do elemento, fica:

M]. = iW(i)det[ 1] (4.10)

=

[M],, =0 se i#] (4.11)

onde W(i) so os pesos ponderados da integragdo ¢ (n) € o nimero de nés do elemento. Para
elementos triangulares lineares o determinante do Jacobiano ¢ igual a duas vezes a area do
elemento, assim, os elementos da matriz [M] sdo, em cada grau de liberdade correspondente a
um né, proporcionais ao somatorio das areas dos elementos a este no relacionado.

O lado direito da equagio (4.8) sfo as forcgas equivalentes , a saber:
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[El= g{&(&)}W(i)det{J} (4.12)

A equagdo (4.12) indica que as forgas equivalentes {F(i)} para um no do elemento, sdo,
em cada grau de liberdade de um no, proporcionais ao somatorio do produto da area pela

tensdo nodal de cada elemento convergente a este no.

Dividindo a equagio (4.8) por [M] resulta o seguinte sistema:

6"} =[M]" [[N]'{&}dv (4.13)
Através da equagdo (4.13) consegue-se uma maneira de avaliar a tensdo média nos nos
dos elementos, ou seja, uma maneira de avaliar-se o campo de tensdes {6’} através das

tensdes nodais dada pelo MEF, assim:

S

=l

(4.14)

onde:

ne ; namero de elementos comum a um mesmo no
{éj} -vetor tensdo no no em cada elemento pelo MEF comum ao mesmo no.

A, :area de cada elemento que converge a esse no

{6;} : vetor tensdo média no n6 de umelemento (e}.

Em posse das tensdes médias nos nés pode-se avaliar as tensdes nos elementos fazendo-

se a interpolagdo através da equacio (4.5)

Com ambos os campos de tensdes {5} dado pelo MEF e {o"} , pode-se avaliar com boa

aproximagdo o vetor erro {e}, fazendo-se:
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{o}={c"} (4.15

Substituindo-se a equagio (4.15) na equagio (4.2) tem-se:

le.} ={o"}-{6} (4.16)

A inser¢do de (4.16) em (4.4), depois da solugdo do problema pelo MEF, isto é, a
posteriori, pode-se computar 0 erro em termos de alguma norma, neste caso, em termos de

norma de energia.

Embora a norma escrita como em (4.4) possa ser definida para todo o dominio, pode-se

calculé-la para cada elemento, ap0s isso, efetuar-se o somato6rio. Entéo:

[{e}] = gu{e} |2 417

onde:
i ‘representa o numero do elemento

m :representa o numero de elementos da malha

A equagdo (4.17) representa o quadrado da norma do erro fJe] no dominio de todo o

volume da malha como uma contnibuic3o de cada elemento da malha.

Finalmente a norma corrnigida avaliada globalmente pode ser dada por:

el (4.18)

Kol =|

{6} +l{es}

onde:

o}

= 2!!{51}“2 (4.19)
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O valor absoluto para a norma de energia tem pouco significado fisico, o erro relativo

percentual (B, ) e (B, )¢ mais facilmente interpretado.

o, o

[ {u}]

{ea

=Tl

100% (4.21) -

As equag¢des (4.20 e 4.21) representam, respectivamente, 0 erro percentual em termos
do campo de deslocamentos ¢ de tensdes. Cada um deles é o Estimador de Erro em termos

globais.

Para adimensionar os valores das normas, calcula-se o quociente do erro sobre a norma

de energia substituindo-se a equacio (4. 18) na equagdo (4.21),

B, = H te }H 100% (422)

({81 +1{e. )

[ R

onde;

"= [{8}[D]"{5}av (.23)

A equagdo (4.22) representa a percentagem relativa da norma do erro em termos globais

para o campo de tensdes.

Para problemas cuja solugfio € conhecida, estima-se um indice que serve de comparacio
para saber se o método ¢ eficiente que ¢ denominado de Indice de Efetividade (6), e para
qualquer Estimador de Erro € a razdo entre as normas do erro estimado e do "erro exato" {erro

cuja malha foi bastante refinada, ou proveniente de uma solugéo analitica ). Entdo:
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e
8 —MMWLT& (4.24)

e}

fexato

Valores estimados da porcentagem de erro $3o obtidos como:

[ {eoH

Beim = S 1 (4.25)
ay 12 2 3
(n {6} i “i*“ {eo. } est:m)z
Uma corregdo impirica para o estimador de erro tem sido aplicado,

[Zienkiewicz/Zhu,1987]. Um fator multiplicador da porcentagem de erro estimada,
simbolizado por (f), conduz a resultados mais satisfatorios. Este fator depende do tipo de

elemento considerado, assim:

f=1,1 para elementos quadrilaterais lineares
f=1,3 para elementos triangulares lineares

f=1.4 para elementos triangulares quadraticos

Este valor corrigido para a porcentagem de erro estimada, € denotado por 7 ,assim:

B" = B (4.26)

O fator impirico (f) pode também ser aplicado para o indice de efetividade 0, produzindo

entdo, (6" ) ou seja:

8 =89 (427

Em trabalhos onde o objetivo € refinar-se a malha, refinamento (h) por exemplo, ¢
interessante garantir a uniformidade do erro, isto €, pretende-se que em todos elementos da

malha o erro nfio supere um valor pré estabelecido. Seja (B, ) a porcentagem de erro maximo
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admissivel em termos globais e (e ,_) o erro elementar maximo admissivel. Assim, ao final do

processo, deseja-se que o erro seja no minimo igual a porcentagem de erro admissivel:

B < Bum (4.28)

Se o erro deve ser distribuido igualmente em todos os elementos da malha, pode-se

atilizar (B ,..) para limitar o erro em cada elemento, ento:

1

o () 20
(e + e}
Isolando-se a norma do erro admissivel tem-se:
e ] =B () jﬁa{eo}“ ! (430)
ol = Zlfeah @31)
() =lfe ) (432)
onde:

m namero de elemenios

{e:,adm} -erro admissivel em tensdo para cada elemento.

Assim, para cada elemento, calcula-se a razdo entre o erro estimado na andlise e o desejado,
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|
S rat 4133
s ] (*+33)

Os elementos com ( A, ) maior que a unidade devem ser refinados, nesse caso reduzidos,

e os elementos com ( Ag, ) menor ou igual a unidade podem ser mantidos. O novo tamanho

dos elementos para os quais (Ag, ) > | € definido por:

h=—— (4.34)

onde:
h ‘novo tamanho do elemento
h; :tamanho do elemento anahsado

p :grau do polindmio interpolador

Neste trabalho limitou-se a analise dos erros, assim nio serdo detalhadas as técnicas de

adaptatividade.
4.4-Erro para Elementos Triangulares Lineares (ETL)

A figura (4.3) € tomada como referéncia para esclarecer o exposto no item anterior
referente ao recuperador de tensdo. Apos avaliado o erro em termos de norma de energia sera

calculada a percentagem do erro local e globalmente.

® ®

© ®
@

7 8
4
Figura 4.3-Chapa Fina discretizada por ETL




68

Divide-se a estrutura acima em 8 elementos e 9 nos e observa-se que o nd (1) pertence
aos elementos 1,2,3,4,5 e 6, a conectividade dos elementos estad mostrada na tabela (4.1). Sera

calculada a tensdo média neste nd como segue:

Tabela (4.1)- Conectividade
Elemento | Conectividade
' Gk
741
421
123
135
615
716
482
6569

ol~dfhjunillibd | —]-

Sabendo-se que o determinante do Jacobiano € o dobro da area do elemento e usando-se
os pontos de integragdo com seus pesos ponderados, as matrizes de massas concentradas [M],

para os elementos (1,2,3,4,5,6), avaliadas pelas equagdes (4.10 e 4.11) tornam-se:

< }’ o Foul
P O
_— e,

onde i indica o numero do elemento e j kI representam os seus nos conforme definido na

tabela (4.1)

Apés 2 montagem, a matriz de massa global pode ser escrita da seguinte forma:



e Ve e mars s W W W T AW TR T wmeE T e T

1 2 3 4 5 6 7
(1234560 0 0 0 0 0 01
0 237y 0 0 0 0 0 |2
0 0 34 0 0 0 0 13
[M], =A 0 0 0 (127 0 0 0 14
0 0 0 458 0 0 5
0 0 0 0 (568 ¢ |6
0 0 0 0 0 0 &7

ficam:

For¢as Nodais Elemento
F,=F, =F, =6, I
F=F =F =6,A, 2
F=F =F =0,A, 3
F,=F,=F =0, 4
F =F, =F =6,A, 5
F=F=F =06,A, 6

Entdo. o vetor forca equivalente global fica:

GA +G,A, +G,A, +G,A, +0.A, +G.A,
G,A,+G,A +G,A,
G,A, +6,A,
{F}, =1 G,A, +0,A, +G,A,
G,A, +G,A, +G,A,
G, A, +G A, +G,A,
G,A, +G A,

Substituindo o vetor forga equivalente na equacio (4.12) tem-se:
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(4.35)

Tendo-se as tensdes para cada elemento, as for¢as equivalentes nodais avaliadas por (4.12)

(4.36)



e e e e T T e e e

{57} =M]"{E}
e para os nos (1,2,3,4,5,6) obtem-se as tensdes medias por:

5= 6,A +0,A,.+0,A, +G,A, +G,A, +5,A,
i A +A A +HA, +A+A,

. OG,AL+G,A +GA,

G, =
: A+ A, +A,
~-_0A,+G,A,
’ A, +A,
. OA +G,A,+6,A,
G, = i
A +A+A,
—_— G.A,+0,A, +G,A,
=
A, +A + A,
5° = G.A. +0, A, +G,A,
&
As+A +A,
5= &,A, +6.A,
’ A+ A
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(437)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

Com as tensdes medias por no, pode-se estimar 0 campo de tensdes {G“} pela utilizagao

da equagdo (4.5), conseguindo-se desta forma uma melhor aproximagio da solu¢do exata

{5}, que a calculada pelo MEF {6} .

Tendo-se o campo de tensdes médias {5'} pode-se avaliar o campo de tensdes

{o"} Considera-se entao o elemento 3 de nos 1,2,3 (i,j,k) figura (1).

Expandindo-se a equagdo (4.5) para esse elemento, o vetor tensdo torna-se:
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. NJ N 0 5ot (4.45)

Efetuando-se a multiplicagdo de [N] por { G* } obtem-se:

G; Ni E“’ T})E; + NJ(EJ’ n)ETx + Nk(g n)ci\
{o'} =40} (= IN.(& )5, + N, (&, 0)5;, + N, (5, )5, (4.46)
Ty NG N)TL, + NE )T, + N(E )T,

As fungdes de forma N;, N;, Ny em fungio de (&, m) podem ser avaliadas nos pontos de

integragdo para obter-se a interpolagdo do campo de tensdes {{5“}, apos isso, avalia-se o vetor

erro {ec}, a norma do erro a nivel de elemento E{eg}ig a percentagem do erro a nivel de
elemento (B3 e percentagem de erro global (B, ).

O quadrado na norma do erro da energia pode ser aproximada pelo seguinte somatorio:

eIl = S wut.m) @

onde:

w(g.n)={e, (&)} [D] {ec (&, m,)} det](E, ,m))] (4.48)

A equacio (4.47) fornece uma aproximagdo do quadrado da norma do erro para

elementos triangulares lineares.
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4.5-Erro para Elementos Triangulares Quadriticos (ETQ)

O campo de tensdes para elementos triangulares lineares dado pelo MEF ¢ constante
para qualquer ponto do elemento. Para elementos triangulares quadraticos o campo de tensdes
ndo ¢ constante e foi avaliado nos pontos de integragdo, fornecendo entdo 3 vetores, um para

cada ponto integracdo.

{6.}=146, (4.49)

{6.} =16, (4.50)

{6,}=16,, (4.51)

O campo de tensOes medias para cada elemento foi calculado usando-se o mesmo
procedimento descrito no paragrafo anterior. Quando considera-se o né (1) figura (4.4), nota-
se que este pertence aos elementos (1,2,3,4,5,6) e o no (2) pertence aos elementos (2,3,7),
entio a tensdo meédia na diregdo (x) para o no (1) e a tensdo media na dire¢do (y) para o no (2)

sio dadas pelas equagdes (4.52 € 4.53):

_ 0 A +0,A,+0, A +0, A, +G, A +G, A,
A+A A A +FAHA,

(4.52)

5 - 0,,A,+0,,A, +G, A,
25’ A, + A, +A,

(4.53)
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Assim. avaliam-se as tensGes médias (&

w» Oy Ty ) para todos os nos da malha, a seguir
calcula-se o campo de tensdes melhoradas {0"} avaliadas pela equagdo (4.5), e para esse

elemento (triangular quadratico) produz-se a equagdo (4.54).

6; Na(%'ﬁnl)clx+Nj(€17ni)6‘;x + Nn(&—‘linl)wé_;x
Gy = Ni(&;snx)o‘iy + Nj(gssni)ej.y o Nn(éaanl)“@;y (454)
ﬂ{':cy Ni(gt!ni)f'\:&y + Nj(gl’na)-f;xy + Nn(gi’nl)fgxy

9 19 5 14 3
16 ¢ 23 r24@ 25 13
® ®
21 22
& » T . 2
17¢ @ 8 19@ 20 112
@ @
7 16 4 1 8

Figura 4.4-Chapa Fina discretizada por (ETQ)

-

Teremos entdo 3 vetores erros, um para cada ponto de integragio, podendo entdo.

avaliar-se a norma do erro pela utilizagio da equagio (4.47).
4.6-Erro para Elementos Quadrilaterais Lineares (EQL)

Considera-se agora os elementos quadrilaterais lineares de nés (i,j, k1), figura (4.5). O
procedimento para calculo do erro serd o mesmo que foi feito para os elementos triangulares

lineares e quadraticos. Avalia-se o campo de tenses {5} pelo MEF nos pontos de integragio,

calculam-se as tensdes nos nos para os elementos, acha-se a2 média em tensdo para cada né6 dos

elementos que convergem para esse no, com as tensdes médias nos nos avalia-se o campo de

tensdes melhoradas {0’”} para cada ponto de integragdo. Calcula-se o vetor erro nesses pontos

¢ posteriormente a norma do erro.
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A equagfo para o quadrado da norma do erro para esse elemento ¢ aproximada entdo

pela equagdo (4.55)

+1+1

e, i = [{e}'[D] " {e}dA = [ [{e} "[D]{e} det[s]d& dn (4.55)

A -1-1

k|~iiwww@m) (4.56)

=l

onde :
W, W, iguais a

y(& ,M, ) dada pela equacdo (4.48)

O vetor das tensdes melhoradas para o elemento (1) de conectividade (1,2,9,8), figura

(4.5), é dado pela equacdo (4.57):

G; Ni(élﬁni )61‘\4 + Ni(giﬂ n})a;x + Ni(gi!ni)gl‘cx + Ni(&w’ql)a;
0:, = Nz(annl )6; + Nl(éhna)ary + Ni(gl’ni)a;y + Ni(gl’nl)al; (457)
T;w_,' Ni(&;*n; );E:‘(v + Nt(gf’na)—f;{y + N.(E.n)n|)fl:xv + N;(ap Tig)%;;v,

7 b
]
©
8 3 4
O,
& y 3

Figura 4.5-Chapa fina discretizada por (EQL)
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Depois de avaliadas as normas do erro para cada elemento, calcula-se a percentagem do

erro a nivel elementar e a nivel global empregando-se a equacio (4.21).
4.7-Estimativa de Erro baseada na descontinuidade de tenses

Foi implementado também a técnica baseada na descontinuidade de tensdes usada no
pacote comercial Nastran [MSC/NASTRAN,1991] para avaliar a estimativa de erro por
elemento. Neste, usa-se a técnica descrita anteriormente para se recuperar o campo de tensdes

nodais médias, ou seja, ponderagdo pela area dos elementos conectados a um determinado né.

®
| ® , D

@
1@ ®

Figura 4.6-Chapa Fina discretizada por ETL
(Estimativa de Erro segundo Nastran)

3

Considera-se a figura (4.6) que representa uma placa de espessura unitaria discretizada
por ETL, onde ambos os campos: de tensdes pelo MEF e o de tensdes médias nodais foram
calculados. Toma-se como referéncia o elemento (1) de nos (1,2,8). As tensdes avaliadas pelo
MEF sdo constantes dentro do elemento e cada um dos nds tera um vetor tensio média dado

por:

{5} =13,.i=128 (4.58)

Trés vetores erros sdo entdo avaliados, um para cada nd. Para o nd 1 o vetor erro fica:



s T Glx eﬁlx
{esl} = G!x mGIy = ec’ly
“Ei‘x Tlx.y j eﬂx}’

o

{esat=

{eoa} =19 Cosy
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(4.59)

(4.60)

(4.61)

Desses trés vetores erros nodais, € calculado apenas um vetor erro que representa o erro

a nivel elementar. Esse vetor erro € calculado fazendo-se a Raiz Média Quadratica de cada

componente de tensdo, assim a componente do erro na direg¢io (x) fica:

Para as componentes (y) e (xy) do elemento (1) tem-se respectivamente:

€

ez + 2 + 2
| aly eczy ec’Sy

& 3
2 2 2
1 Jetixy + et:!xy + ersxy
em =
3

Obtendo, dessa forma, um vetor erro para esse elemento:

(4.62)

(4.63)

(4.64)
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{eh}=1e (4.65)

Com esse vetor erro € calculada pela equacdo (4.66) a estimativa do erro segundo a

seguinte expressio:

el +el tel
€ 2\/“_03___@_ (4.66)

que representa a Raiz Média Quadratica das trés componentes do vetor erro em tensdo do

elemento.

4.8-Estimativa de erro baseada nas tensdes médias-Estimador Z7.1

Tendo sido avaliadas as tensdes pelo MEF {5} nos pontos de integragdo, é necessario

calcular as tensdes nos nos dos elementos, pois, para avaliar-se a tensdo média aritmética e a
tensdo meédia ponderada pela drea dos elementos, serd necessario conhecer a tensfio nodal. O
calculo da tensdo nodal sera o mesmo usado por {[HINTON et al,1975], que, com as tensdes
nos pontos de integracdo dos elementos faz-se uma extrapolagio para os nés dos elementos.
Para elementos triangulares lineares, a tensdo € constante para todo o elemento. A figura (4.7)
mostra um elemento quadrilateral linear com seus pontos de integra¢do ( [, IL, III, IV ) e seus
nos (1,2,3,4).

Vs e

1 2

Figura 4.7-Pontos de Integracido deo
Elemento Quadrilateral linear
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A tensio nos nos {1,2.3.4) é obtida pela equagio (.4.67)

o a b, ¢, b|lo
o, b, a, b ¢, ||oy,
IR - (4.67)
G, ¢, b a, by|oy
O, b, ¢, b a,{{Oy
A matriz de extrapolagio sera aqui chamada de {TRA], dada pela equagdo (4.68)
a, b, ¢, b
b, a, b, ¢
TRA= o s, (4.68)
b, ¢, b a,

onde
NE)
a, =1+—
- 2
1
b, =——
- 2
NE)
¢, =l-—
N 2

Para elementos triangulares quadraticos a obtenggo das tensdes nodais, foram calculadas
tomando-se os pontos de integragdo como sendo as coordenadas nodais e foram avaliadas pela

equacio (3.88)

Com as tensdes nodais faz-se a média aritmética das tensdes dos elementos que
concorrem aquele nd. Com os dois campos de tensdes nodais {6} e {E} calcula-se um vetor

erro par cada nd. Com esses vetores erros, usa-se¢ a equagdo (4.69), para a norma do erro,

[ANSYS,1994],

H%Hm = %2 J {ei }T[D}"{ei}dA (4.69)

A
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onde
u{e J}Hm ¢ norma do erro segundo Ansys para o elemento j

e; erro em tensdo de cada no do elemento j

m ¢ numero de vetores erros por elemento

A equagdo (4.69) pode ser aproximada por:

4

A T
lm = o 2 {e.} (DT e, } (4.70)

“{ej}

onde j € o numero do elemento, =1,2,3,4 530 0s nos desse elemento e k pode seriguala 2, 3

ou 4.

8%

® @ ®

2 3 4
Figura 4.8 Chapa Fina discretizada por EQL
{Estimador de erro segundo Ansys)

Tomando como referencia a figura (4.7) para o elemento (1) a norma do erro segundo a

equacio (4.70) fica:

el = St OV fer} e, 'O erl) @

pois k=2 (nos 1 e 8 ) possuem erros nulos, pois pertencem a apenas um elemento.

Para o elemento (2) tem-se:

e ... m-%?—({ez}"f{m-‘{ez%{ea}T[Dr’{ea}+{67}%0]"{%}+{ea}T{Dr*{ea}) (4.72)
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Apos a obtengio da norma do erro para todos os elementos, avalia-se a energia de

deformacio para cada elemento, através de:

braqT -
U, =;{a} [k Ha} (4.73)
e a percentagem de erro na norma de energia € calculada por:

”{ej }El :

Bi =l | 100% 4.74)

Ii{es j+u,
4.9- Estimador ZZ2

Fot implementado neste trabalho um outro tipo de recuperador de tensdes médias dado

pela equagdo (4.75), e adotando o mesmo procedimento usado pelo estimador (ZZ) chegou-se

a outro estimador de erro, aqui chamado de (ZZ2).

n {Gu
PR
(G} =25

1
1=1 Ag

(4.75)

onde
{6‘”222} - tensdo média segundo estimador ZZ2
[6,} - tensdo no elemento i

A; - Area do elemento i

n - mamero de elementos conectados ao no i

Para elucidar a equacio (4.75), calcula-se a tensfio média no no (2) da malha dada pela
figura (4.8):
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{o} +{62} N {05}

O, (AAL) 10,1 (ALAL)+H{0,5} (AA,)
{52}= A, A‘.tz A, :{ 1} 20%3 { 2} 1643 { 3} 192 (4.76)
L ALAL+AA; FALA,
A, A, A,
6 5 A

@ ®
@ ®

2 3

Figura 4.9-Recuperador de tensio média
nodal segundo 222

Nota-se, entdo, que o peso ponderado da equagdo (4.76) € um produto de areas, ou seja,
o peso ponderado para a tensdo do elemento (1) € o produto (A,As). Para a tensdo do
elemento (2) é o produto (A;As) e, assim, sucessivamente.

Qs métodos descritos nos itens anteriores foram implementados nesse trabalho, e os

resultados obtidos para varios testes numericos sao apresentados no capitulo 5.



CAPITULOSS

TESTES E RESULTADOS NUMERICOS

5.1-Introducao

Neste capitulo serdo feitos alguns exemplos com o propésito de se validar as
implementagdes realizadas dos Estimadores apresentados no capitulo 4, para os trés tipos de
elementos implementados. tnangular linear, triangular quadratico e quadrilateral linear. Os trés
primeiros exemplos mostram uma chapa de espessura unitaria sujeita simplesmente a tragdo.
Posteriormente € mostrado, usando os mesmos elementos, chapas finas sujeitas a esforcos de
flexdo e quatro exemplos tratando do problema de um cilindro espesso, sujeito a uma pressio
interna. Os resultados foram obtidos para norma do erro por elemento, percentagem de erro

por elemento € a percentagem de erro global.

Para elementos triangulares lineares foi implementado a estimativa de erro por elemento,
baseado no salto de tensdes. Depois de avaliado o campo de tenses médias nodais, calcula-se
um vetor erro por no, e, através das Raiz Média Quadratica, estima um nico vetor erro para
esse elemento. Para obter-se a estimativa do erro por elemento, faz novamente a Raiz Média

Quadritica das trés componentes de tensdo desse vetor.
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5.2- Exempios de chapas submetidas a tracdo

As figuras (5.1), (5.2) e (5.3) mostram uma chapa de espessura unitaria submetida a
esforcos de tragdo, para caracterizar erro nulo, visto que, o campo de deformagdo € constante
para qualquer secgdo transversal da chapa, consequentemente, o campo de tensGes sera
também constante, produzindo erro zero para qualquer ponto do elemento. Na figura (5.1)
mostra-se uma discretizagdo por elementos triangulares lineares, onde obteve-se percentagem

de erro por elemento igual a zero e percentagem de erro global zero.

— | 200

e 200
i i 12 3 4
{ 1

Figura 5.1- Chapa fina submetida a tracgfo e discretizada por
elementos triangulares lineares

A figura (5.2) mostra a mesma chapa discretizada por elementos triangulares quadraticos
fornecendo também percentagem de erro a nivel elementar igual a zero e percentagem de erro

global igual a zero.

Na figura (5.3) a chapa foi discretizada por elementos quadrilaterais lineares ¢ também
eubmetida a traco, produzindo percentagem de erro elementares igual a zero e percentagem

de erro global igual a zero.
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~ 66,67
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Figura 5.2 - Chapa fina submetida a tracio e discretizada

}

X B[t)

por elementos trianguiares quadraticos

200

E

2
[

200

Figura 5.3 - Chapa fina submetida a tracéio discretizada por
elementos guadrilaterais lineares
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Assim, este primeiro teste, bastante simples, mostra ndo apenas um indicativo da

qualidade das implementagbes dos erros, da estimativa, como também, a qualidade das

implementagdes dos elementos.

5.3- Exemplos de chapas submetidas a flexao

As figuras (5.4), (5.8) e (5.11) mostram uma mesma chapa, de espessura unitaria,

submetida as forgas verticais causando flexio na mesma. Esses exemplos tem como objetivo

ilustrar o procedimento e avaliar as estimativas do erro, normas do erro, percentagem

elementar do erro, percentagem global do erro, abrangende os trés tipos de estimadores de
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erro e 0s trés tipos de elementos implementados. A tabela (5.1) relaciona a estimativa do erro

segundo os saltos de tensGes, a norma do erro por elemento, a percentagem do erro por

elemento e a percentagem global

Triangulares Lineares (ETL).

do erro, para a malha discretizada por Elementos

200
8 7 6 |
5
@ | N @ (®)
® ©, ()
z : 2 3 4
- ‘ 1200

Figura 5.4 - Chapa fina submetida a flexio discretizada por
Elementos triangulares lineares

Tabela 5.1- Percentagem de erro por elemento triangular linear

Flemento | Estimativa | Norma do | Norma do | % de Erro | % de Erro
do Erro Erro Erro (Z2.2) (ZZ1)
(ZZ) (ZZ1)

1 690,35 9,65 10,54 55,65 59,05

2 921.89 14,52 11,39 81,66 74,30

3 627,02 9,54 7,69 68,46 60,34

4 446,43 6,82 5,51 73,82 66,21

5 253,85 3,78 3,12 51,94 44,85

6 108,75 1,22 1,63 28,43 36,66

% Erro 68,73 63,36
Global

Na figura (5.5) € mostrado os resultados para a norma do erro (ZZ) e a norma do erro

(ZZ1), norma usada pelo pacote comercial Ansys, [ANSYS,1994]. A figura (5.6) mostra as

percentagens de erros por elemento pelos métodos (ZZ) e (ZZ1), e na figura (5.7) sdo
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mostrados os resultados da estimativa de erro por elemento, método usado pelo pacote

comercial Nastran, [MSC/NASTRAN/1991] que foi implementado, e ¢ aqui denominado (ST).

Norma do Erro em Energia

1 2 3 4 5 3]
Ndamero do elemento

Figura-5.5-Norma do erro em Energia segundo
ZZ e ZZ1 para o caso de flexido em fun¢io do nimero do ETL

Observa-se que para a comparag@o dos estimadores (ZZ) e (ZZ1) a constante meio,

(1/2), da equacao (4.68) foi desconsiderada.

Percentagem do Erro
80 . .

27 27 =68 73%
80¢F ZZ1 =63,36%

70t
80}/

50}
40t

30+

20

1 2 3 4 5 8
Namero do elemento

Figura 5.6-Percentagem de Erro segundo ZZ ¢ Z7.1

para o caso de flexfio em funcfio do nimero do ETL
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Salto em tensdes

800+

600+

400+

200t

0

1 2 3 4 5 B
Nimero do elemento

Figura 5.7-Salto em tensdes em funcio do nitmero

do ETL para o caso de flexiio

A diferenca entre os métodos do estimador baseado na norma da energia (ZZ) e do
(ZZ1) esta basicamente na obtengdo das tensdes nodais medias , o primeiro calcula um campo
de tensdes melthoradas usando para i1sso as tensGes médias nodais fazendo interpolagdo com as
funcdes de forma, feito isso, calcula o erro por nd e avalia a norma do erro segundo a
expressio ( 4.47). O segundo usa as tensdes medias nodats extrapoladas para avaliar o erro

por no e usa a equagdo (5.1) para avaliar a norma do erro globalmente.

Kotz = 5 [} D] {e)an 5.

A

A figura (5.8) mostra uma chapa discretizada por 6 elementos triangulares quadraticos
submetida a flexdo. A tabela (5.2) mostra a norma do erro por elemento usando-se o estimador
(ZZ), e 0 (ZZ1), percentagem de erro por elemento e a percentagem de erro giobal. Na figura
(5.9) ¢ feito a comparagio entre o Estimador (ZZ) e o (ZZ1) para a norma do erro, e na figura

(5.10) em termos de percentagens de erro.
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66.67
15 7 14 6 13
— B . 5
15 @ N @ 12
- i 184 20 21
. (1) ©), (5) 266.67
3
ol g ? 10 3 r 4
| E A 66.67
¢

Figura 5.8- Chapa fina submetida a flexdo discretizada
por ETQ

Tabela 5.2-Percentagem de erro por elemento triangular quadritico

Nuamero do Norma do erro Norma do erro % de erro por % de erro por
elemento em Energia em Energia elemento elemento
(ZZ) (ZZ1) (ZZ) (ZZ1)
1 2,71 2,95 10,92 16,65
2 3.29 3,35 13,33 19,02
3 2,06 2.20 13,04 19.46
4 2,27 2.43 14,57 21.74
5 2.30 2,35 30,34 41,70
& 0,68 0,74 9,64 14,05
% Global 13,51 2308

Comparando-se a norma do erro € percentagem de erro por elemento assim como a
percentagem de erro global para a malha discretizada com elementos triangulares lineares
tabela (5.1) com a tabela (5.2) onde a malha foi discretizada com elementos triangulares

quadraticos, pode-se notar que esses valores diminuiram.
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para o caso de flexio em funciao do nimero do ETQ

Percentagem do Erro

45

i ZZ =13,51% i
40 221 =23.08%
35¢ 1

1 2 3 4 5 <]
Numero do elemento
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para o caso de flexdo em fun¢io do numero do ETQ
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Pode-se observar que existe uma diferenca entre os dois resultados, este fato é

justificado pela maneira dos métodos avaliarem as tensdes médias nodais.

A figura (5.11) mostra a mesma chapa discretizada por 3 elementos quadrilaterais

lineares, submetidas a flex8o. A tabela (5.3) mostra os resultados numéricos das normas do

erro por elemento usando-se o estimador (ZZ), norma do erro segundo (ZZ1), a percentagem
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do erro por elemento e a percentagem de erro global. As figuras (5.12) e (5.13) mostram esses

dados para efeito

- 8l

de comparagdo.

i

Figura 5.11-Chapa fina discretizada por 3 EQL

submetida a flexao

Tabela 5.3-Percentagem de erro porEQL

200

208

Numero do Norma do Norma do Percentagemn de | Percentagem de
Elemento Erro em Energia | Erro em energia Erro (ZZ) Erro (ZZ1)
(Z2) (ZZ1)
1 4,14 4,87 41,02 59,84
2 3,62 4,02 53,21 70,21
3 224 2,93 63,61 83,67
%sglobal 46,86 66,00
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Figura 5.12-Norma do erro em Energia segundo ZZ e ZZ1
para o caso de flexio em funcio do numero do EQL
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Figura 5.13-Percentagem de erro segundo ZZ e ZZ1
para o caso de flexdo em funciio do nimero do EQL

A figura (5.14) mostra uma outra chapa discretizada por 10 elementos quadrilaterais
lineares, submetidas a flex8o. A tabela (5.4) mostra os resultados numéricos das normas do
erro por elemento usando-se o estimador (ZZ), norma do erro segundo {(ZZ1), a percentagem

do erro por elemento, (ZZ), ¢ a percentagem de erro global. As figuras (5.15) e {5.16)

mostram esses dados para efeito de comparagio.
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Figura 5.14- Chapa fina submetida a flexio discretizada

por EQL

Tabela 5.4-Percentagem de erro por elemento quadrilateral linear

Numero do Norma do Erro | Norma do Erro % de erro % de erro
Elemento (ZZ) (ZZ1) por elemento por
ZZ elemento ZZ1
1 0,045 0,050 46,86 64,21
2 0,043 0,048 49.03 66,30
3 0,038 0,042 49 08 66,35
4 0,033 0,037 49,15 66,42
5 0,028 0,031 4926 66,53
6 0,023 0,026 49 46 66,71
7 0,018 0,020 49,83 67,06
8 0,013 0,015 50,67 67,86
9 0,009 0,010 53,21 70,21
10 0,005 0,007 63,61 83,66
9% de Erro 48,68 66,01

Global

92
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Figura 5.16- Percentagem do erro em Energia segundo ZZ e ZZ1
para o caso de flexdo em funcioe do nimero do EQL.
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0

Nota-se que os dados apresentados para as normas do erro calculados pelos métodos
(ZZ) e (ZZ1) estdo proximos e diminuem nos elementos mais distante dos vinculos.
Analisando os ultimos exemplos vé-se que existe uma relacio entre os métodos de se

avaliar as estimativas de erros, 2 norma do erro, a percentagem de erro por elemento e
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consequentemente a percentagem de erro global. Tal fato pode ser comprovado para os trés
tipos de elementos implementados, ETL, EQL e ETQ.

Observa-se também gue a percentagem de erro global ¢ uma medida que é sensivel aos
maximos valores de erro encontrados. Pode-se notar este fato a partir dos erros globais
obtidos para as malhas das figuras (5.11) e (5.14). Isto €, a informag&o isolada da percentagem

de erro global é insuficiente e pode ndo representar a qualidade do modelo.
5.4-Cilindro de parede espessa- Comparaciio com solu¢io Analitica

O objetivo deste exemplo ¢ © de‘utiiizar uma solu¢do analitica de referéncia, para
verificar a tendéncia da estimativa de erro, na corregdo das tensdes aproximadas obtidas pelo
Método dos Elementos Finitos.

As tensdes analiticas (radiais e tangenciais) para cilindro de parede espessa submetido a
pressio interna, figura (5.17) sdo fungdes somente do raio (r) do cilindro,
[TIMOSHENKO/GOODIER, 1980], e sdo dadas pelas equagdes (5.2) e (5.3):

2 2
G, = M( _P_E:__J (5.2)

a’p, b,
, wwﬁw(w%) (53)
1
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Figura 5.17 Cilindro de parede espessa
submetido a pressio interna

onde a; € o raio interno e by € o raio externo, p; € a pressio interna e r € um raio genérico.
Considerando estado plano de tensdo, [TIMOSHENKO/GOODIER,1980] o campo de
tensdes em coordenadas radiais e tangenciais em funcdo das coordenadas retanguiares sdo

dadas pelas equagdes (5.4) e (5.5):

0, =0, cos’0+0,sin°0+ 21 _sinbcos O (5.4)

Oy =G, sen’ 0 +6,, cos’ 6 -21, senBcosd (5.5

Para verificagdo dos calculos dos campos de tensBes pelo MEF, e o de tensdes
melhoradas, fez-se a comparagdo com o campo de tensdes analiticas, o que pode ser

observado pelas figuras (5.20) a (5.23).

s parametros selecionados para este caso foram: a,=0,2; b=1,0; p=10;
E=10000; v=073
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Por questdes de simetria foi considerado apenas um quarto do cilindro e este foi
discretizado inicialmente com 12 EQL num total de 20 nos, figura (5.18). Posteriormente
aumentou-se 0 nimero de elementos da maiha, discretizada entdo com 42 EQL totalizando 63

nos, figura (5.19).

Figura 5.18-Cilindro submetido & pressio interna
discretizado com 12 EQL

Figura 5.19-Cilindro submetide & pressio interna
discretizado com 48 EQL
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Nas figuras (5.20) e (5.22) sdo apresentados as tensOes radiais analiticas, (G, ), tensdes
pelo MEF, (G, ), e as tensdes radiais corrigidas quando s3o considerados 0s erros, ou sgja

(o, =G, +¢z), quesdo as tensdes melhoradas utilizadas pelo estimador (ZZ), para 12 ¢ 48
EQL, respectivamente.
Nas figuras (5.21) e (5.23) ¢ feito o mesmo procedimento, agora, em relagdo as tensdes

tangenciais analiticas, (O, ), tensdes tangenciais pelo MEF, (G, ), e as tensdes tangenciais
corrigidas pelo erro, (G; =G, +¢,).

As tensdes o, o, e T, foram calculadas em coordenadas retangulares ¢ foram

usadas as equagdes (5.4) e (5.5) para se avaliar, nos pontos de integragdo, o campo de tensdes

radiais G, ¢ tangenciais G, , respectivamente, em coordenadas polares.

0
2t
+

0 ¥
S -4}
g ¥ ¥ mef
8 + mef+erro
o — analitica
@ -6} ]
.
2

-8t ]

—10 & i $
0.2 0.4 0.6 0.8 1

raio [m] — 12 elementos
Figura 5.20-Tensoes Radiais em funcie do raio

para cilindro de parede espessa (12 EQL)
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raio [m] -- 12 elementos
Figura 5.21- Tensdes Tangenciais em funciio do raic

para cilindroe de parede espessa (12 EQL)

Na figura (5.22) e (5.23) sdo mostradas as tensdes radiais e tangenciais respectivamente

para a malha composta de 48 elementos.

0
2F
@
= + ¥ mef
& + meft+erro
=§ 5l ~—analitica )
L ¥
-8t ]
-10 ‘ : :
0.2 0.4 0.6 0.8 1

raio [m]-- 48 elementos
Figura 5.22-Tensées Radiais em funcio do Raie
para cilindro de parede espessa (48 EQL)
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Figura 5.23-Tensées Tangenciais em func¢io do Raio

para cilindro de parede espessa (48 EQL)

Nota-se que o campo de tensdes radiais e tangenciais pelos métodos {mef) como para o
(mef+erro) ficam methores a medida que o raio aumenta, ¢ fornecem resultados mais
aproximados, comparados com a solugdo analitica, quando a malha ¢ discretizada por maior
nimero de elementos.

De uma maneira geral, o erro estimado aponta na diregic da solugic exata, o que

permite afirmar que a estimativa realizada ¢ satisfatoria para o estimador (ZZ).
5.5-Exemplos com cilindro de parede espessa submetido a pressio interna

O objetivo deste item € o de utilizar os estimadores (ZZ) e (ZZ1) e a estimativa do erro
em salto de tensdes (ST) com os trés tipos de elementos implementados, ETL, ETQ, EQL,
para se fazer comparagdes e tirar conclusdes com respeito as normas, percentagens de erros a
nivel de elemento e percentagem de erro global, objetivando discutir as vantagens e
desvantagens dos elementos e estimadores utilizados. Neste item também se observa as regibes
que estdo sujeitas a percentagem de erro acima de um valor pré-estabelecido para posterior

refinamento.
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O exemplo escolhido € de um cilindro de parede espessa, submetido a uma pressio
interna.

Os pardmetros selecionados sfo:  a;=0,05; b;=0,2; p;/=~100000, E=2100000; v=03

Devido a simetria nos exemplos que se seguem foi tomado apenas um quarto do cilindro,
e adotou-se uma malha bidimensional irregular, sendo que a pressdo foi tomada como uma
carga distribuida ao longo do perimetro interno do cilindro.

Foram adotadas malhas irregulares para se evidenciar a qualidade dos recuperadores de
tensio.

Na figura (5.24) a esquerda é mostrado a norma do erro por elemento para o estimador
(ZZ), discretizada com 31 ETL, e a direita é mostrado as percentagens de erros por elemento
juntamente com a percentagem de erro global que foi de 42,55%, resultado grosseiro quando
comparado com niveis aceitdveis adotados em processos de refinamento, indicando dessa
forma que essa malha deve ser refinada. Os elementos sujeitos a maiores percentagens de erros
sdo os mais internos, resultado esperado, pois, sdo neles aplicadas as forcas externas. Observa-

se também que sdo poucos elementos com percentagens de erros inferiores a 25%.

Norma do errc

0z 8.2 T

ZE=4255%

.18
G.I6E
0.141

0.2t
ot/
008 %

cos-

0 0 !
002
0

02 015 -0 008 0 02  -045 01 .005 0

.15+

0.4

0.0

Figura 5.24-Norma e percentagem do Erre para 31 ETL (Z7) (%Global=42,55%)

A figura (5.25), a esquerda, mostra as normas do erros para o mesmo exemplo, agora
discretizado por uma maltha com 77 elementos, sem contudo se preocupar com refinamento,
mas aumentando o niimero de elementos, principalmente na regido onde os elementos estio

sujeitos a maiores percentagens de erro. Devide a esse aumento do nimero de elementos,
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consegue-se uma melhora substancial nas normas dos erros, nas percentagens dos erros por
elemento, e na percentagem de erro global, que ficou em 26,22%, figura (5.25) a direita. Esse
valor indica que o tamanho dos elementos deve ser diminuido, ja que poucos elementos estdo

com percentagem de erro inferior a 15%,[FANCELO/FEIIOO/1992].

Nota-se que os elementos com maiores percentagens de erro € maiores normas sio 0s
elementos internos, ou sejam os mais préximos aos pontos de aplicagdo das forgas, pois as
deformagOes nessa regifio sdo maiores quando comparadas com as dos elementos mais

exifernos.

02

0.2

ZZ=2W.22%

Q.16+ 15

01 HARS

.05 0.05-

02 615 04 .05 0

82 01 01 005 0

Figura 5.25-Norma e percentagem do Erro para 77 ETL (ZZ), % global =26,22%

A figura (5.26) a esquerda, mostra a norma do erro em energia e a direita a percentagem
de erro por elemento segundo o estimador (ZZ1) para a malha discretizada com 77 ETL.
Nota-se que os elementos com maiores normas de erro pertencem a regido proxima ao raio
interno do cilindro, em concordéncia com o estimador (ZZ). A percentagem global de erro

ficou em 28,78%, valor grosseiro em termos de precisio, necessitando da malha ser refinada.
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Figura 5.26-Norma e percentagem do Erro para 77 ETL (ZZ1), % global=28,78%

Na figura (5.27) o cilindro foi discretizado com elementos quadrilaterais lineares,
inicialmente com 16 elementos e num segundo caso com 42 elementos, figura (5.28). A figura
(5.27) a esquerda, mostra as normas dos erros, indicando os elementos mais internos
possuirem maiores normas. A direita da figura (5.27), sio mostradas as percentagens de erros,
onde os elementos mais internos, os submetidos as forgas externas, estiio sujeitos também a
maiores percentagens de erros, em torno de 28%. As menores percentagens de erro, elementos
mais externos, estdo em torno de 15%. A percentagem de erro global ficou em 25,21 %,

podendo-se concluir que o modelo deve ser refinado.

Narma do erro
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Figura 5.27-Norma e percentagem do Erro para 16 EQL (ZZ), % global=25,21%
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Para 42 elementos a percentagem de erro global diminuiu, e passou a ser 17,69.%. Nessa
malha alguns elementos estdo com percentagem de erro inferiores a 15%, resultado que
comega a ser razoavel em termos de refinamento, mas os elementos mais internos necessitam

ser refinados, figura (5.28).
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Figura 5.28-Norma e percentagem do Erro para 42 EQL (ZZ), % global=17,69%

Observa-se nas figuras anteriores que as malhas dicretizadas com elementos
quadrilaterais lineares, apresentam simetria, 0 que ndo ocorre com as mathas dicretizadas com
elementos triangulares lineares visto que, para EQL as 4reas dos elementos nio diferem tanto
quando comparados com os ETL. Outro fator € que um n6 da malha discretizada com EQL
pertencem a 1,2 ou 4 elementos, j4 no caso da malha discretizada com ETL, um né pode
compartilhar até 9 elementos, figura (5.25), ocasionado tensdes médias bem diferentes.

O cilindro foi também discretizado com elementos triangulares quadraticos, inicialmente
com 31 elementos e posteriormente com 77 elementos, figuras (5.29) e
(5.30),respectivamente.

A figura (5.29) a esquerda mostra as normas dos 31 elementos triangulares quadraticos,
indicando ser 0s mais internos os sujeitos 4s maiores normas e consequentemente s maiores
percentagens de erro, que ficou em torno de 65%, onde a percentagem de erro global foi de
42,95%, figura (5.29) 2 direita. Nota-se também que muitos elementos estio com percentagem

de erro inferiores a 10%, indicando que tais elementos estdo com razoavel precisdo quanto ao
seu tamanho.
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Figura 5.29-Norma e percentagem do Erro para 31 ETQ (ZZ), % global=42,95%

Elevou-se o niimero de elementos para 77 e na figura (5.30) 4 esquerda s3o mostradas as
normas dos erros, € a direita suas respectivas percentagens. Em alguns elementos, a
percentagem de erro é bastante grande, em torno de 65%. Por outro lado muitos elementos
apresentaram percentagem de erro inferiores a 5%, podendo-se concluir que estdo de bom
tamanho. Apesar da percentagem global ter diminuido de 42,95% (31 elementos) para 33,55%
(77 elementos), o processo de refinamento deve continuar, até esse valor reduzir-se a niveis

aceitaveis.
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Figura 5.30-Norma ¢ percentagem do Erro para 77 ETQ (ZZ), % global=33,55%
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Na figura (5.31) € mostrada a Estimativa do erro em tensdo para elementos triangulares
lineares, segundo o estimador baseado no salto de tensdes, para 31 elementos, a esquerda, e
com 77 elementos, calculada pela equagio (4.66). Mesmo sendo uma medida em tensdo, a
estimativa do erro baseado no salto de tensio, nota-se que este valor concorda com os
estimadores no sentido de indicar qual a regifio com maior norma de erro e percentagem de

erro, e que este valor decresce a medida que o nimero de elementos aumenta.
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Figura 5.31-Estimativa do erro por 77 ETL segundo salto de tensdes

Os elementos submetidos as for¢as externas, sdo os que possuem maiores estimativas de
erros, regido proxima ac raio interno de cilindro. Para efeito de comparacio esse teste &
importante pois concordam, com os estimadores implementados.

Na figura (5.32) séio mostradas as normas do erro e a percentagem de erro utilizando o
estimador (ZZZ2), cuja recuperagio das tensdes ¢ feita baseando-se na formulagio apresentada
no capitulo 4.

Este estimador, similar ao (ZZ) usa o recuperador de tensio dado pela equagdo (4.75)
aqui denominado (ZZ2). A figura (5.32), & esquerda, mostra a norma do erro para a malha do
cilindro discretizado com 77 ETL e 4 direita a percentagem do erro para esses elementos com
a percentagem global de erro de 26,57%. Comparando a regiio com maiores normas o

resultado concorda com os outros dois estimadores.
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Figura 5.32-Norma e Percentagem do Erro por 77 ETL (ZZ2), % global=26,57%

5.6-indice de Efetividade

O obijetivo desse item ¢ avaliar o indice de efetividade dos estimadores implementados,

(ZZ) e (ZZ1) e (ZZ2), ou seja, avaliar o resultado da equagio (4.24)

= —T- (4.24)

Este indice pode ser calculado quando o problema tem solugiio conhecida, ou solugio
analitica. Para os exemplos de cilindros submetidos a pressio interna, a solugio analitica para o

campo de tensdes radiais (ogr) e tangenciais (1,) em qualquer ponto interno do cilindro é

fungio somente do raio (R) do cilindro, dadas pelas equagBes (5.2) e (5.3).

Foi utilizado o elemento triangular linear para esse tipo de teste, onde a malha foi
discretizada com 77 elementos. O campo de tensdes analiticas foi avaliado nos pontos de
integra¢d@o dos elementos, posteriormente esse campo em coordenadas (R) e (0) foi passado
para o sistema de coordenadas retangulares (x) e (y). Como o campo de tensdes pelo MEF &
constante para esse elemento, foi avaliado entdo um erro para cada ponto de integragio,

podendo, dessa forma, estimar a norma exata do erro para cada elemento, figura (5.34).
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Figura 5.33-Norma exata do erro por 77 ETL

Valores 6timos para o indice de efetividade (0) s3o os proximos da unidade, pois indica
o quanto o campo de tensdes calculado estda proximo do campo de tensdes analiticas,
implicando entdo, o quanto o erro calculado diverge do erro exato. Foi considerado para efeito
de comparagfo, o fator empirico, (f), referente a [ZIENKIEWICZ/ZHU 1987], para o cilculo
do indice de efetividade do estimador (ZZ), figura (5.34); e o fator (1/2) para avaliar-se o
indice de efetividade do estimador (ZZ1), [ANSYS,1994], figura (5.35). Os resultados para a

efetividade (ZZ), (ZZ1) e (ZZ2) foram normalizados entre [0,1] para facilitar a visualizagiio.

Efetividade 27
02 '

018}
018}

014 F
0.12r

a1t
.08+
006+
0o4r
0.02

-%2 -0.12 -0.1 -G.05 0

Figura 5.34-Indice de Efetividade (77 ETL)-ZZ
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A figura (5.35) mostra o indice de efetividade do estimador (ZZ1) e a figura (5.36)

mostra o indice de efetividade para o estimador (ZZ2).
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Figura 5.35-Indice de Efetividade (77 ETL)-ZZ1
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Figura 5.36-Indice de Efetividade (77 ETL)-ZZ2
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Este indice € uma ferramenta adequada para a validacdo dos estimadores de erros, e seu
valor tende a unidade a medida que as malhas sdo refinadas. Esta tendéncia foi observada para
os trés estimadores (ZZ), (ZZ1) e (ZZ2).

Nota-se um maior numero de elementos com efetividade entre 0,7 a | para o estimador
(ZZ) e (ZZ2), quando comparados com esse mesmo intervalo para a efetividade segundo
(ZZ1), podendo-se entdo concluir que os estimadores (ZZ) e (ZZ2) fornecem resultados mais |
satisfatorios que o estimador (ZZ1).

Para esse teste a efetividade global segundo (ZZ), (ZZ1) e (ZZ2) ficaram bem proximo
da unidade, um otimo valor, porém em termos de refinamento adaptativos nio é fator decisivo

de parada do mesmo, pois alguns elementos estdo com percentagem de erro elevada.

5.7-Comentarios

Nesse capitulo foram apresentados exemplos com chapas finas submetidas a tracdo, a
flexdo, e cilindros submetidos a pressdo interna, onde foi considerado estado plano de tensio,
utilizando os estimadores (ZZ), (ZZ1) e (ZZ2) e a estimativa do erro em salto de tensdes (ST).
As malhas foram discretizadas com elementos triangulares lineares, quadrilaterais lineares e
triangulares quadraticos, com trés maneiras de recuperar as tensdes, pela média dos elementos
conectados a determinado no, pela media ponderada pelas areas dos elementos conectados e
pelo metodo dado pela equagdo (5.6). Os resultados das normas e das percentagens de erro
foram apresentados em forma de graficos para facilitar a visualizacio.

Em alguns casos o campo de tensOes calculado foi comparado com o campo de tensdes
analiticas para vahidar os métodos.

Nota-se que para os exemplos de cilindros, as malhas discretizadas com EQL sio
simétricas, o que ndo acontece quando sdo discretizadas com ETL e ETQ.

Os estimadores (ZZ) ¢ (ZZ1) ou (ZZ2) fornecem resultados semelhantes, pois existe
bastante concordéncia da regido onde se deve fazer o refinamento, dessa forma, qualquer um

pode ser utilizado com esse objetivo.



CAPITULO 6

COMENTARIOS E CONCLUSOES

Esse trabalho foi elaborado objetivando ser detalhado e didatico onde procurou-se
mostrar o desenvolvimento das equagdes de uma forma simples, primeiro para as equagdes da
elasticidade linear bidimensional, depois apresentou-se as equagdes do método da aproximagio
por elementos finitos. No capitulo seguinte foi apresentado as func¢des de forma, as fungdes de
geometria, suas relagOes com as matrizes de rigidez do elemento triangular linear, triangular
quadratico e quadrilateral linear, onde foi usado integragio numérica para obtengdo dessas
matrizes. Com as matrizes de rigidez dos elementos, avaliou-se o campo de deslocamentos, o
campo de deformagdes € o campo de tensdes desses elementos.

O campo de tensdes foi avaliado nos pontos de integragdo, o calculo do campo de
tensdes nodais, foi feito por extrapolagao, ou foi tomado as proprias coordenadas nodais como
pontos de integragdo. Esse campo de tensSes nodais € descontinuo, ou seja, um mesmo no
pode ter mais de um valor de tensdo, devendo-se entdo fazer algum tipo de média para se ter
um valor inico de tensdo nodal. Trés critérios de "suavizagdo" foram implementados: primeiro
pela média aritmética das tensdes dos elementos conectados aquele n6, que € o recuperador
usado pelo Ansys, [ANSYS, 1994}, o segundo que ¢ calculado pela média ponderada pelas
areas dos elementos que compartilham daquele nd, que é o recuperador de tensdes usado pelo

estimador (ZZ), [ZIENKIEWICZ/ZHU,1987], para suavizar o campo de tensdes nodais. O
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terceiro critério proposto, (ZZ2), baseia-se em uma média ponderada com o inverso das areas
elementares,

Testes com cilindros de parede espessa submetidos a pressio interna e discretizado com
EQL foram feitos para validar esses campos de tensdes, onde foram comparados com o campo
de tensdes analiticas.

Usando o primeiro estimador, meédia aritmetica, calculou-se o erro por no e
consequentemente a norma do erro por elemento, percentagem de erro por elemento e
percentagem global do erro, pardmetro principal para refinamento.

Com o segundo tipo de recuperador, média ponderada pela area dos elementos, e usando
as fun¢des de forma, avaliou-se o campo de tensdes "melhoradas” nos pontos de integragéo,
assumindo entdo, esse campo de tensdes como sendo o campo exato de tensoes,
(procedimento adotado para problemas de solugdo ndo conhecida). Avaliou-se,
posteriormente, um vetor erro em tensdo para cada ponto de integragdo. e calculou-se a norma
do erro por elemento, a percentagem de erro por elemento e a percentagem de erro global.

No capitulo 4 foi descrito uma maneira de como fazer refinamento, utilizando os
Estimadores implementados, onde € indicado quais elementos devem ser refinados ¢ o novo
tamanho desses elementos.

Os exemplos do capitulo 5 mostram as aplicagdes e a validagio dos Estimadores, usando
os trés tipos de elementos implementados: triangular linear, triangular quadratico e
quadrilateral linear, assim como, testes de efetividade para o exemplo de cilindro de parede
espessa submetido & pressdo interna discretizado com ETL.

E implementado também a Estimativa de erro usado pelo pacote comercial Nastran,
[MSC/NASTRAN,1991]. Alguns exemplos foram feitos ¢ concordam com os estimadores,
indicando os elementos a serem refinados.

Foram feitos exemplos com cilindro de parede espessa submetido a pressfic interna
discretizado com elementos quadrilaterais lineares utilizando o estimador (ZZ1), que ¢ o usado
pelo pacote comercial Ansys, [ANSYS,1994]. Os metodos diferem da maneira de avaliarem o
erro; enquanto {ZZ) avalia o erro nos pontos de integragdo, (ZZ1) avalia o erro nos nés dos
elementos. O estimador (ZZ) calcula as tensGes melhoradas por interpolagdo, usando as

funcgdes de forma dos elementos, enquanto (ZZ1) usa 0 campo de tensdes médias para avaliar

0 e1To por no.
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Pelos exemplos anteriores nota-se que tanto (ZZ), (ZZ1) ou (ZZ2) pode ser utilizado em
programas de refinamento adaptativo.

Nos testes preliminares realizados, o procedimento (ZZ2) mostrou uma boa coeréncia
quando aplicado em malhas fortemente irregulares. Um maior numero de ensaios numéricos
deve ser realizado para confirmar este desempenho.

Nesse trabalho, a preocupagdo maior foi de desenvolver, (implementar), usando
elementos finitos, um programa para o calculo de estimadores de erros, sem portanto fazer
refinamentos. Em alguns casos, simplesmente aumentou-se o nimero de elementos nas
regides onde os estimadores indicaram ser grande a percentagem de erro, para verificar se:
diminuindo o tamanho dos elementos nessas areas a percentagem de erro por elemento
também diminuiria e consequentemente a percentagem global de erro, tal fato ficou evidente
pelos exemplos do capitulo 5.

Para trabalhos futuros, os Estimadores e os elementos implementados poderdio ser tteis

na resolucdo de problemas de engenharta envolvendo o MEF pelo uso de técnicas e

refinamentos adaptativos.
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