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Resumo _ o

Mattos, Marcio Coclho de; Alteragdes na Dindmica de Sistemas com Vibroimpacto Devides
Variagdoes da Folga, Campinas, Faculdade de Engenharia Mecinica, Universidade
Estadual de Campinas; 1998. 129 p. Tese (Doutorado)

Apresentamos neste trabalho uma investigagio sobre as mudancas na dindmica de
sistemas com vibroimpacto. Particularmente estamos interessados no estudo da migragic das
frequéncias caracteristicas destes sistemas. Podemos considerar que um dado sistera com
vibroimpacto tende a um sistema com impacto degenerado quando a folga desic sistema
tende a zero ou a uma valor maior que a amplitude de vibragdo do sistema na coordensda de

impacto. Podemos também denominar estes sistemas como sistemas lineares associados 2o
sistema com impacto, se o impacto for a tnica nfio linearidade presente no sistema
Mostramos que existe uma relagfo intrinseca entre a resposta do sistema com impacto ¢ 03
sislemas lineares associados, ou sistemas degenerados. Para investigar esta relagio,
analisamos a resposta de sistemas com dois e trés graus de liberdade com impacto em uma do
suas coordenadas. Além disto, investigamos experimentalmente a resposta de uma vica
engastada-livie excitada randomicamente e com impactos em sua extremidade livie
Observamos boa correlagdo entre os resultados numéricos e experimentais. Propomos vz
fungdo para a migragdo da primeira frequéncia caracteristica da resposta de sistemas com
vibroimpacto. O caminho da migragdo depende da distribuigio da energia total fornecida a0
sistema entre os diversos modos de vibragio dos sistemas lineares asociados.

Palavras-chaves: Oscilagdes ndo lineares, Sistemas com impactos, Impacto
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Abstract

Mattos, Mércio Coelho de; Alterations in the Dynamics of Vibroimpact Systems Due to
Clearance Variations; Campinas;, Faculdade de Engenharia Mecénica, Universidade
Estadual de Campinas; 1998, 129 p. Tese (Doutorado)

This works presents an investigation on the changes in the dynamics of vibroimpact
systems as their clearance is varied. Particularly we are interested in the migration of the
characteristic frequencies of impact systems. We can consider that a given vibroimpact
system reaches to a degenerated impact system when the clearance reaches to zero or to a
value which 1s greater than the amplitude of the response of the system at the impact
coordinate. We also can call these systems as associated linear systems of a given impact
system, if the impact is the only nonlinearity which takes place. We show that there is an
intrinsic relation between impact systems and their associated linear systems, or degenerated
svstems. To investigate this relation we consider the free response of 2-DOF and 3-DOF
impact systems with impact in one of their coordinates. On the other hand, we have
performed an experimental investigation in a randomly excited cantilever beam with impacts
on its free end. We have found good agreement between numerical and experimental results.
We have proposed a function for the migration of the first characteristic frequency of impact
systems. The migration way depends on distribution of the total energy supplied to system
among the vibration modes of the associated linear systems,

Keywords: Nonlinear Oscillations, Impact Systems, Impact



Capitulo 1

Introducio

Este trabalho apresenta alguns desenvolvimentos no estudo de sistemas mecanicos com
impacto, incluindo revisdo da literatura existente sobre o assunto, discussdes de hipéteses,
simulagdes, ferramentas de analise e resultados experimentals obtidos em um sistema
consistindo de uma viga engastada sujeita a impactos em sua extremidade livre. Estamos mais
precisamente interessados no estudo dos sistemas com vibroimpacto, isto &, sisternas em que
impactos ocorrem repetidamente devidos as vibragdes. Estas vibracdes podem ser provocadas
por forgas de varias naturezas como, por exemplo;

- as forgas de desbalanceamento em eixos, motores, ...,
- as forcas devidas as exploses em motores de combustiio mferna,
- as forgas de interagfo entre engrenagens,

- el

A analise de sistemas com impacto ¢ muito importante na engenharia de equipamentos
COmo maquinas operatrizes, sistemas de movimentagdo de materiais, veiculos, motores e em
muitos outros tipos de estruturas onde as cargas atuantes nfio sio estaticas. Os efeitos dos
impactos sio os mais diversos: desgaste, pirting, scoring, fadiga de superficie, ruido
excessivo, enire outros [Bapat-1983][Han-1995] [Brach-1991}. O aumento de ruido e a
reducdio da vida de pistdes de motores de combustiio interna, por exemplo, sdo causados pelo
aumento da severidade dos impactos, os quais estio relacionados as folgas nos mancais,
{Ungar-1965][Wilson-1974]. O desempenho de uma impressora matricial de aguthas esta
intrinsecamente ligada & questdio dos impactos [Han-1995]. Com a continua diminuicio do
tamanho dos motores e cdmbio dos automéveis, para uma mesma poténcia, o estudo dos
cfettos dos impactos nestes sistemas ganhou extrema importincia {Hsieh-1997]. Para
eliminar ou atenuar de forma cficiente os efeitos do impacto, é necessario conhecer a
dindmica do sistema em cada caso. Uma lista de preocupacdes dos diversos autores sobre
sistemas com impacto ¢ apresentada no capitulo 2.
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Niao obstante a grande aplicabilidade de sistemas onde impactos ocorrem, o
desenvolvimento tedrico do assunto, tanto analitico quanto numérico, tal qual toda a dindmica
ndo linear, teve grande avango apenas nas (ltimas décadas, apds a existéncia de meios
computacionais que permitissem melhor estudo de sistemas mais complexos. As formulagdes
basicas das lets do impacto, todavia, remontam a Newton {(1642-1727), se levarmos em conta
que o modelo convencional de impacto, segundo o qual este ocorre instantancaments © a
quantidade de movimento total do sistema ndo ¢ alterada durante sua ocorréncia, &
consequéncia direta das leis de Newton para a dindmica dos corpos e da conservacio de
energia [Resnik-1986 1.

A propria conceituagdo de impacto, ou colisdio, do ponto de vista da fisica tedrica, nio é
tdo restrita 0 quanto se parece supor. Para a fisica, colisdo € toda interagfo entre corpos,
envolvendo forgas de elevada magnitude, ¢ que ocotre num intervalo de tempo muito
pequeno, comparado ao tempo de observagdo. Desta forma, podem-se tratar como colisdes
varias interagbes fluido-estrutura em que o fluido impacta frontal ou obliquamente, a alta
velocidade relativa, uma determinada superficie. ReagSes quimicas podem ser tratadas,
algumas vezes, como colisdes. ColisGes entre protons muitas vezes sequer envolvem contato
direto das partes colidentes [Resnik-1986].

Neste trabalho, no entanto, limitamos nosso conceito de impacto ao senso comum da
engenharia, isto €, &s interagdes entre dois corpos, geralmente 6rgfos de maquinas, que se
tocam, com velocidade relativa finita (nfo infinita, por um lado, nem infinitesimal, por
outro). Mais ainda, estamos preocupados com o0s sistemas em que os impactos t8m um
comportamento vibratério, se nfo no sentido estrito da palavra, com frequéncias bem
definidas, ac menos no sentido amplo, indicando um determinade numers médio (ou
esperado) de impactos por unidade de tempo. Denominamos estes sistemas como sistemas
vibratorios com impacto (vibroimpact systems). Consideracdes sobre diversos modelos para o
impacto sdo apresentados no proximo capitulo.

Impactos sdo dificeis de modelar porgue envolvem muitos fendmenos nio lineares,
cada um deles dificil de descrever através de um med&@ simples. A mats forte suposicio qu
s¢ costuma fazer no estudo de sisteruas com impacio € a de que os corpos sfo rigidos € que,
portanto, ndo existem deformacdes destes corpos durante a cobisdo, ou estas podem ser
desprezadas sem problemas para a resposta que se vai obter. Sabe-se, porém, que esta
hipdtese ndo ¢ verdadeira para varias situagfes reais [Chatterize-19971. Se as deformagdes
sdo levadas em conta, podem ser consideradas numa relagfio lincar ou nio linear com as
forcas que atuam na regifio de contato. Mas esta consideragio depende nfic apenas das
propriedades dos materiais dos corpos em colis@io, como também da geometria deles,

Em vérias situagdes também se desprezam as forgas de atrito na superficie de contato.
Isto niio pode ser feito para muitos impactos bi-dimensionais ou tri-dimensionais, onde
raramente as componentes de forgas paralefas 4 superficic de contato serdio nulas, porque
raramente a normal aquela superficic passara pelo centro de massa dos corpos em colisiio
Novamente, tal como no caso das deformagdes, se as forgas de atrito sdo consideradas, ¢



necessario adotar um modelo para leva-las em conta, e este modelo pode nio depender
apenas das propriedades dos materiais dos corpos, mas também do estado de movimento.

A propria defini¢do do que seja superficie de contato nio é precisa, porque depende de
varios tatores, tais como a rigidez dos corpos em colisfio e a geometria destes corpos, além da
propria intensidade das forgas envolvidas no impacto, isto &, as forgas envolvidas no impacto
dependem da prépria resposta do sistema. Por outro lado, o modelo adotado para estas forcas
exercem influéneia sobre a resposta. Transcrevendo o que Anindra Chatterjee [Chatterjee-
1997] disse em sua tese de doutorado, resumimos os problema da dificuldade da modelagem
COmo segue:

- As leis constitutivas para os problemas essenciais como atrito, fratura e deformacio nio
linear ndo sdo precisas.

- Amda que estas leis fossem precisamente conhecidas, elas dependem de informagdes
geomeétricas e de condigdes do meio, que podem afetar as propriedades intrinsecas da regifio
de contato, e varias condigdes iniciais que n3o sdo acuradamente conhecidas pela falta de
dados suficientes para isto.

- Ainda que estes dados existissem, e que as informagdes sobre a geometria e condigdes
iniciais estivessem disponiveis com a precisio necessaria, os calculos exigidos para uma
predig@o acurada seriam muito dispendiosos do ponto de vista computacional e das técnicas
namericas.

- Ainda que estes calculos fossem feitos, os resultados seriam apliciveis apenas ao par
especifico para o qual foram desenvolvidos, no instante em que as referidas propriedades ¢
condigfes do ambiente foram medidas, uma vez que as condigdes de contato mudam com o
tempo.

Por tudo 1sto, 0s autores de analises de sistemas com impactoes t€m de se contentar com
o indispensavel ¢ desconsiderar varias informagdes quando propdem o problema e, portanto,
perder varios aspectos da resposta, 0s quais nfio podem ser reproduzidos pelos modelos
utilizados. Todavia, em toda andlise, analitica ou numérica, deve-se considerar o que ¢
indispensavel e desconsiderar o que pode ser negligenciado sem muito problema para o
objetivo a que se propde ¢ estudo. Desta forma, um modelo precisa ser o mais completo
quanio necessario e o mais simples quanto possivel. Assim, muitas vezes modelos simples
para a colisio sdo aplicados na andlise de sistemnas e resultados aceitaveis sio obtidos. Muitas
vezes acelta-se um nivel de erro nas predicBes, como em mecanismos com controle (robds,
por exemplo} [Chatterjee-1997].

Sem dévida alguma os impactos uni-direcionais sdo mais faceis de serem analisados e,
embora ndo reflitam a real situagfo de muitas aplicagBes, encerram aspectos qualitativos ¢
quantifativos imporiantes. As vezes a captura de determinados fendmenos nio é possivel com
a utilizagao de certos modelos. Assim um modelo pode ndo ser preciso para a analise de
cerios fendmenos, mas pode capturar bem a presenga de outro comportamento. Um modelo



completo ndo existe porque nfo se conhecem completamente todos os fendmenos envolvidos
num impacto. Além disto, as aplica¢des praticas sempre exigirio a captura de um fendmeno
com melhor precisdo que a de outro, razio porque, do ponto de vista da aplicagio, sempre um
modelo deve satisfazer, o methor possivel, as restrigdes daquela aplicagdo, e ainda ser o mais
simples possivel. Isto significa que ndo se deve complicar o modelo para & captura de
fendmenos que ndo sdo importantes para determinada aplicagdo. Por exemplo, em maquinas
industriais comuns provavelmente ndo estamos preocupados com comportamentos tipo
“super-ball” ou "non super-ball” 1. Portanto pode ndo ser importaite a2 questo de se o
modelo permite ou ndo a captura destes tipos de comportamento. No entante, para o controle
de um robd que vai jogar pingue-pongue, ¢ importante que o modelo usado para o impacto da
bola na mesa e/ou na raquete considere com melhor precisiio os efeites do deslizamento
relativo devido a4 rotagdo da bola, o qual estd intrinsccamente relacionado aos
comportamentos tipo “super-ball” ou "non super-ball”,

O mesmo ocorre com as forgas atuantes na regifio de contato € com a propria regido de
contato em si. Quando a preocupagiio do estudo sdo as tensdes que se desenvolvem na regido
de contato durante o impacto, a modelagem destas forgas ¢ a definicdio do que seja regifio de
contato crescem de importdncia. Por outro lado, as vezes a analise das tensdes ndo ¢ o
objetivo do estude, mas o que Se quer como resposta € 0 movimento como um todo. Assim,
podem-se tolerar erros maiores nas tensdes se estes ndo conduzirem a erros inadmissiveis na
resposta obtida.

Em suma, tudo depende da aplicagdo do modelo. Nesta tese, por exemplo, nio estamos
preocupados com as tensdes desenvolvidas durante o impacto. Nossa preocupagio € a
alteracio do movimento do sistema quando alguns pardmetros dele sio alterados. E verdade
que a alterac@o do movimento esta relacionado com a alteragdo das tensdes e vice-versa. No
entanto, via de regra, quando as tensdes nio sdo o escopo da analise, ndo ha preocupagfio com
a dindmica intrinseca da regifio de contato, ou seja, a resposta computada nio leva em conta a
alteragdo do estado das tensdes. Tendo em vista que muitos pardmetros influenciam a
resposta, &s vezes ¢ necessario analisar sistemas mais simples a fim de poder separar, de certa
forma. os efettos de cada pardmetro. Como exemplo, citamos os trabalhos desenvolvidos por
Shaw {Shaw-1985a-b], Kataoka [Kataoka-1986a-b] ¢ Hsich [Hsieh-1997], dentre outros. I
neste campo da infludneia de determinados pardmetros sobre a resposia do sistema que
procuramos dar nossa contribuigdo,

Visando a uma apresentacfio organizada do assunto, que permita a0 leitor progredir da
teoria basica dos sistemas com impactos, ter contato com as diversas modelagens e, apds,
poder observar a aplicagdo e contribuigbes deste trabalho, ele esia organizado da forma como

se descreve a seguir

¥ Um comportamento tipo superball ocorre quando a velocidade relativa 1angencial entre o8 Corpos impactantes
tem seu sentido lovertido apss o impacie. Isto ocorre principalmente com corpos esféricos, elipsoidais ou
assemelhados. Pode ser faciimente observado em alzuns impactos de uma bola contra uma raguete de t8nis ou
pingue-pongue, por exemplo. Esie tipo de comportaments estd intrinsecamente relacionado ao atrito durante o
impacto.
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- O capitulo | apresenta a introdugdo ao assunto, posicionando o leitor entre os avangos que
se tém feito ¢ mostrando a mmportincia do estudo de sistemas com impactos, além de
apresentar a organizagio do trabatho

- O capitulo 2 apresenta extenso levantamento bibliografico para situar o estado da arte do
assunto, as principais consideragbes sobre a modelagem encontradas na literatura e a
contribuicio deste trabatho.

- O capitulo 3 apresenta resultados obtidos computacionalmente analisando-se um sistema de
pardmetros concentrados de dois graus de liberdade.

- O capitulo 4 apresenta resultados idénticos aos do capitulo 3, porém para um sistema de 1és
graus de liberdade,

- O capitule 5 apresenta o estudo experimental da migragdo de frequéncias em uma viga
cantilever sujetta a impactos em sua extremidade livre.

- O capitulo 6 apresenta uma discussio dos principais pontos de todos os capitulos anteriores,
as conclusdes a que chegamos ao final trabalho ¢ o que pode ser feito como uma extensio
direta desta tese em trabalhos futuros.

- O apéndice A apresenta um resumo da teoria sobre expoentes de Lyapunov.

- O apéndice B apresenta os detalhes do ajuste dos sistemas discretos dos capitulos 3 ¢ 4 ac
sistema continuo do capitulo 5.



Capitulo 2

Revisido Bibliografica

Este capitulo apresenta, além do levantamento bibliografico, um resume sobre os
modelos de impacto apresentados na literatura corrente. Apresentam-se também as contribui-
s do trabalho para o estudo de sistemas com impacto ¢, por fim, 2 organizacio desta tese.

2.1 -~ Levantamento Bibliografico

Os livros dedicados ao estudo de impactos existentes no mercado s30 poucos.
considerando as citagdes nas publicagdes sobre o assunto. Chatterjee [Chatterjee-1997] cita
os livros de Brach [Brach-1991], Pfeiffer [Pfeiffer-1996a], Routh' ¢ Whittaker”. Han o/ o/
[Han-1995} ¢ Heiman ef of [Heiman-19871 citam o livro de }\{}amn}\ - Alem destes podemos
destacar Zukas [Zukas-19927", Batra’ Vmb ate”. Por outro lado, as publicagdes sobre sistemas
com lmpacto nos perigdicos cientificos tém sido a cada ano mais frequentes na (Hima déeada
e o crescimento do nlmero destas publicagdes esta ainda na ascendente. [ abvie que nio
utilizamos todos os artigos disponiveis em nossa pesquisa, mas eslamos certos de que as

referéncias que utilizamos nos permite precisar nossa contribuicio ao estudo de sistemas com
impacto.

Podemos dividir ¢ estudo dos sistemas com impacto em quatro erupos, a saber:

- Estudos visando & determinacfio de propriedades de materiais, analise de colapse de

" Routh, E. 1 Dyoanics of « Svsten: of Rigid Bodies; vand Coo Londres; 60 ed. 1897,
: ‘S«‘v"h%tiahr‘ ?;, T A Trewsise o ibe Ancdviicallyimes of Particles aid Figid Bodies; Dover, New York,
Fourth Edition; 1944
I\i}bﬁﬂskl AL B Dyaamics of Mechanismys widh Flastic Conpections qnd farpaet Systems, London: Hitte, 1960
* Além do livro consultade, podemos relacionar (deste mesmo autory
Zukas, 1AL High Pelocizy Impact Dricomios; John Wilev & Sons; 1990
T Batra. R C. Impact, Waves, and Fractare, Published by Amer Sociely of Mechanical Enginesrs: 1995,
* Abrate. S lmpact ap Composite Struciures: {Tambridg*’ Jmiversity Press; 1998



estruturas ¢ analise de acidentes (geralmente envolvendo veiculos).

- Estudos visando ao projeto de elementos sujeitos a impactos (geralmente nio repetitivos).

- Dindmica dos sistemas de particulas (particulados).

- Estudos visando ao conhecimento da dindmica do movimento dos sistemas com impactos
repetitivos (vibroimpact systems).

( primetro grupo parece ser a especialidade de Brach [Brach-1991] e de varios autores
por ele citados. No segundo grupo citamos, entre outros, Batra [Batra-1995]. Os sistemas
granulados foram preocupagfio, por exemplo, de Araki es of [Araki-1983][Araki-1985]. No
entanto, ¢ no quario grupo que nos deteremos pormenorizadamente, visto ser ele o interesse
de nosso trabalho.

A preocupaglo com sistemas vibratérios com impactos se justifica pela existéneia de
folgas das maquinas em geral e, por outro lado, pela dissipagiio de energia que existe em
qualquer impacto, 0 que levou & idéia dos absorvedores de vibragio por impacto. Varios
autores s¢ interessaram por sistemas vibratdrios com impactos, como se vé a seguir.

Masrt & Caughey [Masri-1966], Masri [Masri-1969] [Masri-1970a-b], Sadek & Mills
{Sadek-1970a], Sadek & Willians {Sadek-1970b], Cempe! [Cempel-1974], Roy [Roy-1975],
Laux [Laux-1976] ¢, mais recentemente, Nigh & Shabana [Nigh-1983], Araki ef o/ [Araki-
1983 Araki-1985], Bapat & Sankar [Bapat-1985), Popplewell & Semercigil [Poppelwel-
1989], Moore ef af [Moore-1995], Semercigil e al [Semercigii-1992], Bapat {Bapat-1995],
Chatterjee et ol [Chatierjee-1996] and Melvin & Sandri {Melvin-1997] sio exemplos de
autores que se preocuparam com os absorvedores de vibragdo por impacto, apresentando
discussOes sobre o dumensionamento dos mesmos, eficiéncia, limitagdes e efeitos de sua
presenga sobre os demais sistemas.

Um outre conjunto de trabalhos se dedica & analise, por procedimentos analiticos,
numéricos e analitico-numéricos, da dindmica de vdrios sistemas particulares, nos quais a
principal preocupacdo dos autores ¢ analise da estabilidade de alguns tipos de movimento,
condighes para sua existénela ¢ andlise de bifurcagdes. Relacionamos, dentre eles, Moon &
Shaw [Moon-1983], Bapat e o/ [Bapat-1983], Shaw & Holmes [Shaw-1983], Shaw [Shaw-
1985a][Shaw-1985b], Bapat & Bapat [Bapat-1988], Heiman e of [Heiman-1987] {Heiman-
1988], Nordmark [Nordmark-1991], Budd er «/ [Budd-1995], Han ef o {Han-1995], Van de
Vorst et al [Vorst-1996], Kotera {Kotera-1996], Watanabe [Watanabe-1996], Toulemonde
[Toulemonde-1996], Peterka [Peterka-1996], Kremer & Nagavev [Kremer-1996], Chatterjee
et ol [Chatterjee-1996a] [Chatterjee-1996a], Neilson er o/ [Neilson-1996], Awrejcewicz
{Awrgjeewicz- 19967 e Marghitu ef o/ {Marghitu-1997a].

Um terceiro grupo de trabalhos refine os artigos em que os autores se preocupam com
metodologias para analise de sistemas com impacto, abordando diversos problemas que
surgem quando diversos modelos s3o considerados e solugdes aproximadas sdo procuradas.
Citamos Wong et al [Wong-1991], que apresenta o método do balango harménico
incremental, Pospidil & Brzobohaty [Pospisil-1996], que apresentam um método baseado em



formas candnicas para sistemas autdnomos, Pilipchak [Pilipchuk-1996], que propde uma
tecnica diferente utilizando uma tranformagfo no termpo, que pode ser aplicada se a resposta
satishizer determinados requisitos, Wang & Kim [Wang-1996], que analisam vigas esbeltas
através da expansio de Galerkin, utilizando a fungfio delta de kronecker para obter
aproximagdes boas em certas condigdes, BEscalom et al [Escalom-1997], que usam a
propagacdo de endas em barras, Salenger & Vakakis [Salenger-1997], que analisam o efeito
da representagdo de molas infinitas por molas finitas espacadas, Marghitu & Flowers
[Marghitu-1997b]. que utilizam a teoria de Floquet ¢ Irschik er of [lrschik-1997], que
propdem um nove algoritme para andlise da propagacio uniaxial de ondas em materiais
viscoeldsticos. E claro que alguns trabalhos relacionados no grupo anterior também se
utilizam de particularidades nas metodologias que aplicam, mas estas particularidades ndo
s3o o centro do trabalho. A analise de estabilidade, naqueles casos, ¢ feita via andlise dos
autovalores do mapa envolvendo impactos em situagdes particulares. A andlise de existéncia
de determinadas Soiagx ¢ feita via equacionamento de restriedes para os movimentos
analisados em cada caso. A andlise de bifurcaclo ¢ feita via varredura do parimetro de
controle e observagiio das mudangas dos mapeamentos. Desta forma, os procedimentos ja
estdo, na verdade, estabelecidos na literatura sobre ¢ assunto [Holmes-1990] [Wigins-1990].
Algumas adaptagGes sfo necessarias, dependendo das caracteristicas dos mapeamentos.
O quarto grupo de publicagdes que separamos diz respeito aqueles trabalhos onde a
preocupaglo ¢ a micro-dindmica do impacto, isto €, as interagdes na regido de contato. E
claro que o namero de publicagdes neste campo ¢ muito maior do que conjunto gue vamos
mencionar aqui. Iste ocorre porque nosso levantamento ndo buscou trabalhos que dizem
respeito unicamente a mecdnica do contato, mas apenas aqueles que, embora preocupados
com dindmica na regilo de contato, apresentam alguma relagdo com a macro-dindmica, isto
¢, com a dinamica do movimento dos corpos que se impactam. Hunt & Crossiey [Hunt-1973],
apresentam uma interessante discussfic sobre o amoriecimento no impacto para alguns
modelos de forgas na mszié@ de contato, Khuliel & Shabana [Khulief-1987] preocupam-se
com a continuidade do modelo de forga em fmpactos de corpos nio rigidos. Mittal & Khalili
[Mittal-1994] discutem o contato duranie o movimento de um corpo sobre uma placa,

Rossikhin & Shitikova [Rossikhin-19957 estuda o efeito da espessura de uma placa sobre a
regido de contato quando uma esfora impacta a superficie dcgia Jager et al [Jager-1996]

apresentam modelos para motores com contatos ultra-sonicos. Lok & Wiercizroch{Lok-1996]
discutem a utihizagdo de fungdes suaves para modelar as forgas na regifio de contato durante 0
impacto. Drewniak & Wojciech [Drewniak-1996] wtilizam elementos de contorno no estudo
de probiemas envolvendo émpaf:f;{}_ Streator [Streator-] )97% simula os efeitos de adesdo
locahizada durante impactos normais, Szwedowicz & Sotelo [Szwedowicz-1997) apresentam

procedimento para a dentificagiio ds}.' pardmetros de modelos para as forgas de contato.

Por fim colecionamos ouiro conjunto de publicagdes em que os aulores parecem ndo
enfocar come tema central nenhum dos aspectos ja citados. Sdo discussdes a respeito de

identificagdo, aplicagdes de modelos e métodos visando a alguma inferéneia a respeito de



sistemas reais e, portanto, particulares, compéndios sobre o estado da arte do assunto, entre
outros aspectos. Uma misceldnea, portanto. Fujita & Hattori [Fujita-1980], apresentam uma
mvestigacio analitico-experimental sobre a relacfio entre as caracteristicas do impacto € a
resposta do sistema para sistemas com excitagdo senoidal. Fujita usa dois modelos para as
forgas na regido de contato. Um baseado na teoria de Hertz e outro baseado numa fungio
exponencial para facilitar a andlise de um sistema de trés graus de liberdade. Nio
encontramos nenhuma referéncia a este modelo exponencial em nenhum outro trabatho
relacionado nesta pesquisa. Kataoka ef a/ [Kataoka-1986a][Kataoka-1986b] analisam o
problema das folgas em um sistema torsional de dois graus de liberdade ¢ sua preocupacio
central € a influéncia da folga sobre a rotagio dos eixos do sistema. Os autores usam o
modelo convencional de impacto, baseado no coeficiente de restituigdo. Pfeiffer [Pfeiffer-
1996b} apresenta uma bela discussdo sobre impactos bidimensionais e tridimensionals, uma
breve introdugdo aos contatos maltiplos e comentarios em aplicagdes. E um apanhado de
muitos dos trabalhos que culminaram na publicagio do livro “Multibody Dynamics with
Unilateral Contacts”, de Pleiffer & Glocker [Pfeiffer-1996a]. Belyaev [Belyaev-1996] analisa
a distribuig@o de energia entre os diversos modos de vibragdo de uma barra sujeita a impacto
longitudinal € mostra como a energia tende a distribuir-se de forma mais uniforme entre os
modos apds muitos impactos repetidos. E 6bvio que esta distribuicio depende da frequéncia
dos impactos. Sedlacek [Sedlacek-1996] analisa impactos transversais em uma viga com
apoio simples. Lawen & Flowers [Lawen-1996] analisam a mfluénecia da dindmica do
alojamento do mancal sobre a resposta de um rotor flexivel que contém um mancal auxiliar
com folga. Concentram sua analise no dominio da frequéncia. Emaci e o/ [Emaci-1996]
discutem a dindmica de duas vigas (engastadas-livres) acopladas por uma mola vibrando num
plano vertical, com impactos na extremidade, e apresentam alguns fendmenos nio lineares
interessantes. Weifang & Zhongzu [Weifang-1997] discutem a resposta de um casca cilindri-
ca sujerta a ondas de choque devidas a explosdes debaixo d'dagua. Wolfsteiner & Pfeiffer
[Wolfsteiner-1997] apresentam o problema da dindmica de um alimentador vibratério
discutindo vérios fendmenos associados a ele, alertando sobre sua complexidade e que o
trabalho esta em desenvolvimento. Gau [Gau-1997] discute a influéneia da gravidade sobre
um sistema com impacto particular. Oestreich ¢/ ¢/ [Oestreich-1997] apresentam resultados
numéricos e experimentais para um oscilador for¢ado de um grau de liberdade, no qual
impactos ocorrem. Utilizam-se de vérias ferramentas para analisar o sistema, como 0s mapas
de Poincare e 0s expoentes de Lyapunov. Hsleh er of [Hsleh-1997] analisam um modelo de
sistema com 1mpacto com ¢ objetive de discutir a influéneia de determinados pardmetros no
nbmero de impacios € na sua severidade. O objetivo € inferir algo sobre a probabilidade de
ocorréncia de determinados eventos para aplicagfio no projeto de véiculos. Estd ainda nos
primeiros passos. Bakr [Bakr-1997] analisa os efeitos de impactos em um robd. Yigit &
Christoforou {Yigit-1997] apresentam uma bonita discussfio sobre os efeitos da flexibilidade
em impactos ndo [rontals. Incluimos nessa misceldnea os livros de Brach [Brach-19%91] e
Zukas [Zukas-1992].



2.2 - Revisio da Modelagem de Impacto Apresentada na Literatura

Nesta segao fazemos uma apresentacio resumida dos modelos {se ndo de todos, ao
menos dos principais) de tmpactos apresentados na hteratura. E comum o uso da expressio
modelos de mmpacto, cu modelos para impacte. Embora 0s modelos mais comuns estejam

refacionados apenas com as lorgas que surgem durante o impacto, desenvelvimentos mais

recenies tambem se preocupam com a modelagem de wm sistema dindmico completo onde

estas forgas atuam. Desta forma, Chatterjee [Chatterjee-1997] apresenta modelagem de

matrizes massa e ngidez {ndo somente rigider) ¢ enumera propriedades desejaveis para uma

let de ympacto para corpos rigidos, a sabe

V- Restrigdes fundamentais: Uma lei de impacto entre corpos rigidos nunca deve violar as
leis fundamentais da mecdnica, como a wﬂscrvacée de energia e mvanidncia das
quantidades de movimento linear ¢ angular. Mais adiante abordaremos este assunto de
novo {(pagina 14).

2~ Generalidade: Dever ser aplicavel a corpos de forma arbitraria, distribuigiio de massa
arbitraria. velocidades arbitrarias ¢ materiais de propriedades arbitrarias. E contudo
razoavel que certas lets sejam aplicavets a ¢asos particulares.

Consisiéncia com outras leiv: Deve ser consistente com o entendimento de outros
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fendmenos que podemos modelar com algum sucesso usando outras leis menos acuradas,
tais como as leis do atrito.

4 - Concorddncia de dados para objetos simples: As previsdes de comportamento conforme
a ler devem concordar com o comportamento observado em configuragdes de colisiio

simples, tais como aquelas entre esferas ou discos.

L
'

Captura de comporiamentos para cosos gerais: Para colisdes mais complicadas, a lei
deve ser capaz de capturar a maior variedade possivel de comportamentos entre agueles
que se podem observar, para valores de parimetros apropriadamente escolhidos.

6 - Poucos parametros e simplicidade como wm todo: A lei de colisdo deve depender de um
namero razoavelmente pequeno de pardmetros ¢ envolver calculos razoavelmente
simples. O significado de razodvel ¢ discutivel. Chatterjee sujere que se interprete na
seguinte diregdo: "4 perda de precisio do maodelo deve ser acompanhada por ume
equivalente redugdo de esforco computacional”.

7~ Interpretugdo fisica dos pardmetros: Os pardmetros de entrada do modelo devem ter
interpretagdo fisica simples.

8- Menswrabilade  independente dos pardmetros: Os par@metros da let devem ser
MENSUTAvVels em s:xperémc::m(}s separados, sob condigbes ¢ configuracdes ndo idénticas a
da colisfio particular que se esta modelando.

9 -Cupucidade geral de predicdo; Parametros de entrada medidos a partir de experimentos

dever ?TCGEZCY O comporiamento em @XPCI‘] mentos Subscquemes.



A despetto de todas as qualidades desejaveis para uma lel de impacto, a maioria dos
autores temn mesmo trabalhado com leis mais restritas, mesmo quando corpos em impacte s3o
considerados como tigidos. Notadamente as caracteristicas 2 ¢ 5 nfio sho rigorosamente
seguidas, uma vez que, como mencionamos no capitulo 1 (paginas 3 ¢ 4), muitas vezes
estudam-se modelos particulares, para aplicaces particulares e que enfatizam fendmenos
particulares. Do ponto de vista dos engenheiros que trabalham diretamente com aplicagdes
isto € perfeitamente razodvel, tanto quanto considerar rigidos corpos que sdo, rigorosamente
falando, elasticos. Devemos lembrar, todavia, que, do ponto de vista de Chatterjee, 2
ocorréncia de deformagdes nos corpos sob impacto ndo viola a idéia de corpos rigidos. Para
Chatterjee, os corpos siio rigidos quando o Unico movimento importante antes e depois da
colisdo € o movimento de corpo rigido. Portanto, as deformagBes tém importancia durante a
colisdo ¢ podem (e vio) influenciar o movimento como um todo. Uma viga sob impacto
tranversal, por exemplo, ndo se enquadra nesta hipdtese. Mas uma barra, dependendo de suas
propriedades fisicas e geométricas, pode se enquadrar.

Uma discussdo muito bem feita sobre modelos de impactos para corpos rigidos ¢
apresentada por Chatterjee [Chatterjee-1997]. No nosso trabalho ndo nos aprofundaremos nas
idéais de Chatterjee, visto ndlo ser nosso estudo resirito a corpos rigidos. Vale a pena. 1o
entanto, resumir outra bela discussdo a respeito das hipdteses aplicadas ao processo de
impacto apresentada na tese dele.

I - Rigidez: Podemos classificar os impactos, quanto 4 natureza da rigidez dos corpos, em
dois tipos, a saber:

a - Aqueles em que as deformages dos corpos s3o muito pequenas e, entio, se as forgas
sfo mtegradas sobre o intervalo de tempo da colisfio, as relagbes de guantidade de
movimento linear e angular podem ser usadas para descrever com precisfio as
interagdes colisionais. Estes corpos s@o denominados rigidos com resposta em
fmpulso (impulse-tesponse rigid). Diz-se que a rigidez dos corpos (ou do contato) &
rigidez tipo resposta impulsiva {impulse-response rigidity) € os respectivos modelos
880 modelos de resposta impulsiva (impulsive-response models). As (nicas equagdes
que governam o movimento durante a colisdo sfo as equagdes de quantidade de
movimento hnear e angular a despeito de qualquer deformacgio em qualguer ponto
dos corpos. Veja figura 2. 1-a.

5~ Aqueles em que as deformagdes, por nfio serem despreziveis na regifio de contato,
alieram sigmificativamente as propriedades de rigidez e amortecimento naquela
regifio. Assim, as forgas de interacio devem ser integradas sobre a regifio de contato,
através das equagbes que governam as interagles colisionais. Lstes corpos sio
denominados rigidos com resposia em forga {force-response rigid). Diz-se que a
rigidez dos corpos (ou do contato) é rigides tipo resposiv em jorga {force-response
rigidity) e 0s respectivos modelos sfo modelos de resposta em for¢a (force-response



models). As equagdes que governam o movimento durante a colisio sdo as equagdes
de forga ¢ aceleracdo. Por isto. para manter no equacionamento a suposicio de

i

corpos rigidos, as deformagdes s6 podem ocorrer na regifio de contato, que é suposta

muito peguena. “Jejz'z freura 2. 1-b.
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a: Resposta em jorga. b Resposta em impufso

Se um modelo tipe resposta em forga ¢ aplicado para um contato onde as
caracieristicas de resposia impulsiva s30 mais aconselhaveis, os valores no tempo
previsto pelo modelo para as forgas no contate podem ser imprecisos, levando a
predicdes erradas para 0 movimento iinal dos corpos.
Pequeno intervale de tempo: A colisBio ocorre em um intervalo de tempo mu}to pegueno,
durante o qual as aceleragdes sdo muito grandes, as velocidades t8m uma mudanca finita
SR dcsk}camcmm rotactes sdo desprezivers. Assim, o tensor momento de inércia ndo

muda durante a colisiio
Forgas finitas sdo desprezudas; As fontes de impulsos outras que ndo as forcas de contato
sdo desprezadas. Isto porque as forgas de contato sfio muito grandes (“infinitas”y e,
quando comparadas a elas, as demais forgas tmpulsivas, sio desprezivets.
Termos c:i-zf-;ff;‘,f’fé.zgz,w sdo despreziverst Durante o processo de colisio, os termos
envolvendo poténcias quadriticas da velocidade de rotacfio dos corpos slio supostos
despreziveis, no balango de momentos, guando comparados com outros termos como, por
exempio, aqueles envolvendo a acclerag@io angular. A justificativa desta hipétese é longa
e. para quem deseia mator profundidade no assunto, aconselthamos ler [Chatterjee-1997]
paginas 21 e 22
Clorpos finitos: As massas, os momentos de inéreia ¢ as dimensdes dos corpos em colisio
ndo sdo nules e para ao menos um dos corpos siio finttos. E verdade que existe um ponio

de vista diferente para alguns casos. onde a rotaglo dos corpos € nula e somente o

fos)



movimento do centro de massa ¢ monitorado. Neste caso, 0s corpos seriam tratados como
particulas e, portanto, com dimensdes nulas (massa nfo nula). No entanto, sio casos
particulares. Para a teoria geral, mantem-se a hipétese. Neste trabalho a suposigiio de
dimensdo zero pode ser aplicada para o sistema apresentado no capitulo 3. Para a viga,
que ¢ elastica, esta discussio ndo faz sentido.

6 - Ponto de contato: Os modelos de colisio de corpos rigidos partein da suposicdo de que as
interag0es entre 6s cotpos ocorrem num ponto de contato, embora corpos reais ndo deém
suporte para esta suposigio. E interessante, porém, apreseniar comentarios. A regido de
contato € muito pequena, sendo ideahizada como um ponto, na medida em que ¢ muite
menor que as dimensdes dos corpos em colisdio. Assim, substitui-se a a forga distribuida
na regido de contato por outra equivalente concentrada em um ponto. Este ponto,
portanto, ndo pode mover-se no espago durante a colisdo. £ claro que a hipdtese falha
quando um corpo penetra finitamente no outro ou ainda quando existe rolamento dos
corpos na regido de contato. Como Chatterjee, supomos apenas uma regido de contato,
devido ao objetivo do nosso trabaiho (veja capitulo 1 ¢ secdo 2.3). Impactos multiplos sio
mais complicados.

7 - Agdo e reacdo: Impulsos 1guais € opostos atuam nas respectivas regides de contato dos
coTpos em colisio

8 - Nenhum torque de contafto. Ndo hd nenhum momento impulsivo atuando na édrea de
contato. Isto provém do fato de a 4area ser muito pequena ¢ nido haver momentos
distribuidos sobre ela. O momento equivalente no ponto de contato € a integral do
produto vetorial da forga impulsiva pelo vetor posicdo com relacfio ao ponto de contato,
calculada sobre a area de contato. Mesmo considerando qualquer assimetria na
distrbuigdo das forgas, do fato da area ser muito pequena advém um momento resultante
muito pequeno ¢ desprezivel,

Y~ Dissipagdo de energia ndo-negativa; Supomos que a energia cinética apds o processo de
colisdio € menor ou igual {(na pratica, menor) 4 energia cinética antes da colisiio, isto &,
ndo ha cnacdo de energa no processo. Esta hipdtese ¢ violada quando a colisdo envolve
explosdes.

10 -Tangente bem definida: Existe um plano tangente bem definido no ponto de contato. Isto
¢ importante para a definicfo das diregfes normal ¢ tangencial. Para colisfes envolvendo
voriex isto ndo ¢ verdade, mas a hipotese ¢ valida para a maioria dos casos, inclusive os
desta tese.

1Y -Ndo ha interpenetragdo finita dos corpos. A superficie dos corpos ndo passam uma pela
outra. Interpenetragdo, de todo modo, violaria a hipotese de area de contate muito
pequena. Note gue isto € usado apenas para o balango de momento. Quando se deseja
calcular as forgas no contato, porém, pode-se perfeitamente supor uma variavel que
represente a interpenetracio, uma vez que, do ponto de vista da mecinica do contato, as
forcas de contato siio consequéncia direta da interpenetragio.



Apresentada a discussdio conceitual inicial, passemos aos modelos propriamente ditos.
Antes de tudo, € importante definir o espago onde ocorrem as interagdes de impacto. Estes
podem  ser  unidimensionais,  bidimensionals  ou  wridimensionais, dependendo  dos

deslocamentos dos corpos.

2.2.1 - mpactos Unidimensionais

Para impactos vnidimensionals pedemos destacar o8 seguintes modelos:
- U modelo convencional bascado nas leis de Newton
- O modelo tmear para as forgas de deformacio e de amortecimento
- O modelo de Hertz (nfio linear para as forgas de deformagio)
- O modelo Hunt e Crossley (ndo linear para as forgas de deformacio ¢ de amortecimento)
- ) modelo de massas separadas
- O modeio de restituigiio dependente da velocidade de impacto (caso particular do modelo de
Hlunt e Crosslev)

O modelo convencional, que pode ser chamado de modelo de Kane e Levinson' para
impactos unidimensionals, se baseta nas idéias de Newton sobre impacto, e utiliza o
coeficiente de restituiglio para representar a perda de energia durante a colisdo, conforme a
relagdo (veja Higura 2.2},

v,=-¢v, , 0geg] (2.1

onde os subscritos 7 e f indicam os estados imediatamente antes ¢ depois do impacto, v € a
velocidade relativa dos corpos em impacio ¢ ¢ € 0 coeliciente de restituicio. Desta forma, o
modelo usa a hipotese de que o impacto ocorre mstantaneamente ¢ todas as deformagdes
provenientes das forgas dele resultantes ndio interferem no movimento dos corpos apos a
coitsdo. Na verdade, o coehiciente proposto por Newton, conhecide como coeficiente de
restituiglo cinético, ¢ a razdo entre as quantidades de movimento lineares de cada um dos cor-
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pos sob impacto depois ¢ antes do choque. Brach, no entanto, mostra que o coeficiente de
restitulgfio cinético ¢ aquele expresso por 2.1, denominado cinematico, sdo iguais.

Em principio pode parecer que hda um paradoxo na proposta do coeficiente de
restitui¢iio cinematico. Tomemos, por exemplo, 0 caso de uma particula impactando contra
uma parede umovel. Assim, a equaclo que representa a conservacdo da quantidade de
movimento total do sistema, se levada em conta que as velocidades inicial e final da parede
sdo nulas, indicana, em principio, que a velocidade da particula também nfo seria alterada, o
gue constitut um absurdo. Na verdade, a forma sensata de considerar uma parede fisicamente
imovel € "wiribuir-the” nércia infinita. Assim, se levarmos em conta a conservagio da
quantidade de movimento, aplicarmos a equagio 2.1, resolvermos o sistema de equaghes
resultante para obter a resposta final e, entdio, tomarmos a resposta quando a massa da parede
tender ao infinito, veremos que a soluglo ¢ exatamente a esperada se tomarmes apenas a
equagdo 2.1, Isto indica que a lei expressa por 2.1 ndo viola a conservacgio da quantidade de
movimento. Por outro lado, ndo viola também a conservacio de energia, visto que a energia
cinética do sistema apds o impacto serad no maximo igual a energia cinética antes do mesmo,
conforme a primeira propriedade a ser satisteita por uma lei de impacto (veja pagina 9).

O modelo baseado no coeficiente de restitui¢io tem a vantagem de ser simples e faciltar
a construgdo de programas para simulaciio em computador. Por outro lado, nfo se considera a
acdo direta das forgas na regifo de impacto. Talvez por isto mesmo, ¢ porque este modelo
satisfaz, para impactos unidimensionais, muitas das boas caracteristicas exigidas para um
modelo de impacto, muitos autores o utilizam em suas analises, como detalharemos um
pouco mais adiante. Uma das criticas mais comuns a este modelo ¢ que ele ndo considera a
variagdo da perda de energia como fungdo da velocidade de choque, fato que se¢ pode
observar em vanas situagdes praticas. Brach [Brach-1991] afirma que, definitivamente, ¢
coeficiente de restituiclo ndo € constante para todas as velocidades de impacto. Todavia, ¢
possivel encontrar um valor que represente estatisticamente aguele que pode ser usado como
constante, em varios casos. De todo modo, isto pode funcionar bem para impactos singulares,
onde, entre muitos impactos, pode-se aceitar um comportamento médio. Tomem-se, porém,
0s sistemas vibratorios com impactos, onde ndio se conhece a priori as velocidades de choque.
Neste caso, rigorosamente falando, a cada impacto podemos ter um coeficiente de restituigio
diferente ¢ a dinamica global do sistema pode ser totalmente diferente se considerarmos ou
nio a variagdo do coefliciente de restituicio. Nio obstante, como ja antecipamos, muitos
autores trabalham com este modelo para estudar sistemas vibratorios, dentre os quais
podemos crtar Shaw [Shaw-1983a] [Shaw-1985b], Bapat [Bapat-1988], Nordmark
[Nordmark1991], Han [Han-1995], Kotera [Kotera-1996] ¢ Melvin [Melvin-1997]. E
interessante apresentar uma relacdo entre um dado modelo ¢ um coeficiente de restituigio
equivalente a ele, guando isto puder ser ferto. Pode-se mostrar, veja [Brach-1991], que o
coeficiente de restituigdo equivalente a um modelo cujas forgas na regido de contato durante
o impacto sdo expressas pela funglo/{a,a,1) ¢ dado pela seguinte expressdo {(impactos
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onde o ¢ ¢ deslocamento relativo entre os dois corpos, / € a variavel que representa o
tempo, o sobreponto indica a derivada com relagio ao tempo ¢ &, ¢ a velocidade relativa de
impacto dos corpos colidentes no infcie da colisiio. m, {i= LZ} sd0 as massas dos compos

stidentes. Notemos que a integral € calculada sobre o deslocamento, desde o infcio até o fim

do impacto.

O segundo modelo utiliza uma relagdo linear para o amortecimento (baseado no
coeliciente de amortecimento viscoso) e para as deformacdes (bascado no médulo de Young).
Veja figura 2.3, Reclama-se que o modelo ndie representa a realidade, uma vez que uma
velocidade relativa inicial causa uma forga descontinua num amortecedor viscoso linear. No

entanto, o uso de mela e amortecdores lineares em sistemas com descontinuidades ¢ comum
na analise de vibragSes [Shaw-19821|Chatterjee-1996][1Lok-19961 Yanc-1996 ][ Neilson- 1996]
[Awrejcewicz-1996] Nio ¢ difici] expressar um coeficiente de restituigho equivalente para
este modelo. Levando em conta que, para ¢ modelo linear em questiio as forgas de contato sio

EXPTESSas por
}"((X,C‘Z,r) = ko + o (2.3)

e que ¢ possivel obter a solugdo temporal das deformagdes na regido de contate a partir da
velocidade relativa inicial, obtém-se que a relacfio entre o coeficiente de amortecimento
viscoso ¢ o coeliciente de restituigfio equivalente ¢ dada por ([Brach-1991][Chattérjee-1997])

{ . Y
o—ex;;[ ----{:C’__—-w cos i(’Zgz - })J <l (2.4)
Wyt
onde
= (2.5}

¢ o fator de amortecimento do sistema massa-mola-amortecedor do contato. Brach {Brach-

FO91] supte, de antemfio, que c<<1 e, portanto, cos"é(Egz wi%vfr. Por outro lado,

Chatterjee [Chatterjee-1997] propfe a utilizagfo de uma expressdo aproximada para o

coeliciente de restituiciio equivalente, conforme a expressio



Sigura 2.3 - Esquema de impucto unidimensional para o modelo de impacto linear
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que resulta num erro maximo de 6% com relagdo a solugio exata dada pela equaciio 2.4

Deve-se notar que, embora exista uma relagiio precisa entre o coeficiente de
amortecimento viscoso e o coeficiente de restituigiio, as respostas temporais obtidas pela
utilizagdo dos dois modelos sdio qualitativa ¢ quantitativamente diferentes. Apenas a relaciio
entre as velocidades apés ¢ antes o impacto ¢ a mesma. Notemos que o modelo linear da
figura 2.3 prevé um coeficiente de restituicdo equivalente independente da velocidade de
impacto e dependente da massa dos corpos em colisio.

O modelo de Hertz considera as deformagdes como calculadas pela analise das
deformagOes de acordo com a geometria da superficie de contato e as propriedades dos
materiais dos corpos colidentes, baseada na teoria da elasticidade. Por enquanto
apresentaremos 0s resultados apenas para superficies esfricas (casc mais comum de
aplicag#o). A partir da teoria de Hertz {1887-1975) é possivel mostrar que, se uma forca F
comprime dois corpos esféricos de raios K, e #,, um contra o outro, tendo como linha de
agdo a reta que passa pelo centro das duas esferas, as tensBes na regifio de contato deve
satisfazer

(’5(1 +k3)gij(2££2 —_— rg)ma mﬁf,z




onde

=12 (2.8)

sendo v oo cochiciente de Poisson e /0 o médulo de elasticidade. Nas equagdes 2.7, o ¢ o
destocamento relativo entre o5 dois centros das esferas € o ¢ o ralo de um hemisfério que
representa a disinbuigdo de pressiio sobre a regifio de contato de forma que a primeira
27y seja satistenia, Para mais detathes, veja [Timoshenko-19801 e [Brach-19911.

Desta forma. se considerarmos as relagdes entre a forga de contato ¢ o deslocamento

mlatiim .
rEialvo, DOGEIMNS SLorever

Felaa )= Fla)+ Fla)=ka™ + F,(é&) (2.9)
onde
k = S (2.10)

e /(&) inclut a modelagem para o amortecimento devido ao impacto. O modelo de Hertz
constitut uma bos aproximagio para as deformactes durante o impacto de superficies
estericas ou cilindricas de corpos feitos de materiais duros [Brach-1991]. Hunt & Crossiey
[Hunt-1975] utinzaram este modelo para ago liga com module de elasticidade. igual a 207
(,;Pa e cocticiente de Poisson igual 2 0.30
Come se pode ver, o modelo de Hertz se preocupa, originalmente, apenas com a rigidez
de contato. Isto porque, na verdade, Hertz pesquisou tensdes de contato que, mais tarde foram
usadas para a modelagem de impactos. Embora a teoria faga uso extensivo das caracteristicas
da superficie, csta longe de ser restrita demais. Devemos lembrar que muitos contatos em
juntas ocorrem entre superficies cilindricas por exemplo. Os rolamentos de rolos e esferas sfio
muito utilizados, de forma que. do ponto de vista de aplicacfio, a teorta de Hertz é muito bem
vinda e utihizada,
C modelo de Hunt e Crossley parte do modelo de Hertz, a partir do qual seus autores

propdem algumas Qi‘ﬂfﬁi{isﬁ;‘i’;i@ﬁﬂ&% de cardter mais geral para a rigidez ¢ um modelo para o

amortecimento. Considere uma massa /n impactando contra uma parede imével, conforme a
freura 24 Hunt e Crossley estabelecem que
Mloca ty=Fla i+ {a i) (2113




Fla, )= ka". (2.12)

Apos varias consideragdes sobre as propriedades de um laco histerético conveniente
para o impacto, Hunt ¢ Crossiey propdem que a perda de energia AL durante o impacto seja
proporcional @ massa m e ao cubo da velocidade inicial de impacto, isto é;

e
Lad

AL = Fmv] {

Por outro lado, se a perda de energia no contato ¢ muito pequena, o trabalho realizado
pela forga elastica durante a primeira parte do impacto (inicio até velocidade zero) é muito

proxima a energia cinética inicial. Desta forma pode-se escrever

onde «, ¢ o deslocamento maximo durante o impacto. Tomando 2.12 e substituindo em

2.14, escreve-se

{ 2k (r:+1)-'2 {r}

’ Vr{n+1) "
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e

Para uma posi¢lo intermediaria o (O <a< am} ,

f__ ‘j{ J
- if 2 }lan-a-l N A+l (F}}{)}

A perda de cnergia iotal durante o impacto, supondo que a dissipacio durante a

compressio ¢ praticamente igual a dissipagio durante a expansio, ¢
(Iﬂn
AE =2 [ Fyla,é,1) de (2.17)
{3

Supondo que a forga de amortecimenio seja proporcional 2 velocidade, aque o
] ]
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coeficiente de amertecimento possa variar ao longo do destocamento. e lembrando que v=¢&
na equagdo 2,16, temos que, para satisfazer as equacdes 2.14 ¢ 213, a funcio }'g((z,d,!)
deve ter a forma

Flaé)=

oy
2

I

7

(2.19)

Lembramos que Hunt e Crossley usam um expoente genérico »n na funcio que
representa a rigdez de contato (equagdo 2.12) porque consideram que a rigidez real pode ser
diferente da prevista pelo modelo de Hertz. No entanto, deve manter uma forma parecida com
a prevista. Encontramos poucas referéneias ao modelo de Hunt e Crosslev na literatura
consuliada.

E possivel mostrar que o coeficiente de restituigdo equivalente para o modelo de Hunt ¢

Crosslev pode ser calculado pela seguinte aproximagio’
j
e~ — {(2.20)
expl-O4ai+a
onde
a=ffma, (2.213

Note gue a resituigdo nesie caso depende ianto da velocidade inicial quanto da massa
do sistema.

O modelo de massas separadas (split-mass modely ¢ discutido por Chatierjee”
[Chatterjee-1997]. L, de fato, um modelo muito interessante em sua forma de representar as
interagfes na regido de contato. Cuniosamente, mesmo antes de tomar conhecimento desta
referdneia, 1Os também pensamos em algo semethante para resoiver os problemas de
impacios a baixa velocidade em sistemas vibratorios com tmpacios com varios graus de
hiberdade que, embora nfio tdo bem formalizado, usa essencialmente o mesmo principio. No
entanto, o desenvolvimento desta idéia exige ainda bastante trabalho ¢ ndo csta no escopo

desta tese, de forma que o deixamos para trabalhos futuros

" O procedimento ¢ exatamente o mesmo que Chatierjee utilizou para caleular o coeficiente de restituicdo
equivaiente para o modelo com restituicdo dependente da velocidade do impacto (apresentade pouco mais
adiante}, & menos da defini¢io do coeficiente o,

* Segundo Chatterjee. o modelo unidimensional foi apresentado por R D Mindlin em 1945, no paper /hwamics

of Package Cushioning, publicado em The Rell Svsiem Techuicadd Jowrng] Vol 24, pag 3533-461. No entanto, a
generahzacko para um maodelo de impacto, inclusive tndimensional, ¢ devida a Chatteries. segunde ele praprio.



Considere a figura 2.5, que apresenta um impacto contra uma parede imovel. A
velocidade de aproximagdo, tanto de m, quanto de m, € & . Ao iniciar o contato, a massa 71,
nao ¢ rebatida, mas permanece em contato com a parede. A mola € entio comprimida devida
a in¢rcia da massa s, até que esta atinja o repouso, quando entdo ¢ rebatida pela forga
elastica da mola. No momento em que a mola estiver descomprimida ¢ o contato se finda, a
velocidade de m, € @, mas em sentido contrario. Assim, o coeficiente de restituicio
equivaiente a este modelo €

m, o m,

o= e e . i
(??11 + ???2) [#3 N}'; + f?’32

R}
]

—t
s
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Figura 23: Situagdo analisada por Chatterjee

De todo modo, este modelo pode ser facilmente entendido na préatica quando as duas
massas sdo fisicamente distintas. Todavia, quando um corpo impacta uma superficie, o
modelo se torna complicado porque, neste caso, se a mola for interpretada como a rigidez do
comtato, a interpretagio fisica das massas fica prejudicada. A massa /n, seria uma inéreia do
contato. Isto nunca foi mencionado, até onde sabemos, na literatura e merece uma reflexdo
mais proiunda.

Mesmo quando as massas sfo fisicamente distintas, Chatterjee chama 2 atengfo para o
fato de nem sempre as interagdes ocorrerem do modo previsto anteriormente. Suponhamos
que, ao tocar a parede, a massa m, seja rebatida com coeficiente de restituicdo ¢, . Desta

forma, logo apds o impacto, o momento linear do sistema ¢ dado por {e,ma - m,&), de
forma que o coeficiente efetivo de restituicfio neste caso &
{eym, —my)a e — m,

g M dnips 2 (2.22)
(m] -+ fP22 )C{ J'??E -+ f.??z

Por fim vale a pena abordar o modelo de restituigdo dependente da velocidade de

. _ . ~ - - !
impacto, que usa a seguinte expressdo para as forgas na regiio de contato

' Segunde Chattesjee {Chatterjee-1997], este modelo foi discutido por O Walton no livro Particulate Fwvo-Phase
Flow, capitule 25 - Butterworth/Heinmann - Boston - 1992 - Editado por M. €. Roco



Ha.é.)= ke + cai (2.23)

b Tacit notar que este modelo constitui uma particularidade do modelo de Hunt e
Crossliey. Pasa este modelo. porém. Chatterice calculou um coeliciente de restituicio
equivalente. Consideremos uma massa m impaciando conira uma pargde 1movel, como

mostra a figura 2.6,
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Figura 2.6: Modelo com umoriecimento néio linear

Durante 0 impacto a equagiio que governa o movimento da massa »1 &
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mi 4 cad +vka =0, «l0)=0, a{0)=a, {:
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P - T
Mudande a base de tempo para = Jkimre definindo a=m! k € ,x , podemos

CSCTCYLY

F4500 pi =0, 2{0)= 0, H{0)=1 (2.25)
k )

onde o sobreponto {para indicar a derivada com relagdo a r ) ndo for alterado apenas por
questdio de conveniéneia. Desta forma, a magnitude de % quando x =0 pela primeira vez apos
0 impacto € ¢ coeficiente de restituigdo equivalente.

Seja a=cay k. O coeficiente de restituicfo ¢ dado pela magnitude da raiz negativa da

. pe . ~ : 1
seguinte equacgio {veja Chatterjee para detalhes)

—¢——In{1-ae)=1- ! {1+ a) (2.26)
a ' o

A solugdo do coeliciente de restituiglo como funciio do parimetro « ¢ encontrada

numericamente, Chafterjee, todavia, propde uma fungio ajustada com erro maximo de 1.5%

1y : = . ~ S
Esta ¢ exatamente a mesma equacBo a ser resolvida para o modelo de Hum e Crossley, com a definicdo do

parimetro o & dada pela equacio 221,



€= . é (2.27)
exp{~04a)+ a '

Como o parametro « ¢ fungfio crescente de &, conclui-se que o coeficiente de
restituicdo diminut quando a velocidade de impacto aumenta, o que estd de acordo,
qualitativamente, com as observagdes de Brach [Brach-1991].

2.2.2- impactos Bidimensionais

Embora julguemos importante apresentar aspectos releventes sobre os modelos de
impactos bidimensionais e iridimensionais, nfio nos aprofundaremos nestes modelos, visto
ndo serem o foco principal do trabalho. Destacamos os seguintes modelos para impactos
bidimensionais:

- Os modelos de Brach

- {3 modelo de Kane ¢ Levinson, ou modelo de Whittaker

- O modelo de Smith

- U modelo de Routh

-0 modelo de Pleiffer e Glocker

- O modelo de Mindhin-Deresiewicz

- Meodelos de Ponto de Contato

- Modelo bilinear

Prgura 2.7 Diagramas de corpo livee i impacto bidimensional



(s modelos de Brach sfio chamados por Chatterjee [Chatterjee-1997] de modelos em
que todas as equagles sio lineares. De fato, o proprio Brach {Brach-1991] enfatiza esta
condigho quando apresenta os modelos. Para impactos bidimensionais Brach define dois

parametros adimensionals que regem as interagdes colisionais. O primeiro deles é o proprio

o

coeficiente de restituig@io que, neste caso, € chamado de coeficiente de restituigiio normal, por
reger as m‘iefzsg@as na diregio normal ao plano tangente a superticie dos corpos no ponto de
contato, Para as ncragdes na direcfo tangencial, isto é paralelamente a reta tangente &
superticie dos corpos no ponto de contato, Brach usa o mesmo conceito do atrito de
Coulomb, embora reconhecn que estas nfio podem ser usadas para todos os impactos.
(

‘onsideremos g figura 2.7, que mostra os diagramas de corpo livie no processo de impacto

£, e 7 sdo as variugdes das quantidades de movimentos lineares nas diregdes normal e
tangencial. respectivamente, durante o impacto. Sendo ¢, e ¢, os instantes do inicio e fim do
processo de impacto, respectivamente, e sendo as forgas oriundas do impacto as unicas forgas
f atuarem nos corpos que cohidem. entdo a seguinte equacio é verdadeira;

=

1N

Ine {ff ;3 — {fé } = j f"if_}cff =

£
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7, i:‘_': {;’2 ) = '-f;'; {f} ) = _}. }u:'{f}df =P

8

4 na regifo de contato duranie ¢ impacto. Note gue usamos o simboio
Org 14

. e ,,",\ Lo
onde Sy ¢ oa

I” para representar as velocidades absolutas. Também temos que
P=Fa, + 00 e P=JP +P° (2.29)

onde u, e 1, 530 0s vetores unitarios nas diregdes normal e tangencial.

Brach. entdo. define wma relacio similar ao coeliciente de atrito, que ele denomina

raziio de impuiso, dada por

¢ considera que o pardmetro o pode ser mwedido ¢, a partir dai, ser tratade como um
parimetro conhecido. que representa uma das propriedade do impacto.

LDiesta torma, para impacios bidimensionais, temos dois parimetros independentes que

fetermimam g led que rege o chogque. O movimento d{!i}.‘a o choque pode ser completamente
determinado pelas equagbes 2.1, 230 ¢ 2.28. A grande critica a esta lei ¢ que ela nlio obedece
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ao requisito de mensurabilidude independente dos pardmetros (veja pagina 9), uma vez que a
a taxa de impulso depende, na pratica, do dngulo entre as componentes normal e fangencial
das velocidades relativas antes do impacto [Chatterjee-1997]. Desta forma, o pardmetro u
ndo pode ser medido para um par colidente, mas para um par impactando sob determinada
condigio cinemdtica. E ¢bvio que a taxa de mmpulso ndo pode ser tratada como um parimetro
independente. Tomemos o caso de um impacto particular onde a velocidade relativa inicial na
direciio tangencial € nula. E claro que, neste caso, a velocidade relativa tangencial apés o
impacto € também esperada ser nula e ndio ha nada que nos leve a esperar ¢ contrario. No
entanto, se o pardmetro u for interpretado como universalmente aplicdvel, um impacio
perfeitamente normal poderia ter como efeito uma resposta na direciio tangencial.

e todo modo, o proprio Brach chama atengfo para o fato de o pardmetro g ser
modelado de acordo com a situagdo em estudo. Assim, a propria forma de aplicar e estimar
este parametro deve levar em consideragio o mecanismo de desenvolvimento das interacles
na direcfio tangencial.

Outra proposta abordada por Brach [Brach-1991] ¢ a definicio de um coeficiente de
restituigio tangencial, andlogo ao coeficiente de restituicfo normal, expresso por

Y

=gV, (231}
onde, como na equagio 2.1, os subscritos /7 e f indicam os estados imediatamente antes e
depois do 1mpacto, v, ¢ a velocidade tangencial relativa dos corpos em impacto e ¢, ¢
cocliciente de restituic@o tangencial. O estado final do sistema ¢ completamente determinado
pelas equagtes 2.1, 2,31 € 2.28. '

Embora seja sempre possivel, dadas as velocidades relativas iniciais € os coeficientes de
restituigdo normal ¢ tangencial, encontrar uma taxa de impulso que faga o mesmo papel do
coeficiente de restituigiio tangencial, € preciso ter em mente que. quando se utiliza o
coeficiente de restituicdo tangencial, a idéia que se faz das interagbes tangenciais no impacto
¢ substancialmente diferente da idéia que se tem utilizando a taxa de impulso, uma vez que o
coeficiente de restituigdio tangencial ja traz em si embutida uma idéia mais restritiva das
mnteragdes na diregdo tangencial. Note que, se as velocidade relativa inicial é nula, velocidade
relativa final nula € consequéncia direta do modelo. A relago entre a taxa de impuiso ¢ os
cocficientes de restituigdo normal e tangencial ¢ dada por

Ia o (Ew:i,f’jk\i ,Ej’f, E‘q B30 AY
i | — -
Uide ;) v,

i

Note também que a auséncia de interagbes na diregfo tangencial € representada por

¢, =—1, quecorresponde a =0
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Equacionamentos mais complexos aparecem a medida que se consideram choques
obliquos, quando o movimento final dos corpos envolve rotacio e translagdo, ¢ nio somente
transtagdio. Isto € comum em mecanismos, por exemplo. No entanto, nada se acrescenta as
leis de impacto. As equacdes que se adicionam referem-se as restrigfes dos movimentos. Sio
portanto. provenigntes dd cinematica, ¢ nio da dindmica. £ o caso da figura 2.8, que
apresenta o umpacto de um péndulo contra uma superficie. Note que, embora as restri Oes
cimematcas possam produziv importantes efeitos dindmicos, nenhuma alteracio na lei de
contato ¢ consequencia daquelas restrigbes. Por isto ndo vamos nos ater em discussdes sobre
mMecanismos, Pois nosso objetivo aqui sio as leis de impacto. Brach [Brach-1991] e Pfeiffer

[Pleiffer-1996] apresentam virias situacdes de impactos com restricdes cinematicas,

Figura 2.8: Sistema com impacto com restricdo cinemdiica

O modelo de Kane e Levinson [Chatterjee-1997], ou modelo de Whittaker. uuliza o
cocticiente de restituigiio, tal como definido na equacgdo 2.1, para equacionar as interacdes na
diregdo normal, da mesma forma que os modelos de Brach Para a direcio tangencial o

maodelo estabelece:

— {
v, =10
(2.33)
P o
Repare que este modelo representa mais fielmente a2 idéta do atrito de Coulomb. A

primeira parte da equagdo 2.32 diz apenas que a s.--’e%ea:-idade relativae final serd nula se a

magnitude da varagio da guantidade de movimento tangencial for inferior a determinado
vaior. Isto € analogo a dizer que, pars dois corpos com interacfio por atrito. so haverd
escorregamento se a resultante das demais forgas for suticiente para vencer a forca de atrilo

estatico. 56 apods isto ¢ que a forca de atrito sera igual ao produto do coeficiente de atrito

fra e
by

4o

dindmice {que nuitas vezes € considerado igual 2o estatico) pela forga normal. Fsto € expresso
233, que diz que a variagdo da quantidade de movimento iangencial é

pela segunda parie de

igual ao produto da taxa de impuiso pela quantidade de movimento normal O sinal menos
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caracterizando a razdo da velocidade relativa pelo seu module, apenas indica que a
quantidade de movimento tangencial se opde a velocidade relativa dos corpos. O problema ¢
que temos a velocidade relativa final sendo usada na determinacio do quantidade de
movimento tangencial, isto €, a resposta na determinacio da causa dela mesma. De toda
forma, note que apenas o sinal € imporiante e fato semelhante ocorre quando se trabatha com
atrito seco, caso em que a ac¢do da forga de atrito depende do sinal da velocidade relativa
entre as superficies onde o atrito atua. E preciso ter cuidado com o aspecto da energia
envolvida no impacto. Chatlerjee [Chatterjee-1997] chama a atenciio para ¢ fato do modelo
de Kane ¢ Levinson violar a conservagio de energia para alguns valores dos pardmetros ¢ ¢
4 . Consideremos o caso de dois corpos que se impactam conforme mostra a figura 2.9,

Figura 2.9: Esquema simplificado de impacto bidimensional

Consideremos as seguintes definicdes:

- velocidade normal inicial do corpo 1,
V.5, - velocidade normal inicial do corpo 2,
- velocidade tangencial inicial do corpo 1,

,, . velocidade tangencial inicial do corpo 2.

Analogamente, trocando o subscrito 7 por /, indicamos as velocidades finais, Tomando
as equagdes de conservagio das quantidades de movimentos (equagdo 2.28), a equagiio 2.1 ¢
a equagdo 2.33 (segunda parte), obtemos os seguintes valores para as velocidade finais:

FF,
N S s 17
Z,f'ln - E fn“ (I in 12?2)+ ”Z !/zin + ’}?Eﬁ.f/iln]
??3 +?}‘E
i
F _ i ra
i/ f2e T T { 71 {,{{ in 12)‘1) + mii/sin + ﬁz?i t"n}
’ 7 "‘"ﬁ“l
(2.34)
I ”ﬁ‘f(mij’ﬂn m Vzln)+iﬂ1ViI!
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/ m,
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fu
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Se a massa m, estd inicialmente em repouso ¢ ¢ extremamente maior que m, , entiio m,

permanecera em repouso apos o impacto e teremos,

z (2.35)
Vo= ple=10,, +V,,]
Desta forma a energia cinética apds o impacto ¢ dada por
T | D A2z -2 -
= 7{{@ + {1+ e) }i/n" + f/m} (2.36)
Levando em conta que a energia cinética inicial ¢ dada por
LTS 2 7
£ = """i“{%n + 5”;1;} ; (2.37)
concluimos que, para este caso, a conservagdo de energia s6 é chedecida se
e’ + 2 (1+e) <1 (2.38)

No caso de usarmos o coeficiente de restituigdo tangencial, a conservagiio de energia

¢, <.

fica garantida se

O modelo de Smith [Smith-1991][Smith-1992-a][Smith-1992-b] corrige o problema do
modelo de Kane ¢ Levinson. Para tanto, Smith utiliza uma ponderagiio entre as velocidades
iniciais ¢ finais ¢ mosira que nio € possivel que a energia cinética do sistema aumente apos o
impacto se este modelo ¢ utilizado. Para a diregfio normal continua valendo a aplicacéo do
coeficiente de restituigiio, conforme a equagio 2.1. Para a direcfio tangencial temos

W lv, vy
P o= =P, " d AR (2.39)
i

b oof

i@ Es

Assim, as equagles 2,28 2.1 (direcho normal) ¢ 2.39 determinam completamente o
estado final, dado o estado micial. O problema € que uma solugdo interativa € necessaria pelo
fato da equagiio 2.39 introduzir um forte acoplamento ndo linear entre os estados antes e apés
a colisdo.

(Juando o dngulo de incidéncia se torna muito pequeno ¢ a taxa de impulso ¢ diferente
de zero, o coeficiente de restituicdo tangencial equivalente ac modelo de Smith tende a
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unidade para impacto entre esferas’. O mesmo é previsto para taxas de impulso grandes
combinadas com matrizes completas. Desta forma, este modelo pode capturar comporta-
mentos tipo superball. Note que o modelo de Smith niio entra em detathes de como as
interagdes de atrito ocorrem, mas apenas supde um determinado modelo. O impulso
desenvolvido durante a colisdo ¢ determinado por:

1
P [vilva + H"ﬁ f%"ﬁ }f = M{ {1+ e)v”‘} (2.40)

1
L vﬁ - Vy

Outra discussdo que se faz a respeito do modelo de Smith diz respeito 2 unicidade de
solugfio. Pode-se mostrar que, para z#=0 a solugdo ¢ linica. Para u# 0, prova-se apenas a
existéncia de solucéo [Sithigh-1995]. A questdo da unicidade, até onde sabemos, continua em
aberto.

O modelo de Routh [Chatterjee-1997){Wang-1992] para impactos bidimensionais
permite a integragdo das equages diferenciais para obter uma uma solucdo em forma
fechada. E portanto um modelo algébrico. O coeficiente de restituicdo normal ¢ definido
como uma razdo de impulsos, porém, ndo ¢ equivalente ao coeficiente de restituicio da
equagdo 2.1, sendo, ao invés, expresso por

e =2 (241)

onde £, indica o impulso desenvolvido na diregio normal durante a expansio da regido de

contato, isto €, o impulso do ponto de compressdo maxima (indicado pelo subscrito m) até ao
fim do contato {inidicado pelo subscrito /). Analogamente, P, indica o impulso desenvolvido
durante a compressio, isto €, o impulso desde o inicio do contato (subscrito /) até ao ponto de
compressdo maxima. Algumas vezes denomina-se o coeficiente expresso por (2.41) por
coeficiente de restituicio cinético. Fala-se ainda em modelo de Poisson, que foi quem
criginalmente propds a utilizagdo da relagdo [Wang-1992].

Para a dire¢do tangencial o modelo de Routh prevé apenas a ocorréncia do atrito de
Coulomb, que se manifesta apenas se a velocidade relativa tangencial for diferente de zero.

Assim escrevemos

Ve=0 ¢ |Fl<uP,
ou (2.42)
v,
1 ==l ﬁ
A

! Na verdade, o cosficiente de restituigio tende a unidade para qualquer par colidente que resulte numa matriz de
massa local diagonal. O conceito de matriz de massa local sera apresentado na subsegio seguinte.



onde /* representa o 1mpulso durante todo o processo de colisio. Note que u representa o

cocficiente de atrito ¢ a primeira das equagdes representa o limite para que o movimento
relativo na regifio de contato na diregdo tranversal se estabeleca.

Uma vez que € impossivel que apenas o atrito provoque a reversio da velocidade
relativa tangencial, nfo ha como capturar um comportamento tipo superball. A grande
questdo refere-se a determinacéo do ponto de méaxima compressio. Deve-se notar que ndo se
pode determinar o ponto de maxima compressdo a partir de experimentos apenas, pois
conhecer os estados final e inicial de movimento numa colisio nfo leva ac conhecimento do
ponto de maxima compresséo, a menos que se conhega a relagdo de deformagdes na regidio de
contato [Chatterjee-1997].

O modele de Pfeiffer ¢ Glocker [Pleiffer-1996] utiliza o coeficiente de restituicio
cinético de Potsson para modelar as interagdes na regidio de contato, tal como o modelo de
Routh, No entanto, faz algumas consideragdes para um tratamento unificado de contato
unilaterais. Portanto, depende da determinagiio do ponto de maxima compressdo. Para o
processo de compressio, Pleifer e Glocker utilizam a rela¢o (impactos singulares)

Fo= MV, -V} eV, =0 (2.43)

onde P, ¢ o impulso desenvolvido durante a fase de compressiio, 4/ ¢ a matriz massa local,

i

V. ¢ a velocidade relativa quando a méxima compressdio ¢ alcancada e V, é a velocidade
relativa iniciall. V¢ velocidade normal no estado de maxima compressio. Sobre a
computagdo da matnz massa local falaremos na proxima sub—subsegéo.' Note que,
diferentemente da simbologia utilizada para o modelo de Routh, P ¢ o impulso total, ndo

apenas o impuiso na diregdo normal. Portanto, P, # P

in

Além das equagbes 2.43, as interages na fase de compressio devem obedecer

V,=0c¢ !_P | < uwP

erl P

ou (2.44)
f),r
fi.’! - -—j'J.)CI’ <

W,

(5]

onde ¥, ¢ a velocidade tangencial no estado de maxima compressdo, P, e P, sdo os
impulsos desenvolvidos na fase de compressio nas direcdes tangencial ¢ normal, respectiva-

mente. x ¢ o coeficiente de atrite de Coulomb.

Note que as relagdes expressas em {2.43) nada mais sdo que o calculo do impulso
desenvolvido na fase de compressdo (primeira equagio) e a definiciio do estado de
compressio maxima (segunda equag@o). Repare que pode existir velocidade relativa



tangencial no estado de compressiio maxima. A primeira das equagdes (2.44) "diz” que, se o
médulo do impulso tranversal for menor que o coeficiente de atrito multiplicado pelo impulso
normal, entdo a velocidade relativa transversal € zero. Caso contrario, passa a valer a segunda
das equagdes (2.44). A analogia com atrito de Coulomb ¢é perfeita, com a particularidade de
que, neste caso, os coeficientes de atrito estatico e dindmico sfo iguais. A modelagem de
Pletfer e Glocker ¢ nitidamente diferente da modelagem de Brach{Brach-1992]. No modelo
de Brach nfo ha condigio limite para aplicagfo da taxa de impulso, que ¢ definida de forma
similar. O pardmetro g do modelo de Brach tem sentido diferente do coeficiente de atrito.

Para a fase de expansdo utiliza-se o coeficiente de restitui¢fio normal, tal como definido
por Potsson € temos

P, =eP (2.45)

&M

onde P

&

¢ impulso na diregfo normal na fase de expansio. Note que a defini¢do é mesma de

241 (P, =F, e P, =P, ) Para a direcio tangencial as interacdes sdo modeladas de forma

¥

um pouco mais complexas. Sgja

O0=ax<l
. 1=
=2 (2.46)
7
})1‘ = a#[)eﬂ

As interagOes na diregdo tangencial na fase de expansfio s3o medeladas pelas relacdes

P, - Fsign(P, )< u'P, e V,=0
ou (2.47)
P, =P sign(P, )~ ;z*Pmsign(Vﬁ)

Pfeiffer ¢ Glocker definem P como o impulso armazenado na diregio tangencial, em
funglo do impulso nommal, que por sua vez € facilmente calculado a partir do coeficiente de
restituicfio normal. Note que a primeira das equagdes (2.47) define limites para que a segunda
equagdo possa ser aplicada. Em suma, ela "diz” que se a magnitude do impulso transversal
efetivo for infertor a um determinado coeficiente de atrito multiplicado pelo impuiso normal,
entdo a velocidade relativa transversal final € zero. Caso contrario, o impulso tranversal é
dado pela segunda equagdio. Tendo em mente que £ ¢ proporcional a P, (equacio 2.46), é

facil ver que a segunda equagfic expressa o fato de que o impulso tranversal na fase de
expansio ¢, quando a equacdo for aplicavel, proporcional ao impuiso normal. Apenas que o
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coeficiente muitiplicador do impulso normal depende do sinal da velocidade final e do sinal
do 1mpulse normal na fase de compressdo. Isto € natural para que se possa representar o
deslizamento positivo, negativo ou a auséncia de deslizamento na regifio de contato. Assim,
embora mais complicado em sua representaciio, as interagdes na dire¢do tangencial na fase de
expansdo seguem, no fundo, a mesma idéia do atrito de Coulomb. A inovagio fica por conta
do 1mpulso armazenado, que permite a captura de comportamento tipo superball. Note que ¢
possivel obter um impulso tranversal final que inverta a velocidade relativa transversal inicial
dos corpos colidentes.

A limitagdo do pardmetro « ¢ a defini¢do do pardmetro x em 2.46 visam a garantir a
nido criagdo de energia durante ¢ choque, isto ¢, garantir um modelo que satisfaca as leis
fundamentais. A prova de que o modelo garante a ndo cria¢do de energia ¢ dada, para
impactos singulares, por Pleiffer [Pfeiffer-1996}.

A mesma consideragdo feita para o modelo de Routh com relagdo 4 determinagdo do
ponto de maxima compressdo vale para o modelo de Pfeiffer e Glocker.

O modelo de Mindlin-Deresiewicz [Mindlin-19531[Jacger-1994] ¢ uma extensdo do
modelo de Hertz para impactos bidimensionais ¢ tridimensionais e supde que a forma dos
corpos na regido de contato pode ser aproximada por uma superficie esférica. As interagdes
na dire¢do normal sfe regidas pelo modelo de Hertz, de forma andloga ao modelo
unidimesional de Hertz (ver pagina 16). Para a direcio tangencial Mindlin e Deresievez
consideram a tensdo cisalhante associada as deformagdes tangencias que se manifestam sobre
circulos cujos raios sfo funglo da complacéneia normal. Desta forma, existe um forte
acoplamento enire as interagdes nas duas direcBes. Para considerar este acoplamento, Mindlin
e Deresiewicz desenvolvem uma longa série de calculos envolvendo as deformagdes normais
e tangenciais na regidio de contato. Como as deformacdes fazem parte da formulacio do
problema, as interacdes devem ser calculadas iterativamente. Limitacdes do modelo de Hertz
implicam, consequentemente, em limitages do modelo Mindlin-Deresiewicz. Se o raio da
superficie na regido de contato ¢ muito pequeno (isto pode acontecer em alguns fluxos
granulares), a teoria de Hertz pode ndo valer porque pressupde que as escalas da deformacio
e dos ratos originais dos corpos sio muito diferentes. Em geral, as deformactes tém de ser
uma microescala dos raios. Chatterjee [Chatterjee-1997] traz algumas observacdes sobre as
restrigdes deste modelo e suas imprecisfes.

Os modelos baseados em ponto de contato nfio se preocupam com nenhuma relaciio
explicita envolvendo as interagdes ou deformacgdes na regifio de contato. O importante ¢ ter
um elemento que possa representar as forgas naquela regifio, tais como massas, molas ¢
amortecedores. Muitas vezes supde-se atrito de Coulomb como mecanismo de dissipagdo na
direcio tangencial. Um exemplo pode ser visto na figura 2,10, que mostra uma particula
impactando um superficie imével. Os elementos normal e tangencial podem ou nio ser
acoplados atraves de alguma relacfo algébrica. Podem ser lineares ou ndo lineares. De todo
modo, toda a a¢do dos elementos € suposta ocorrer no ponto de contato. Pode-se ajustar os
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elementos de forma que, em algumas situagdes sejam equivalentes a outros modelos em um
ou mais aspectos. Por exemplo, £ possivel ajustar as rigidezes dos elementos normal ¢
tangencial para obter um coeficiente de restituigfio tangencial andlogo ao procedimento de
Brach [Brach-1991] (veja pagina 23) ou Jekins [Jekins-1992]. Stronge {Stronge-1994] utiliza
em seu trabalho uma mola tangencial (elemento sem dissipagiio) € um elemento ndo linear na
dire¢io normal, cuja dissipagiio ¢ consistente com a definicio de um coeficiente de
restituigio energético. Considera ele que o processo de colisfio termina quando a forca normal
¢ nula.

elemento
normal

elemento ,

tangencial

Figura 2.10: Esquema de impacto com ponto de contato

O modelo bilinear, por envolver muitas consideragdes sobre a matriz massa local, que,
por ora, ainda ndo apresentamos formalmente, sera tratado juntamente com os modelos tri-
dimensionais.

2.2.3- Impactos Tridimensionais

Os impactos tridimensionais caracterizam-se pelo fato do vetor velocidade relativa dos
corpos apds ¢ impacto e o vetor velocidade relativa antes do mesmo nio estarem no mesmo
planc. Desta forma a componente tangencial do impulso desenvolvido durante o choque
ainda deve ser decomposto em duas outras componentes, como mostra a figura 2.11.

Se para impactos bidimensionais as hipoteses sio variadas, a extensiio de todas as idéias
para mmpactos tridimensionais levaria a um volume muito extenso. Portanto, para impactos
tridimensionais preferimos fazer comentéarios de natureza mais geral.

Os modelos de Brach (veja pagina 24) podem todos ser estendidos para impactos
tridimensicnais. Assim, dever-se-ia definir duas razdes de impulso, cada qual para uma das
duas diregdes tangenciais. O mesmo se deveria fazer com os coeficientes de restituicéo
tangenciais (veja pagina 25). O problema ¢ que, se para impactos bidimensionais ja existe o
probiema da mensurabilidade da razfio de impulso, para impactos tridimensionais o problema
s¢ torna ainda maior. De todo modo, Brach sempre procura este caminho pelo fato de os
modelos serem algébricos e permitirem manipulagdes relativamente faceis das formas
matricias dos equacionamentos. Todavia os modelos sdo imprecisos em muitas situacfes, tais



como nos mnpactos onde existe deslizamento tangencial ou onde as forcas na diregiio
tangencial provocam momentos que induzem ao movimento de rotagdo dos corpos apés o
impacto,

Figura 2.11: Visualizacdo de um impacio trimensional

Para se determinar completamente o estado do sistera apds um imapcto tridimensional
entre dois corpos rigidos, temos, para o caso geral, doze varidveis a determinar, a saber: as
velocidades de translagdo e rotagfo dos dois corpos. Mais seis variaveis surgem -devidas aos
impulsos {lineares ¢ angulares) que agem nos corpos durante o impacto, totalizando 18
variaveis. Da dindmica dos corpos rigidos podemos escrever seis equagbes que regem o
processo de impacto, dadas pela conservagio das quantidades de movimento lineares. Mais
seis equagles podem ser escritas para as quantidades de movimentos angulares. Se
utilizarmos o coeficiente de restituigdo normal, teremos mais uma equagiio proveniente da
representagdo das interagdes nesta dire¢do. Utilizando as a taxas de impulso para representar
as interagGes nas duas diregbes tangencials, temos mais duas equagdes. Assim temos, por
enquanto, 15 equagdes. Mais trés equagBes podem ser obtidas através dos modelos supostos
para as interagdes rotacionais, dadas pelos impulsos angulares, totalizando as 18 equagdes
necessarias. Dependendo das suposigGes para as diversas interagdes, ¢ possivel que o estado
final do sistema possa ser obtido pela solugdo de um sistema de doze equacdes a doze
incognitas. Pela metodologia de Brach [Brach-1991}, que sempre procura usar modelos
algebricos para as interagdes, o sistema a ser resolvido serd um sistema algébrico. Brach, por
exemplo, propde a utilizagio de um coeficiente de momento para fazer o mesmo papel do
coeficiente de restituig@io normal para as interagdes envolvendo a rotagiio em torno do eixo
correpondente a dire¢®o normal. No entanto, muitos modelos exigirdo solugBes integradas
numericamente e, algumas delas, de forma iterativa.



As taxas de impulso podem ser substituidas pelos coeficientes de restituicdo tangencial
ou qualquer outro modelo proposto para as interagbes tangenciais, mesmo um modelo
andlogo ao de Smith [Smith-1991], ou ainda andlogo ao de Mindlin-Deresiewicz [Mindlin-
1953]. Uma extensdo do modelo de Glocker e Pfeiffer [Pfeiffer-1996] para impactos
tridimensionals parece niio estar ainda disponivel. O modelo de Rough [Chatterjee-1997]
pode ser estendido para impactos tridimensionais.

Agora vamos fratar das interagSes locais em termos de inéreia, Pode-se definir uma
matriz massa local no ponto de impacto. Para tanto, parte-se das aceleracdes do pontos de
contato nos dois corpos antes do impacto iniciar. Depois, calculam-se novas aceleragdes deste
pontos quando supostas forgas unitdrias atuam no ponto de contato em cada diregio. Com
isto, € possivel calcular as aceleragOes relativas dos corpos (em cada diregio) no ponto de
contato ¢ as aceleragdes relativas produzidas pelas forgas unitarias naquele ponto. E possivel
entdo calcular uma matriz de aceleragdes relativas devidas as forgas aplicadas em cada
dire¢do. A inversa desta matriz representa a inércia envolvida na resposta do sistema, que € a

matriz massa local. As forgas interativas /' na regidio de contato podem ser expressas por

Mér=F= M =P (2.48)

onde A € a matriz massa local e o € o vetor das deformaciio no ponto de contato, embora
deformagbes ndo possam, a rigor ocorrer em um ponto. A variacio da quantidade de
movimento em qualquer dos corpos ¢ dada por

M(¥, -5, )=F (249

onde, conforme ja citado, ¥ ¢ a velocidade relativa entre os dois corpos e os subscritos i e /
representam os estados antes e depois da colisdo. Agora abrem-se novas possibilidades para a
modelagem das interagdes.

De posse da definicBo da matriz massa local, voltemos ao modelo bilinear referenciado
entre os impactos bidimensionais. Este modelo refere-se ao caso especial de quando a matriz
massa local ¢ diagonal. Sejam A,, 4, e A, os valores da diagonal da matriz massa e seja a

. - - — r
velocidade relativa antes da colisdo dada por ¥, z{—"m:wvﬁ,ﬁ} para alguns escalares

(vi.vi >0). A velocidade relativa apds a colisio ¢ dada por

I
v, = je V.V, + mjr{(l + e[)vif,,:e(i + en}j’ vm} ,Of (2.50)

£
L 2

onde 0<e, <1 € o coeficiente de restitui¢do normal, ~12 ¢, <1 € o coeficiente de restituicio

tangenctal e g, diferente do pardmetro definido em (2.30), € o coeficiente de atrito. Note que
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que ndo ha interagdo em uma das dire¢des, razfio porque este modelo ¢, de fato, para
impactos bi-dimensionais. O impulso desenvolvido durante a colisio é dado por

P={a(1+¢,)0,, min[(1+ ¢, )iov,. il +e,)A,v,] .0} (2.51)

in*

Note que as Interagdes na direcio normal sfio regidas somente pelo coeficiente de
restituigdo normal. As interagBes na diregdo tangencial sfo regidas pelo coeficiente de
restitui¢iio tangencial, desde que este niio viole as condigdes de atrito de Coulomb. Por isto o
uso da fung@o minirmo. A exigéneia de matriz diagonal deve-se ao fato que, se a matriz massa
iocal for diagonal, ndo hd acoplamento explicito entre as trés diregdes do impacto. Desta
forma, o referencial pode ser escolhido de forma que a velocidade relativa antes da colisdo e,
consequentemente, apos, tenha apenas duas componentes.

Chatterjee [Chatterjee-1997] apresenta trés novas propostas de modelos para impactos,
utilizando hipéteses para os impulsos durante a colisio Na primeira proposta Chatterjee
supde que a variagio da quantidade de movimento linear 7 seja fungdio (pressuposta, ndo a
da equacdo (2.49), que ¢ consequéncia dircta da lei de Newton) da velocidade relativa antes
do choque. Como se deseja um modelo algébrico, parte-se do principo de que a direcdo dos
impulsos sobre os corpos seja conbecida. Desta forma, apenas o médulo fica como incognita,

Seja P, o vetor unitario na direciio da a¢iio dos impulsos sobre os corpos. Consequentente o

impulso serd daco por al%,, onde ¢ ¢ um escalar. A suposi¢io inicial é de que a variagfio da
quantidade de movimento linear tem a mesma dire¢fo da variagio segundo o modelo bilinear,
dado pela equagfo (2.51). Calculam-se entfo as velocidades finais. Se as 'velocidades
calculadas sdo compativeis com a conservacio de energia, esta tudo bem e isto indica que o
modelo bilinear € que rege a colis@io. Se nfio, ainda existem duas opgdes. Como primeira
hipotese, pode ser que a direglo do impulso esteja correta, mas sua magnitude tenha de ser
reduzida para satistazer o critério de ndo criacio de energia. Assim, pode-se calcular o valor
de a que permite satisfazer este critério. Isto indica apenas que o valor usado anteriormente
para o coeficiente de restituicdo normal era incompativel com o modelo proposto. Na
segunda hipOtese, a direglio pressuposta para o impulso estava incorreta, de forma que se
torna necessaria uma corregfio da direcdo. Isto pode ser feito tomando-se projegdes do
impulso sobre a direclio normal até que o critério de conservacio de energia seja satisfeito.
Na verdade, tanto a projecdio sobre a normal quanto a multiplicagfio por um coeficiente sdo
projegdes do impuiso para o interior do espago que determina a conservagdo de energia, o
qual € limitado, para impactos tri-dimensionats, por um elipsoide, que representa o fato de
vi Ay, <v] My, Para matrizes massa diagonais, este modelo automaticamnte se reduz ao
modefo bilinear.

Chatterjee {Chatterjee-1997] indica os apéndices de sua tese como fonte para detalhes,
mas 0 nosso exemplar, ao menes, ndo contém estes apéndices. De todo modo, os pseudo-



codigos computacionais que Chatterjee apresenta em sua tese [Chatterjee-1997] (paginas 70 e
71) sdo muito bons (nfio 50 para esta proposta, mas também para as outras duas).

Em sua segunda proposta Chatterjee estabelece que o impulso que age nos corpos sob o
processo de impacto depende ndo apenas das velocidades iniciais, mas das quantidades de
movimentos iniciais. A suposicdo inicial ¢ de que o impulso estd no plano que contém o vetor
que indica a diregdo normal ¢ que também contém o vetor que determina a quantidade de
movimento relativa inicial. A partir de algumas consideragdes geométricas no espago que
determina as interagdes colisionais e dentro de algumas restrigdes de valores, calcula-se o
valor do impulso. Se estiver de acordo com a conservagiio de energia, tudo bem. Se ndo, &
preciso corrigir o calculo do impulso através de projegdes para dentro do espago que rege a
conservagio de energia,

Na terceira proposta, Chatterjee propde uma espécie de generalizagiio dos coeficientes
de restituiglo para impactos tri-dimensionais. Desta forma, pode-se dizer que as velocidades
finais seriam diretamente relacionadas as velocidades iniciais. O fato de utilizar tantos
parimetros independentes pode, como nas situagdes anteriores, levar & nfo observincia da
conservagdo de energia. Neste caso o impulso deve ser projetado para o interior do espaco
que garante esta observancia. E claro que esta projecdo mmplica, na pratica, em corrigir 0s
valores dos par@metros usados. Deve-se notar, todavia, que esta corregiio obedece a uma
restrigio inicial, que € a validade qualitativa do modelo.

2.3 - Contribuicio desta Tese

A modelagem dos sistemas com impactos € sempre muito importanie e, como
apresentado at€ aqui, envolve muitos aspectos a serem levados em conta de acordo com o
obejtivo do modelo e as caracteristicas do sistema. De tudo o que pudemos estudar na
literatura corrente, ¢ certo que um modelo completo, que possa ser aplicado em muitas
situagfes, esta fora de cogitaglio. Mesmo o belo trabalho de Chatterjee [Chatterjee-1997], que
s¢ preocupa com uma parametrizagiio eficiente sob muitos aspectos, nfio ¢ concluide com
nenhuma proposta de carater mais geral, e nem poderia ser, dada a natureza particular de seu
estudo, que se restringiu a impactos singulares. Ndo ha nenhuma garantia de que um modelo
eficiente para impactos singulares seja eficiente, do ponto de vista dindmico, para impactos
repetitivos, dado que o tempo gasto para as interagbes pode ser exiremamente mais
importante para impactos repetitivos do que para impactos singulares.

Nio obstante varios estudos aplicados realizados por Pfeiffer [Pleiffer-1996], Brach
{Brach-1991], Zukas [Zukas-1992] e alguns outros autores, um estudo comparando a
dindmica prevista por varios modelos de impactos, acompanhado de estudo experimental,
uttlizando um sistema continuo flexivel, isto €, considerando colisGes entre corpos ndo
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rigidos, nao foi encontrado. Também ndo encontramos resultados de estudos cuja
preocupagio seja a influéncia da folga na alteragio da dindmica de sistemas com impacto

Nio se trata apenas de modelar um mesmo sistema utilizando diferentes teorias, mas
também de discutir como os diversos modelos captam ou ndo fendmenos observados
experientalmente. Embora o protétipo experimental utilizado apresente apenas impactos
unidimensionais, ainda assim estamos certos de que a discussio que apresentamos neste
trabalho nZo estd disponivel na literatura corrente, De fato, utilizam-se impactos unidimen-
sionals exatamente porque ja se sabe que alguns fendmenos sdo complexos ¢ devem ser
estudados passo a passo se quisermos identificar que pardmetros do sistema sio importantes
para a ocorréncia ou nio de determinados fendmenos.

O trabalho envolve duas partes distintas. A primeira consiste em estudar experimental-
mente um prototipo. Para tanto utilizam-se 0s seguintes recursos:

- Sensoramento da excitacdo e da resposta do sistema

- Anahse da resposta do sisterna no dominio da frequéncia.

- Analise geométrica: mapas de Poincaré, Expoentes de Lyapunov, bifurcacgdes, etc. ..
- Venficagiio da nmgracio das frequéncias caracteristicas da resposta do sistema.

A segunda parte consiste da simulagfo computacional do sistema utilizando um dos
modelos e aplicando as mesmas ferramentas da anélise experimental. Notadamente a analise
de migragio das frequéncias caracteristicas da resposta do sistema, tal como apresentada
neste trabalho, ndo se comenta na literatura. A metodologia usada para capta-la também nfio
parece ter sido aplicada aos sistemas com impactos.



Capitulo 3

Estudo Numérico de Sistemas de Dois Graus de Liberdade

Neste capitulo apresentamos o estudo numérico de sistemas vibratorios de dois graus de
liberdade com parimetros concentrados ¢ com impactos em uma de suas massas, COmoO
apresentado nas figuras 3.1 e 3.2. Inicialmente analisamos, na secfio 2.1, um sistema
particular do tipo da figura 3.2, apresentando alguns fendémenos e algumas propriedades da
resposta deste sistema. Apés, na se¢io 3.2, apresentamos um modelo ajustado a partir de um
sistema real. Nas demais segOes apresentam-se resultados para o modelo da se¢do 3.2.

Fligura 3.1 - Sistema de dois graus de liberdade com impacto (modelo fisico 1)

Figura 3.2 - Sistema de dois graus de liberdade com impacto (modelo fisico 2)
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3.1 - Andlise de um Sistema Particular de 2gl com Impacto

Nesta seglo apresentamos a andlise de um sistema de dois graus de liberdade niio
amortecido, o qual consiste de duas massas ¢ molas lineares, conforme a figura 3.2. Os
deslocamentos s3o medidos a partir das posigdes de equilibrio das molas e a massa m, pode

mover-se entre duas posigdes extremas com uma folga siméirica 2¢ . Muitos dos resuitados
desta segfo foram apresentados no 1997 Design Technical Engineering Conferences - 16th
Biennial Conference on Mechanical Vibration and Noise [Mattos-1997].

As equagfes que governam o sistema sio

+{l+e)x ~ex, =0 5.0)

pi +ex,—ex, =0, n|<o

onde os sobrepontos indicam a derivada com relagfio ao tempo adimensional v=1,/m, / k, €
p=m/m e g=k,/ k. O choque ¢ introduzido no sistema através da mudanca das
condi¢des miciais da primeira das equacdes 3.1, Considerando o modelo de Newton, a velo-

cidade da massa m, ¢, entdo, invertida cada vez que seu deslocamento atingir o valor de *o .

Quando a massa m, estd em movimento, as duas frequéncias naturais do sistema linear

em questio sdo’:

@, _ b 1%54“&;\/52 —2us+ 28 u+ i +2e 18 + &2 (3.2)
V2 #

(uando a massa m, nfio se move, o sistema tem apenas uma frequéncia natural, a saber:

@=+l+¢ (3.3)
Assim, pedemos formular a seguinte guestio:

"As frequéncias caracieristicas da resposta do sistema com impacto, quando a folga variar,
serde uma combinagdo clara das frequéncias naturais de seus sistemas lineares associados,
as quals sdo dadas acima?”

Para o primeiro passo nesta diregBo, consideramos o mais simples sistemna com impacto
com mais de um grau de liberdade. Para evitar a influéncia de frequéncias externas, tomamos
um sistema ndo excitado, de forma que, para esta andlise, teremos de considerar um sistema

! Utifizaremes sempre a letra @ (com seus subscritos indicativos) para representar a frequéncia circular em
rad/tempo ¢ a letra f (com seus subscritos indicativos) para representar a frequéneia em ciclos/tempo. Assim,

{ =/ 27 sempre que aparecer no texto.
¥ pre g p
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nfio amortecido a fim de analisarmos respostas que se mantém ao longo do tempo. Para

analisar o sistema computamos a resposta exata do mesmo guando §x2] < o. U instante da

reversiio ¢ computado e novas condigBes iniciais sfo pré-fixadas para o intervalo de tempo
subsequents. A resposta € conferida durante a simuiagBo para garantir que se obtenha uma
solug@io numérica consistente com a solugfo fisica do problema.

A importincia do controle da folga pode ser sentida pela andlise das figuras 3.2 € 3.4, as
quais apresentam o plano fase da coordenada que representa o movimento da massa nio
impactante, para dois valores distintos da folga ¢ para as mesmas condigdes iniciais. As
posigdes iniciais das massas sfio nulas. Os valores pré-estabelecidos para as velocidades (ver
figuras), sem razdo de ser 4 primeira vista, foram assim fixados para resulitar numa amplitude
de valor interro quando o sistema nfo impacta. Isto nfo altera em nada as conclusdes do
trabatho e facilita comparar os valores da folga com a folga méxima em que impactos ainda
ocorrem. Na verdade, como veremos mais adiante, estas condigSes inciais refletem uma
distribuigiio particular da energia total do sistema entre os dois modos de vibragfo do sisterma
de dois graus de liberdade sem impactos. E obvio que a distribuicio de energia afeta a
dindmica do sistema. No caso apresentado, ocorrem impactos quando a folga € inferior a 20,
ou segja, 20 € o valor limite da folga para a ocorréneia de impactos. Para a presente simulagio

temos p=le g= (42»@{} + 4\/199) / 8, de forma que:

f1 = 07055
£ =10.7055 3.4
f=12126

Tomamos a liberdade de apresentar as frequéneias e as condigfes iniciais (ver figuras)
com este elevado nimero de casas decimais por causa da sensibilidade dos sistemas ndo
lineares nas regides de fransicdo envolvendo alteracBes em sua dindmica,

0.3 . . .

0.2+

01r

Yealocidade

0.3 : , s .
SIRIK] -0.02 -0 H] 0.01 0.0z .03
Deslocamento

Figura 3.3 - Plano fose & = 12.4814250670842
’%E =02141111177377943 %2 =-(32122429289211338
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Ha um acréscimo de 94% na amplitude de movimento da massa m, sem nenhum
aumento pratico da folga. A velocidade maxima também aumenia. A menos que a presencga
de amortecimento altere sensiveimente este quadro, esta pode ser uma situagio onde um
absorvedor de vibraglio por impacto tenha uma eficiéneia muito baixa, ou até um efeiio
contrano ao desejado.

0.4
03¢
8.2+
0.1+

ok

Velocidade

D1
-0.2F

03+

3.4 - :
-0.08 -0.04 -2.02 0 .02 0.04 0.08
Deglocamento

Figura 3.4 - Plano fase para o =12.4814250670843
x':i = (2141111177577943, 35’2 =0 2122420289211338

As figuras 3.5 e 3.6 mostram a evolugfo do calculo do maior expoente de Lyapunov
para as respostas cujos planos fase sfo apresentados na figuras 3.3 e 3.4, respectivamente.
Para este calculo utilizamos um programa computacional cujo cédige fol adaptado do
trabatho de Woll [Wolf-1986], utilizando a mesma metodologia. Notamos que a resposta é
cadtica para o = 12.4814250670843 . Informagdes sobre a teoria dos expoentes de Lyapunov
e a metodologia de caleulo sBo apresentadas no apéndice A

Encontramos trés janelas com resposta cadtica quando variamos a folga de zero até 20,
janelas cujos limites sdio apresentados na tabela 3.1

Janela | Limite mferior | Limite superior
i =12.481 =13.109
2 =15.297 ~157298
3 219,443 20 (maximo)

Tabela 3.1 - Limites das janelas de coos
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Figura 3.5 - Evolugdo do maior expoente de Lyapunov para a resposta da figura 3.3
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Figura 3.6 - Evolugdio do maior expoente de Lyapunov para a resposta da figura 3.4

As figuras 3.7, 3.8 ¢ 3.9 apresentam a variagio da frequéncia caracteristica da resposta
quando a folga € variada na primeira, na segunda ¢ na ferceira janela de resposta niio cadtica,
respectivamente. Consideramos frequéncia caracteristica da resposia, neste caso, o harménico
de maior contribuicio na resposta. Se houver harménicos miltiplos, deve-se tomar o
harménico de ordem 1. Voltaremos a este assunto logo a frente.

Notamos que, na auséncia de caos, a vanacdio da frequéncia ¢ uma funcBo bem
comportada da variacio da folga. Na presenca de caos ndio ¢ ficil, se nfio impossivel, definir
uma frequéncia caracteristica, embora uma resposta cadtica possa ter uma faixa de frequéncia
gue se sobressaia com relagfo as demais,



HE
1.28 ¢
b3
®
wE
2 126t
L
=3 o
o
om
0124 " :
k3
£
_ k3
122} %
e o W H )
0 5 10 15
Folga

Figura 3.7 - Variagdo da frequéncia caracteristica como fungdo da
Jfolga na primeira janela de resposta niio cadtica

1.295 : v

4
*
#

¥

1.275

1.27 . ; :
13 13.5 14 14.5 15 15.5

Folga

Figura 3.8 - Variagdo da frequéncia caracieristica como fungdo da
Jolga na segunda janela de resposta nio cadiica

15
L

o 1457 5 ;
L) %%
o 35
& 1.4t ¢ ;
e
M e

1.35 # .

E 3
e
4
1.3 b -
15 18 17 18 19 20

Folga

Figwa 3.9 - Variagdo da frequéncia caracteristica como funcdo da
folga na terceira janela de resposia néo cadtica

44



45

Para tornar a explicacfio sobre 0s a contribuigio dos harménicos mais clara, reparemos
o espectro da figura 3.10, que € de uma resposta de um sistema com impacte. Reparamos
espectros mlltiples (a escala de frequéneia estd normalizada), de forma que excluimos a
possibilidade de mais de uma frequéncia caracteristica. Note que, para cada inteiro impar ha
um pico no espectro e uma familia de frequéncias associdas. O harménico de ordem 1 tem
uma contribuiciio muito maior que os demais. Este fato ¢ camuflado por causa da aplicagio
da fungio logaritmo ao eixo das ordenadas. A aplicagfio do logaritmo ocorre justamente para
que 0s harmdnicos de ordem superior se tornem visiveis. Se houvesse um outro pico sem
relaciio de multiplicidade com as demais frequéneias, terlamos outra frequéneia
caracteristica. £ claro que, de fato, a resposta pode ter varias frequéncias que a caracterizam,
as quais estfo, de algum modo, relacionadas com os parimetros do sistema ¢ com a
excitagfo. A figura 3.11 apresenta um caso mais complexo, porgue é o espectro de um estado
cadtico. Embora cadtico, € claro que a resposta evidencia uma frequéncia caracteristica. Note
que o fato de o sistema ter uma frequéncia caracteristica nfio garante uma resposia livre
periddica.

’g 0 K} H ¥ L ¥ H 3

_‘1 g 13 1 1 i i i :
0 1 2 3 4 5 8 7 8 9 10
frequéncia
Figura 3.10 - Espectro exemplo de resposta periddica
8
6
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]
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Figura 3.11 - Espectro exemplo de resposta nio periédica



46

O proximo passo € encontrar, se possivel, uma relagio algébrica entre a variagio da
folga e a variagfio da frequéncia. Denotemos por f (cr) a funclio procurada. Apds exaustiva

procura por tal relagdo e, analisando muitos resultados obtidos da simulaciio de vérios
sistemas, simulados a partir de varias condigdes iniciais, conjecturamos:

YA derivada da fun¢do f (0') com relagdo a folga o tende a zero quando a folga ¢ nula”

" O mddulo da derivada da fungdo [ (cr) com relacdo a folga o tende ao infinito quandoe o

sistema esia na iminéncia de um estado cadtico”

" O modulo da derivada da fungdo f (cr) com relagdo a folga o tende ao infinito guando o

sistema estd na iminéncia de perder a condicdo de impacto (proximo da folga maxima), se o
estado ndo for cadtico nesta regido”

A comprovagdo de que todas as conjecturas ndo sdo contraditadas pelo exemplo ¢ facil,
No entanto, o problema de encontrar uma fun¢fio ndo estd resolvido. Apenas foram
conjecturadas algumas condigfes para ela. Vamos ent@o passo a passo. Propomos encontrar
uma fung#o que represente a variagfo da frequéncia caracteristica da resposta quando a folga
¢ variada até que entremos na primeira janela de caos. Seja o, o valor da folga que
determina o Inicio da primeira janela de caos. Devemos propor uma fungfo que tenha
derivada nula para folga nula, isto é:

im  f{o)=0

-3

A gama de fungdes que preenchem este requisito € grande. Por outro lado, a derivada da
fung8o deve tender ao infinito para um valor finito da folga, o, , isto &

I

[=9]

fim f ’(J)

[ ey g
<

Procuramos uma fungdo com derivada infinita para um valor finito da folga. No
entanto, a propria fungdo deve ter valor finito para a referida folga. O valor da funciio neste
ponto denominamos genericamente por f,. O ramo (um quarto) de uma elipse cujos eixos

sdo paralelos aos eixos cartesianos € uma fungfo que satisfaz as duas exigéneias dos extremos
da fun¢lo procurada. Podemos pensar ainda na utilizagfo de escalas logaritmicas. A figura
3.12 apresenta os pontos da figura 3.7 sobrepostos & fungfo proposta na equagio 3.3, cujos
parametros, para o presente caso, sdo dados na equagfio em 3.6. A figura 3.13 apresenta o erro
entre a frequéncia calculada pela experessio proposta € a frequéncia real da resposta
simulada. Nota-se que funcdo se ajusta muito bem ao conjunto de pontos em questio. O erro
méximo neste conjunto de pontos € de 0.505 %.
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Figura 3.12 - Ajuste da funcdo [ (0‘) proposta ao conjunio de pontos obtidos por simulagio.
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Figura 3.13 - Lrro entre a frequéncia caleulada pela expressdo 3.5 ¢ os pontos simulados

Temos de argumentar que estes resultados so um caso muito particular. E verdade,
mas vamos passo a passo. A figura 3.14 apresenta mais trés conjuntos de pontos, obtidos
atraves da simulagio da resposta do sistema para outras condigBes iniciais e com diferentes
distribui¢Bes de energia entre 0s modos do sistema sem impacto. Os valores de o, € f, para

estes conjuntos de pontos s#o apresentados na tabela 3.2
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Figura 3.14 - Ajuste da funcdo flo) proposta para outres conjunios de pontos simulados
vermelho: 99% da energia no segundo wodo do sistema sem impactc
verdder ddew 95% da energia; ol idem 90 % da energia

Energia 22 modo £ o.
99 % 1.280273437500000 | 0.2104463666677475
95 % 1.260927567221609 | 0.1403369140625000
90 % 1.236816406250000 | 0.0452162318969725

Tabela 3.2 - Pardmetros das fungdes para os diversos conjuntos de pontos

Nota-se que a figura 3.14 apresenta a legenda "folga relativa” para a abeissa. Definimos
folga relativa como a razfio entre a folga e o maximo valor da folga para a qual ainda ocorrem
impactos, quando ¢ sistema alcanga o estado estaciondrio ou responde cacticamente por um
longo periodo de tempo. Assim, a folga relativa depende das condigfes inicias (para sistemas
nfo amortecidos) € da excitagio.

A tabela 3.3 apresenta os erros maximos para os trés conjuntos de pontos da figura 3.16
¢ nela se pode notar que a funglio se ajusta muito bem aos resultados da simulacio.

Energia Hrro

2% modo méximo (%)
99 % 0.451
95 % 0.645
90 % 0.227

Tabela 3.3 - Lrro mdximo enlre o frequéncia obtida pela fungdo e os pontos simulados

Embora seja possivel ajustar ramos de elipses para as janelas sem resposta cadtica em
varios cas0s, apenas a primeira janela permite um ajuste sistematico da fungio proposta (em
todos os casos testados). Por exemplo, ¢ possivel ajustar um ramo de elipse para o 1amo
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direito da curva da figura 3.8. A concordéncia ¢ quase perfeita. £ também possivel ajustar ao
ramo da esqguerda. No entanto, ¢ muito ruim a concordéncia da terceira janela nfio cadtica
(figura 3.9) com um ramo de elipse. Desta forma, a {mica coisa que podemos afirmar, ¢ ainda
dependemos de confirmages posteriores € que "na primeira janela de resposta néo cadiica,
a frequéncia caracteristica da resposta varia de acordo com o ramo de elipse da equacdo
35"

No entanto, levando o raciocinio ao extremo, devemos esperar que, se nenhuma janela
caotica for encontrada durante a varredura da foiga, entio a frequéncia caracieristica da
resposta do sistema migrara da frequéncia do sistema linear com folga nula para as
frequéncias naturais do sistema linear com folga infinita’ , isto €, o sistema com uma folga
tdo grande que nfo permite a ocorréneia de impactos. Deste modo, a resposta & pergunta
apresentada na pagina 40 estaria completa. No entanto ainda sfo necessdrias mais andlises
para uma conclusio segura. Na verdade, como veremos mais adiante, a2 funco proposta para
a migraciio continuara valida mesmo que a migragdo ocorra com um estade cadtico. Os
pontos que porventura se desviam bastante da funciio proposta sfo aqueles proximos 4 uma
mudanga "radical” na dindmica sistema como, por exemplo, passar do movimento periédico
para o ¢aos e vice-versa.

Consideremos a figura 3.15, que mostra a variagfo da frequéneia caracteristica da
resposta contra a vanagho da folga em toda a faixa, até ao inicio da (ltima janela de caos. Na
mesma figura apresentamos, em linha continua, a funcfo proposta em 3.5, mas agora ajustada
para toda a faixa, at¢ ao inicio da dltima janela de caos. N8o ajustamos a funcdo para o valor
da folga maxima por causa da janela de caos proxima a folga maxima para a ocorréneia de
impactos.

0.4 | |
.35
o
o
@
5 0.3y
o
2
% 0.25 -

0.15 |
’ 5 10 e -
Folga

Figura 3.15 - Variacdo da frequéncia caracterisiica como fungiio da folga
ponios: simulacda b oo fungdo proposta

' A partir de agora chamaremos o sistema cuja folga ndo permite a ocorréncia de impactos de sistema com folga
infinita, onde o termoe infinite sugere um universe limitado para o moviments do sistema.
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Figura 3.16 - Erro entre os resultados da fungéo proposia e o da simulacdo

Nota-se que, excetuando as folgas proéximas as janelas de caos intermedidrias, a funcfio
continua se ajustando muito bem ao conjunto de pontos. O erro méaximo entre a frequéncia
calculada com o uso da fungfo proposta ¢ a frequéneia da resposta simulada é de 1.5 %. Se
excluirmos 08 pontos proximo 2 janela de caos intermedidria (pontos azuis nas figura 3.15 ¢
3.16), que, no caso, sdo os pontos proximos aos valores de folga para os quais ocorre uma
mudanga radical na dindmica do sistema, este erro maximo ¢ menor que 1 %. No caso do
ajuste para a faixa em questfio temos os seguintes pardmetros para 3 elipse:

£ =1212645450982487
. = 1944221 3.7
f.=147023828125

3.2 - Sobre as Propriedades de um Nove Sistema Representative de um
Sistema Real

Na seglio anterior analisamos um sistema particular sem a preccupagdo inicial de que
aquele sistema representasse, segundo algum critério, um sistema real 14 conhecido. De todo
modo, podemos garantir que o sistema analisado nfio viola qualquer lei fisica, embora possa
ser de construgo muito mais dificil que outros sistemas. Um sistema ainda particular, mas
representativo de um sistema real conhecido previamente, pode ser obtido via técnicas de
ajuste de modalos.

Nesta sec¢Bo apresentamos o resultado do ajuste de um modelo do tipo da figura 3.1 a
um sistema real, constituido de uma viga engastada com impactos na extremidade livre,
conforme comentado mais adiante. Consideramos o impacto na extremidade de uma viga
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como uma ndo linearidade localizada perturbando um sistema linear’. Desta forma,
simplificamos muito o problema e ele ainda é suficientemente complexo para ser
%nieressam{-:. O modelo particular da figura 3.2, se representative do sistema real que se quer
modelar, € obtido naturalmente quando se considera ¢ modelo mais completo da figura 3.1. O
ajuste deve sempre ser aplicado a0 caso mais geral, porque nem sempre € possivel ajustar um
caso muito patticular a um sistema real [Mattos-1993] Slany[1992].

Pelo fato de usarmos um modelo ajustado, os valores usados para as massas e rigidezes
sdo particulares ¢ obedecem a um critério especifico, a fim de que tenham alguma relacio
com o sistema continuo que se quer representar. No presente caso, queremos um sistema
discreto de dois graus de liberdade que tenha alguma relacfio com o sisterna analisado no
capitulo 5. Para facilitar a explanagfo, apresentamos aqui brevemente a descrigio do sistema
analisado no capitulo 5, o qual consiste de uma viga engastada numa extremidade e livre na
outra, conforme mostra a figura 3.17. Na extremidade livre existem dois batentes contra 0s 08
quais a extremidade da viga pode chocar-se. A folga existente entre os batentes e a viga pode
ser controlada, bem como a magnitude ¢ frequéncia da forga de excitagfio F aplicada ao meio
da viga. Desta forma, quando o movimento da viga ¢ tal que a amplitude do movimento na
extrenudade desta nfo ultrapassa a folga, temos uma viga engastada-livre. Por outro lado se a
folga tende a zero, temos uma viga, para um apoio idealizado, engastada-apoiada.

A mesma pergunta feita no caso do sistema discreto da secfo anterior pode ser feita
para o sistema continuo, a saber:

"As frequéncias caracteristicas da resposia da viga com impacto, quande a folga variar,
serdo uma combinagdo clara das frequéncias da viga engastada-livre e engastada-apoiada? "'

Assim, desejamos que o sistema discreto da figura 3.1 tenha alguma reiagao com ©
sistema da figura 3.17. Esta relagfio ¢ estabelecida pelos seguintes critérios:

L

Figura 3.]17 - Sistema continuo com impacto

- As frequéncias naturais do sistema discreto devem ser equivalentes ds duas primeiras
frequéncias naturais da viga analisada no capitulo 5.

+ o . . N ~ - : T

" E verdade que existem muitos fendmenos nfo lineares que podem se fazer presentes em uma viga. No entanto,
esperamos que a coniribuigo destas outras nfio linearidades {geométricas e de material) ndo introduzam
complexidades tais que descaracterizem os modelos lineares convencionais utilizados para a maioria das vigas.



- Os dois autovetores correspondentes a estas frequéncias devem ser equivalentes aos
respectivos autovetores da viga, medidos em alguns pontos da mesma.

- As energias cinéticas {ou potenciais) modais do sistema discreto devem ser eguivalentes ds
respectivas energias modais da viga.

O sentido do termo equivalente nos critérios anteriores deve ser o mais forte possivel,
isto €, deve se aproximar o quanto possivel do termo igual. O problema de usar o termo igual
€ que as restrigBes podem ser muito fortes, porque propomos um sistema inercialmente
desacoplado como representativo de um sisterna continuo. A obtengiio de um sistema discreto
inercialmente desacoplado equivalente, no maximo possivel, a2 um sistema continuo pode
conduzir a um problema de dificil solug@o. Propostas de solugdio e dificuldades encontradas
neste problemas sdo expostas por Santos [Santos-1988], Slany [Slany-1992] ¢ Mattos
[Mattos-1993]. Aqui nfo vamos nos ater ao problema em si. Apresentaremos o sistema
discreto e comentaremos as semelhangas que ele tem com a viga engastada apresentada no
capitulo 5. Detalhes dos célculos sd3o apresentados no apéndice B.

Consideremos uma viga prismatica com comprimento de 510 mm, se¢do transversal de
25 x 5 mm, médulo de Young igual a 210 GPa e massa especifica igual a 7.86 g/em’, com
movimento na direcdo de menor dimensio. Desta forma, considerando o modelo de Euler
para a viga, as duas primeiras frequéncias naturais da viga engastada-livre sio’

f,=16051Hz f

c

, =100.591 Hz (3.8)

As energias cinéticas modais normalizadas para amplitude modal unitiria na
extremidade da viga sfo {(unidades do SI):

Eq=6370728 E+002 £, = 2502036 E+ 004 , (3.9)

Sobre os autovetores tomados discretamente em alguns pontos da viga discutiremos um
pouco mais 4 frente. Considerando que o ponto de impacto estd a 20 milimetros da
extremidade livre da viga, a primeira frequéncia natural da viga engastada-apoiada que se
obtém quando a folga tende a zero &'

£, =76250 Hz (3.10)

A energia cinética modal do primeiro modo normalizada para amplitude modal unitaria
a 61.82 %' do comprimento da mesma & (SIy

E, =2.471987E + 004 (3.11)

" O subscrito ¢ indica que os valores se referem ao sistema continuo. Os subscritos / e 2 referem-se 20s modos.
Para o sistema discreto, cujos valores dos respectivos parimetros serfio apresentados mais adiante, nic serd
utilizado nenhum simbole (subscrito) para indicar o sistema discreto. Apenas omitiremos o subscrito ¢.

T Neste caso estamos desprezando o efeito dos dez milimetros apos o ponto de impacto.

" A raziio deste valor ficara mais clara com as explicagtes apresentadas na pagina seguinte.,
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Os valores "arbitrados” para as massas ¢ rigidezes do sistema discreto, quando se
considera o modelo fisico da figura 3.1, sfio os seguintes (unidades do sistema internacional):

m, = +0377290

m, = +0108976

k, =+2.754937 E+ 04 (3.12)
ky = +2.596977T E+ 04

hy=-1.199458E+ 04

A metodologia para se chegar a estes valores €, como referido anteriormente,
apresentada no apéndice B. Com estes valores as fequéncias naturais do sistema discreto sem
RPN & & A ~
restrigfes’ '’ sdo {compare com 3.8)

£ =16051Hz f, =100591 Hz (3.13)

Quando a folga se reduz a zero, a frequéncia natural do sistema de um grau de liberdade
resultante € (compare com 3.10)

f =76250 Hz (3.14)

Os autovetores do sistema sem restrigSes sfo

+0166933 ~1.730270
D, = D, = O (315)
+1.000000 +1.000000

Os autovetores acima so os autovetores da viga da figura 3.17 tomados discretamente
em alguns pontos. Particularmente, eles representam discretamente os respectivos modos
quando observadoes na extremidade da viga (segunda coordenada do autovetor) ¢ num ponto
localizado a 61.82 %' do comprimento da mesma. Para isto estamos considerado a viga
engastada-livre. Observados nestes dois pontos, a relagiio entre o deslocamento no ponto
intermediario da viga e o deslocamento na extremidade da mesma ¢ a mesma que o0s
autovetores em 3.12, para os dois primeiros modos da viga.

As energias cinéticas modais normalizadas pelos autovetores expressos em 3.15 sio’l
{compare com 3.9)

M Denominamos sistema sem restiigles o sistema cujo movimento de nenbuma das massas ¢ limitado por
nenhuma outra parte, intema ou externa ao sistema. Em suma, € o sistema linear de dois graus de lberdade sem
impactos.

T Este valor, preciso para qualquer avaliagdo prética, nfio & exato. Um valor mais exato seria 68 82208878923 %,

Two=2nFf.
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E, = 6.370728 E+ 002
(3.16)
2T
E, = 5’% = 2.502036 E+ 004

A energia cinética do sistema de um grau de liberdade que se obtém quando a folga ¢
reduzida a zero, normalizada para amplitude de movimento unitdria quendo vibrando em sua
frequéncia natural € (compare com 3.11)

e

E= ”’12“’ = 2.6759535 E + 004 (3.17)

Nota-se um desvio positivo de 8.25 % da energia do sistema discreto de um grau de
liberdade com relaglio 4 energia cinética modal do primeiro modo de vibragio da viga
engastada-apoiada, quando se aplica a mesma normalizagio em amplitude para ambos os
sistemas, considerando o ponto a 61.82 % do comprimento da viga. Isto indica que ¢
necessario menos energia para excitar, 4 mesma amplitude, o primeiro mode da viga
engastada-apoiada do que o sistema discreto de um grau de liberdade obtido quando a folga
tende a zero.

Como a energia presente no sistema de um grau de liberdade estd sempre concentrada
em um Gnico modo (ele ¢ unimodal), o problema da desigualdade de energia se restringe a
diferenga de amplitude de vibragio entre os dois sistemas, quando o sistema continue vibra
num dnico modo. Em termos de frequéncia, todavia, nada se altera. De todo modo, o desvio
em questdo ndo € grande, pois ocorre na energia.

Ajustado o meodelo, passemos 4 andlise de sua dinfimica. Num primeiro passo,
analisamos a resposta livre do sistema. O problema de analisar a resposta livre ¢ que, como ji
comentado na se¢lo 3.1, devemos considerar um sistema ndo amortecido. Embora isto esteja
longe de representar uma situacdo pratica, lembramos que estamos implementando uma
analise ainda nfo encontrada na literatura, de forma que, apesar de considerarmos um sistema
extremamente ideal, os resultados obtidos com a utilizagio deste modelo podem revelar
fenbmenos interessantes que servirdo de guia para estudos posteriores. Além disto, buscam-se
resultados qualitativos que, espera-se, n3o revelem grande dependéncia do amortecimento, ao
menos para sistemas poucos amortecidos.
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3.3 - Analise da Resposta Livre do Sistema Ajustado na Seciio Anterior

3.3.1 - Migracio da Primeira Frequéncia Caracteristica

Nesta subsegio analisamos a migragdo de uma frequéncia caracteristica do sisterna. A
denominagdo de primeira €, por enquanto, arbitraria, porque a esta altura nem ainda mostra-
mos se o sistema tem outra frequéncia que seja caracteristica do processo de vibroimpacto.
Sobre isto comentamos na subsecfio seguinte.

As propriedades do sistema linear sem impactos ja foram definidas na secfio anterior € o
unico fendmeno que altera o comportamento do sistema € a ocorréncia de impactos. Vérios
fatores podem influenciar a resposta com impactos, a saber:

- as propriedades intrinsecas do impacto, isto ¢, rigidez e amortecimento do mesmo,
- a velocidade de impacto,

- a folga do sistema.

As condigBes da superficie podem ser consideradas, para impactos unidirecionais, como
parte das propriedades intrinsecas do contato. Isto nfio € necessariamente verdade para
impactos multidirecionais, os quais podem ser topologicamente diferentes dependendo das
condiges da superficie. Desta forma, para estes impactos as condigdes da superficie devem
ser considerados como uma dependéncia extra.

A velocidade de impacto pode influenciar, por exemplo, a restituiciio. Considerando o
coeficiente de restitui¢do, equivalente ou nfio, como amortecimento, lancamos mio do
argumento apresentado pouco antes para nfo inclui-lo por ora em nossa analise.

O mais importante para nés, por enquanto, ¢ a alteragiio da dinimica do sistema por
causa da folga que este possa ter. Nio se conhece nenhum estudo com o enfoque que estamos

dando nesta tese. Uma andlise interessante, mas com outro enfoque & apresentado no trabatho
de Budd et al [Budd-1996].

O sistema lincar sem restri¢des, correspondente a equagdio (3.1) com os pardmetros
devidamente estabelecidos, representado por varidveis de estado € escrito como:

(3.18)

[T TR e S
S D e
D e D

onde
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a=-2.117116263063305¢+ 005
b =3.364368455119730¢e + 004
¢ =1.164791833391386¢e + 005
d =-2.961548858879527¢+ 004

e o vetor da resposta ¢ dado por

X={x1 x, X xQ].

A resposta temporal € dada por
xX(1) = ®{r)x,, D(r)= exp(Af) (3.19)

e X, determina as condigdes iniciais do movimento. O pseudo-cédigo computacional a seguir

apresenta a logica da determinagdo da resposta temporal do sistema. Neste esquema, o ¢
folga, siméfrica, do sistema.

Fhddser Pseudo-codigo computacional para a resposta temporal do sistemna fivre *F¥kkietk

Xo = {7777,
to=0;
toax =7,
dt=17;
while { { £t
=
ty = sofve{ [exp[A(t - to)]*x¢| = o},
while (<1,
x = exp[ At - to)]*x;
=1+ di;
end;
¥ = explAlty - )] x0;
Xo{4) = -%o{4);

end;

2
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Temos de tratar agora das condigdes iniciais do movimento. Uma vez que elas afetam
dirctamente a resposta do sistema linear sem impactos, 0 mesmo acontece no sistema com
impacto. Sendo assim, deve-se ter cuidado com as condigBes iniciais. Fixamos as condigdes
iniciais de tal modo que a energia inicial seja distribuida, segundo algun algum critério, entre
os diversos modos de vibrar do sistema linear. Mantida a distribuicio de energia, nota-se
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linearidade entre o valor da energia total do sistema e a amplitude do movimento, mesmo no
sistema com impacto. Interessante notar que existe também proporcionalidade entre a
magnitude da energia inicial € o valor da folga relativa em que determinados fenbmenos
ocorrem. Como Ja exposto na seglio anierior (pagina 48), define-se folga relativa como a
razfio entre a folga real e o valor da folga para o qual deixam de ocorrer impactos no sistema,
fixadas as condigdes iniciais e a excitagfo. A nitima proporcionalidade a que nos referimos
pode ser explicada num exempio, como segue:

Suponhamos que, fixada a distribuigBo de energia e um valor inicial de energia total, a
frequéncia principal da resposta tenha sido mudada de f para f quando a folga foi alierada
de zero para o,. Entdo se a energia inicial for multiplicada por o, sem mudanga de sua
distribuigfio, a frequéncia f passa para ao,.

Passemos aos resultados das simulagdes. Ao contrdrio da segfio anterior, comecgaremos
observando a variagio da frequéncia caracteristica da resposta quande a folga ¢ variada, o que

encontramos na figura 3.18. Note que agora estamos em outro ramo da elipse. Para este ramo,
a fungfio proposta € {compare com 3.5)

inf (o)} =In{7.)+ \j[iﬁ( £)-1w( )} (1 - f; (3.20)

ol J

Os pardmetros que determinam a elipse ajustada para este caso sdo

[, =16.05122887694532

Jo= J? = 76,24994999027598 (3.2D)
o, = G’max =10

4.5
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e E
(=
g 3 5 L E{‘ .
)
o
—t %
3 p
E
2.5 »
t G.2 0.4 4.6 0.8 1
Folga Ralativa

Figura 3.18 - Variagdo da frequéncia caracteristica como funcdo da folga
pontos: simulagdo; e cutingg fungdo proposta

e e oL e
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Note que estamos ignorando qualquer janela de caos. A energia inicial do sistema, neste
caso, foi distribuida na proporgdo 10%-90% entre ¢ primeiro ¢ o segundo modo de vibrar do
sistema linear sem impacto, respectivamente. De fato, para a distribuigio de energia usada,
ndo enconframos nenhuma janela de movimento nfio cadtico para este sistema. Se existir,
deve ser muito pequena. O erro maximo & menor que 5 %, como se pode ver na figura 3.19.

Erro [%]
My

0 2 4 & 8 13t
Folga Relativa
Figura 3.19 - Lrro entre os resultados da fungdo proposia e da simulaciio para a figura 3. 18

Passamos a examinar agora © que acontece se toda a energia for concentrada ne
segundo modo. Neste caso. a migrago da primeira frequéneia caracteristica ocorre conforme
a figura 3.20. Neste caso, embora a escala da figura atinja ¢ valor unitario, ressaltamos que
uma pequena janela cadtica existe para folga relativa entre os valores 0.99652 e 1.0. Assim, a
elipse que se ajusta a0 caso € dada pela expressfio 3.5, cujos pardmetros sdo;

Jo = 76.24994595027598

o = 0,99652 .
£, =89.6875
4.5 , ‘ -
© 445k y
c: E
&
§ | B E
o
4 -3 § J T .
4.3 , 7 | |
o 0.2 5 - - j

Folga Ralativa

Figura 3,20 - Variagdo da frequéneia caracteristica como funcdo da foiga
ponios: simulacdo; o o fungdo proposia
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A figura 3.21 apresenta o erro entre os pontos a fungfio proposta para a variaciio da
frequéncia com folga, onde podemos notar um erro maximo menor gue 1 %.

4
3%
0.5
ﬁ 2 E S k3 we
g om = s
t B
0.5 £
E Y
*:
i A s y
4] 2 4 ) 8 10
Folga Relative

Figura 3.21 - Liro entre os resultados da fungio proposta e da simulacéio para a figura 3,18

3.3.2 - Sobre a Existéncia de ontra Frequéncia Caracteristica Migratéria

Na subsegiio anterior apresentamos as caracteristicas da migragiio de uma frequéneia
caracteristica do sisterna guando a folga ¢ variada. Fizemos isto para duas distribuices
distintas de energia ¢ vimos que, dependendo da distribuigiio de energia entre os diversos
modos de vibrar do sistema linear associado ao sistema com impacto, a frequéncia
caracteristica pode migrar em uma ou outra direcBo. Todavia a frequéncia caracteristica
sempre guarda uma relagfio com as frequéncias naturais dos sistemas lineares associados.

Nesta subse¢io propomos comentar sobre a seguinte questio;

"Existe outra frequéncia caracteristicn gue apresente eslas mesmas
caracteristicas de migracdo, ou ainda wma caracterisiica diferente? "

A resposta completa a esta pergunta ainda nfic temos. Quando toda a energia &
concentrada no segundo modo de vibrag8o do sistema de 2 graus de liberdade associado, €
claro que ndo, como veremos na seglio seguinte. Quando parte da energia & direcionada ac
primeiro modo, aparecem frequéncias outras que ndo a frequéncia caracteristica apresentada
na se¢do anterior. No enianto, ndio temos comseguido encontrar uma relagio destas
frequéncias com o sistema linear, nem uma migragio bem comportada com a variagio da
folga. Para tornar as coisas mais claras, apresentamos nas figuras 3.22, 3.23 e 3.24 os
espectros das respostas para as folgas de 2 mm, 4 mm e 6 mm. Pode-se completar a analise
olhando também as figuras 3.41 ¢ 3.42 na segfio seguinte (para | ¢ & mm). O eixo das
frequéncias esta normalizada pela frequéneia caracteristica {ordem 1), As frequéngias
multiptas das frequéncias caracteristicas sdo nitidas em alguns casos e nada nitidas em outros.
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N
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4 5 8 7 8
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Figura 3.22 - Especiro da resposta quando o = 20 mm

loglamplitude)

1 2 3 4 5 & 7 8
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Figura 3.23 - Espectro da resposta quondo o = 40 wmm

wg{amplitude)
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Figura 3.24 - Espectro de resposia quando & = 60 mm
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Observam-se também algumas frequéncias que nfio apresentam nenhuma relagio
aparente com as frequéncias inteiras. Também nfio obervamos, até agora, nenhuma relagfio
explicita com as frequéncias naturais dos sistemas associados. Isto vale para o sistema de dois
graus de liberdade.

3.4 - Analise por Mapas de Poincaré

As vezes as alteragSes que ocorrem na dindmica de um determinado sistema mecinico
ndo necessariamente precisam ser guantificadas. Em muitos casos € importante saber algo
sobre a existéncia ou nfo de pontos fixos em determinadas regifes do espago onde os
pardmetros podem variar. Outras vezes procura-se conhecer algo sobre a estabilidade destes
pontos fixos. Pode-se desejar ainda inferir algo sobre os mecanismos de bifurcagfo. Para estes
casos em nfio € necessario quantificar a resposta temporal do sistema podem-se aplicar
métodos geométricos [Strogatz-1996], isto €, métodos pelos quais se investigam as alteragles
qualitativas da dindmica dos sistemas. O mapas de Poincaré e os diagramas de bifurcacio sio
ferramentas importantes para analise geométrica da dindmica de sistemas.

Nesta se¢do apresentamos varios mapas de Poincaré ¢ diagramas de bifurcagio relativos
ao sistema da se¢@io 3.3, com o0s quais complementamos nossa discussio sobre a variacfo da
dinfmica dos sistema vibratérios com impacto quando a folga destes sistemnas é variada. Para
tanto recordamos gue o sistema em questio € de ordem 4, conforme mostra a equagiio 3.18.
Para uma apresentacfio mais clara, dividimos a apresentagfio em duas subsegdes, cada uma
relativa a uma distribuicdo de energia entre o8 modos de vibracfio do sistema linear de dois
graus de liberdade associado ao sistema com impacto em questio.

3.4.1 -~ Toda Epergia Concentrada ne Segundo Modo de Vibracio do Sistema Linear

Nesta secfio analisamos o sistema quando 2 energia inicial fornecida a ele & totshmente
concentrada no segundo modo de vibragfio do sistema linear de dois graus de liberdade
associado ao sistema com impacto. Antes de discutirmos os mapas de Poincaré, apresentamos
a projecdo da trajetoria da massa ndo impactante sobre o plano formado pelos eixos x, - %, ,
isto €, seu plano fase, As figuras 3.25 ¢ 3.26 apresentam os referidos planos fase de um
estado nfio cadtico e cadtico, respectivamente. Lembramos que, para a distribuigdo de energia
em questio, enconiramos apenas uma janela cadtica na varredura macroscopica, a qual ocorre
quando a folga se aproxima da folga méxima para a qual ainda ocorrem impactos (folga
relativa proxima da unidade). Na verdade, como veremos adiante, existe uma outra janela
cadtica menor intermedidria. Como na segdo 3.1 (figuras e 3.4), os planos fase se referem ao
movimento da massa nfio impactante. Chamamos mais uma vez aten¢fio para a mudanga da
amplitude do movimento da massa ndic impactante quando o movimanto passa de nfo cadtico



62

para cadtico. Neste caso, a referida amplitude aumenta 143.32 %, saltando de 6.56 mm para

15.97 mm.

velocidade [m/s]
o}

5 i :
10 ) 0 5 10
deslocamento Imml
Figura 3.25 - Plano fase o = 956 mm
%; = 4.142389628176512, %, =-6.32033993771810]
8 £ EH T
4 L
@ 2t
E
&
® 0 :
=
£
£
22 w
4
£ : s
-20 10 0 10 20
deslocamento Immi

Figura 3.26 - Plano fose para o = 997 mm
xfi = 4. 1423800638176512, 5:2 = -G 3203399377181
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As figuras 3.27 ¢ 3.28 apresentam os mapas de Poincaré das respostas cuios planos fase
sfo apresentados nas figuras 3.24 e 3.26, respectivamente. Para as escalas destas figuras
consideramos Xx; = v,. Para os mapas de Poincaré em questfio, consideramos os pontos da

trajetoria do sistema sobre a secfio de Poincaré definida por:

Z={{x,5,45.5) 5, =+0}eR (3.23)

10 - .

vi -5 .10 1

Figura 3.27 - Mapa de Poincaré da resposta apresentada na figura 3.25

10 S

v 10 -0.01 1

Figwra 3.28 - Mapao de Poincaré da resposia apresentoda na figura 3.26

E fAcil notar como o espago estado & preenchido de forma néo regular sobre a secio de
Poincare definida na equagfo 3.23. Numa outra forma de visualizar esta irregularidade
consideramos o lapso de tempo entre dois ponios cousecutivos sobre a secfo de Poincaré, o
gue vernos nas figuras 3.29 e 3.30. Neste caso, tomamos apenas uma parte do espaco estado
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estendido {incluindo o tempo), a saber, a velocidade da massa impactante sobre a segio de
Poincaré e o lapso de tempo entre dois ponfos consecutivos sobre a referida secBo. Mais uma
vez se pode notar a diferenga no preenchimento do espago em gue a trajetéria se desenvolve,
Na figura 3.29 observa-se que, para ¢ movimento em guestiio, embora o lapso de tempo enire
impactos seja varidvel, o dominio de sua variagfio ¢ bastante limitado, ao contrario do que
mostra a figura 3.30, que mostra uma variag8o muito grande dos tempos entre impactos, o
que indica a presenga de movimento cadtico.

10 " +
s o Y
8- i
Y "
— ",
2 8F .
E ) ’
o R =
> 4 L *,,& 5.5’ .
2 e s ;-
G , . s ‘—Q»—
2 2.5 3 3.5 4 45 5
lapso de tempo [ms]

Figura 3.29 - Mapa de Poincaré da resposta apresentada na figura 3.25

v [mis]

0 8 10 15
lapso de lempo [ms]

Figura 3.30 - Mapa de Poincaré da resposta apresentado na figura 3.26

Apresentamos agora uma série de mapas de Poincaré gue mostram variagfes na
dindmica do sistema quando a folga € variada. Observe as figuras 3.31 a-).
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Figura 3.31 - Mapas mostrando o variagdo do tempo enire pontos sucessivos sobre T,

Pode-se notar claramente uma mudanga interessante na resposta,  ag  menos
qualitativamente, para folgas entre 6 ¢ 7 mm. Para a folga de 7 mm, trés tipos distintos de
respostas periodicas ou quasi-periodicas parecem coexistir estavelmente. A trés ilhas na
figura 3.31-g podem ainda indicar respostas que se intercalam ao longo do tempo. Todavia,
esta andlise pode ser feita mais tarde. Por ora vamos analisar mais refinadamente a variagio
nos mapas de Poincaré para folgas enire 6.0 ¢ 7.0 mm. A figura 3.32 apresents a transigio
para o caes, que ocorre em tomo de 6.07 mm (folga relativa igual a 0.607). A fltima das
figuras (3.32-d) mostra o mapa j4 no fim da janela cadtica, em torno de 6.26 mm (folga
relativa igual 0.626). Nota-se a grande variacfio do lapso de tempe entre pontos sucessivos
sobre % no estado cadtico. Uma andlise pormenorizada do movimento pode mostrar se isto se
deve a existénela de movimentos com impactos em baixa velocidade, o que ¢ provével,
(uando impactos de baixa velocidade ocorrem em sistemas com vibroimpacto, ocorrem
bifurcaghes devidas ao grazing (grazing birfurcations) (Nordmark-19911.
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Figura 3.32 - Transicdo para o caos para folga relativa a partiv de 0.605

Denomina-s¢ grazing o impacto em condigles fais que a massa impactante tem, a0
término do processo de impacto, aceleraglio de sinal contrario 4 sua velocidade. Desta forma,
j4 ao final do impacto, a aceleragfio da massa impactante ¢ tal que fivorece a ocorréneia de
ouiro impacto, em pequeno lapso de fempo, na mesma superficie do impacto anterior,
Nordmark estudou uma bifurcago associada a este fendmeno (grazing bifurcation) em um
sistema de um grau de hiberdade e concluiu que este tipo de birfurgiio € responsavel pelo
aparecimento de movimentos nfio periddicos e cadticos em sistema com vibroimpacto.

Todavia, por tratarmos de um sistema de quarta ordem, a analise destas birfurcaces
através do equacionamento do mapeamento implicito entre pontos sobre a superficie de
Poincare ¢ extremamente complexa e, embora possa ter alguns aspectos explorados, est4 fora
do objetivo deste trabalho, A figura 3.33 apresenta a transicio do caog para o0 movimento
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regular para folgas em torno de 6.27 mm. AtengBo especial merece o mapa da figura 3.33-f,
gque mostra que a tesposta € periddica para aquela foiga, conforme mostra o especiro
apresentado na figura 3.34. O eixo das frequéncias, neste caso, esta normalizado pelo harmé-
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Figwra 3.33 - Transicdo do caos para movimento regular a partir de 6.28 mm

nico de ordem 1 da resposta, cuja frequéncia é 79.171875 Hz. Note que o espectro contém
justamente as frequéncia mudtiplas do harménico fundamental, caracterizande a
periodicidade do movimento. A interpretagiio da figura 3.33-f ¢ a seguinte:

Observa-se que o mapa se reduz a uma trio de pontos € nota-se gue dois dos pontos
determinam uma reta paralela ao eixo das abcissas. Outros dois determinam uma reta paralela
ao eixo das ordenadas. Mas ordenada ¢ o mesmo que a abcissa defasada. Desta forma,
chegamos a concluséio de a sequéncia de lapsos de tempo entre impactos tem a forma da
sequéncia [a b a a b ¢ ..} Se plotarmos um mapa como os da figuras 3.24 e 3.25, veremos
apenas trés pontos sobre a secfio de Poincaré e, entfio, concluimos que o movimento é
periddico, como comprova o espectro apresentado na figura 3.34.

Quando o mapa se apresenta como uma figura convexa, podemos ter um movimento
periddico de longo perfodo ou um movimento quase-periddico. Isto € verdade porgue, embora
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Figura 3.34 - Especiro da resposta cujo mapa é o da figura 3.33(7)

o lapso de tempo entre impacios vane, ele preenche apenas uma regifio muito limitada do
espago total que poderia preencher. Logo, o sistema volta ao mesmo ponto do espago estado
onde ja esteve em algum instanie passado, ou volta ao menos muito perto dele. Maior este
tempo, maiot o perlodo do sistema, Cuando o mapa apresenta ilhas separadas nada muda.
Para cada ilha nos mapas mostrados, teremos uma itha de ponios sobre 2 segfio de Poincaré,
Diesde que a ilha seja bem limitada, feremos um movimento quase-periddico,

As figuras 3.35 e 3.36 mostram 0s espectros das respostas cuios mapas de Poincaré sio
apresentados nas figuras 3.33-g ¢ 3.33-1. Embora a razio entre algumas frequéncias destes
espectros s€ja um numero racional, isto nfic pode ser garantido para todas as frequéneias do
espectro, de forma que o méxime que podemos garantir € que a resposta ¢ periddica ou
quase-periddica. De todo modo, do ponto de vista da aplicacio, periddico ou quase-periddico
ndo faz diferencga.
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Figura 3.35 - Espectro da resposia cujo mapa é o da figura 5.353(g)
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Figura 3.36 - Especiro da resposia cujo mapa é o da figura 3.33(i)

Observamos que nfio existe nos espectros das figuras 3.34, 335 3.36 nenhuma
frequéncia relacionada com a primeira frequéneia natural do sistema sem impacto, o que é
natural, pois toda a energia estd concentrada no segundo modo de vibrago (ver inicio da
subsegiio 2.3.2). Outro fato que chama 2 atencio € o ponto de desvio méximo na figura nas
figuras 3.20 e 321, Note que o8 pontos com mator desvio s8o justamente 0§ pontos proximos
as janelas de ca0s, da mesma forma como comentado na seglio 3.1 {ndginas 49 e 50),

3.4.2 - Energia Distribuida entre os Modos de Vibracio do Sistema Linear
{10 % no primeire e 90 % no zegunde)

Nesta segiio analisamos o sistema guando a energia micial fornecida para o sistema com
impacto ¢ distribuida na proporgio 10%-90% entre ¢ primeiro e o segundo modo de vibragio
do sistema com folga infinita. Como na subsecio anterior, antes de apresentarmos os mapas
de Poincaré, apresentamos a projecfo da trajetdria da massa nflo impactante sobre o plano
formado pelos eixos x, - %, (plano fase). As figuras 3.37 e 3.38 apresentam os referidos planos
fase para uma folga de 1 mm e 8 mm, respectivamente. A folga maixima limite para
goorréncia de impactos € de 10 mm,

A diferenga entre os planos fase que apresentamos agora ¢ aqueles das figuras 325 ¢
3.26 ¢ grande. Na verdade, nfo encontramos nehuma transigiio para © caos porque,
excetuando-se as duas folgas extremas, os movimentos para todas as demais folgas analisadas
sfo cadticos. Os movimentos cujos planos fase sdo apresentados nas duas figuras anteriores
sdo cadticos, como mostra as figuras 3.39 e 3.40, que apresentam os mapas de Poincaré para
as duas situagdes, respectivamente.
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Apesar do estado cadtico, temos um caos menos desordenado que aquele apresentado
nas janelas cadticas obtidas com a distribuicfio de energia anterior. Isto fica ¢laro quando
analisamos o espectro das resposias relativas a estes mapas, os quais s8o apresentados nas
figuras 341 ¢ 342 Para evidenciar isto, vamos partir do principio de que o especiro da
esposta de um sistema com impacto deve provavelmente evidenciar, se evidenciar, ndo 56 a
frequéneia caracteristica do sistema, mas também seus multiplos, tal como na subsegfio
anterior. Com esta suposiciio € que diferenciamos a frequéneia caracteristica de outra que
porvenfura o espectro possa apresentar. Para facilitar, plotamos nas abcissas a frequéncia
normalizada, isto €, a razfio entre a frequéncia do sinal e aguela gue julgamos ser a frequéncia
caracteristica do sistema. £ facil concluir que a resposta, apesar de cadtica, deixa claras
evidéncias da frequéncia caracteristica do sistema. Ressaltamos gue nfio ha nada de paradoxal
nisto, ainda que possa parecer. De fato, nem todos os estados cadticos s8o iguais ¢ ¢ possivel
que um estado cadtico permita identificar, com mais ou menos clareza, algumas frequéncias
nas quaisa energia daresposta se concentra, mais do que em outras. E caso do espectro da
figura 3,41, que deixa evidente uma frequéncia bem definida. No caso da figura 3.42, notam-
se, como s¢ espera, a frequéneia caracteristica e seus harmbnicos de ordem impar. Ressalia-se
também a diferenca da amplitude do movimento da massa ndo impactanie enire os estados
cadticos das figuras 3.37 ¢ 3.38 ¢ aquele da figura 3.26. L4 a diferenca de ampiitude entre os
movimenios cadtico & ndo cadtico ¢ mutio menor,

Nio havende mudanga significativa da dindmica do sistema durante a variacfio da folga,
paramos 1nossa investigacio por agul E interessante notar que, ndo havendo bifurcacies com
a variaclo da folga neste caso, pudemos estabelecer a relacfio gue rege a migracio da
frequéncia para toda a faixa de vanacio da folga (figura 3.18) sem problema. Mo entanto,
apesar de nfo apresentar grandes saltos, a faixa de variacio do erro entre a freguéneia medida
e a prevista pela fungdo proposta aumentou, chegando a quase 5%.
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Capitulo 4

Estudo Numérico de um Sistema de Trés Graus de Liberdade

Neste capitulo apresentamos o estude da migracdo de frequéncias caracteristicas em um
sistema de trés graus de liberdade. Como no capitulo anterior, consideramos um sistema
particular, mas representativo de um sistema real, este Gltimo utilizado no estudo experimetal
apresentado no capitulo 5. Na primeira se¢do apresentamos as caracteristicas do sistema, isto
€, suas matrizes massa ¢ rigidez. Na subsecio 4.2 apresentamos a migragio da primeira
frequéncia caracteristica. Depois, em 4.3, a andlise da migracio de outras frequéncia
caracteristicas. Por fim, a andlise via mapas de Poincaré.

4.1 - Sobre as Propriedades do Sistema Analisado Neste Capitulo

Os detalhes do método de computagio das matrizes massa e rigidez para obter um
sisterna equivalente ao sistema continuo do capitulo 5 ja foram abordados no capitulo anterior
¢ sdo apresentados com detalhes, como j4 dito, no apéndice. Deste modo, apresentamos aqui
apenas o resultado final e os comentarios necessarios sobre como satisfazer critérios de dois
sistemas 20 mesmo tempo.

Aplicamos o método de ajuste de um modelo discreto a um modelo continuo, conforme
apéndice, ¢ exigimos que, para um modelo de trés graus de liberdade sejam satisfeitas as
seguintes condiches:

- As trés frequéncias naturais do modelo de trés graus de liberdade sem impacto sejam as trés
primeiras frequéncias naturais da viga engastada que sera analisada no capitulo 57 .

- O 1-¢simo autovetor do referido sistema representa a relagfo entre deslocamentos de alguns
pontos da viga quando medidos com o sistema continuo vibrando somente no respectivo
modo de vibraglo. Para o sistema deste capitulo, utilizamos para os autovetores o pontos

" Uma apresentacio prévia do sistema Jja fot fzita no capitule 3, seglio 3.2,
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localizados a 25%, 50% e 96% do comprimento da viga, como a primeira, segunda e
terceira coordenada do autovetor, respectivamente. O ponto a 96 % do comprimento
correposnde ao ponto de impacto da viga.

- As energias cinéticas modais do sistema discreto s8o as mesmas do sistema continuo,
quando obedecida a mesma normalizagdo dos autovetores.

- Além disto, quando a folga do sistema continuo for nula, as duas frequéncias naturais do
sistema discreto equivalente devem se aproximar o mais possivel das duas primeiras
respectivas frequéncias naturais no sistema continuo.

Temos relaxado, para o sistema com folga nula, os critérios de equival®ncia de
autovetores e, consequentemente, também o de equivaléncia das respectivas enrgias modais.
Lembramos que, segundo Slany [Slany-1992], estes critérios tém prioridade mais baixa que a
equivaléncia de autovalores.

Outro aspecto a ser ressaltado € que relaxamos a exigéncia de descoplamento inercial
para o sistema de trés graus de liberdade. Esta exigéncia nos levaria a considerar muitos
aspectos no ajuste de modelo, fugindo aos objetivos deste trabalho. Para os sistema de 2 graus
de liberdade isto € muitos mais facil, pois temos que levar a zero apenas uma fungio, relativa
4 diagonal secundaria da matriz massa’. No caso do sistema de trés graus de liberdade, temos
que levar a zero trés fungdes distintas, mas ndo independentes.

Um fato € certo: Ndo ¢ possivel, para a viga engastada-livre, obter uma matriz massa
diagonal sem alterar os critérios propostos. Todavia o descoplamento inercial, embora facilite
a simulagfo, ndo € quesito essencial para os sistemas com impactos, exceto, talvez, quando se
considere algum atrito. Para o0s sistemas com atrito seco, por exemplo, deve-se ter cuidado
quando se trabalha com sistemas inercialmente acoplados.

Apresentadas as restrigdes iniciais, passemos ao sistema propriamente dito. O sistema
discreto equivalente a viga engastada-livie do estudo experimental € representado pela
seguinte matriz massa,

2.857476346807E-001 -1.805830918913E-001 -5.766088782105E- 0{321
I = -1.805830918915E- 001 3.245929291957E-001  6.180603251707E- 002 E{Oi)
| -5.766088732105E- 002  6.180603251707E-002  7.575726950608F - OO?;_E

e pela seguinte matriz rigidez:
[ 6.708599447198E + 005 -3.199824868254E + 005  4.485303945517E + 004

K = -3.199824868254E+ 005 2.026786256681E+ 005  -3.816595077412E + 004 g(QZ}
| 4.485303945517E+ 004  -3.816395077412E + 004 1.001045281038E + 064J

" Lembrar que a matriz massa, bem como a matriz rigidez, ¢ simétrica.
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Desta forma, as trés frequéncias naturais do sistema sdc iguais as trés primeiras
frequéncias naturais da viga analisada no capitulo 5'1 | a saber;

£, =16.051 Hz
£, =100.591 Hz (03)
f, =281.659 Hz

Da mesma forma, os autovetores do sistema podem ser representados pelos vetores,

0.103 -0.511 1.037
® =[0358] ®,=]-0874| @, =]0282 (04)
1.000 1.000 1.000

cujas coordenadas sio as mesmas da viga a 25%, 50% e 96%, quando a viga vibra em cada
um dos seus trés primeiros modos de vibragdo com amplitude unitiria na extremidade,
respectivamente. A mesma equivaléncia ocorre com as energias cinéticas modais, como
previsté.

Se bloguearmos a terceira coordenada do sistema discreto, ele sera reduzido a um
sistema de dois graus de liberdade cujas matrizes massa e rigidez sfio exatamente as formadas
pelas duas primeiras linhas € colunas das matrizes das equagfes 3.1 e 3.3, respectivamente.
As duas frequéncias naturais deste sistema sio

£, = 76250 Hz (05)
7, =248231Hz

A primeira das frequéncias acima ¢ exatamente igual & primeira frequéncia natural da
viga engastada-apoiada que se obtem quando a folga do sistema continuo é reduzida a zero
{ver equagBes 3.10 ¢ 3.14). A segunda frequéncia da viga engastada-apoiada em questio &'

[, =247099 Hz (06)

existindo portanto um desvio de apenas 0.46 % da frequéncia do sistema discreto com relacio
a equivaiente do sistema continuo. Desta forma julgamos ter obtido um sistema discreto de
trés graus de liberdade em muitos aspectos préximo ao sistema continuo de referéncia.

L :o - - - s . - - . -

' A pagina 48, quinto pardgrafo, estio as caracteisticas fisicas principais do sistema.
+ - v ~ - . < - .
" Agui, como no capitulo 3, secBo 3.2, o subserito ¢ indica sistema continuo,
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4.2 - Migracio da Primeira Frequéncia Caracteristica

Para verificar 2 migragdo de frequéncias quando a folga ¢ variada, utilizamos ¢ mesmo
procedimento do capitulo anterior. Neste capitulo, no entanto, apresentamos ¢ estudo para
apenas uma distribuicdo de energia entre os modos do sistema de trés graus de liberdade.
Sabemos, todavia que, dependendo desta distribuigo, uma frequéncia pode se tornar mais
nitida que outras, porque um modo de vibragdio pode ser mais excitade que outro. Sabemos
também que, dependendo da distribuicfio de energia, movimentos caéticos podem ocorrer
com maior ou menor facilidade. Para os sistemas do capitulo 3, por exemplo, uma maior
participaciio do modo de vibragio de menor frequéncia na resposta do sistema parece indicar
uma maior pré-disposigdo para ocorréncia de respostas cadticas. Escolhemos arbitrariamente,
neste capitulo, distribuir untformemente a energia entre os trés modos de vibragfo. Desta
forma, excitamos igualmente todos os modos. Isto ndo garante que todas as frequéncias sejam
observadas coim a mesma nitidez, mas ¢ a melhor forma, cremos, de evitar resultados
mascarados. Pode-se concentrar a mailor parte da energia em um modo, mas isto ndo
apresentou grandes mudan¢as na nitidez das frequéncias nos testes iniciais que realizamos
antes de decidirmos pela distribuicgo uniforme. Pelo contrdrio, como ja citado, uma
concentragdo de energia no modo mais baixo dificulta em muito a analise do contetdo de
frequénceia da resposta. Embora a migragfio parega existir, a resposta € tio complicada que a o
estudo da migracio perde o sentido.

Para distribuir igualmente a energia entre os trés modos de vibragdo do sistema fixamos
a velocidade inicial (deslocamentos niciais nulos) do sistema como:

Vo =X, = o,0,P) +a,w,D, +auw By n

e escolhemos os valores «, e o, de acordo com as expressdes

o = ;rzmi@f MO, g o |BOOIMO, 08)
PV neoive, P Vnewive,

onde os fatores r,, r, € 1, slo as razdes enfre a energia de cada modo e a energia total. Desta
forma, deve-se obsevar que, obrigatoriamente, 7 +7, +r, =1, Qualguer dos fatores ¢, pode
ser escolhide de forma a ajustar um determinado nivel de energia total, ou amplitude, ou

velocidade. A partir daste, obiem-se os demais. Uma relaglio andloga pode ser usada para
deslocamentos iniciais, envolvendo, obviamente, a energia potencial (matriz rigidez).

A figura 4.1 apresenta a variagdo da primeira frequéneia caracteristica do sistema
quando a folga varia de zero até infinito. Juntamente com a migrago, a fungio proposta para
a migra¢do no capitulo 3 também ¢ plotada. Para a andlise fixamos um nivel de energia tal
que a folga maxima para a qual impactos podem ocorrer € de 10 mm. Desta forma, a folga
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refativa € wm décimo da folga real. A fungfo proposta para o ajuste ¢ & mesma da equagfo

(3.20), a saber:

In[ /()] =tn(£,)+ J{En(f} in(£,)] Ewga

com 0§ seguintes pardmetros

/. =16.05122887694532

fo = f = 76.24994999027598
(}"c = Gmax = 1'0

4.5
TR
N %%«éé ,
g %
ii A \%
5; \
Q \7
] |
3
%
2.5 . l
0 0.2 0.4 08 0.8 1
Eolga Relativa

Figura 4.1 - Migracdo da frequéncia camczen stica com a variagdo da folga
pontos: simulagdo Dipis oot fungdo proposta

Erro [%])
#

0 0.2 0.4 0.8 0.8 1
Fplga Relaliva

(0%)

(10)

Figura 4.2 - Erro enire os resultados da fungio proposta e da simulagéo para a figura 4.1
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A figura 4.2 apresenta o erro entre a frequéncia observada no espectro da resposta
simulada ¢ aquela prevista pela funcfio ajustada. Nota-se que o erro continua controlado
dentro de uma faixa limite de 5 %. E um ajuste bom, se levarmos em conta a complexidade
da resposia.

4.3 - Migracio das Demais Frequéncias do Especire

F possivel observar a migraciio de outras duas frequénciag, na resposta do sistema,
quando a folga ¢ variada. A figura 4.3 apresenta a variacio de uma das referidas frequéncias,
a mais alta, gue denominamos terceira. Note gue estamos utlizando a folga relativa. A duas
linhas continuas foram plotadas apenas para referéneia e correspondem 2 segunda frequéneia
natural do sistema com folga nula e & terceira frequéneia natural do sistema com folgs
infinita. Assim, em nossas simulagdes, quando a folga varia de zero até infinito, a resposta do
sistema contem uma frequéneia que varia da segunda frequéneia natural do sistema com folga
nula até & terceira frequéncia natural do sisterna com folga infinita. Todavia nfio temos
encontrade uma relacfio algébrica explicita para a migracfio tal como para a primeira
frequéncia caracteristica da resposta. Parece que as seguintes observacfes sfio verdadeiras:

"4 derivada da curva gue rege a migragdio

tende ao infinito guando a folga rende a zero.”

"4 derivada da curva que rege a migracgdo tende a zero

quando a folga relativa tende & unidade.”

Todavia um ramo elipse estd fora de cogitagiio, e deixamos assunto em aberto por ora.

285

280k g >

275+ -
L %

S 270+ :
2

2 265
]

W 280 - .
255 - -
256 -

245 ’
0 0.2 0.4 4.5 0.8 1

Foige

Figura 4.3 - Migraglio da terceira frequéncia caracieristica com o variagdo da folga
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Quanto a outra frequéncia ainda nfo temos uma posi¢do defintiva. Para facilitar a
explicag@o apresentamos o esquema abaixo. Tudo parece indicar que as migragdes ocorrem
sempre entre as frequéncias naturais dos sistemas lineares associados ao sistema com
impacto. Consideremos a esquerda o sistema com folga nula e suas duas frequéncia naturais.
A direita, os sistema com folga infinita e suas trés frequéncias naturais. Pela forma como o
sistema de folga nula ¢ obtido do sistema de folga infinita, é sempre verdade aue a primeira
frequéncia natural do sistema com folga nula serd um valor intermediario entre a peimeira ¢
segunda frequéncias naturais do sistema com folga infinita. O mesmo vale para a segunda
frequéncia do sistema sem folga € a segunda ¢ terceiras frequéncias do sisiema com folga
mfinita.

/i

NE:

VE

Figura 4.4 - Esquema de migracdo das frequéncias

Sabemos que, quando a folga varia de zero até infinito, uma frequéncia caracteristica

migra de /, para J, de acordo com a relagdo proposta. Também, ao menos para o caso
estudado, sabemos que outra frequéncia migra de f, para /5, embora nfo conhegamos
scgundo quel relagdo. Quanto, 4 frequéneia f,, estamos certos de que alguma frequéncia
migra para ela, mas nfo estamos certos se a migragio parte de £, de 7, ou de ambaos, No
préximo capitulo veremos uma migraciio de £, para f,. No entanto, isto néo d4 garantia total
de que a migracdo a partir de £, ndo exista. Pode apenas no ter sido observada na condigio
analisada. Os resultados deste capitalo parecem indicar a migraciio de f, para f,. Da mesma

forma, istc ndo garante que © outro ramo ndo exista em nehuma hipétese. Pode ocorrer em
outras situagdes.

A figura 4.5 apresenta a migracio da segunda frequéncia caracteristica, A interrogacio
nos dois ramos das curvas ajustadas por splines ciibicas aplicadas aos conjuntos de pontos
indica nossa incerteza. O ajuste das splines foi usado apenas para evidenciar a possivel
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existéncia de dois ramos. Nio representa de modo algum uma proposta de fungio para a
migracio. De todo modo, a migragfio esta confirmada. Apenas uma andlise mais cuidadosa
precisa ser feita, para saber qual parfimetro rege a origem da migracgBo, se de uma ou de
outra, ou de ambas as frequéneias). Os dois pontos sobre o eixo das ordendas na figura 4.5

correspondem exatamente as frequéncias £, € f, e a linha reta verde indica a frequéncia f, .
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o 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Folga relativa

Figura 4.5 - Migragiio da segunda frequéncia caracteristica com a variagedo da folga

4.4 - Andlise por Mapas de Poincaré

Comegamos nossa andlise apresentando aspectos de alguns cortes sobre a seguinte
sepio de Poincard

%= (00 2y 5, ) 3, = +o} <R

7 e . s
onde o8 velor X = Exi,xﬁxd representa a posigdo do sistema. Utilizaremos o mesmo mapa

simples, mas bem ilusirative, para uma varredura macroscépica sobre o sisterna, As figuras
4.6 {a-c) apreseniam mapas que relacionam, para diversas folgas, os lapsos de tempo entre
impactos subseqentes sobre 8 segfio de Poincaré. Lembramos que a folga méxima para as
condigfes inicials em quesifo é de 10 mm.
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Observa-se uma mudanga significativa do mapa para a folga de 7 mm. No entanto, uma
varredura mais fina nesta regifio nfio mostrou algo significative, como uma pequena janela
periodica. O que observamos ¢ que, em todos os casos, lapsos de tempo com muites impactos
se intercalam com grandes lapsos de tempo sem impacto, estes itlimos menos frequentes.

De todo modo os espectros, apesar dos movimentos caéticos, permitem identificar, com
algum trabalho, frequéncias que surgem devidas ao impacto, como mostram as figuras 4.7,
4.8 ¢ 49. Mais uma vez o eixo da frequéncia foi normalizado pela frequéncia caracteristica.
Para certificar-se de que as frequéncias exibem também muitiplos, escolhemos, dentre todos
0s pleos que se apresentam, aquele que melhor se relaciona com seus maitiplos impares.

O 90N B O o

log{amplitude

0 1 2 3 4 5 8 7 a g 10
frequéncia normalizada

Figura 4.7 - Espectro da resposta quando ¢ = 1.0 mm
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Figura 4.8 - Espectro da resposia quando o = 50 mm
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Figura 4.9 - Lispeciro da resposia guando o = 90 mm

Néo vamos nos ater aos demais mapas de Poincaré porgue, em nossa analise, a resposta
do sistema ndo apresenta, além da migraclo das frequéncias caracteristicas, variagoes
importantes em sua dindmica. Estamos falando apenas neste caso particular. Analises
envolvendo outros pardmetros. tais como, niveis de forgamenio {(se for o caso),
amortecimento, outras distribuicdes de energia e variagio frequéncia de forgamento, podem
revelar alteracBes importantes.



Capitulo §

Investigacio Experimental da Migracfo de Frequéncias
Caracteristicas

Neste capitulo apresentamos ¢ estudo experimental da migragio de freguéncias
caracteristicas. Na subse¢io 5.1 apresentamos ¢ sistema e a metodologia utulizada para o
estudo e nas subsegdes seguintes os resultados para trés diferentes faixas de frequéneia na
excitagdo randdmica, a saber, 0-200 Hz, 0-400 Hz e 0-100 Hz.

5.1 - Desericfio do Sistema ¢ da Metodelogia

Para este estudo utilizamos uma viga engastada-tivre com impactos na extremidade
livre, conforme mostra a figura 5.1, esquematizando o sistema em perfil. A folga do sistema
na extremidade ¢ controlada por uma série de laminas de | mm, 0.2 mm e 0.05 mm. No
entanto, ¢ elemento contra o qual a viga impacta nfo foi mudado durante a variagio da folga
folga. O detalhe da cabega de impacto € apresentado de forma ampliada no quadro em
destaque. O arredondamento da cabega de impacto ¢ importante para que o impacto sgja
unidimensional. Também garante que a regific de contato fenha uma forma mais bem
definida, evitando-se problemas por causa de singularidades dos corpos impactantes,

Um excitador foi conectado a meia distincia do comprimento da viga. Na conex3o foi
instalado um sensor de forga piezoelétrico. Também & meia distdncia do comprimento da
viga, do lado oposto ao do sensor de forga, instalou-se um acelerdmetro. Quiro acelerfmetro
foi instalado présame & extremidade da viga, isto é, proximo ao ponto de impacto. Uma
manta de borracha foi utilizada sob o excitador para diminuir a niveis razogvels a trasnmissio
de energia para a viga através do engaste. O excitador foi fixo 4 base principal através de
tensores para evitar seu possivel descolamento da base por causa do chogque. Uma outra
manta de borracha foi usada por baixo da base para diminuir a troca de energia entre o
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sistema e seu exterior. Varios testes foram realizados para garantir que a condig#o de fixacdo
da viga a base principal pudesse ser considerada como a de um engaste. QOutra pequena manta
de borracha sob o engaste ajuda a evitar a trasmissfo de energia 4 viga pela base. O sistema
foi modificado algumas vezes até que a resposta do sistema sem impactos nfo apresentasse
caracteristicas incompativeis com as de wma viga engastada-livre. Tais efeitos se referem a
resposta em frequéncias outras que ndo as frequéncias naturais e niveis de aceleragfo
indesejavels no engaste.

f Acelerometro

L Batente
B T
______________ Sensorde WT
Forg¢a
=

Liminas ﬁ
F Excitador @

. Manta

Figura 5.1 - Vista em perfil do aparato para investigacdo experimental

A figura 5.2 apresenta uma vista geral do sistema usado para a investigagio
experimental. Destacam-se na figura, no primeiro plano, o corpo principal do sistema (base +
viga + batente) {01] ¢ o excitador {02]. No segundo plano esta o sistema de aquisi¢io de
dados ¢ analise de sinals, que consiste de um microcomputador [03] e médulo de aquisicfio
{04]. Ainda fazem parte do sistema, mas nfo aparecem na figura, um amplificador de
poténcia, que alimenta o excitador, um arrefecedor a ar para o excitador ¢ o modulo de
conirole de ganho dos sensores. A figura 5.3 mostra o detalhes da fixagfo do excitador 2 viga.
Este € ouiro ponto que merece cuidado. Uma fixagio muito rigida transversalmente aumenta
a influéncia do movimento da viga sobre o proprio movimento do nicleo do excitador,
introduzindo fenémenos indesejavels ao sistema completo. A interferéncia do movimento da
viga sobre os niveis de forga do excitador deve ser a menor possivel. Para isto, além de um
excitador de poténcia correta, o elemento de fixagio deve permitir que a forga aplicada sobre
a viga se aproxime de uma forga seguidora. Observam-se também na figura 3 os fios tensores
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Figura 5.2 - Vista geral do dispositivo wiilizado nos experimentos

Figura 5.3 - Detalhes da fixacdo do acelerémetro e do sensor de forca

gue pressionam o excitador conira a base. Nota-se mais uma vez o elemento absorvedor entre
o fio e o excitador. A figura 4 apresenta detalhes da regifio de impacto. Mostra as placas € a
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fixacdo do acelerdmetro. As caracteristicas principais do sistema estfo na tabela 5.1.

s

Figura 5.4 - Detalhes do acelerémetro e da cabeca de impacto na extremidade da viga

Comprimento da viga 510 mm
Comprimento ai€ ao ponto de impacto 490 mm
Largura da viga 25 mm

Altura da viga 5 mm
Material da viga ago SAE 1035
Material do batente ago SAE 1035
Raio do batente 5 mm

Tabela 5.1 - Caracteristicas principais do aparato experimental

Com os pardmetros acima, as {rés primeiras frequéncias naturais da viga engastada-
livre, considerando o modelo de Euler, sfio, como j4 apresentado nos capitulos 3 e 4:

£, =16.051 Hz
5o =100.591 Hz (G1)
Fi=281659Hz
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Quando a folga na extremidade ¢ reduzida a zero, as trés primeiras frequéncias naturais
da viga, considerando o modelo de Euler e idealizando-a como engastada-apoiada, sdo:

£, = 76250 Hz
£, =247.099 Hz (02)

f,=515552 1z

Para nos certificarmos de que nossas suposi¢Ses sfo razodveis, ou ndo, verificamos
experimentalmente as frequéncias naturais do sistema por dois modos, a saber:

modo 1: obter as frequéncias naturais via correlagdo entre a aceleragio em um ponto da viga e
a forga de um impacto aplicado com o martelo de analise modal.

modo2:; obter as frequéncias naturais através de excitagdo randémica com um excitador,
usando a correlagio entre a entrada (forga) e saida (aceleragfio) do sistema.

As frequéncias obtidas para a viga engastada livre com a utiliza¢dio do primeiro método
$30:
7, =16000 Hz
5 =97250Hz (03)
f,=273250 Hz

Analogamente, as frequéncias obtidas com a utilizagfo do segundo método sio:

£, =13875 Hz
7, =91375 Hz (04)
7, = 264500 Hz

Os erros com relagdo & frequéneia tedrica s8o mostrados na fabela 5.2, a seguir

Frequéneia Martelo Excitador
7 -0.32 % -8.11 %
7 «3.32 % -9.16%
/s -2.99 % -6.09 %

Tabela 5.2 - Erros percentuais entre as frequéncias naturais
experimeniais e lecricas para a viga engastada-livee

Como esperado, as frequéneias obtidas experimentalmente sfo sempre menores que
aquelas estimadas pelo modelo de Euler. O fato de as frequéncias obtidas com a utilizagfo do
excitador serem as menores também ¢ um fato esperado, por causa da influéneia do excitador
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sobre o sistema. Os erros entre as frequéncias obtidas pelo método 1 e as calculadas
teoricamente sdo razoaveis ¢, a julgar por esses erros, ndo ha nada de errado com o sistema
para que ndo possa ser considerado uma viga engastada-livre. Quanto aos erros envolvendo o
método 2, também podemos nos assegurar que eles advém do uso do excitador. Se o erro
fosse proveniente de outra fonte como, por exemplo, um engastamento distante do ideal,
outras frequéncias haveriam de ser observadas para o sistema como um tedo, o que ndo
aconteceu. De todo modo, em se tratando de migracdo de frequéncia, apenas teremos de
mudar nossos valores de tedricos para experiementais em nossa relagdio. Na auséneia de
qualquer outra nfo linearidade significativa, que ndo o impacio, isto ¢ esperadc como
verdadeiro.

As frequéncias naturais medidas para o sistema com folga nula sfo apresentados na
equagiio 05. Estes s@o valores obtidos com excitagéio randdmica via excitador. Ndo temos a
identificacfio da terceira frequéncia.

=70025H
h z (05)
Jo=239625 Hz
Com o uso do martelo de impacto, as frequéncias obtidas sio:
f, = 74.50 Hz
J? (06)
J, =24450 Hz

O erros entre as as frequéncias medidas e as identificadas experimentaimente sfo
mostrados na tabela 5.3.

Frequéncia Martelo Excitador
£ -2.30 % -8.19%
15 -1.15% -3.02 %

Tabela 5.3 - Erros percentuais entre as frequéncias naturais
experimentals e tedéricas para a viga engastada-apoiada

Mais uma vez podemos considerar os erros razodveis. Note que o afrito que atua na
extremidade da viga quando a folga ¢ nula nfo introduziu forga axial suficiente para alterar
significativamente o modelo.

Estando nossa previsdo coireia, deve ocorrer a migragdo de uma frequéncia partindo do
valor de 70.025 Hz para 13.875 Hz ou 91.375 Hz, uma vez que utilizaremos o excitador para
observar a migraclo de frequéncia. Esperamos que outras frequéncias migrem de forma
analoga, como nos capitulos 3 e 4.
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Para identificarmos experimentalmente uma frequéncia caracteristica na resposta da
viga com impacto utilizamos excitacdo randdmica em trés faixas de frequéncia, a saber:

-0a200Hz
-{32400 Hz
-0a 160 Hz

O conceito convencional da fungfo de resposta em frequéncia deve ser visto com
reserva, se aplicado a andlise do sisterna com impacto, uma vez que ele se baseia na
linearidade entre a resposta e a excitagfio. O contetido de frequéncia da resposta do sistema
serd, como a entrada, randémico, razdo porque ndo ¢é possivel identificar, nos espectros
convencionais de saida, as frequéncias caracteristicas.

Um fato, no entanto, € sempre verdade: Se um determinado sistema vibra naturalmente
numa frequéncia, ele utiliza o minimo de energia para excitar esta frequéncia. Desta forma,
sendo a entrada randémica, o espectro de poténcia (ndo o convencional) da saida deve conter
um minimo nas frequéncias caracteristicas do sistema.

E verdade que a funcdo de resposta em frequéncia pode ser usada como uma ferramenta
auxiliar no diagnodstico, o que realmente fizemos, tendo tomado os devidos cuidados,
conforme ja4 mencionado. Na verdade temos sempre utilizado as duas ferramentas em
conjunto, porque, as vezes, uma permite observagio mais clara das frequéncias
caracteristicas. Nao obtivemos, em nenhum caso, resultados contraditdrios.

Sobre a variagdo da folga consideramos melhor apresentar a explanacfio junto com o
primeiro conjunto de medigdes. O mesmo principio é utilizado em todos os conjuntos de
medicdes.

4.2 -« Resultados Obtidos - zero 2 200 Hz

As figuras 5.5 a 5.17 apresentam o espectro de poténcia da resposia medida no
celerbmeiro localizado a meia viga. O espectro ¢ relativamente bem comportade ¢ a
primeira frequéncia onde a poténcia ¢ minima ¢ bem nitida em todos os experimentos. Para a
segunda frequéneia, esta nitidez € boa até a folga de 1.10 mm (folga diminuindo). A partir
dai, a segunda frequéncia nfio pode mais ser identificada com seguranca. De fato iste tem
uma explicagdo relativamente simples. Quando a folga diminui, ambas as frequéncias estio
migrando para c¢ima. O que estd ocorrendo, como veremos mais tarde, € que estamos
conseguindo enxergar apenas parte da migrag3o. Para folgas menores, a frequéncia varia
mutto, Como a migragio da segunda frequéneia estd ocorrendo para cima com a diminuigio
da folga ela tende a ficar fora da faixa de frequéncia da excitagio. Dai a perda de nitidez do
espectro,

A diferenca de folga entre os experimentos cujos resultados s3o os das figuras 5.5 ¢ 5.6
¢ vista com muita caufela. A folga nfio é realmente medida para ¢ espectro da figura 5.5, A
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diferenca entre as folgas das figuras 5.5 e 5.6 diz respeito unicamente a ocorréncia ou nio de
impactos, ainda que quase degenerados. A diferenca entre as folgas € menor que o menor
passo possivel para variar a folga. O menor valor possivel para variar a folga ¢ 0.025 mm, isto
¢, metade da ldmina de menor espessura. Chegamos a esta conclusdio porque procedemos da
seguinte maneira em cada conjunto de medidas:

- Pré-fixamos o nivel de poténcia de tal forma que o sistema esteja no himiar do impacio, mas
de forma que nfio ocorram impactos. Reconhecemos que isto depende da habilidade do
operador. Todavia, ¢ possivel obter razodvel sensibilidade selecionando ganhos adequados
no equipamento.

- Introduzimos entdo uma l4mina metalica de 0.05 mm no sistema de laminas para efetuarmos
a primeira medida.

- A partir dai variamos a folga com as ldminas, combinando l4minas de 1mm, 0.2 mm ¢ 0.05
mm. Isto permite variar a folga com passo de minimo de 0.025 mm, adicionando ou
subtraindo uma limina de 0.05 mm em um dos lados da viga.

Procedimento semelhante foi utilizado para garantir a simetria da folga, porém com
uma folha de papel. Para isto utilizamos um pré-teste com excitagio periddica na primeira
frequéncia natural. Com uma folha fina de papel (papel comum), € possivel detectar a
existéncia ou nfio de impactos em lado ou outro da viga. Desta forma, o conjunto contendo os
batentes foi deslocado para um lado ou outro, até que os limiares de ocorréncia de impactos
fossem iguais dos dois lados da viga (dentro da precis@o permitida pela folha de papel de
aproximadamente 0.05 mm).

Passemos 2 andlise das figuras. Nota-se na figura 5.5 um pequeno vale no espectro entre
os dois valores de frequéncia para os quais a poténcia € muito pequena. A primeira frequéncia
tem valor 13.8125 Hz e a 'frequéncia estranha" tem valor 27.3125 Hz, resultando numa
razio de 1.98, muito proxima, portanto, do dobro. Desta forma, identificamos esta frequéneia
estranha como sendo apenas o harmonico de segunda ordem da resposta da primeira
frequéncia. E verdade que nem sempre a energia ¢ sufuciente para excitar esta frequéncia a
ponto de tornd-la bem clara. Isto também aconteceu, pode-se relembrar, com os resultados
simulados. E verdade também que esta clareza depende da complexidade do movimento.
Como também j& vimos, a folga € um dos pardmetros que alteram esta complexidade.

A mesma explanagfo anterior se aplica ao vale intermedidrio da figura 5.6. A partir da
figura 5.7 0s espectros comegam a apresentar algumas “sujeiras”. Para aplicarmos um critério
(nico na determinagdo das frequéncias, consideramos sempre aquela frequéncia onde a
poténcia ¢ minima no vale tomado como um todo, embora em valores proximos a ela possam
existir outros minimos locais. Infelizmente nfo temos os harmdnicos miultiplos para
confirmacio.
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Figura 5.3: Espectro de poténcia da resposta para folga maior que 2.20 mm
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Figura 5.6: Especiro de poténcia da resposta para folga de 2.20 mm
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Figura 5.10: Espectro de poténcia da resposia para folga de 1.60 mm
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Figura 5.17: Especiro de poténeia da resposia para folga nule

A figura 5.18 apresenta a migragio da primeira frequéncia caracteristica com a variacio
da folga. Os valores extremos para folga nula ¢ sistema sem mpacte (folga infinita) sio
aqueles das equacgdes 04 e 03, respectivamente.

7

hﬁj{oﬁ}xin(ﬁ)ﬁ—JFn(ﬁjwln(ﬁﬁféim~62) (07)

Foh)

9

o

Os pardmetros que determinam a elipse ajustada para este caso sdo

f.=13.8125
o= 7 =70.025 (08)
o,=c, =10

A figura 5.19 apresenta 2 migragdo da frequéncia caracteristica (asteriscos) e a funcio
proposta para a migraglo (linha continua), conforme propomos. A equaciio 07 reproduz a
funglo proposta (migragfo para baixo com o aumento da folga) € 2 equaglo 08 apresenta os
parAmetros da fungfo para o caso em questfio. A figura 5.20 apresenta o erro entre a
frequéncias 1dentificadas experimentalmente e aquelas previstas pela funcio proposta. O
resultados apresentam uma concordéncia muito boa. De todo modo, deve-se ter um cuidado
muito grande com a mediglo da folga préxima 4 folga méaxima, como comentamos a seguir.

Repate que a as figuras 5.18, 5.19 ¢ 520 apresentam apenas 12 pontos, contra 13
observagles (figuras 5.5 a 5.17). Isto porque, propositadamente, omitimos o ponto
correspondente 4 figura 5.6, Na verdade nfio sabemos qual o valor exato da folga limite para a
ocorréncia de impactos. Como a derivada da curva proposta tende ao infinito guando a folga
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tende a este valor, um pequeno erro no valor da folga pode levar 2 um grande erro na
frequéncia prevista. E por isto que, via de regra, os pontos préximos & foiga méxima sempre
apresentam os maiores erros. No caso em guestdo, sabemos que a folga méaxima 6 no
maximo 0.025 mm mailor que folga do caso da figura 5.6.

Dentro da variagfo de zero at¢ este valor poderiamos ter um erre de até 28 % entre a
frequéncia prevista por (07) € 2 medida para o caso da figura 5.6. No entanto, para o resto do
conjunto de pontos, o erro continuaria controlado dentro da faixa de 6%, como veremos um
pouco mais adiante. Para o caso da figura 5.19, temos considerado que a folga para o caso da
figura 5.5 € igual a da figura 5.6, O erro maior, no caso em questdo, sempre sera do pendltimo
ponto da série {folga crescendo), ja que consideramos o (iltimo ponto como sende do sistema
sem impacto, o que corresponde a realidade, pois nfio houve impacto no experimento deste

ponto.
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Figura 5.20: Frro entre os valores medidos e os previstos pela funcio proposia

A figura 5.21-a apresenta a variaglio do erro entre os valores da frequéncia caracteristica
segundo a funglio proposta e o experimento para o caso da figura 5.6, A figura 5.21-b
apresenta © €170 maximo para oS outros pontos que ndo o da figura 5.6. Note que o erro
méximo dos demais pontos que nfo o peniitimo (em termos absolutos) se concentra em dois
pontos. O ponto marcado como 7 se refere ao caso da figura 5.11 e ¢ ponto marcado como 9
se refere ao caso da figura 5.9, Note que, embora ¢ erro possa ser consideravelmente grande
(numa hipdtese menos provavel) para o pentltimo ponto (caso do figura 5.6), nfic se trona
descontrolado para os demais.

Embora o erro, numa hipdtese menos provavel, possa ser grande préximo a folga limite,
a baixa confiabilidade da previsfio nesta regifio ndo invalida, todavia, a tendéncia dos dados.
Para aumentarmos a precisfio dos dados temos de usar um sistema que permita um controle
mais refinado da folga.
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Figura 5.21- Erro em funcdo da diferenca de folga entre os casos das figuras 5.5 ¢ 5.6

A figura 5.22 apresenta a variacfio da segunda frequéncia caracteristica. Note que
apenas as folga superiores a 1.05 mm aparecem na figura. Nio ¢é possivel inferir uma
tendéncia para a migragio, a ndio ser que ela deve aumentar com a diminuicio da folga. Nio
vamos fazer comentdrios nesta subsecBo. Como comentado no inicio desta subsecio,
provavelmente estamos enxergando apenas parte da migragio. Confirmando-se a migracio
para cima, espera-se, de acordo com as simulages um aumento muito grande da frequéneia
para folgas menores. Provavelmente o valor final (para folga nula) estard fora da faixa de
frequéncia da excitagio.
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figura 5.22: Migragdo da segundo frequéncia caracteristica
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5.3 - Resultados Obtides -~ zero a 400 Hz

Para esta faixa de frequéncias estamos apresentando a fungfio de resposta em frequéneia
obtida experimentalmente para cada caso. Como ja dissemos, os resultados devem ser vistos
com cuidado. No entanto, temos nos cercado dos cuidados necessarios, fazendo a comparacio
com o espectro de poténcia. Nio observamos nenhuma discrepincia entre os resuliades das
fungdes de resposta em frequéncia e dos espectros de poténcia quando identificamos as
frequéncias caracteristicas. As figuras 5.23 a 5.40 apresentam as fungles de resposta em
frequéncia para varios valores da folga. O numero de figuras parece excessivo, mas nos
parece necessario para permitir uma visualizagfo do que ocorre.

Notamos duas frequéncias se abrindo em torno da segunda frequéncia caracteristica.
Isto pode indicar uma migragio em dois sentidos, conforme indica a figura 4.5, que trata dos
resultados da stmulag@o. Esta abertura € que fica mais nitida quando plotamos a fungfo de
resposta em frequéncia. Note na figura 540 que os dois primeiros picos podem indicar
também uma dupla migragfo a partir da primeira frequéncia do sistema com folga nula.

Notamos também que, para folgas inferiores a 0.55 mm (inclusive), a primeira
frequéncia ndo pode ser determinada com seguranga. Abaixo de 0.35 mm sequer podemos
dizer com seguranga que existe uma frequéncia caracteristica infertor a 70 Hz.

Para folgas inferiores a 0.55 mm o ramo superior da abertura da segunda frequéncia
perde a nitidez. De todo modo, em algumas situagdes, € possivel identificar uma frequéncia
que se sobressai com algum diferencial em relaciio as frequéncias vizinhas, Veremos mais
adiante que terceira frequéncia caracteristica apresenia uma migracdo bem comportada.

Lembramos que a limitagio a faixa de 400 Hz deve-se aos problemas que surgem
quando se excita randomicamente um sistema. Se a faixa de frequéneia é aumentada, deve-se
aumentar a poténcia fornecida ao sistema para que se tenha uma amplitude de vibragio
razodvel, permitindo assim uma variagio mensurdvel da folga. Como a poténcia ¢
proporcional ao quadrado da frequéncia, um aumento da faixa de 200 Hz para 400 Hz implica
em um aumento muito grande na poténeia fornecida ao sistema. Decidimos limitar 2 faixa a
400 Hz para operarmos de forma segura os equipamentos utilizados,
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Figura 5.23: Espectro de poténcia da resposta para folga de (.90 mm
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Figura 5.26: Especiro de poténcia da resposta para folga de 0.75 mm
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Lspectro de poténcia da resposta para folga de 0.65 mm
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Figura 3.29: hspectro de poténcia da resposia para folga de 9.60 mm
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Figura 5.30: Especiro de poténcia da resposta para folga de 0.53 mm
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Figura 5.31: Espectro de poténcia da resposta para foiga de 0.50 mm
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Figura 5.32: Espectro de poténcia da resposta para folga de 0.45 mm
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Figura 5.33: Espectro de poténcia da resposta para folga de 0.40 mm
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Figura 5.34: Espectro de poréncia da resposita para folga de 0.35 mm
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Figura 5.35: Espectro de poténcia da resposta para folga de 0.30 mm

Amplitude

I

0 50 100 250 300 350 400

200
Frequéncia

150

Figura 5.36: Espectro de poténcia da resposta para folga de 0.23 mm
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Figura 5.37: Especiro de poténcia da resposta para folge de 0.20 mm
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Figura 5.38: Espectro de poténeia da resposta para folga de 0.135 mm
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Figura 5.39: Especiro de poténcia da resposia para folga de 0.10 mm
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A figura 5.41 apresenta a migracdo da primeira frequéncia. Os pontos marcados com
circulos indicam que as respectivas frequéncias foram identificadas com inseguranga, razio
porque devem ser vistas com restrigdes. Vejamos que, embora um ajuste 4 fungdo proposta
para a migrac#io esteja fora de cogitagio, alguns aspectos da migracio obedecem as
conjecturas formuladas. Note que a derivada de uma fungfic ajustada aos pontes deve
provaveimente tender a zero quando a folga fende a zero. Da mesma forma, quando o sistema
tende ao sistema sem impacto, a derivada desta mesma funcio provavelmente tenderd ac
infinito. Note tambem que 0s pontos ficam desordenados logo apés um conjunto de pontos
{pontos verdes) indicar uma linha de inclinagio com tendéncia & vertical, isto &, derivada
infinita. Da mesma forma, quando um conjunto de pontos adquire alguma ordem (pontos
verdes 4 direita), ele o faz com derivada tendendo a zero na sua ssquerda. Embora tudo isto
seja interessante, ndo faz sentido fentar ajustar ramos de elipses a0s conjuntos de pontos com
ordem. Para 1sto teriamos que fer um controle muito fino sobre a folga, o que nfio & o caso.
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Figura 5.41: Migragdo da primeira frequéncia caracteristica

A figura 5.47 apresenta as demais migragdes. Usamos uma spline ctbica para realgar os
ramos das migrages, sendo este realce o (nico objetive das linhas continuas. De modo
nenhum devem ser interpretadas como uma fungfo proposta. As duas linhas horizontais
pretas indicam, de cima vara baixe:

- a terceira frequencia natural do sistema sem impacto.
- a segunda frequéncia natural do sistema sem impacto.

Os dots pontos sobre o eixo das ordenadas sdo, de cima para baixo:

- 2 primeira frequéncia natural do sistema com folga nula.
- & segunda frequéncia natural do sistema com folga nula,
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Figura 5.42: Migracdo de outras frequéncias caracteristicas

As duas interrogac8es nos ramos azuis indicam nossa divida sobre a existéneia de um
ramo inferior para a primeira frequéncia do sistema com folga nula quando a folga tende a
zero, ou de um segundo ramo para 3 segunda frequéneia do sistema de folga nula,

A existéncia do ramo verde ¢ indiscutivel e confirma os resultados obtidos pela
simulagfo da dindmica dos sistemas equivalentes nos capitulos 3 ¢ 4. A existéncia do ramo
vermelho ou do ramo azul superior também ¢ indiscutivel {ao menos 2 existéneia de um
deles) e, igualmente, confirma as previsdes das simulaces. O ramo azul inferior, no entanto,
continua uma incognita. Uma outra possibilidade seria a unific de um pedago do ramo
vermelho com o ramo azul inferior, mas isto nos parece peuco provével,

Deizamos uma discussiio mais completa das possibilidades para 2 conclusio, quando
discutiremos todos os resuliados da tese.
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5.4 - Resultados Obtidos - zero 2 100 Hz

Os resultados para esta faixa de frequéncia nfio permitem visualizar a migragfio das
frequéncias, razo porque ndo vamos nos esiender muito, As figuras 35.43 a 5.46 mostram
alguns espectros de poténcia da saida do sistema. A folga maxima para ocorréneia de
impactos ¢ de 2 mm. A segunda frequéncia caracteristica (em torno de 100 Hz para o sistema
sem impacto) ndo € nosso interesse porque estd muito proximo do fim da faixa de frequéncia
da excitagfio. Uma migrac¢io para baixo poderia despertar nosso interesse por esta frequéncia,
mas isto nd3o foi observado na pratica. Para melhor visualizagio das caracteristicas das
espectros em frequéncia mais baixa, a figura 5.44 apresenta apenas uma faixa mais estreita no
eixo das frequéncias.

Néo ¢ possivel dizer com o minimo de seguranca se as medigdes indicam a presenga de
uma frequéncia caracteristica. O que existe em todas as medigSes realizadas para esta faixa
de frequéncia ¢ um conjunto de picos e vales no espectro em frequéncias muito baixas. Estes
picos se estendem de 1 Hz até 12 Hz, aproximadamente. Portanto, abaixo da menor
frequéncia natural do sistema. O aparecimento de picos em frequéncias muito baixas ¢
comum em sistemas ndo lineares. Em geral o espectro ndo se estabiliza ac longo do tempo &
costuma-se associar estes picos de frequéneia a possibilidade de movimento cadtico. No
entanto ndo analisamos estes aspectos. Pode ainda ser um problema relative ao sistema de
sensoramento, mas ndo cremos nesta possibilidade porque o sistema passou pelos mesmos
testes em todos os conjuntos de experimentos (para as trés faixas de frequéncia).

Outros comentarios sobre a ndo migragdo, ou ao menos a nio possibilidade de
visualiza-ia, serfio feitos a conclus3o.

Poténcia
&
EH

g z20 40 50 24 100
Freguéncia [Hz}

Figura 5.43: Espectro de poténcia da resposta para folga de 1.8 mm
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Figura 5.44: Espectro de poténcia da resposta para Jolga de 1.50 mm
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Figura 5.45: Espectro de poténcia da resposta para Jfolga de 0.70 mm
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Capitulo 6

Analise dos Resultados e Conclusdes

O trabalho apresenta estudo sobre sistemas com impacto e podemos dividi-lo em duas
partes distintas, a saber:

- Revisdo da literatura sobre sistemas com impacto, abrangendo principalmente a modelagem
do processo de impacto.

- Influéneia da variacio da folga na dindmica de sistemas com vibroimpacto.

Com énfase apresenta-se estudo numérico e experimental sobre alteragdes que ocorrem
na dindmica dos sistemas com vibroimpacto quando a folga deste sistemas varia, Nio
obstante ser este aspecto muito importante, ndo encontramos na literatura especializada,
durante a revisdo, um trabalho com o enfoque que damos nesta tese.

Podemos enumerar algumas razdes para a preocupagio do comportamento do sistema
com a alterago da folga do mesmo:

- O conhecimento dos fendmenos devidos as interaghes em um sisterna dindmico sio cada
vez mals importantes, de forma que sistemas complexos onde diversas partes interagem
devem ser cada vez mais motivo de preocupagio dos pesquisadores. A folga faz parte do
conjunto de varidveis que interferem nas interagdes de todo processo que envolva
vibrommpacto.

- Néo bastassem as interagdes em si, a crescente diminuigio de certos equipamentos, tais
como motores ¢ cambios, de certa forma amplificam os efeitos dos impactos sobre a
estrutura como um todo. Desta forma, sem diivida, um controle cada vez mais preciso terd
de ser feito sobre as folgas do sistema.

- A severidade de impactos de sistemas com vibroimpacto ndo é fungio apenas da energia que

¢ fornecida, de alguma forma, para o sistema vibrar. Em sistemas com vibroimpacto,
dependendo das caracteristicas dindmicas do sistema (frequéncias naturais e fatores de



amortecimento), a alteragfio da folga pode levar a impactos mais ou menos severos. Deste
ponto de vista, a variagdo da foiga ¢ um parmetro que influencia em seu proprio aumento,
isto ¢, no desgaste de determinadas partes do sistema.

Sabe-s¢ que a dindmica dos sistemas com vibroimpacto €, via de regra, uma dinimica
complexa de descrever. No entanto, € razoavel pensar que existe uma relag3o entre algumas
caracteristicas dos sistemas com vibroimpactos e algumas caracteristicas dos sistemas que, de
certa forma, os originam. O conhecimento desta relagdo contribuiria em muito para prever,
ainda que apenas qualitativamente, determinados comportamentos do sistema.

Particularmente, temos mostrado que existe uma relagdo, precisa em alguns casos, entre
as frequéncias caracteristicas de sistemas com impacto e seus sistemas lineares associados.
Exceto quando a dinidmica se bifurca para o caos ou do caos, os resultados da simulagio
nimerica apresentam um comportamento migratorio muito bem definido para as frequéncias
caracterisicas. Isto ¢ muito importante para entendermos a alterago da dindmica deste
sistemas, uma vez que uma das grandezas fundamentais da dinimica dos sistema vibratorios é
sua resposta em frequéncia.

Consideremos a seguinte pergunta central: "As frequéncias caracteristicas de um
sistema com impacto sdo uma combinacdo clara das frequéncias naturais dos sistemus

lineares a ele associados?"

A resposta:  As frequéncias sdo uma relagéio das frequéncias naturais dos sistemas
lineares associados. Para ao menos wna destas frequéncias caracteristicas, esta relagdo
mostrou-se clara. O problema de poder identificd-las parece ser, de fato, outro problema.

Podemos dizer isto com base nos resultados dos capitalos 3 ¢ 4. E verdade que esta
migrag@o pode depender do modelo. De todo modo, encontramos resultado experimental
idéntico para a0 menos um conjunto de dados {faixa de excitagio 0 - 200 Hz).

Ha uma migragfo da primeira frequéncia do sistema com folga nula para a primeira ou
segunda frequéncia do sistema com folga infinita, dependendo da distribuigio de energia
entre os diversos modos de vibragio do sistema com folga infinita. Na verdade, podemos falar
em distribui¢do entre os modos de qualquer um dos sistemas associados, mas preferimos
sempre nos fixar no sistema de maior ndmero de graus de liberdade. No caso de um sistems
continuo, fal como a viga do capitulo 5, cada distribuigio entre os modos do sistema com
folga infinita levard a yma Gnica distribui¢@o entre os modos do sistema com folga nula.

Para as frequéncias referidas no pardgrafo anterior propomos uma fungio que prevé a
forma da migraglo. A fungfo sempre apresenta bom ajuste, ressalvadas as restrigdes
comentadas, com os resultados das simulagfes. Quanto aos resultados experimentais,
comentaremos mais adiante.

Ha também sempre uma migraciio da segunda frequéncia do sistema com folga nula
para a segunda ¢ terceira frequéncias do sistema com folga infinita. Nio obstante esta
migragdo ocorrer sempre de forma ordenada, tanto nas simulacBes quanto nos experimentos,



115

ndo encontramos uma relago explicita entre a frequéncia caracteristica do sistema com
impacto ¢ as frequéncias dos sistemas associados.

Os resultados expenimentais confirmam, de forma geral, as migragdes previstas. No
entanto, para a migraglo da primeira frequéncia, apenas um conjunto de experimentos
apresenta boa concordéncia com a fungéo proposta (faixa 0-200Hz na excitagdo randdmica).
Em outro dos casos (0-400 Hz), apenas os extremos da faixa de variagio da folga apresentarn
caracteristicas semelhantes as da fungfo proposta. Pode ser que a dindmica do sistema tenha
sofrido radical mudanga durante a variagfo da folga.

¥ dificil supor uma variagio radical do modelo de impacto entre os experimentos da
faixa 0-200 Hz e os da faixa 0-400 Hz. O mais provavel mesmo ¢ que a distribuigio de
energia entre os modos de vibragdo da viga, neste caso, ¢ tal que ndo permite boa visualizagéo
da migracfo.

Este desencontro se torna maior ainda quando excitamos o sistema na faixa 0-100 Hz.
Curiosamente, nos sistemas simulados, quando aumentamos a energia no modo de vibragio
mais baixo, os resultados também nfio permitiram visualizar a frequéncia carcteristica. Isto
fica claro quando consideramos a figura 3.14, Note que, quando aumentamos a participaco
do priineiro modoe, rapidamente, quando a folga ¢ aumentada, o sistema entra em caos.
Analisamos o sistema em questdio com até 50 % de energia no modo mais baixo. No entanto,
ndo conseguimos visualizar nada. Talvez uma técnica mais apurada (wavelets?) permitisse
um melhor exame.

Ressaltamos que o fato de procurarmos as melhores distribuigdes de energia ndo reduz
a importancia do trabalho no estagio em que estd. O correto € interpretar que a distribuicio
de energia, juntamente com a folga, pode ser um importante pardmetro de controle para que
determinado sistema opere em uma determinada condigio. Conhecimentos mais profundos
sobre a migragdio das frequéncias caracteristicas podem levar ao desenvolvimento de
ferramentas importantes, tanto no campo do projeto dos sistemas com folga, tanto no campo
do controle destes sistemas. Qutro importante campo ¢ o da diagnose destes sistemas. Piccoli
{Picoli-1994], por exemplo, analisou mudangas importantes na dindmica de um rotor vertical
sujeito a rubing.

No campo do controle podemos citar duas possibilidades. Conhecendo-se as
caracteristicas da migraglio das frequéneias, pode-se controlar a distribuigio de energia
fornecida a fim de evitar determinados fendmenos indesejiveis. Por outro lado pode-se
controlar ativamente a folga (em alguns tipos de sistemas) a fim controlar as frequéncias
caracteristicas do sistema. No campo de projeto podemos evitar, a priori, frequéncias
caracieristicas indesejaveis. Estados cadticos indesejaveis também podem ser evitados. Isto
pode ser feito através do controle de alguns par&metros do projeto, tais como as frequéencias
naturais dos sistemas lineares associdados, Se as frequéncias caracteristicas puderem ser
identificadas experimentalmente, a curva que rege a migragio pode, a primeira vista, ser
usada como critério para inferir, sem medir, a folga do sistema. Isto ¢ valido ao menos para os
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sistemas simulados até aqui. O desvio entre a frequéncia real e a prevista pode ser usada
como indicativo do estado cadtico. Como se pode ver, a aplicabilidade dos resultados do
trabalho que ora apresentamos, ainda gue um trabalho inicial, sdo promissores.

Por fim, relacionamos alguns trabalhos futuros relacionados aos resultados desta tese:

- Estudar a relagfio entre os sistemas com vibroimpacto e seus sistemas associados quando se

consideram outros modelos para o impacto, que nio o modelo convencional, inclusive para
impactos bidimensionais ¢ mdimensionais.

- Aprofundar os estudos sobre a distribuig@io de energia entre os modos de vibrar do sistema.
Este ¢ um importante campo a ser explorado, tanto do ponto de vista do controle quanto do
ponto de vista do projeto do sistema.

- Explorar alguns aspectos analiticos via mapeamento implicito entre os estados do sistema
nos instantes do impacto. Embora de carater extremamente complexo para sistema de maior
numero de graus de liberdade, esta analise pode trazer grande contribuigio para o
entendimento das mudangas na dindmica do sistema.

- Como a dindmica se altera em sistemas com forgamento periodico?

- Sera possivel encontrar relacles de cardter mais geral em sistemas continuos conhecidos,
tais como vigas, eixos, etc...?
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Apéndice A

Expoentes de Lyapunov

Ao conjunto de pontos no espago estado estendido (incluindo o tempo) determinados
pelos estados de um sistema durante a evolugdo de sua resposta denominamos trajetoria. Uma
trajetoria depende tento da excitacdo quento das condigdes iniciais. Para sistemas "bem
comportados”, duas trajetdrias que se iniciam proximas continuam préximas durante a
evolugdo da resposta. O conceito de proximo estd longe do absoluto. Deve ser encarade como
algo relativo. Por outro lado, existerm sistemas em que duas trajetoria que se iniciam muito
proximas se afastam rapidamente. Desta forma, nfio se pode prever o estado deste sistema

para um tempo muito longo, considerando que as condigdes iniciais tém, em si, uma
incerteza.

Um parimetro que quantifica a taxa de afastamento ou convergéncia das trajetorias do
sistema 80 08 expoentes de Lvapunov. Consideremos duas trajetdrias que se afastam uma da
outra de uma distincia &;. Seja 5{r} o afastamento destas trajetérias num instante 7. Agora

suponhamos wma taxa de converéncia ou divergéncia para as trajetérias, conforma a relagio

As trajetrias conergirdo ou divergirdo dependendo do valor do pardmetro 1. Note que,
i a
se plotarmos ln(;;& (f)h} versus £, 0s aspectos do grafico deve ser uma reta, se o pardmetro A
for constante. Algumas observacdes s3o necessarias:

- A taxa de divergéncia ou convergéncia varia ao longo da trajetdria. Desta forma, o aspecto
do grafico referido no paragrafo acima nfio serd uma reta, mas varaiard em trono de uma reta.

- Se o afastamento medido for comparavel, isto €, da mesma ordem, do didmetro do atrator

(espago em que a trajetdria se confina apds determinado tempo), o célculo da divergéneia
deve parar.
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- O nimero A ¢ chamado expoente de Lyapunov do sistema. Na verdade, este é o maoir
expoente de Lyapunov do sistema. Se o sistema tém ordem #, ¢le também tem » expoentes de
Lyapunov. Consideremos uma esfera (no espago n-dimensional) de didmetro infinitesimal,
dentro da qual variamos as condigdes iniciais do sistema. Durante a evolugdo da resposta, esta
esfera se transformara num elipséide n-dimensional. Denominemos por &,(¢), k= 1, ..., n, 0

comprimento dos eixos principais deste elipsdide. Assim, podemos imaginar uma taxa de
divergéneia para cada um dos eixos principais, pela relagfio,

5,.(1) = 5. (0)exp{ 4, 1)

onde A k(t) ¢ 0 k-¢simo expoente de Lyapunov. Por convengio, enumeramos os expoentes
em ordem crescente.

- Como o valor obtido depende das trajetdrias, devemos tomar uma média de expoentes, a fim
de obtermos o valor correto do expoente do sistema.

Agora refinamos a idéia para um mapa unidimensional, a qual pode ser ser aplicada
para o calculo do maior expoente de Lyapunov. Dada uma condi¢do inicial x;, consideremos
um ponto proximo x; +Jd;. com &, muito pequeno. Apds n iteragdes, cujo lapso de tempo
ndo mmportante por enquanto, ¢ afastamento deve ser
!

l=18, exp(mi)é

|

B

]

Note que podemos escrever

5:1 = f{ﬁ} {x{} + 5@} - f{n) {x{}}

onde a notacfio / () indica a derivada de ordem n do argumento. Assim obtemos

s  #in) gl | .
A= iinlﬁi = -I—Er; [0 +00]-7 ){xe]ﬁ LR {f(ﬂ)} Xo!
nojdgp nmo I | o 3

quando consideramos que &y — 0.

O argumento da fungo logaritmo pode ser pela fungéo

{f{”}j’x(} = Ef’(xa)

onde x; = xg + ;.
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Entao temos

1 -1 | 1 nod
_.gn Hf’€x:) = ;;Zlnlf'(xz-)%
={) { =0
Considerando n — «, temos
/l - n ““} Lo o NI s e Z;«n[f i

Voltemos agora a questdio das iteragdes. Cada iteragio deve corresponder a um lapso de
tempo malor que o maior periodo caracteristico da resposta do sistema. Para sistemas
periddicos, isto significaria que o lapso de tempo de uma iteragdio deveria ser maior que

1
Z;z'f min
problema € que respostas cadticas tém frequéncias nfio bem definidas. Neste caso, a melhor
interpretag@o para o termo periodo caracteristico é que ele seja um tempo suficiente longo
para que manifeste todas as ocorréncias importantes da dindmica do sistema. Chama-se este
lapso de tempo de tempo de retardo. Se o tempo de retardo escolhido para o calculo do
expoente (a partir de uma série) for menor que o necessério, 0 expoente nfo convergird com o
aumento do numero de iteragdes. Se for muito maior que o necessario, serd necessario um

nomero de medidas excessivamente grande para o calculo. Além disto outros parametros
utilizados no cdlculo terfo de ser reavaliados.

,onde f.;, €amenor frequéneia finita (nfio infinitesimal nem nula) da resposta. O



Apéndice B

Modelos Discretos Reduzidos para Sistemas Continuos

Consideremos um sistema continuo, uma viga homogénea por exemplo, do qual
queiramos obter um modelo discreto de poucos graus de liberdade. Uma das formas de
obtermos modelos discretos de poucos graus de liberdade equivalentes aos sistemas continuos
consiste em impor que a relag@o entre 0s movimentos de determinados pontos do sistema
determina a relacio entre as coordenadas dos autovetores do sistema disereto. Isto equivale a
dizer que o sistema discreto deve reproduzir, com erro admissivel, o movimento de alguns
pontos pré-selecionados do sistena continuo. Outra grandeza gue se costuma relacionar sio as
frequéncias naturais dos dois sistemas, continuo e discreto. De fato, relacionam-se
autovalores (frequéncias naturais) e autovetores simultaneamente. Uma terceira relagdo diz
respeito as energias modais dos sistemas discreto e continuo. Outras grandezas podem ser
ievadas em conta, tais como 08 tensores de inércia, a massa total, o centro de gravidade, eic..

Como estamos interessados apenas no movimento elastodinimico do sistema, as
relagOes entre os tensores de inéreia, massa total e centro de gravidade pedem ser considera-

das de menor priondade. Desta forma, vamos considerar trés equivaléncias entre os sistemas
continuo e discreto, a saber:

- As frequéneias naturais do sisterna discreto sio iguais as respectivas frequéncias naturais do
sistema continuo.

- Os autovetores do sistema discreto representam as relagdes de deslocamento entre os

movimentos de determinados pontos do sistema continuo, quando vibrando nos respectivos
modos de vibragfo.

- As energias (cinéticas ou potenciais) modais do sistema discreto sio iguais as respectivas
energias do sistema continuo quando vibram com a mesma amplitude, isto €, as
coordenadas do sistema discreto vibram com a mesma amplitude dos pontos do sistema
continuo selecionados para representar os autovetores.
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As energias modais podem ser facilamente calculadas para sistemas como vigas e
barras. Para sistemas mais complexos devem-se usar técnicas de analise modal a fim de
inferir o valor das frequéncias e dos autovetores. Pode-se também estimar as energias modais,
Se quisermos obter um sistema discreto de » graus de liberdade, devemos selecionar
criteriosamente n pontos do sistema continuo para com eles estabelecer as relagdes dos
autovetores. Devemos também conhecer » energias cinéticas modais do sistema continuo,
bem como n frequéncias naturais. Assim, podemos definir as seguintes grandezas:

- Epnw © matriz diagonal cuja diagenal contém as energias cinéticas modais do sistema coni-
nuo.

- Upxn: matriz cujas colunas sdo os autovetores do sistema continuo.

- Diag(@?): matriz diagonal cuja diagonal contém as frequéncias naturais (circulares) do

sistema continuo.

Para que as trés condigdes impostas sejam obedecidas em cada modo de vibrar do
sisterna discreto, a seguinte relagiio deve ser observada:

2
EY = Yo" Mo, (1)
[ 2 13 H

onde o subscrito / indica 0 modo de vibragio, @ € o autovetor e M é a matriz matriz massa do
sistema discreto. O subscrito d indica sistema discreto e o superscrito A indica que esta € a
energia normalizada de acordo com os autovetores do sistema continuo.

Escrevendo a equaglo 1 para cada modo ¢ compactando, podemos expressar as
restrigdes por:

I_. .
E== Dlag(a)f‘}b ‘MU (2)
onde o superscrito N foi omitido por ji se saber que a matriz das energias dve ser aquela ja

definida anteriormante para o sistema continuo.

Podemos definir uma matriz de normalizagdo das energias, a saber;
. -t
¥ =2 Diag{0}) E (3)

Repare que a nica grandeza desconhecida na equaciio 2 é a matriz de massa M, que &,
entfo, calculada por:

M=U"TyUu" (4
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Para o calculo da matriz rigidez considermos o sistema em vibragio linear, de forma
que a seguinte relagfo deve ser observada:

U"KU = Diag(w? JU™U (5)
onde K € matriz de rigidez. Assim temos
K = U Diag(es} J#U" (6)

Pontos especiais podem ser selecionados se desejarmos que a matriz de massa seja
diagonal, mas isto nem sempre € possivel. Para uma viga com condigdes de apoio iguais, por
exemplo, obtem-se uma matriz de massa diagonal se os pontos forem escolhidos de forma
simétrica ao longo da viga. Para vigas com condi¢des de contorno ndo simétricas, tal como
uma viga engastada-apoiada, pode-se fazer uma varredura procurando pelos melhores pontos.
Para uma matriz massa de ordem 2, iemos apenas uma posi¢io a zerar se quisermos uma
matriz diagonal {a matriz ¢ simétrica). Neste caso o trabalho é relativamente facil. No

entanto, para uma matriz de ordem 3, por exemplo, quereremos zerar trés fungdes ao mesmo
tempo ¢ isto pode ndo ser possivel.



