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Resumo

Santana, André Pereira, Formulagdes dindmicas do método dos elementos de contorno aplicado
a andlise de placas finas de compositos laminados, Campinas,: Faculdade de Engenharia

Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, 2008. 114 p. Dissertacdo (Mestrado)

Este trabalho apresenta formulagdes dindmicas do método dos elementos de contorno para
a analise de placas finas anisotropicas. As formulagdes utilizam solugdes fundamentais da elasto-
estatica e os termos de inércia sdo tratados como forcas de corpo. As integrais de dominio
provenientes de forcas de corpo sdo transformadas em integrais de contorno usando o método da
reciprocidade dual (DRM) e o método da integracdo radial (RIM). No DRM, ¢ escolhida uma
solu¢do particular e a fun¢do de aproximacdo ¢ obtida usando a equagdo de equilibrio. No RIM,
quatro fun¢des de aproximagdo sdo usadas. Sdo implementados formula¢des para analise modal e
analise transiente de placas finas. Na analise modal, a formulagfo integral é transformada em um
problema de auto-valores e auto-vetores onde os auto-valores est@o relacionados as frequéncias
naturais e os auto-vetores sdo os modos de vibrar. Na analise transiente, a integracdo no tempo ¢é
realizada usando o método de Houbolt. Apenas o contorno é discretizado em todas as
formulagdes implementadas. Os resultados numéricos mostram boa concordincia com o0s

resultados disponiveis na literatura e também com resultados do método dos elementos finitos.

Palavras Chave

Métodos dos elementos de contorno, método da integragdo radial, método dos elementos de

contorno de reciprocidade dual, placas, materiais compdsitos, dindmica de placas.
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Abstract

Santana, André Pereira, Dynamic formulations of the boundary element method applied to thin
plates of composite laminates, Campinas,: Faculdade de Engenharia Mecénica,
Universidade Estadual de Campinas, 2008. 114 p. Dissertacdo (Mestrado)

This work presents dynamic formulations of the boundary element method for the analysis
of anisotropic thin plates. Formulations use elastostatic fundamental solutions and inertia terms
are treated as body forces. Domain integrals that come from body forces are transformed into
boundary integrals using the dual reciprocity boundary element method (DRM) and the radial
integration method (RIM). In the DRM, a particular solution is chosen and a approximation
function is obtained using the equilibrium equation. In the RIM, four different approximations
functions are used. Formulations for modal and transient analysis are implemented. In the modal
analysis, the integral formulation is transformed in a eigen-value and eigen-vector problem where
the eigen-values are related to natural frequencies and the eigen-values stand for vibration shape
modes. In the transient analysis, the time integration is carried out using the Houbolt method.
Only the boundary is discretized in all implemented formulations. Numerical results show good

agreement with results available in literature as well as finite element results.

Key Words

Boundary element method, radial integration method, dual reciprocity boundary element method,

plates, composite materials, dynamic of plates.

X



Sumario

1 Introducgao

1.1

1.2

1.3

14

2.1

2.2

2.3

24

2.5

2.6

Consideragoes sobre materiais compésitos . . . . . . . . . ... L.

Consideragoes sobre placas anisotrépicas . . . . . . . . . . .. .. ... ...

Evolucao do método dos elementos de contorno . . . . . . .. ... .. ...

Descricao do presente trabalho . .

Materiais Compésitos

Definicao . . . . . .. . ... ...

Componentes constituintes de um material compédsito . . . . . . . . . . . ..

221 Fibras .. ... ... ...
2.2.2 Matrizes . . . .. ... ..

Interesse dos materiais compédsitos

Aplicacoes dos materiais compdsitos . . . . . . ...

Laminados . . . . . . . ... ...

Equagao constitutiva do laminado

10

10

12

14



Teoria da Flexao em Placas Anisotrépicas Finas 16
3.1 Relagoes bésicas para placas finas . . . . . . .. ... 17

3.2 Transformacao de coordenadas para momentos e forcas cortantes . . . . . . . 26

O Método dos Elementos de Contorno para Flexao em Placas Anisotréopicas 29

4.1 Formulagao integral . . . . . . . . . ... 29
4.2 Solugao fundamental de deflexdo para uma carga pontual . . . . . . . . . .. 37
4.3 Integrais analiticas e numéricas . . . . . . . . ... L. 45
4.4 Elementos Quadraticos . . . . . . . . . .. 45
4.5 Equagao matricial . . . . . ... 49

Transformacgao das integrais de dominio em integrais de contorno para

flexao em placas anisotrépicas 54
5.1 Transformacao exata . . . . . . . . . ... 55
5.2 Método da reciprocidade dual -DRM . . . . . ... ... oL 61
5.3 Método da integragao radial - RIM . . . . .. ... ... ... L. 67
Formulagoes dinamicas para elementos de contorno 72
6.1 Problemas de vibragoes livres sem amortecimento . . . . . . . ... ... .. 72
6.2 Problemas transientes . . . . . .. ..o 74
Resultados numéricos 77
7.1 Aplicacdo do DRM e RIM na anédlise modal de placas ortotrépicas . . . . . . 77

X1



7.2 Aplicacao do DRM e RIM na anélise transiente de placas ortotropicas . . . . 83

7.2.1 Placa quadrada apoiada nos quatro lados sob carga uniformemente

distribuida . . . . . .. L 3

7.2.2 Placa quadrada engastada nos quatro lados sob carga uniformemente

distribuida . . . . . . .o 93

7.2.3 Placa engastada-livre sob carga uniformemente distribuida . . . . . . 98

8 Conclusoes 106
8.1 Consideragoes finais . . . . . . . . .. 106

xii



Simbolos

Letras gregas

o= Angulo.

¢ = Deformagao normal.
o= Angulo.

I' = Contorno.

v = Deformacao cisalhante.
1 = Raiz do polinomio caracteristico.
v = Razao de Poisson.

2 = Dominio.

9 = Angulo.

p = Distancia.

o = Tensao normal.

7 = Tensao cisalhante.

Letras arabicas

b = Forga de corpo.

C, K = Constantes.

D = Matriz de rigidez de flexao.
D’ = Matriz D transformada.

d; = Parte real de p.

xiii



E = Moédulo de elasticidade.

e; = Parte imaginaria de p.

g = Forca elementar.

M, m = Momentos.

N = Funcao de interpolagao.

n = Vetor normal ao contorno.

) = Ponto campo.

Q = Matriz de rigidez.

Q = Matriz de rigidez transformada.
q = Forca distribuida.

R; = Funcao.

i, Siy Gi, p; = Constantes.

S; = Funcao.

T = Matriz de transformacao.

t = Espessura da placa.

u, v = Deslocamentos no plano.

V' = Forga cortante equivalente de Kirchhoff.

w = Deslocamento transversal.

z = Distancia transversal do plano médio a um ponto.

Subscritos

I' = Contorno.

2 = Dominio.

1, 2, 3 = Direcoes principais.

¢ = Compressao, elemento continuo.
d = Elemento descontinuo.

L = Direcao longitudinal as fibras.
n = Diregao normal.

s = Direcao tangencial.

Xiv



T = Diregao transversal as fibras.

t = Tracao.

x, Yy, z = Kixos do sistema de coordenadas.

Sobrescritos

1, 2, 3 = Nés do elemento.

* = Solugoes fundamentais.

XV



Lista de Figuras

2.1

2.2

2.3

2.4

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

4.1

4.2

Compdsitos com reforgo tipo: (a) unidirecional; (b) tecido bidirecional; (c)

fibras picadas; e (d) manta continua. . . . . ... ... ...,

Boeing 787 - Principais aplicagoes estruturais em materiais compositos. Crédito:

The Boeing Company.

Mercedes-Benz SLR McLaren - Chassi construido em fibra de carbono. Crédito:

Portal Mercedes-Benz

Brasil. . . . . ...

Lamina compdsita reforcada com fibras longas unidirecionais. . . . . . . . . .

Placa Fina. . . . ..

Tensoes em um elemento de placa . . . . . . . . .. ...

Forgas e momentos em um elemento da placa . . . . . . . .. ... .. ...

Deformagao em um elemento da placa. . . . . . . . . ... ... ... .. ..

Posigoes inicial e final

de um elemento de placa. . . . . ... ... ... ...

Compésito laminado com quatro laminas . . . . . . . ... .. .. ... ...

Canto 7 do contorno da placa. . . . . . . . . .. ... ... ... ... ...

Solugao fundamental

Xvi

11

12

13

16

18

19

20

21

23

34

37



4.3

4.4

5.1

5.2

6.1

7.1

7.2

7.3

7.4

7.5

7.6

7.7

7.8

7.9

7.10

7.11

7.12

Dominio bidimensional dividido em elementos de contorno. . . . . . . . . ..

Elemento quadratico descontinuo. . . . . . . . . .. ... ... ...

Transformagao da integral de dominio em integral de contorno. . . . . . . . .

Posigao dos pontos no dominio. . . . . ... ..o

Dominio com o contorno I'; restrito e o contorno I'y livre. . . . . . . . . . ..

Discretizacao da placa retangular. . . . . . . ... ... ... L.
Modo 1 (Simplesmente apoiada). . . . . . ... ... ... ... .. ...
Modo 2 (Simplesmente apoiada). . . . .. .. ... Lo
Modo 3 (Simplesmente apoiada). . . . .. ... ... Lo
Modo 4 (Simplesmente apoiada). . . . .. .. ... Lo L
Modo 5 (Simplesmente apoiada). . . . . . . ... ...
Placa quadrada ortotrépica apoiada. . . . . . . . ... ... ... ..
Carregamento tipo fungao degrau. . . . . . . .. . ...

Deslocamento vertical do né central da placa com o tempo sujeita a variacao

de pontos internos. . . . . . . . ..

Deslocamento vertical do né central da placa em fungdo do tempo sujeita a

variacao do numero de elementos. . . . . . . . ... L

Deslocamento vertical do né central da placa com o tempo sujeita a variagao

do passo de tempo. . . . . ...

Mapa de cor do deslocamento vertical do né central. . . . . . . . . ... ...

Xvil

46

47

56

69

73

78

80

81

81

82

82

84

85

86

87

88

89



7.13

7.14

7.15

7.16

7.17

7.18

7.19

7.20

7.21

7.22

7.23

7.24

7.25

7.26

7.27

Deslocamento vertical do né central da placa com uso de diferentes fungoes de

AProXiMACAO. . . .+« v v e e
Deslocamento vertical do né central da placa com o uso do DRM e RIM.

Deslocamento vertical do né central da placa obtidos para diferentes razoes

entre modulos de elasticidade. . . . . . ... ... 0oL
Placa quadrada ortotrépica engastada. . . . . . . ... .. ... ...

Deslocamento vertical do né central da placa com o tempo sujeita a variagao

de pontos internos. . . . . . ... ...

Deslocamento vertical do né central da placa com o tempo sujeita a variacao

do numero de elementos. . . . . . ...

Deslocamento vertical do né central da placa com o tempo para diferentes

passos de tempo. . . ... e
Mapa de cor do deslocamento vertical do né central. . . . . . . ... ... ..
Placa quadrada ortotrépica engastada em um lado e livre em trés lados. . . .

Deslocamento vertical do né central da placa com o tempo sujeita a variacao

de pontos internos. . . . . ...

Deslocamento vertical do né central da placa com o tempo sujeita a variagao

do numero de elementos. . . . . . . ..

Deslocamento vertical do né central da placa com o tempo para diferentes

passos de tempo. . ... ..
Instabilidade do passo de tempo AT =6,0137 x 10™%s. . . . . . .. ... ..
Mapa de cor de placa engastada-livre. . . . . . . . .. ... ... .. ... ..

Placa quadrada ortotrépica engastada em um lado e livre em trés lados. . . .

Xviil

90

91

92

93

94

95

96

97

98

99

100

102



7.28 Placa quadrada ortotrépica engastada em um lado e livre em trés lados. . . . 105

XX



Lista de Tabelas

7.1 Frequéncias naturais calculadas analiticamente e obtidas pelo DRM e pelo RIM. 79

XX



Capitulo 1

Introducao

O presente trabalho trata de trés assuntos: os materiais compdsitos, as placas e o
método dos elementos de contorno. A seguir sdo apresentadas as razdes para a escolha desses

trés assuntos como objeto de estudo, bem como um pouco de sua histéria.

1.1 Consideracoes sobre materiais compodsitos

Intimeras conquistas tecnolégicas recentes, principalmente as relacionadas com as aplica-
coOes relevantes em dreas tais como aerondutica, aeroespacial, petroquimica, naval, bioen-
genharia, automobilistica, construcao civil, de artigos esportivos, entre outras, somente
se tornaram vidveis apds o advento dos materiais compdsitos estruturais ou simplesmente
compdsitos. Esta classe de materiais é bastante ampla e abrangente, compreendendo desde
os polimeros reforgados com fibras, os materiais hibridos metal /compdsito, os concretos es-

truturais e outros compdsitos que incorporam matriz metdlica ou ceramica.

Embora a associacao do termo compodsitos esteja ligada as chamadas tecnologias de
ponta, nas quais pecas e dispositivos oriundos desse material sao empregados em componentes
utilizados em satélites, aeronaves e helicépteros, implantes ortopédicos e odontolégicos bio-

compativeis, veiculos de Férmula 1, plataformas maritimas de petrdleo, pontes, telescopios,



instrumentos musicais, e estruturas inteligentes em geral, a origem desta importante classe
de materiais remonta a milhares de anos, uma vez que as madeiras, os 0ssos e os tecidos mus-
culares sdo exemplos notéveis em termos de eficiéncia estrutural dos chamados compdsitos

naturais.

As pesquisas por materiais de alta resisténcia, alta rigidez e baixo peso impuseram ciclos
histéricos na aplicagdo de materiais na industria aerondutica. Partindo do uso da madeira,
passando pelas ligas de aluminio e magnésio, chega-se ao estado atual, no qual a industria
aeroespacial estd, cada vez mais, substituindo o uso de metais pelo uso de compdsitos.
A principio com utilizagdo restrita a aeroespacial, atualmente a utilizacao dos materiais
compositos modernos vem se estendendo aos mais diversos ramos industriais. O motivo
desse crescimento é que esses materiais apresentam caracteristicas bastante desejavéis para
muitas aplicacoes em engenharia. Devido a sua grande importancia, os materiais compdsitos
tém sido objeto de muitos estudos, com vérios livros publicados sobre o assunto (Agarwal e

Broutman, 1990, Gibson, 1994 e Hull e Clyne, 1996).

1.2 Consideragoes sobre placas anisotrépicas

A adocao de hipdteses simplificadoras, visando analisar a placa como um elemento bidi-
mensional, fez surgir diferentes teorias para verificar o comportamento geral desta superficie
estrutural. Kirchhoff (1850) estabeleceu as hipéteses fundamentais da teoria de placas fi-
nas, derivando a expressao da energia potencial para uma placa inclinada e aplicando o
principio dos trabalhos virtuais para obter uma equacao diferencial, onde a rigidez a flexao
foi definida em termos do médulo de Young e coeficiente de Poisson. Adicionalmente, ele
percebeu que as trés condigoes de contorno naturais propostas por Poisson (1829) nao eram
compativeis com a natureza de quarta ordem da equacao diferencial obtida e mostrou que
estas poderiam ser reduzidas a duas condigoes de contorno naturais. Esta teoria nao leva em
conta o efeito da deformacao pelo esforco cortante, assumindo-se que retas normais ao plano
médio da placa permanecem normais apds a deformacao. As hipdteses apresentadas por

Kirchoff resultaram em uma equacao diferencial de quarta ordem, na qual o deslocamento



¢ dado em funcao de duas coordenadas no plano médio da placa. Esta equacao pode ser
uma eficiente representacao do comportamento de placas finas para pequenos deslocamen-
tos, apresentando boa precisao de resultados para uma grande variedade de carregamentos
e geometrias. Entretanto, a teoria desenvolvida por Kirchhoff ndo apresenta bons resultados
quando sao analisadas placas de maior espessura. Mindlin (1951) formulou uma teoria para
analisar placas moderadamente espessas onde, assumindo-se que as distor¢oes que ocorrem
na espessura sao constantes, as tensoes sao obtidas a partir da geometria imposta para as
deformagoes. O sistema de equagoes diferenciais obtido é de sexta ordem e também satis-
faz as trés condicoes de contorno requeridas. As formulacgbes apresentadas por Kirchhoff e
Mindlin podem ser consideradas como expressivas contribuigoes para o aprimoramento da

teoria bidimensional de placas.

1.3 Evolucao do método dos elementos de contorno

Atualmente a simulacdo computacional de fenémenos fisicos de problemas de engen-
haria tem sido uma das principais ferramentas que auxiliam os engenheiros no desenvolvi-
mento de projetos. Varios fendmenos fisicos, nas diversas areas do conhecimento, podem ser
representadas por equagoes diferenciais parciais. Em casos préticos porém, dificilmente essas
equagoes possuem solugoes analiticas. Por isso, métodos numéricos sao empregados para
se obter uma solucao aproximada das equagoes que governam o problema. Problemas en-
volvendo andlises térmicas, andlises de tensoes, escoamento de fluidos, eletromagnetismo, s
para citar alguns, podem ser modelados sob as variadas condigoes de contorno com o objetivo
de simular computacionalmente as condicoes reais de servigo de um determinado componente
mecanico. Essa pratica tem sido cada vez mais utilizada atualmente, pois proporciona uma
significativa economia de tempo e recursos financeiros durante o desenvolvimento de proje-
tos. Varios ensaios praticos e a construcao de prototipos, que outrora eram indispensavéis,
podem ser substituidos por uma simulacao computacional adequada feita por um programa
de andlise numérica. Dentre os métodos ntimericos que mais se destacam no tratamento de

problemas estruturais estdao o método dos elementos finitos (MEF) e o método dos elemen-



tos de contorno (MEC). A obtencao de uma férmulagao de elementos de contorno possue
como atrativo a possibilidade de reduzir o nimero de dimensoes do problema o que leva a
um conjunto reduzido de equacoes e a uma quantidade menor de dados requeridos para a
computacao. Embora a idéia de reducao do nimero de dimensoes do problema pelo uso de
uma formulacao integral de contorno seja conhecida desde o final do século XIX, o MEC,
na forma como é apresentado hoje, s6 se desenvolveu quase 80 anos depois, quando Rizzo
(1967) apresentou a formulacdo das equagoes integrais singulares, com as varidveis fisicas
acopladas umas as outras na formulagao direta do método. A partir disso, o MEC se desen-
volveu de forma bastante rdpida, sendo atualmente um método bem estabelecido, com vasta
bibliografia publicada (Brebbia e Dominguez, 1989; Dominguez, 1993; Kane, 1994; Wrobel,
2002; Aliabadi, 2002; Gaul et al., 2003). As primeiras aplicagbes do MEC em andlise de
placas anisotrépicas comegaram a surgir na década de 80. Wu (1980) e Altiero et al. (1981)
apresentaram a solucao fundamental anisotrépica para placas numa aplicagao do método in-
direto dos elementos de contorno. A mesma solugao fundamental foi usada por Shi e Benzine
(1988) e Rajamohan e Raamachandran (1999) na andlise de placas anisotrépicas pelo método
direto dos elementos de contorno e pelo método de simulacao de carga, respectivamente. Na
mesma linha dos trabalhos anteriores, Albuquerque et al. (2006) apresentaram uma andlise

de flexdo em compdésitos laminados.

Uma alternativa para se tratar problemas elastodinamicos é o método dos elementos
de contorno de reciprocidade dual (Brebbia e Nardini 1982) e integragao radial (Gao, 2002 e
Albuquerque, Sollero e Paiva, 2007). Nesta formulagao sao usadas as solugoes fundamentais
da elastostatica para problemas dinamicos, sendo que a integral de dominio proveniente do
termo de inércia é transformada em uma soma de integrais de contorno. A primeira aplicagao
do método dos elementos de contorno de reciprocidade dual (DRM) para o tratamento de
problemas dindmicos em materiais anisotrépicos foi proposta por Schlar e Partridge (1993)
para problemas estaciondrios tridimensionais e por Albuquerque, Sollero e Aliabadi (2002)
para problemas transientes bidimensionais. Além destes trabalhos, o DRM também foi usado
para andlise materiais anisotrépicos por Albuquerque el al. (2003a, 2003b, 2004) e Kogl e
Gaul (2002, 2003).



1.4 Descricao do presente trabalho

A motivagao para o desenvolvimento de uma formulagao de elementos de contorno para
andlise do comportamento mecanico dos materiais compésitos advém da crescente utilizacao
desses materiais devido as suas excelentes propriedades mecanicas. O método dos elementos
de contorno vem sendo desenvolvido hé varias décadas e através dos anos se consolidando
como uma ferramenta de andlise computacional extremamente util em véarias disciplinas de
engenharia. Entretanto, a andlise de problemas de materiais anisotropicos usando o método
dos elementos de contorno ainda demanda muita pesquisa. Neste trabalho, sao apresentadas
formulagdes do método dos elementos de contorno para andlise de problemas dinamicos de
placas finas. Foram abordados, a analise modal e a andlise de problemas transientes. O
unico trabalho que faz andlise modal de placas anisotrépicas encontrado na literatura foi o
apresentado por Albuquerque, Sollero e Paiva (2007). Nao foi encontrado na literatura qual-
quer trabalho que faz a anédlise transiente de placas anisotrépicas. A precisao dos resultados
numéricos apresentados no presente trabalho é analisada pela comparagao com resultados
analiticos e numéricos obtidos na literatura e com resultados numéricos obtidos usando-se o

método dos elementos finitos. O presente trabalho é disposto de 8 capitulos.

No Capitulo 2 é apresentada uma classificacao dos compdsitos quanto a sua forma e

uma visao geral sobre suas caracteristicas, tais como: composicao, interesse e aplicagoes.

No Capitulo 3 sdo apresentados algumas consideragoes em que se baseiam as teorias de

placas finas. Sera obtida a equagado de equilibrio de placas finas em termos da deflexao.

No Capitulo 4 a formulagao de elementos de contorno ¢ apresentada de forma detalhada.
Sera apresentada a obtencao da equacao integral de contorno. Também serd apresentada a
obtencao da solucao fundamental anisotropica, tratamento de integrais analiticas e numéricas

e os tipos de elementos de contorno usados.

No Capitulo 5 sdo apresentadas trés formulagdes alternativas para o tratamento de
integrais de dominio na formulacdo de elementos de contorno. A primeira alternativa é fazer

a transformagao exata da integral de dominio proveniente da carga distribuida em integral de



contorno. A segunda e terceira alternativa é transferir os efeitos da integral de dominio para

o contorno usando-se o método da reciprocidade dual e da integragao radial, respectivamente.

No Capitulo 6 é apresentada uma metodologia para andlise modal e transiente de placas

anisotrdpicas.

No Capitulo 7 sao apresentados alguns resultados numéricos obtidos com as rotinas
implementadas. Através da analise modal sdo determinadas as frequéncias naturais e os
modos de vibrar de estruturas anisotrépicas e através da andlise transiente se calcula os

campos de deslocamento de estruturas anisotropicas no dominio do tempo.

Por fim, no Capitulo 8 sdo apresentadas as consideragoes finais e conclustes obtidas
através da analise dos resultados apresentados nesta dissertacao. Também sao citados temas

do presente trabalho que ainda demandam pesquisa.



Capitulo 2

Materiais Compositos

2.1 Definicao

Um material compésito (ou composto) é formado pela uniao de dois materiais de na-
turezas diferentes, resultando em um material de performance superior aquela de seus com-
ponentes tomados separadamente. O material resultante é um arranjo de fibras, continuas ou
nao, de um material resistente (refor¢o) que sdo impregnados em uma matriz de resisténcia
mecanica inferior as fibras. Apé6s décadas de uso restrito em alguns setores da industria, como
na area de missies, foguetes e aeronaves de geometrias complexas, os compésitos poliméricos
estruturais, também denominados avangados, tém ampliado a sua utilizacdo em diferentes
setores da industria moderna, com um crescimento de uso de 5% ao ano (Rezende e Botelho,
2008). Atualmente, a utilizagao de estruturas de alto desempenho e com baixo peso tem sido

buscada também nas industrias automotiva, esportiva, de construcao civil, entre outras.



2.2 Componentes constituintes de um material compdésito

2.2.1 Fibras

A fibra é o elemento constituinte que confere ao material compdsito suas caracteristicas
mecanicas: rigidez, resisténcia a ruptura, etc. As fibras podem ser curtas, medindo centimetros,
que sao injetadas no momento da moldagem da peca, ou longas, que sao cortadas apds a
fabricagdo da peca. Os compdsitos obtidos com fibras continuas podem apresentar reforgo
unidirecional, reforco bidirecional (tecidos), fibras picadas e manta continua. Nestes casos, o
material é moldado de forma que, em cada camada do compdsito, as fibras sdo continuas e

dotadas de diregoes preferenciais (Figura 2.1).
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(c) Fibras picadas (d} Manta continua

Figura 2.1: Compdsitos com reforgo tipo: (a) unidirecional; (b) tecido bidirecional; (c¢) fibras

picadas; e (d) manta continua.



Se considerarmos que os compdésitos esquematizados na Figura 2.1 sao fabricados a
partir de uma mesma matriz e de um tipo especifico de fibra e submetidos a esforcos de
tragao longitudinais, pode-se verificar diferencas em relagao a eficiéncia de comportamento
mecanico. Os compdsitos obtidos a partir de laminas com fibras unidirecionais e tecidos
bidirecionais tendem a ser muito mais eficientes estruturalmente em relacdo aos compdsitos
obtidos com fibras picadas e mantas continuas. No caso da Figura 2.1a, a resisténcia mecanica
e a rigidez teriam maiores valores na direcao longitudinal, em relacao a Figura 2.1b, onde
os resultados de resisténcia mecanica e rigidez apresentariam valores intermediarios. Nas
Figuras 2.1c e 2.1d, os valores de resisténcia mecanica e rigidez seriam menores que nas
situagoes anteriores. Entretanto, tal fato so se verifica para esfor¢os mecanicos longitudinais.
Se os esforgos fossem aplicados transversalmente, o melhor desempenho ocorreria na Figura
2.1b, e o pior desempenho, na Figura 2.1a. Estas tendéncias indicam que a orientacao
das fibras em relagao aos esforgos aplicados, considerando-se o fato de serem continuas ou
nao, influénciam significativamente nas propriedades mecanicas dos compésitos (Flaminio e
Pardini, 2006). Os tipos mais comuns de fibras sao: de vidro, de aramida (kevlar), carbono

e boro.

2.2.2 Matrizes

As matrizes tem como funcao principal transferir as solicitagbes mecanicas as fibras e
protegé-las do ambiente externo. As matrizes podem ser resinosas (polyester, epdxi, etc),
minerais (carbono) e metélicas (ligas de aluminio). A escolha entre um tipo de fibra e uma
matriz depende fundamentalmente da aplicacdo ao qual serd dado o material composito:
caracteristicas mecanicas elevadas, resisténcia a alta temperatura, resisténcia a corrosao, etc.
O custo em muitos casos pode também ser um fator de escolha entre um ou outro componente.

Deve ser observada também a compatibilidade entre as fibras e as matrizes.



2.3 Interesse dos materiais compositos

O interesse dos materiais compositos esta ligado a dois fatores: econdmico e desem-
penho. O fator economico vem do fato do material composto ser muito mais leve que os
materiais metdlicos, o que implica numa economia de combustivel e consequentemente, num
aumento de carga 1til (vantagens especiais nas dreas aerondutica e aeroespacial). A redugao
na massa total do produto pode chegar a 30% ou mais, em funcao da aplicacao dada ao
material compdsito. O custo de fabricagao de algumas pegas em material compdésito pode ser
também sensivelmente menor se comparado com os materiais metalicos. O fator performance
esta ligado a procura por um melhor desempenho de componentes estruturais, sobretudo no
que diz respeito as ca-racteristicas mecanicas (resisténcia a ruptura, resisténcia a ambientes
agressivos, etc.). O cardter anisotrépico dos materiais compdsitos é o fator primordial para
a obtencao das propriedades mecanicas requeridas pelo componente. A leveza, juntamente
com as excelentes caracteristicas mecanicas, faz com que os materiais compositos sejam cada

vez mais utilizados dentro de atividades esportivas.

2.4 Aplicacoes dos materiais compositos

A aplicacdo dos materiais compésitos surgiu inicialmente na area aeronautica devido
a necessidade de estruturas de alto desempenho e baixo peso. Atualmente, uma grande
variedade de pegas em materiais compoésitos pode ser encontrada nos avides em substituigao
aos materiais metalicos: fuselagem, spoilers, portas de trem de aterrissagem, portas internas,

ete. (Figura 2.2).

Em muitos destes componentes, sua concepcao foge da definicao dada inicialmente
para materiais compdsitos, pois nestes casos os componentes sao fabricados normalmente
por placas de baixa densidade, contra-placadas por placas finas de alta resisténcia. HEsta
configuracao normalmente é dita sanduiche. De uma forma mais ampla, estas configuracoes
sao também consideradas materiais compdsitos, pois combinam diferentes materiais. Den-

tro da drea aerondutica, os helicopteros possuem também varios componentes em material
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Materials used in 787 body

" Fiberglass W Carbon laminate composite - Total materials used
| Aluminum I cCarbon sandwich composite © By weight
Aluminum/steel/titanium : Other
steel 3% composites

10% 50%

itanium
15%

Aluminum
20%

By comparison, the 777 uses 12 percent
composites and 50 percent aluminum,

Figura 2.2: Boeing 787 - Principais aplicagoes estruturais em materiais compésitos. Crédito:

The Boeing Company.

composito: péds da hélice principal, hélice traseira, arvore de transmissio, fuselagem, etc.

A utilizacdo dos materiais compdésitos dentro da industria automobilistica é bem mais
recente do que na area aeronautica. Inicialmente, eram produzidos somente parachoques
e tetos de automédveis. Atualmente, o material compdsito é utilizado para a fabricacao
de capots, carters de 6leo, colunas de direcao, arvores de transmissao, molas laminadas,
painéis, etc. Uma das grandes vantagens trazidas para o meio automobilistico pelos materiais
compositos €, além da reducao do peso, a facilidade em confeccionar pegas com superficies
complexas (Figura 2.3). Uma atividade esportiva notéria que emprega material compésito é

a Formula 1, que pode ser considerada como um laboratério para as inovagoes tecnolégicas.

Em muitos casos, o que se emprega dentro dos carros de Férmula 1 serd utilizado futura-
mente nos carros de passeio. Neste caso, o aumento da relagao poténcia/peso é fundamental
para um bom desempenho do carro nas pistas. A configuragao mais freqlientemente utilizada

nestes carros é do tipo sanduiche que é utilizada para a confeccao da carroceria.

Em praticamente todas as atividades esportivas, a reducao do peso estd diretamente

ligada a reducao do tempo de execugao de uma prova esportiva. Como exemplo disto, pode-
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Figura 2.3: Mercedes-Benz SLR McLaren - Chassi construido em fibra de carbono. Crédito:

Portal Mercedes-Benz Brasil.

mos citar: barcos a vela, skis, bicicletas, etc. Em alguns casos, o que se procura € a agilidade,
e a perfei¢ao, como no ténis, com suas raquetes; no golf, com seus tacos; e no surf, com suas

pranchas.

2.5 Laminados

Os materiais compdsitos sao, na maioria dos casos, utilizados na forma de laminados,
onde as laminas sao coladas umas sobre as outras com orientagoes e espessura das fibras
podendo ser diferentes uma das outras. Segundo Homes e Just (1983), as propriedades
elasticas de uma lamina de material compésito reforcado com fibras longas unidirecionais
(Figura 2.4) podem ser avaliadas a partir de uma visdo macroscépica, considerando esta
lamina como um material homogéneo. Assim, qualquer propriedade elastica (C') desta lamina

pode ser expressa como:
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C = C(Ef,l/f7Vf,Em,I/m,Vm) (21)

onde os subscritos f e m referem-se respectivamente a fibra e a matriz. £ é o médulo de
elasticidade, v é a razao de Poisson e V é a proporgao em volume de cada componente da

lamina composita.

f Matriz

Figura 2.4: Lamina compdsita reforcada com fibras longas unidirecionais.

As propriedades eldsticas necessarias para a determinagao do comportamento da lamina,

e posteriormente do laminado, sao:

e O mddulo de elasticidade longitudinal (na diregao das fibras) (E£L).

O médulo de elasticidade transversal (ortogonal as fibras) (Er).

e O mddulo de cisalhamento (Grr).

A razao de Poisson principal (vr7).

A razao de Poisson secundéria (v7p,).

Os subscritos L e T referem-se respectivamente as dire¢oes longitudinal e transversal a
dire¢ao das fibras. Holmes e Just (1983) apresentam as relagoes entre as propriedades dos

componentes da lamina, fibra e matriz, e as propriedades da lamina, dadas por:
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E;, = (Ef — Em) Vf + E,, (22)

vt = (Vf — Vm) Vf + Vm (23)
E¢E,,
Er = 2.4
4 EnVi+ E;(1—Vp) (24)
E
vrp = VLTFz (2-5)
GGy,
G — 2.6
v GnVi + Gy (1= V) (2:6)
onde Gy = 2 e G,y = Em .
= o(wy) U™ T 20-vm)

Ainda segundo Holmes e Just (1983), estes resultados tedricos sdo consistentes com

resultados experimentais, desconsiderando os efeitos do tempo de ensaio e da temperatura.

2.6 Equacao constitutiva do laminado

Como apresentado por Agarwal e Broutman (1990), as tensdes em cada lamina pode

ser calculada a partir das deformagoes através da relagao:

Oz Qu Qun Qu €z
oy (= | Qua Qu Qo & (> (2.7)
Ty @16 626 666 Vay
onde, a matriz [@] ¢ dada por:
@] =1 QT (2.8)

A matriz de transformagao [T'] é dada por:
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m? n? 2mn

T]=1] n* m> —2mn (2.9)

—mn mn m2—n2

sendo

m = cosf (2.10)

n = senf (2.11)

onde 6 é o angulo entre as fibras e o sistema de referéncia.

A matriz de rigidez [@Q)] é dada, em termos das constantes de engenharia por:

Er vrrEr
l—vprvrr  l-virvrr
[Q} = virEr Er 0 (212)
l-vprvrn  1—virvrr
0 0 Grr

As tensoes nas diregdes longitudinal e transversal do refor¢co com fibras podem ser

calculadas por:

gy, Oy
or ¢=[T1q o, (2.13)
TLT Tey
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Capitulo 3

Teoria da Flexao em Placas

Anisotropicas Finas

As placas sdo elementos estruturais limitados por duas superficies planas e paralelas

(Figura 3.1) distanciadas entre si de uma grandeza designada por espessura.

Figura 3.1: Placa Fina.

No caso da dimensao da espessura ser muito menor que as dimensoes das superficies
planas limitantes, as placas sdo designadas por placas finas. O plano equidistante das su-

perficies planas externas é designado por plano médio da placa. Considerando as propriedades
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do material, uma placa pode ser anisotrépica, com diferentes propriedades em diferentes
direcoes, ou isotrépica, com propriedades iguais em todas as direcoes. Dependendo de sua
espessura, uma placa pode ser considerada fina ou espessa. Neste trabalho, serd desenvolvida
a formulacdo do método dos elementos de contorno para placas finas anisotrépicas. A teoria

de flexdo em placas finas anisotrépicas esta baseada nos seguintes pressupostos:

1. Os pontos pertencentes a normal ao plano médio da placa antes da deformacao per-

manecem na normal & superficie média fletida.

2. A tensdo normal o, na direcdo normal ao plano médio é desprezivel.

3.1 Relacoes basicas para placas finas

Considere um elemento de placa seguindo os pressupostos ja definidos. A Figura 3.2
mostra este elemento com um estado de tensoes agindo nele e uma forga distribuida aplicada

em sua superficie.

Integrando as componentes de tensao ao longo da espessura da placa podemos definir

os momentos e forcas (Figura 3.3):

t/2
My :/ op2dz, (3.1)
—t/2
/2
my :/ oy2dz, (3.2)
—t/2
t/2 ;
Ty — T ) 3.3
Mgy /t/QT y2dz (3.3)
t/2
qx :/ szdz, (34)
—t/2



Figura 3.2: Tensoes em um elemento de placa

t/2
qQy = / Tyzdz~ (35)

Do equilibrio de forgas e momentos, podemos escrever:

Iz | Ogy
21y — 3.6
om, — Omy,
- Yx = ) 37
e oy 0 (3.7)
omy, — Omy,
—q, = 0. 3.8

Resolvendo as equagoes (3.7) e (3.8) para ¢, e g,, respectivamente, substituindo a

equacao (3.6) e considerando a simetria de momentos (my, = m,,), temos:

0*m, *my,  0°my
+ 2 = —g.
Ox? 0xdy oy?
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Figura 3.3: Forcas e momentos em um elemento da placa

Considere as posicoes inicial e final de um elemento da placa dado por abed paralelo ao
plano médio com lados ab e ad paralelos aos eixos x e y, respectivamente, a uma distancia z

do plano médio (Figura 3.4).

Assumindo que, durante a flexdo da placa, os pontos a, b, ¢ e d, movem-se para a’, b,
c e d', chamando as componentes de deslocamento ug e vy do ponto a nas direcoes x e y

(Figura 3.4), respectivamente, o deslocamento do ponto b na diregao x é dado por:

b — by = u, + g;tdx. (3.10)

Entao, o incremento do comprimento dx na direcao x é dado por:

ou
Adx = —d A1
T = 5-dz, (3.11)
e a deformacao na direcao x é dada por:
Adxr  Ou
= —— = —. 3.12
© dx ox (3.12)
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Figura 3.4: Deformagao em um elemento da placa.
Da mesma forma, podemos escrever:
v
€y = —, 3.13
Yy ay ( )
ou  Ov
= — + —. 3.14

A Figura 3.5 mostra as posigoes inicial e final de uma se¢ao da placa, paralela ao plano
xz, que contém os pontos a, b, n; e ny. A rotagdo do elemento ang, inicialmente na posicao
vertical, é igual a g—:“c’ (Figura 3.5). Entao, o deslocamento do ponto na dire¢do z, a uma

distancia z da superficie média pode ser escrita como:

U= Z?;' (3.15)

Seguindo um procedimento similar, o deslocamento de um ponto na diregao y é dado
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Figura 3.5: Posigoes inicial e final de um elemento de placa.

por:
0
v= —zai;. (3.16)
Substituindo as equagoes (3.15) e (3.16) nas equagoes (3.12), (3.13) e (3.14) pode-se
escrever:

0*w
o = —Z2—=— = ZKg,
ox?
0*w
€y = — 87y2 = Z:‘ﬁly,
0w
Yoy = 2 axay = ZRay- (317)

onde K, ky € Kgy sa0 as curvaturas da placa dadas por:
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Ox?
— 9?2
8w
Ray 2 Ozdy

Integrando ao longo da espessura (Figura 3.6) as equagoes (3.1), (3.2) e (3.3) obtém-se:

My Oz
n hk

m, ¢ = Z/h o, ¢ 2dz (3.19)
k=1""%k-1

m;ﬂy sz

k

Usando-se as equagoes (2.7) e (3.17), a equagcao (3.19) pode ser escrita para um laminado

COomo:

my Qu Q2 Q16 Ry
N by i i ¢ )

my =2 /h Q2 Q2 Q% Ky (7 dz (3.20)
k=1 k=1 | B -

My Qe Q26 Qs X Ray
My Di1 Dyy Dig Ry
my ¢ = | D1z Dy Dag Ky (3.21)
Mgy D¢ Diys Des Ky

n

2 (@), (- 1) (3.22)

k=1

onde hy é a distancia do plano médio do laminado até a interface k (Figura 3.6).

A equagao (3.21) também pode ser escrita como:
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Figura 3.6: Compdsito laminado com quatro laminas

9w 0w 0w
. = —|D D 2D ,
m ( U5a 5 T 1282+ 168x8y>
0w 0w 0w
my = — <D128x2 + D22 ayQ + 2D268 9 ) s (323)
9w 0w 0w
oy = — | D=5+ Dog—=——= + 2D .
Mgy ( 16753 + Do 02 + 66ax8y>
Substituindo as equagoes (3.23) nas equagoes (3.7) e (3.8), pode-se escrever:
PPw Pw PPw Pw]
. = —|D D D 2D¢6) 7—=— + Das——= | »
q o 3+3 165,25y + (D12 + 66)8x6y2+ %58
PPw Pw Pw OPw]
qQy = — D16 03 + (D12 + 2Dﬁﬁ)a 20y + 3DQGW + DQQTy?’_ .
(3.24)
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A equagao (3.9) pode entao ser reescrita usando as equagoes (3.23) como:

Mw 0*w 0*w Mw M
Dyy——+4Dg—— +2(D 2D¢6) === + 4Dy ———— + Dos—— = g. 3.25
15 + 46 0250y +2(D1a + 66)8x28y2 + 4D 0w0y + Do oy g (3.25)

A equacao (3.25) pode ser integrada no plano caracteristico complexo:
Z2 =T+ puy (3.26)

w=d+ie

onde d e e sao as partes real e imagindria de p, respectivamente. Usando a equacao (3.26) e

considerando as forcas de corpo nulas, a equagao (3.25) pode ser escrita como:

0w

91 [D22M4 + 4Dosp® + 2(D1g + 2Dgg) pi? + 4Dy + Du} = 0. (3.27)

A solugao geral para w na equacao (3.25) depende das raizes i1, f2, fi1 € fiz da equacao
caracteristica dada por:
Dagpt* + 4Dggps® + 2(Dig + 2Dgs) > + 4Dygpe + Dyy = 0. (3.28)

As raizes desta equagao, como mostrado por Lekhnitskii (1968), sdo sempre complexas
para materiais homogéneos. As raizes complexas p; = dy +e1i e j1o = ds + et sdo conhecidas
como parametros complexos de deflexdo. Em geral, estas raizes sao nimeros complexos
distintos. Uma expressao geral para a deflexdo tem a forma:

1. no caso de parametros complexos distintos (uy # fi2):

w = w, + 2Re[w (z1) + wa(z2)]. (3.29)
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2. no caso de parametros complexos iguais (1 = p2):

w = w, + 2Re[w1(21) + Z1wa(21)]. (3.30)

onde wy é uma solugao particular da equacao (3.25) que depende da forga distribuida ¢ nas
superficies da placa, w;(z1) e wa(22) sdo fungdes analiticas arbitrarias de varidveis complexas
21 = x + iy e zo = = + ugy. Baseada nas equagoes (3.23) e (3.24), podem ser obtidas

expressoes gerais para forgas e momentos como (para o caso i1 # fa):

m, = mg — 2Re[piw’(z1) + paw”(22)],
my = my —2Re[qiw”(21) + au” ()],
Myy = My, — 2Re[riw” (21) + row” (22)],

Qe = qg — 2Re[p151w”’(z1) + /,LQSQ’[U”/(ZQ)],

@ = ¢ — 2Re[s1w" (z1) + sqw” (22)]. (3.31)

0 0

0 0o 0 o5 - =
onde my, my, my,, ¢, € ¢, sao momentos e forcas cisalhantes correspondentes a fungao wp

calculada pelas equagoes (3.23) e (3.24). As outras constantes sao dadas por:

p1 =D+ D12,u% + 2D1gt1, p2 = D11 + D12M§ + 2Dq6 412,
q1 = Dia + Dagpi} + 2Dag iy, g2 = Dia + Dagpis + 2Dog i,
r1 = Dy + D26,U/% + 2Dgg 1, p2 = Dig + Dzﬁ,u% + 2Dgg 12,
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_ Dn

51 = m + 3Dy + Diy + Despn + Dogpi?, (3.32)
1
Dll 2
89 = s + 3D16 + Dig + Deglia + Dagpis,
2
Y4 P2
S1—TI1r=—, Sg — Ty = —,
M H2
$1+1r = —qp, Sg + 1o = —qaf2.

Expressoes similares podem ser obtidas para o caso onde p; = jo. Estes casos ocorrem

quando:

DH D22 — (D12 + 2D66)2 (333)

D1 = Do =0 (3.34)

Contudo este caso nao serd apresentado neste trabalho (Shi e Bezine, 1988).

3.2 Transformacao de coordenadas para momentos e

forcas cortantes

As componentes de tensao o,, e 7,5, tensoes normal e cisalhante, respectivamente, estao

relacionadas com as tensoes o, 0, € T, POI:

0, = 0,Cc08%a+ oy sin? o + 27,y sin accos a, (3.35)
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Tns = (0y —0y)sinacosa + ngy(cos2 o — sin? a). (3.36)

As componentes de momento, inicialmente escritas considerando os eixos x e y, podem
agora ser reescritas em um sistema de coordenadas genérico n, s (Paiva, 1987). Os momentos

de flexao referentes as diregoes n e s sao dados por:

m, = mgcos®a+m,sin®a + 2m,, sin a cos a, (3.37)

Mps = (my, —my)sinacos a + my,(cos® a — sin® a). (3.38)

Similarmente, ¢,, a forca cisalhante no eixo n, pode ser escrita como:

qnds = q,ds cos o + g,dssin o, (3.39)

ou

(n = @z COS v + gy sin a. (3.40)

Com o objetivo de resolver a equagao diferencial da placa dada por (3.25), é necessério
a imposicao das condigoes de contorno para o deslocamento w e sua derivada g—;‘:. Kirchhoff
(1950) mostrou que as condicoes de contorno da forga cisalhante g, e momento volvente m,,,

podem ser escritas como uma unica condi¢ao dada por:

Om,s

Js

Vo= gn + (3.41)

Como apresentado por Timoshenko e Woinowoski-Kriegr (1959), a flexdo de uma placa
nao é alterada se as forcas horizontais que resultam no bindrio volvente m,ds, agindo em

um elemento de comprimento ds de uma aresta, sao substituidas por duas forcas verticais de
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magnitude m,, e separadas por uma distancia ds. Esta substituicao nao altera a magnitude
dos momentos volventes e produz somente mudancas locais na distribuicao de tensoes na

aresta da placa, deixando a distribuigao de tensoes no restante da placa inalterada.

A outra condigao de carregamento no contorno é o momento m,,.
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Capitulo 4

O Método dos Elementos de Contorno

para Flexao em Placas Anisotrépicas

4.1 Formulacao integral

Usando o teorema de Betti (Kane, 1994), podemos relacionar dois estados de tensao-

deformagao de um material linear como:

/QO'ZjEide:/S;O'ijE;-kde. (41)

Escrevendo o lado direito da equacao (4.1) na notagao de von Karman, temos:

/Qaijs;kde = /Q (amez + 0yey + 02, + TuyVay + TazVer + Ty/y;‘z) dQ. (4.2)

Desconsiderando as tensoes normais & superficie média da placa, a equagao (4.2) é

escrita como:

/Q 0ie5;dQ = /Q (O’I{S; +oye, + Tmy’y;y) ds. (4.3)
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Substituindo as equagoes (3.16) e (3.17) na equagao (4.3), pode-se escrever o primeiro

termo da integral do lado direito da equagao (4.3) como:

0*w 0*w O*w*
/axs d) = / [/ <B11 s+ By +23168x8y) (z - )dz} Q. (4.4)

Integrando (4.4) ao longo da espessura da placa, tem-se:

0w 0?w Pw \ OPw* OPw*
\/QO'xE dQ) = / (Dll + Dlga D) +2D168x8y) 81’2 dQ) = —/ﬂmxwdg (45)

Para obter as equacoes do método dos elementos de contorno, é necessario transformar
as integrais de dominio em integrais de contorno. Considere duas fungoes f(x) e g(z). A

derivada de seu produto pode ser escrita como:

Usando a propriedade de derivagao (4.6) na equagao (4.5), pode-se escrever:

. 0 ow* ow* Om,,
/Q gptd = — /Q [ax <m - ) - } ). (4.7)

Usando o teorema de Green (Kane, 1994), a equagao (4.7) pode ser escrita como:

ow* om
Ld = / 2 cosadl / 4. 4.
/Qa exd m cos adl’ + % O d (4.8)

Aplicando a propriedade de derivagao (4.6) no segundo termo do lado direito da equagao

(4.8), tem-se:

LOmy, L0%my,
/Q 0,,d8) = /mx cosadF—l—/ { (w 9 ) W }dQ. (4.9)
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Depois, usando o teorema de Green, pode-se escrever:

ow* om 9*m
m*sz — My —=— COS g F—/ 2 a0, 4.1
/Qa exd F( Mo cos o + w o cosa)d R d (4.10)

Seguindo um procedimento similar, podemos mostrar que:

* 2
/g)ay€ZdQ:A<—my%jJsina+w*a(;zysina> dF—/Qw*aaZ;de, (4.11)

[ e = [ a O dina +w* 202 gin ot
Tay Vo dS) = — Mgy —— COS O — Myy—— sina + w*—— sina
o ey r Y oy Y Or ox

Oy *m
«Ila ar — [ 20" ST 40, 412
w By cosa) 2w 910y (4.12)

Assim, a equagao (4.3) é escrita como:

/ - 40 / ow* n ow* | n ow* n
oieldQ = — My——— COS O + My ——— SIN ¢ + My —— COS
o 7Y r Ox Y oy Y oy

mxya(;isina) dl"—l—/rw* [(cosaag:f + 32’;@) <sinaag;y + (921;?,)} dl’ —

0?m, 0?m, ?m
* L 4+2 Y Y1 dQ. 4.1
/Qw ( Ox? * 0x0y * Oy? )d (4.13)

Substituindo as equagoes (3.7) e (3.9) e usando a equagao (3.40), a equagao (4.13) pode

ser escrita como:

/ ‘10 — / ow* n ow* . n * N
Qa”sij ==/ My pe cos a + my, a9y sin a + my,, By cos «
8 *
mxyl sina> dF+/w*qndF+/ qw™ds). (4.14)
ox r Q

31



Da relagao entre dois sistemas de coordenadas (x,y) e (n,s) tem-se:

ow*  ow* _ ow” "
ox an (YT gy MM
ég; = 8;; sin o + 852 cos a. (4.15)

Substituindo as equagoes (4.15) na equagao (4.14) tem-se:

/ erdQ / M, COS (Y Ow ow” +
065.dQ) = — - cos o — sin a
o 7Y r on Os
i s + i + o + i +
m, sin o sin « cos o Mgy COS
y o . y COS v o sin « . cos o
Mgy SIN 0 ( 5 SO~ BU; sin a)] dl’ + /Fw*qndf‘ + /ﬂgw*dﬂ. (4.16)

Depois de algumas manipulagoes algébricas, a equagao (4.16) pode ser reescrita como:

. ow* 5 3 .
/QUijgide— —/F{ n (mz cos” o 4 my, sin oz—|—2mxysmoacosoa>+

8;;* [mzy (6032 a — sin? a) + (m, — my) sin a cos a} } dl +

/w*qndF—F/ qw*dS). (4.17)
r Q

Substituindo as equagoes (3.37) e (3.38) na equacao (4.17), tem-se:

ow* ow*
i'fQ:—/ y— ns—=— — quw™ | dT / *dQ). i
/onewd F<m o +m P qw)d + ngd (4.18)
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Calculando o segundo termo da primeira integral do lado direito da equagao (4.18),

temos:

ow* F2

/ Mps——dl' = myw* Omins
r Js

r 0Os

1N

w*dl, (4.19)

onde I'y e I'y sao as coordenadas dos extremos do contorno onde a integracao estd sendo

realizada.

No caso de um contorno fechado sem canto, isto é, a funcao que descreve a curva de
contorno e suas derivadas sao continuas, o primeiro termo do lado direito da equacao (4.19)

desaparece. No caso onde hé cantos, a equagao (4.19) pode ser escrita como:

ow* Ne om
nsidF = - Rc- — - *dF, 4.20
/Fm ds ; e ™ J. 75 ¢ (4.20)
onde
Re, = my,, — My, (4.21)

e 0s termos w,, mj{sl,, m,,, Sao, respectivamente, os valores de deslocamentos e momentos

depois e antes do canto i da placa (Figura 4.1), N, é o nimero total de cantos no contorno

(Paiva, 1987).

Das equagoes (4.18) e (4.20), pode-se escrever:

* % aw* amns * e * *
/QUz'ijdQ = /F (an My + 95 W ) dF—I-;RCiwCZ_ +/ng ds). (4.22)

Das equagoes (4.22) e (3.41), tem-se:

*

* * aw e * *
A%%M:AGMMWM%>W+;mMﬁAWWQ (4.23)
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Figura 4.1: Canto ¢ do contorno da placa.

Seguindo um procedimento similar aquele usado para obter a equagao (4.23), o lado

esquerdo da equagao (4.1) pode ser escrito como:

* * * 8’(1) Ne * *
/Q%.gijda - /F <Vnw - m"an) dr + ; R w,, + /Qg wdq. (4.24)

Substituindo as equagoes (4.23) e (4.24) na equacao (4.1), pode-se escrever:

Ne

ow*
Vow* — ma, dr +3 R, / “dQ) =
/F( w m 8n> +i:1 zwcl—i- ng

[ (v R P o + [ grwdo (4.25)
w—m"— W, wd. .

A equagao (4.25) relaciona dois estados de um material eldstico. Para aplicar esta
equacao para resolver problemas de flexao, precisamos considerar um dos estados como con-
hecido e o outro como o estado que queremos analisar. Para obter a equagao integral de

contorno, o estado conhecido é ajustado para que a integral de dominio dada por:
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/ grwdQ (4.26)
Q

desaparega. Usando as propriedades da funcao delta de Dirac §( P, @), de forma que ¢* = §(P, Q),

a integral (4.26) é escrita como:

[ 8(P.Qu(P)aQ(P) = w(Q), (4.27)

onde @) é o ponto onde a carga é aplicada, conhecido como ponto fonte, e P é o ponto onde
o deslocamento é observado, conhecido como ponto campo. O estado correspondente a um
material linear sob carregamento de uma funcao delta de Dirac é conhecido como um estado
fundamental e as varidveis da equagao (4.25) relacionadas a este estado (w*,V* e m}) sdo
conhecidas como soluctes fundamentais, as quais sao calculadas analiticamente a partir da

equagao (3.25).

Considerando o estado ”*” como o estado fundamental, a equagao (4.25) pode ser escrita

CO1mMo:

Ku(@ -+ [ Vi@ Protp) = i@ 580 arte) + 3 Re@. P () -

Ne

@f*ﬂﬂ+2&ﬂ%ﬂ@ﬂ+

i=1

ow*
on

[ [perr @) - e

/Q b(P)w*(Q, P)dSL. (4.28)

A equagao(4.28) é a equacgao de placas finas para deslocamentos em pontos do dominio
da placa. Esta equacao fornece deslocamentos em todos os pontos do dominio da placa a
partir das cortantes equivalentes (V},), momentos de flexdo na diregdo normal (m,,), reagao
de canto (R,,), deslocamentos (w) e rotagdes em relagao a normal (Jw/dn) conhecidos no

contorno.
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A constante K ¢ introduzida para se considerar que a fungao delta de Dirac pode ser
aplicada no dominio, no contorno ou fora do dominio. Se a fungao delta de Dirac é aplicada

em um ponto onde o contorno é suave, entdo K = 1/2. As varidveis da equacao (4.28)

Ow(P)
on

sao deslocamentos w(P), rotagoes , momentos m,,(P), e forgas V,,(P). Para uma dada
condicao de contorno, algumas destas variaveis sao conhecidas e outras desconhecidas. Para
tem-se um numero de equagoes igual ao nimero de varidveis desconhecidas, é necessério
escrever a equacao integral correspondente a derivada do deslocamento w(Q)) em relacao ao
sistema de coordenadas cartesiano fixo no ponto de origem, isto é, o ponto onde o delta de
Dirac do estado fundamental é aplicado. As direcoes dos eixos deste sistema de coordenadas
sao coincidentes com as dire¢oes normal e a tangente ao contorno no ponto de origem. Para
problemas de flexao em placas anisotrdpicas tem-se que a equacao integral de contorno escrita
em termos de quatro valores de contorno bésicos, isto é, deflexao w, inclinacdo da normal

Ow/0n, forga cortante V,, e momento fletor m,,. Em um problema bem colocado dois destes

quatro valores sao incégnitas do problema e dois sao condigoes de contorno conhecidas.

Pode-se verificar que num problema de flexao em placas anisotrépicas ha sempre duas
incégnitas a serem determinadas em qualquer ponto do contorno e consequentemente, a

solugao do problema requer que uma segunda equacgao seja estabelecida.

A segunda equagao integral de contorno é obtida da derivada da equagao (4.28) em
relacao a direcao n; normal ao contorno no ponto fonte e também corresponde a solucao do

bindrio unitario.

1 0w(Q) v om?, ow
3702 [ | Pu(p) - G, )| are) +

Je ORY B ow* 0 |ow*
> @ Phua(P) = | {vn<P>am<Q,P> - m (Pl | G @) bare) +

)ds2 (4.29)

> R () Qe 8n1 +/

E importante dizer que é possivel usar apenas a equacao (4.28) em uma formulagao de
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elementos de contorno usando como pontos fonte os nds do contorno e um numero igual de

pontos externos ao dominio do problema.

4.2 Solugao fundamental de deflexao para uma carga
pontual

A solucao fundamental é a resposta a aplicacdo de um carregamento unitario pontual

em um meio elastico infinito cujas propriedades eldsticas sdo as mesmas do componente que se

quer analisar. No caso particular de placas, a solucao fundamental é dada pelo deslocamento

w em um ponto P qualquer do dominio, chamado de ponto campo, devido a aplicacao de

uma carga unitdria ¢ em um ponto ) qualquer, chamado de ponto fonte (Figura 4.2).

v ,
A P(‘x? J)

Q(‘xo » yo )

Figura 4.2: Solugao fundamental

A solugao fundamental do deslocamento transversal de placas fletidas é calculado fazendo
o termo nao-homogéneo da equagao diferencial (3.25) igual a uma for¢a concentrada dada

por uma fungao delta de Dirac §(Q, P), isto é:

AAw (Q, P) = 6(Q, P), (4.30)

onde AA(.) é o operador diferencial:
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B &84(.) %84(.) N 2(D1s + 2Dgs) 0*(.)
"~ Dyy Ot Das 30y Dy, 0x20y?
4% o) 0
Doy 00y Oy*

AA()

(4.31)

Como mostrado por Shi e Bezine (1988), a solugdo fundamental do deslocamento

transversal é dada por:

W' (0,0) = - (CRA(p.0) + CoRo(p.0) + Cs[S1(0,0) — So(p. O]}, (4.32)

onde

p =l —20)* + (y —v)"]"2, (4.33)

x e y sao as coordenadas do ponto campo P, xg e g s@o as coordenadas do ponto fonte @,

0 = arctan 2— yo, (4.34)
T — 1,

(dy — dy)* — (€] — €3)

= Gile, , (4.35)
o, — 4= ng;;;% ). (4.36)
Cs = 4(615;.[2), (4.37)
G = (di—do)*+ (e1 + €)%, (4.38)
H = (d—dy)*+ (61 — e2)?, (4.39)
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d; e e; sdo respectivamente as partes real e imaginaria das raizes u; da equagao caracteristica

(3.28).

R, = p’ [(Cos@ + d; sin ) — €2 sin® 9] X

a2

2
{10g [p ((COSH + d; sin 0)2 + €7 sin? 9)} — 3} _

e;sin @

%e; si 3 ; S —_— 4.4
4p°e;sinf (cos @ + d; sin ) arctan o5t dsind’ (4.40)
e
S; = pe;sinf (cos + d;sinf) x

2

{10g [aQ ((COSH + d;sin 0)* + €2 sin® 9)} - 3} +

9 ‘ . 9 2 . 92 e; sin 6
p [(0059 + d;sinf)” — e; sin 0} arctan c0sf+ d s (4.41)

O indice repetido ¢ nos termos de R; e .S; nao implicam em soma. O coeficiente a é
uma constante arbitraria tomada como a = 1. As outras grandezas derivadas da solucao

fundamental sdo dadas por:

O*w* O*w* O*w*
= = 4.42
mn (fl 8372 +f28xay+f3 ay2 )7 ( )
d*w* O*w* d*w*
= 4.4
Ry, <91 922 + g2 920y + g3 22 ) ) (4.43)
3, % 3, , % 3, % 3 %
Ve :_<h10w+h20w +h38w +h48w)_

0x3 0x20y 0x0y? oy?
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1 O?w* Pw* OPw*
R <h5 0x? * hs 0xdy tha oy? )

(4.44)

onde R é o raio de curvatura em um ponto suave do contorno I'. As demais constantes sao

definidas como:

h

fo

fs

[

g2

gs

hy

ho

hy

hs

Duni + 2D167’any + D12n§,

Q(Dlgni + 2D66nmny + Dgﬁni),

Dlgni + 2D267’any + D22n§,

(D15 — D1p) cos Bsin 8 + Dyg(cos? 3 — sin? 3),

2(Dyg — D1g) cos Bsin 3 + 2Dgg(cos® 3 — sin? f3),

(Dgy — D13) cos Bsin 3 + Dog(cos? 3 — sin? 3),

Dunx(l + ni) + 2D16n2 — Dlgnxni,

4D16nm + Dlgny(l + ni) + 4D66n2 — Duniny — 2D26nxn§,

4D26ny + D12nx(1 + n;) + 4D66ni — DQQ?’LITLZQJ — 2D16niny,

DQQ”y(l + ni) + 2D26n2 — Dlgniny,

(D12 — DH) COS Qﬁ — 4D16 sin 25,
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(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)



hg = 2(D26 - Dlﬁ) COs 26 — 4Dgg sin 26, (456)

h7 = (.D22 — D12) COS 2ﬂ - 4D26 sin 25, (457)

e (0 é o angulo entre o sistema de coordenadas global zy e um sistema de coordenadas ns
o qual tem seus eixos paralelos aos vetores n e s, normal e tangente, respectivamente, ao
contorno no ponto (). As derivadas da solucdo fundamental do deslocamento transversal

podem ser expressas pela combinagao linear das derivadas das fungoes R; e S;. Por exemplo:

8211}* 1 82R1 02R2 6251 8252
=—|C C C - : 4.58
0y? 8 [ Ly T Oy? +Cs 0y? 0y? (4.58)
As derivadas de R; e S; sdo dadas por:
, 2
38};@ = 2r(cosf+d;sinb) {log [22 ((COSH + d; sin0)® + e sin? 9)} — 2} —
4re; sin f arctan __Gsinb (4.59)
‘ cos@ + d;sinf’ '
381;@ = 2r [di (cos@ + d;sinf) — €2 sin 9] X
{log {TQ ((cos@ + d; sin6)” + €2 sin? 9)} - 2} -
a? ? i
dre; (cos 0+ 2d;sin ) arctan — 510 (4.60)
re; (cos isin ) arctan ——"- s’ .
azRi r . 2 2 . 9
5 = 2log {(12 [(cos@ +d;sinf)” + e; sin 9} (4.61)
82Ri T2 . 2 2 .. 92
ooy 2d; log {a2 [(COSQ +d;sinf)” + e; sin 9} -
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4e; arctan

e; sin 6
cosf + d;sin 6’

[(cos 0 + d; sin0)” + €2 sin’ H} } -

42

)

82Rl- 2 7"2
R (d —€; ) log {
e;sind
Bdje; arctan cosf + d;sin 6’
P R; 4 (cosf +d,; sinf)
dz3 r [(cos 0 + d; sinf)* + €2 sin? 9} ’
PR, 4 [d; (cos O + d;sinf) + €2 sin 0]
0z20y r [(COS 0 + d; sin 0)” + €2 sin’ 9} ’
PR, 4[(d7 — e?)cosO + (d7 + €?) d;sin b
0x0y? r [(cos 0 + d; sin0)* + €2 sin’ 9}
DR, 4[d; (d? — 3€?) cos O + (d} — e}) sin 0]
dy? r [(cos 0 + d;sin0)” + €2 sin H}
'R, 4[C089+d sin 0)° — €2 sin 0}
Ozt ﬂ[cos@—i—d sin 0)° + €2 sin® 0]2’
on 4 z .
030y 72 | (cos 0 + d; sin 0)° + €2 sin” 0
22 sin 6 cos 0
[(cos 0 + d; sin0)* + €2 sin? 9}
O*R; 4 (d2 + €2) B
0z20y? r? ((cos 0 + d; sin 0)° + €2 sin? 9)
2¢? cos? 0
[(COS 0 + d; sinf)* + €2 sin? 9}2 7
64Ri _i di (d? + 6?) _
0z 0y? r? ((cos 0 + d; sin 0)* + €2 sin’ 9)

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)

(4.67)

(4.68)

(4.69)

(4.70)



O*R;

0S;
ox

dS;
dy

0%S;
0x?

028,
0x0dy

d3S;
ox3

22 cos 0 (2d; cos 0 + (d? + €?) sinf)
. 2 2 2 2 ’
[(COS 0+ d;sinf)” + e? sin 0}

4 (di —ei)
2 | (cos @ + d; sin6)* + €2 sin® §
2¢? cos 0 [(3d? — e?) cos O + 2d; (d? + e?) sin 0] }

[(COS 0 + d; sin0)* + €2 sin? 9} ’

2
re; sin 0 {log {7“2 ((cos@ + d; sin 9)2 + €7 sin® 0)} — 2} +
a

e;sind

2 50 + d; sin 0) arctan ———
7 (cos @ + d; sin ) arctan cos0 1 d,sind

2

r
a2

re; (cosd + 2d; sin 0) {log { ((Cos 0 + d; sin0)” + €2 sin” 9)} —

i 8in 0
2r [di (cos + d;sin ) — e? sin 9} arctan ﬁ,
e;sin 6

2arctan ———
cos@ 4 d;sinf’

2
e; log {7"2 [(0089 + d;sin 0)* + €2 sin? 9} } +
a
e; sin 6

2d; arctan ———————,
arctatt cosf + d;sind

2

2d;e; log {742 [(cos 0 + d; sin0)* + €2 sin? 9} } +

a

2 (d2 — 62) arctan ﬂ
e cos @ + d;sinf’

2e; sin 0

r [(cos 0 + d;sin)” + €2 sin? H} 7
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(4.71)

(4.72)

(4.73)

2+

(4.74)

(4.75)

(4.76)

(4.77)

(4.78)



93, 2e; cos B

_ , 479
0z%0y r [(cos 0 + d; sinf)* + €2 sin? 9} (4.79)
O*S;  2e;[2d; (cos 0 + d;sinf) — (d? — €7) sin ) (4.80)
0x0y? r [(COS 0 + d;sin 0)* + €2 sin® 0} 7 .
O*Si 2e;[(3d? — eF) cos 0 + 2d; (df + €7) sin 0] (4.81)
dy3 r ((cos 0 + d; sin 0)” + €2 sin’ 9} ’ '
01S; 4e;sin 0 (cos + d; sin 6)
- RS (4.82)
x 72 [(cos 6 + d;sin )" + e?sin 9}
o's o ! )
0230y 12 | (cosf + d;sin0)* + e2sin? 0
2cosf (cosf + d; sin ) e (4.83)
[(cos 0 + d; sinf)* + €2 sin? 9}
o*s; _ 4de;cos@[d; (cosf + d;sinb) + 2 sin 0] (4.84)
Ox?0y? r2 [(COS 0 + d;sin 0)” + €2 sin” 9}2 7
oS, 2 (d} + €7)
oxoy3 72 | (cos 6 + d; sin 9)2 + e?sin? 0
2 | 2 i ) — A2 s
2(d; +e;)cosf (cosf +d;sinf) 462Z cos” 6 , (4.85)
[(COS 0 + d; sinf)* + €2 sin? 9}
I { di (d} + ¢7)
oy* 2 | (cos @ + d; sin §)” + 2 sin”
cos 0 [d; (d? — 3€2) cos 0 + (d} — ef)Qsin 0] . (4.86)
[(cos 0 + d;sinf)* + €2 sin? 9}

Como pode ser visto, as derivadas de R; e S; apresentam singularidades fracas (logr),
singularidades fortes (1/r), e hipersingularidades (1/r?) que precisam de uma atencao especial

durante sua integracao.
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4.3 Integrais analiticas e numéricas

Integrais singulares da ordem (log 7) podem ser avaliadas eficientemente pela quadratura
de Gauss com uma transformagao de varidveis cibica, conforme proposto por Telles (1987),
que cancela exatamente a singularidade logaritmica. Uma outra possibilidade é o uso da
quadratura logaritmica de Gauss, apresentada por Stroud e Secrest (1966). De acordo com

este método, os termos incluindo singularidades logaritmicas podem ser integrados por:

1= [ 1og (2) F(E)d(E) ~ iwif@,

onde N é o numero de pontos de Gauss. A coordenada do ponto de integragao £ e o fator

peso w; podem ser encontrados na literatura (Brebbia e Dominguez 1989).

Neste trabalho, os termos nao singulares das matrizes H e G sao integrados utilizando-
se quadratura de Gauss padrao com 10 pontos de integracao. Os termos singulares de G
sao do tipo log (r) sendo integrados usando quadratura logaritmica de Gauss com 10 pontos
de integragao. J4 os termos singulares de H sao do tipo 1/7 e 1/r? precisam ser calculados
no sentido do valor principal de Cauchy e de Hadamard, respectivamente. Estes termos sao

calculados analiticamente.

4.4 Elementos Quadraticos

Uma vez que é muito dificil encontrar solugoes analiticas gerais para as equagoes inte-
grais de contorno (4.28) e (4.29), torna-se necessario o uso de solugoes numéricas. Quando
solucoes numeéricas sao usadas, o contorno é aproximado por elementos discretos. Estes

elementos discretos sao chamados elementos de contorno.

Considere a Figura 4.3 onde o contorno de uma placa é aproximado por uma série de
segmentos (elementos de contorno) I';, cujo nimero e forma sao escolhidos para representa-lo

adequadamente.

45



Figura 4.3: Dominio bidimensional dividido em elementos de contorno.

A cada elemento de contorno associam-se um ou mais pontos chamados nés ou pontos
nodais e os valores das variavéis associadas a eles sao denominados valores nodais. Os deslo-
camentos e esforcos ao longo de cada elemento serdao aproximados por fungoes polinomiais

em funcao das quais é definido o nimero de pontos nodais do elemento.

Visando aumentar a convergéncia dos resultados para a formulagao apresentada aqui,
foram implementados os elementos quadraticos, os quais sdo os mais simples capazes de
representar qualquer contorno curvo. Como a formulagao tem integrais com integrandos
singulares, estas integrais precisam ser calculadas no sentido de Cauchy, no caso de singu-
laridades fortes, ou no sentido de Hadamard, no caso de hipersingularidades. A integragao
no sentido de Hadamard requer a continuidade de Holder nos nés. Devido a esse fato, os
elementos descontinuos sao fortemente indicados. Neste trabalho sao usados os elementos
quadraticos descontinuos para representar os elementos fisicos e os elementos quadraticos

continuos para representar os elementos geométricos.

Nos elementos quadraticos, os deslocamentos e as forcas podem ser representados como:
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w®
ow (1)
on
w | [NY o NP o NP o w® s
ow o NY o NP o NP|| n® '
w®

w (3)
on

174 NY o NP oo N®Ooo V@
- 1) @) 3) @) (4.88)

my 0 Ny 0 Ny 0 Ny m

V3

n

3)

3

Nos elementos quadraticos descontinuos os nés sao colocados em £ = —2/3, £ =0 e

& = +2/3, como mostrado na Figura 4.4.

Elemento
Real

Coordenada Isoparamétrtica ]

1 2 3
® ® & —

1 7 0 23 1 &

Elemento Intrinseco

Figura 4.4: Elemento quadratico descontinuo.
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A equacao de interpolagdo quadratica para a geometria mostrada pode ser derivada

pela determinacao dos coeficientes da expressao quadratica, ou seja:

Ny= AL+ B¢+ C (4.89)

Substituindo os valores de £ correspondentes aos nds na equagao (4.89), temos:

N 4/9 —2/3 1 || 4
NP b= 0 o0 1|{B (4.90)
N® 4/9 +2/3 1 || C

Resolvendo o sistema linear (4.90) chegamos as fungoes de interpolagao ou fungoes de

forma para estes elementos dadas por:

N = g(zg_i); (4.91)
- ()
NP = e(Ze+3). (4.93)

onde ¢ é a coordenada adimensional ao longo do elemento (Figura 4.4).

A geometria do elemento também pode ser considerada como quadrética e é represen-

tada por coordenadas nodais na forma:
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T NO 0 N® o NGO g 7
_ | e c c (4.94)
I 0 NO 0o N® o NO® ||

c

porém, utilizando as fungdes de interpolacao para elementos quadréticos continuos dadas

por:

NO = Ze(E-1); (4.95)
N® = (1-¢); (4.96)
N® = Je(E+). (197

4.5 Equacao matricial

Com o objetivo de calcular as variaveis de contorno desconhecidas, o contorno I' é
discretizado em N, elementos curvos e as varidveis de contorno w, dw/dn, m, e V, sao
assumidas com uma variacao quadratica ao longo de cada elemento. Tomando um né d como

o ponto fonte, as equagoes (4.28) e (4.29) podem ser escritas na forma matricial como:
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w@®
1 Ne
5 " =1
ow (d) -
anl
i,d
% 9%1 )
i,d
=1 gél )
i=1 Rgvd)

p (i) h(zd) h(zd) h(zd) h(’d) h(ld)

11

ivd Z,d Zd Z,d
D RGP G RS

’Ld zd Zd Zd
952 ) 9§3 ) 954 ) g§5

i,d i,d i,d id
952 ) 953 ) 954 ) g§5 )

Ne¢ gi,d)
gl) + Z (2,d)
i=1 C

hig? i

g(%d) Vn(i’Q)

16
95" m-?)
Vi3
m{3)
R | + P
¢ P

Os termos da equagao (4.98) sao integrais dadas por:

i = /F i NOV*ar, i _
ni = [ NV, P —
his? = /F NV, plid) _
zd) / N(1)8Vn i, (Z 5 _
R — / N(2)8 ”dF i) _

50

/N(l)m;dr,

Iy

—/ N(Z)m;dl",
Iy

/ N(3)m;dF,
Iy

NG Ton dF
/ (9n1

/ NG ”dF

(3711

w®D

Jw (&,1)

on
w02
dw (8:2)
on
(i)

ow (6:3)

on

(4.98)

(4.99)

(4.100)

(4.101)

(4.102)

(4.103)



h? = /N(?’)a n

gl = [ NOwrar
ry
913 /N(Q)

S
T

A

ggld) / ]\7(1)8£d1“7
Iy

ny

0
923 / N(z) W dr,
ni

ot = [ NI,
T on

(Z d) _

wCZ’

R = R,

= / gw*d§2
Q

sendo o contorno I' dado por:

onde, N, é o numero de elementos.

(1 d) / N ndr

8n1
912 = /N(l)aw dr,

on
914 / N(Q)aw dar,

(4 d) / N(3) ow* dr
916 on )

i

(1d) _ / N(l) 8 am
922 T, ony On

924 8711 on

i = /N(g)ailﬁ
4 = 2,

RE® = ol

P = g:ldﬂ.

Ne
= Z Fev
e=1

(id) _ _/ N@ 9 9my
ry

Zlnar,

dr,

dr,

(4.104)

(4.105)

(4.106)

(4.107)

(4.108)

(4.109)

(4.110)

(4.111)

(4.112)

(4.113)

(4.114)

O desenvolvimento das integrais ao longo do elemento na equagao (4.98) requer o uso do

jacobiano, ja que as fungoes de forma sao expressas em termos da coordenada adimensional e



as integrais sao resolvidas ao longo do contorno I'.. O jacobiano desta transformagao é dado

por:

o=y (%) - (&) - %

Assim:

dr, = J(€)de. (4.116)

A equagao matricial (4.98) tem duas equagoes e 6N, + N, varidveis desconhecidas. Para
se obter um sistema linear solucionédvel, o ponto fonte é colocado sucessivamente em cada né
do contorno (d = 1,...,6N,) bem como em cada né de canto (d = 6N, +1,...,6N, + N,). E
importante notar que enquanto ambas as equagoes, (4.28) e (4.29), sdo usadas para cada nd
de contorno (fornecendo as primeiras 6N, equagoes), somente a equagao (4.28) é usada para

cada canto (fornecendo outras N, equagoes). Entao, a seguinte equagao matricial é obtida:

H R/ Wi G C Py,
- { V., V. }+ , (4.117)

H/l R/l WC G// C// PC
onde, wy, contém o deslocamento transversal e a rotacao de cada né de contorno, Vy,
contém a forca cisalhante e o momento torsor de cada né de contorno, Py, contém a integral
de dominio para cada né de contorno, w,. contém o deslocamento transversal de cada canto,
V. contém a reacao de canto para cada canto, P, contém a integral de dominio para cada
canto. Os termos H', C’, R’ e G’ sdo matrizes que contém os respectivos termos da equacao
(4.98) escritos para os N, nés de contorno. Os termos H', C”, R" e G” sao matrizes que

contém os respectivos primeiros termos da equagao (4.98) escrita para os N, cantos.

A equagao (4.117) pode ser reescrita como:

Hw = GV + P, (4.118)
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onde,

H R
H-= : (4.119)
H// R//
Whin
w = , (4.120)
We
G C
G= : (4.121)
G// C//
Vbn
V= , (4.122)
\2
le
P = . (4.123)
P.

Aplicando as condigdes de contorno, a equagao (4.117) pode ser rearranjada como:

Ax=b (4.124)

que pode ser resolvida pelo procedimento padrao para sistemas lineares.
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Capitulo 5

Transformacao das integrais de
dominio em integrais de contorno para

flexao em placas anisotropicas

A aplicacao do método dos elementos de contorno requer, preferencialmente, que a
solucao fundamental para o problema em consideracao seja conhecida. Essa solucao funda-
mental deve levar em conta todos os termos da equacao governante de forma a obter uma
formulacao onde apenas o contorno é discretizado. Quando isso nao for possivel, tornam-se
necessarias técnicas especiais para o tratamento desses termos de dominio. A primeira alter-
nativa é fazer a transformacao exata da integral de dominio proveniente da carga distribuida
em integral de contorno para o problema de flexdo de placas anisotrépicas. A segunda alter-
nativa é transferir os efeitos da integral de dominio para o contorno usando-se o método de

elementos de contorno de reciprocidade dual ou da integracao radial.
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5.1 Transformacao exata

Como pode ser visto nas equagoes (4.28) e (4.29), hd integrais de dominio na formulacao
devido a carga distribuida no dominio. Estas integrais podem ser calculadas por integragao
direta na area Q, (veja Figura 3.1). Contudo, a formulacao dos elementos de contorno perde
seu principal atrativo que é a discretizacao somente no contorno. Neste trabalho, as integrais
de dominio oriundas das cargas distribuidas sao transformadas em integrais de contorno por

uma transformagao exata.

Considere a placa da Figura 3.1 sob um carregamento g aplicado em uma drea 2.
Assumindo que o carregamento g tem uma distribuicao linear (Az 4+ By + C) na area ), a

integral de dominio pode ser escrita como:

/ qw*dQ = / (Az + By + C)w*pdpdb, (5.1)
Qg Qg

ou

/Q gt — /9 / "(Az + By + C)w*pdpdd, (5.2)
g 0

onde, r ¢ o valor de p em um ponto do contorno I'y.

Definindo £ como a seguinte integral:

F* = /T(A:U—kBy—l—C)w*pdp, (5.3)
0

pode—se escrever:

/Q gt = /6 Fde. (5.4)

Considerando um angulo infinitesimal df (Figura 5.1), a relagao entre o comprimento

do arco rdf e o comprimento infinitesimal do contorno dI', pode ser escrito como:
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Figura 5.1: Transformacao da integral de dominio em integral de contorno.

T'dig
cosa = —, (5.5)
2
ou
o = <% ar, (5.6)
r

Usando as propriedades do produto interno dos vetores unitarios n e r, indicados na

Figura 5.1, podemos escrever:

il (5.7)
T

Finalmente, substituindo a equagao (5.7) na equagao (5.4), a integral de dominio da

equagao (4.28) pode ser escrita como uma integral de contorno dada por:
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F*
/Q gw*dQ:/F n.rdl. (5.8)

r

Sabendo que

x = pcosf (5.9)

y = psinb, (5.10)

a integral F™* pode ser escrita como:

1
F* = /0 g(ApCOSQ + Bpsinf + C) [C1 Ry + CoRs + C3 (S — Sa)] pdp,

(5.11)

onde C, Cy e C5 sao dados pelas equagoes (4.35), (4.36) e (4.37), respectivamente. A equagao

(5.11) pode ser reescrita como:

1 T
P {(A cos @+ Bsin 0)/0 P2 [C1Ry + CoRs + C5 (S — Sy)] dp+

T
C/O p[CiRy + CoRy + Cy (S — 55)] dp} . (5.12)

Seguindo um procedimento similar para obter a equacao (5.12), o termo de dominio da

equacao (4.29) pode ser escrito como:

ow*
Qg I 8711

Q) = / G do, (5.13)
6
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onde

*

G* :/()T(Ax+By+C')aw pdp (5.14)

8n1

ou

1 . T 8R1 8R2
= — (A B 2|0, 2, o, 92
G . {( cost) + B sin 9)/0 p {Cl o +Cs o +
851 85’2 r aRl 8R2 851 852
———11d — — — - :
s <8n1 8n1>} p+0/0 p {01 G F O 2 O (am amﬂ dp}

(5.15)

Como pode ser visto, as equagoes (5.12) e (5.15) nao sao dependentes de . Por inte-

gracao analitica, podemos obter:

r 4 ;sin
/ Ripdp = T —16e; arctan ¢ s
0 16

cos0 1 dsing S0 (cos¥+ dising) =

-7+ 2log

2

r? (e% sin? @ + (cos @ + d; sin 9)2) ]
X
a

[—1 —d; +ef + (—1 +d? — e?) cos 20 — 2d; sin 29] } , (5.16)

—7+ 2log 5

16

r? (e? sin? @ + (cos @ + d; sin 9)2> ]
X
a

- 4
Sipdp = U {2&‘
0

e; sin 6

in 0 0+ d;sinf) + 2arctan ———————— X
sin @ (cos 6 + d; sin ) + 2 arctan 050+ dsin

[1+df—e?+ (l—d?Jref) 00529+2disin29}}, (5.17)
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5

r i iné
/ Rip*dp = ! {—40@- arctan ¢ s
0

w030+ dsmd sinf (cos @ + d;sinf) —

50

~17 + 5log ;

r? (e? sin® @ + (cos 0 + d; sin 9)2)]
X
a

[—1 —d? e+ (—1 +di — ef) cos 20 — 2d,; sin29] } ,

—17 + 5log

2

50

r? (612 sin? 0 + (cos @ + d; sin 0)2)]
X
a

T /]"5
Sip*dp = — < 2e;
0

e; sin 6

sin 6 (cos 0 + d; sin 0) + 5 arctan w00+ dsmd X

[1+df —el+ (1 —df—i—ef) 00826’+2disin26} },

T OR; p 2r3 6 " e; sin 6 00+
= —{ —6e;arctan ——————— sin
0 3xp P 9 cosf + d;sind

72 (ef sin? @ + (cos @ + d, sin 9)2)
—8 + 3log 5 (cos@+d;sinb) p ,
a

r 8RZ 27”3

isind
pdp = {—Geiarctan ci 5

cos @ + d;sind

) By (cos B + 2d; sin 6) +

29

(5.18)

(5.19)

(5.20)



72 (€2 sin? 0 4 (cos @ + d; sin 0)
—8 + 3log ( ( 5 ) ) [dmos@%—(df—e?)sin@} ,
a
(5.21)
r 8, 3 2 (e2sin? 0 + (cos O + d; sin §)?
pdp = r e; | -8+ 3log ( ( )) sin 6+
0o Ox 9 a?
6 arcta ¢ sin (cos@ + d;sin ) (5.22)
rctan ——————— (cos ; sin :
cos 6 + d; sin 0 ! ’
8, 3 2 (e2sin? 6 + (cos @ + d; sin §)?
pdp = r e; |—8 + 3log ( ( )) X
0o Oy 9 a?
isinf
(cos O + 2d; sin f) — 6 arctan % [dl— cosf + (df - ef) sin (9} } ,
(5.23)
"OR; r e; sin 6 .
T dp = Tl dearctan — T ging
/0 8xp P 4 { G are ancos@—kdisinﬁsm +
2 (e? sin? @ + (cos @ + d; sin 9)2)
-5+ 2log 5 (cos® +d;sinb) » , (5.24)
a
" OR; , r e;sin @ .
dp = " _de;arctan — Y (cosh + 2d;
; 8yp 0 1 { €; arc ancos@+disin0(cos + 2d; sin 0) +
72 (€2 sin? 0 + (cos @ + d; sin 0)
-5+ 2log ( ( 5 ) ) [diCOSQ—F(d?—G?)SiHH} ,
a
(5.25)
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r 98, 4 72 (€2 sin® 0 + (cos 8 + d; sin 6)°
aSlpde - = e; | =5+ 2log ( ( )> sinf +
0o Oz 8 a?
4arct SN0 (o504 dysin6) (5.26)
retan ———————— ; sin .
arcka cosf + d; sinf o 5 ’

-5+ 2log

2

0o Oy 8 a

r9S; , 4 { r? (ef sin? @ + (cos @ + d; sin 9)2)]
prdp = —<e;

e; sin 6

0 + 2d;sinf) + 4 arctan —————
(cos O + 2d; sin 0) + 4 arctan 050+ dsin

{di cos 6 + (df - ef) sin 9}} .
(5.27)

Embora neste trabalho as cargas de dominio sao consideradas como linearmente dis-
tribuidas, o procedimento apresentado nesta secao pode ser estendido para outras cargas de

ordem superior.

5.2 Meétodo da reciprocidade dual - DRM

O procedimento apresentado na Segao 5.1 para transformar a integral de dominio em
integral de contorno é adequado quando forgas de corpo sao constantes ou fungoes das coor-
denadas x e y ao longo do dominio. Quando estas forgas de corpo sao fungoes da deflexao
w, como em problemas dinamicos por exemplo, a transformacao exata nao é possivel. Neste
caso, aproximacoes pelo método da reciprocidade dual é muito adequado. Considere que o
termo b da equagao (4.28) é aproximado por uma soma de produtos de funcoes de base radial

f™ e coeficientes desconhecidos y™, isto é:

b(P) = Z S S (5.28)
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Nessa equagao, 7™ é um conjunto de coeficientes a serem determinados, f™ é uma
funcao de aproximacao que depende apenas da geometria do problema e M é o nimero de

total de nds do contorno e nds internos.
Assim, a integral de dominio (4.28) pode ser escrita como:

P@ = [ WP (@ PR = 3 7" | et @ (5.29)

g9

A solugao particular w pode ser obtida resolvendo a seguinte equagao:

94 o4 o g o
it 4D167wy +2(Dys + Deg) — d d

Dy—— = fm. (5.30)

A relagao reciproca entre a solugao fundamental e a solucao particular pode ser escrita

assim:

o+ [ @ rar - m@r afﬂdNPHiR;(@,qu(m:

/Q F(PYw*(Q, P)dS. (5.31)

\
|
T
3§
o
X
£
|

ZR;(Q, P)i

Z R..(P)w;(Q,P) (5.32)

H,_/
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Seguindo o mesmo procedimento, a integral de dominio da equagao (4.29) pode ser

aproximada assim:

/bawﬁnl Q) = Z /fm (5.33)

Usando o método de elementos de contorno de reciprocidade dual, a integral P, dada
por uma soma de integrais de dominio (5.33), é transformada em uma soma de integrais de

contorno.

Seguindo o mesmo procedimento para obter a equacao (5.32), a equagao (5.33) pode

ser escrita assim:

PQ) = [ P25 = 57 (1280, 18R G prat)-

am* *

8n: @, P)ZS(P)} dr'(P) + é aa “(Q
floar won[Sarlen

ZRQ e, (@, P)}

)wcz' (P) -

(5.34)

As equagoes (5.32) e (5.34) s@o a base do método da reciprocidade dual para a for-
mulagdao de placas finas. A solucdo particular precisa satisfazer a equacdo de equilibrio
(5.30). A solugao tradicional para resolver a equagao diferencial (5.30) quando o problema é
isotrépico, é assumir uma funcao de aproximacao de base radial, f™ = 14+ R por exemplo, e
calcular a solucao particular correspondente. Este procedimento é muito dificil de se aplicar
a materiais anisotrépicos, pois a anisotrépia aumenta o nimero de constantes na equacao
de equilibrio. Um procedimento alternativo é assumir uma solugao particular w e obter a
fungao de aproximagao correspondente ™. Esta abordagem foi proposta por Schelar (1994)
para problemas anisotrépicos em trés dimensoes e mais tarde ela foi usada por diferentes
pesquisadores em diferentes problemas anisotrépicos (Albuquerque, Sollero e Aliabadi, 2002;

Albuquerque, Sollero e Fedelinski, 2003a; Albuquerque, Sollero e Fedelinski, 2003b; Albu-
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querque, Sollero e Aliabadi, 2004; Kogl e Gaul, 2000a; Kogl e Gaul, 2000b; Kogl e Gaul,
2003).

Neste trabalho, a solugao particular usada é dada por:

w = C1 7'4 + co T5 +c3 7"6 + 4 ?"7 (535)

onde ¢q, ¢o, c3 e ¢4 sao0 constantes arbitrarias. A funcao de aproximacao f™ é obtida pela
equagao (5.30) usando as derivadas da solugao particular (5.35). Outras grandezas derivadas

da solucgao particular sao dadas por:

i = (G + by + B ). (5.30)
b )
Vi = - (h1 ng ke ai?; + ha aiz; e ggij)

% (h%j;) + hG;;gy + m?;yf) : (5.38)

Embora as solucoes particulares sao dadas por expressoes conhecidas, elas sao apro-
ximadas no contorno pelas mesmas funcoes de forma usadas na aproximacao de variavéis
desconhecidas. Assim, usando discretizacao de elementos de contorno, as equagoes (5.32) e

(5.34) podem ser escritas na forma de matriz como:

P = [Hw - GV]4y (5.39)

onde
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W = , (5.40)
We

~ Vbn

v={ "1}, (5.41)
V.

Wpn contém a solugao particular de deslocamento e rotagao para cada né do contorno, Vi,
contém a solucao particular de forca cortante e momento torsor para cada né do contorno,
Vin contém a solucao particular de deslocamento para cada né do contorno e V. contém a

solugao particular da reagao de canto para cada né do contorno.

Definindo

S = [H% - GV (5.42)

A equagao (5.39) pode ser reescrita como:

P =Sy (5.43)

A equagao (5.28) pode ser escrita em forma de matriz, considerando todos os nés do

contorno e pontos internos, como pontos de reciprocidade dual:

b =Fy (5.44)

Assim, v pode ser escrito como:

v=Fb (5.45)

Os termos Py e P, da equagoes (5.29) e (5.33) podem ser escritos em forma de matriz,

considerando com pontos fonte todos os pontos internos e nés do contorno, como:

65



P=SF'b (5.46)

Para problemas dinamicos estacionarios, o vetor forga de corpo é dado por:

b = phw’w (5.47)

onde p é a densidade do material, h é a espessura da placa e w é a frequéncia circular de

vibragao.

Assim, a equagao (5.46) pode ser escrita como:

P = w?phSF'w (5.48)

ou

P = w’Mw (5.49)

onde M ¢é a matriz de massa dada por:

M = phSF~! (5.50)

Finalmente, a equagdo (4.118) para problemas dinamicos estacionédrios podem ser es-

critos como:

Hw = GV + w*Mw (5.51)
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5.3 Meétodo da integracao radial - RIM

Assim como no DRM, o RIM aproxima a forga de corpo b como uma soma de M

produtos de fungoes de aproximacao f™ e coeficientes a determinar 4™, ou seja:

v (5.52)

M=

b(P) =

m=1

para as funcoes de aproximacao baseadas puramente em funcoes de base radiais, ou:

M
bP)=> v"f"+azx+by+c (5.53)
m=1
e
M M M
AT =Y A" Y= > 7" =0 (5.54)
m=1 m=1 m=1

para as funcoes de aproximacao expandidas por polinomios. A integral de dominio da equagao

(5.29) pode ser escrita como:

M
P(Q) = Y0 | (@, P)pdpdo (5.55)
m=1 g
ou
M T
m@i;vééfw@mMW, (5.56)

onde r é o valor de p em um ponto no contorno I'y (ver Figura 5.1):

Definindo F(Q) como:
F(Q) = [ 57w (@, P)pdp. (557)
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pode-se escrever:

AQ) =3 7" /9 F™(Q)df. (5.58)

Substituindo a equagao (5.7) na equacao (5.58), a equagao integral de dominio da

equacao (4.28) pode ser escrita na seguinte integral de contorno dada por:

P(Q) = Z_:l ’ym/r Fm(Q)n.rdF. (5.59)

r

Seguindo procedimentos similares aos usados para obter a equacao (5.59), o termo de

dominio da equagao (5.33) pode ser escrito assim:

P(Q) = / p @) e fj N / GMQ) v, (5.60)

Q, ony o) r, r

onde

(@, P)

G"(Q) Z/OT fmawan1 pdp. (5.61)

Assim, a integral de dominio da equacao (4.98) pode ser escrita como:

Pl(d) M Ne pgd,m)
P, m=1 =1 | P
onde
Fldm) Gldm)
plém — / nrdl,  p&™ — / n.rdl. (5.63)

As fungoes de aproximagao f™ serao fungoes de base radial escritas em termos de R,
onde R ¢é a distancia entre o centro S da funcao de base radial e o ponto de integracao P.

Da Figura 5.2, pode-se escrever:
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Figura 5.2: Posicao dos pontos no dominio.

R = \/p2 + 12 — 2pl cos 3, (5.64)

onde [ é a distancia entre os pontos S e () e § é o angulo entre p e [.

O custo computacional do RIM é maior que do DRM uma vez que as integrais dadas
pelas equagoes (5.57) e (5.61) ndo podem ser calculadas analiticamente para a maioria das

fungoes de aproximacao. Por exemplo, se f = R, a equagao (5.57) é escrita como:

F™Q) = /0 cl\/p2 + 12 — 2pl cos 3 log (cap) p*dp, (5.65)

onde ¢; e ¢y sdo coeficientes que nao dependem de p. A integral da equagao (5.65) nao
pode ser calculada analiticamente. O calculo numérico desta integral torna mais alto o custo
computacional do RIM, uma vez que no DRM néo se faz nenhuma integracao numeérica na
transformacdo da integral de dominio em integrais de contorno. A vantagem mais interes-
sante do RIM sobre o DRM para formulagoes que envolvam materiais anisotrépicos € que as

fungoes de aproximacao f,, podem ser escolhidas livremente, pois o RIM nao usa as solugoes
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particulares w,, obtidas da equagao diferencial (3.25).

Estas solugoes particulares sao necessarias no DRM, o que restringe a escolha das

fungoes de aproximagao devido a complexidade da equagao (3.25).

Foram analisadas quatro fungoes de aproximacgao. As duas primeiras sdo fungoes de
base radiais que ja foram extensivamente usadas no DRM para os mais diferentes problemas

isotrépicos:

fu =1+R, (5.66)

fmy =14+ R+ R®. (5.67)

A terceira fungao é a funcao radial conhecida como fungao spline de placas finas, ou

TPS (thin plate spline):

fims = R*log (R). (5.68)

Alguns trabalhos da literatura (Golberg, 1999) mostraram que esta fun¢ao possui uma
alta taxa de convergéncia quando usadas na forma aumentada por polindmios, ou seja, quando
a aproximacao da forga de corpo é dada pelas equagoes (5.53) e (5.54). Neste caso ela é

chamada de fungao spline de placas finas aumentada, ou ATPS (augmented thin plate spline).

A quarta funcdo de aproximacao tem sido usada com sucesso em muitos métodos sem
malha (Atluri e Shen, 2002 e Gao et al., 2005). Trata-se de uma spline de quarta ordem dada

por:

(5.69)
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onde d4 é o tamanho suporte para o ponto de aplicagao A.

As funcgoes de aproximagao f,1 e fmo dadas pelas equagoes (5.66) e (5.67) sdao usadas
na forma padrao, com a aproximacao da forga de corpo dada pela equagao (5.28), enquanto
que as fungoes de aproximagao f3 e fma dadas pelas equagoes (5.68) e (5.69) sdo usadas na

forma aumentada, com a aproximagao dadas pelas equacoes (5.53) e (5.54).

A equagao (5.28) ou as equagoes (5.53) e (5.54) podem ser escritas na forma matricial

CO1mo:

b =Fy (5.70)

Deste modo, v pode ser calculado por:

v=F'b (5.71)

Uma das vantagens da fungao de aproximagao (5.69) é que a ela apresenta o méximo
(fam = 1) quando R = 0 e se anula para R > d4. Isto vai ocasionar, no caso da formulacao
nao aumentada, uma matriz F com 1 na diagonal e com valores entre 0 e 1 fora da diagonal,
sendo que muitos deles sao iguais a zero. A consequéncia é um melhor condicionamento da
matriz F que pode ser importante em problemas de muitos graus de liberdade. E importante
notar que no caso das demais fungées de aproximacao, dadas pelas equacgoes (5.66), (5.67) e
(5.68), a matriz F tem valores minimos na diagonal, iguais a 1 ou zero, e fora da diagonal

pode-se ter valores muito grande.
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Capitulo 6

Formulacoes dinamicas para elementos

de contorno

Neste capitulo é mostrado o equacionamento para problemas de vibracao livre e andlise
transiente de placas finas anisotrépicas. Para tanto, tomou-se como referéncias principais os

trabalhos de Albuquerque (2001) e Dominguez (1993).

6.1 Problemas de vibragoes livres sem amortecimento

Com o objetivo de transformar a equagao (5.51) em um problema de auto-valores e
auto-vetores, o contorno é dividido em I'; e I'y (Figura 6.1), onde I'; corresponde a parte do
contorno onde hé restrigoes de deslocamentos e em I's corresponde a parte que nao possui

restricoes de deslocamento.

Assim, a equagao (5.51) pode ser escrita como:

Hy: Hio w1 G111 G2 Vi M1 M2 W1
H>: Ha; Wa G211 Ga2 V, Msy1 Maso W2
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Figura 6.1: Dominio com o contorno I'y restrito e o contorno I'; livre.

onde os indices 1 e 2 correspondem as equagoes obtidas com os pontos fontes nos contornos

I'y e I'y, respectivamente.

Uma vez que w1 = 0 e Vo = 0, a equagoe (6.1) pode ser escrita como:

2
Hiowy, — G11V: = w’Miawe,

Hiowy — G211V = w2M22W27 (6~2)

ou

Hwy = w’Mws, (6.3)

onde H e M sao dadas por:

A~

H = H, - G21GI11H12,

~

M = M22 — G21GI11M12. (64)

A equagao matricial (6.3) pode ser rearranjada de forma a se ter um problema de

auto-valor e auto-vetor padrao, ou seja:

AW2 = )\Wz, (65)
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onde

VI, (6.6)

A é o auto-valor que pode ser escrito como:

A=, (6.7)

w2

sendo w a frequéncia natural e wo é 0 auto-vetor que é equivalente aos modos de vibrar da

placa.

O nuimero de frequéncias naturais possiveis em um sistema discretizado é igual ao
numero de graus de liberdade da estrutura. Porém, o erro numérico é maior nas frequéncias
mais altas. Entretanto, na maioria dos casos de engenharia, o interesse é pelas frequéncias

mais baixas ou primeiras frequéncias.

Um vez que A é nao simétrico, os auto-valores e auto-vetores da equagao (6.5) podem

ser calculados usando procedimentos ntimericos padroes para matrizes nao simétricas.

6.2 Problemas transientes

O método dos elementos de contorno de reciprocidade dual e integragao radial serao
aplicados ao calculo dos campos de deslocamentos para problemas transientes no dominio
do tempo. A integragdo no tempo serd realizada utilizando o método proposto por Houbolt
(1950) por jé ter sido mostrado por Loeffler e Mansur (1987) que o método de Houbolt é o mais
apropriado para se usar na integracao direta no tempo junto com o método dos elementos de
contorno de reciprocidade dual. Uma importante caracteristica do método de Houbolt é que
ele tem um alto amortecimento numérico. Este amortecimento torna os resultados obtidos
pelo método dos elementos de contorno de reciprocidade dual ou da integragao radial mais

suaves que os obtidos por outras formulagoes do método dos elementos de contorno aplicadas
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a elasto-dinamica (Fedelinski et al., 1996 e Chirino et al., 1994). Porém, o amortecimento
numeérico pode ser reduzido usando-se passos de tempo menores. Algumas vezes, para se
conseguir reduzir o passo de tempo e obter uma maior precisao dos resultados é necessario

refinar a malha ou aumentar o nimero de nés internos.

Considere que as tnicas forgas de corpo presente num corpo de dominio €2 e contorno

I" sdo devido ao campo de aceleragao w, ou seja:

b = phw. (6.8)

O esquema de Houbolt estd enquadrado entre os métodos de miiltiplos passos, pois o
mesmo nao se utiliza apenas dos valores do passo anterior para determinar os valores atuais
e sim de trés outros passos passados. Para se proceder a integracao no tempo durante um
periodo 7, este periodo é dividido em N intervalos iguais A7 (7 = NAT). A aceleragao em

T+ AT é aproximada pela expressao de diferengas finitas:

. 1
WriAr = ) (2WT+AT - 5WT + 4WT*AT - WT*2AT) : (69)

AT
onde:
T+ AT — passo de tempo atual;
7 — passo de tempo imediatamente anterior ao passo atual 7 + AT;
7 — AT — passo de tempo imediatamente anterior ao passo T;
T—2AT — passo de tempo imediatamente anterior ao passo 7 — AT;
AT — intervalo de tempo entre passos consecutivos de tempo.

Desde que w,, W,_ar € W,_sa, sejam conhecidos, pode-se calcular w,, A, através de

um sistema, da formas:
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AXT+AT =Yr+ar (610)

onde X, A, é 0 vetor de varidveis desconhecidas e y,, A, € 0 vetor de varidveis conhecidas,
sendo que seus elementos sao calculados a partir dos valores de w dos passos de tempo

anteriores e das condicbes de contorno no tempo 7 + Ar.

Uma vez que o sistema (6.10) é resolvido, o vetor w,; A, é conhecido e a solu¢ao pode

entao ser encontrada para o préximo passo de tempo.
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Capitulo 7

Resultados numéricos

Sao apresentados a seguir alguns resultados obtidos com as rotinas implementadas.
Esses resultados sao comparados com resultados obtidos pelo método dos elementos finitos

(Useche, 2008) e resultados presentes na literatura.

Nos resultados seguintes, as fungoes de aproximacoes f,,1 € fm2 s@o usadas na forma

nao aumentada enquanto f,,3 € fn4 sd0 usadas na forma aumentada por polindémios.

A solugao particular (equagao 5.35) usada no DRM serd dada por:

onde: ¢c; =1¢ecy = —1.

7.1 Aplicacao do DRM e RIM na analise modal de pla-

cas ortotrdpicas

Com o objetivo de comparar a precisao de diferentes fungoes de aproximagao e do DRM,

o método é aplicado em um problema de vibragao livre. Considere uma placa retangular
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simplemente apoiada com as seguintes dimensoes: comprimento ¢ = 450 mm, largura b = 350
mm e espessura h = 2.1 mm (Figura 7.1). A placa é ortotrdpica e tem as propriedades:

E1 =120 GP&, EQ =10 GPa, G12 =428 GPa, V19 = 03 e P = 1510 kg/m3

7\ :::::::%:::',:::
1 | T
S5 A
T ! T
1 | 1
L
1 T |

Figura 7.1: Discretizacao da placa retangular.

A vibracao livre desta placa é analisada usando-se quatro funcoes de base radial, dadas
pelas equagoes (5.66), (5.67), (5.68) e (5.69), com uma malha de 20 elementos quadréticos

descontinuos no contorno e 25 pontos internos.
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Tabela 7.1: Frequéncias naturais calculadas analiticamente e obtidas pelo DRM e pelo RIM.

Modos | Exata DRM Jm1 Jm2 Jm3 Jma

w/(27) | w/(2m) | Diff. | w/(2m) | Diff. | w/(27) | Diff. | w/(27) | Diff. | w/(27) | Diff.

(Hz) | (Hz) | (%) | (Hz) | (%) | (Hz) | (%) | (Hz) | (%) | (Hz) | (%)

1 52.77 53.99 | 231 | 53.27 | 0.95 | 53.31 | 1.02 | 52.80 | 0.06 | 53.19 | 0.80

2 103.28 | 128.79 | 24.70 | 108.20 | 4.76 | 108.26 | 4.82 | 104.19 | 0.88 | 104.43 | 1.11

3 176.57 | 185.60 | 5.11 | 187.42 | 6.15 | 187.62 | 6.26 | 179.08 | 1.42 | 181.44 | 2.76

4 199.83 | 251.03 | 25.62 | 205.13 | 2.65 | 205.16 | 2.67 | 202.32 | 1.25 | 204.96 | 2.57

5 211.09 | 295.69 | 40.08 | 223.60 | 5.92 | 223.80 | 6.02 | 213.52 | 1.15 | 214.97 | 1.84

A Tabela 7.1 mostra as cinco primeiras frequéncias naturais calculadas pelo DRM e

pelo RIM, usando quatro fungoes de aproximagao, e solugao analitica exata apresentada por

Gibson (1994). Na fungado de aproximacao f,,4, os resultados sao calculados considerando

dy=b/3.

As Figuras 7.2, 7.3, 7.4, 7.5, 7.6 mostram os modos de vibrar da placa livre.
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Figura 7.2: Modo 1 (Simplesmente apoiada).
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Figura 7.3: Modo 2 (Simplesmente apoiada).

Figura 7.4: Modo 3 (Simplesmente apoiada).
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Figura 7.5: Modo 4 (Simplesmente apoiada).

Figura 7.6: Modo 5 (Simplesmente apoiada).

Dos resultados, podemos concluir que as fungoes de base radial aumentadas por polinémios
fm3 € fma apresentam melhor performance em comparagao com as nao aumentadas fi,1 € fio.

Pode-se ver que o RIM apresentou para todas as frequéncias e praticamente para todas as

82



fungoes de aproximagao, resultados melhores que o DRM. O RIM é mais adequado para a
andlise dos problemas estruturais de materiais anisotrépicos usando o BEM, porque permite
a aproximacao das integrais dominio com fungoes de aproximagao de excelente desempenho
e que nao podem ser utilizadas no DRM para este tipo de problema (Albuquerque, Santana

e Sollero 2007).

7.2 Aplicacao do DRM e RIM na analise transiente de

placas ortotrépicas

Nesta sec¢ao, resultados numeéricos sao apresentados para placas sob cargas de impacto
dependentes do tempo. Os valores obtidos para o deslocamento em algum ponto da placa sao
comparados com resultados obtidos pelo método dos elementos finitos (Useche, 2008). Em
todos os calculos numeéricos, placas ortotrépicas sao sujeitas a cargas transversais distribuidas

uniformemente.

7.2.1 Placa quadrada apoiada nos quatro lados sob carga uni-

formemente distribuida

Considere uma placa apoiada (Figura 7.7) carregada no instante 7, = 0's por uma carga

q = 2,07 x 10° N/m? tipo degrau (Figura 7.8). A placa é ortotrépica e apresenta as seguintes
propriedades e dimensoes: FEy; = 6895 MPa, F; = 2F;, G2 = 265.19 MPa, v = 0.3,
= 7166 kg/m3, a = 254 mm e espessura h = 12.7 mm. Este problema é equivalente ao
problema proposto por Sladek et al. (2006) que foi analisado usando a férmulagao do método
sem malha Petrov-Galerking (MLPG). O deslocamento vertical estdtico do né central da placa

é dado por we = 23,42 x 1073 m e o fator de normalizagio do tempo por t, = a*/(4/ph/D).
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Figura 7.7: Placa quadrada ortotrépica apoiada.

84



da

e

\a ]

=) ‘r

Figura 7.8: Carregamento tipo funcao degrau.

7.2.1.1 Sensibilidade ao niimero de pontos internos do DRM

A placa foi discretizada usando-se 12 elementos de contorno quadréticos descontinuos
de mesmo comprimento e passo de tempo AT = 1,4610 x 1075s. O problema foi analisado
utilizando-se 1, 9 e 25 pontos internos distribuidos uniformemente. A Figura 7.9 mostra o

deslocamento vertical do n6 central da placa em fungao do tempo.
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w/wstat
—

—*— Sladek et al. (2006)
—&— 1 ponto interno

9 pontos internos
—+— 25 pontos internos

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t/t,

Figura 7.9: Deslocamento vertical do né central da placa com o tempo sujeita a variacao de

pontos internos.

Pode-se obsevar que o uso de pontos internos é necessario para se obter uma maior
precisao dos resultados obtidos pelo DRM. Neste caso, o resultado obtido com 25 pontos
internos foi mais proximo da solugao de elementos finitos e do MLPG que os resultados com

1 e 9 pontos internos.
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7.2.1.2 Sensibilidade ao nimero de elementos do DRM

A placa foi discretizada usando-se 9 pontos internos e passo de tempo A7 = 1,4610 x
107%s. O problema foi analisado pelo DRM utilizando-se 4, 8 e 12 elementos de contorno
quadraticos descontinuos de mesmo comprimento. A Figura 7.10 mostra o deslocamento

vertical do né central da placa em funcao do tempo.

25 T T T T

1.5

w/wsta,t
—

—x*— Sladek et al. (2006)

—8— Malhal =4 R SR RIRREE
Malha2 = 8
05 —+—Malha3 = 12
' 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t/t,

Figura 7.10: Deslocamento vertical do né central da placa em fungao do tempo sujeita a

variagao do niimero de elementos.

Pode-se observar na Figura 7.10 que a discretizagdo do contorno da placa afeta pouco
os resultados obtidos pelo DRM. Assim, neste problema a influéncia do nimero de elementos

na discretizagao do contorno é bastante pequena.
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7.2.1.3 Sensibilidade ao passo de tempo do DRM

A placa foi discretizada usando-se 25 pontos internos e 12 elementos de contorno
quadréticos descontinuos de mesmo comprimento. O problema foi analisado pelo DRM
utilizando-se passos de tempo iguais a A7 = 1,4610 x 107%s, A7 = 1,4610 x 10755 e
AT =1,4610 x 10~*s. A Figura 7.11 mostra o deslocamento vertical do né central da placa

em funcao do tempo.

25 : : . .
2 L .
15} -
3
S 1y 1
3
0.5} —o—FEM -
—— Sladek et al. (2006)
o —&— At=1,4610x10"°s |
At =1,4610x10""s
—+— At = 1,4610x107%s
-0.5 - -
0.2 0.4 0.6 0.8 1
t/to

Figura 7.11: Deslocamento vertical do né central da placa com o tempo sujeita a variagao

do passo de tempo.

Pode-se observar na Figura 7.11 que houve pouca dependéncia dos resultados quando
se usou o passo de tempo A7 = 1,4610 x 10~ °s, entretanto para o passo de tempo Ar =
1,4610 x 10~*s o resultado mostrou-se préximo da solucao do método dos elementos finitos

e do MLPG.
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O mapa de cor para deslocamento do né central na direcdo z para o instante de tempo

t = 0,0035s pode ser visualizado na Figura 7.12.

0
-0.005
-0.01
0 -0.015
-0.02
-0.04 ~0.02
03 -0.025
-0.03
-0.035
-0.04

Figura 7.12: Mapa de cor do deslocamento vertical do né central.

7.2.1.4 Analise dos resultados com diferentes fungoes de aproximacao do RIM

Considere a placa apoiada da Figura 7.7 usando-se 12 elementos de contorno quadraticos
descontinuos, 9 nés internos e passo de tempo igual a A7 = 1,4610 x 107°s. A Figura 7.13
mostra o deslocamento vertical do né central da placa, usando-se as fungoes de aproximagao
equagoes (5.66), (5.67), (5.68) e (5.69) no RIM. Os deslocamentos sdo comparados com os
resultados apresentados por Sladek et al. (2006) e com resultados obtidos com elementos

finitos.
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Figura 7.13: Deslocamento vertical do né central da placa com uso de diferentes fungoes de

aproximacao.

Os resultados obtidos (Albuquerque, Sollero and Santana, 2008) com a fungao de apro-
ximagao de quarta ordem (equagao 5.69) estdo mais préximos dos resultados apresentados

por Sladek et al. (2006) e também dos resultados obtidos usando elementos finitos.
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7.2.1.5 Comparacao entre DRM e RIM

Considere a placa apoiada da Figura 7.7. A placa foi analisada usando-se 12 elementos
de contorno quadraticos descontinuos, 9 nés internos e passo de tempo igual a A7 = 1,4610 x
10~°s. A Figura 7.14 mostra o deslocamento vertical do né central da placa, usando-se a

fungdo de aproximacao f,,3 para o RIM e o DRM.

2.5 - ' ' :
ol i
1.5¢ |
3
£ |
3
0.5 , |
ﬁ;‘g{fé —o— FEM
0B<g# —#%— Sladek et al. (2006)} i
—+— DRM
os RIM - Aprox. fun.3
' 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t/to

Figura 7.14: Deslocamento vertical do né central da placa com o uso do DRM e RIM.

Os resultados obtidos apresentam boa concordancia com os obtidos por Sladek et al.
(2006) e com os resultados obtidos usando elementos finitos. Os resultados obtidos pelo RIM

estao mais préoximos dos resultados de elementos finitos e do método sem malha que obtidos

pelo DRM.

91



7.2.1.6 Variagao da resposta com a razao entre os médulos de elasticidade

O mesmo problema anterior foi tratado variando-se a razao entre os mddulos de elas-
ticidade E; e Ey (Razao = R = FEy/FE; onde E, assume diferentes valores e F; e as demais
propriedades do material permanecem com seus valores inalterados). A Figura 7.15 mostra os
resultados para 3 valores de R para os deslocamentos verticais do né central da placa (Figura
7.7). Os resultados foram obtidos usando 12 elementos de contorno quadraticos descontinuos,

9 nés internos e passo de tempo igual a AT = 4,6667 x 107 s.

0.7 . . . .
—— FEM R=1
—%— MEC R=1
0.61 FEM R=2
—+— MEC R=2
0.5} — < FEM R=4
—&— MEC R=4

Figura 7.15: Deslocamento vertical do né central da placa obtidos para diferentes razoes

entre moédulos de elasticidade.

Os resultados tem o comportamento esperado, ou seja, quanto maior a razao entre Fo
e F1, menores sao os deslocamentos e maior a frequéncia dos ciclos. Em todos os casos os

resultados sao estaveis mesmo depois de vérios ciclos.
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7.2.2 Placa quadrada engastada nos quatro lados sob carga uni-

formemente distribuida

Considere uma placa engastada (Figura 7.16) carregada no instante 7, = 0's por uma
carga tipo degrau ¢ = 2,07 x 10 N/m? (Figura 7.8). A placa considerada apresenta as mes-
mas propriedades e dimensoes da Secao 7.2.1. A unica diferenca é que se encontra engastada.
O deslocamento vertical estatico do né central da placa é dado por wye = 6,74.102m e o

fator de normalizagao do tempo por t, = a®/(4y/ph/D).

SRRy

Figura 7.16: Placa quadrada ortotrépica engastada.
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7.2.2.1 Sensibilidade ao nimero de pontos internos para o DRM

A placa foi discretizada usando-se 12 elementos de contorno quadraticos descontinuos de
mesmo comprimento e passo de tempo A7 = 1,4610 x 107°s. O problema foi analisado
pelo DRM utilizando-se 1, 9 e 25 pontos internos uniformemente distribuidos. A Figura 7.17

mostra deslocamento vertical do né central da placa em funcao do tempo.

2 T T T T
18 B % o
16} 7 ]
141 7
3 1.21 7 -
5 g
0.8 / .
’
06 B [0/ —o— FEM i
0.4l —x— Sladek et al. (2006)| SR
' —s— 1 ponto interno ’
0.2r 9 pontos internos
0 —+— 25 pontos internos
B Il Il |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

t/t,

Figura 7.17: Deslocamento vertical do né central da placa com o tempo sujeita a variagao

de pontos internos.
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Pode-se obsevar que para se obter uma maior precisao dos resultados no DRM, o nimero
de pontos internos foi elevado para 25, conforme mostrado na Figura 7.17 e que com apenas 1
ponto interno verifica-se uma grande diferenca em relagao aos demais resultados para o DRM.
O resultado obtido com 25 pontos internos, apresentou pequenas diferengas e mostrou-se

ligeiramente mais proximo da solugao exata que os resultados com 1 e 9 pontos internos.

7.2.2.2 Sensibilidade ao niimero de elementos para o DRM

A placa foi discretizada usando-se 9 pontos internos e passo de tempo A7 = 1,4610 x
107%s. O problema foi analisado pelo DRM utilizando-se 4, 8 e 12 elementos de contorno
quadréticos descontinuos de mesmo comprimento. A Figura 7.18 mostra o deslocamento

vertical do no central da placa em fungao do tempo.
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0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
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Figura 7.18: Deslocamento vertical do né central da placa com o tempo sujeita a variagao

do numero de elementos.
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Pode-se observar na Figura 7.18 que a discretizagao do contorno da placa pouco afeta

os resultados.

7.2.2.3 Sensibilidade ao passo de tempo pelo DRM

A placa foi discretizada usando-se 25 pontos internos e 12 elementos de contorno
quadraticos descontinuos de mesmo comprimento. O problema foi analisado pelo DRM
utilizando-se passos de tempo iguais a A7 = 1,4610 x 107%s, A7 = 1,4610 x 10755 e
AT =1,4610 x 10~*s. A Figura 7.19 mostra o deslocamento vertical do né central da placa

em funcao do tempo.

2 .
1.8} 1
16f :
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sl J{ | e FEM R\

: i —*— Sladek et al. (2006) &%ﬂ
04r | —5— At =1,4610x10" bl
ool | At =1,4610x10% |

& —+— At =1,4610x107%
:..,/12‘ 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
t/to

Figura 7.19: Deslocamento vertical do né central da placa com o tempo para diferentes passos

de tempo.
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Pode-se observar na Figura 7.19 que houve pouca dependéncia dos resultados quando
se usou o passo de tempo A7 = 1,4610 x 107%s. Entretanto, para o passo de tempo A1 =
1,4610 x 10~*s o resultado mostrou-se mais préximo da solucio de elementos finitos e do

MLPG.

O mapa de cor para deslocamento do né central na dire¢ao z para o instante ¢ = 0, 0022

s, pode ser visualizado na Figura 7.20.

Figura 7.20: Mapa de cor do deslocamento vertical do né central.
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7.2.3 Placa engastada-livre sob carga uniformemente distribuida

Considere uma placa engastada-livre (Figura 7.21) carregada no instante 7, = 0's por
uma carga tipo degrau ¢ = 2,07 x 105 N/m? (Figura 7.8). A placa considerada apresenta
as mesmas propriedades e dimensoes da Secao 7.2.1. Este problema foi analisado tanto pelo
DRM quanto pelo RIM. Porém, os resultados do DRM apresentaram elevadas instabilidades

para todos os casos e nao serao mostrados neste trabalho.

Figura 7.21: Placa quadrada ortotrépica engastada em um lado e livre em trés lados.

7.2.3.1 Sensibilidade ao niimero de pontos internos do RIM

A placa foi discretizada usando-se 8 elementos de contorno quadraticos descontinuos
de mesmo comprimento e passo de tempo AT = 4,6667 x 10~*s. O problema foi analisado

utilizando-se 1, 9 e 25 pontos internos uniformemente distribuidos. A Figura 7.22 mostra
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deslocamento vertical do né central da placa em funcao do tempo obtido pelo RIM.

0.35 - '
——FEM
—8— 1 - ponto interno
03f 9 - pontos internos
—*— 25 - pontos internos
0.25f S o |
£
£0.2f |
3
0.15¢ |
0.1F |
0.05¢ |

0 0005 001 0015 0.02 0025 003 0035
t(s)

Figura 7.22: Deslocamento vertical do né central da placa com o tempo sujeita a variagao

de pontos internos.

Pode-se observar na Figura 7.13 que houve pouca dependéncia do nimero de pontos

internos. Os resultados mostraram-se préximo da solugdo de elementos finitos.
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7.2.3.2 Sensibilidade ao nimero de elementos do RIM

A placa foi discretizada usando-se 9 pontos internos e passo de tempo A7 = 4, 6667 X
10~*s. O problema foi analisado utilizando-se 4, 8 e 12 elementos de contorno quadréticos
descontinuos de mesmo comprimento. A Figura 7.23 mostra o deslocamento vertical do né

central da placa em fungdo do tempo obtidos pelo RIM.

0.35 . . . |
—o—FEM
—&— Malhal1 =8
0.3r Malha2 = 12
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0.05

002 0025 003 0.035
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0 v.::fg': i i i
0 0.005 0.01 0.015

Figura 7.23: Deslocamento vertical do né central da placa com o tempo sujeita a variagao

do numero de elementos.

Pode-se observar na Figura 7.23 que a discreticao do contorno pouco afeta os resultados.
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7.2.3.3 Sensibilidade ao passo de tempo do RIM

A placa foi discretizada usando-se 25 pontos internos e 12 elementos de contorno
quadréticos descontinuos de mesmo comprimento. O problema foi analisado utilizando-
se passos de tempo iguais a A7 = 0,0012s, A7 = 1,667 x 107*s, A7 = 3,5 x 10°s e
AT = 6,0137 x 107%s. A Figura 7.24 mostra o deslocamento vertical do né central da placa

em funcao do tempo.

0,35 T T T T T T
0.3}
0.25} ]
B
£02r 1
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—© At=6,0137x10"s| R S

0 e i i i
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035

t(s)

Figura 7.24: Deslocamento vertical do né central da placa com o tempo para diferentes passos

de tempo.
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Pode-se observar na Figura 7.24 que os passos de tempo A7 = 1,1667 x 107%s e
AT = 3,5 x 107°s apresentam boa convergéncia com a solucao de elementos finitos ao
contrario do passo de tempo A7 = 0,0012 s que fica um pouco distante. O passo de tempo

AT = 6,0137 x 1075 s apresenta pequenas instabilidades (Figura 7.25).

0.32

0.3

0.28

0.26

0.24

0.22

0.029 0.03 0.031 0.032 0.033 0.034 0.035

Figura 7.25: Instabilidade do passo de tempo A7 = 6,0137 x 107° s.
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O mapa de cor para deslocamento do né central na direcao z para o instante de tempo

t = 0,035 s, pode ser visualizado na Figura 7.26.

Figura 7.26: Mapa de cor de placa engastada-livre.
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7.2.3.4 Influéncia de pontos internos no RIM

Considere uma placa engastada-livre (Figura 7.27) carregada no instante 7, = 0's por
uma carga tipo degrau ¢ = 2,07 x 105 N/m? (Figura 7.8). A placa considerada apresenta
as mesmas propriedades e dimensoes da Secao 7.2.1. Este problema foi analisado pelo RIM

para verificar a influéncia de pontos internos.

ad

Figura 7.27: Placa quadrada ortotrépica engastada em um lado e livre em trés lados.

A placa foi discretizada usando-se 12 elementos de contorno quadraticos des-
continuos de mesmo comprimento e passo de tempo AT = 0,0012s. O problema foi analisado
utilizando-se 0, 1 e 9 pontos internos uniformemente distribuidos. A Figura 7.28 mostra

deslocamento vertical do né central da extremidade da placa em fun¢do do tempo obtido

pelo RIM.
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Figura 7.28: Placa quadrada ortotrépica engastada em um lado e livre em trés lados.

Pode-se observar na Figura 7.28 que nao houve dependéncia do nimero de pontos

internos, ao contrario do DRM que tem seus resultados influénciados pelos pontos internos.
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Capitulo 8

Conclusoes

8.1 Consideracoes finais

Este trabalho apresentou uma formulacao do método dos elementos de contorno para
andlise de problemas dinamicos em placas finas de materiais compdésitos. A formulagao do
método dos elementos de contorno para a anélise de problemas de elastodinamica em materi-
ais anisotropicos foi obtida usando solugoes fundamentais da elastostatica e considerando os

termos de inércia como forcas de corpo. Foram usados elementos quadraticos descontinuos.

As integrais de dominio provenientes dos termos de inércia foram transformadas em
integrais de contorno usando o método dos elementos de contorno de reciprocidade dual e o

método da integragao radial.

No método da reciprocidade dual, as solugoes particulares de deslocamentos foram
escolhidas e as fungoes de aproximacao foram obtidas usando a equagao de equilibrio. No

método da integracao radial, as funcoes de aproximacao podem ser escolhidas livremente.

Numa comparagao do DRM com o RIM, foi mostrado que o DRM é um método de
custo computacional baixo, uma vez que ele nao exige integracoes extras para a montagem

das matrizes referentes as forcas de corpo, uma vez que utiliza as matrizes H e G ja cons-
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truidas para o cédlculo dos demais termos. Porém, devido a necessidade de se calcular as
solugoes particulares, é um método de dificil implementagao além de nao permitir que as
fungoes de aproximagao sejam escolhidas livremente. Com isso mesmo possuindo um custo
computacional elevado, o RIM mostrou-se mais adequado para problemas apresentados neste

trabalho.

No método da integracao radial, foram utilizadas fungoes de aproximagao que apresen-
taram boa performance em outras formulagoes disponiveis na literatura. Foram utilizadas
fungoes de aproximagao de base radial, aumentadas por polinémios ou nao. Os resulta-
dos mostraram que as fungoes de aproximacao aumentadas por polindmio apresentam con-
vergéncia mais rapida que as nao aumentadas. Foram analisadas quatro fungoes de aprox-
imacao e, dentre estas quatro, a que apresentou melhor performance foi a spline de placas
finas aumentadas por polinémio. Foi analisada a sensibilidade ao nimero de pontos internos,

a malha e ao tamanho de passo de tempo para estas fungoes.

O RIM mostrou-se pouco sensivel ao niimero de pontos internos utilizado no dominio

e pouco sensivel ao numéro de elementos no contorno e ao passo de tempo.

Como propostas para trabalhos futuros sugere-se, a implementacdo do calculo das
tensdes no contorno e nos pontos internos, a extensao da formulacdo para cascas e prob-
lemas nao-lineares e ainda o desenvolvimento de procedimentos para tornar menor o custo

computacional do RIM.
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