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Resumo

SCALON, Vicente Luiz, Estudo de Mudanca de Fase em (Geometria Plana Aletada In-
cluindo os Efeilos Convectivos, Campinas, Faculdade de Engenharia Mecanica, Uni-

versidade Estadual de Campinas, 1998, 128 p. (Tese de Doutorado).

Este trabalho apresenta uma metodologia que foi elaborada para a solugdo de proble-
mas de mudanca de fase, através do método de elementos finitos, na qual se considera a
conveccao natural no meio fluido. Diversos métodos de solugdo tanto para o problema de
mudanca de fase como de convecgio natural foram avaliados, procurando identificar os
mais adequados. Os métodos apresentados foram validados separadamente permitindo,
desta forma, a avaliacdo detalhada do seu comportamento sob os mais diferentes aspectos
e, principalmente, a sua eficiéncia na solugdo do problema considerado. Depois disto,
é resolvido um problema genérico que envolve tanto os fendémenos de mudanca de fase
como conveccdo natural. Os resultados assim obtidos permitiram a validagdo do modelo
genérico através da sua comparagio com resultados previamente publicados na literatura.
Apés a etapa de validagio, o modelo completo, que engloba mudanga de fase e convecgao
natural, é aplicado a uma geometria aletada tipica de armazenadores térmicos. Alguns
resultados que permitem a avaliacio de diversos pardmetros de influéncia em projetos

deste tipo sao apresentados e analisados.

Palavras Chave: Mudanca de Fase, Convecgio Natural, Armazenamento Térmico,

Flementos Finitos
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Abstract

SCALON, Vicente Luiz, Study of Phase Change in a Plan Finned Geometry Including
Convective Effects, Campinas, Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade

Estadual de Campinas, 1998, 128 p. (Tese de Doutorado).

This work presents a new formulation, based on the finite elements method approach,
for the solution of phase change problems with natural convection in the fluid phase.
Several methods of solution for the problems of phase change and natural convection
are evaluated. These methods were validated and a detailed evaluation of its behavior
under different aspects and, mainly, its efficiency in the solution of the proposed problem
were equaly evaluated. A generic problem which involves the phase change and natural
convection phenomenon is solved. The obtained results allowed the validation of the
generic model through comparison with results previously published. Consequently, the
phase change problem with natural convection is applied to a typical finned geometry
used in thermal control and storage units. Additional results that evaluate the influence

of some parameters in this kind of equipment are presented and analyzed.

Key Words: Phase Change, Natural Convection, Thermal Storage, Finite Elements
Applied to
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Capitulo 1

Introducao

Um grande numero de estudos de problemas envolvendo mudanca de fase tém sur-
gido gragas, principalmente, a grande quantidade de situagdes em que este processo tem
importancia vital. Um exemplo disto sdo os processos de solidificacdo de acos, onde é
preciso conhecer o tempo exato de solidificacdo e o perfil de temperaturas para controlar
o tipo de estrutura formada. Os processos de mudanca de fase sio utilizados também
em sistemas de armazenamento térmico, onde o material ac mudar de fase pode absor-
ver ou liberar calor a um sistema de acordo com a sua demanda de energia. Como um
exemplo mais recente tem-se o processo de sublimacdo de cera, utilizado como principio
bésico de umpressoras térmicas coloridas. Neste processo o comportamento do campo de
temperaturas € de fundamental importancia. Além destes, sio exemplos de problemas
que envolvem mudanga de fase: a exploracio de petroleo em geleiras, o congelamento de

alimentos e muitos outros.

Além disto, os problemas de mudanca de fase sao muitas vezes utilizados por interesse
meramente cientifico, mostrando a generalidade de métedos de solugio de problemas.
Este fato se deve a extrema complexidade do problema de mudanca de fase pois envolve
condugao de calor em dois meios, convecgio térmica em um e, além disto, uma fronteira
mavel. Com todes estes complicadores, urn método que se aplique bem a problemas deste
tipo tende a ser também eficiente na solugio de outros que englobem apenas um, ou

mesmo mals, destes fendmenos.



1.1 Armazenadores Térmicos

De forma genérica pode-se dizer que os armazenadores térmicos sdo dispositivos que
se utilizam: de energia, residual ou em periodos onde ela néo é aproveitada, para aumentar
o nivel de energia térmica do seu principal componente. Esta quantia armazenada fica,
a partir de entdo, disponivel para que possa ser utilizada no momento em que haja um

aumento de demanda on mesmo falta de energia para o processo.

A forma como a energia é estocada pode variar de um armazenador para outro. Um
dos processos classicos de armazenamento de energia sob a forma de energia interna
é o de manter, durante certo tempo num tanque isolado, uma determinada massa de
liquido a um nivel de temperatura elevado. Esta forma de armazenagem ¢é conhecida como
armazenamento térmico por calor sensivel. Outro processo, também muito utilizado, é o
do armazenamento térmico por calor latente, onde um material que muda de fase mantém-
se a uma temperatura constante enquanto cede ou absorve energia. Com base nestas
afirmacoes € possivel notar que os armazenadores de calor latente sao normalmente mais

compactos e trabalham numa faixa bem definida de temperaturas.

Desta forma, para os armazenadores de calor latente a etapa da escolha do material
de mudanca de fase (PCM) é de fundamental importancia pois ela ird ditar nao s6 a
capacidade de armazenamento como também a sua faixa de temperatura de trabalho.
Sao utilizados materiais com as mals diversas temperaturas de mudanca de fase, e que
permitem a utilizacdo de armazenadores deste tipo numa ampla gama de situa¢des. Um

detalhamenio sobre os materiais mais utilizados e suas respectivas propriedades pode ser

encontrado em ISMAIL (1998).

No que se refere a sua utilizagdo, os sistemas de armazenamento térmico vem sendo
objeto de um grande nimero de estudos, principalmente a partir da década de 70 quanto
comecgou a preocupacio com as politicas de conservaciao da energia. Com este tipo de
analise verificou-se que grande parcela da energia é perdida pelo simples fato de sua
disponibilidade ocorrer num momento inadequado. E neste aspecto que os sistemas com
armazenamento térmico oferecem uma maior flexibilidade que muito poderia contribuir

na minimizagdo das perdas.

Em sistemas ndo convencionais de aproveitamento de energla, como aqueles que uti-
lizam energia solar por exemplo, o armazenamento é de fundamental importancia pois

ha, normalmente uma defasagem entre a utilizacdo do sistema e os periodos de dispo-



nibilidade. Em sistemas deste tipo as caracteristicas da radiagio solar e as condicoes
climaticas da regiao associadas ao tipo de emprego previsto para o sistema é que ditarao

as caracteristicas e dimensoes da unidade de armazenamento adequada.

Atualmente a maior utilizaciao de armazenadores se da em sistemas de banco de gelo
para condicionamento de ar, que aproveitam a disponibilidade de energia elétrica em
periodos deslocados do pico de consumo. Embora a efetivacdo de programas deste tipo
dependa da implementacdo de politicas de estimulo como, por exemplo, tarifas de energia
elétricas diferenciadas de acordo com o seu horario de utilizacio, muito tem se caminhado

a este respeito e o uso destes dispositivos tende a se tornar cada vez mais comum.

Enfim o armazenamento de energia € cada vez mais comum na nossa vida e constitui-se
num importante tépico de pesquisa e desenvolvimento, jé que nao existe uma metodologia
bem definida para projetos de sistemas deste tipo. De maneira geral tanto o projeto de
sistemas de armazenamento por calor sensivel como latente envolvem um grande esforco e

desenvolvimento tedrico e/on experimental, com o qual este trabatho pretende contribuir.

1.2 Objetivos

Este trabalho busca a obtengéo de resultados numéricos para uma geometria bidimen-
sional aletada envolta por material que, durante o o processo, muda de estado fisico. A
figura (1.1) apresenta os detalhes da geometria do problema e facilita a compreensio de
como o processo ocorre. Esta geometria é muito comum em armazenadores de calor e
o desenvolvimento deste trabalho visa o fornecimento de subsidios para a otimizacdo de

projetos deste tipo de sistema.

Buscando resultados mais completos, ndo sé o problema de conducioc de calor, mas
também o transporte de energia através do processo de convecgio serd analisado. Isto
amplia a faixa de confiabilidade dos resultados uma vez que, segundo experiéncias ante-
riores destacadas no corpo do texto, sobre determinadas condigdes de geometria e faixa

de temperaturas o processo de convecgio se torna predominante e ndo pode deixar de ser

considerado.

Assim sendo, neste trabalho serdo obtidas solugdes para o problema de fusio em uma
geometria plana aletada. Estes resultados serdo analisados, tendo sempre em vista as

alteragoes ocorridas quando algum dos parametros de projeto é alterado. Isto permitira
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Figura 1.1: Esquema da geometria a ser utilizada.

avaliar o grau de influéncia de cada um destes parimetros e, desta forma, procurar auxiliar

na execu¢ao do projeto.

1.3 Analise das alternativas para a formulacio

Esta analise é apenas introdutéria e consta de uma apresentacio dos termos usuais e
esquemas mais utilizados na drea, sem se preocupar com citacdes de referéncias, que serao

destacadas a partir do capitulo seguinte.

De antermnao foi feita uma analise quanto a metodologia de formulacdo e, neste tra-
balho, optou-se pela utilizagao de elementos finitos. Este método, tradicional na area de
mecanica dos sélidos, tem sido utilizado com sucesso, j4 ha algum tempo, em problemas
de condugdo de calor. No entanto, embora a sua atuagio tenha sido estendida & solucio
de problemas que envolvem escoamento de fluidos hé bastante tempo, apenas no final
da década de 80, e comego dos anos 90 que esta metodologia foi alavancada. A grande
vantagem do método de elementos finitos é a sua grande capacidade de tratar problemas
complexos sem a necessidade da utilizagic de malhas ortogonais. Embora tenham sido
utilizadas técnicas para implementacdo de malhas nio ortogonais em diferencas finitas,
este fato envolve alteragdes significativas em sua formulacgéo usual aumentando a comple-
xidade do método. Assim sendo, como o método de elementos finitos ja trata malhas nio
ortogonais, sem a necessidade de nenhuma alteracio na metodologia, ele foi o escolhido

para ¢ desenvolvimento deste trabalho.



No tocante a malha optou-se por um esquerma de geracéo automética por mapeamento
transfinito, que permite a gera¢io da malha interna a partir dos pontos do contorno. Este
esquema € extremamente simples e permite geracao de malhas relativamente complexas.
No entanto ele ndo é absolutamente confidvel devendo-se sempre tomar o cuidado de

verificar a malha gerada, como foi feito neste trabalho.

Da mesma forma, outro ponto tratado foi a utilizacio de armazenamento em banda
da matriz, comum a grande parte dos problemas em elementos finitos. A utilizacdo da
propriedade da banda restrita reduz, de forma significativa, o consumo de meméria para
o armazenamento da matriz global. Isto acontece porque nao sao armazenados os va-
lores nulos que se encontram fora da banda. Existem técnicas também que, através da
numeracao dos nds, reduzem a banda da matriz. Neste caso, como a geometria do pro-
blema ¢ relativamente simples, isto ndo se fez necessario ¢ nemn chegou a ser considerado.
Entretanto a prépria utilizacdo de armazenamento vetorial por banda obriga a utilizagio
do método frontal para a solugdo de matriz global, que nada mais é que uma solucio
por eliminacao de Gauss que ndo altera a parcela fora da banda da matriz. Todos estes
procedimentos de construcio da malha e solugio de matrizes serdo discutidos com maiores

detathes no corpo deste trabalho.

Os problemas de mudanca de fase sdo relativamente complexos para serem solucio-
nados (mesmo numericamente) e uma grande diversidade de métodos de solucio podem
ser encontrados na literatura. Apesar disto dois grandes grupos podem ser formados,

separando-os segundo a natureza da solugéo:

Métodos de Acompanhamento de Fronteira: geram constantemente a malha de
forma que sempre existam pontos sobre a fronteira de mudanca de fase. A solugdo
do problema se baseia no equacionamento de Stefan, ou seja, na solugéo da equagéo
de transporte nas fases solida e liquida e o balanco energético na interface. Exis-
tem controvérsias sobre a classificagio da solugac de problemas de mudanca de fase
através de transformacio de dominio, como transformadas de Landau. Neste traba-
lho considera-se que estes estdo inseridos dentro dos métodos de acompanhamento
de fronteira. Na realidade estes métodos ndo diferem em sua natureza de solucio e

o seu principio basico é o mesmo do acompanhamento de fronteira, apenas utilizam

uma técnica diferente.

Métodos Entalpicos: baseiam-se na solugdo da equagdo da energia e utilizam o mesmo

equacionamento em todo o dominio. Estes métodos sio de aplicacio mais ime-



diata, uma vez que so dependem da solucdo da equacdo da energia e envolvem,
normalmente, um tempo computacional menor, j& que nao dependem de constan-
tes geracoes de malha ou transformacdes de dominio a cada passo de tempo. Este
grupo de métodos de solugio também apresenta grande diversidade: alguns ufilizam
correcao da capacidade térmica para representar o efeito de mudanca de fase, outros
se utilizam do calculo da entalpia enquanto outros ainda procuram tratar o calor
latente como sendo um termo fonte da equacao. Independente da formulacao utili-
zada, estes métodos tém representado grande parte dos trabalhos realizados nesta

area.

Devido a relativa complexidade dos métodos de acompanhamento de fronteira, seu
possivel aumento do tempo computacional acrescidos ainda de uma certa dificuldade
em tratar com misturas (tipo parafinas), que apresentam faixa de temperaturas para
mudanga de fase e sdo largamente utilizadas em armazenadores térmicos, neste trabalho

deu-se preferéncia pela utilizacdo de um método do tipo entdlpico.

No decorrer do trabalho serdo feitos testes com algumas técnicas usuais que se utilizam
do método entalpico, para verificar a aplicabilidade dos métodos a um dado problema.
Desta forma, poderao ser verificados a precisio de cada uma das formas e, assim como,

alguns parametros que influem na solugio final.

No entanto o processo de mudanca de fase é apenas uma das etapas a ser cumprida na
solucéo do problema proposto, ainda ha a necessidade da solucio da parcela convectiva.

Este tema também tem sido motivo de um grande mimero de pesquisas recentes.

Neste trabalho, por questGes de simplificacio da formulacio, utilizou-se a aproximacio
de Bousinessq para problemas de convecgio natural. Nesta aproximacio considera-se a
variagao da densidade apenas na parcela devida & forca motriz do escoamento, desconsi-
derando os seus efeitos sobre as demais parcelas. Esta aproximacéo é utilizada na maioria

dos trabalhos consultados que envolviam conveccao natural.

A sclugdo do problema de convecgio natural nada mais é que a solugao das equacdes
de Navier-Stokes, onde as for¢as de campo associadas & variagio da densidade do fluido
sdo responsaveis pela sua movimentacio. Assim sendo qualquer técnica que permita a
solugao do problema de Navier-Stokes pode ser utilizada. Na literatura sao encentradas
diversos grupos utilizados na solucdo de problemas de escoamento de fluido e com wmna

série de subdivisdes. Uma primeira subdivisdo se preocupa com a forma com gque o sistemna



de equagoes € resolvido, neste caso dois subgrupos se apresentam:

Método de Solugao Direta é, dentre todos, a forma mais intuitiva de solucio, e con-
siste em resolver o problema como um toce. Se os campos de temperaturas, pressoes
e velocidades estio interrelacionados pode-se resolver a todos simultaneamente. I
conveniente ressaltar que, mesmo assim, devido as suas néo linearidades, a solucao
de problemas envolvendo as equaces de Navier-Stokes tém que ser obtidas através

de um método para sistemas ndo lineares ou de um procedimento iterativo.

A grande desvantagem deste método é a enorme capacidade de armazenamento ne-
cessaria para se consegulr montar uma Unica matriz onde estejam as equagdes para
todos os graus de liberdade de cada ponto. Caso o desenvolvimento dos computa-
dores continue da forma apresentada até os dias de hoje, este método de solucao

tem grande chance de se tornar mals popular num futuro préximo.

Método de Solugio das Equac¢des Acopladas: é o método no qual cada uma das
equagoes que compoe o sisterna € resolvida separadamente e seus resultados acopla-
dos através de um procedimento iterativo. Para o inicio deste tipo de solucio se
admite um perfil inicial para cada uma das varidveis e, a partir dele, se soluciona
uma das equagdes. Com este resultado obtido se resolve a proxima equacio e as-
sim sucessivamente (retornando a primeira apés se resolver a tiltima e reiniciando o

processo), até que a variagdo em cada um dos pardmetros considerados se encontre

dentro de uma faixa de tolerancia,

Uma outra subdivisgo que é bastante utilizada refere-se & natureza das varidveis uti-

lizadas, neste caso os mais difundidos sdo dois:

Método de Solugao em Varidveis Primitivas: é aquele que nio faz nenhum tipo de
transformacao de variaveis, trabalhando-se com as velocidades e pressées. Neste caso
a solucao de problemas bidimensionais depende de, pelo menos, t1és equacgdes: uma
para cada uma das direcbes da equagio da quantidade de movimento e a equacio

da continuidade.

Método de Vorticidade e Fungao Corrente: utilizado principalmente pela simpli-
ficagdo que acarreta no sistema de equacdes de problemas bidimensionais. Esta for-

mulagio transforma o sistema composto por trés equagdes, descrito anteriormente,
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Figura 1.2: Oscilaciao do campo de pressoes.

em um sisterna de duas equagdes (vorticidade e funcdo corrente). Esta €, na rea-
lidade, a sua grande vantagem em relacio aos demais métodos: sua simplicidade
de solu¢do. No entanto este método tem alguns inconvenientes pois, em primeiro
tugar, nao trabalha com os valores das variaveis primitivas diretamente, o que difi-
culta o estabelecimento de condigdes de contorno e, principalmente, ndo mantem as

simplificagGes para geometrias tridimensionais.

Os métodos que se utilizam de varidveis primitivas tém ainda formulacoes alternativas,
dependendo da posi¢do escolhida para se considerar o campo de velocidades e pressao.

Neste caso, 0s grupos que se apresentam sao:

Métodos de Grade Deslocada: largamente utilizados até hoje na solugio de pro-
blemas de escoamentos, sdo uma forma eficiente de prevenir o aparecimento de
uma solugao oscilatéria do campo de presses, como a ilustrada na figura (1.2).
Extremamente utilizada em diferencas finitas esta formulacio nao é diretamente
extensivel a elementos finitos. Neste caso utiliza-se, como uma formulacao equiva-
lente, uma aproximagao em que a ordem de interpolacdo para o campo de pressoes é
menor que para o campo de velocidades. Por exemplo, utiliza-se unia aproximacio
quadratica para a velocidade enquanto para o campo de pressdes utiliza-se uma
aproximacao linear. Apesar deste tipo de formulaciao ndo apresentar grandes pro-
blemas em sua forma aplicdvel a diferencas finitas, o mesmo néoc se pode afirmar
a respeito da aproximacido de ordem diferente. Neste tipo de formulacio ha um

nimero muito maior de pontos para a velocidade do que para a pressio o que, se-
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Figura 1.3: Esquema comparativo das diversas grades.

gundo alguns autores, reduz a precisio do método. Mesmo assim durante muito

tempo este tipo de aproximagio foi utilizado com sucesso.

Métodos de Grade Co-Localizada: ¢ uma alternativa aos métodos de grade deslo-
cada na qual pressoes e velocidades ocupam a mesma posicio na malha. Apesar
de ainda nao ser muito utilizado por adeptos do método de diferencas finitas, é o
meétodo mais utilizado em elementos finitos. Embora esta técnica ja seja conhecida
ha muito tempo, o seu desenvolvimento é bastante recente. Existem diversas formas
alternativas de solucbes para este tipo de tratamento, dentre as quais destacam-se
a formulacao com penalidade (penalty formulation), psendo-compressibilidade e os
métodos de correcao da velocidade. A figura (1.3) apresenta um esquema onde

podem ser vistas as formas de discretizacao.

Devido as suas facilidades. neste trabalho optou-se pela solucio da parcela do problema
que envolve o escoamento através de um método baseado em varidvels primitivas, com
solugao acoplada e com a utilizagdo de uma grade co-localizada(ou de igual ordem, como

é conhecida em elementos finitos).

Este trabalho, como trata de problemas de mudanca de fase, além da solucio usual
para o escoamento, precisa ainda de uma técnica que permita anular as velocidades dentro
da parcela solida do problema. Na literatura sdo encontradas varias técnicas para solucio-
nar este problema como: a que eleva a viscosidade da parcela sélida a niveis extremamente
elevados, a que anula a velocidade através da imposi¢ao, alterando a respectiva linha na
matriz global e outras menos utilizadas. Um estudo destas técnicas e sua implementagio

também foi feito e podera ser encontrado neste trabalho.

Considerando a geometria utilizada um outro problema se apresenta: a utilizacao de

condigbes de simetria para o campo de velocidades. Em termos do campo de temperaturas



10

este tipo de condigao de contorno ndo apresenta maiores problemas. Para o campo de
velocidades, no entanto, existern algumas hipodteses adicionais que devem ser consideradas
sendo a principal o fato de anular-se a velocidade normal & fronteira de simetria. Foram
feitas analises a este respeito e alguns resultados d= tzstes feitos com este tipo de problema

também sao apresentados.

Analisado todo o comportamento da solu¢do numeérica para as diversas etapas do pro-
blema estabeleceu-se, um procedimento geral para a solucdo da geometria aletada con-
forme proposto originalmente. O problema foi resolvido, para certas condic¢des, de forma
a permitir uma anélise de pardmetros importantes no projeto de sistemas que envolvam
a geometria estudada. Os resultados obtidos sao analisados e conclusdes apresentadas,

assim como algumas sugestdes que permitem a continuidade deste trabalho.

1.4 Equagoes basicas para a solugdo do problema e sua adimensionalizagao

A solucdo de problemas através de varidveis adimensionais € de grande utilidade, uma
vez que permite uma extensao de sua solugio a problemas similares com relativa facilidade.
A primeira etapa neste processo consiste em identificar as equagdes basicas que regem o

problema que, neste caso, é de mudanga de fase com conveccdo natural. Assim:

s Continuidade:

du v :
Y (1.1)

¢ Quantidade de movimento em x:

Ju du  Ou  10p ?u % PR

¢ Quantidade de movimento em y:

dv dv dv 19p v 9%
ot dz dy p Oy g

v WO v 10p 5;+3—y2)+3(T—T*)§.j (1.3)

¢ Equacio da energia:
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embora a presenca do €, possa ser inusitada, esta se faz necessirio pela formulagao

utilizada, que considera varia¢do do ¢, com a temperatura. O valor de &,, nada mais
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¢, do que uma razao entre o valor estimado e um valor adotado como referéncia e

usado na estimativa da difusividade térmica: ¢, = /el
Deve-se lembrar que o valor de ¢, ¢ corrigido com base no campo de entalpias e tem-

peraturas. Desta forma se utilizada uma aproximacio en. duis instantes diferentes,
tem-se que:
wno__ jn—l
Lo b Boie 03
oT ~Tr T,

A proéxima etapa consiste em estabelecer as varigveis adimensionais que serdo utiliza-
das:

T Yy u L v [ P (L)Z H
= — Y:— r:______, f:ww——‘ = — —_— M el T
X L’ L’ v o k o F g \a/’ & e, 61"
Tm}mf I/. _ Of?f' N CPW
¢ = T Pr—;f, Fo 77 Ste = P
gB36T [? _kdT't
Ra = : V7 = Fo Ste

Neste caso foi necessirio a definicio de uma diferenca de temperatura,s de referéncia
6T, pois de acordo com a natureza da condi¢do de contorno do problema a ser resolvido a
adimensionalizacao varia. O primeiro €aso0, e mais comuin, é aquele em que a temperatura
da parede € conhecida (T.), ou ainda, aquele em que ha uma troca de calor por conveccio
e a temperatura do meio é conhecida (7,,). Neste caso, o valor para a diferenca de

temperaturas é dada por:
0T =T, — T

O outro caso que, embora nio tenha ainda grande projecdo, vem cada vez mais ga-
nhando importéncia nos projetos de dissipagéo de calor de componentes eletrénicos é o

de fluxo de calor conhecido na fronteira gs- Neste caso o valor adotado para a referéncia

Eﬁ.\.

Desta forma. para qualquer dos casos, as equagGes adimensionais para o problema sio

idénticas e podem ser expressas por:



- Continuidade:

.a_U._.i,_a_Vm{) 1.6
ax = Ay (1.6)

— Quantidade de movimento em x:

+RaPrg 2 g.i (1.7)
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— Quantidade de movimento em y:
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— Equacao da energia:
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(Stea—-*-Ua +V8Y) (3—X—E+ 5?*5) (1.9)

Rearranjando a equacao (1.5) o valor de &, pode ser calculado na forma:
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Capitulo 2

Revisao Bibliografica

Os problemas que envolvem convecgao natural na fase liquida de um material de mu-
danca de fase, face a todas as consideragdes ja feitas no capitulo anterior, estao relaciona-
dos a fendomenos extremamente importantes. Esta importancia relativa tem ocasionado
uma grande demanda por solugbes cada vez mais complexas que, consequentemente, tem
gerado grandes avancos na area. Isto se mostra pela variedade de modelos que surgi-
ram, desde os primeiros trabalhos publicados, utilizando as mais diversas técnicas de
formulag@o. Apesar de tudo isto, nos trabalhos mais recentes nota- se uma mudanga de
enfoque: deixaram de aparecer as novas alternativas de formulagao, sendo que, o obje-
tivo maior dos trabalhos tem sido a énfase na aplicacdo dos modelos ja concebidos. Esta
afirmeacao mostra, ao que tudo indica, um esgotamento das alternativas de formulacio e
pode ser confirmada pela analise dos trabalhos mais recentes e que constam desta revisio

bibliografica.

Este trabalho, como nao poderia deixar de ser, estd embutido neste contexto geral e
vemn contribuir, principalmente, com o desenvolvimento dos modelos de solugéo através da
sua aplicagdo em problemas da pritica em engenharia. Embora o modelo acabe normal-
mente enriquecido, ja que o desenvolvimento do trabalho faz surgir uma série de propostas
de adaptacdo do esquema de soluc¢io, este ndo é o objetivo principal deste estudo. Além
disto este trabalho se preocupou também com a validacdo destes modelos, a partir de
solugoes previamente conhecidas. Este é outro aspecto importante que permite-nos uma
avaliagao mais precisa da faixa de validade do modelo e de como as considerages feitas

afetam a solugdo.

{J caminho de busca da otimizacio das solugdes numéricas do problema aliado ao signi-
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ficativo desenvolvimento dos computadores faz com que esta seja considerada a trilha mais
promissora de desenvolvimento. Isto se equivale a dizer que as novas pesquisas buscario
mais e mais a otimizagao da solucdo através da implementacao de novas ferramentas, tats

como a computacao paralela.

Neste capitulo serao apresentados os trabalhos mais significativos publicados e envol-
vendo o assunto nos dltimos anos. Para uma melhor apresentacdo a revisao bibliografica
foi dividida em duas secdes sendo que a primeira se refere as publicacdes que envolvem o
processo de mudanca de fase, enquanto a segunda tem como tema principal a solugao das

equacoes de Navier-Stokes, diretamente envolvida com os problemas de conveccao.

2.1 Mudanga de fase

Devido a sua importancia, ja discutida anteriormente, o fendmeno de mudanga de fase
vem sendo estudado desde o inicio do século passado sendo Lamé e Clapeyron, em 1831, os
responsaveis pelos primeiros estudos. No entanto solucdes de problemas de transferéncia
de calor com mudanca de fase resolvidos de forma analitica, sé vieram a ser publicados
por Stefan numa seqiéncia de trabalhos em 1889 e 1891. Estes trabalhos representam o
marco inicial deste grupo de problemas que, além da solugdo analitica dos casos simples,
forneceram também o embasamento para o desenvolvimento de um grupo de modelos

NUMericos.

A solugao analitica dos problemas de mudanga de fase se limita a um grupo muito
restrito de problemas, basicamente problemas unidimensionais e em meios semi-infinitos.
Assim sendo, os problemas que ndo podem ser tratados desta forma tém uma tnica
alternativa viavel: a utilizacio de métodos numéricos. Gragas a este fato, os métodos
numéricos tem sido cada vez mais utilizados em problemas desta natureza e suas técnicas

temn sido mais desenvolvidas a cada dia.

Diversos grupos de estudo sobre este assunto surgiram em momentos diferentes mas
coexistem até hoje, sendo possivel encontrar publicacoes referentes a cada um dos métodos
em estudos recentes. A utilizacdo inicial destes modelos, como a malor parfe dos assuntos
envolvendo a area térmica e fluidodinamica, se baseava em formulacgdes por diferencas
finitas. Este fato comecou a mudar com as publicagdes de alguns modelos que procuraram

estender os conceitos, até entdo usados em diferencas finitas, para elementos finitos.
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Um dos primeiros trabalhos a trilhar este caminho foi o estudo de COMINI et al, (1974).
Neste trabalho os autores procuram adaptar o modelo entalpico da falsa capacidade
térmica da formulacdo em diferencas finitas. Para a aproximacao da capacidade térmica
aparente foi utilizada a média das derivadas nas diversas diregbes. A aproximacio das
matrizes de difusividade e massa era feita utilizando-se da forma fraca da equacéo e da
formulacéo de Galerkin. Com esta formulacéo foram resolvidos uma série de problemas e
desta forma fol confirmada a possibilidade da utilizacdo do método de elementos finitos

ern problemas desta natureza.

Posteriormente, MORGAN et al. (1978) publicaram um trabalho apresentando formas
alternativas para a avaliacdo da capacidade térmica. Este trabalho sugeriu que a avaliagio
da capacidade térmica deveria ser feita em funcao da variacao da entalpia e temperatura
com o tempo e nao mais com o espaco, como feito até entdo. Neste caso os autores

também resolveram alguns exemplos para demonstrar a eficiéncia do procedimento.

Paralelamente comecam a surgir alguns trabalhos que procuram resolver o problema
através de dominios diferenciados para sélidos e liquidos: 0 método de acompanhamento
da fronteira. BONNEROT & JAMET (1977) apresentam um frabalho onde € mostrado
o procedimento para a solugao do problema de mudanca de fase com o célculo transiente

da posicdo da fronteira de forma explicita.

Nesta época também aparecem os primeiros trabalhos, ainda em diferencas finitas,
que se preocupamn com o processo de conveccao natural que ocorre dentro do fluido,
resultante do gradiente térmico no processo de mudanca de fase. SPARROW et al. (1977)
apresentam resultados para o problema de fusio de um material de mudanca em torno de
um cilindro, com o material sélido na temperatura de mudanca de fase. Sdo apresentados
resultados e feitas algumas consideragdes a respeito da influéncia de alguns adimensionais

neste processo.

MORGAN (1981), nesta mesma linha, apresenta um trabalho que considera a con-
veccao natural na fase liquida em elementos finitos, mas usando de procedimento dife-
rente do anterior e bem mails préximo dos utilizados atualmente. A solugio do processo
de mudanga de fase ¢ baseada no método entalpico enquanto a do problema de convecgio
natural é baseado no método fractional step (solucdo desagrupada, onde a solucdo das
equagbes da quantidade de movimento e conservagio da massa sdo solucionadas em se-

parado). S&o apresentados ao final alguns resultados para a solidificagio do material de

mudanga de fase em uma cavidade.
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Enquante isto, LYNCH & O'NEIL (1981) apresentam uma solugio para alguns proble-
mas, com ou sem mudanca de fase, com tratamento explicito da fronteira e se utilizando da
técnica de elementos finitos deformaveis. Sdo apresentados ao final uma série de resultados
para problemas unidimersionais para demonstrar a precisao do método. LYNCH (1982)
apresenta em outro trabalho uma avaliacdo dos métodos que se utilizavam de elementos
finitos deformaveis até entdo, mostrando que, todos tinham formulacio equivalente. Foi
desenvolvido também uma metodologia para o problema de geracio de malha neste tipo
de problema. Ao final sdo apresentados resultados para o problema de mudanca de fase

bidimensional que apresentam boa coincidéncia com valores obtidos analiticamente.

ROLPH III & BATHE (1982), trabalhando com malhas fixas, desenvolvem uma me-
todologia que se utiliza nao mais somente do campo de temperaturas para calcular a
capacidade térmica, mas também os fluxos de calor entre os nés. Desta forma, segundo
os autores, este fator poderia ser facilmente embutido num termo fonte, facilitando a re-
solugdo do problema de mudanca de fase utilizando-se de pacotes prontos para elementos
finitos. Sao apresentados ao final do trabalho resultados para problemas uni e bidimen-
sionais que mostram boa concordancia com solugbes analiticas ou resultados de outros

meétodos.

A grande restrig@o feita as solugbes de problemas de mudanca de fase com malhas
fixas sempre foi o aparecimento de uma oscilacdo na histdria da temperatura ao longo do
temmpo. BELL (1982} fez um estudo deste assunto e justificou esta oscilagao oferecendo
inclusive uma alternativa para evita-la. A férmula para isto: a utilizagdo de uma faixa
de mudanca de fase que implique, em cada instante, que pelo menos dois pontos estejam
dentro da faixa de mudanga de fase. Com isto a oscilagdo histdrica deixa de acontecer e

o perfil de temperaturas passa a ser similar ao esperado.

RAMACHANDRAN et al. {1982) se utilizam de um procedimento de transformagio de
coordenadas, similar ao descrito por SPARROW et al. (1977), para resolver um problema
de solidificacdo nas proximidades de uma parede plana considerando o efeito de conveccio
natural. A solugdo da parcela de conveccdo natural foi obtida através de uma formulagao

por vorticidade e fungdo corrente e os resultados apresentados para diversas condicdes.

ETTOUNEY & BROWN (1983) propdem uma série de formulacdes para a soluciio de
um problema de solidificacdo em regime permanente. Neste tipo de problema a fronteira
ocupa uma posicao determinada num dado instante de tempo. Foram utilizadas quatro

formulagdes por Galerkin para resolver o problema e os resultados obtidos para cada uma
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foram mostrados individualmente e comparados entre si.

YOO & RUBINSKY (1983) propdem um método de tratamento explicito da fronteira
em que a sua posicao € calculada a cada iteragdo, através da formulacdo por elementos
finitos, pela equagdo de balanco energético na interface. Exemplos para alguns casos

bidimensionais sao resolvidos mostrando a evolucao da fronteira nos diversos casos.

LEWIS et al. {1984), por sua vez, sugerem um método no qual é utilizada a técnica
ADI, tradicionalmente utilizada em diferengas finitas, para a solucio de matrizes dos
problemas de mudanca de fase formulados por elementos finitos e pelo método da corregio
da capacidade térmica. Com este procedimento é possivel otimizar tanto o armazenamento
da matriz como também a sua solugdo. O procedimento € testado em um problema

bidimensional para verificar a sua eficiéncia.

GADGIL & GOBIN (1984) também obtiveram solugdo para um problema de mudanga
de fase em uma cavidade, de forma similar a RAMACHANDRAN et al. (1982). No
entanto seus resultados sdo mais abrangentes, trabalhande com um mailor nimero de

adimensionais e com valores mais elevados para Ra.

Em um problema similar, HO & VISKANTA (1984) mostram uma série de medidas
experimentais que fornecem, com boa aproximacdo, o comportamento de uma parafina
fundindo em temperatura proxima a ambiente. O fato da temperatura de mudanca de
fase estar proxima a temperatura ambiente permite que o valor inicial para a tempera-
tura do solido esteja proximo da temperatura de fusio e, consequentemente, inexiste a
taxa de subresfriamento. Neste trabalho foi montado também um procedimento numérico
que é muito similar aos descritos anteriormente, dentre os quais o de GADGIL & GO-
BIN (1984). Os resultados numeéricos, para a fase inicial do processo de mudanca de fase,

foram comparados aos valores experimentais obtidos pelos autores.

HSIAO & CHUNG (1986) propoem uma nova forma para o calculo dos valores corri-
gidos para a capacidade térmica, que sdo calculados em funcée de uma fracdo mdssica de
cada fase dentro do elemento. Esta metodologia foi implementada em alguns casos uni e

bidimensionais e os resultados foram apresentados no trabalho.

YOO & RUBINSKY (1986), dando continuidade ao trabalho desenvolvido por ambos
anteriormente [YOO & RUBINSKY (1983)], estendem o procedimento de acompanha-
mento de fronteira para o problema de mudanca de fase com convecgio natural no meio

fluido. Um problema de solidificacie de aluminio com condigiio de contorno de conveccie



18

é resolvido e os seus resultados para diferentes valores de Ra apresentados.

PHAM (1986) apresenta um trabalho no qual adapta para elementos finitos um método
desenvolvido originalmente para diferencas finitas e que se utiliza do balanco energético
entre os nés para a correcao da entalpia. Neste caso a diferenca entre o fluxe de calor
entrando e saindo de cada volume de controle em torno do nd é responsavel por um
aumento na sua entalpia. Esta variacdo da entalpia por sua vez é utilizada para o calculo
da capacidade térmica corrigida, o que permite a solugao da equagao da energia. No
final de cada tempo a entalpia é corrigida em funcdo do valor da capacidade térmica
calculada. S&o resolvidos problemas uni e bidimensionais e os resultados do primeiro
grupo sio comparados com uma série de outros tradicionais de malha fixa e a solugdo

analitica para mostrar a =ficiéncia do método.

DALHUIJSEN & SEGAL (1986) mostram, nesta mesma €poca, umna COHLParagao
entre diversos métodos levantados na literatura para malhas fixas e discutem esquemas
de discretizacdo no tempo, o uso de matriz de massa concentrada nos nos, os métodos
de aproximacio da capacidade térmica, etc. Feito isto os autores resolvem um exemplo

através dos diversos casos e fazem a comparacao dos respectivos desvios.

ALBERT & O’NEIL (1986) desenvolvem um estudo para um problema bidimensional
de mudanga de fase utilizando-se de elementos finitos deformaveis. E utilizado um es-
quema de geragao automatica de malha, através da técnica denominada por mapeamento
transfinito ("transfinite mappings”). Neste trabalho os autores afirmam também que a
técnica que considera variagtes quase-estaticas da fronteira, como a utilizada por YOO

& RUBINSKY (1983), apresenta alguns problemas de conservagdo de energia.

Buscando alternativas para o tratamento de problemas de mudanca de fase, VOLLER
et al. (1987) desenvolvem uma nova metodologia que inclui os efeitos do calor latente no
termo fonte. Este método é apresentado como uma forma eficiente de tratamento de pro-
blemas desta natureza, mesmo quando se considera o processo de convecgao. Resultados
para um caso de solidificacao numa cavidade sao obtidos para exemplificar a aplicacio da

metodologia.

E encontrado também um grande nimero de trabalhos para a solucio do denominado
problema de Stefan inverso, que se preocupa em buscar, a partir de medidas experi-
mentais de temperatura, a posicio exata da frente de mudanca de fase. ZABARAS &

RUAN (1989), utilizando de elementos finitos deformaveis (DFEM), montam um proce-
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dimento para a solucdo de problemas deste tipo. Utilizando-se de resultados analiticos,
com simulacio de erros nas medidas, identificou-se a posicdo da frente de fusdao em um

problema unidimensional.

COMINT & SARO (1990) desenvolveram um algoritmo de malha fixa aplicivel em sis-
temas multidimensionais. Esta formulacio se baseia no uso de uma discretizagao em trés
niveis de tempo e na utilizagdo de um esquema corretor para entalpia. Este esquema € um
dos poucos que ¢ formulado a partir de uma matriz massa consistente. S8o apresentados
resultados para a solucdo de problemas de uma e duas dimensoes. O trabalho mostra
também uma tabela comparativa entre alguns métodos de solugéo e nela é possivel dis-
tinguir que, pelo menos no exemplo mostrado, a formulagdo proposta por PHAM (1986)

apresenta melhores resultados.

VOLLER et al. (1989) mostram um modelo de solu¢éo para o problema de mudanga de
fagse baseada na fracio de volume ocupada por cada uma das fases. De posse do equacio-
namento uma série de formulacdes sio obtidas, dentre as qualis a corregio da capacidade
térmica e inclusao do calor latente no termo fonte. As discretizagdes e implementagdo
destes modelos sao mostradas para quando se utilizam os métodos de volumes finitos e

elementos finitos.

Uma grande controvérsia sempre existe a respeito de qual metodologia é a mais efi-
ciente: transformacio de dominic ou utilizacdo de malhas fixas. Para tentar ajudar na
solucao deste dilema LACROIX & VOLLER (1990) elegeram um problema de mudanga
de fase com convecgac natural na fase liquida e o resolveram utilizando ambas as técnicas.
Segundo os autores ndo houve, pelo menos no problema testado, aumento significativo
de tempo CPU pela constante geracio de malha no caso de dominio transformado, desde
que utilizado uma metodologia eficiente de geragdo de malha. Por outro lado também nao
houveram diferencas significativas na acuracidade dos resultados entre os dois esquemas
para o mesmo espacamento de malhas. Com esta anélise € possivel afirmar que somente
o desenvolvimento de cada esquema é que pode vir a gerar diferengas futuras e nos dias

de hoje ha um relativo equilibrio entre ambas as metodologias.

USMANT et al. (1992) utilizam uma formulagio baseada na aproximacio de ordem
diferente para campos de velocidade e pressio e que inclui o efeito do calor latente de
mudanca de fase no termo fonte e resolvemn uma série de problemas de mudanga de fase.
A maloria destes problemas considera a fusao e solidificagio de uma liga de aluminio numa

cavidade fechada. Alguns resultados para a solidificacio da agua também sao obtidos e



os resultados comparados com resultados obtidos previamente.

Considerando-se a solidificagio de ligas metdlicas, RUAN et al. (1993) desenvolveram
um método para prever o perfil de temperaturas e fragdo de solidificacdo, baseado em
elementos finitos deformaveis. Resultados para casos unidimensionais sao obtidos para

dois tipos de ligas Al-Cu.

A formulacdo de problemas convectivos difusivos em processos envolvendo mudanca
de fase e uma revisao dos modelos utilizados é apresentado por SAMARSKII et al. (1993).
Neste trabalho a formulacdo do problema é baseada na aproximacao de Boussinesq, para
os termos de convecgdo natural, e sugerida uma aproximacao de Darcy-Bousinesq, para
a regido fundente de materiais que possuem faixa de mudanca de fase. Sao apresentadas
também, de forma comentada, as formulacdes para o problema tanto em malhas fixas

como com acompanhamento da fronteira.

Uma coletanea de solugdes analfticas, aproximadas e formulacbes numéricas utiliza-
das na solucio de problemas de fase pode ser encontrada em ALEXIADES & SOLO-
MON (1993). As solugbes sao agrupadas de acordo com a sua natureza deixando a
consulta ao livro bem facilitada. Esta estrutura do livro aliado aos assuntos nele abor-
dados faz com este se constitua numa importante fonte de referéncia, dentre as escritas
recentemente, para estudos dos conceitos basicos envolvidos nos problemas de mudanga

de fase

MCDANIEL & ZABARAS (1994) apresentam um trabalho em que o grande diferencial
é o fato de utilizarem os principios variacionais: o método dos minimos quadrados. Este
tipo de solucdo é utilizada tanto para a aproximacao da equacdo da energia, como das
equagdes de movimento. O problema de mudanca de fase, por sua vez, € formulado pelo
método de acompanhamento da fronteira, num procedimento muito similar ao descrito
por ALBERT & O'NEIL (1986). Uma série de resultados numéricos sdo apresentados

para validar o modelo.

Um novo método é desenvolvido por CELENTANO et al. (1994) que, baseando-se em
estudos anteriores, formula os problemas de mudanca de fase utilizando como variavel
\inica, o campo de temperaturas. Neste procedimento um sistema iterativo incremental é
obtido e resolvido, sendo sua solugéo conservativa do ponto de vista da formulagéo fraca.
O método é aplicado a diversos problemas e resultados fechados com valores analiticos e

experimentais foram encontrados.
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Como em qualquer assunto, a cada momento novas aplicacdes que se utilizam de tal
fenomeno sao descobertas. Com o fendmeno de mudanca de fase isto nao é diferente.
O trabalho de WESTERBERG et al. (1994) apresenta uma destas novas aplicacdes: a
utilizagao do fendmeno em impressoras térmicas e sua simulacio numérica. O preblema
é calculado a partir de uma fonte de calor mdvel, que representa a cabega de impresséo,
sobre um papel que possul camadas que mudamn de fase de acordo com a temperatura
resultando assim em diferentes cores de acordo com a temperatura atingida. Para verificar

o modelo, problemas de mudanca de fase com fonte mdvel de energia sio resolvidos.

RADY & MOHANTY (1996) se utilizam de uma formulagio denominada de porosidade-
entalpia, que também é baseada em malhas fixas, na solugdo de problemas envolvendo
solidificagdo de metais. Outro resultado interessante é a solugao do problema de convecgao
natural sem incluir os termos de difusdo viscosa. Sabe-se que para o caso de metais, onde
se tem baixos nimeros de Prandtl, seu efeito é pequeno. Os autores quantificaram estes
efeitos e conclufram que, se comparada a solugdo completa (com todos os termos), sdo
encontradas variagdes inferiores a 10%. Os resultados deste trabalho sdo comparados com

sclugoes previamente obtidas envolvendo multidominie.

QUYANG & TAMMA (1996), utilizando-se também de uma formulagio de malha fixa,
simulam problemas com multiplas interfaces, ou seja com a coexisténcia simultanea de,

pelo menos, duas fronteiras. Resultados para alguns casos unidimensionais sdo mostrados.

Para simular o processo de carga e descarga de calor em armazenadores térmicos
compostos por mais de um tipo de PCM (Phase Change Material), GONG & MUJUM-
DAR (1996) propéem um novo modelo em elementos finitos. O modelo se utiliza de con-
ceitos similares aos descritos por PHAM (1986) e com uma aproximagao em trés niveis de
tempo. Séo mostrados resultados, que se utilizam deste modelo, para um ciclo completo

em armazenadores compostos por 1, 2 e 3 tipos de PCM.

HO & CHU (1996) mostram uma investigagao numérica num dispositive de protecio
térmica, composto por PCM/Ar, submetido a uma condigao de fluxo de calor imposto
na parede. A solugao do problema de convecgdo natural tanto para o ar como para a
fase liquida do PCM foi obtida utilizando-se de uma formulagao por vorticidade e funcao
corrente. Diversos resultados para a geometria proposta sio mostrados e, juntamente com

eles, é avaliada a mnfluéncia de alguns grupos adimensionais.



2.2 Escoamento de fluidos newtonianos

Embora, recentemente o numero de publicagtes envolvendo a solucdo de escoamen-
tos através do método de elementos finitos tenha aumentado, as bases para isto ja séo
conhecidas ha algum tempo, principalmente as que se utilizam de diferentes ordens de
interpolacdo para velocidade e pressao. O grande aumento na sua utilizacéo, no entanto,
ocorreu com o desenvolvimento da formulacido que utiliza interpolacdo de mesma ordem

para o campo de velocidades e de pressées.

Utilizando-se destes principios, MARSHALL et al. (1978) desenvolveram uma for-
mulacao baseada na "penalty function” e obtiveram a solu¢ao para um problema de
conveccao natural numa cavidade. Nesta solugio foil utilizada uma malha de 64 elemen-
tos de 9 nés e obtidos resultados para varios mimeros de Raleygh (10%, 10°%, 105 e 107).
Os resultados mostraram boa concordancia com valores numeéricos anteriormente obtidos

para o mesmo tipo de problema.

SCHNEIDER et al. (1978) fazem uma andlise dos métodos até entdo conhecidos na
solucao de escoamentos utilizando-se interpolacao de mesma ordem. Sac avaliados o
método da "penalty function”, o da falsa compressibilidade e os métodos de corregao
do campo de velocidades. Os testes realizados para alguns problemas indicaram que os

melhores resultados se deram para a formulagdo por correcao da velocidade.

Como uma alternativa para solucdo deste tipo de problemas., BALIGA & PATAN-
KAR (1980) propdem uma metodologia que faz uma mescla entre os métodos de volumes
finitos e elementos finitos. Esta nova técnica é denominada por elementos finitos aplicados
a volumes de controle (CVFEM). Neste trabalho ¢ utilizada uma funcao de interpolagao
exponencial na diregdo da velocidade que ¢ utilizada em problemas de conveccdo-difusao.
Esta formulacao teve relativo sucesso na reducao dos problemas de falsa difusao, comum

nas solugdes de até entio.

Uma outra alternativa para os problemas desta natureza foi proposta por BROOKS
& HUGHES (1982). Este mnétodo, denominado de método Petrov-Galerkin upwind sobre
a linha de corrente (SUPG), é baseado num coeficiente de difusividade artificial que pode
ser introduzido tanto nos termos difusivos como na prépria fungdo peso, que corrige as
fungoes de interpolacac. O valor da correcao esté atrelado ao nimero de Peclet elementar.
Problemas com alta tendéncia a apresentagdo de falsa difusao e oscilagao sao apresentados

no trabalho e bons resultados sac obtidos em todos os casos.



23

Devido ao grande namero de métodos utilizados na solucédo de problemas convectivo-
difusivos, VAHL DAVIS & JONES (1983) elaboraram um frabalho que permitisse avaliar
o comportamento de cada método perante um problema de convecgio natural em uma
cavidade com diversos numeros de Ra. Este trabalho foi proposto a comunidade clentifica
internacional e uma série de autores, com seus respectivos métodos e resultados, se apre-
sentaram. Com estes resultados, depois de compilados e agrupados, fol possivel conhecer
o comportamento de cada um dos métodos. Em outro trabalho, VAHL DAVIS {1983)
apresenta uma solugdo para este problema proposto de conveccao natural. Os resultados
foram obtidos para diversas malhes e extrapolados de forma a obter uma solug¢do com o
minimo erro possivel. Com isto, esta solugfo passou a ser utilizada como um padrio para
afericao de outros métodos e pode ser aceita, praticamente, como uma solucao exata para

o problema.

SMITH & HUTTON (1982}, nesta mesma linha, compilaram resultados de um pro-
blema, que apresenta uma forte tendéncia para falsa difusdo. Este trabalho foi original-
mente proposto a comunidade de pesquisa com o intuito de efetuar testes com diversos
métodos. Os resultados para cada caso sdo mostrados no trabalho publicado. Além disto,
este problema também se tornou uma importante fonte de referéncia na avaliagio da pre-

cisdo de novas metodologias, inclusive, aparecendo em uma série de trabalhos posteriores.

BALIGA & PATANKAR (1983) utilizam-se dos conceitos aplicados em BALIGA &
PATANKAR (1980) para problemas que envolvem a resolugioc de campo de velocidades
bidimensionais. Este procedimento de solugéo € baseado ainda em uma metodologia que
se utiliza de diferentes ordens de interpolacio para a pressao e velocidade (aproximacao
linear para o campo de pressées e quadratica para o campo de velocidades}. A solugao
do sistema de equacdes acoplados é feita através de um procedimento bastante similar
ao SIMPLER. Em um trabalho complementar sdo apresentados uma série de problemas

resolvidos, nos quais foram aplicados esta técnica de solugio com sucesso.

Outra metodologia para utilizar a aproximacio "upwind” em problemas de conveccao-
difusao e elementos finitos fol apresentada por RICE & SCHNIPKE (1985). Esta meto-
dologia propde uma aproximacdo de facil implementagao sobre a linha de corrente, O
método foi aplicado numa série de problemas e bons resultados foram obtidos, tanto no

que se refere a acuracidade como a estabilidade.

Seguindo a linha predominante na formulagdo por elementos finitos convencional,

PRAKASH & PATANKAR (1985) apresentam um métode de utilizagio de malhas de
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mesma ordem na formulagao CVFEM. Este método, que utiliza o mesmo numero de
pontos de velocidades e pressao em todo o dorminio, apresenta melhores resultados que o
sugerido por BALIGA & PATANKAR (1983). A técnica de solugdo do acoplamento de
equacOes nao se altera muito, sendo também, bastante similar 20 SIMPLER. Complemen-
tando o trabalho, uma série de problemas sdo analisados e resolvidos de forma a mostrar

a potencialidade do método.

RICE & SCHNIPKE (1986}, baseados em trabalhos anteriores feitos em diferencas
finitas, propbem um esquema. de solugdo bastante similar ao proposto por PRAKASH &
PATANKAR (1985), que se utiliza do método de elementos finitos com aproximacao de
mesma ordem para campo de velocidades e pressdes. Neste trabalho também sio mos-
tradas uma série de implementacoes que obtiveram sucesso em problemas de escoamento

forcado.

Trabalhando com o método de volumes de controle aplicado a elementos finitos,
SCHNEIDER & RAW (1986) sugerem alternativas para a utilizacdo de uma formulagao
"upwind” com corre¢ao dos valores nos nés de acordo com o sentido da velocidade. Este
procedimento que, inicialmente, poderia conduzir a uma instabilidade nas solugdes através
da obtencao de coeficientes negativos, foi readaptado de forma a limitar a sua influéncia e
impedindo que tal fato ocorra. E mostrado neste trabalho a aplicagdo desta metodologia

para alguns problemas tipicos.

Nesta mesma linha de trabalho, LEDAIN-MUIR & BALIGA (1986) propdem um
método de solucdo "upwind”, orientado pelo fluxo, para problemas tridimensionais uti-
lizando elementos teiraédricos quadraticos. A metodologia foi aplicada com sucesso em
um problema, no entanto, o trabalho ressalta que este tipo de formulacéo adotada nao é

adequada quando se trabalha com termos fonte.

PRAKASH (1986), em estudos feitos posteriormente, aperfeicoou a funcio de inter-
polacdo utilizada, até entdo, pelo método de volume de controle aplicado a elementos
finitos, incluindo nela um termo fonte. Testes feitos em alguns problemas mostraram um

significativo aumento na precisdo com esta alteragao.

SCHNEIDER & RAW (1987a) apresentam um novo modelo de formulagio para o
meétodo de volumes de controle aplicado a elementos finitos trabalhando com elemen-
tos quadrdticos. Novas expressGes sdo definidas para a obtencdo do sistema discreto,

utilizando-se de uma metodologia que considera aproximagdo de mesma ordem para ve-
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locidade e pressao e correcac devido a orientacao do fluxe. Em trabalho complementar,
SCHNEIDER & RAW (1987b) apresentam solugtes para uma série de problemas de con-

veccao-difusao utilizando-se desta formulacao.

PRAKASH (1987) realiza uma série de testes utilizando volumes de controle aplicados
a elementos finitos comparando o esquema tradicional, proposto por BALIGA & PATAN-
KAR (1980), e um esquema "upwind” puro. Foram resolvidos uma série de problemas e-
os melhores resultados ficaram com o método tradicional. No entanto, o préprio autor

enfatiza que resultados diferentes podem ser obtidos com métodos mais apurados, como

o de SCHNEIDER et al. (1978).

PERIC et al. (1988) compararam as duas possiveis solucdes para problemas envolvendo
escoamento de fluidos: com grade deslocada e com grade co-localizada. Utilizando-se da
formulagao em volumes de controle, aplicados a diferencas finitas, trés problemas foram
solucionados pelos dois métodos e suas solugbes comparadas. Com base nestas solucdes os
autores afirmam que os métodos sdo similares em termos de dependéncia de sub- relaxacio,
desempenho computacional e acuracidade. Consideram apenas que o método co-localizado

leva vantagens quando sao utilizadas técnicas multi- grid e malhas nio ortogonais.

HOOKEY et al. (1988), também na linha de volumes de controle aplicados a elemen-
tos finitos, procuram estabelecer a comparacgio entre as formulagdes tradicional, proposta
por BALIGA & PATANKAR ({1980), e a que inclui o termo fonte, proposta por PRA-
KASH (1986), e ainda uma terceira elaborada pelos autores que também considera o
termo fonte na equacido de interpolagio. Os resultados mostram significativas melhoras

de acuracidade quando as formulacoes incluem o termo fonte na equacao de interpolacio.

HOOKEY & BALIGA (1988), num segundo trabalho de andlise e comparagao das
metodologias, verificam a sua influéncia na solugéo do campo de escoamentos. Sao utili-
zados esquemas de ordens diferentes e iguais de interpolagio para campos de velocidade e
pressao para os mesmos problemas. A interpretacdo dos resultados mostrou uma melhora
significativa na precisio quando da utilizacio do método de mesma ordem, no entanto

houve também um significativo aumento no tempo de processamento.

Em uma seqiiéncia de trabalhos, GRESHO (1990) e GRESHO & CHAN (1990), foram
discutidos uma série de aspectos sobre a teoria dos métodos de solucdo de projecio para
a equacao de Navier-Stokes, que englobam os métodos "fractional step”, "splitting” e de

correcao da pressac. Estes métodos foram agrupados de acordo com suas caracteristicas
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e uma série de aplicacbes foram resolvidas permitindo, assim, uma comparacio e uma

analise do comportamento de cada um.

Também trabalhando na formulagao tradicional de elementos finitos e um esquema
de correcdo de velocidades, KOVACS & KAWAHARA (1991} propdem uma formulagio
baseada no método de residuos ponderados e Galerkin, utilizando integracao explicita no
tempo. A condicdo de Newman é utilizada como condigao de contorno para a equacéo
de Poisson da pressao. As solucbes de alguns exemplos foram obtidas, utilizando-se de
elementos quadrados de segunda ordem e da matriz massa concentrada. Nestas solucdes

foram observadas boas condicdes de estabilidade para o método.

Na mesma linha ha o trabalho de NATARAJAN (1992), que também se utiliza do
método de acoplamento pressao-velocidade. Neste trabalho sfo apresentadas técnicas de
solucdo que se utilizam de um Runge-Kutta de 22 ordem para a integracio no tempo
e métodos alternativos para uso de processamento vetorial cu paralelo, para agilizar a

solhucgio.

SWAMINATHAN & VOLLER (1992a), por sua vez, propdem uma metodologia que
permite a extensdo dos conceitos apresentados por BROOKS & HUGHES (1982), que
deram origem ao SUPG, para que possam ser utilizados com a formulacio de elemen-
tos finitos baseada em volume de controle. Em trabalho posterior SWAMINATHAN &

VOLLER (1992b) aplicam o método a uma série de exemplos com sucesso.

REN & UTNES (1993) adaptam em seu trabalho a formulagio de correcao de velo-
cidades, proposta originalmente por KOVACS & KAWAHARA (1991), introduzindo a
aproximacao por Runge-Kutta de 2% ordem na discretizagdo do tempo. Os resultados
obtidos foram comparados com resultados previamente obtidos, tanto de forma numérica

como experimental, mostrando boa concordancia.

Uma das grandes vantagens de elementos finitos € a possibilidade de utilizacdo de
malhas adaptativas. A forma tradicional para aplicagio destes conceitos depende de
uma estimativa de erro local. Para a equacfio de Navier-Stokes, as solugGes usualmente
utilizadas ndo sdo adequadas, sendo necessaria uma nova formulacao. Um trabalho neste
sentido é feito por ODEN et al. (1994), que se utilizam de um esquema adaptativo para

a solucao do escoamento em uma expansio abrupta e conseguem bons resultados.

Independente da formulacdo a ser adotada a conservagdo é um aspecto importante

guando fluxos devem ser determinados num problema. Sob este aspecto, HANSBO (1994)
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analisou as diversas metodologias de formulacio e uma série de aspectos a que estao
correlacionados, analisando quais sio os parametros de influéncia na determinagao se
um sistema ¢, ou ndo, conservativo. Para ajudar nesta analise sdo apresentados alguns

resultados numéricos e algoritmos.

Qutro aspecto que se encontra sempre ermn discussdo é sobre qual é o melhor método de
formulacao: elementos finitos ou volumes de controle? Procurando responder esta questao
IDELSOHN & ONATE (1994) analisaram os problemas mais usuais sob os diversos as-
pectos concluindo que ndo existe uma resposta clara, que dependendo da situacdo cada
um se sobressai. No entanto o que acontece na maioria das vezes é que os dois fornecem

resultados equivalentes.

QOutro problema, cormum em elementos finitos, é o trabalho em dominios axissimétricos,
nos quais as equagdes que regem o problema sdo relativamente diferentes das tradicionais.
Esta nova forma de discretizacio foi elaborada e aplicada a diversos problemas axis-
simétricos por MASSON et al. (1994). Os resultados obtidos com esta formulagao na
solucao de exemplos para teste apresentaram boa concordancia com resultados numéricos

e experimentais anteriormente obtidos.

Um novo passo na solucio de problemas utilizando o método de volumes de con-
trole aplicados a elementos finitas foi dado por SAABAS & BALIGA (1994), onde sdo
testados dois novos esquemas ”upwind” existentes (esquema "upwind” orientado pelo
escoamento-FLO e FLOS) e um novo método (esquema “upwind” ponderado pelo fluxo
massico- MAW). Resultados comparativos para uma série de problemas sio apresentados,

mostrando a boa desenvoltura de método.

DESPOTIS & TSANGARIS (1995) utilizaram-se do método tipo "fractional step”
para a solucdo das equacgdes de Navier-Stokes na sua forma transiente. Foi utilizada na
discretizagio técnicas de volumes finitos para elementos triangulares e resolvidos alguns
exemplos tipicos, sendo que, a solugdo foi obtida de forma bem mais rapida através do

novo esquema proposto.

MCHUGH & RAMSHAW (1995) apresentam um trabalho onde sdo discutidos os
parametros da compressibilidade artificial com a determinagio de valores dtimos. E res-
saltado ainda o fato dos valores dos pardmetros do esquema diferirem para solugbes em
regime permanente e solugdes transientes. Este esquema, bastante simples, fornece bons

resultados mas, em contrapartida, tem um elevado custo computacional.



Capitulo 3

Aplicacao da Técnica de Elementos Finitos

Muitos trabalhos que tém sido publicados recentemente, se dedicam a adequacgao do
método dos elementos finitos (FEM - Finite Elements Method) a solugao da equacdo de
transporte, uma vez que, estes ja estio largamente difundidos quando nao estao envolvidos
termos convectivos. Estes estudos tém fornecido bons resultados e diversos métodos de

upwind tém surgido.

Este estudo ndo entrara no mérito destes métodos tipo a montante {upwind), uma vez
que o problema de conveccdo natural de fluido serd estudado em regime laminar. Este fato
implica no trabalho com valores de velocidades relativamnente baixas, onde a discretizagao

por Galerkin fornece melhores resultados.

Como a utilizacao de elementos finitos na area de térmica e fluidos vem sendo inten-
sificada ultimamente, sera feita uma breve apresentacio da técnica de elementos finitos e

seus conceitos.

3.1 Método de Elementos Finitos (FEM)

0O meétodo de elementos finitos é uma ramificacio dos métodos integrais que sao utiliza-
dos para obter solucdes aproximadas de um grande niimero de problemas. Estes métodos
integrais baselam sua solucdo na aproximagdo por fungdes da variavel no dominio deter-

minado e devem, ainda, respeitar as condicdes de contorno do problema.

Apesar deste tipo de procedimento fornecer boas aproximacgdes para a solucao de di-

versos problemas, nem sempre estas sdo facilmente encontradas. Baseando-se no mesmos
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principios dos métodos integrals apresenta-se o FEM, diferenciando-se apenas pela subdi-
visdo do dominio em pequenos subdominios (elementos} nos quais sao validas as equacoes

de aproximagao.

Para facilitar ainda mais, sao utilizadas em elementos finitos expressdes que, ao invés
de usar variaveis de espaco nas funcdes de interpolagio, utilizam o valor da propriedade
nos nés como parametro bésico. Ou seja, conhecido o valor de uma dada propriedade
em todos os nds, é possivel calculd-la em qualquer ponto do dominio usando as funcoes
de interpolacdo. Esta forma de montagem das funcbes de interpolagao ¢ conhecida como

aproximacao nodal.

Nesta secao é feita uma sintese das bases do FEM procurando descrever, sem grande

detalhamento, os passos envolvidos na resolugio de um problema por elementos finitos.

3.2 Principios Basicos

A formulacao em elementos finitos é baseada nos mesmos principios da resolugao por
residuos ponderados, ou seja, a busca de uma solu¢do segundo a qual o desvio obtido
pela integral desta solucdo ao longo do dominio, utilizando uma fungio peso definida,
seja minimo. Assim, admitindo que a equacio que rege um determinado problema seja

L{u) — f = 0, sua formulacdo em residuos ponderados é dada por:
fW (L(u) — FdQ = ¢ (3.1)
Q

Deve ser feita também a divisio do problema em diversos elementos que, quando
agrupados, devem representar todo o dominio. Para tanto devem ser respeitadas as regras

basicas da discretizacao:

e Nio deve existir nenhuma area dentro do dominic que ndo pertenga a nenhum

elemento;

e Nao deve existir nenhuma area dentro do dominio que pertenca a mais de um ele-

mento;

¢ Nio deve existir nenhuma érea fora do dominio que pertenca a algum elemento;
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Repeitadas estas regras basicas, pode se discretizar o dominio da forma que se con-
siderar a mals adequada. Existem técnicas para a discretizacdo do dominio de forma
automatica como € o caso do mapeamentro transfinito (transfinite mappings), no entanto

caso estes nao estejamn disponiveis pode-se fazer esta divisdo manualmente.

Deve ser feita também uma numeracdo dos nos, necessaria para a montagem das
tabelas que indicam como foi feita a subdivisdo do dominio e qual a inter-relacdo entre os
nos. Enfim, para cada um dos elementos deve ser conhecida: a posigao ocupada por cada
um dos nos dentro do dominio e a conectividade, ou seja, como os nés estio interligados

de forma a gerar o elemento.

Estes principios descrevem, de maneira geral, os principios basicos de uma discre-
tizacdo se utilizando-se das técnicas de elementos finitos. No entanto uma descricdo de-
talhada do método de elementos finitos propriamente dito ndo sera feita neste texto, uma
vez que existern uma série de bons livros a respeito do assunto e que podem trata-lo com
um maior nivel de detalhamento. Na elaboracdo deste texto, especificamente, a referéncia
basica utilizada foi DHAT & TOUZOT (1984). Isto faz com que, possivelmente, haja
uma malor concordancia da nomenclatura utilizada com esta referéncia sem, entretanto,

impedir a sua compreensao utilizando-se de outros livros como referéncia basica.

O resultado de uma discretizacio utilizando-se de elementos finitos € um sistema de
equagoes, onde a matriz a ser solucionada é denomida por matriz global. Como nem
todos os pontos estdo interligados. a matriz global resultante serd uma matriz de banda.
Devido a esta caracteristica especial, formas alternativas de armazenamento sio buscadas
para minimizar o consumo de memoria, principalmente em problemas de malha refinada.
A figura (3.1) mostra um esquema tipico de armazenamento de matriz de banda nao
simetrica. No entanto, este esquema pode ser otimizado ainda mais se ao invés de um

armazenamento matricial se utilizar um armazenamento vetorial.

Foi montado um procedimento em que a idéia basica € eliminar os componentes nulos
que ainda subsistem no caso de armazenamento matricial. Utilizando expressoes de soma
para progressao aritmeética de razao unitaria é facil provar que a posi¢ao ocupada por
cada elemento da matriz de dimensio n e de banda b (a; ;) ocupard uma posigao (¢;)' no

vetor se considerarmos:

e i<b: k= (2b4i4+1}/(2i+7)

!Como o programa foi feito em Linguagem C, o primeiro endereco em cada vetor é o 0.
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Figura 3.1: Esquems de armazenamento de matriz de banda.
e i>nt k=0{2b6+1)—b{b+1)/2+5~1+0

ei>n—b k=ky,~(i+b-n)i+b+1-n)/2

que desta forma permitem identificar a posicdo k correspondente a cada ponto (4, 7} dentro

da banda da matriz e tornando possivel o seu armazenamento vetorial.

Com a matriz global montada, a préxima etapa ¢ incluir nela as condicdes de con-
torno. Neste caso, quando se trata de alguma condicio de influxo pela superficie se utiliza
o termo de integral da superficie do problema, um procedimento que sera detalhado pos-
teriormente. Quando se tratar de uma condicio de valor imposto alguns procedimentos
basicos podem ser adotados. O primeiro consiste simplesmente em manter a linha e adicio-
nar ao termo da diagonal principal um valor bastante elevado e na matriz carga adicionar
o valor especificado para o termo da fronteira multiplicado por este mesmo valor ja utili-
zado. Outra alternativa é substituir todos os elementos da linka por zero, exceto o terme
da diagonal principal que é substituido por 1, e substituir o valor da matriz de carga pelo
valor a ser especificado. Existem outras alternativas, mas de aplicacdo um pouco mais
complexa e que serdo deixadas de lado. Embora néo exista grande diferenca entre os dois
procedimentos descritos, neste trabalho, por uma questio de preferéncia pessoal do autor,

é utilizado o procedimento da substituigio da linha e da carga.

O sistemna de equacGes resultante pode ser resolvido por qualquer método desejado.
Entretanto, é conveniente ressaltar que o mais utilizado com armazenamento de banda é o
método frontal. Este método, nada mais é do que a eliminacio de Gauss tirando proveito
desta caracteristica especial da matriz. Embora a utilizacio de métodos de solucio tipo
ADI tenha sido reportada por LEWIS ef al. {1984) eles nao representam ainda parcela

significativa no total dos trabalhos.
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Obtida a solu¢io passa-se a conhecer os valores da variavel para todos os nds do
dominio, gragas & aproximacao nodal. A partir deste resuitado, pode se utilizar as préprias
funcoes de interpolacdo para obter valores da solugao em pontos néo nodais e localizados
dentro do domfnie. Esta sclugdo genérica, abrangendo a todo o dominio, € o objetivo

basico deste trabalho.

3.3 Discretizacio da equagao de transporte usando o método de Galerkin

para geometrias bidimensionais

O procedimento a ser descrito permite que, a partir da equacao de transporte em
coordenadas cartesianas, obtenha-se as equagdes equivalentes discretizadas em elementos
finitos. Esta equacio é a base para a solugdo da maior parte dos problemas a serem
formulados e fundamental para a compreensdo de como foi desenvolvido este trabalho.
Considerando-se a equagao basica:
d a 0o P S
99 + U 99 + v -— _gf - = (3.2)
ot oz Ay C Jy C

onde X e C indicam as propriedades necessarias para o calculo e dependem da natureza

do problema.

Utilizando a formmulagido por residuos ponderados, dada pela equagio (3.1), para a

equacao de transporte obtém-se:
oo 0 0o 3¢ 09
S[W[‘é}'“%“ay—"&“(aeray c|d=0

que pode ser subdividida em diversas integrais:

fw‘%dmrf( +Wv§9)dﬂ f (W82¢+$V§i?)dﬂ [W 2490
Jy z C oz? ay?

Para detalhar o tratamento dado a cada uma das integrais, a expressdo anterior fol
subdividida em diversos termos, sendo que cada um deles recebera um tratamento inde-
pendente. A subdivisdo é feita, a partir do primeiro termo da equagdo, passando cada
um a ser denominado, por: termo transiente, termos convectivos, termos difusivos (rela-

cionados & viscosidade e 3 conducido) e o termo fonte, respectivamente.



33

Tratamento do termo convectivo : considerando-se a aproximacao nodal para o

campo de velocidades: u = Nyuy, o termo convectivo pode ser expresso na forma:

3’\] @J 817\[

Ba -dﬂm

f Wu dQ / W Noug 40 ~ f W Noux

[nserindo agora a formulacao por Galerkin, onde o valor da funcido peso é igual a

equacao de interpolacado, a expressao torna-se:

ON; AN,
/Wu 9240 = /V Ny =402 6 _K[Nkuk N S0,

Estendendo esta expressdo para o outro componente de velocidade num problema

bidimensional, obtém-se:

/Wb 940 = [Nkvk N ———~dQ

A solucio desta integral resultard uma matriz quadrada de dimensédo igual ao nimero

de nés do elemento discretizado, a qual convencionou-se chamar de [C], assim:

ON; ON;
— i NI . J
[C] = / (Nkuk f\._ g + :\vrkvk IV 3?} ) dsl (33)

02

Deve-se ressaltar aqui que a matriz [C] é funcdo do perfil de velocidades e que, quando
se busca a solucdo do préprio campo de velocidades, como no caso da equagao do movi-
mento, o processo torna-se iterativo (ou entio implica em métodos de solugdo especificos

para sistemas néo lineares como gradientes conjugados, etc.).

Tratamento do termo difusive: o estudo deste termo se ndo € o mais simples é pelo
menos o mais difundide de todos, devido a sua semelhan¢a com os termos da equacio
de Poisson. Esta similaridade existe desde que possa se estabelecer a hipdtese de que
o coeficiente de difusdo seja constante e que, portanto, pode ser retirado da integral.
Como os termos resultantes envolvem derivadas de segunda ordem, trabalha-se com o
que se convencionou chamar em elementos finitos de "forma fraca” {(weak form). Esia
formulacao tem a vantagem de poder utilizar funces de interpolacao de ordem mais baixa,

neste caso especificamente as que possuam apenas a primeira derivada, aumentando assim
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Elemento Elemento
1

Figura 3.2: Normais que se auto-anulam de dois elementos de fronteira comum.

as possibilidades de sua implementacio. Esta reducdo da ordem da equagdo diferencial

pode ser feita através de uma integracdo por partes:

P P oW 0 | OW 8o
S}/(W@JFWW)O{Q f(@m 7t e ay)dﬂ fW—dr'

sendo 7 o vetor normal & superficie do elemento. Esta formulagdo tem como complicador
um termo de integral sobre uma superficie (TI'}). Este termo, no entanto, sé precisa ser
considerado nas fronteiras do dominio uma vez que nos elementos internos sempre existe

uma 7 de mesma direcdo e sentido contrario a de um elemento vizinho, como mostra a

figura (3.2).

Na superficie estes valores de derivada normal sdo as condi¢des de contorno naturais
necessarias para a solucdo do problema. Quando os valores sao especificados no contorno
basta desconsiderar toda a discretiza¢ao e impor o valor de ¢ para aquele ponto na ma-
triz global. Desta forma cobre-se a maior parte das condic¢des de contorno usuais e fica

resolvido o problema da integral de superficie.

A integral sobre o dominio a ser resolvida, depois de utilizada a aproximacéo nodal,

torna-se:

J[ (GW do LW aw 8q5) 46 = / (SW' aN; n oW 6‘:N3~> 40 6,
Q

Oz dz  dy Oy dz  Ox dy Oy

e utilizando Galerkin:

(‘31/?/ 5(5 3W 8@ » 8Nz 5‘N3 . ﬁNg @N}; L
f(@:c 5z+ Jy 5y>dﬂméf<aiv gr dy ay)dﬂ@,
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Assim o termo difusivo pode ser agrupado numa matriz [K] onde:

[ (DN, ON; | ON; ON,
{Ky_z(améh-+ayé%)dn (3.4)

e os termos de superficie devem ser considerados separadamente quando necessarios.

Tratamento do termo transiente: ¢ um termo que sofre um tratamento diferen-
ciado e diversas hipdteses podem ser adotadas. Para o caso do método entalpico em
problemas de mudanca de fase é amnplamente reportado na literatura as vantagens da uti-
lizagdo da matriz massa {ou matriz capacidade térmica) concentrada nos nés. Detalhes

a respeito destas consideracdes podem ser vistos em PHAM (1986) e DALHUILJISEN &
SEGAL (1986).

Devido a melhor adequacao deste tipo de matriz a uma parte do problema, optou-se
por estende-la também para a solucdo da parcela de convecgao natural. Desta forma

existe apenas um tipo de matriz massa em todo o problema.

Considerar a formulacao matriz massa concentrada € equivalente a adotar o seguinte

procedimento:

m+1 X7
P~ @

/mf 9240 = /wwn <

utilizando a aproximacao sem considerar a variagio da temperatura entre os nds pela
funcao de interpolacdo. Este tipo de aproximagac é comumente utilizada em diferencas

finitas e o valor m indica avaliacao em um tempo t e m + 1 em um tempo ¢t + At

Considerando a func¢ao peso de acordo com Galerkin:

od . Pyt — @7
¥W§m~gmm*7§*

e deste modo a matriz massa, que é uma matriz diagonal, passa a ser expressa por:
Mﬁ:fmm (3.5)
o)

sendo que M;; representam os termos diagonais de [M].
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Tratamento do termo fonte: o termo fonte pode variar ao longo do dominio, portanto
admitiremos agui o caso onde o termo fonte é diferente de acordo com a posicao S(z,y).
Neste caso, a forma mais adequada é admitir uma variacdo de S de acordo com as equacoes

de interpolacdo e usar a aproximacao nodal para ¢ mesmo:

/WSdQ — /WNj S,d) = [Wdeﬂsj
Y Q 1

Considerando a aproximacao por Galerkin, tem-se que:

[w san = /Ni N;dQ S
2 9

Neste caso, o termo fonte € independente de ¢ e pode ser incluido diretamente no

segundo termo do sistema de equagdes. Para tanto define-se um vetor {S} por:
{8} = [ NiNaas, (3.6)
Q

Um tratamento alternativo em que nio se considera a variacio do termo fonte dada
pelas proprias funcoes de interpolagao também é largamente utilizado, e neste caso, a

eXPressao seria:

fWSde/NidﬂSi
0 0

Neste caso obtém-se uma matriz diagonal similar & matriz massa, sendo o termo fonte

dado por:

{S} = [M] {5} (3.7)

sendo o valor de [M] dado pela expressao (3.5) e o {S,} € o valor do termo fonte, avaliado

em cada ponto.

De posse de todas estas matrizes € possivel construir o sistema base para a solugdo
do problema, ou seja, a matriz global, usando os critérios estabelecidos pela técnica de

elementos finitos.

S TR A,
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Equacgao geral do problema: pelo que foi visto até agora a equagio de transporte
pode ser montada na forma:

1 ]eb;“"“ — 47

— [ M
[ At

et K e Lo
N +1C16TH + GIKI 67 + 5{8) = (1) 33)

c

onde os valores das matrizes sdo obtidos das integractes descritas anteriormente exceto o
valor I', que representa as condicoes de contorno. O valor de v é deixado para permitir

uma discretizagao genérica de forma que:
¢ =y +(1—7)ef (3.9)

e a partir do momento em que as matrizes globais sio obtidas e o esquema de discretizacao

no tempo é determinado o problema esta pronto para ser solucionado.

3.4 Geracao automatica de malha

Uma das formas mais simples para geracdo de malha é chamada de mapeamento
transfinito e utilizada neste trabalho da forma proposta por ALBERT & O’NEIL (1986).
Estes esquemas geram malhas genéricas e que, portanto, nac podem ser utilizados quando
se deseja trabalhar com malhas ortogonais, caso mais comum de diferencas finitas. O
esquema de geracao baseia-se em fungdes de transformacéo de dominio e, no caso especifico

para a geracao de malhas quadradas, utiliza-se projetores bilineares na forma:

zig=(1=v)of + o057 + (1 —u) 67 + w7 — (1= ;) (1 — ) yi°—

(1= us) w5 — wiv; 5™ — (1 — ) uy Yo"
yis = (1 — o) 08" + o, 08" + (1= w) &7 w87 — (1 —v;) {1 — wi) 0~

(L= wi) o d” = wiv; " = (1~ v)) us "™

sendo que u; e v; representam posi¢bes em relagao a cada uma das fronteiras e variam

entre 0 e 1. A figura (3.3) mostra a representagio de um dominio e de suas respectivas

fronteiras.

E importante ainda ressaltar que, embora as expressbes mostradas para geraciao de
malha utilizem os valores extremos representados através dos valores de o, um procedi-

mento similar pode ser feito utilizandc estes mesmos valores representados através de £,
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Figura 3.3: Esquema de uma geometria arbitraria com representagio das fronteiras.

desde que se observe a sua correspondéncia. Imagine um caso com n subdivisdes em 3 e

m subdivisbes em €, esta correspondéncia é dada por: ¢7% = £7° P = 69 i = 7
e ¥;" = £3™, onde z representa diregdo genérica, uma vez que todas as coordenadas do

ponto sao coincidentes. Existe ainda um procedimento, similar a este, para a utilizacédo
de elementos triangulares. Detalhes desta fungio, chamada de projetor trilinear, podem
ser encontrados em ALBERT & O’NEIL (1986).

Este procedimento foi testado em algumas geometrias, como mostrado na figura (3.4},
onde sdo montadas malhas para alguns casos bidimensionais relativamente complexos.
Nos casos mostrados, ndo foram encontrados problemas de geragdo e as malhas puderam

ser montadas com sucesso.

Entretanto, é conveniente lembrar que a utilizago deste tipo de procedimento para
formulagao de problemas de mudanca de fase através de elementos finitos deformaveis €
um procedimento, na melhor das hipdteses, perigoso. Isto porque, conforme foi inclusive
citado por ALBERT & O'NEIL (1986), pode ocorrer uma extrapolagio da malha para
fora do dominio ("overspill”). Caso a malha gerada nio seja constantemente analisada, o
que inviabiliza o procedimento, coisas deste tipo podem ocorrer, principalmente quando as
geometrias envolvidas sdo relativamente complexas. A figura (3.5a) mostra um contorno

onde ocorre este fendomeno.

No entanto, este ndo é o unico problema que pode vir a ocorrer. Existe ainda a pos-
sibilidade da geragao de elementos de area muito menor que os demais, ¢ que implica
em uma perda da precisic na solucdo do problema. Estes elementos de area discre-
pante em relagdo aos demais podem, ndo s6 diminuir a precisdo na solugido do problema,

como também inviabilizar a solugdo numeérica da matriz global, devido a um mal con-
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Figura 3.4: Geracdo de malhas para geometrias complexas.

dicionamento resultante. A figura {3.5b) mostra um caso onde pode se notar este mal
condicionamento na regiao central do problema, com elementos de area discrepante do
restante do dominio. Desta forma, estes problemas ndo devem ser esquecidos quando se
trabalha com constantes geracdo de malba, ou mesmo, a geragao de uma tnica malha

para geometrias complexas.

Neste trabalho a geometria proposta é relativamente simples e a malha deve ser capaz
apenas de descrever a posicdo desejada para a aleta. Além disto a malha, apds ser
gerada, é verificada para que inconsisténcias deste tipo néo ocorram. Tudo isto garante o

funcionamento deste esquema para o problema proposto.
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bjMalha que apresenta elementos com area muito pequena.

Figura 3.5: Geometrias complexas que apresentaram problemas utilizando-se de mapea-

mento transfinito.
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Capitulo 4

Formulacao do problema

Como ja foi discutido, existe um grande nimero de métodos de solucao tanto de pro-
blemas de mudanca de fase como de problemas envolvendo escoamentos. Neste capitulo
sera feita uma avaliacao destas metodologias, principalmente no que se refere ao processo
de mudanca de fase. Para o caso de problemas de movimentacao de fluidos sera apre-
sentada somente a solucio atraves de métodos de correcao da velocidade, que é a mals
utilizada atualmente. Depois de conhecida a formulagio serd apresentada uma descrigio

da metodologia adotada na solu¢ao do problema.

4.1 Formulagoes para o problema com mudanca de fase utilizando-se o método

de elementos finitos

O método entalpico, conhecido por sua forma eficiente de solucionar problemas de
mudangca de fase com malhas fixas, é utilizado também quando a formulagéo é feita através
da técnica de elementos finitos. Neste caso, convém ressaltar, se trata praticamente de
uma transposi¢do da metodologia convencionalmente utilizada em diferencas finitas para
a técnica de elementos finitos. Os primeiros artigos datam do inicio dos anos 70, sendo
que, a metodologia foi praticamente estabelecida por COMINT et al. (1574}, baseando-se
nos diversos artigos que ja haviam sido publicados sobre o assunto em diferencas finitas.
Critérios de estabilidade do método também foram estudados e dentre os quais destaca-
se o trabalho de BELL (1982), que impunha a existéncia de uma faixa de temperatura
de mudanca de fase compativel com a malha adotada como condicio necessaria para que

ndo houvesse oscilagbes transientes da temperatura de um ponto. Estas mesmas condicdes
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continuam validas quando se deseja trabalhar com elementos finitos.

Sao muito utilizadas técnicas de acompanhamento de fronteira em elementos finitos
como metodologia alternativa ao método entalpico. No entanto este procedimento envolve
constante geracao de malhas com as quais se deve ter um cuidado redobrado, utilizando
técnicas confidveis. Neste ponto reside a vantagem do método entalpico, que mantém
a adaptagdo a qualquer tipo de dominio que € a caracteristica basica da tecnica de ele-
mentos finitos, mas utiliza-se de uma unica geragdo de malha que pode ser verificada

separadamente e desta forma efetuar a correcac de possiveis problemas.

4.1.1 Meétodo Entélpico

Este método € bastante simples e baseia-se na inclusido do calor latente de mudanca
de fase como uma correcao da capacidade térmica ou da entalpia do material na regido
onde o fendmeno esta ocorrendo. Assim sendo, a partir do momento em que se conhece o
campo de temperaturas é possivel estimar a entalpia de cada ponto ou a sua capacidade

térmica aparente.

Meétodo de correcao da capacidade térmica com a variagdo da entalpia ao longo

do espago

COMINT et al. (1974) propuseram este que foi o primeiro método utilizado para estimar
o capacidade térmica aparente do material, baseando-se na variagao da entalpia entre os
nés circunvizinhos. Neste trabalho os autores se baseiam na definicdo termodinamica da

calor especifico para estimar o seu valor aparente:

_ dh
ST

C

Desta forma os autores propuseram que ¢ valor do ¢ fosse calculado como:

et Doz ?fl/a%i)
2\ 0755~ 0Ty

Depois de diversos estudos sobre qual a melhor forma de avaliar o ¢, COMINI &

SARQO (1990) propuseram a forma que é a mais utilizada atualmente:

_VANT

C = —pe— (41}
VI.VT
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onde V representa o vetor gradiente. Note que, neste caso, pode-se utilizar a integracio
desta expressao dentro de um elemento para a avaliacio da propriedade e portanto o valor

de ¢ sera constante dentro de um mesmo elemento.

O fato do valor de ¢ ser constante para cada elemento fard com que definamos uma

matriz massa modificada para cada elemento, na forma
[me] = c[m]

onde [m] ¢ a matriz elementar de [M] e é dada pela expressdo andloga & (3.5), sé que
integrada apenas sobre o dominio do elemento. Chamaremos de [M.] a matriz global

resultante da montagem a partir das matrizes elementares [m.].

Esta metodologia foi ainda melhorada por COMINI & SARO (1990) que propuseram
um método onde a expressao acima € utilizada para avaliar o ¢. Com este é possivel
resolver a equacao da energia e assim obter um campo de temperaturas predito 7*. Nor-

malmente a equacdo da energia discretizada é aproximada numa forma matricial como

sendo:
M5 (1T} = {T7) + KK} T7) = (1)

onde o valor da matriz [K] é obtido a partir da expressdo (3.4).

Este campo de temperaturas aproximado € utilizado para calcular as entalpias corretas

de cada um dos pontos, come:

(A7} = (A7} + M7 ({17} = {T™)) (4.2)

E conhecido que a inversio de matriz ndo é um processo simples, no entanto neste
caso este procedimento so precisa ser feito uma tinica vez, j4 que a malha é fixa e a matriz
| M.] ndo muda. Os autores utilizam originalmente a matriz massa consistente, mas este
procedimento € mais simples ainda quando utilizada a matriz massa concentrada, como

neste trabalho. Neste caso a matriz [M.] é uma matriz diagonal e facilmente inversivel:

l/mci,‘j se ¢ =j

mci!j =

Oseis#;
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De posse do valor de {H™*!} é possivel calcular o valor da temperatura para cada

ponto, que passa desta forma a ser o valor corrigido para a temperatura.

Método de corregao da capacidade térmica com a variagio da entalpia ao longo

do tempo

MORGAN et al. (1978), baseando-se nos métodos ja existentes de correcio da ca-
pacidade térmica, propuseram uma formulacdo alternativa: que considera a variacio da

entalpia ao longo do tempo:

IR S 4

€=

utilizando-se de uma aproximacao de primeira ordem da derivada. O valor da capacidade
térmica do elemento pode ser calculado como uma média das respectivas capacidades
térmicas que o compde ou ainda, utilizando uma formulacdo mais adequada, utilizar o
valor de cada capacidade térmica corrigida no seu préprio né. Para tanto utiliza-se uma
ferramenta comum em elementos finitos que ¢ a inclusio dos valores da capacidade térmica

em uma matriz diagonal. Assim, a matriz resultante seria similar a:

C, 0 - D
(Dc] =

Este procedimento é analogo ao utilizado quando se trabalha com materiais em que a

condutibilidade varia de forma acentuada dentro do dominioe.
De posse da matriz [D¢], o problema se resume 4 solugio da equacio da energia:

(M) [De] 5 ({T™} = {T™}) + K [K]{T"} = {T) (14)

onde {I'} representa os termos de superficie.

No entanto é conveniente ressaltar que nem sempre a aplicagdo simples desta expressao
fornece resultados satisfatorios. Testes feitos mostram que se deve optar por um proce-
dimento iterativo que busque a convergéncia do campo de temperaturas e capacidades

térmicas para cada tempo. (Quando isto nao é possivel e ainda, a faixa de mudanca de
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fase ¢ muito pequena deve se optar, pelo menos, por um numero finito de correcoes, trés

ou quatro por exemplo.

Método de correcao da entalpia pelo balango térmico

Um método que tem sido utilizado com maior freqiiéncia ultimamente é o que realiza
um balanco energético em torno do elemento. Este método foi utilizado por PHAM (1986)
com sucesso na solucdo de problemas de mudanca de fase, e seu principio é simples.
Baseando-se na equagao da conducao tem-se que o balanco energético para um dado

elemento pode ser expresso como:

fm 2o = fwk(az ng)dg,

que na forma fraca, torna-se:
. oy 9T Oy 0T oT
]¢ d = fk(8m5$+5‘ a)dﬂ f;z)k dr (4.5)

Apds a montagem da matriz o termo do lado direito representa os fluxos de calor em cada

um dos nos integrados ao longo do volume que, na forma matricial, pode ser expresso por:
{q} = K [K]{T} - {T} (4.6)

Conhecido o calor trocado entre os nds, torna-se facil calcular o fluxo de calor por

unidade de volume e, consequentemente, a variacio da entalpia para cada um dos pontos,

ou seja:

At g;
hi=— )
2 p §2 . (4.7)

E conveniente ressaltar que o valor do dominic em torno do né central é idéntico
ao volume de controle considerado, quando se trabalha com a formulacdo em volumes
de controle como mostra a figura (4.1). No entanto a aplicagic da equacho (4.7) ndo
estd relacionada a nenhum dos conceitos de volume de controle e sim a formulacio massa
concentrada, que resulta numa matriz massa diagonal. Esta matriz possui, na sua diagonal

principal, um valor equivalente ao dos volumes considerados e, quando invertida, também

resulta na equagdo (4.7).
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Contorno do Volume Elementar

Contorno dos Elementos

Figura 4.1: Diagrama representativo do volume elementar de um ponto.

Conhecida a variacao da entalpia de cada né é possivel estimar a nova entalpia do

ponto como:
bt = AT + Ak, (4.8)

Assim, pode-se adotar o procedimento explicito admitindo que o novo perfil de tem-
peraturas possa ser calculado através deste campo de entalpias, ou entdo, que este novo
campo de entalpias possa ser utilizado no calculo do ' na forma:

h — AT

GErpTe

(4.9)

sendo que o valor de T7 é calculado através da funcao inversa da entalpia T = F~(AZ).
Pode-se, entdo, utilizar esta expressdo na equacdo da energia para se calcular as novas

temperaturas, ou seja:

(M) Cs 5 (T} = {T7) + [K] 5 (T} + {T™)) = {T) (4.10)

Resolvido este sistema de equacbes obtém-se um campo de temperaturas (77), que é

corrigido novamente pelo balango térmico utilizando-se as expressoes:
ekl m Ci % "
hi = k] —E——;(ﬂ -1 e (4.11)

It = FTURPT) | (4.12)

4.1.2 Funcgdes para o calculo da entalpia

Dependendo da formulacio a ser adotada pode-se escolher uma dentre as duas formas

bédsicas para o calculo da entalpia. A primeira é a que considera o ponte por si sé e,
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Substancia Pura Substancia Composta

Figura 4.2: Comportamento diferenciado da entalpia

dependendo do material considerado, calcula a entalpia como uma funcgéo da temperatura.
A outra forma envolve ndo s o ponto, mas também todo um: volume nodal que o envolve
e a sua entalpia é representada como um valor médio para esta regido. Assim se a regifio
¢ composta por mais de um material a entalpia média terd uma expressio tal, que leve

em conta esta composigao.

Outra considera¢ao importante a respeito da entalpia é a existéncia da faixa de mu-
danga de fase, comum em materiais compostos. A figura (4.2) mostra o comportamento
da entalpia em funcéo do campo de temperaturas para os casos de substancia pura e mis-
tura. Entretanto, muitas vezes, a inclusio desta faixa de mudanca de fase é utilizada nos
métodos de malha fixa, onde a fronteira ndo é tratada explicitamente, como um artificio
para permitir a localizagio da fronteira de fusdo ou solidificagio e evitar uma oscilacio

da temperatura durante o seu transiente.

BELL (1982) mostrou que a presenca deste AT é fundamental para que nio ocorra
uma oscilagao irreal dos valores da temperatura ao longo do tempo. Este problema,
comum nesta formulagao ¢ totalmente eliminado quando se consegue, pelo menos, dois
pontos da malha dentro da regidc de mudanga de fase. Isto implica que quanto menor o

valor de AT mals refinada deve ser a malha.

Uma consideracdo adicional utilizada nas préximas secdes: todas as expressdes obtidas
para o campo de entalpias se baseiam no fato que foi tomada como temperatura de
referéncia uma temperatura para o material no seu estado sélido. Nada impede que seja
tomada uma temperatura de referéncia em outro estado mas, caso isto seja feito, devem

ser obtidas novas fung¢des para a entalpia.
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Entalpia do ponto

E a forma utilizada quando ndo se necessita da funcio inversa da entalpia, sendo dada

por:

s (T —T)) (fase solida)
AT
=19 co(Ty = T.) + K)—\—f [T - (Tf — mgm)] (faixa de mudanca de fase)
Cps( Ty = T0) + A+ (T —Ty) {fase liquida)

Note que se o valor de AT for nulo isto invalida a expressao proposta. No entanto, este
problema poderia ser facilmente contornado com a substituicio da expressao descrita por
uma expressao até mais simples. Isto, entretanto, deve ser evitado pelas consideracoes

feitas anteriormente a respeito do transiente das temperaturas nodais.

De acordo com as defini¢Ges dos adimensionais pode-se estender a expressac obtida

acima para a forma adimensional, ficando assim:

T, (60 —6,) (fase solida)
1 Al
H=1{¢(6; 8, - _ =7 :
s (85 )+ Ste A7 [9 (9; 5 )] (faixa de mudanga de fase)
1
(9, —0.)+ Sie +7(8—9y) (fase liquida)

Entalpia de uma regiao nodal

Embora a entalpia do ponto seja amplamente utilizada e forneca bons resultados, ela
néo é aconselhavel quando se trabalha com deis materiais diferentes, principalmente se a
formulagio exigir a funcéo inversa, ou seja, o calculo da temperatura em funcio da ental-
pia. Neste caso € conveniente trabalhar com um valor médio de entalpia representativo
para a regiao nodal, como mostrado na figura {4.1). Este procedimento nada mais é que
o calculo de uma capacidade térmica equivalente para a regido, e depende obviamente da
quantidade de materiais abrangidos pela mesma. Quando se trata de um tnico material

o valor da entalpia calculada pela regido nodal ¢ igual ac valor calculado pelo ponto.

Aplicando estes conceitos temos que a entalpia de um dado ponto, que estd numa
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interface composta por n materiais pode ser dada por:

Cp0i (T~ T3) T <Tg
SN 3y SN e g
h - Qe ; Q'i {Cp,s.i (Tf - Tr) + “A“i [T - (Tf,i - 2 )j} Tf,t' < T < Tf,i
Qf [Cp‘s,.i(Tf s Tr) + Cp,g,i(T - Tf) -+ )\@] T > T}Z

LY

Esta expressdo na forma adimensional, é dada por:

Es,i Ue,i(g e 91‘) 0 < 9.)_;:1
L& 1 Ab;
H= - ] Ue g —si Oy — r g—16 i - fi 1,
ve; U! {Ct ( f 9 )+StEA9@ [ (fa 2 )}} Gfﬂ<9<9f4
1
e, _si9 _Br “;‘9“9 m] i) T,
\ va [Ca( f )”{Wcls( f)—;_ste >9,‘L

Como foi comentado desde o inicio esta formulacio tem a grande vantagem de possuir
funcdo inversa, desta forma a temperatura pode ser calculada em fungio da entalpia

através da expressao:

g Hv,-é; oH
sendo que:
Ty, Ve Oy H < HT
6H = ; "é“%‘%‘“ﬂ (9“ - Aji) Ty vei{0 — 6,) H < H < H}
v (ef,,- n %ﬁ) — Cyi0ei(0) — 0,) — ;’te H> Hf
e ainda
| T i Ve i H < HT
56=§ fg;——g HY <H;Hj
Tii Ve s H '> HY
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Esta metodologia é, por tudo que ja foi discutido, mais genérica e justifica a preferéncia
dada para este tipo de formulagdo na elaboragéo do programa. Estes sdo os procedimentos

completos utilizados na solucdo, por elementos finitos, do processo de transferéncia de

calor com mudanga de fase pelo método entélpico.

4.2 Solugdo para o problema do escoamento

Diversos modelos sao propostos para se obter a solucio de escoamentos em elementos
finitos, no entanto sdo mais comuns os de ordem mista, que € equivalente & malha des-
locada proposta por PATANKAR (1980), e de igual ordem, modelo que apesar de usar

malhas coincidentes para pressao e velocidade nao exibe o comportamento oscilatério

descrito por diversos autores.

Alguns estudos, como os feitos por PRAKASH (1986) e PERIC et al. (1988), mostram
que o modelo de igual ordem apresenta uma melhor precisio e, devido a este fato, serd

dada preferéncia a este modelo na formulacio do problema propoesto.

Este tipo de abordagem é conhecida hd algum tempo como mostrado por SCHNEIDER
et al. (1978), no entanto ela foi redescoberta hd pouco, e vemn sido muito utilizada nos
trabalhos mais recentes. Apesar desta metodologia poder ser utilizada indistintamente
tanto em diferencas finitas como em elementos finitos, sua maior utilizacdo tem se dado

neste 1iltimo.

4.2.1 Modelagem do campo de velocidades e pressao com interpolacao de

mesima ordem

A discretizacao do campo de velocidades é baseada nas consideragdes feitas para con-

vecgao e com a inclusdo do termo de pressdo. Assim a equacdo de Navier-Stokes, bidi-

mensional para um fluldo incompressivel é dada por:

f

dy dz dx? 8y

dv Jv dv dp v P
Pat“f“P 7 +pu ay——aff#<a$ afy'2‘>+5y

P +PUS tul ot o | + S,

I



e a equacgao da continuidade:

ou Jdu ~0
dz + By
Observe que a equacao da quantidade de movimento tanto em z como em y sao
semelhantes a equagao de transporte discutida anteriormente, exceto pela presenca do
termo de pressao que, no entanto, pode ser tratada como um termo fonte. Desta forma,

o tratamento dado serd idéntico ao da equacdo (3.2), sendo que C = p, K = u e ainda

5=38;— aP/ drxoulS=38,— ap/ By, de acordo com a direcdo considerada.

Considerando a solucao do problema em sua forma implicita, tem-se que o sistema de

equacoes resultante € dado por:

(37004 (C1+ v KT) () = 37 M0} + (S = 21 32+ /\

1 4 0 1 p ; r_?_?f_
(00 +(C1+ v () {0} = 7M7) + (8} = ~(] waz\fandr
onde os valores das matrizes [M], [C], [K] e {S} s@o dados, respectivamente, pelas ex-

pressdes (3.3}, (3.3), (3.4) e (3.7).

Apés efetuadas as operagdes com as matrizes obtém-se um sistema de equagdes na

forma:

A A{u}={B:} e [A].{v}={B,} (4.13)

sendo que as matrizes [A,] e [4,] sio idénticas quando se temn os mesmos tipos de condicio

de contorno para as velocidades u e v.

Este procedimento deve ser observado para a discretizacio futura da equacio da con-
tinuidade, no entanto, neste trabalho optou-se por utilizar uma melhor aproximacio do
campo de pressoes, quando da solucdo da equagdo da guantidade de movimento. A ex-

pressao que aparece na equagao geral pode ser aproximada na forma:

.[Lvﬁpdﬂ-— f&v JdQ ffv jdﬂ P

utilizada a aproximacao de Galerkin e sendo z uma direcdo genérica. Desta forma, uma

pova matriz pode ser definida comao:

N, )
P = [ N a&; 4o (4.14)
0
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Desta forma a expressao geral para a equagao da quantidade de movimento nas duas

direcdes passa a ser expressa emn sua forma matricial por:

(27 M1+ (C1+ v [KT) {u} = 5 M) 0%} + (82} = SIP] o) + v f N2Lar (4.15)
(57001 +(C1+ v [K]) 0} = 5; M0} + (8.} = (P} {p} + / NShar (416

Assim, para a discretizacao das equacges da quantidade de movimento é necessario
considerar uma outra equacdo a ser resolvida: a equacio da continuidade. Utilizando o

meétodo de residuos ponderados esta equacdo fica:

c=[w (6“ ) )
2
que na forma fraca e desprezando o residuo é:
oW oW
/ KALSIRLALEN T / WaindD (4.17)
Or oy
)
Lembre-se que o termo de superficie so é considerado nas fronteiras do dominio.

Relagao entre velocidade e pressao

Como foi visto, as equagbes discretizadas estabelecern uma relacdo entre o campo
de velocidades e o gradiente de pressdes. Tomando-se a expressio (4.13) e dividindo as

matrizes de carga {B.} e {B,}, obtém-se:

ap 619

i Gl

(B} = -~ (M3 b2

onde o primeiro termo representa a parte da carga indicada pela pressio e o segundo a

contribuicao de parcela do termo transiente, termos de superficie e ainda o termo fonte.

Na forma matricial pode se escrever as equagées da quantidade de movimento da

seguinte forma:

dp
Giglhi = — Y G ju; - bi'éf“”“ + s5*
i *

a
a;U; = — Z a0 = E)gé—p ~+ Sf’y
i Y



Definindo as novas variaveis:

S i (5 5 ¥k AU b; st
~ (et I¥ B - 1 4,2 V] t 1
Qi ay L1 ai

1 4+

;

Estas expressdes podem ser reescritas na formas:

. : . Op

Uy = u; 4 Sf’ —— Ap!gg‘; (419)
. v . Op

V; = Uy —§— S;py - hp'ia_y (420)

Os valores de u e v podem ser expressos através das fungtes de interpolacao:

U = Njuj = N;,' (T:LJ +5,p’$ - K 8}7

p.j'é’;

d
) e v=Nj; =N; (@j +SPY — Kpgjgg)

Substituindo estas expresses na forma fraca da equacio da continuidade, equacio (4.17)

e considerando a formulagao de Galerkin, obtém-se:

ON; ) - a ON; .
/ [-3? N; (uj + 877 - Kpd‘é‘i‘) + 5, N (U;’ + 8P - Kp,jg“g” Q2 = fN;- Undl
L9 : r

Lembrando ainda que a pressdo dentro do elemento pode ser expressa através das

funcoes de interpolagao:

@7_ - aj\fi(xa y) .
) o oz

p= Nz, y)pi =
& INz.y)

Substituindo estes resultados, desprezando o residuo e rearranjando a expressio para

a continuidade obtém-se:

aN; ON;, IN; aN;
é[ (‘5‘;‘ NJ Kp’j —3—;}3,’; -+ ""é"y"” NJ KPJ “5"@}“}7,&) dQ =

IN; . . anN; .
[ (Wéf";“ IVJ' (u_?' + Sf’ ) — —-5;- Nj (vj pe Sf’y)) d{} — f N;u,db (4.21)
o r

que € a expressao genérica a ser resolvida.

Deve-se ressaltar alguns pontos que permitem rearranjar a expressao (4.21), ou seja:

e a multiplicacao de matrizes nio é comutativa e regras devem ser estabelecidas para

a mudanga de termos;
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¢ a multiplicacao é no entanto associativa, o que, permite que seja efetuado este tipo

de operagao;

e note que o produto N; K, ; resulta em um escalar. Isto permite a alteracdo da sua
posicao para uma outra mais conveniente, uma vez que a multiplicacao de matriz

por escalar é comutativa.

Considerando estas observagdes, associadas ao fato que os vetores p; e K, ; sdo valores

nodais e portanto constantes, eles podem ser retirados da integral.

Para reduzir o problema a um sistema de equagdes na forma:

[Ap]-{r} = {B,} (4.22)

temos que o0s termos seriam dados por:

— _ ON; BNJ' aN; 6Nj s
A, = ﬂf ( 5 5ot By 5y) Ny K, dQ
B} = [N (i +87 )dﬂ-{—f—é;Nj.(vj-i—Sf’y)dﬂ—/Niundf‘
0 Q T

Obtido o campo de pressdes pode-se corrigir o valor das velocidades antes de se calcular

os novos coeficientes, isto é feito da seguinte forma:

dp

-é-x-dﬂ

u,‘-:ﬁi%Sf‘x———i /W
Pai
Y]
1
v = B 4+ SPY — W[W@dg
paii) Gy

ou utilizando a interpolacao do campo de pressdes e a aproximacao de Galerkin, da mesma

forma utilizada na equacéo da quantidade de movimento:

. 1 Pi.;

wi =+ SPT = = [P,) B :

u; = i + S p{'P]% (4.23)
. 1 Dij .

vy o= Uy e Szp,y - ; [Py] ai:: (424)

Condigoes de Contorno

As expressGes a serem resolvidas j& estdo definidas, no entanto restam ainda o estabe-
lecimento das condi¢bes de contorno. Para a equagao da quantidade de movimento nao

existe a menor divida sobre a sua definicio. Pode-se agrupé-las segundo os critérios:
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Nao deslizamento ou perfil imposto: nos quais a velocidade em cada né é conhecida,
sendo nula no caso de néo deslizamento. Para impor esta condicfo basta alterar as

linhas correspondentes na matriz para especificar o valor da velocidade.

Fronteira de saida: na qual o perfil de velocidades néo ¢ conhecido e uma condicio

precisa ser imposta. Condices que expressem com precisdo este fendmeno estio em
estudo, no entanto a mais usual é:

du,

— =0,

dn
que é a condigao natural em elementos finitos e nio depende de nenhum tipo de

corregao do sistema de equagdes, ja estd antomaticamente definida.

No caso da equacao da pressdo estas condigdes nao sac tao simples. Foi mostrado
que ao obter a forma fraca aparece um termo de integral de superficie, [ Wu,dS, que
precisa ser avaliado em funcdo da distribuicio de velocidades obtidas. Nosent;anto, deve
ser acentuado que este fermo apresenta uma velocidade normal e, assim sendo, somente

nos trechos da fronteira onde ocorrerem influxos ou efluxos é que ele deve ser considerado.

Além disto, € também preciso considerar a natureza relativa da pressio, ou seja, como
somente se trabalha com diferencas de pressao, é preciso estabelecer o seu patamar. Para
isto, basta que se escolha um né {interno ou de fronteira) e estabelecer nele um valor de

pressao.

Finalmente, e talvez o mais importante, ¢ considerar que os pontos de fronteira nio
podem ser calculados da mesma forma que os internos, para tanto é preciso desligé-los,
isto é feito de forma que todo o K|, de pontos de fronteira seja nulo. Esta consideracio
implica ainda que o valor para @ e © de acordo com as equagdes (4.19) e (4.20) sejam

iguais aos valores especificados para u e v nas fronteiras, respectivamente.

4.2.2 Inclusao dos efeitos de conveccao natural

O efeite de conveccao natural depende da solugdo da equacdo da energia uma vez
que os efeitos da gravidade dependem da diferenca de densidades que, por sua vez, sio
diretamente dependentes da temperatura. Assim, a primeira etapa consiste em solucionar
a equacio da energia. Resolvido o problema, obtém-se o campo de temperaturas que serd

usado para obter as forgas de campo, as quais serio inclufdas na equacio do movimento.
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A inclusao das forcas de campo € feita na forma de um termo fonte, como j4 foi mos-
trado anteriormente. Estas forgas sdo dependentes unicamente do campo de temperaturas
e, assim sendo, elas implicardo numa alteracdo do valor da carga das equacgées de quan-
tidede de movimento (b;). Desta forma, o procedimento geral de soluzic do problem. de

movimento do fluido nao sofre nenhuma alteragio significativa com esta inclusdo.

4.3 Formulagao adotada na solugdo do problema proposto

Os procedimentos anteriores foram testados em diversos casos para comprovar a sua
precisdo, como serd visto no capitulo 5. Fol montado também um procedimento geral para
a solugao de problemas de mudanca de fase com o que foi visto até aqui e trabalhando-se

com as equagoes adimensionais.

Partindo-se das equagoes adimensionais. demonstradas no capftulo 1, compostos pe-
las duas equagdes da guantidade de movimento [equagbes (1.7) e (1.8)], 2 equacio da

continuidade [equacio (1.6)] e da energia [equacdo (1.9)] o problema pode ser resolvido.

Foram utilizados basicamente os métodos de solugiio propostos neste capitulo, sendo
a formulagdo do problema de mudanca de fase baseada no método do balango energético

e a solu¢ao do escoamento no método da corregio das velocidades.

Como as equagoes foram adimensionalizadas, as expressdes gerais se diferenciam um
pouco das obtidas anteriormente e serdo aqui apresentadas. E importante ressaltar que
os valores das matrizes necessarias sao calculados segundo sua definicao, fornecida ante-
riormente. Deve-se lembrar ainda que, para esta situagio, devem ser considerados tanto

o dominio como as coordenadas dos nés na sua forma adimensional. Assim:

Equacao da Energia: a aproximacio foi utilizada adotando o valor de v = 1/2. A

partir disto estabelece-se a seqiiéncia de equacées na sua forma adimensional:

{Q°} = [K]{0} +{I'} +[Cl{h}
AHS = ilg (4.25)

E importante ressaltar que foi necessdria uma alteracio do procedimento original-
mente descrito por PHAM (1986) para adequar a nova formulacgao as novas condigdes

que incluem os efeitos convectivos. Com os valores da entalpia, estimados desta



forma, obtém-se a capacidade térmica {considerando p constante):

0 = FOU(H))
o H — Hr |

e com os valores caiculados para C; monta-se a matriz de capacidade. A equacdo

da energla pode ser entiao expressa através de:

{Z:e [M][Dc] + ; [C1[De] + % [[{]} (g1 =

r+ {38 M)[Dc] - 101Dl - KT} ") (420

que é similar & equagio (4.4), diferindo apenas pela presenca dos termos convectivos.

Equacao da quantidade de movimento: é resolvida utilizando uma formulagio to-

talmente implicita (v = 1) e a aproximacdo de Bousinesq, incluida no termo fonte

da direcao y:

{vzt—:[M}+[C]+Pr[1{]}{U’”+i}MTI—%Z (M]{U™} + [Pa] {P™) (4.28)
(3 )+ ()4 Pri)} (et = 1, + 32y vy

+[P, {P™} + RaPr {6} (4.29)

que ¢é equivalente as equacdes (4.15) e (4.16) obtidos a partir da expressio dimen-

sional.

Equacgao da conservacac da massa: que pode ser obtida seguindo o mesmo procedi-
mento descrito anteriormente. O sistema de equagdes resultante sera idéntico ao
(4.22}), mas com valores baseados na expressdo da quantidade de movimento e do

campo de pressOes na sua forma adimensional. Desta forma, os valores para a matriz

{B} sao:
dP  Ste m ar o
1B:} = “[M]'éfg“f-“&;[ HU™} = ~b§—+s
P
B} = L (S“e (M]{V™} + Ra Pr@) I
dy A dy
onde os valores de K, §7* ¢ §P¥ podem ser obtidos através das expressdes contidas

na equacéo (4.18).

Equacao da corregao da velocidade: obtida 2 partir da equagio da quantidade de

movimento na suza forma adimensional, que resulta em:

. ¢ 1
Y%y = U; + 559’ — L'Pl.} —_— P,"j (439)

1,3



58
. Py 1
vi = i+ 8P — [P] — Py (4.31)
i
Conhecidas as matrizes em cada um dos casos é montado o procedimento geral de
solucao. Neste procedimento, o sistema de equagoes é resolvido de forma encadeada,

sendo que cada solucao obtida € utilizada como uma corre¢ao para a seguinte.

Foi preciso adaptar alguns procedimentos, dentre os descritos anteriormente, para
resolver o problema de mudanca de fase com conveccao natural no meio liquido. As

mudancas mais significativas ocorreram na solucdo do problema de mudanca de fase e séo

as seguintes:

e Niao se conseguiu estabilidade do modelo com a utilizagdo da equacdo de corregio
para a entalpia através do valor do C; estimado. Desta forma substituiu-se a ex-
pressdo (4.11) por A = F{T) ou, na forma adimensional, H = F(#} e deixa-se de
efetuar a corregdo na temperatura, equagao (4.12). Esta mudanca reduz a velocidade

de convergencia do modelo, mas ndo foram encontradas alternativas.

¢ Foi necessirio também uma alteracao da sequéncia originalmente proposta no método
de célculo original. Como o perfil original de temperaturas somente é estabelecido
quando o perfil de velocidades for determinado, ¢ procedimento passou a ser itera-
tivo. Verificou-se que a melhor convergéncia do modelo ocorre quando se trabalha
com a entalpia como valor final. Desta forma, houve uma inversdo de forma que a
iltima equacdo a ser utilizada passou a ser a equacio (4.8). Como para o primeiro
calculo de cada perfil de velocidades era necessario estimar um valor para C, na

primeira iteragdo da cada tempo se utiliza o método em sua ordem original.

4.3.1 Procedimento de solugao

O procedimento de solugdo deste problema é iterativo e resolve o sistema de equagdes
através de um acoplamento. FEste fato apresenta uma grande vantagem em relagdo ao
método direto: a minimizacdo do tamanho da matriz a ser armazenada. O procedimento

de solugido é baseado no SIMPLE, proposto por PATANKAR (1980), ¢ é composto das

seguintes etapas:

1. Considera-se um campo de pressoes e velocidades para 7 = 0.
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-

10.

11.

i2.

Incrementa-se o intervalo de tempo em Ar.

Corn os valores de temperatura conhecidos, estima-se o fluxo de calor entre os nos e

as consequentes variacoes da entalpia utilizando-se as expressoes da equacao (4.25).

Conhecidas as variagdes de entalpia, monta-se a matriz de capacidade térmica { D¢

num procedimento expresso na equacao {4.26).

. Utiliza-se os valores da capacidade térmica calculados e com eles se recalcula os

valores para a temperatura, da forma mostrada na equagéo (4.27}.

Recalcula-se em seguida os valores de entalpia, utilizando-se novamente das ex-

pressdes contidas na equacio (4.26).

Se a variagao do campo de entalpias for maior que uma tolerancia estipulada®, o

procedimento reinicia-se a partir do passo 4.

Calculam-se os coeficientes, incluem-se as condigdes de contorno e resolvem-se as
equagoes da quantidade de movimento em z e y utilizando as equacbes (4.28) e

(4.29) com base num campo de pressdes admitido igual ao do dltimo passo.

Com os valores de velocidades calculados no passo anterior se calculam os coeficien-
tes, aplicam-se as condicdes de contorno e resolve-se a equagio da continuidade em

termos da pressdo, equacio (4.21), na sua forma adimensional.

Com os novos valores das pressées corrige-se o campo de velocidades através das

expressoes (4.30) e (4.31), também utilizando a sua forma adimensional.

Verifica-se a convergéncia dos valores de velocidades® e, caso nao tenha ocorrido,

repete-se o procedimento a partir do passo 3.

Se o tempo € menor que um tempo limite estipulado ou o valor calculado para a
massa fundida (ou solidificada, dependendo do case) é menor que um valor prees-

tabelecido, repete-se o procedimento a partir do passo 2.

'Dados com as tolerancias e nimero maximo de iteragdes podem ser encontrados no Apendice A
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Capitulo 5

Validacao do Modelo Proposto

Neste capitulo é feita uma convalidacao do modelo proposto através da comparagio
com uma série de resultados disponiveis na literatura. Seguindo a mesma seqiéncia utili-
zada para a elaboragido do programa foram convalidados, em primeiro lugar, o problema
de conveccao em uma cavidade fechada e por dltimo um problema de mudanca de fase
com convecgao no meio fluido. As se¢bes que se seguern fazem uma melhor apresentagéo

dos problemas propostos em cada trabalho assim como mostram a comparacao entre os

resultados.

A formulacao proposta, embora seja relativamente abrangente, possui algumas li-
mitacdes que devem ser consideradas. Estes limitantes sdo resultados de uma série de
fatores sendo o principal a fungao peso utilizada (Galerkin, que é equivalente a diferengas
centrais em diferencas finitas), que implica emn uwm maior refinamento da malha a medida
que aumentam os valores de velocidade, ou entdo, na implementacio de uma formulacio

upwind. Uma malor discuss@o a respeito destas consideracdes pode ser encontrada em

PATANKAR (1980).

No entanto, no caso de armazenadores térmicos de calor latente, a temperatura mé-
xima de operagao nao tem grandes diferencas da temperatura de mudanca de fase. Isto
implica em que os valores de diferenca de temperatura nac sao muito elevados e, conse-
quentemente, o ndmero de Ra também nio é. Desta forma fica claro que para os problemas

desta natureza nao ha uma necessidade premente de formulagdes do tipo upwind.
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?—gzﬂ,U:O,VZO
dy
Parede (Juente Parede Fria
U=10 =0
V:{} VZD
f—}-ﬁ:O,Uml],VzO
dy

Figura 5.1: Cavidade fechada com circulagio provocada por convecgio natural.

5.1 Resultados comparativos para o caso de convecgio natural em cavidade
fechada

Como uma forma de verificar o procedimento de solucio para a parcela de convecgio
natural, fol utilizado um problema descrito por VAHL DAVIS & JONES (1983) e a com-
paracdo foi fetta utilizando-se de uma compilacio de resultados de VAHL DAVIS (1983)
para este problema. VAHL DAVIS & JONES (1983) resolveram este problema de con-
vecgdo natural através de uma formulacdo por vorticidade e fungao corrente e obtiveram
solucdes para diversas malhas. A partir destas obtiveram a solugao, considerada padrao,

desenvolvendo uma extrapolacdo da malha de forma a obter resultados mals precisos.

O problema proposto é, na realidade, uma cavidade fechada onde a parede vertical
esquerda é mantida a uma temperatura maior ¢ a direita a uma temperatura menor, como
mostrado na figura (5.1). Tanto a superficie inferior como a superior estao isoladas. A
equagao para a quantidade de movimento e campo de temperaturas sao resolvidas na
forma adimensional de forma semelhante & considerada no processo de mudanca de fase

e adotando o nimere de Ste = 1.

O procedimento de solugido adotado fol o mesmo dos testes de mudanca de fase, to-

mando alguns cuidados especiais dentre os quais destacam-se:

s A temperatura de mudanca de fase foi reduzida para valores negativos, pois, neste

caso, o processo esta fora da faixa de mudanca de fase.



62

» A solucao que interessava era, na realidade, a solucdo para regime permanente.
Como forma de acelerar o processo de convergéncia, necessario neste tipo de pro-
blema, utilizou-se incrementos de tempo elevados para a solugio do campo de tem-
peraturas (da ordem de dr = 1000) e o incrementc de tempo miximo Gue permitia

a convergéncia da solucdo do escoamento (da ordem de dr = 1 x 107%).

A solucao foi obtida segundo a formulacdo j& discutida para uma malha de 21 x 21
pontos. Os resultados sofreram ainda um tratamento posterior, sendo interpolados por

funcoes spline cibica de forma a permitir uma melhor avaliagio dos valores obtidos.

As tabelas (5.1) a (5.4) mostram resultados para o nimero de Rayleigh entre 10° e
108 obtidos por Vahl Davis e por este trabalho. Estas tabelas estio estruturadas de forma
que a primeira faixa de cada tabela contém os valores da solucio padrio (benchmark),
considerada praticamente como sendo um resultado analitico. A segunda faixa apresenta
os resultados obtidos por Vahl Davis para a malha discutida enquanto a terceira apresenta
os resultados obtidos através da formulagdo utilizada neste trabalho. S&o apresentados
também nas tabelas os desvios de cada solugio em relacio & padrio e, quando se trata de

valores médios ou maximos, o ponto onde ocorre o respectivo valor.

E conveniente ressaltar ainda que os valores de ¢ foram obtidos através de integragio
numérica das velocidades utilizando-se o método dos trapézios. Cada v é obtido da média
dos valores para o ponto através da integracao de u ao longo de y e de v ao longo de =z.
Para o valor no ponto médio da cavidade também foi possivel obier valores através da
integracoes das fungoes spline das velocidades. Estes valores normalmente diferem dos
anteriores, mas como este procedimento de interpolacio é complexo para ser estendido a
todos os pontos, seus valores sdo mostradas na parte inferior da tabela apenas com carater

ilustrativo e nao serao utilizados nos graficos posteriores.

Para melhor ilustrar a solugio sdo mostradas nas figuras (5.2) a (5.5) os gréficos para
o campo de temperaturas e valores da funcao corrente. E importante ressaltar que os
valores de funcdo corrente apresentados diferem dos utilizados na solugdo padrio, uma
vez que, neste caso o que interessa é visualizar como se comporta o escoamento e nao se

os seus valores estdo ou ndo corretos, fato que pode ser analisado através das tabelas.



Tabela 5.1: Resultados Comparativos para Ra = 1 x 10°.
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. 'lbm ed Prmax Ymax Vmax Ntmay Nttmin IE .
Solucao Padrao 1,174 - 3,649 3,697 1,505 0,692 1,118
(Posicao) (--) y=0,813 =0,178 y=10,092 y=
Solugdao Vahl Davis 1,174 3,589 3,629 1,491 0,702 1,111
Desvio 0,60% --- 1,64% 1,84% 0,93% 1,45% 0,63%
{Posi¢ao) (- y=0,811 z=0,181 y=0,112 y=1
Solugdao Obtida 1,159 ... 3,645 3,685 1,496 0,696 1,115
Desvio 1,28% ... 0,11% 0,05% 0,60% 0,58% 0,27%
{Posicao) (- y=0,814 z=0,17T8 y=0,0841 y=1
* Calculado pela integral da fun¢do velocidade este valor é 1,173.
a) Resultados de Vahl Davis.
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b) Resultados deste trabalho.

Figura 5.2: Resultados comparativos para Ra = 1 x 10°.



Tabela 5.2: Resultados Comparativos para Ra = 1 % 10%.
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¢med Pmax Urnax Vmax Numay Ntipmin Nu

Solugao Padrao 5,071 16,178 19,617 3,528 0,586 2,243
(Posicio) () y=0,823 z=0,119 y=0,143 y=

Solucao Vahl Davis 5,176 16,189 19,197 3.603 0,61 2,212
Desvio 2,07% .. 0,07% 2,14% 2,13% 4,10% 1,38%
{Posigio} (-3 y=082 ¢=0,125 y=0,165 y=1

Solugao Obtida 5,017 ... 16,158 19,827 3.529 0,592 2,256
Desvio 1,20% 0,12% 1,07% 0,03% 1,02% 0,58%
{Posigao) (- y=0,823 z=0,119 y=0,15 y=1

* Calculado pela integral da fungdo velocidade este valor é 5,084.

z

a) Resultados de Vahl Davis.
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b) Resultados deste trabalho.

Figura 5.3: Resultados comparativos para Ra = 1 x 10%.



Tabela 5.3: Resuitados Comparativos para Ra = 1 x 10°,
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Ymed ¥max Umax Ymax Nt oy Nipin Nu
Solugao Padrao 9,111 9,612 34,73 68,59 7,710 0,729 4,519
(Posicao) (0,285,0,601) y=10,856 2=0,066 y=0081 y=1
Solucao Vahl Davis 9,702 10,236 36,46 62,79 7,901 0,797 4,454
Desvio 6,49% 6,49% 4,98% 8,46% y=0,0238 9.33% 1,44%
(Posicio) (0,291,0,601) y=0,854 <=0075 0133  y=1
Solugao Obtida 8,786* 9,241 33,421 70,44 7,812 0,744 4,651
Desvio 3.57T% 3,86% 3,77% 2,70% 1.23% 2,06% 2.92%
{Posicio) (0,70,0,40%) y=90,83 =0,0672 y=0,103 y=1

* Calculado pela integral da fungio velocidade este valor é 9,107.

* Este méaximo tem um correspondente numa posi¢io simeétrica 0,30, 0,60 cujo valor é ¥ = 9,295

=

a) Resultados de Vahl Davis.
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b} Resultados deste trabalho.

Figura 5.4: Resultados comparatives para Ra = 1 x 10°,



Tabela 5.4: Resultados comparativos para Ra = 1 x 108,
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Ujm{:d Ymax Urmnax Umax Numax Numin Nu
Solucao Padrao 16,32 16,75 64,63 219,36 17,925 0,489 8.8
(Posigao) (0,151,0,547) y=10,85 2=0,037% y=0,0378 y=1
Selugao Vahl Davis 20,16 20,914 79,27 195,44 14,215 1,749 9,027
Desvio 23,53% 24,86% 22,65% 10,90% 20,70% 76,.86% 2,68%
(Posigio) {0,149, 0.554) y=10,862 2=0,0447 y=0,124 y=1
Solucao Obtida 14,20% 14,967 57,22 220,48 15,801 4,971 8,934
Desvio 12,42% 10,64% 11,47% 0,51% 12,97% 1.82% 1,52%
{Posigio) (083045") y=0,872 z=0.0454 y=0,09 v=1

* Calculado pela integral da funcio velocidade este valor é 15,700.

* Este maximo tem um correspondente em uma posigao simétrica 0,17, 0,55 cujo valor é o = 14, 656

C = g

a) Resultados de Vahl Davis.
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b) Resultados deste trabalho.

Figura 5.5: Resultados comparativos para Ra = 1 x 108,
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5.2 Resultados para diversos tratamentos de condigbes de simetria na fron-

teira

Como ja foi comentado antsriormente, o tratamento de fronteira para escoamentos
é critico, principalmente em se tratando de fronteiras onde a velocidade nao é conhe-
cida (fronteiras de efluxo, fronteiras com simetria, etc). No caso do problema proposto
tem-se uma fronteira com simetria e, para verificar como as diversas hipdteses se compor-
tam perante esta condicdo, imaginou-se outro problema similar com simetria e convecgao

natural.

O problema imaginado, mostrado na figura (5.6), consiste de uma cavidade onde as
faces esquerda e direita estdo a uma temperatura elevada (6 = 1}, a face inferior estd &

uma temperatura mais baixa (6 = 0) e a face superior isolada. Este problema foi resolvido

para Pr = 0.71 e Ra = 105.

Para verificar como se comportaram as formas alternativas de tratamento na fronteira,
primeiro obteve-se a solugao para o problema completo, considerando as duas faces quentes
e sem se preocupar em usar a condigdo de simetria, sabidamente existente. Esta solucdo
é denominada por solucdo completa. Obtido este resultado buscou-se entdo a solugio
para diversas condigbes imaginadas, que a partir de agora serio tratadas por nimeros. A
descricao de cada uma destas condigdes, buscando principalmente a sua diferenciacio, é

detalhada a seguir:

Cendicée I: Resolve o problema utilizando-se da condigdo de simetria mas
"desligando™ este ponto na equacio da pressio (k, = 0).

Condigdo 2: Resolve o problema utilizando-se da condicio de simetria em v
sem "desliga-lo” na equagio da pressdo, mas mantendo o valer
de u nulo e "desligado” na equagio da pressao.

Condicdo 31 Resolve o problema utilizando-se da condicao de simetria em
v e anulando a velocidade u, sem "desliga-las” na equagdo de
PTessao.

Condi¢ao 4: Resolve o problema utilizando-se da condicao de simetria tanto
para u como para v, sem ~desligd-las” na equagdo de pressao.

Condigdo 51 Arnaloga & condigio 4, mas anulando automaticamente o valor

de u ao final de cada iteracio.
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Figura 5.6: Esquema do problema teste para a condicio de simetria.

Utilizando estas cinco condi¢Bes, além da solucdo completa do problema, que sera
tratada como uma solugao padrio, é possivel estabelecer alguns parametros que permitam
a avaliagdo do funcionamento de cada uma destas condicdes de contorne e como elas

afetam a solucdo do problema.

Como parametro de comparacao estabeleceu-se o comportamento de diversas varidveis
na fronteira onde existe a simetria, ou nas suas proximidades. Desta forma como o
primmeiro valor avaliado foi o perfil de velocidades v sobre a fronteira de simetria. A

figura (5.7) mostra como este perfil se comporta para as diversas condi¢des de contorno.

Da mesma forma procurou-se estabelecer uma alternativa que permitisse a comparacéo
das velocidades normais. No entanto, sobre a linha de simetria o perfil de velocidades
normais deveria ser nulo e, em determinados esquemas, isto era uma condi¢do imposta.
Para ndo favorecer a avaliacio destes métodos, em detrimento dos demais, adotou-se
como parametro de comparacao o perfil de velocidades na linha da malha imediatamente
anterior & da fronteira (no caso malha de vinte e um pontos z = 0.475). Este perfil é

mostrado na figura {5.8).

Outro parametro de vital importancia nestes casos que envolvemn conveccio natural é o
campo de temperaturas. Adotou-se, para efeito de comparacio, os valores de temperatura
na linha de simetria uma vez que os valores nao sao conhecidos de antemao nesta regizo.

A figura (3.9) mostra este comportamento para as diversas condicbes discutidas.
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Figura 5.9: Perfil de temperaturas sobre a fronteira de simetria.

Finalmente, utilizou-se para a comparacdo isocurvas de fun¢io corrente para todas as
condigoes, da forma mostrada na figura (5.10). Estes gréficos sao bastante ilustrativos pois
permitern, nao s6 a avaliagao dos parametros na regido de simetria, mas uma visualizacio
global de como o escoamento estd ocorrendo e quals sdo as regides mais afetadas pela
mudanga da condicdo de contorno. Embora seja ébvio que a parcela que sofre uma
maior influéncia da condi¢do de contorno de simetria seja justamente a mais préoxima da
fronteira € importante ressaltar, e estes gréficos procuram mostrar, até onde o efeito de

uma condicao mal descrita se propaga.

A analise destas figuras deixa claro que a condigdo de contorno, em problemas deste
tipo deve ser expressa com cuidado, pois pode alterar de forma significativa os resultados
finais. Embora nenhuma das alternativas seja totalmente inconsistente, a Condicéo 5 foi a
que forneceu os melhores resultados. Fazendo uma andlise mais detalhada dos resultados

pode-se identificar algumas caracteristicas da implementacao deste tipo de condicdo de

contorno, sao elas:

¢ nio se deve "desligar” na equacido da pressic pontos de fronteira que nic tém

velocidade especificada.
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Figura 5.10: Correntes convectivas para comparacio das condigtes utilizadas.

derivada da mesma, prejudicando os resuitados.

melhora a solugao.

® nao € aconse
e embora a implementacdo da condicio de contorno de simetria, por si 80, ja fornega



5.3 Comparacao dos modelos unidimensionais para mudanga fase

Como fol apresentado anteriormente, existern uma série de formulacgdes alternativas
para métodos de malha fixa em problemas de mudanga de fase. Estes métodos foram
descritos nas secoes anteriores e serao usados em uma série de testes para verificar a

precisdo de cada um na solu¢ao de um problema unidimensional.

Para esta verificacio fol escolhido o mesmo problema utilizado como referéncia nos
trabalhos de PHAM (1986) ¢ COMINI ef al. (1974). Este problema consiste num processo
de solidificagdo unidimensional onde a temperatura dos dois lados de uma placa de 148 mm
de espessura sdo subitamente reduzidos a -30°C(# = —1). Admitindo-se que o material
estava inicialmente a temperatura de mudanca de fase e que as suas propriedades sao:
Ty =0°C,C=2x108]/m*C, A =2x10®J/m®e k=1 W/m°C(a =5 x 1077 m?/s).
Com estes valores calculou-se os parametros necessarios para a solucio do problema na

sua forma adimensionalisada.

Elementos bidimensionais sao utilizados na solugio do problema, sendo considerada
uma placa de 74 mm de largura e 7,4 mm de altura. A figura (5.11) mostra o esquema
do problema com os valores adotados para as condigBes de contorno e a malha utilizada.
Neste problema é também utilizada uma faixa de mudanca de fase de 0,01°C(Af =
3,3 x 107*) para seguir o mesmo padrao da proposta original do trabalho. Esta faixa de
mudanca de fase, embora desnecessaria em alguns casos, torna-se util pois permite que a

mesma formulacdo seja estendida a todos os esquemas.

Este problema pode ter a sua solugio aproximada por um processo de mudanca de
fase emn um meio semi-infinito, inicialmente & temperatura de fusio, até que a fronteira de
solidificacdo atinja o final do dominio do problema real. Desta forma, considerando-se as

propriedades do material, a posicao adimensional da frente de solidificacio e a temperatura

de/dy—“‘—@
b=-10 | | [ [ [ [ ][] ] [ddz=0
d@/dy:()

Figura 5.11: Esquema do problema de solidificacdo unidimensional.



sao dados respectivamente por:

Twen = L1.35061+/7 (5.1)
0.136931
T, = min [0.—1 +2.50497 Exf(—— ") (5.2)
] | \/’—F
S&o analisados trés esquemas bésicos de malhas fixas para a solucio de problemas
de mudanga de fase, os esquernas propostos por PHAM (1986), MORGAN et ol (1978)
e COMINI & SARO (1990). Além destes é analisado um outro esquema, similar ao

PHAM (1986), que ndo efetua a corregio da temperatura apds a solucido do sistema

linear.

Por questéo de facilidade é adotada uma nomenclatura simplificada em funcio do tipo

de formulacio:

Formulagao 1: é a formulagdo proposta por MORGAN et al. (1978) com uma pequena
alteracao: o valor da capacidade é calculado em fungio do tempo e corrigido por

trés vezes, o que nao foi feito no trabalho original.

Formulagao 2: bastante similar a proposta por COMINT & SARO (1990), mas se utili-

zando da matriz massa concentrada que é um padrao neste trabalho.

Formulagaoc 3: método proposto por PHAM (1986), que se utiliza do fluxo de calor

trocado entre os nés para uma pré avaliagdo da capacidade térmica.

Formulagao 4: similar 4 anterior mas néo utiliza a corre¢do para a entalpia ac final de

cada 1teracao.

Os resultados para a fronteira de solidificacdo sao apresentados apenas para os inter-
valos de tempo em que a fronteira passa por um ponto da malha. Estes resultados para
a posicao da fronteira de solidificacdo sao apresentados na figura (5.12). Ao considerar
valores diferentes destes, a posicdo da fronteira passa a depender de uma interpolacio, o
que, com certeza, afetaria a precisao dos resultados. A figura (5.13) apresenta os resulta-
dos para as mesmas formulagdes mas apresenta o perfil de temperaturas no ponto # = (0.1

em funcao do tempo.

E possivel notar através dos dados tanto da figura (5.12) como (5.13) que néo existem

grandes diferencas de acuracidade entre os métodos. No entanto, o método proposto na
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Figura 5.12: Evolucdo da frente de solidificagdo com o tempo para as diversas formulacbes.

formulacdo 1 é o que mais se afasta da solucdo analitica e foi, portanto, preterido em

relacio aos demais. Todos os outros métodos apresentam resultados similares.

Utilizando-se estes mesmos resultados é montada a tabela (5.5), que apresenta o tempo
total necessario para a solidificagdo, calculado por cada um dos esquemas e o tempo de

CPU necessario para rodar o programa numa estagao de trabalho IBM Risc 6000.

Deve-se ressaltar entretanto, que os métodos apresentados fornecem bons resultados

Tabela 3.5: Tempo total requerido para a solidificacao total do dominio e tempo de CPU
(Ar = 548 x 1074).

Esquema Tempo adimensional Tempo de CPU
Formulacas | 0.5116 39s16”
Formulacao 2 0.5491 17598”
Formulacac 3 0.5485 24566”
Formulacao 4 0.5485 245227

Solucdo Analitica 0.5484 —
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Figura 5.13: Evolucdo da temperatura do ponto na posi¢do x = 0.1 com o tempo para as

diversas formulagoes.

para o campo de temperaturas mas sofrem também do efeito de oscilagao histérica, des-
crito por BELL (1982). Este efeito s6 pode ser minimizado com a ampliacdo da faixa
de mudanca de fase ou com o refinamento da malha. Este fenémeno ¢ ilustrado através
da figura (5.14), na qual sio mostradas curvas de temperatura para todos os instantes
de tempo, utilizando-se da formulacdo 3, variando apenas a faixa de mudanca de fase.
Observando o grafico é possivel perceber uma sensivel minimizacao da oscilagdo do campo
de temperaturas quando da utilizagdo de um valor de A# = 0,1. A explicacao dada por
BELL (1982) para o fendmeno é que, a partir do momento onde se encontram pelo menos

dois pontos da malha dentro da faixa de mudanca de fase, a oscilagdo deixa de existir.

Em todos os casos foram utilizadas uma aproximacao de trés niveis de tempo ("dum-
ping”) que. apesar de criticada em alguns trabalhes como de DALHUILJSEN & SE-
GAL {1986), € ainda muito utilizada em pesquisas desta area. Para verificar a influéncia
deste fato foram construidos graficos para a formulacio proposta por PHAM (1986) (For-
mulacao 3) considerando trés discretizagdes no tempo: o esquema explicito, os esquemas
de dois e trés niveis de tempo. A figura (5.15) mostra a evolucdo da fronteira e a figura

(5.16} a evolugdo da temperatura no ponto z = 0.1 para as trés formas de discretizagio
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no temnpo.

Nestas figuras verifica-se que, pelo menos no caso do problema considerado, a utilizagdo
de diferentes esquemas de tempo nao afeta a precisao do método de forma perceptivel.
Os pontos calculados por cada um dos esquemas sao praticamente coincidentes, tanto no
que se refere a posicao da frente de solidificagdo como no transiente de temperaturas.
Embora este fenomeno seja uma realidade neste tipo de formulacio, as afirmacgdes feitas
por alguns pesquisadores, como DALHUIJSEN & SEGAL (1986), de que os esquemas
de trés niveis de tempo reduzemn a precisdo, nao sao infundadas e devem ser levadas em

consideragao de acordo com o esquema adotado.
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5.4 Solucao de um problema unidimensional com condig¢ao de contorno de

fluxo de calor

Até agora foi visto a solug¢do para problemas onde 2 temperatura de parede € conhe-
cida. No entanto, como ja fol discutido, o caso onde existe uma condic¢io de contorno de
fluxo de calor determinado vem ganhando importancia, principalmente pelo seu uso em
dispositivos eletronicos. A formulacao deste tipo de problema é similar, deverndo apenas
ser alterada no que tange ao célculo dos adimensionais e na implementacao da condicao de
contorno. Considerando os resultados para o caso de temperatura determinada, adotou-se

diretamente a Formulacao 4 do item anterior.

Neste caso, a nova condigao de contorno vai ser implementada através da integral de
superficie na regido que ela atua. A integral de superficie da equacao (4.5) e o termo de

superficie da equagéo (4.6) sdo exemplos de locais onde o valor do fluxo de calor deve ser

implementado.

Considerando as alteracoes necessarias na formulacdo, foi feita uma verificacio da
metodologia de solugao através de algum modelo analitico. No entanto, nao foi encontrado
nenhum tipo de solugac analitica exata para este tipo de problema junto a bibliografia
consultada. ALEXIADES & SOLOMON (1993}, por sua vez, apresentam uma solugio
aproximada utilizando-se de um procedimento quase- estatico que serve para os nossos
objetivos. B importante ressaltar que esta solugio é vélida para o caso unidimensional
em gue o meio se encontra a temperatura de mudanca de fase. Esta solucdo para fluxo

de calor constante g, na parede, na sua forma dimensional, € dada por:

I
'rfron - p,\
T(z) = Tfi%(xf,on — )

Quando adimensionalisada a equacéo fica:

Xfron = T
HX) = £(Xpow — X)

o sinal = depende da natureza do processo: se de solidificacéo ou fusao.
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Figura 5.17: Esquema do problema de solidificagdo unidimensional.

Para este exemplo é admitido um caso de solidificagao onde todo o meio se encon-
tra, necessariamente, a temperatura de mudanca de fase e as expressoes desejadas para
temperatura de parede e posigao da fronteira serao dados por Xy, = 7 e fp = —7, respec-
tivamente. o problema unidimensional escolhido é similar ao anterior, da forma mostrada

pela figura (5.17), mas com a condigao de fluxo de calor conhecido em uma das faces.

A figura (5.18) mostra a evolugdo da fronteira de solidificacdo com o tempo. E possivel
notar uma boa concordancia entre os valores obtidos, principalmente no inicio do processo
evolutivo. A tendéncia de afastamento apresentada no final do processo deve-se, nao
necessariamente a um maior erro do modelo numeérico, mas sim a um possivel erro das

aproximagoes feitas quando para a obtencio da solugio quase-estatica, que nao considera
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Figura 5.18: Evolucdo da frente de solidificagdo com o tempo.
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a capacidade térmica do meio que mudou de fase.

A figura (5.19) mostra outro item importante na avaliagdo de problemas desta natu-
reza, a temperatura na parede onde esta sendo injetado o fluxo de calor. Os resultados,
apresentam um comportamento praticamente similar ao obtido na figura (5.18), confir-

mando as expectativas.

E necessario ressaltar que a solucio de referéncia mostrada nos gréficos das figu-
ras {5.18) e (5.19) sdo apenas indicativos da solugao e nao seus valores exatos. Apesar
disto, estas figuras permitem a conclusio de que o0 modelo proposto para a sclucao do pro-
blema de mudanca de fase é também adequado para o caso onde existe fluxo de calor na
parede. Este fato permitira a solucdo de problemas mais complexos onde o fendémeno de
conducao, considerado até entdo, podera ser aliado a solugdo de um campo de velocidades

decorrente do fenémeno de conveccao natural, como sera visto posteriormente.
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Figura 5.19: Evolucdo da temperatura na parede na face sujeita ao fluxo de calor.
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5.5 Avaliagdao do esquema para um problema de mudanca de fase com con-

vecgao

Nesta secio, utiliza-se o trabalho de USMANT et al. (1292} para validacio dos resul-
tados obtidos. Este trabalho é basicamente numeérico e apresenta os resultados de forma
bastante detalhada, permitindo um grande numero de comparagoes com os resultados
obtidos neste estudo. O inconveniente para a validacao dos resultados é que se trata de
uma aproximacao numeérica, nao de resultados experimentais que sao melhor aceitos por
se tratarem de observagoes diretas. No entanto quando se trabalha com problemas desta
natureza as medidas experimentais, principalmente as que envolvem perfis de velocidade,
sao muito dificeis de ser obtidas. Alguns estudos experimentais foram feitos como o de
HO & VISKANTA (1984), no entanto ndo ha dados que permitem a comprovacao dos
valores para o perfil de velocidades no meio fluido. Neste caso a posicao da fronteira pode

ser um Indicador mas ndo um fator que confirme o nivel de acuracidade do método.

USMANT et al. (1992) apresentam solugbes para diversos casos tanto de solidificagio
como de fusdo para as substancias aluminio e agua. Embora este estudo vise a repeticio
dos valores obtidos é conveniente ressaltar que, apesar de também se utilizar de método

da malha fixa, o procedimento geral de solucdo € muito diferente, principalmente no que

diz respeito ao campo de velocidades.

Dentre todas as solugoes apresentadas pelos autores, escolheu-se o problema de fusao
do aluminio em uma cavidade para validacao do modelo proposto. Neste problema foram

utilizadas as seguintes propriedades para o aluminio:

B8=40x10"°1/°C 1, =0.025 g/cm.s p=2.5g/cm®
g = 981.0 cm/s? c=0.25 cal/g®C k= 0.25 cal/g.°C
A =95 cal /e T, = 625°C T} = 650°C

A cavidade é da forma mostrada na figura {5.20), com dimensdes de 5 ¢cm x 5 cm.
Embora a solugao original apresente resultados em sua foria dimensional, este estudo
tem se dedicado a solugao das equacbes na sua forma adimensional. Desia forma sera
necessaria uma conversao entre os valores adimensionais e dimensionais para a comparacio
de resultados. Para o calculo dos adimensionais adota-se a temperatura de mudanga de
fase como a meédia da faixa anteriormente mostrada T = (T + 7,)/2 = 637.5 °C. Com

isto os valores dos adimensionais tornam-se Ra = 8,889 x 104, Pr = 0.025 e Ste = 0.191.
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dy

Figura 5.20: Esquema do problema proposto.

A relacao entre tempo e as velocidades dimensionais e adimensionais pode ser dada por:

k

o = — =04
pc
o
y = —V =008V
v L
2
i = t = 327,231
Ste o

E ainda necessario calcular a faixa de mudanca de fase na forma adimensional:

AT 25

A = T T e

= {.345

Além disto, como a faixa de temperaturas ¢ definida entre o ponto de fusio e a "tem-

peratura quente”, é necessario ainda calcular a temperatura de parede fria:

T.— T, 6106375
= L = = —0.379

b = Ty —T; 710 —637.5

Feito isto, a formulacdo esta corapleta e pronta para ser usada na solugdo do problema.
Note que a formulacéo obtida pode ser utilizada na solugéo tanto de problemas de fuséo

como de solidificagao, dependendo apenas da adequacio das condigdes iniciais.

Nas figuras (5.21} a (5.28) nota-se uma alusao a trés diferentes esquemas. Esta forma
foi utilizada para analisar como o problema se comportaria perante pequenas alteracdes

na formulagdo. Estes esquemas diferem, na realidade. quante & forma de se anular os
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Figura 5.21: Comparacdo do campo de velocidades na fusdo (7 = 0,01955, £ = 6,40 s).

valores de velocidade dentro da faixa de mudanca de fase e na forma do tratamento dado

aos termos transientes da equagao da energia e do movimento.

No que se refere ao tratamento dado ao perfil de velocidades tanto o Esquema I como
o Fsquema 2 utilizam-se de uma forrnulacdo simples, que anula as velocidades nos pontos
cuja a temperatura estd abaixo da temperatura média de mudanca de fase {§ = 0). Este
tratamento primeiro identifica os pontos onde as temperaturas sdo inferiores a de fusio.

Isto altera as linhas da mairiz global das equacbes do movimento. gue representam tais
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Figura 5.22: Comparagdo do campo de temperaturas na fusdo (r = 0,01955, ¢ = 6,40 s).

pontos, de forma a anular a sua velocidade.

Neste aspecto o Fsquema 3 se difere, pois trabalha com viscosidade variando exponen-
cialmente na faixa de mudanca de fase, e estipulando um valor elevado para a "viscosi-
dade do solido”. Neste esquema foi adotado um tratamento similar ao dade por USMANI
et al. (1992), que corresponde a uma variacdo da viscosidade com a temperatura, na faixa

de mudanca de fase, dada na forma:

b~ (A8/2)_ag
M= e
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Figura 5.23: Comparacdo do campo de velocidades na fusdo (r = 0,12, t = 39,27 s).

Fora desta faixa a viscosidade adotada ¢ igual & do fluido, se a temperatura € maior que
a de mudanca de fase e, a velocidade é anulada, da forma descrita anteriormente, caso a

temperatura seja menor que a de mudanca de fase.

A utilizacao deste esquema pode ser analisada através dos dados das figuras {5.21) a
{5.28) e nota-se que, neste caso a utilizacdo dos esquemas [ e 2 fornecem resultados bem
mais proximos do obtido por USMANT et al. (1992). Além disto, o tempo computacional

gasto por cada um dos esquemas, é significativamente menor. Enquanto o Esquema 2 para
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Figura 5.24: Comparacao do carapo de temperaturas na fusao (7 = 0,12, { = 39,27 s).

a solucao deste caso requereu aproximadamente 17 dias para rodar em uma Sparc 5+,
08 outros esquemas requereram em torno de 1 dia para rodar em uma estacdo IBM Risc
6000-Power Pc. Obviamente a comparacao dos resultados expressa de forma é complicada
para se concluir a eficiéncia de cada formulagao, mas, é conveniente, ressaltar que a Sparc
5+ tem velocidade de processamento similar & da PowerPc e os tempos de CPU tem a

mesma ordem de grandeza para rodar problemas idénticos.

(Juanto a forma de considerar a evolug¢do no tempo apenas o Fsquema 2 se diferencia,

pois adota uma solugao em que o incremento de tempo € o mesmo tanto para a solugao
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Figura 5.25: Comparagao do campo de velocidades na fusio (7 = 0,547, ¢ = 178,99 s).

da equagao da energia como para a equagao de movimento. Neste caso o procedimento de
solucgao é feito de forma iterativa e os campos de velocidade e temperatura se desenvolvem
simultaneamente. O proximo passo de tempo s6 € fornecido quando os perfis de velocidade

e temperatura estdo variando dentro de uma determinada tolerancia.

Nos outros esquermnas { I e 3) o incremento de tempo para a equagao da energia € maior
que o da quantidade de movimento. Desta forma, o procedimento ¢ iterativo apenas para

o campo de temperaturas, ja que o campo de velocidades para um tempo intermediario €
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Figura 5.26: Comparacdo do campo de temperaturas na fusdo (7 = 0,547, ¢ = 178,99 s).

sempre calculado de forma explicita a partir do campo de temperaturas atual.

Analisando-se os resultados obtidos é possivel perceber que nao ha diferencas significa-

tivas entre os dois esquemas e que, ambos apresentam boa concordancia com os resultados

obtidos por USMANI et ol (1992).

As diferengas apresentadas entre os campos de velocidades e temperaturas obtidos
neste trabalho e por USMANI et al. (1992), como jd foi dito, ndo sfo significativas e
podem ter sido fruto de uma série de diferencas de formulagido. No trabalho original sdo

utilizados: viscosidade variando com a temperatura na faixa de mudanca de fase (que nao
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Figura 5.27: Comparacao do campo de velocidades na de fusio (7 = 1,455, t = 476,11 s).

deu bons resultados nesta formulagdo), um esquema de ordem diferente para a pressio e
a solucgao simultanea dos campos de pressdo, temperatura e velocidades. Além disto, os
autores se utilizaram de um procedimento que considera umn regime permanente para o

campo de velocidades a cada instante.

Desta forma, com este grande ndmero de diferencas de formulacao, de antemo ja
nao se esperava resultados absolutamente coincidentes. No entanto, os resuitados obtidos

pelos esquemas [ e 3 permitem confirmar a possibilidade de uso deste tipo de formulacao
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Figura 5.28: Comparagdo do campo de temperaturas na fusdo (7 = 1,455, t = 476,11 s).

para problemas de mudanca de fase com convecgdo natural, o que € o objetivo bdsico

desta comparagao.

5.6 Consideragoes finais

Como foi possivel notar os resultados estdo muito préximos. fato que permite afirmar

que a formulacao proposta é adequada para a solucdo de problemas de mudanca de fase

com convecgao. O dnico porém neste fato é a formulacgio que eleva a viscosidade do sélido
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para um numero extremamente elevado e que, por sua vez, nao apresentou resultados
satisfatérios, como mostrado nas figuras anteriores. Este fato leva a crer que esquemas
desta nmatureza funcionam apenas com métodos de solu¢do diretos, e nao sio adequados
para os esquemas de solugac acoplados. mbera tenha se tratado de um tnico problema
testado. este ndo € um efeito sem causa: a elevacdo excessiva da viscosidade tende a
diminuir a influéncia do campo de pressdes na equacao da quantidade de movimento. Isto
complica, de forma significativa, a solucdo da equagéo do campo de pressdes (equacio da
continuidade) e, provavelmente, provoca o resultado insatisfatério observado. No entanto,
isto ndo desqualifica as demalis formulacdes que, ao que tudo indica, podem ser utilizadas

em quaisquer tipo de problemas.
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Capitulo 6

Resultados e Discussoes

A metodologia de solucao adotada ja foi amplamente discutida, resta agora aplica-
ia ao problema proposto de mudanca de fase. Este capitulo é dedicado a isto, sendo
que, nele, serao discutidos os resultados obtidos e o comportamento da solugdo. Foram
definidas algumas condigoes basicas do problema que serdo denominadas por condicdes
padrédo, que estabelecem tanto as caracteristicas geométricas como as condicdes iniciais.
Estes valores sao adotados como condigdes de partida pela proximidade dos mesmos com
as condigoes médias de trabalho de armazenadores térmicos que se utilizam deste tipo de
geometria. As variagoes feitas sempre partirdo deste problema com as condigées padrio,
para facilitar a comparagao dos resultados obtidos. As condicdes gerais e os valores das
propriedades adotadas neste problema podem ser identificadas através da tabela (6.1) e

a definicao de cada termo da geometria do problema pode ser obtida da figura (1.1).

Na solugao dos problemas foi aplicada a metodologia definida como a mais adequada na
discussdo realizada anteriormente. No entanto, nem todos os problemas foram sanados
e no tratamento da geometria aletada mais um problema se apresentou: existem duas
superficies em contato (aluminio e PCM) com condutibilidades muito diferentes. Numa

solucao tradicional do problema é normal que, a medida que a solucio se desenvolve,

Tabela 6.1: Condicbes fisicas e geométricas do problema padrio utilizado.

Dados geométricos L=10 h=1,0 e=0,1 ha = 0,35
Adimensionais Ra = 10* Pr=7 Ste = 0,15

Material da Aleta  k/kpcyr = 1000 Cp/Cyp pons = 0,01

Temperaturas 0, = ~0,15 Af = 0,01
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haja necessidade de um aumento do incremento de tempo pela diminuicde da velocidade
de avanco da fronteira de solidificacao ou fusido. No entanto, esta coexisténcia dos dois
materials impede o aumento significativo do incremento de tempo, devido ao aparecimento
de oscilegoes de temperatura, de cardter numeérico, na regido do aluminio e quante major

o incremento de tempo, maior a amplitude destas oscilacdes.

Assim, o aumento no passo de tempo torna-se funcio de um limite imposto pela
aleta. Para contornar este fendmeno considerou-se a seguinte hipdtese: no inicio do
processo o passo de tempo deve realmente ser pequeno pois a velocidade da frente de
solidificacdo (ou fusdo) é alta e/ou o campo de temperaturas dentro do aluminio estd em
desenvolvimento. Desta forma, resolve-se o problema da forma considerada inicialmente.
A partir do momento em que o campo de temperaturas da aleta entra em regime (a
temperatura da extremidade difere da base em apenas 1%) adota-se uma outra hipdtese:
que toda a aleta encontra-se numa temperatura uniforme e igual & da base. A partir
desta condigdo ndo se resolve mais a equagdo da condugdo de calor na aleta e o problema
fica restrito somente a solucdo da regido do PCM. Desta forma consegue-se contornar
tal instabilidade, podendo utilizar incrementos de tempo maiores e obtendo-se resultados

com tempos computacionais menores.

Como se trata de uma hipdtese, da qual ndo foram encontradas referéncias, a sua
implementacao foi verificada. Para isto foi obtida a solugdo completa do problema padrio

até um tempo 7 = 0.03 e a partir dai foram impostas trés diferentes condicdes:

a) a temperatura da aleta varia de acordo com a solugao da equacio da conducio de
P

calor.

(b) a temperatura adimensional da aleta é mantida constante igual a 1, mas o incre-

mento de tempo nio é alterado pelo fato.

{c) a temperatura da aleta é mantida constante e o incremento de tempo é aumentado.

Na figura (6.1} sdo mostradas as isotermas para o problema proposto nas trés condicdes
e, pode-se notar que, em nenhuma situa¢io houve alteragdo significativa do campo de

temperaturas.

Na figura (6.2), por sua vez, mostra-se os efeitos destas alteracdes sobre o campo de
escoamentos atraves das isocurvas de fungdo corrente. Da mesma forma que na figura

anterior pode-se afirmar que a utilizacdo da temperatura de aleta constante nao afeta
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Condicao (a) Condicdo (b) Condigao (c)
7 =0,1: Valores: 0 < # < 1,5 com intervalo Af = 0,1.

Figura 6.1: Comparacdo das isotermas para diferentes condicoes de temperatura na aleta.

os resultados, o que é comprovado pelos graficos (a) e (b) da figura (6.2). Inclusive
avaliando-se estes resultados numéricos percebe-se alguma diminuicdo de oscilacido no
campo de velocidades para o caso onde a temperatura da aleta é constante. Percebe-se,
entretanto, um pequeno desvio para o caso {c) em relacdo aos demais, indicando que
a mudanca do incremento de tempo afeta os valores de funcdo corrente. Este desvio é
pouco significativo para este caso ndo sendo suficiente, sequer, para modificar os valores
do campo de temperaturas mostrados anteriormente. Embora pouco significativo, em

termos de resultados, esta alteracio permite a utilizagdo de valores de incremento de

tempo maiores.

6.1 Determinagao do refinamento da malha

Buscando a otimizagdo do tempo de processamento, sem distorcer a solugao do pro-
blema, foram feitos alguns testes para determinar o tamanho ideal da malha. Nao foi
objetivo deste estudo a otimizagdo da malha dentro da aleta sendo, apenas, analisado
o comportamento do problema para um refinamento dentro do material de mudanga de
fase. Esta consideracio ¢ desnecesséria devido 4 alta condutibilidade térmica do material

da aleta, o que resulta numa rapida entrada em regime permanente.

Devido a complexidade geométrica do problema, que depende da possibilidade de

expressar a aleta com suas respectivas dimensdes, foi adotado um procedimento basico:



Condic¢ho (a) Condigao (b) Condigéo {c)
7= 0,1: Valores: 0 < < 1,5 com intervalo Ay = 0,1.

Figura 6.2: Comparacao das isocurvas de func¢io corrente para diferentes condi¢des de

temperatura na aleta.

procurar trabalhar sempre com malhas quadradas. Neste caso foram adotadas malhas

que subdividiram o A (altura) do problema padrdo em 11, 17, 21 e 25 pontos.

A figura (6.3} mostra a evolugdo do percentual de massa fundida em funcédo do tempo.
Assim, € possivel verificar que todos os casos apresentam um comportamento parecido
sendo que, para as malhas com 11 e 17 pontos, notam-se pequenas oscilacbes no com-
portamento da massa fundida. Para os casos de 21 e 25 pontos este efeito praticamente
inexiste. Em termos de diferengas. em valores absolutos, as malhas com malor mimero de
pontos apresenfam resultados muito proximos e nao existe justificativa para a necessidade

de utilizagdo de malor refinamento.

Neste caso, como se trata de um problema com convec¢ao natural, decidiu-se avaliar
como se comportam os perfis de velocidade durante o processo. Tomando o perfil de
velocidade para o instante 7 = (J, 1 como referéncia nota-se um comportamento dos vetores
de velocidade similar para todas as malhas sendo, no entanto, melhor representados nas
malhas mais refinadas. A figura (6.4) mostra estes perfis, assim como o valor da velocidade
maxima nos pontos considerados e a sua respectiva posi¢do. Da mesma forma que na

figura (6.3) os resultados para as duas malhas mais refinadas estdo bastante prdximos

com desvio ern torno de 2%.

Apés esta analise pode-se afirmar que a melhor malha para a solu¢do do problema é
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de 21 pontos, o que equivale ao uso de um espacamento entre os pontos de 0,05. Malhas
majs refinadas sac evitadas para economizar tempo computacional enquanto as malhas

mais grosseiras nao sao utilizadas pelo comprometimento da precisao dos resultados.

6.2 Influéncia dos parametros de projeto

Nesta se¢ac sao avaliados todos os itens considerados fundamentais no projeto de
armazenadores térmicos com a geometria aletada. Foram investigados uma série de itens,
tals como influéncia do campo inicial de temperaturas, dos valores dos adimensionais Ra
e Ste e a influéncia da geometria. Esta analise permite tanto uma qualificagdo como uma

quantificacao da influéncia de cada item sobre o funcionamento do armazenador aletado.

6.2.1 Influéncia do perfil inicial de temperaturas

Um dos parametros avaliado é a influéncia do campo inicial de temperaturas no meio
que vai mudar de fase, neste caso, o solido. Foram investigados os casos em que a tem-
peratura adimensional do sélido se encontra a ~0,15, a —0,01 e a —1.0. A figura {6.5)

apresenta os resultados obtidos. E possivel notar que para os valores de temperatura
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préximos da faixa de mudanca de fase do problema, o tempo de fusdo do material pra-
ticamente nao varia. No entanto esta mesma afirmagdo nio pode ser feita guando a
temperatura inicial do sélido é muito menor que temperatura de fusdo. Esta situacdo
de subresfriamento acentuado é inadequada para o projeto de armazenadores e deve ser

evitada.

No caso estudado o perfil inicial de temperaturas no sélido ndo afeta, de forma sig-
nificativa, nem o processo de convecgao natural e nem o perfil da fronteira, atua apenas

acelerando ou retardando o processo de mudanca de fase.
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inicial do sdlido.

6.2.2 Influéncia dos parametros adimensionais

Nimero de Stefan: o numero de Stefan (Ste) € o primeiro parametro a ser analisado,
permitindo identificar a sua influéncia na solugdo do problema. Procurou-se adotar dois

valores limites para o Ste que englobam a maior parte dos materiais de mudanca de fase:

Ste = 0,05 e Ste = 0,15,

A figura (6.6) mostra uma comparagio entre a massa fundida para os dois valores.
Neste grafico nota-se que a diminui¢do do valor de Ste provoca um aumento da massa
fundida para o mesmo tempo adimensional. E importante notar também que no inicio do
processo, onde a transmissao de energia ocorre principalmente por conduco, o valor do
Ste praticamente nao interfere na solu¢do obtida. Somente a partir do instante em que 2

conveccao adquiri importancia é que as curvas dos dois casos se afastam.

Para a compreensao deste fenomeno é importante lembrar que o valor do Ste entra na
adimensionalizacdo do tempo. Assim sendo, o mesmo tempo visto na escala das abcissas
do grafico nao representa o mesmo valor dimensional para os dois problemas, e sim um

tempo proporcionalmente maior para o caso onde o Ste € menor. Esta escala no tempo
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faz com que, em problemas dominados por condugdo, a solugdo em funcao do tempo
adimensional seja praticamente independente do valor do Ste. A medida que ocorre uma
predominancia do fendémeno convectivo, que é um processo nao linear, hd um aumento
da intensidade da troca de calor. Este fenémeno € o maior responsavel pelo afastamento

entre as curvas na figura (6.6).

Este resultado difere um pouco das afirmagdes feitas por SPARROW et al. (1977} sobre
a pequena influéncia do valor do Ste, dentro desta faixa, na solugao final. Uma justificativa
para esta diferenca estd no fato que, no referido trabalho, a geometria diferente minimiza
os efeitos convectivos e, apesar de existir um processo de convecgao natural, o problema
continua sendo dominado pela transferéncia de calor por condugdo. Caso isto ocorra

seria verificado o mesmo comportamento do estagio inicial deste problema, ou seja, uma

coincidéncia entre as curvas.

Para ilustrar melhor o fato séio mostrados também alguns graficos que permitem a

visualizagdo do campo de fungdes corrente, figura {6.7), e o campo de temperaturas,

figura (6.8).

Na figura (6.7} é possivel perceber a intensificagdo do campo de velocidades através

do aumento dos valores de fungdo corrente em termos absolutos. No que se refere a forma
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geral do escoamento percebe-se que nao ha diferenca entre os casos. Esta intensificagdo
do processo de convecgao fol perceptivel mesmo quando estava se obtendo resultados do

rograma, uma vez que, fol preciso reduzir o incremento de se diminuiu o
prog , z que, fi d to de tempo quando se d

valor do Ste, para que se obtivesse a convergéncia dos resultados.

Da mesma forma, a figura (6.8) mostra a comparagio entre os campos de tempera-
tura. Em termos de posicionamento percebe-se que a temperatura proxima da de fusao
se encontra mais afastada da alefa para o caso do nimero de Ste menor. Isto é fruto

das discussoes ja feitas para o caso de massa fundida. Além disto, é possivel perceber
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instabilidades na solugido decorrente da diminui¢do do nimero de Ste {equivalente a se
trabalhar com um material de maior calor latente). Este fato faz com que existam maio-
res discrepancias dos valores de ¢, entre os pontos vizinhos e que, acredita-se, provoca
esta instabilidade. Maiores testes podem ser feitos para tentar minimizar este fendémeno
numérico em trabalhos futuros. dentre os quais sugere-se o aumento artificial da faixa de

temperatura de mudanga de fase.

Niimero de Rayleigh:  parametro que indica a intensidade do processo de convecgao
natural. No caso deste trabalho foram realizadas simulacdes para diversos valores: Ra =
1,42 x 10%, 104, 1,42 x 10%, 1,42 x 10° e 7 x 10°. Os resultados sao apresentados, para
efeito de comparacao, nas figuras (6.9) a (6.12).

A figura (6.9) mostra a evolucdo da fronteira de fusdo com o tempo para alguns
valores de Ra considerados. Nesta figura é possivel analisar a influéncia da intensidade
do processo de conveccao natural sobre a velocidade da frente de fusao. Nota-se que em
uma etapa inicial, onde o processo é dominado pelo fenémeno da condugdo, praticamente
nao ha diferenca entre as curvas. Isto deixa de ocorrer no momento em que o fendmeno

convectivo passa a ser dominante e inicia-se um afastamento entre as curvas. A influéncia
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do Ra sobre a massa fundida néo ¢ linear, acentuando-se a partir de determinados valores.
No caso de Ra = 1,42 x 10° o comportamento da curva de massa fundida tem, inclusive,

um perfil diferenciado.

A figura (6.10) mostra uma evolugdo do ponto médio da frente de fusdo com o tempo
para os mesmos casos. Esta evolugao apresenta um comportamento similar para baixos
valores de Ra, mas no caso do valor de Ra = 1,42 x 10° o perfil da frente de mudanca
de fase é completamente diferente, sendo que a frente avanga mais ripido em regices

afastadas das aletas.

Este comportamento que, a principio, pode aparentar uma certa inconsisténcia, na
realidade pode ser explicado pela visualizacdo dos perfis de velocidade em tempos dife-

rentes, como mostrado na figura (6.11). Utilizando um tempo em que o escoamento estd
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desenvolvido pode-se perceber que ha a formagéo de duas frentes de recirculacio que irfo
se desenvolver com o tempo, principalmente para valores maiores de Ra . Neste caso, a
recirculacao proxima a fronteira de simetria se desenvolve mais rdpido que a das proxi-
midades da aleta. Isto ocorre pela presenca da aleta que, por se tratar de uma pa-ed=

solida, dificulta a movimentagdo do fluido em suas proximidades.

E importante ressaltar que os resultados obtidos neste caso se baseiam na hipétese de
que as condigbes de simetria continuam sendo validas. Esta hipdtese deve ser verificada
em trabalhos futuros, uma vez que, 2 medida que a intensidade do processo convectivo

aumenta, ha wma tendéncia para que esta condicdo deixe de ser valida.

A figura (6.12) mostra uma comparacio entre os perfis de funcio corrente para os casos
destacados anteriormente. Iim relagio a intensidade do escoamento percebe-se alteracoes
significativas pois 0 ¥'may varia de 6,6 x 1073, no Ra mais baixo, para 21,9, no valor de Ra
mais alto. Além disto é possivel perceber as diferencas entre os préprios perfis num dado

instante, e notando-se, inclusive, a recirculagao ja discutida quando se trata do valor de

Ra = 1,42 x 10°.

6.2.3 Influéncia dos parametros geométricos

Trabalhando com geometria aletada nao se poderia deixar de considerar a variacio

das suas dimensoes. Para tanto foram feitos uma série de testes com diversas relacoes de
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dimensdes de aletas. A figura (6.13) mostra a variacio da massa fundida para as diversas

condicoes e razao de compacticidade.

Nesta figura é possivel notar que, a medida que aumenta-se o comprimento da aleta
diminui o tempo de carga e descarga do sistema. Esta relagio é um dos aspectos mais
importantes no projeto de sistemas com geometria aletada pois, através dela, é possivel
um melhor dimensionamento do armazenador em func¢éo do tempo de resposta étimo para
o sistema. O comportamento da curva para A, = 1,0, ou seja, para a aleta ocupando toda
a dimensao da cavidade, observa-se um aumento na oscilacio da solugdo. Este fato pode
ser minimizado com uma diminui¢do no incremento de tempo, uma vez que os valores

utilizados foram os mesmos para todos os problemas.

E necessario também ressaltar que o aumento nas dimensoes da aleta implica na
diminui¢ao do volume de PCM, desde que o volume total seja mantido fixo. Embora
na malor parte dos casos esta varia¢do de massa seja desprezivel, ndo se pode deixar de

considera-la em condigdes geométricas desfavoraveis, onde esta parcela seja significativa.

Também sao mostrados na figura (6.14) a evolugio para a posigio média da fronteira
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em determinados instantes de tempo. Fazende-se isto é pessivel analisar a evolugao da
fronteira de fusao com o tempo e notar a diferenca entre os perfis da frente de fusao
quando ocorre um aumento nas dimensoes da aleta, principalmente para o caso onde a

aleta ocupa toda a altura considerada do problema.
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A justificativa desta alteracao dos perfis de fusdo é a influéncia tanto do processo de

condugdo como pelo processo de convecgio. Desta forma a visualizacio do escoamento,
mostrada na figura (6.15) para cada um dos casos, permite uma melhor analise do desen-

volvimento dos perfis.
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6.3 Comparacao entre o processo de fusao e solidificacao

E apresentado a seguir um caso onde é analisado um processo de solidificacio. Para
facilitar a comparacao fez-se uma total inversio dos perfis de temperatura, o valor da tem-
peratura na parede torna-se menor que a temperatura de fusio (§ = —1), e a temperatura
inicial do meio, por sua vez, ¢ adotada superior a de mudanga de fase (# = 0,15}). As

demais condicOes sao admitidas idénticas as do problema padrio descrito anteriormente.

Assim € possivel analisar, através da figura (6.16), o comportamento da massa fundida
ou solidificada para os processos de fusio ou solidificagio, respectivamente. Da andlise
fisica do problema percebe-se que o comportamento do transporte convectivo é comple-
tamente diferente. No caso da solidificacdo o fenémeno de conveccao é predominante no
inicio do processo, enquanto a fusao apresenta um comportamento totalmente oposto, ou
seja, 0 processo convectivo domirante no final quando a quantidade de liquido é maior.

Desta forma é possivel justificar o comportamento diferenciado das curvas.

Neste caso, mais especificamente, existe uma concordancia de curvas entre ambos
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no inicio do processo, indicando uma pequena influéncia do processo convectivo para a
solidificagdo considerada. Isto ocorre pela diferenga entre os patamares de temperatura
considerados na fase liquida. Para a solidificacio a diferenca de temperatura adimensional
entre o fluido mais quente e mais frio é da ordem de 0,15, enquanto para a fusio esta

diferenca é da ordem de 1.

No final do processo tem-se uma divergéncia entre as curvas, como pode ser observado
na figura (6.16}. Nota-se, claramente, uma evolucao mais rdpida da frente de fusio do que
da de solidificacao, fato que se deve a predominancia do fenomeno convectivo no processo

de transmissac de calor ocorrido no final da fusio.

Para permitir uma melhor visualizacao do fenémeno sao mostrados na figura (6.17) a
comparagao entre os perfis da fungio corrente para a solidificacéo e fusdo. Como discutido
anteriormente, os fendmenos sao dominantes em instantes diferentes e, para avalid-los, os

resultados devem ser apresentados da mesma forma.

Embora os efeitos possam ser vistos e analisados em ambos os casos, € importante
ressaltar a grande diferenca na intensidade da movimentagio do fluido nos dois casos,

enquanto para o caso da fusdo ¥max =~ 3,6 no final do processe (7 = 0,15), para o

o1 b | o

R I T T R VA R P
0,12 < ¥ < 0,01 (0,01) 3,6 < 1 < 0.1 (0,35)
Solidificacdo {7 = 0,01) Fusdo (v = 0.15)

Figura 6.17: Comportamento da funcio corrente nos casos de fusdo e solidificacao em

instantes que a convec¢ao tem malor influéncia.
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caso de solidificagdo este mesmo valor no inicio do processo {7 = 0,01) estd préximo
de ¥max =~ 0,12, Este fato ajuda a comprovar a hipotese sobre a pequena influéncia do

processo de conveccao para as condicoes estabelecidas.

Para 1ilustrar o comportamento dos perfis de temperatura em cada um dos casos sao
mostrados graficos para a temperatura no final de ambos os processos, figura (6.18). Nota-
se, através destes graficos, que no final do processo o gradiente térmico praticamente
inexiste na fase liquida do PCM quando se estuda o caso de solidifica¢do (nem sequer
pode ser mostrado no grafico) enquanto este mesmo valor esta cada vez malis acentuado
no caso da fusdo. Da mesma forma, este comportamento aparentemente antagdnico se
repete para a fase sdlida dos dois casos, embora esta situacio seja de menor importéncia,

pela inexisténcia da convecgao.

6.4 Parimetros adicionais para geometrias nao aletadas

Até entdo, apresentou-se uma série de resultados para a geometria aletada original-

mente proposta. A seguir sao mostradas as solugdes para cavidades simples com PCM,

c.8
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0.8

0.3

0.2

g1

0.0 : L : . 0.0 0.0 . : L L 0.0
6o D 02 03 o4 DS 2.0 0 nr A3 04 08

~0,9<8<0(0,1) 0,9<8<0(0,1)

Solidificacao Fusao

Figura 6.18: Comportamento dos perfis de temperatura para os casos de fuséo e solidi-

ficacdo em 7 = (0, 15.
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que permitem avaliar como se comportam as variaveis de projeto nestas situacdes. Sao
apresentados os resultados para condicdo de fiuxo de calor determinado nas paredes la-
teral e inferior e, ainda, a solucio para uma variacio da relagio geométrica da cavidade,

no caso de temperatura de parede constante.

6.4.1 Fluxo de calor constante na parede

Para estudar este caso considerou-se uma cavidade de geometria quadrada, onde todas
as superficies estao isoladas, exceto uma. Esta superficie ndo isolada foi considerada em
duas posicoes diferentes, sendo uma na superficie lateral esquerda e a outra na face inferior
da cavidade. Exceto pela temperatura inicial adimensional, adotada como sendo de 0,5,
os demals parametros foram considerados idénticos ao da solugao padrao descrita no inicio

deste capitulo.

Nesta situagdo foi realizada uma comparagéo entre a evolucao tanto da massa fundida
como da temperatura da superficie nao adiabatica. Os resultados obtidos em cada um

dos casos estdo mostrados nas figuras (6.19) e (6.20), respectivamente.
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calor lateral e inferior.
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Figura 6.20: Grafico comparativo da temperatura de parede em fun¢io do tempo para

injecdo de calor lateral e inferior na superficie ndo adiabatica.

Numa breve anilise da figura (6.19), observa-se um comportamento da massa fundida
muito proximo nos dois casos. Isto ja era esperado uma vez que o fluxo de calor total
fornecido em ambos os casos é idéntico. Este parametro serve, inclusive, para uma veri-
ficagao do comportamento da solugdo, pois a integral do fluxo de calor ao longo do tempo
deve ser igual a variacdo total da entalpia no dominio. Nos calculos deste tipo efetuados
para ambos os casos foram obtidos desvios de 0,04%, no caso de fluxo de calor lateral, e

de 4,13%, no caso do fluxo pela parede inferior,

A figura (6.20) mostra outro pardmetro importante em projetos deste tipo, a variagio
transiente da temperatura na superficie onde ocorre o fluxo de calor. Como, neste caso,
o efeito convectivo faz com que haja uma distribuigdo de temperaturas de forma que os
valores maximos ocorram proximos da face superior, a temperatura tomada para analise
foi, no caso do fluxo de calor lateral, a de maior coordenada y. No caso do fluxo de calor

pela face inferior o ponto tomado como critico foi o ponto médio da face.

Este elemento é muito importante, j4 que este tipo de andlise é normalmente utilizado
na dissipacao de calor de dispositivos eletronicos, onde o objetivo principal é a deter-

minac¢ao da temperatura maxima atingida. A analise das figuras permitem afirmar que,
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inicialmente, o luxo pela parede inferior tende a apresentar temperaturas mais baixas. No
entanto, depois de decorrido um determinado tempo ocorre uma inversao desta tendeéncia
e a condicao de fluxe de calor pela parede lateral torna-se a mais adequada pois apre-
senta menores vajores para temperatura critica. Segundo esta anilise é, portanto, mais

interessante utilizar o dispositivo de maneira que o calor seja dissipado lateralmente.

A figura (6.21) mostra a evolugdo do perfil da frente de fusao para os dois esquemas
ao longo do tempo. Como dado complementar para anilise sio mostrados o campo de
funcao corrente para dois intervalos de tempo diferentes tanto para o caso de fluxo de

calor lateral, figura (6.22), como para o caso de fluxo de calor pela superficie inferior,
figura (6.23).

Através destes resultados é possivel perceber o quio maior é a influéncia do efeito
convectivo para o caso do fluxo de calor lateral. Este fato pode ser percebido tanto pela

alteracio do perfil da frente de fusdo como pela prépria intensidade da funcio corrente.

A figura (6.23) mostra uma distor¢io inesperada do campo de velocidades. A quebra
na simetria apresentada ndo tém sentido fisico e deve ser interpretada simplesmente como

um erro numeérico. Iste fato poderia ser evitado com a inclusdo de uma condicio de

(r =0,1,0,25,0,5,1,0) (r =0,1,0,25,0,5,0,75,1,0)

Fluxo de calor pela lateral Fluxo de calor pela face inferior

Figura 6.21: Evolugao da frente de solidifica¢io com a variagio para as duas condigdes de

fluxo de calor imposto.
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(0,1 <4 <08), Ag = 0,1 (0,1 <1 < 0,15), Ap = 0,2
=05 r=10

Figura 6.22: Evolugao do perfil de velocidades para o caso de fluxo de calor lateral.

simetria na solugio do problema. Isto s6 nio foi feito neste trabalho porque o erro

apresentado foi considerado toleravel (cerca de 5% no campo de entalpias).
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Figura 6.23: Evolucdo do perfil de velocidades para o caso de fluxo de calor pela face

inferior.
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6.4.2 Alteragao da relagao geométirica de uma cavidade com material de mu-

danca de fase

Nesta se¢do € analisada a influéncia da alteracao do perfil de uma cavidade com ma-
terial de mudanca de fase sobre as suas condigbes de estabilizacdo. Sob este aspecto foi
adotado um problema similar ao proposto por USMANI et al. (1992), ja detalhado ante-
riormente na segio (5.5), apenas utilizando-se as relagdes entre as propriedades do liquido
e s6lido adotadas na solugao padrao deste capitulo, vide a tabela (6.1). Este problema foi
entdo resolvido para as relacoes geométricas largura/altura da cavidade de 1, 0,5, 0,25 e

0,1.

Considerando as condicdes de equilibrio para cada uma das condigbes geormnétricas
foram feitos uma série de graficos comparativos. A figura (6.24) mostra uma comparacao
para os valores dos campos de temperatura nas diversas situa¢des. Através desta figura
é possivel notar uma acentuada tendéncia das isotermas se tornarem paralelas com a
diminuigao da relacao largura/altura. Este resultado indica que esta diminuicio faz com

que o resultado tenda para uma solucio do tipo puramente condutiva.

Esta consideracdo pode ser confirmada analisando-se o comportamento da fungie cor-
rente nas diversas relagbes geométricas estudadas, como mostrado na figura (6.25). Estes
graficos, além de confirmar as expectativas de reducdo da intensidade do escoamento,
através da diminuicdo dos valores absolutos da funcéo corrente, dao uma idéia de como
estas alteragoes ocorrem. Assim € possivel notar que a diminui¢do na intensidade do
escoamento se acentua para baixos valores da relacdo largura/altura. Outra fato que se
apresenta é a formagao de diversas recirculagdes de pequena intensidade quando a altura é
muito maior que a largura. A partir destes resultados é possivel afirmar que em cavidades
com uma relagao largura/altura menor que 0,25, modelos puramente condutivos tendem

a fornecer bons resultados.
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Largura/Altura = 0,25

1 .
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t o2 0.3 .4 0.5
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Figura 6.24: Influéncia da mudanga da relagdo geométrica nas isotermas.
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(02 <9 < 44), Ag =04
Largura/Altura = 0,5

(0,01 <4 <0,12), Ay = 0,055
Largura/Altura = 0,1

Figura 6.25: Influéncia da mudanca da relagio geométrica nas isocurvas de func¢io cor-

rente.
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Capitulo 7

Conclusoes e Sugestoes

Neste trabalho foi desenvolvida uma formulagao aplicavel a problemas de mudanca de
fase obtendo-se sucesso na solugao de uma série de problemas. Além disto mostrou-se
também, atraves das solucdes apresentadas, o born desempenho da técnica de elementos

finitos e do meétodo de malhas fixas.

Este trabalho se utiliza de uma das mais usuais formulagoes para o tratamento numérico
dos processos que envolvem o fenomeno de mudanca de fase, sendo que existern uma série
de outros e, a cada instante, novas alternativas de formulacdo se apresentam. Dentre
estas formulacgdes merece destaque e também maiores estudos a técnica que se utiliza de
acompanhamento de fronteira e elementos finitos deformaveis. Embora ainda existam
algumas restrigdes quanto a geracdo de malha e problemas para o tratamento de mate-
rials que possuem faixa de temperatura de mudanga de fase, é uma técnica extremamente
promissora devido, principalmente, a precisao na determinacao da posicao da fronteira de
mudanca de fase. Além disto ndo foi encontrado ainda nenhum trabalho que utilize tal

técnica em problemas de mudanga de fase com conveccao.

A metodologia utilizada na solugio do problema de convecgdo natural também pro-
duziu bons resultados. No entanto. existem ainda uma série de outras metodologias que
também podem ser testadas, algumas utilizando-se de técnicas "upwind” ou difusividade
artificial melhoram a precisdo em escoamentos comn Re ou Ra mais elevados. No que tange
a técnica de solucao ha ainda a solugao direta, que tende a se desenvolver com o aumento

da capacidade de armazenamento e velocidade dos computadores.

Quanto a validacao do modelo proposto pode-se afirmar que, além do seu intuito de



mostrar a eficiéncia da solucao para cada uma das etapas do problema, mostrou-se também
a grande flexibilidade da formulacao, permitindo a sua adaptacao a um grande ndmero
de novas situacGes e/ou geometrias. Além disto, o teste feito com as formulacdes de
problemas de mudarca de fase com malha fixa auxiliam na determinacio do modelo a ser
utilizado, de acordo com a situagdo. Como estes modelos sao normalmente apresentados
para problemas de mudanca de fase puramente condutivos, o modelo adotado foi adaptado
para incluir os efeitos convectivos com excelentes resultados. E finalmente, serviu tambem
para mostrar gue o modejo de variagao da viscosidade com o campo de temperaturas nao

se adapta a contento na formulacio adotada.

Uma validagao experimental seria desejdvel neste caso, mas uma série de fatores devem
ainda ser contornados. O principal deles seria a medicdo de velocidades e temperaturas
sem sensores que prejudiquem o desenvolvimento do escoamento natural. Este fato sé seria
possivel através de modernas (e caras) técnicas de medicdo que se utilizam de principios
laser ou magnéticos. Alguns trabalhos experimentais que consideram o movimento da
fronteira de mudanca de fase podem ser encontrados, mas este tinico dado tem eficiéncia
muito discutivel para validar as formulagées que consideram os efeitos da convecgdo na-

tural, principalmente em geometrias mais complexas.

Com tudo isto foram ainda avaliados diversos parametros de projeto na geometria
proposta, sempre buscando fornecer os subsidios necessdrios para a determinacdo dos
principais parametros de influéncia no projeto de sistemas com tal geometria. A série
de resultados apresentados mostra isto, mas uma série de outros estudos ainda podem
ser feitos analisando variacdes que nao foram contempladas neste trabalho. Dentre estas
cumpre destacar o estudo a ser feito quando o material de mudanca de fase é a dgua pois,
neste caso, o comportamento anomalo da densidade com a temperatura vai provocar

grandes alteragoes dos perfis de velocidade e alterar, de forma significativa, a solugio.

Além disto, como outra sugestio, pode-se tentar aplicar a mesma técnica de solucio
para o escoamento utilizada neste trabalho aliada &s técnicas que acompanham o movi-
mento da fronteira, descritas anteriormente. Novas técnicas de discretizagdo no tempo
também podem ser aplicadas para tentar otimizar a solucao transiente, que se mostrou
como um grande limitador na busca de solugdes mais precisas. Enfim, este trabalho nao
tem a minima pretensao de esgotar a discussao sobre os métodos numéricos aplicados a

problemas de mudanca de fase, ele apenas apresenta a sua contribuicio para que um novo

passo possa ser dado.
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Apéndice A

Aspectos da solucaoc numérica

Muito embora diversos aspectos sobre a metodologia de solucio do problema constem
do texto, nem todos os detalhes estio presentes. Com o objetivo de complementar estas
informagoes constam deste apéncice algumas caracteristicas importantes sobre critérios
de convergeéncia adotados e sobre os valores de incremento de tempo utilizados. A ta-
bela (A.1) apresenta estes valore: para os diversos problemas resolvidos que envolvemn
mudanga de fase e convec¢do. Os problemas com uma formulacio puramente condutiva

ndo constamn da tabela (A.1) pois os seus valores de referéncia sdo encontrados no préprio

corpo do texto.

E importante ressaltar ainda que, de acordo com o tipo de implementacédo utilizada,
os valores limites aqui apresentados podem variar. Os dados tabelados fornecem, na

realidade, apenas um parimetro de referéncia para inicio dos trabalhos e servem para

facilitar a repetibilidade dos resultados aqui obtidos.

Para a compreensdo da tabela e, consequentemente, do que representa cada um dos

valores relacionados é necessario o conhecimento da simbologia utilizada:

Tol.p:  tolerancia de variagio do campo de temperaturas,
nsmaxg:  NUMero maximo de iteragdes no campo de temperaturas,
Tol..,:  tolerancia de variagio do campo de velocidades,
ntmaxyy:  NIMero maximo de iteragdes no campo de velocidades,
de: incremento de tempo para a solugio do campo de temperaturas e

s Incremento de tempo para a solugdo do campo de velocidades.



Tabela A.1: Pardmetros utilizados para a obtencio da solu¢do numeérica.
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Capitulo 5

Problema Tol.g  sitmaxy, Tol.uy  sitmaxee dut dian
Cavidade Quadrada e e 10% 10 100 1x 10™°
Simetria em Cavidade —— 10% 10 100 o 1x107°
Mudanga de Fase em Cavidade 0.5% 10 1% 10 5x 1073 3 1079 _ﬁ::c
Capitulo 6
Problema Tol.sg  nitmaxg  Tol.uy  nitmaxee des dtau
Tempo de Solugio com aleta
Situagdo (a) e (b) 0.5% 10 1% 20 10-7 5 10-8 dts
Solugao (¢} 0.8% 10 1% 20 1077 2 10-° dst
Malha
11, 17 e 21 pontos 0.5% 10 1% 20 10~7 a4 108 dtt
25 pontos 0.5% 10 1% 20 5x 107%a10"% dst
Diferentes valores de 6, 0.5% 10 1% 20 107 a 10™° dt
Diferente valor de Ste 0.5% 10 1% 20 1077 a 10~ due
Ra acima de 10* 0.5% 10 1% 20 107 a 10-° s
Dif. pardmetros geométricos 0.5% 10 1% 20 10772 107° st
Solidificagao 0.5% 10 1% 20 16—+ det
(Geometrias ndo aletadas
Fluxo de calor constante 05% 10 1% i“ 10-% a 10-3 10-7
Dif. geometria de cavidades 05% 10 1% L 5x107%a10~%* 1077

dian




