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Resumo

Duarte, Horacio V., Estimador de Erro para a Formulacao p do Método dos Elementos
Finitos Aplicado ao Problema Fluido-FEstrutura. Campinas,: Faculdade de Engenharia

Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, 2003, 153 p. Tese (Doutorado).

Neste trabalho efetua-se uma revisao das fungoes hierarquicas de alta ordem e das difer-
entes formulacoes para o problema fluido-estrutura usadas com a técnica dos elementos finitos.
Desenvolve-se um estimador de erro a partir do método proposto por Friberg para problemas
de autovalor-autovetor, empregando fungoes de forma hierarquicas. A simetrizagao do prob-
lema fluido-estrutura acoplado foi feita usando-se a varidvel Potencial de Velocidades para o
fluido e deslocamento para o meio solido. Mostra-se que o estimador desenvolvido para for-
mulacao em Potencial de Velocidades é aplicavel a formulacao em pressao ou nao simétrica.
Através de exemplos simples, todavia representativos, sao mostradas as potencialidades do
estimador e de sua aplicagao em uma versao p-adaptativa do método dos elementos finitos.

Alguns parametros de implementacao numérica como, grau de distor¢ao, e comprimento
caracteristico dos elementos da malha, tiveram sua influéncia analisada sobre a confiabilidade
dos resultados e sobre a eficiéncia e desempenho do estimador. Caracteristicas do problema
fluido-estrutura bem como das funcoes hierarquicas empregadas também foram avaliadas a

partir do resultados obtidos.

Palavras chaves: Método dos elementos de finitos, Interacao fluido-estrutura, Fungoes

hierarquicas, Estimadores de erro, Problemas de autovalores.
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Abstract

Duarte, Horacio V. Error estimator in hierarquical finite element method applied to
fluid-structure problems. Campinas: Faculdade de Engenharia Mecanica,

Universidade Estadual de Campinas, 2003, 153 p. Tese (Doutorado).

This work presents a review on the hierarchical shape functions and linear dynamic fluid-
structure interaction formulations applied to the finite element method. An error estimator in
the hierarquical finite element formulation is obtained using the symmetry of velocity poten-
tial approach for the fluid and displacement field approach for the solid medium. This error
estimator is based on Friberg’s formulation. This p-version error indicator developed from
symmetrical velocity potencial is demonstrated to be applicable to unsymmetrical pressure
formulation.

Moreover, numerical results also show the influence of element parameters such as distor-
tions and element caracteristic dimension, on error the estimator eficiency and reliability. The
fluid-structure caracteristics and the employed hierarquical functions behavior are discussed

from the numerical results.

Key words:

Finite element method, Fluid-structure Interation, Eigenvalues problems, Error estimator,

p-version of Finite element method.
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Capitulo 1

Introducao

Na natureza, muitos fendomenos sao fortemente influenciados pelo comportamento fisico de
meios vizinhos, de tal forma que nao podem ser tratados de maneira isolada. Este tipo de sis-
tema, se enquadra no que se consagrou denominar sistema acoplado. Na pratica, intimeros sis-
temas possuem comportamento acoplado, e portanto devem ser analizados usando-se técnicas
que levem em conta o comportamento de cada meio através de sua representacao matematica
local, bem como as condicoes de acoplamento na interface.

Dentre outros sistemas acoplados, o projeto de sistemas do tipo fluido-estrutura destaca-
se como sendo um dos mais usuais para aplicagoes em engenharia. Pode-se citar aplicagoes
no projeto de estruturas submersas (embarcagoes, plataformas de petréleo, pas de bombas e
turbinas, barragens, etc), cavidades actsticas fechadas por paredes flexiveis (vibroactstica de
automoveis e aeronaves, sensores, sistemas biomecanicos, etc), radiacdo sonora gerada pela
vibragdo de maquinas e estruturas (acustica externa, actistica submarina), etc.

A representacao matematica do problema da interagao fluido-estrutura apresenta uma
série de peculariedades, como por exemplo a dificuldade em acoplar problemas distintos
envolvendo diferentes variaveis. Na maioria das vezes as grandezas envolvidas apresentam
varias ordens de grandeza de diferenca entre si. Dependendo do problema, também pode ser
necessario usar-se simultaneamente diferentes técnicas de descricao das variaveis no espaco
(Lagrangiana para estrutura e Euleriana para fluido).

Com o crescente uso de técnicas numéricas, necessarias para a solucao de problemas com

geometrias arbitrarias, acresceu-se o problema da escolha do método a ser empregado. O



método de elementos finitos mostrou-se superior devido a simplicidade em impor as condi¢oes
de contorno em relagao as técnicas de diferencas finitas e volume de controle, muito empre-
gadas em problemas de mecanica dos fluidos. No entanto, problemas com dominio infinito
[1], como no caso da actstica linear externa os métodos de elementos de contorno mostram-se
mais praticos e baratos devido a simplicidade de se impor a condi¢ao Somerfeld ou de meio in-
finito. A aplicacao deste método consorciado com a técnica de elementos finitos em problemas
de dominio infinito [2, 3, 4] constitui uma elegante solu¢ao numérica. Mackerle [5] apresenta
uma extensa revisao bibliografica onde podem ser encontradas mais referéncias sobre este
tépico. Mais recentemente estao se popularizando pesquisas com as técnicas numéricas que
nao empregam uma malha como suporte geométrico para discretizar o dominio fisico do
problema ou o seu contorno [6, 7].

A classe dos problemas de interacao fluido-estrutura é bem ampla, abrangendo desde a
acustica linear interna a problemas de vibracoes induzidas pelo escoamento passando pela
acustica externa, acustica nao linear e lubrificagao. Cada campo destes com dezenas de
aplicagoes praticas distintas e diferentes formulacoes conforme mencionado anteriormente.
Em Mackerle J. [5], pode-se encontrar uma extensa lista de trabalhos sobre o problema da
interacao fluido-estrutura, 206 titulos publicados entre 1995 e 1998, sendo 157 deles empre-
gando a técnica de Elementos Finitos. Este ntimero de publicagoes sugere a importancia e

relevancia do tema.

1.1 Formulacoes do Problema Acoplado para Acustica
Interna

A maioria dos métodos de Elementos Finitos aplicados ao problema fluido-estrutura pode
ser encontrada no trabalho publicado por Ohayon [8]. As técnicas tradicionais empregadas
para o problema acistico interno sao a formulagdo em deslocamentos (u, s) (u deslocamento
da estrutura e s deslocamento da particula fluida) [8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16], formulacao
em pressao (u, P) (deslocamento u no dominio sélido e P pressao intantanea) [8, 10, 11,
17], formulagao em potencial de velocidades (u, ¥) [18, 10], e formulagdo em potencial de

velocidades e pressao hidrostética (u, ¥, P) [19, 10]. Cada uma destas técnicas apresenta



vantagens e desvantagens. Uma comparacao entre elas pode ser encontrada no trabalho de
Galli [10].

Mais recentemente surgiram outras formulacoes. Dentre estas, a proposta de Sandberg
[20, 21] é bastante inovadora por nao usar uma formulagao especifica para o acoplamento.
Os dominios fluido e estrutural sao discretizados separadamente, os autovalores e autovetores
sao obtidos a partir de matrizes simétricas tanto para o fluido quanto para a estrutura. Os
autovalores do sistema acoplado sao obtidos por manipulagao matricial a partir dos sub-
sistemas do fluido e da estrutura. O problema analisado na referéncia [20] apresenta bons
resultados sem que tenha sido relatado dificuldades numéricas com modos espirios. Mas nao
foram encontradas outras referéncias empregando esta técnica que é de aplicagao restrita a
problemas internos.

A técnica conhecida como método dos deslocamentos gera matrizes simétricas, e este é
um dos seus aspectos mais atraentes. Nesta técnica usa-se a formulagao Lagrangeana para a
variavel deslocamento no meio fluido. Para pequenos deslocamentos em relagao ao equilibrio
(ndo ha escoamento) este procedimento é valido, como é o caso da acustica linear. Na
expressao do problema dinamico a tensao sera expressa por um componente volumétrico e
outro viscoso [14].

A utilizacao da formulacao em deslocamento resulta em modos espurios ou modos de
energia zero. Este fenomeno é associado a circulagao [10, 14, 22| que aparece por nao existir
qualquer restricao a deformacao do fluido associada ao médulo transversal de cisalhamento
[23]. Para superar este problema é empregada a condi¢ao de fluido nao viscoso ou com
rotagdo ou deformagao nula [23]. Esta é uma condigao dificil de ser imposta uma vez que
tem de ser aplicada a todo o dominio fluido. Um dos procedimentos para a aplicacao da
condicao de rotacao nula é o método das penalidades. Por esta técnica define-se uma matriz
de rotagoes multiplicada por um fator ou coeficiente de penalidades [14]. O método das
penalidades apresenta o inconveniente do valor 6timo do fator de penalidades ser encontrado
por tentativas [14]. Por outro lado Bathe [13, 22] afirma que este tipo de procedimento em
conjunto com técnicas de integragao reduzida ou de ordem reduzida [14] nao elimina os modos

de energia nula para todos os tipos de problema.



Outras formulagdes foram propostas por Bathe [22] (u, P, A) e por Bermudez [24]. Em-
bora diferentes, tém em comum o uso do método dos deslocamentos formulados a partir
da imposigao da condigao de irrotacionalidade. Em Bermidez [24] o deslocamento no meio
fluido é expresso em funcao do rotacional da fungao corrente. Como as funcoes corrente sao
definidas apenas para escoamento bidimensional [23] a aplicacao da formulagao fica restrita
ao problema bidimensional. Bathe usa a formula¢do em deslocamento/pressao e introduz
a variavel ”quantidade de movimento devido a vorticidade” A (vorticity momentum) [22]
definida a partir do rotacional do deslocamento (nulo no dominio fluido) sem eliminar a
variavel pressao como é o procedimento padrao na formulagao em deslocamentos.

Como € caracteristica da formulacao em deslocamentos, nao é necessario qualquer con-
sideracao adicional em relagao a interface e as matrizes sao simétricas. Em outras palavras
nao ha matriz de interface uma vez que a variavel nos dois dominios é o deslocamento. Por
outro lado, para evitar modos espurios sao introduzidas novas variaveis ao grande nimero
necessario para descrever o deslocamento no fluido (trés graus de liberdade por né no prob-
lema tridimensional).

A formulagao em pressao (u, P) normalmente leva a matrizes nao simétricas [8, 10, 17, 11].
Esta assimetria deve-se a matriz de acoplamento entre duas varidaveis distintas: deslocamento
e pressao. A nao simetria das matrizes resulta em uma série de inconvenientes, seja na im-
possibilidade de emprego de técnicas mais rapidas e tradicionais em Elementos Finitos para
resolucao do sistema [18], seja nas dificuldades teéricas devido aos autovetores nao serem
necessariamente ortogonais, ou autovalores para matrizes reais nao serem necessariamente
reais, como ocorre para matrizes simétricas [25]. Makridakis [26] emprega a formulagao
(u, P) em um problema fluido-estrutura unidimensional. Neste artigo ¢ feito o estudo da con-
vergéncia e estabilidade da solucao do problema de actstica externa, e é relatado o problema
de poluicao numérica. Os autores atribuem a causa do fenémeno a diferenca de propriedades
(densidade) entre os meios em contato [26]. A formulagdo ¢ a mais simples e direta, e é
a que apresenta o menor nimero de variaveis compensando até certo ponto o emprego de
técnicas de solu¢ao mais complexas e demoradas [10, 18]. Devido a isto serd uma das técnicas

selecionadas para formular o problema fluido estrutura neste trabalho.



H&a uma grande variedade de publicacoes abordando diferentes procedimentos para gerar
matrizes simétricas a partir de matrizes assimétricas. H&a as técnicas que por manipulagao
algébrica chegam a matrizes simétricas [17]. Em geral estes processos nao dao bons resultados,
uma vez que estes necessitam de inversao de matrizes, e em muitos casos, estas matrizes nao
sao inversiveis. Além do procedimento ser muito dispendioso para matrizes maiores, com
frequéncia levam a matrizes mal condicionadas. Estas técnicas nao serao consideradas aqui.

Outro procedimento de simetrizacao usa a mudanca de varidveis e ou introducao de
novas variaveis. Os métodos (u, V) e (u, ¥, P) usam estas técnicas mas o sistema original
no minimo duplica de tamanho. Muitas vezes ha o problema do mal condicionamento o que
acarreta o surgimento de dificuldades numéricas para solucao. Neste trabalho serd usado a
formulacao em Potencial de Velocidades para o fluido e em deslocamentos para a estrutura
como procedimento de simetrizar as matrizes do problema acoplado. Como serd visto, este
método que se origina de uma simples mudanga de varidveis do problema (u, P) ird permitir
obter-se uma expressao para o estimador de erro do problema de autovalor nao simétrico

empregando o estimador de Friberg [27].

1.2 Estimadores de Erro para Problemas de Acustica
Interna

Analise de erro aplicada ao método de elementos finitos desenvolveu-se acentuadamente a
partir da década de 80 do século passado. Uma discussao bem didética sobre o assunto pode
ser encontrada em Noor [28]. Existem duas técnicas bésicas a partir das quais uma série de
procedimentos foram desenvolvidos. O método da recuperacgao de tensao ou simplesmente da
recuperacao algumas vezes chamado de ZZ ou Z2, e o método do residual [29]. O principio
béasico do método da recuperacao pode ser encontrada em detalhes em Zienkiewicz [30, 31,
32, 33, 34, 35], e é ainda muito usado em diferentes versoes e aplicagoes [29, 36]. As idéias
béasicas do método do residual podem ser encontrados, por exemplo, em Babuska [37, 38].
Ambos os métodos sao considerados a-posteriori ou aplicaveis apos o sistema ter uma solugao,
e locais ou avaliados no elemento individualmente. FEstes métodos foram aplicados para

problemas elipticos na formulag¢do h ou versao de Elementos Finitos com funcoes de forma



lineares tendo como parametro de avaliacao do erro a dimensao caracteristica h do elemento.
Posteriormente foram estendidas a problemas na formulacao p, ou versao com polinomios
hierarquicos de ordem p. Outra técnica, resultou da composicao dos métodos anteriores
138, 39] a formulag¢ao hp. A teoria de erro e a experiéncia acumulada no desenvolvimento
destes procedimentos foram estendidas a outras técnicas como a de elementos de contorno,
ver por exemplo Pessolani [40].

A analise de erro do método dos Elementos Finitos aplicado ao problema acustico externo
foi objeto de intensa pesquisa na ultima década do século passado. Um dos principais autores
foi Babuska [41, 42, 43, 26, 44, 45]. Grande parte deste trabalho foi publicado de forma
mais completa e sistemdatica por Frank Thlenburg [46] onde pode-se encontrar também uma
bibliografia mais completa. Dentro desta mesma linha destaca-se também a contribuicao
apresentada por Sterwart J. R. e Hughes J. R. [29]. Um dos mais importantes resultados
destes trabalhos foi a descoberta do fenomeno da poluicao numérica em problemas acusticos
externos ou de dominio infinito, ver F. Thlenburg [41]. Este fenomeno é consequéncia do
surgimento de autovalores complexos da matriz volumétrica (matriz de "rigidez”do fluido)
gerada pela técnica dos Elementos Finitos. O sistema homogéneo associado resultante da
discretizagao da Eq. (3.12) gera "ondas numéricas” que sdo propagantes. Ondas propagantes
sao fenomenos associados a autovalores complexos e se superpoe a solucao do problema fisico
quando kh < /12, como mostrado na referéncia [46]. Sendo k o ntimero de onda, k = w/c , w
a velocidade angular, ¢ a velocidade de propagagao da perturbagao ou do som no meio, e h a
dimensao caracteristica do elemento. Percebe-se facilmente que para niimeros de onda muito
grandes a discretizacao do dominio fica proibitiva. Além disso as técnicas de estimadores
de erro por serem locais, nao conseguem captar o erro devido a poluicao numérica que nao
é um fenémeno local. Nas referéncias [45, 46] é demonstrado que o aumento da ordem p
dos polinomios de interpolagao reduz muito o nimero de graus de liberdade necessarios para
manter o erro da solucao abaixo de um valor de erro prescrito.

Um outro resultado importante dos trabalhos citados acima, é que o erro a-priori no
problema actstico externo é muito bem caracterizado em faixas de convergéncia em funcgao

do ntimero de onda k. Este fato compensa em parte a incapacidade do estimador a-posteriori



em captar corretamente o erro [46].

Apesar da maior simplicidade, ha poucos trabalhos publicados sobre andlise de erro do
método de elementos finitos aplicado ao problema acustico interno. O trabalho de Alonso [47]
é um dos poucos. E baseado no método do residual com indicador de erro local para a rotina
de refinamento da malha e usa a formula¢ao de Bermudez [24] para iteragao fluido-estrutura.
No entanto, o estimador foi aplicado apenas ao dominio sélido. O autor argumentou que
o erro foi mais expressivo na estrutura. Parte deste fato pode ser atribuido a escolha do
problema para teste. Escolheu-se uma estrutura muito rigida com pontos de concentragao
de tensao, o que levou a erros locais elevados e onde se concentrou refinamento da malha.

No processo de refinamento, o que se pretende é distribuir o erro da maneira mais uniforme
possivel [28]. Em geral é necessario computar algum tipo de constante de escala global para
permitir esta comparacao uma vez que o erro ¢ computado localmente no elemento. Sao
poucos processos de refinamento [29] que nao usam este procedimento.

Neste trabalho, optou-se por aplicar ao problema de interagao fluido-estrutura um esti-
mador desenvolvido para a formulacao p. Este foi escolhido por ser mais simples de imple-
mentar, por apresentar bons resultados em malhas menos refinadas [46] mesmo em malhas
apresentando singularidades [48]. O estimador escolhido foi o estimador apresentado por
Friberg na referéncia [27] e o processo de adaptatividade delineado em [49]. O estimador
baseia-se nas propriedades das matrizes geradas a partir das funcoes de forma definidas
por polinémios hierdrquicos. Por polindmios hierarquicos ou fung¢oes de forma hierarquicas
entenda-se que o aumento da ordem do polindmio gera uma matriz em que a matriz anterior
¢ uma submatriz, Peano [50, 51]. Esta propriedade matricial permite estimar os autovetores
resultantes do aumento da ordem hierarquica do elemento sem que haja a necessidade de
recalcular-se todos os autovetores do sistema matricial. Isto permite a viabilizacao do esti-
mador. Outro aspecto que deve ser mencionado é que este estimador é um estimador global.
Neste caso, a informacao do sistema como um todo é usada na estimativa do autovalor e do

€ITo.



1.3 Escopo e Comentarios sobre a Implementacao Com-
putacional

Como ja visto, a formulacao em pressao apresenta o menor nimero de varidveis entre
as diferentes formulacoes fluido-estrutura usualmente empregadas, por ser a pressao uma
grandeza escalar. Este é um aspecto importante sob o ponto de vista de tempo de proces-
samento do problema e no tempo gasto pelo estimador. Torna-se mais importante porque
o programa foi implementado no ambiente MATLAB, portanto, usando uma linguagem in-
terpretada. Na realidade o programa desenvolvido objetiva ser usado como uma subrotina
do programa MEFLAB, um programa em Elementos Finitos escrito para o MATLAB. Esta
versao do MEFLAB foi desenvolvida no Departamento de Mecanica Computacional (DMC)
da UNICAMP como uma ferramenta didatica e de pesquisa, que usa entre outros, recursos
graficos para pre-processar os dados e pds-processar os resultados do problema. Além disso,
o grande numero de fungoes internas implementadas simplificam a rotina do programa. O
MATLAB também permite o uso de técnicas sofisticadas de programacgao com consequente
aumento dos recursos de programacao e na variedade de problemas abordados.

A linguagem interpretada acelera o processo mais demorado no uso das técnicas numeéricas
que é o de implementacao e teste da rotina. Por outro lado torna o programa mais lento
com pouca memoria disponivel. Normalmente os programas de elementos finitos trabalham
com integragao numérica, pois uma unica rotina de integracao desenvolvida para elemento
quadrilateral ou triangular pode ser usada em qualquer problema cuja discretizagao empregue
estes elementos. Na integragao numérica o nimero de pontos de integracao é pequeno para
funcoes de forma lineares, mas o niimero de pontos e o niimero de operagoes aumenta muito se
forem empregadas fungoes de forma com polindmios de ordem mais elevada e ou hierdrquicos.
Devido a todos estes fatores decidiu-se por trabalhar com matrizes fechadas.

As matrizes fechadas sao matrizes elementares com termos previamente integrados por
programas de manipulagao simbdlica. Normalmente sao armazenadas como rotinas que sao
acessadas para o calculo da matriz. Ou seja, as matrizes de massa de rigidez, compress-
ibilidade, volumétrica e de acoplamento nao sao mais integradas numericamente para cada

elemento. Nao é um procedimento novo, as referéncias [52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61]



apresentam técnicas de integracao, de reducao no armazenamento dos termos das matrizes, as
expressoes destas matrizes para elementos triangulares e tetraédricos [53, 58, 61, 59, 60, 54],
termos para elementos quadrilaterais [55, 56, 57] e procedimentos empregados para resolver
indeterminagoes que surgem nestes processos de integragao [56, 54, 57]. Em sua grande
maioria estes trabalhos sao voltados para determinagao da matriz de rigidez em problemas
de elasticidade, alguns abordam também expressoes para os estimadores de erro na forma
fechada [53, 60]. Em praticamente todas as referéncias é citado como motivagao principal a
expressiva reducao no tempo de integracao.

O inconveniente do uso de matrizes integradas analiticamente é que praticamente para
cada tipo de problema ha a necessidade de se determinar e armazenar esta matriz. Este
fato nao chega a ser propriamente um problema, programas que lidam com matematica
simbdlica sao bem conhecidos e geram arquivos em C e em Fortran e podem ser chamados
como sub-rotinas dos mesmos sem que haja a obrigatoriedade de armazena-los. O programa
de matematica simbdlica empregado foi o Mathematica, mas optou-se por gerar um arquivo
com termos integrados usados no programa como subrotina.

O emprego de elementos triangulares neste trabalho, em parte deve-se a decisao de usar
matrizes fechadas. A simplicidade das expressoes para integrais de area e de linha quando
expressas em coordenadas de drea ou naturais recomendavam este elemento [53, 58, 61, 59,
60, 54]. Expressoes mais simples também facilitam a elaboracao de programas em linguagem
de matematica simbdlica.

Elementos triangulares apresentam vantagens e desvantagens em relacao aos elementos
quadrilaterais. A versatilidade do elemento permite discretizar qualquer tipo de geometria.
Por outro lado, se o problema necessitar de uma discretizagao mais refinada em uma regiao,
a transicao entre regioes de malha mais grossa para a mais fina quase sempre implica em uma
maior distorcao do elemento triangular ou um nimero muito maior de elementos em relacao
ao elemento quadrilateral [38]. Isto por que o elemento quadrilateral pode ter comprimento
e largura diferentes mantendo os angulos retos , isto nao pode ocorrer com o triangulo onde
lados diferentes distorcem os angulos do elemento. A deformacao do elemento significa um

maior erro no procedimento de mudanga de coordenadas entre o espago real e o espago de



referéncia, onde os calculos sao normalmente processados. Quanto mais rapida a transicao
entre regioes maior a distor¢cao e maior o erro. Mas, a maior dificuldade é a de integrar
analiticamente as expressoes para o quadrilatero devido as singularidades que surgem no
dominio de integragao. Este problema ja tem tratamento satisfatério para integragao analitica
do elemento quadrilateral [56, 57], mas ndo é um problema em elementos triangulares a nao

ser em situagoes particulares como problemas axi-simétricos [54].

1.4 Objetivos e Contribuicoes do Trabalho

Este trabalho visou desenvolver um estimador de erro para ser aplicado ao problema de
vibragoes livres de sistemas acoplados fluido-estrutura na formulacao nao simétrica (u, P) e
na formulagao simétrica (u, ¥). O programa foi desenvolvido na linguagem MATLAB e usou
matrizes fechadas ou pré-integradas.

A escolha da formulagao se prende a maior simplicidade de implementacao pelo menor
numero de variaveis. Este menor niimero de variaveis reduz tanto o tempo de processamento
das raizes do problema quanto o tempo gasto pelo estimador principalmente na formulacao
(u, P). O problema de modos espirios nao é eliminado com estas formulagoes, sendo maior
na formulagao (u, V) pelas caracteristicas das matrizes geradas [18]. Nessas formulagoes os
modos espturios resultam dos problemas de condicionamento numérico dos sistemas matriciais
gerados. No entanto, esta formulagao teve importante papel na obtencao de um estimador
para o problema (u, P).

O desafio numérico enfrentado neste trabalho, foi desenvolver um estimador de erro apro-
priado ao problema fluido-estrutura com diferentes variaveis descrevendo a fisica do problema
e para o caso do problema (u, P), ndo simétrico. O estimador desenvolvido por Friberg [27]
usa propriedades das matrizes simétricas para estimar os autovalores gerados pelo aumento
do termo hierarquico em um dos elementos. Como as matrizes do problema na formulacao
em pressao nao sao simétricos este aspecto gerou problemas na implementacao do estimador.
O estimador foi desenvolvido para o problema (u, ¥), testado, e posteriormente demonstrou-
se que este estimador poderia ser aplicado a formulagao (u, P) de onde a formulagao em

potencial de velocidades se origina por mudanca de variaveis.
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A implementacao hierdrquica ou p-adaptativa foi adotada por conferir maior estabilidade
ao problema acistico externo [46], que sera tratado em trabalhos futuros, permitir malhas
menores e maior simplicidade de implementagao.

Os objetivos do trabalho podem ser resumidos como: implementar as formulagoes (u, P)
e (u, V) do problema fluido-estrutura usando fungoes de forma hierarquicas para a técnica
dos Elementos Finitos, desenvolver estimador para a formulacao p e rotina adaptativa, testar

programas e comparar com resultados da literatura.
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Capitulo 2

Elementos Estruturais
Unidimensionais na Formulacao
Hierarquica

Em boa parte dos textos introdutérios a técnica de Elementos Finitos é abordada com
o emprego de elementos estruturais unidimensionais simples [38, 62, 63, 13, 30, 64]. Neste
capitulo serda dada énfase a aplicacao do conceito e a formulacao hierarquica destes elementos
estruturais. A aplicacdao é detalhada tendo em vista sua aplicacdo ao caso acoplado da

interacao fluido-estrutura.

2.1 Formulacao de Elementos de Barra

O elemento estrutural que suporta apenas esforcos longitudinais serda denominado barra.
A equacao geral de uma barra de secao constante e material linear elastico na forma fraca

[38] é escrita como:

Lt ou Ov Lr
/0 (AE&E&: + C’uv) dr = /0 Tvdx + (Fv)per; — (F)ze0—

Lr [ Qu 0*u
: ./0 (cdatv + prv> dx. (2.1)

Onde u ¢é o deslocamento ou func¢ao solugao, v é o deslocamento virtual ou funcao teste, C
¢é a constante elastica, T' é a funcao que descreve forca distribuida na barra, F' é a forca
aplicada na(s) fronteira(s) x = 0 e x = Ly. O termo ¢z0u/0t descreve o atrito e ¢q é o

coeficiente de atrito. Apd*u/0t? é o termo inercial, A é a drea da segao transversal da barra
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e p a densidade. O termo de rigidez é dado por AE (Ou/0z Ov/0x) sendo E o mddulo de
elasticidade do material. Ly é o comprimento total da barra.

Como o foco de interresse neste trabalho é o problema de vibragoes livres nao amortecidas,
serao impostas as seguintes condic¢oes: C' =0, ¢q =0, (Fv)=r,. = (Fv)z—0=0e T =0. Em

funcao destas simplificagoes a Equacao (2.1) serd reescrita como sendo

L Ou Ov Lt 0*u

O procedimento de separacao de varidveis define o deslocamento como produto de funcoes
independentes de espago e tempo u = f(x)h(t), sendo h(t) = exp(iwt) uma funcao admissivel,
onde w representa a velocidade angular. Aplicando-se a separagao de variaveis na Expressao

(2.2) chega-se a
Lz Ou Ov o [Er
/o <AE8$0x> dr =w /o (Apuv) dzx. (2.3)

O termo do lado direito, depois de discretizado e desenvolvido conduz a matriz de massa, o
do lado esquerdo resulta na matriz de rigidez.

2.1.1 Requisitos das Funcoes de Forma para Barras

No método dos Elementos Finitos as funcoes de forma para interpolacao linear sao dadas

pela expressao

u = U1N1 + UQNQ (24)

sendo funcoes de forma N; e N, definidas no intervalo —1 < ¢ < 1 para variavel £ como:

N, = 1;f (2.5)
€
N, = 1;5 (2.6)

Na Equacao (2.4) u; e uy sdo considerados valores conhecidos da fun¢do w nos nés 1 e
2 respectivamente. A precisao da funcao de interpolacdo w nos pontos internos pode ser
aumentada com o aumento do nimero e da ordem das fungoes de forma ou de interpolacao,
isto é:

U:U1N1—|—UQN2+CL1N3. (27)
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Neste caso, exige-se que a nova funcao de interpolacao N3 anule-se nos pontos 1 e 2 onde o
valor da funcao u, u; e us, sao conhecidos.

Fazendo-se N3 = —(¢ — 1)(£ + 1), as condiges necessarias estardo satisfeitas, ja que a
fungdo N3 se anula em £ = —l eem £ = 1. Em £ = 0, a fungdo N; = 1/2, Ny = 1/2 e
N3 = 1. O valor de u no ponto intermedidrio serd dado por w(§ = 0) = u1/2 + ug/2 + a.
Neste exemplo em particular [65] a; é o valor da corregao na fungao de interpolagdo u no
ponto intermedidrio (£ = 0) em relagao a aproximagao linear com as fungoes Ny e No.

Acrescentando mais um polinémio, neste caso um polinémio ctibico, também serd necessario
que este polindmio seja nulo nos pontos extremos (§ = —1 e £ = 1). Satisfeita esta condicao
pode-se arbitrariamente prescrever que esta nova funcao deve ser nula em ¢ = 0. Uma fungao

possivel seria Ny = £(1 — £2). Portanto, Ny =0em & = —1, 1 ¢ 0. Como:

w = u1 N7 + usNy + a1 N3 + as Ny (2.8)
sua derivada é:
jjg = 2 2%+ ap(l - 360, (2.9)
Para £ =0
Zz:—l;l—l—u;—kaz. (2.10)

A expressao acima da o significado de as que é a correcao da inclinacao da fungao de aprox-
imacao u no ponto & = 0. Como a escolha das fungoes foi arbitraria, o significado de cada
termo pode variar com o polindomio escolhido. A partir das observagoes anteriores, pode-se

enunciar a seguinte regra:

Na formulacao de elementos de ordem mais elevada, o importante é assegurar que
as fungoes de forma N, (p > 1) sejam nulas nos nés do elemento (£ = £1) para

assegurar a continuidade C°.

A continuidade C° implica em que o valor nodal da funcao u; nao pode ser modificado
pelas fungoes definidas internamente ao elemento, uma vez que este valor é compartilhado com
elementos vizinhos e a fungdao em um ponto tem valor tnico. As duas primeiras func¢oes Ny e

N5 chamadas de fungoes de forma fisicas, relacionam o valor prescrito nos nés a aproximacao
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de u. Estas funcoes sao linearmente independentes entre si e entre as funcoes subsequentes de
ordem mais elevada. As fungoes de ordem mais elevada sao conhecidas como fungoes internas
ou modos internos.

H& uma série de familias de funcoes de ordem elevada que podem ser empregadas como
fungdes de forma [62, 63, 30] dentre elas as que exibem propriedades hierdrquicas [50, 51, 28,
38, 46, 39]. O conceito se deve a Peano A. [50], e implica que o acréscimo de um termo ou
polinémio de ordem (p + 1) as fungdes de interpolagao do elemento resulta em um sistema
de equagoes com o novo termo que terd como submatriz a matriz do sistema anterior de
ordem p. Em outras palavras, as funcoes de interpolagao obtidas de polinomios de ordem p
sao sub-conjuntos do conjunto de fungdes de aproximacgao de ordem (p+1). A caracteristica
bésica destas familias de fungoes de forma hierarquicas é a de nao definir pontos internos
como as fungoes convencionais.

As fungoes hierdrquicas podem ser geradas de diferentes maneiras [50], os polinémios or-
togonais mais usados sao os polinomios de Hermite, Legendre e Chebyshev [25, 66, 67, 68].
Os polinomios de Hermite e suas propriedades serao discutidos quando forem abordadas
as fungoes de forma para vigas. Os polinomios de Chebyshev apresentam uma série de
propriedades que os tornam bastante atraentes em relagao a integragao numérica [25] e con-
vergéncia [66]. Mas em geral, ndo sdo empregados na forma que permita que seja explorada
a sua propriedade de ortogonalidade, as funcoes de forma sao definidas pelo produto dos
polinémios de Chebyshev pelas fungoes de forma lineares Eq. (2.5) e (2.6) [39].

A ortogonalidade reduz o nimero de termos nao nulos nas matrizes elementares como
serd visto, principalmente da matriz de rigidez de elementos unidimensionais. Tal fato tem
reflexo imediato na esparsidade da matriz global e por conseguinte no custo computacional
para a solucao dos sistemas. Os polinomios de Legendre permitem que seja explorada esta
propriedade. Em parte, deve-se a esta caracteristica sua maior difusao como polinomios

usados para definir as fungoes de forma nas formulagoes p [28, 38, 46, 40].
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2.1.2 Matriz de Rigidez

O procedimento padrao de Elementos Finitos consiste em dividir o dominio em elementos e

aproximar a solugao sobre o dominio por um conjunto de fun¢oes definidas em cada elemento

u= zn:luzNz(x) (2.11)

No caso de uma aproximacao empregando funcoes hierarquicas, a expressao acima € na
realidade

u = UlNl + U2N2 -+ a1N3 -+ CLQN4 + ...+ CLnNn (212)

sendo u a aproximagcao da solugao no elemento, os coeficientes das fungoes de forma fisicas sao
representados por u; e a; simboliza os coeficientes das funcoes de forma internas. A distincao
é importante uma vez que u; representa uma grandeza fisica, deslocamento longitudinal para
o caso da barra, mas a; é apenas o coeficiente de uma funcao de forma interna para o caso de
funcoes de forma hierdarquicas. No entanto, para maior simplicidade na notacgao sera grafado
sem distingao v = Y1, u; N;(z).

Aplicando este procedimento sobre o termo do lado esquerdo da Equagao (2.3) e lem-

brando que u; e a; sao constantes que serao obtidas na solucao final do sistema, obtém-se:

T Oudv e [P ONi(@) S~ ON(x)
AE/O %%dx—AE/O ;uz e jz_:lvjaxd:v. (2.13)

Que levara a um sistema matricial, e a correspondente Matriz de Rigidez. As fungoes mais
simples sdo as fungoes lineares, Equagoes (2.5) e (2.6), que asseguram a continuidade C° nos
nos:

N, = (129

2
(1+¢)
2

Ny =

logo ©u = Nyuy + Naus sendo u; e us 0s valores do deslocamento u nos respectivos nés. As
Equacoes (2.5) e (2.6) estao definidas em —1 < ¢ <1 o que torna a expressao mais genérica.

A transformacao para o espaco fisico é dada por:

. (1;5)xi+(1;§)xi+1 (2.14)
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Conforme ja definido, fungoes de forma de ordem mais elevada podem ser empregadas,
desde que sejam satisfeitas as condicoes de continuidade C° entre os elementos. Empregando
os polinomios de Legendre P;(¢) pode-se definir uma familia de fungdes de forma Ny (&) de

diferentes ordens j a partir da seguinte expressao

N = [ b (2.15)

Usando a propriedade de integragao dos polinomios de Legendre como definida no Apéndice

A chega-se a:

mi(e) = O (BB .10

Empregando-se as propriedades dos polinomios de Legendre e simplificando a Expressao
(2.16) chega-se a forma final para a familia de fungoes de forma definidas no espago isoparamétrico,

—1 <€ < 1, como as definidas na referéncia [38]:

Nil€) = ————(P,(€) - Ps(6)) (2.17)
2(2j — 1)

Pode-se verificar que a Equacdo (2.17) anula-se nos extremos do intervalo. Observa-se que
o indice da funcao de forma nao é o mesmo da ordem dos polinomios de Legendre. Pode-
se arbitrariamente estipular que a funcao de forma N3 tenha polinomios de ordem 10 por
exemplo, neste caso sera composta pela combinagao de um polinémio de Legendre de ordem
10 com outro de ordem 8 como indica a Férmula (2.17).

A fim de se calcular a Matriz de Rigidez de um elemento, sera considerada uma aprox-

imacao da seguinte forma
u = UlNl +UQN2+G,1N3+6L2N4 (218)

As fungoes de forma fisicas N; e N, ja foram definidas pelas Equacgoes (2.5) e (2.6),
(1-¢)

N1: 2
1+¢
2

~—

N2:<




As duas fungoes hierarquicas N3 e Ny de ordem 2 e 3, j = 2 e j = 3, s@o obtidas a partir da

aplicacdo da Equagao (2.17) resultando nas expressoes:

3
Ny=—=(-1 2.19
Ni= (&~ ¢) (2.20)
YT 9210 '
As derivadas das funcoes definidas acima sao respectivamente:
0Ny 1
- _Z 2.21
o€ 5 (2.21)
ON, 1
— == 2.22
% "2 (2.22)
ON3 3
— = — 2.23
o 65 (2.23)
ONy 5 9
— = —(3" -1 2.24
e 1 (229
Considerando que
L
de = d¢ (2.25)
entao

or  0f df  of 2
onde L é o comprimento do elemento. Estd sendo considerado também que E, o modulo de
elasticidade do material, e A, a drea da secao transversal da barra, sdo constantes ao longo
da mesma. Logo a expressao que gera a matriz de rigidez do sistema pode ser escrita da

seguinte maneira:

AE/_ " i dx—

_24F / éé) z”: " 3Naj§(5 ) g (2.27)

Empregando Galerkin u = v (espa(;o solucdo igual ao espago teste), e desenvolvendo a

expressao acima, tem-se:

2AF

. ON;
/Zul jz::lvj aég)dfz...
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U1
2AE 1 ()
=— X .
L J-i| bs
by
IN1(§) ON1(€) 8N1(§) 8N2(§) 8N1 (5) 3N3(€) 3N1(5) 8N4( )

o€ o€ U1
ON2(§) ON1(§) ( )0 ( ) ( )0 ( ) (5) 3N ( )

o ¢ Y2 e =
51\(;3(5) 31\(;1(5) 8Ns( )3N2( ) 3N3( )8N3( ) 31\;(5) 51\(;4( ) as
BNf(f) 5N1§(€) 8N4( )3N2( ) 8N4( )3N3( ) 3N4£(§) BNf(S) Qy

& & o€ o€ o€ o€ & &

T
U1
S — X .
L J-i| bs
by
1 1 3 5 2
L
_31 31 ?25 4 10 (353 - 1) UQ dg —
S e AN U
_ s (o1 S5B0-1) e See-1p |l
w171 =1007[w
AFE | v, -1 1 00 Uo
b4 0 0 0 2 ag

Na matriz de rigidez, Equagao (2.29), extraida da Equagao matricial (2.28), pode-se
observar algumas das vantagens do emprego dos polinomios de Legendre na definicao das

funcoes de forma internas.

1 =10 0
AE| -1 1 0 0

Kl=—7170 0o 20 (2.29)
0 0 0 2

As funcgoes de forma foram definidas a partir da integral de uma polinomio de Legendre,
Equacao (2.15), e portanto, terdo como derivada um polinémio de Legendre. Assim, os
termos da matriz de rigidez serao resultado da integral do produto de dois polinomios de
Legendre. Devido a propriedade da ortogonalidade, se a ordem ou o grau dos polinomios

nao forem os mesmos a integral deste produto sera nula, isto significa que os termos fora da
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diagonal, para colunas e linhas de ordem superior a 2, serao nulos. Neste caso, como em
todos os casos praticos, o grau da derivada da funcao de forma fisica serd menor do que o do
polinomio de Lengendre. Isto implica que, exceto os termos da diagonal da matriz de rigidez
e dos termos resultantes do produto das derivadas das fungoes de forma fisicas, os demais

serao nulos.

2.1.3 Matriz de Massa

Novamente, considera-se um unico elemento, cuja solugao é da seguinte forma:
u = UlNl + UQNQ + 0,1N3 + a2N4 (230)

o que permite que a Equagao (2.3) seja reescrita como

AE/ zn:% zz: =

. Apw? /LT iule(x) i v N;(z)dz. (2.31)

0 =1 j=1
A e p sao constantes ao longo da barra. As fungoes de forma sao as mesmas ja definidas para
a matriz de rigidez. O desenvolvimento do termo da direita da Equacdo (2.31) ird originar
a matriz de massa, e é feito usando-se o mesmo procedimento empregado na obtencao da
matriz de rigidez. Considerando-se a transformacao isoparamétrica e desenvolvendo apenas

0 termo inercial:

Apw? /oLT zj: u; N; () i vlNj(@)de = — /11 Z uiNi(§) D v N;(€)d€ (2.32)

que resulta no sistema matricial

Apw? /Zu, (2) > viNj(z)dz = ...

j=1
T 1 1 =1 1
Yt AR S /LIS L B
v = 3 S = U
.= ALpw® | 2 PRI R S (2.33)
1 21/6 2v6 5 1
b2 m #11—0 0 i as
20



O sistema completo resultante da discretizacao da Equagao (2.3) para um tnico elemento

serd entao escrito como

1 1 —1 1
1 -1 00 Uy ? ? 2\/16 6@ Uy
AE | — 1 1 =1 =1
el 01 (1) (2) 8 P = ALpt | S 5 2E evo (2.34)
L ) as 26 26 5 1 ay
0 0 0 y VRV 0 2 s
A matriz abaixo (2.35) é a matriz de massa elementar
1 1 =1 _1
3 6 26 610
1 10 i
[M.] = ALp fl 31 21/6 6\6E (2.35)
2{6 26 5
1 0 1
6v10 6v10 21

Ao contrario da matriz de rigidez, na matriz de massa os termos resultantes do produto
das funcoes de forma fisicas pelas funcoes de forma hierarquicas nao sao nulos. Também
nao sao identicamente nulos os termos resultantes da integracao do produto entre as fungoes
hierdrquicas de diferentes ordens (fora da diagonal). Como as fungoes hierdrarquicas sao
resultante da uma subtracao entre polindmios com dois graus de diferenca, ver Equagao
(2.17), a integral do produto entre dois termos hierdrquicos sé serd nula se nenhum dos 4
polinémios que compuserem estes dois termos tiver mesma ordem. A integral do produto das
fungoes de forma fisicas por uma fungao hierarquica sé sera nula se o polinomio de Legendre

de menor ordem da funcao hierarquica tiver ordem superior as fungoes de forma fisicas, ver

Apéndice A.
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2.2 Formulacao de Elementos de Viga

O elemento estrutural que suporta esforcos de flexao sera denominado viga. A expressao

geral da equagao da viga, na forma fraca [64], é dada por:

Lr 2w d2 Lr Lr [ Jw 0w
EI/ ) dx2 —J; qudx = —/0 (cdatv—i—Apatzv) dx (2.36)

Sendo que E representa o médulo de elasticidade e I o momento de inércia em relagao a
linha neutra da viga. Os termos E' e I sao considerados constantes ao longo do comprimento
Lp. A viga esta alinhada com o eixo na direcao x. O termo w representa o deslocamento
transversal ao eixo x, ¢ a expressao que descreve o carregamento e v a funcao teste.

O atrito é dado por cg0w/0t , sendo ¢4 o coeficiente de atrito. O termo inercial é
Apd*w/Ot* onde A é a drea da segio da viga e p sua massa especifica. Impondo as condigoes
g =0ecys =0, aEquagdo (2.36) passa a descrever o problema de vibragoes livres nao
amortecidas.

Usando-se o procedimento habitual na solucao de equagoes deste tipo, considerando w =

f(z)h(t) e fazendo h(t) = exp(iwt) chega-se a:

L d2 d2
E]/ FEYOY = w / (Apwv) dx (2.37)
0

da? da?
onde termo do lado direito da Equagao (2.37) déa origem a matriz de massa, apds a dis-
cretizacao e aproximacao por Elementos Finitos, analogamente o termo da esquerda vai levar

a matriz de rigidez.

2.2.1 Requisitos das Funcoes de Forma para Vigas

Como ja observado para barra, na fun¢ao de aproximagao w = w; N1 +w; 1 No as fungoes de
forma N; e Ny tem por objetivo impor o valor nodal w; a aproximacao quando x = x; € w;11
quando x = z;,1. Portanto, Ny tem que ser 1 quando =z = x; e 0 quando x = z;,1. Existem
infinitas fungoes que satisfazem estes requisitos. Na se¢ao anterior usou-se Ny = (1 —¢)/2 e
Ny =(1+¢)/2.

No caso de vigas, além da exigéncia de continuidade C° h4 também a exigéncia da con-
tinuidade da rotacao entre os elementos, para que a solucao seja factivel. Considerando pe-

quenas deformagoes, neste caso, a rotacao é a derivada do deslocamento ( § = dw/dx), isto vai
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significar que as fungoes de aproximacao devem também satisfazer a continuidade de derivadas
nos nos, continuidade C'. Para satisfazer as restricoes adicionais impostas pelo problema, as
funcdes de forma fisica passam a ser definidas como: w = wi Ny + wi Ny 4+ wit N3 + wi™ Ny.
O termo w! ¢é o valor do deslocamento normal ao eixo x no ponto x;, w’ passa a ser definido
como a rotacdo prescrita em z;, wi™ o deslocamento suposto conhecido em z;,; e w ™ a
rotacao no né x;iq.

Como w! é o valor do deslocamento no né x;, neste ponto N; deve ter valor 1 e deve se
anular em x; 1. O mesmo pode ser dito para a funcao /N3 anulando em x; e tendo valor 1 em
xi11- A exigéncia adicional a N; e a N3 é que as suas derivadas sejam nulas em ambos pontos
T; € Ti41 j4 que nestes pontos estdo atribuidos valores para rotacdo w e wj ! respectivamente.
De maneira analoga, o que se exige de Ny e de N4 é que estas fungoes se anulem nos pontos
x; € x;11 onde o valor do deslocamento ja foi atribuido por Ny e N3. Além disso, exige-se
que as derivadas de dNy/dx sejam 1 e 0 respectivamente para x; e x;11, e que dN,/dx seja
igual a 0 e 1 para estes mesmos pontos. Isto vai permitir atribuir os valores de rotagao ws e
wy aos respectivos nés de forma inequivoca.

Existem diferentes procedimentos que permitem chegar a funcoes que satisfagam as exi-

geéncias acima. Neste trabalho usou-se os polinomios de Hermite.

2.2.2 Funcoes de Forma Fisicas Definidas pelos Polinomios de
Hermite

O primeiro problema a ser resolvido é o de determinar a ordem dos polinomios da aprox-
imacao. Na modelagem de vigas sao usados polinémios de ordem 3, por serem os de menor
grau que atendem as caracteristicas de derivabilidade exigidas das fungoes de forma [69].
Além disso a solucao exata do problema da viga, com carga concentrada, é um polinomio de

ordem 3 [69]. Definindo:
Nl = aoHO + CL1H1 + GQHQ + (1,3H3 (238)

Onde N; é a funcao de forma, H; sao funcoes de Hermite de ordem ¢ = 0,1,2... cujas
propriedades estao apresentadas no Apéndice (B), e a; os coeficientes a serem determinados.

Conforme discussao apresentada na Segao (2.2.1), a fungao de forma N; deve satisfazer a
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Ni((=—-1)=1, Ni((E=1)=0, 0N, JO(E = —1) =0, ON,/OE(E = 1) = 0. Derivando N,

%?:%%+mm+@%+%% (2.39)

Da propriedade 2 Apéndice (B) H/(¢) = 2nH,,_1(§)
38]\21 = 2a1Ho + 4as Hy + 6a3 H> (2.40)
As condigoes Ni(§ = —1) = 1, e Ni(§¢ = 1) = 0, sao aplicadas a Expressao (2.38), as

condigoes ON;/0E(€ = —1) =0, e ON1/OE(€ = 1) = 0, sao impostas & expressao da derivada
da fungao de forma Ny, Equagao (2.39). Usando H,(—¢) = (—1)"H,(§) para simplificar as

expressoes, e apresentando o sistema resultante na forma matricial:

Ho(]_) Hl(l) Hg(l) —Hg(l) ao 1
Ho(1) Hi(1) Hy(1) H;(1) ap | _ |0 (2.41)
Substituindo pelos valores das fungoes H,,(£) no ponto 1
1 -2 2 4 ag 1
1 2 2 -4 ap | |0
0 2 -8 12 aa | |0 (2:42)
0 2 8 12 as 0
A solugao do sistema acima é ag = 1/2, a1 = —3/16, ax = 0, e ag = 1/32. Substituindo os

coeficientes na Equagao (2.38) e simplificando, resulta na primeira fungao de forma
1 3
Ny = 1(2_3§+f ).

Usando o mesmo procedimento para Ns, N3 e N, chega-se ao seguinte conjunto de funcoes

de forma fisicas [69]:

M:i@—%+@) (2.43)
N=L0-e-2e) (2.44)
M:i@+%—§) (2.45)
N, = §(1—5+§+f% (2.46)
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As funcoes de Hermite sao ortogonais, entretanto, exigem a multiplicacao por uma funcao
péso, o que impossibilita o aproveitamento desta propriedade nas matrizes geradas pela
técnica dos Elementos Finitos. Para permitir uma simplificagdo maior nas matrizes ger-
adas, as fungoes de forma de ordem mais elevada usadas para viga sao definidas a partir dos
polinomios de Legrendre que usa a funcao péso unitaria. Este procedimento foi publicado

inicialmente na referéncia [70] e aplicado posteriormente nas referéncias [71, 72].

2.2.3 Funcoes de Forma Internas Definidas a Partir de Legendre

Como o valor de deslocamento e rotacao sao considerados conhecidos nos nés, as funcoes
de forma internas devem ser nulas em N,, = 0 e N,,/0¢ = 0 para (§ = %1), respectivamente
condicao de continuidade C° e C. O indice n refere-se a enésima funcao de forma. O grau do
polinomio pode ser qualquer, desde que satisfaca as condi¢oes de continuidade. Usualmente
o grau do polinémio da funcao de forma interna é a ordem da fungao de forma fisica de grau
mais elevado acrescido de 1.

Os termos da matriz de rigidez sao o resultado da integracao do produto das derivadas
segunda das fungoes de forma, Equagao (2.37). Diante deste fato, e para que a ortogonalidade
dos polinomios de Legendre possa ser usada, a derivada segunda da funcao de forma interna
sera definida como um polinomio de Legendre.

O*N,
ot

= DP;_, (2.47)

Na Equacao (2.47) n é o numero da funcdo de forma, j a ordem do polinémio definidor da
funcao de forma N,,, e D um parametro definido para que a diagonal da matriz de rigidez seja
uma constante. Ter termos diagonais iguais a uma tnica constante permite um diagnostico

rapido de erro na integracao ou na montagem do sistema. Como

1 2
P,P.dx = 2.48
L R S | (2.48)
entao
' DP;_ oDP;_5d D? 2 2.49
J,PP-2DPoade = 2/ -3 (2.49)

Para decorar a diagonal da matriz de rigidez com o ntimero 2 e sabendo que a matriz seréd

25



multiplicada por 8,
(2.50)

o que resulta em

(25 —3)
8

Esta expressao permitirda que os termos diagonais resultantes da integral do produto dos

D= (2.51)

termos hierdrquicos na matriz de rigidez sejam constantes e iguais a 2. Usando a propriedade
de integragao Apéndice (A), e integrando a Expressao (2.47) de —1 a 1, tem-se
ON, 1

iy ol N (2.52)

Integrando-se novamente a Expressao (2.52) de —1 a £, obtem-se a expressao final para a

familia de fungoes de forma internas para a viga

1 P.— P,_ P,_y— P,_
Nn(f) _ [ J Jj—2 Jj—2 Jj—4

: — - (2.53)
8(2j—3) L (21 —1) (2j —5)

Desta maneira a ordem j do polinomio deve ser j > 4. Para j = 4 e j = 5 as funcgoes de
forma seriam respectivamente

—1-30&2 4 15¢*

N; = WAL (2.54)
Ny (19 — 70 €2 4 35¢4) (2.55)

80 v/14
2.2.4 Matriz de Rigidez

Considerando-se inicialmente apenas o termo de rigidez, o primeiro termo da equacao
da viga Equacao (2.37), discretizando em elementos, e empregando-se o procedimento de

Galerkin,

Lr d*w d*v @it d?w d2
EI / CWeN e — EI / 2.
o dx? dx? v Z dx? dmz (2.56)

A titulo de exemplo, considerando-se a funcao de aproximacao com 6 termos, as quatro
fungoes de forma fisicas, Equacao (2.43) a (2.46), e as duas fungoes hierdrquicas definidas

nas Equagoes (2.54) e (2.55), tem-se
w = w1N1 + w2N2 + U)3N3 + w4N4 + G1N5 + CL2N6 (257)
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w= {Ni}T {w:} (2.58)

w=[12-3¢+8) L1-¢-+8) 12+3-¢) ...

~ wy -
Wa
L 2 3 _1_30£2+15£4 §<19—70§2+35€4> w3
ai
L a2 |

Fazendo-se uma mudanca de base do espaco fisico onde z é definido para o espaco isoparamétrico

¢, sendo L = ;41 — x; o comprimento do elemento, a partir da Equacao (2.14) chega-se a

L
do = < d¢ (2.60)
e 2
i (2.61)
dw dwdé 2 dw
w_sve _29% 2.62
de  dédz L dE (262)
Pw _d (dw)  dd(2dv) 4 P (2.63)
de?  dx \dx) déde \Ld¢) L2 de2 '

Aplicando-se a derivada segunda a fungao de aproximacao dada pela Expressao (2.59),

d2w 4 d2N1 d2N2 d2N3 d2N4 d2N5 d2N6
W = ﬁ d§2 w1 + d§2 Wa d£2 ws d§2 Wy déQ aq d§2 a9 (264)
w1 T
w
w4 5 7 2 w2
=5 [as reme e pene VECISR) VIE(see) || W (o)
dz? 2] 2 1 2 1 1 1 Wy
aq
a9 ]
de uma forma mais compacta:
d*w 4
=T {BY" {w} (2.66)
e
d?v 4
== {BY" {v} (2.67)
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A Equagao (2.56) passa a ser reescrita como sendo

m Tit1 de d2

pry [ = B3 [ BB (oHBY (e

para um tnico elemento de malha tem-se:

Tyl d2w d2 8 1 T .
B[ o e = Bl [ (o) (BY(BY {w) dg
sendo
T
{BHB} =
[ 9¢? 3LE(-1436) —9¢2
4 8 1
3LE(-1439) L2(-39* —3LE(-1439)
3 16 S
—9¢ —8LE(C1438) 982
4 8 4
= | ke L2(1r0e) —8LE(L430)

16 8
3\/_5( 143€2) /3 L(1-36-362+9¢%)  -3./3¢(-1+3¢2)

3\/_52( 3+552) \/§L5(3—91§6—5§2+1553) —3\/2528(—3%52)
8
3LEA+38) 3\/_5( 14+3¢2) 34/T¢€2(-3+5¢2)
L2(71+38g>(1+35> VEL(- 1+3E (-1+3¢2)  \/TLE(- ?ﬁ, ) (—3+5¢2)
—3L51(61+3s) —3\/_5( 143¢?) —3\/;52(—3+552)
(L+38L§)2 VEL (1+3g)( 1+3¢2) \/§L§(1+38§)(—3+5§2)
NES? (1+31£6; (-1+3¢2) 5 (1711?52)2 V35 ¢ (71+31562) (—3+5¢2)
\/§L§(1+§2) (—3+5€%)  V35¢ (—1+3?)s%) (-3+5¢%) 7 (_353-?553)2
16 32 32 i

Portanto, o termo que conduz a matriz de rigidez do elemento [K.] é dado por:

K] =1 [ ()" (BB (w) dg

levando a seguinte expressao para a matriz elementar da viga:

T 17T 12 6L —12 6L 0 07 [ wy ]

vy 6L 41> —6L 2L2 0 0 || w,

[K]_EI Vs 12 6L 12 —6L 0 0 || ws
el L3 V4 6L 2L2 —6L 4L2 0 0 Wy
b3 0 0 0 0 2 0 aq

R 0 0 02| a |
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2.2.5 Matriz de Massa

Para a construcao da matriz de massa, usa-se um modelo consistente, onde a solucao é

aproximanda por w = >, Nyw;. Desenvolvendo termo de inércia da Equagao (2.37) para

um tunico elemento, considerando A e p constantes e sendo L o comprimento do elemento,

tem-se:
n n

w2/ i (Apuv) dx = prz/ iHZNi (z)w; > Nj(x)vjdz
z Tio =1 j=1

i

n

+1EINZ wZZN] x)vdr = ——
j=1

=1

ApL

[ Z N(©)we 32 N (€)vyde
j=1
que resulta na forma matricial

ApL ApL

2 [ OY f VYT ) d = 052 [ T N} (N (i} de

Utilizando os mesmos seis termos empregados para construir a matriz de rigidez

1 /1 T
5 | ANGHNY d€ =
2J-1
[ 13 1L 9 ~13L —1 2y/2 ]
35 210 70 420 12+/10 225
5
—(+/2L
1L % 13L —L? \/; L
210 105 420 140 504 1800 /14
9 13L 13 —11L -1 —24/2
70 420 35 210 12/10 225
—13L —I2 —11L 2 3L L
420 140 210 105 504 1800 /14
5
(/3L
~1 ( 2 ) ~1 VL 1 0
12/10 504 12/10 504 252
2y/2 L Vi1 0 )
L "225 1800 v/14 225 1800 /14 1980
entao
ApL
[ (T N N (i} d =
_ e
13 1L 9 —13L -1 Z
35 210 70 420 1210 225
- - T _ 5 L) _ -
U1 11L 2 13L —L? (\/; wn
210 105 420 140 504 1800 \/
(%) 9 Wa
9 13L 13 —11L -1 - \/:

APWQ U3 70 420 35 210 1210 225 w3
Uy —13L —12 -11L L2 5L L Wy
by 420 5140 210 105 504 180014 ay

- 2L 5
by | R V4L B V3L 1 0| Laz |
1210 504 1210 504 252
2
2V 7 L -24/% L 0 1
225 1800 /14 225 1800 /14 1980
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A matriz de massa [M,]| é dada por:

13 11L 9 —13L -1 22
35 210 70 420 1210 225
_ 5 L)
1L % 13L —L? 2 L
210 105 420 140 504 1800 /14
9 13L 13 —11L -1 —24/2
_ 2 70 420 35 210 12110 225
[M,] = Apw 5 (2.75)
~13L 12 —11L e V3 L
420 140 210 105 504 180014
5
—(+/2L
-1 ( 2 ) 1 V3L 1 0
12110 504 1210 504 252
2 \/g L —2 \/g L 0 1
225 1800 /14 225 1800 /14 1980 |

Uma inspecao na matriz de massa mostra que esta matriz nao exibe a mesma disposicao
de termos como a matriz de rigidez. Este fato ocorre tanto para o elemento de viga quanto
para o elemento de barra. Isto deve-se a forma escolhida para gerar as fungoes de forma, que

parte da simplificacao desejada na matriz de rigidez. Como normalmente a matriz de rigidez

¢ mais usada opta-se por simplifica-la.
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Capitulo 3

Formulacao de Elementos Finitos para
o Problema da Actstica

A conceituacao e a obtencao das expressoes que descrevem problemas da actstica linear
podem ser encontrados em uma vasta bibliografia, cita-se os trabalhos de Kinsler [73] que é
um texto mais introdutério e Morse [74] que tem uma abordagem mais completa e avangada.
A formulacao em Elementos Finitos das equacoes da actstica linear plana pode ser encontrada
em um amplo conjunto de obras, ver por exemplo [17, 8, 46, 10, 75, 63, 13] sem pretender
citar a todos.

Neste capitulo sera dada uma breve introducao sobre os conceitos basicos que sao empre-
gados na formulacao do elemento triangular. Maior énfase serda dada aos aspectos associados

a formulagao hierarquica.

3.1 Acustica Linear Plana
A equacao que descreve o problema acustico bidimensional ou actstica plana é:
VP =" (3.1)

sendo P a pressao instantanea, ¢ a velocidade de propagacao da perturbacao no meio ou

velocidade do som:
B
Po

CcC =
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onde py é a densidade do fluido, o indice '0’ simboliza condi¢des nao perturbadas, e B é o

modulo de compressibilidade determinado pela relagao:

Py é a pressao nao perturbada. Se o fluido for um gés ideal

= m =vVkRT (3.3)

onde k é a razdo dos calores especificos k = ¢,/c,, e R a constante do gas em questao.

Integrando-se a Expressao (3.1) sobre o dominio € no plano z y, tem-se:
1 0?P
2
[ vepie = [ S5a0 (3.4)
Multiplicando-se a equagao acima por uma funcao de ponderacao r

/ VQPdQ—/ 1P o (3.5)
QT = T 2 6152 .

e aplicando-se o postulado de Green ao lado esquerdo da Equagao (3.5), obtém-se:
/Q VPO = f PP - fids — /Q ViV PdS) (3.6)
r

Na Equagao (3.6), I representa a fronteira do dominio de integragao (2, e 7 é o vetor normal
a fronteira I'. Portanto, o lado esquerdo da Equacao (3.5) ou a Equagao (3.6) pode ser escrita

em funcao de suas componentes cartesianas da seguinte maneira

2P PP oP_ 0P dy_ O
axz”ayzdﬁ—ﬁ’“<ax ay) (as‘as)dr

OP Or 8P or
B / <8x or = Oy E)y) dt (37)
lembrando que
- orP_ OP dy_, Ox_\ OP
Ve <8x 8y ) <8s " 9s? ) - On (38)

Substituindo-se a expressao acima na Equacao (3.7) e esta no lado esquerdo da Equagao (3.5),

chega-se a forma fraca da Expressao (3.5), que é dada por:

OP Or 0P Or 1 2P
/Q<axax+ 5 ay> 9 + /Qrgﬁdﬁ %r—df (3.9)
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Propondo uma solucao do tipo P(z,y,t) = f(z)g(y)h(t), de forma mais precisa

P(z,y,t) = fge™! (3.10)
82P 2 w 2
oz = Y fge™t = —w?P(x,y,t) (3.11)
sendo w a velocidade angular. Substituindo a Expressao (3.11) acima na Equagao (3.9)
resulta em:
OPOr OPOr w? oP
b+ St an -2 [ rPd@ = § rSdr 3.12
/§z<3x8x+3y8y) 2 Jo" " on (3.12)

A Expressao (3.12) estd na forma conveniente para aproximar a solu¢ao do problema original

pela técnica dos Elementos Finitos.

3.2 Condicoes de Contorno para o Problema Actustico
Bidimensional

A equacdo de Navier-Stokes [23] descreve o comportamento de fluidos viscosos em es-
coamento nao turbulento. Considerando-se apenas os termos na direcao z, a equacao de

Navier-Stokes é dada por:

v,  19P [ Vi

v, v,
— g, — — . va T T
a7 po O

H0o —2
P — VIV, 1
8%JrvyaerVaZ +pov (3.13)

sendo o a viscosidade absoluta, py a densidade e V, a velocidade na direcao z, e g, a

componente da gravidade no eixo .

Para o problema actstico supoe-se pequenos deslocamentos das particulas fluidas em

torno de um ponto no espaco. Os termos de transporte convectivo na direcao x (V;aa‘;w +

Vy%‘;z + Vzaa‘; z) podem ser considerados nulos, ja que nao ha escoamento. A hipdtese dos
pequenos movimentos também leva a eliminacao dos termos de difusdo viscosa ((po/po) V2Va),
as velocidades sendo muito pequenas levam a uma taxa de cisalhamento entre fluido e parede
pouco expressiva. Além disso, quando ha movimento do fluido ele segue o movimento da
parede, que ¢ em geral normal ao plano da mesma no problema acustico. Eliminando-se

os termos de difusdo e convecgao da Equagao (3.13), na auséncia de gravidade, chega-se a

expressao da conservagao de momento linear ou momentum para o fluido, que é dado por:

v, 1or
ot poOx

(3.14)
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Na interface fluido-estrutura, o efeito da pressao do fluido é normal a superficie da parede e

pode ser expressa como

, P
vr.i=Pri= 2

v-n (3.15)
Considerando V,, a componente do campo de velocidades V normal a superficie, tem-se:

oP oV,

o = P g (3.16)
A expressao acima relaciona a derivada direcional da pressao normal a superficie com a ve-
locidade normal a esta mesma superficie. Como na interface a velocidade do fluido é igual a
velocidade da parede, esta expressao é responsavel pelo acoplamento entre as equagoes que
descrevem o comportamento dinamico do fluido e da estrutura. O termo de derivada dire-
cional na Expressao (3.16) pode entdo ser aplicada ao lado direito de (3.12) que discretizada
ird originar a matriz de interface.

A Expressao (3.16) permite impor outras condigdes de contorno. A situacao de parede
rigida implica em velocidade nula na parede (condi¢ao natural)

oP
= 0 (3.17)
Sem ondas de superficie ou gravitacionais, a condicao de superficie livre é dada por P = 0.
Para o caso de superficie livre sujeita a ondas gravitacionais, em pontos da linha média da
superficie a pressao instantanea local sera a pressao estatica no fluido dada por P = pggz.
Nesta expressao pg é a densidade do fluido, z deslocamento no mesmo sentido da aceleracao

da gravidade g. A aceleragao das particulas fluidas na superficie (considerando o movimento

normal a superficie) serd entao,

d*P d?z
— = — 3.18
dt2 Pog a2 ( )
substituindo a Equagao (3.18) na Equagao (3.16) tem-se:
o°P = oV, - 02z
VP -ii=— k-fl=—py— 3.19
an — VE = mpg = g (3.19)

como 7 é normal a superficie do liquido, igualando as expressoes (3.18) e (3.16) obtém-se:

oP 1d*P
on = g (3:20)
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que é conhecida como condicao linearizada de ondas de superficie.

Outra condicao de contorno importante surge quando deseja-se representar o meio infinito
ou condicao de fronteira nao reflexiva. Esta condicao é chamada de Somerfeld e é obtida a
partir da solucao geral da Equagao da onda (3.1) [73, 17], que pode ser escrita da seguinte

maneira:

P(x,t) = Fi(ct — x) + Fy(ct + x) (3.21)

onde F} e F; sao fungoes arbitrarias que satisfacam a Equagao (3.1), ¢ velocidade da onda no
meio e t o tempo. A funcao Fi descreve as ondas deslocando-se em direcao a fronteira com
velocidade ¢, F, representa o retorno das ondas em direcao a fonte, a condi¢ao nao reflexiva

exige Fy = 0, logo:

op  or
%f = cF} (3.23)
oP 10P

3.3 Aproximacao do Problema Acustico Bidimensional
pelo Método dos Elementos Finitos

Uma vez obtida a forma fraca do problema da acustica plana dado pela Equagao (3.12), a
solucao serd aproximada pelo método dos Elementos Finitos. Usa-se o método de Galerkin
em que a funcao teste e de ponderacao sao iguais. A solucao aproximada é dada pela série
finita:

Os termos P; sao valores nodais da pressao. A derivada em relacao a uma das coordenadas:
" ON;

—P, 3.26
>3 (3.26)

=1

or _
or

Nas expressoes acima, N; representa as funcoes de interpolacao que usualmente sao as mesmas

funcgoes de forma que descrevem o elemento fisico no dominio de interesse. Neste contexto, a
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aproximacao geométrica é definida por:

r = Nll'l + NQIL‘Q + ...+ anL’n = Z?:l Nzxz
y =Ny + Noya+ ...+ Noyn = 3202 Niyi

(3.27)
Sendo x; e y; as coordenadas dos nés em que o dominio €2 foi discretizado. Existem diversas
expressoes para INV;, e elas normalmente dependem tanto da discretizagdo (em elementos
triangulares n = 3 ou quadrangulares n = 4) quanto do problema fisico. As fungoes de
forma, tanto para elementos quadrangulares quanto triangulares podem ter também termos
hierdrquicos na concepcao apresentada no Capitulo 2.

Seguindo o procedimento padrao, discretiza-se o dominio em elementos e aproxima-se a

solugdo por uma série finita como indicada pela Equacao (3.25). A forma fraca do proble-

ma actstico, dado pela Equagao (3.12), poderéd entao ter a solugao aproximada dada pela

exXpressao:
" ON; L ON; " ON; . ON;
ip S Y drd / ‘p I drdy + ...
/anx ;axma?y—l— Q.Zay gﬁynxij
w? n n n . k
T 7/ Y NPy Njrjduzdy = —Poj{ SN Y NPwdS (3.28)
e =1 LA )

Na expressao acima, as funcoes de forma no interior da integral de linha sao representadas
pelo produto entre N e Nzrf que sao respectivamente as funcoes de forma da estrutura na
fronteira em contato com o fluido, e as fungoes de forma do fluido que também pertencem
ao contorno. Neste caso P/0n foi substituida por py0w/dt (w deslocamento transversal da
viga) de acordo com a condi¢ao de contorno dada pela Equagao (3.16).

Na forma matricial, escreve-se a equacao para cada elemento da seguinte forma:

ONLON) | 9Ny BN,

ON;1 ON,, 4 ON1 ON,
ox Ox

dy Oy

dy Oy ox Oz

{n-}T/ ; : drdy (P} ...
clem- | 9N, ONy | 0Ny ONy ONn Ny | 0Ny ONy
oxr Ox oy 0Oy o ox O dy Oy
N1 N, NN,
w2 T
1 P dody{P} = ...
| N,N, N, N,
NINF L NN
——p{ri}" [ . | dsin (3.20)
elem. N}_;lere Ng‘lege
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Na Expressao (3.29) a primeira matriz é chamada de volumétrica [H|, a segunda matriz do
lado esquerdo da Equagao (3.29) é chamada matriz compressibilidade [E] e a matriz do lado

direito é a transposta da matriz de acoplamento [L].

3.4 Funcoes de Forma

Existe uma grande variedade de funcoes de forma ou de interpolacao empregadas na
técnica de Elementos Finitos. Estas funcoes tem que atender a algumas restri¢oes, como
por exemplo a continuidade do valor da varidvel nos nés comuns de elementos vizinhos,
a continuidade da funcao de interpolacao ao longo da aresta entre elementos adjacentes.
Estes sdo os requisitos minimos de continuidade C°, outras restricoes podem ser exigidas
pelo problema a ser discretizado como a continuidade da derivada da varidvel nos nés (que
é uma condi¢do bem restritiva) entre outras. As fungoes de forma também dependem do
tipo de discretizagao. Para o caso bi-dimensional as fungoes para elementos triangulares e
quadrangulares normalmente sao diferentes. No espago as opcoes sao maiores pela maior
diversidade de elementos: cubicos, tetraédricos e prismaticos.

As funcoes de forma devem ser escolhidas de maneira a satisfazer ao maior niimero dos

seguintes requisitos [38]:

1. Devem promover a minima acumulacao de erro de arredondamento, para tanto, as

matrizes deveriam ser diagonais ou o mais préoximo possivel da matriz diagonal.

2. Devem permitir o cdculo das matrizes de forma eficiente (polinomios de ordem mais

baixa possivel) devendo-se evitar expressoes dificeis de serem manipuladas.

3. Devem permitir que as condi¢oes impostas pelo problema sejam implementadas de

forma simples e sem implicar em restrigcoes maiores do que as necessarias.

4. A escolha das fungoes de forma alteram o processo iterativo de solucgao e isto é impor-

tante em problemas grandes.

Os trés primeiros topicos sugerem funcoes de forma polinomiais com propriedades or-

togonais, escolhidas e organizadas de forma a apresentar caracteristicas hierarquicas. Neste
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contexto, as caracteristicas hierarquicas implicam que o acréscimo de mais uma funcao de
forma nao altere as matrizes de compressibilidade ou volumétrica (massa ou rigidez) ja cal-
culadas e armazenadas.

A formulacao-p permite que o aumento de um grau de liberdade no sistema original, sig-
nifique mais algumas linhas e colunas as matrizes ja computadas. Este tépico é especialmente
importante em estimadores de erro que operam de forma iterativa. Além disso as taxas de
convergéncia para formulacao-p sdo superiores a formulacao-h [46, 38, 48]. Por outro lado,
a integracao numérica de fungoes de ordem elevada consome muito tempo de processamento
[52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61]. Portanto, é mais adequado o uso de matrizes fechadas,
com integracao analitica neste tipo de problemas.

Observa-se também que a taxa de convergéncia da solugao depende do grau p do polinomio
completo de maior ordem [63]. No caso de problemas bi-dimensionais, as fungoes de inter-
polagao genéricas podem ser consideradas como resultantes do produto de polinomios p(§) e
q(n). Neste caso, a taxa de convergéncia serd dada pelo polindmio de maior expoente, p ou
q. Supondo que seja p, existirdao termos de alta ordem £™n' com expoentes m <p e [ <p
com ordem maior do que a de p, m + [ > p . Estes termos nao contribuem para acelerar a
taxa de convergeéncia ou diminuir o erro na solugao, penalizando a eficiéncia computacional.

Se u(x) é a solucdo exata para um problema unidimensional, usando-se Taylor, tem-se:

uw(z) = co + c1(x — x0) + o — 20)? + ...+ el — 2)" + ... (3.30)
onde
1 d"u(z)
Cn = E dlL’n |m:m0 (331)

A solugao aproximada u(x) é expressa como:
u(z) = co+ c1(z — m0) + co(x — 10)> + ... + (T — )P (3.32)
O erro de truncamento serd dado por
u(z) —u(z) = cpyr (@ — 20)" ™ + cpya(r — 30)P T 4. L. (3.33)

e o erro de truncamento R,.; na forma de Lagrange é

R - 1 dP Dy ()
P D) | dzerD)

] (z — x0) PV (3.34)
(e=0)
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em que z < 6 < x.

Definindo o comprimento da malha unidimensional h = |x—xy|, ou de forma mais genérica
h como sendo o maior comprimento da malha A = h,,,,. Para qualquer malha de elementos
finitos é possivel fazer com que h,,. — 0. O erro para uma malha de elementos finitos
usando a formula de Lagrange é expresso como:

u(z) — ulx)

20 = OhP™ = O(hth) (3.35)

O termo C depende da derivada (p + 1) de u(x) em = = 6, e foi normalizado pela série
aproximada @(z) que tem valor conhecido e finito. Mas para valores muito pequenos de
hmaz O termo dominante no erro é h?*1. A série de Taylor para duas varidveis tem o mesmo
desenvolvimento, e o erro dominante é dado pelo termo de maior ordem p. Os termos
cruzados m + [ > p pouco contribuem para a taxa de convergéncia. Por terem ordem
maior, o erro introduzido é menor que o erro dominante dado por R,y;. Estes termos
requerem processamento adicional nos procedimentos usuais de mudanga de coordenadas e
de integracao além de ocupar espaco no armazenamento dos dados. Devem ser evitados se
possivel.

A familia ” Serendipity” [30] desenvolvida de forma intuitiva corrige em parte o problema.
Os polinomios desta familia sao completos até a ordem p acrescidos de termos cruzados p+ 1
(&Pn e &nP). Burnett [63] argumenta que os termos cruzados adicionais sdo para garantir
a 'isotropia’ geométrica. Por ’isotropia’ geométrica deve-se entender que uma variavel nao
esta sub ou sobre representada em relagao as coordenadas do ponto. Uma rotacao no eixo
de coordenadas nao deve mudar a solu¢ao em um ponto por exemplo. Esta familia elimina
p(p +1)/2 termos dos (p + 1)? resultantes do produto de polinomios de mesma ordem p.
Portanto, existem (p+ 1)(p + 2)/2 termos necessarios para que o polindémio seja completo.

A implementacio desta familia no espago é representada por S?(29) e SP(2T). Onde Q9
representa a discretizacao do dominio em elementos quadrilaterais, enquanto Q7 representa a
discretizacao do dominio em elementos triangulares. O termo S? simboliza o espago definido

pelos monomios, que se caracterizam pelas seguintes regras para sua formacao:
1. &/ onded,j =0,1,2,....p e i+5=0,1,2,...,p
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2. suplementado por termo &7 se p = 1 ou por

3. &Pn,&nP para p > 2

Uma outra vantagem da familia ” Serendipity” é a possibilidade de trabalhar com polinémios
de diferentes ordens para diferentes faces do elemento. Esta possibilidade permite a transicao
de elementos que necessitam de polinomios com ordens elevadas para elementos que de-
screvem bem o fenomeno com graus hierdrquicos p mais baixos.

SPa(Q9) simboliza o conjunto de termos definidos por £/ sendo que i = 0,1,2,...,p e
j=0,1,2,...,gem que p # q

As funcdes usadas neste trabalho pertencem a SP(Q9) seguem as principais linhas que
norteiam as fungoes do tipo ”Serendipity”, mas nao sao definidas da mesma maneira. A
principal diferenga é que nao ha nds além dos nods definidores do elemento. Isto é, nao sao
introduzidos nés adicionais nas arestas ou no interior do elemento. Se o aumento do grau
do polinomio exigir a definicao de mais nés no elemento, isto implica na necessidade de se
recalcular pelo menos parte da matriz, o que contraria o conceito de elemento hierarquico.

As funcgoes definidas a seguir sao hierarquicas.

3.4.1 Funcoes de Forma para Elementos Triangulares

As Coordenadas Triangulares ou Coordenadas Naturais, também chamadas de Coorde-
nadas de Area sao intensivamente empregadas para descrever as fungoes de forma dos ele-

mentos triangulares. Em coordenadas de area as funcoes sao definidas da seguinte forma:

_A _ 4
—A T az

onde, A é a érea do triangulo de coordenadas (z1,y1), (22, y2), (73,y3). A drea A em relagao

A
Ly Ly Ly = f (3.36)

as coordenadas é dada por

1 1 1
1 1
A= B det | @1 @2 x3 | = 5[(332 —1)(ys —y1) — (w3 — 1) (Y2 — Y1) (3.37)
i Y2 Y3

Ay é a érea do triangulo formado pelo ponto (x,y) contido ou interno ao triangulo de area

A e o lado formado pelos pontos ((x2,y2), (23, y3)). Desta forma quando (z,y) coincidir com
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(x1,y1) a razao de dreas serd 1 ou L; = 1. A, representa a area do triangulo formado pelo
ponto interno (z,y) e o lado limitado pelos pontos ((z3,v3), (x1,%1)). As fungées Ly, Ly e L3
descrevem triangulos com valor unitario respectivamente nos nés 1, 2 e 3. Quando o ponto
interno estiver situado sobre o lado oposto ao né i, entao L; = 0, o que pode ser facilmente
verificado nas expressoes abaixo. As expressoes para A; foram obtidas a partir da formula

da drea total substituindo as coordenadas do né por (z,y), resultando em:

1

Ly = galle = 2){s ) — (25— 2)(v2 ~ )] (3.39)
Ly = ol = 20— ) — (23 — )y — 1) (3.39)
Ly = ol@ = 2)( = ) = (2 = 2)(v2 — 1) (3.40)

Da definicao de coordenadas de area:
Li+Ly+Ls=1 (3.41)

As coordenadas de Area constituem-se em uma ”variedade”de uma entidade matemadtica
chamada Simplez, Cook [62]. O Simplexr é uma figura n-dimensional que tem n + 1 vértices
e é limitado por n + 1 superficies de dimensao n — 1. Define-se coordenadas de volume como
razao de volumes, a semelhanca das coordenadas de area. O tetraedro é uma variedade
de dimensao 3 que contém 4 vértices e quatro superficies triangulares bidimensionais. O
triangulo por seu lado, possui n+ 1 = 3 vértices, e n+ 1 = 3 faces unidimensionais ou arestas
(n—1=1).

Como as coordenadas do Simpler descrevem todos os seus pontos, isto significa que as
coordenadas de area descrevem todos os seus pontos internos e de fronteira. Isto permite
usar o mesmo sistema de coordenadas para definir as func¢oes de forma na fronteira sem a
necessidade de definir fungoes adicionais. Este aspecto é bastante importante, principalmente
em problemas fluido-estrutura.

As coordenadas de area nao sao linearmente independentes, podem ser consideradas como
um sistema de vetores unitarios Ly, Ly e L3 mutuamente ortogonais no espaco e que descrevem

oplano Ly + Lo+ L3 = 1, ver Peano [50]. A aresta ou lado 1 sera representado por Ly + Lo = 1
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que esta no plano L X Ly, a equacao para o lado 2 no plano Lox L3 é Lo+Ls =1,e Ls+L; =1
¢é a equacao para o lado 3 que esta no plano L3 X L.

As integrais de linha, de area e de volume sao dadas respectivamente por:

7 nlk!
L"LEds = L———— 42
/L e G A Y (342)
11!
LPIEILdA = 24— 4
/A 12 2+n+k+1)! (3-43)
el )]
LPLELE L dy = 6V n A4
/v ihalylidy =0 B+n+k+1+m) (3:44)

sendo L o comprimento do elemento linear, A a 4rea do elemento triangular e V o volume
do elemento tetraédrico. A simplicidade das expressoess de (3.42) a (3.44) é um dos fatores
que torna a manipulacao e posterior integracao das funcgoes em coordenadas naturais ex-
tremamente simples, mesmo sem o emprego de programas que trabalham com matematica

simbdlica.
Bases Polinomiais em Coordenadas Triangulares

Como ja definido L; sao as fungoes de forma para os nés i = 1,2,3,e Ly + Lo+ L3 =1,
ou seja Ly, Ly, L3 nao sao linearmente independentes.

Para monomios formados pelo produto de variaveis independentes = e y ja foi visto que
existem (p + 1)(p + 2)/2 termos para formar um polinémio completo de ordem p. Para
definir fungoes de forma empregando coordenadas de area, necessita-se de uma relagao en-
tre coordenadas triangulares e os polindmios completos de grau p. No entanto, observa-
se que L% + L1Ly + L1L3 nao é um polinomio de ordem 2, como Ly + Lo + L3 = 1,
L2+ LiLy+ LiL3 = Li(Ly + Ly + L3) = L.

Peano [50] propoe uma base fomada com os seguintes termos 1, L; e Ly que sao linearmente
independentes, com ordem 0 o primeiro e ordem 1 os dois iltimos. Os monoémios LiLs, LoL3 e
L3 L; tém ordem 2 e também sao linearmente independentes entre si e com os termos definidos
anteriormente de ordem mais baixa. O mesmo ocorre com os monoémios de ordem n (n > 1),
LY 'Ly, Ly 'Ly e Ly 'L,. Estes monomios assim definidos, formam uma base infinita e sdo
a base de um espaco infinito, o espaco H°. O produto da base de H® por L;LyLs define

as bases independentes de outro espaco infinito H', Peano A. [50]. Pode-se notar que estes
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1
L1 Lo

LiLo LsLs L3l

L?L, L2L3 L2Ly LilLoL3
L*%Lg L§L3 L_§L1 L2LoLs LyL32
LiLQ L%Lg LZLl L5L2L3 Lng L2112

L%Lg Lng Lng LéL%L3 LngLg L%Lng L2212

L%Lg L§L3 L§L1 L%L%Lg L1L§L§ L%Lng L%L%Lé L2L312

L3
L2

O Uk WO

n L"Ly LPLy LyLy L0L3Ls L L3L2 L2L,L% LPL3LE  L2LRL3  L2L3LY

Tabela 3.1: BASES PoLINOMIAIS EM COORDENADAS TRIANGULARES

espacos sao disjuntos ou que ndo tém termos em comum. A base para o espaco H? ¢ definida
multiplicando a base de H® por L2L2L32 e novamente formam um outro espago disjunto com
o primeiro H° e com o segundo H'. Define-se desta maneira um ntimero infinito de espacos
a partir do produto da base de H® por LT Ly L% definindo H™.

O somatorio das bases dos espagos H"™ definem uma nova base U que é uma base para
o espago de Hilbert [50]. Este fato tem consequéncias sobre o comportamento das matrizes
dos elementos cujas funcoes de forma sao definidas a partir destas bases. Todos os termos
linearmente independentes de ordem p definidos pela base triangular estao contidos em U.
Na Tabela (3.1) mostra-se alguns termos da base U. Todos os termos até ordem p retirados
desta tabela, definem um polindomio completo em coordenadas triangulares ou de area, Peano

[50].
Funcgoes de Forma em Coordenadas Triangulares

As funcgoes de forma em coordenadas triangulares sao dadas por Lq, L, L3 de forma que

r = fﬂlLl + iL'QLQ + .ﬁlfng (345)

y=v1L1+y2Lo+ysls (3.46)

As expressoes acima podem ser verificadas usando a definicao de coordenadas de area ou

naturais definidas pelas Equacoes (3.38), (3.39) e (3.40). As fungbes de forma hierarquicas
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originalmente sugeridas por Peano [50] sdo as fungoes do espago U de ordem p > 2, ou uma
composigao linear entre elas. Pelas caracteristicas que exibem sao classificadas em funcoes
de forma laterais e fungdes de forma internas. As fungdes de forma laterais LjL] € H 0
anulam-se em todos os nés x1, o € xr3 uma vez que os valores nodais ja foram atribuidos
pelas fungoes de forma fisicas. Além disto estas funcoes sao nulas também ao longo dos lados
ou arestas do triangulo exceto no lado definido pelos pontos (z;,v:), (z;,y;). No interior do
triangulo estas fungoes nao se anulam necessariamente. Permite-se desta forma funcoes de
interpolacao de ordem elevada (p+ ¢ > 2) entre os nés definidores do lado, além das fungoes
nodais que definem uma interpolagao linear ao longo da aresta. Portanto, para elementos
vizinhos as funcoes lateriais devem assegurar a continuidade da funcao ao longo da aresta em
comum.

Os modos internos, sao dados pelas fungoes L? L?Li; € H™sendo (p+qg+1>3)em > 1,
e anulam-se nao apenas nos nos, mas também ao longo de todas as arestas. Desta forma, nao
modifica os valores nodais compartilhados por outros elementos, nem o valor da funcao nas
arestas em comum compartilhadas por elementos vizinhos. Atendidas estas condigoes estara
asseguranda a continuidade C°. Além disto as matrizes geradas no método dos Elementos
Finitos a partir destas fungoes serao hierarquicas.

A implementagao sugerida por Peano [50, 51] aplica-se a elementos de placa, mas na
discussao propoe-se funcoes para elementos hierdrquicos com continuidade C°. Uma das
familias de fungoes propostas e usadas neste trabalho estd na Tabela (3.2).

Babuska [38] parte das bases em coordenadas triangulares completas Tab. (3.1) mas
propoe fungoes de forma um pouco diferentes. Estas funcoes foram desenvolvidas para com-
patibilizar as funcoes laterais dos quadrilateros com as funcoes laterais dos elementos trian-
gulares, assegurando assim a continuidade ao longo da aresta de contato. Embora dando
pouca énfase ao aspecto da escolha das funcoes de forma e de suas caracteristicas, Bravo
[39] apresenta fungoes formuladas a partir de polinémios de Chebyshev para elementos nao

conformes.
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P Funcoes de Forma
fisicas ou

1 nodais Ly Ly Ls
hierarquicas

2 laterais 211 Ly 20213 21314
hierarquicas

3 laterais LILQ(LI - LQ) L2L3(L2 - L3) LSLI(LS - Ll)
hierarquicas
internas LiLyLy
hierarquicas

4 Jlaterais Ly Ly(L7 + L3) LyLy(L3 + L3) LyLy (L5 + L)
hierdrquicas 2 9
internas L1L2L3 L1L2L3
hierarquicas

) laterais LlL?(L? - L%) L2L3(L% - L%) L3L1(L§ — L?)
hiersraui
SR Lt B
hierarquicas

6 Jaterais LlLZ(LAlL + L%) L2LS(L§1 + L§) L3L1(L§ + L%)
.hierérquicas L% L% Lg
nternas 379 i ) ;
hierarquicas

7 laterais L1L2(L51) - Lg) L2L3(L§ - Lg) L3L1 (Lg — Lfl))
hierarquicas 37272 273712
internas LiLgLi’) s L;L2Li
hierarquicas

8 laterais L1L2<L(15 + Lg) L2L3(Lg + Lg) L3L1(Lg + L?)
hierarquicas 47272 27479 27974
internas L;Lng) LngLg L;Lng

Tabela 3.2: FUNCOES DE FORMA PROPOSTAS POR PEANO [50] EM COORDENADAS TRI-

ANGULARES CcOM CONTINUIDADE C° COMPLETAS ATE ORDEM 8
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Mudanca de Coordenadas

Partindo-se da aproximacao geométrica de um elemento triangular:

3

r=x1Lq +x9Llo + SL’3L3 = T = leLz (347)
3

y=uy1L1+y2Lo+ysls =y => yL; (3.48)

VAR ZlLl + ZQLQ + 23L3 (349)

no plano z = 1 a Equagao (3.49) torna-se 1 = Ly + Ly + Ls.

As matrizes para aproximagao das varidveis de interesse na Equagao (3.29) tém que ser
expressas em coordenadas triangulares nas quais as fungoes de forma estao definidas. Deve-se
obter uma expressao para mudanca de sistema de coordenadas. Para isto, necessita-se de
uma relacao funcional entre as coordenadas triangulares e cartesianas. Esta relacao é obtida
da diferencial parcial das fungoes que descrevem cada uma das coordenadas triangulares

expressas em coordenadas cartesianas:

0L, 0L, 0L,

Ly = .
0Ly o dx + dy dy + o dz (3.50)
0Ly 0Ly 0Ly
Ly = bl
0L, aJtdrzcjt aydy+ aZalz (3.51)
. 8L3 8[/3 aL3
OLs = pe dx + oy dy + 5 dz (3.52)

o sistema pode ser expresso matricialmente como,

oLy 9Ly 9Ly

0Ly o oy 0 dx
OLy ¢ =| 32 52 %2 |{ dy (3.53)
OLs oLy ols oLy | | gz

or 9y 9z
. T ~
em uma forma mais compacta {d}’ = [T]{d}°. Procendendo-se da mesma forma a expressao

de varidveis em coordenadas cartesianas a partir de coordenadas naturais é representada

matricialmente como:

oz oz oz
dx ? @ @ 0Ly
dz 0z 0z 0z 8L3

0Ly 9Ly 0OL3
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isto é {d}° = [J]{d}". A matriz [J] é a matriz de transformacao inversa. Das relacdes acima,

Equagoes (3.53) e (3.54), pode-se escrever que [J] = [T]~!. Aplicando as relagoes dadas pelas

)
Equagoes (3.47), (3.48) e (3.49) a relagao matricial (3.54), tem-se:

r1 T2 I3
J=1wy v s (3-55)
1 1 1

O determinante |J| é o jacobiano da transformacdo e para o caso do elemento triangular
|J| = 2A, onde A é a area do elemento, como pode ser observado pela simples inspegao da
matriz [J]. A matriz [T] pode ser obtida da relagao [T] = [J] !,

1 Yo —Ys T3 — T2 TolYs — T3y

o4 | Y3 U Ty T3 Th Ty (3.56)
Y1 = Y2 T2—T1 T1Y2 — T2

] =

igualando os termos do sistema dado em (3.53) com a expressao (3.56), tem-se:

0L, 1 0L, 1 oL, 1

Tr T 2aWr w5 = gg(ms w5 = 5 (@ays — Ta);

0L, 1 0L, 1 8L2 1
or 2A(3/3 —1); aiy = ﬂ(xl — x3); 92 24 — (2351 — T1Y3);
0Ls 1 0Ls 1 0Ls 1

Tr oA )it = oglm a5 = ol

Para obter-se as mesmas expressoes da definicao de coordenadas de area:

T1Y2 — 952?/1)

Ly z
Ly p =[]
Ly 1
o que conduz a
1
Ly = ﬂ[(@h —y3)z + (3 — 22)y + (r2ys — T342)]
1
Ly = o l(ys =)o+ (01 = 23)y + (2300 — 43)]
1
Ly = 57100 = 1)2 + (22 = 2}y + (210 — 2a1n)]

Como Ny = Ly, Ny = Ly e N3 = L3, logo ON;/0x = 0L, /0x, ON,/0y = OL1/0y, etc. Todos

os termos da expressao (3.29) estao definidos em coordenadas de érea.
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O elemento diferencial de area serd dado por [76]

or or

sendo 7 o vetor posi¢ao no sistema de coordenadas ortogonais (Li, Lo, L3), que é definido

como

-

7= Ly7+ Lo+ Lyk (3.58)

Como 7 define um ponto no plano L + Lo + L3 =1

—

7= L7+ LoJ+ (1 — Ly — Ly)k (3.59)
entao
or - or -
=7k =7k .
oL 7 ¢ oL, ] (3.60)
or o , LT Tk B,
o G- x(G—K)=[1 0 —1|=@+7+k) (3.61)
OL; 0Ls
01 —1
portanto,
or or -
dA = — 0Ly X —0Ly = (i'+ 7+ k)dL1dL 3.62
oL, 1X8L2 o= (U+ T+ k)dLidLy (3.62)
em valor absoluto,
dA=+1+1+1dLydLy = v/3dL,dL, (3.63)

Na equacdo acima /3 representa o dobro da &rea do elemento de referéncia determinado
pela intersecao do plano L; + Ly + L3 = 1 com o diedro formado pelos eixos positivos do
sistema de coordenadas triangulares. O elemento diferencial de area sera expresso como
dA = |J|dLydL,.

Como neste trabalho emprega-se matrizes fechadas ou integradas analiticamente, no
Apéndice C encontra-se delineado o procedimento de integracao das matrizes volumétrica
[H¢] e de compressibilidade [Ef]. Na Secao C.1 sao integrados alguns termos da matriz
volumétrica [Hy]. O procedimento de integracdo de termos da matriz elementar de com-

pressibilidade [E] estd na Secao C.2.
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Capitulo 4

Formulacoes do Problema
Fluido-Estrutura Empregando a
Técnica dos Elementos Finitos

Como ja foi citado na Introducao, a maioria das abordagens que usam o métodos dos Ele-
mentos Finitos aplicados ao problema fluido-estrutura podem ser encontradas na referéncia
Ohayon [8]. Dentre as técnicas tradicionais empregadas para o problema acistico interno,
estd a formulacao em deslocamentos (u,s) [8, 10, 11, 9, 12, 13, 14, 15]. Para pequenos
deslocamentos da particula fluida em relagao ao equilibrio (ndo hé escoamento) este procedi-
mento ¢é valido. Embora nao seja empregada neste trabalho, para permitir uma comparagao
com a formulac¢do em pressao, a formulacao (u, s) serd brevemente revista e discutida. Sera
apresentada a formulagao classica (u, P) em pressoes que é adotada neste trabalho.

Outras formulagoes, tais como, Potencial de Velocidades e Pressao Hidrostatica podem
ser encontradas no trabalho de Galli L. A. F. [10], Potencial de Deslocamenetos no trabalho
de Martini J. N. [77], Potencial de Velocidades em Casas W. J. P. [78] e Zavala P. A. G.
[75].  Estas referéncias também trazem uma bibliografia mais completa referente a estas

formulagoes.
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4.1 Formulacoes em Deslocamento para o Problema
Fluido-Estrutura

Problemas de mecanica estrutural na formulagao dinamica apds a aproximacao por ele-

mentos finitos gera expressoes matriciais do tipo [62]:
[MeJ{a} + [KeJ{u) = {F°} + {Fr} (4.1)

A matrizes [M,] e [K.] sdo as matrizes de massa e rigidez como ja definidas para barra e
para viga, u é o vetor de deslocamento no sélido é definido de forma tradicional em funcgao
dos deslocamentos nodais {u} = [N]{u;}. O ponto sobre as varidveis simboliza derivada em
relagao ao tempo, duplo ponto derivada segunda. Os vetores F° e Ff representam respecti-
vamente as forgas de corpo e as forcas aplicadas na fronteira do sistema.

Como j4 foi mencionado, o método conhecido como método dos deslocamentos gera ma-
trizes simétricas para o problema acoplado, e este é um dos seus aspectos mais atraentes.
Usa-se a formulagao Lagrangiana para a variavel deslocamento no meio fluido, considerado
como um corpo sélido. Supoe-se que as equacgoes da mecanica sejam satisfeitas pelo elemento
fluido para pequenos deslocamentos se nao houver escoamento, como é o caso de problemas
de acustica. Se o fluido for analisado usando a variavel deslocamento, simbolizada por s, por

analogia com os problemas de mecanica estrutural [14] tem-se:
[MIIEY + (KD {s} = {F/} + {F} (4.2)

Neste contexto as matrizes tipicas da equacao do problema dinamico para o sélido sao re-

definidas para o fluido como segue
] = po |, INTINAO (43)
O termo pg é a densidade do fluido.

K1) = [, (BTIE] Bl (44)

(£} = [ IV} {fo} a0 (45)
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onde {FS{ } representa o vetor que contém as forgas de corpo atuando no dominio. Analoga-

mente,
(£} = [ N} }ar (4:6)

onde {Flf } sao as forgas de superficie atuando na fronteira T'.
O vetor de deformagoes € é obtido aplicando um operador diferencial (matriz D) sobre a

matriz de fungées de forma [62, 13, 10, 14]

[B] = [DI{N} (4.7)
0 que permite escrever a deformacao da seguinte maneira:

{e} = [B] {si} (4.8)

Sendo a matriz [F] a matriz de elasticidade do material, a lei de Hooke generalizada pode

ser expressa como:
{o} = [E]{e} (4.9)

A tensao {o} atuando no fluido é dada pela expressao [23]:

2 o o 05;
e P 20V T 42 410
g 3Ho + 'MOE)xi (4.10)
05, 03
= 4.11

o termo o € a viscosidade absoluta. Portanto, a tensao serd expressa por um componente

volumétrico e outro viscoso [14]
{o} = [Ccl{e} +[Cv]{e} (4.12)
ou considerando {oc} = [Ce] {e} e {ov} = [Cv] {&}
{o} ={oc} +{ov} (4.13)

Conforme Kinsler [73],
P=-BV-§ (4.14)
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sendo B o médulo de compressibilidade do fluido, definido pela Expressao (3.2). Usando a

Relagao (4.14) na Expressao (4.10), os tensores sao redefinidos como a seguir [14]

—-P [ B B B 1 ( €ra
P B B B 0 €y
—P B B B €1
{oct=4 o 1= 0 o (4.15)
0 0 0 €y
0 i 0 | €1

e para termos viscosos [23, 14]

Oz i %MO _gﬂ(] —élubo 1 Ezz
Tyy TgHo g Tk 0 Cyy
Oz —3Mo —3Ho 3 Ho €2z
oy} = = 3 3 3 . 4.16
(ovh=1 7= N (4.16)
Oyz 0 Ho €yz
Oz L Ho | sz

Considerando pequenos deslocamentos em relagao ao equilibrio, as relagoes (4.8) e (4.7),
sao validas para o fluido. Aplicando os tensores como definidos acima na expressao da matriz

de rigidez obtém-se

(K1) = [, [BTCe Bl (417

e definindo a matriz de amortecimento para o fluido D/
D! = [, 1BTlC] B0 (418)
O problema pode ser reescrito como
(MI{3} + (DI} + [KL{s} = (P} + {F} (4.19)

Inicialmente o procedimento mais efetivo para resolver o problema foi o proposto por Handi

et al. [9]. A vorticidade ¢, cujo médulo ¢ o dobro da rotagio do fluido & (5 = 24)

2&:5:i(§xﬁzﬁx§z:§xv (4.20)

o que leva a definicao de 5 em funcao do deslocamento s como:

Ce = (Si5 — 35,) (4.21)
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e a condicao de irrotacionalidade serd dada por

1=
O que acarreta em
Ced s cvx B 9= (4.23)
Cdt a dt a '

A condicao de irrotacionalidade definida a partir do deslocamento é valida para pequenos
movimentos da particula, supondo o campo de deslocamentos proporcional ao campo de

velocidades. Com estas condicoes satisfeitas, substituindo a equacao constitutiva para o

fluido, Equagcao (4.14)

P+BV-5=0 (4.24)
na equacao de momentum
pos + VP — F} =0 (4.25)
e considerando ﬁ{; = 0, resulta em
BV(V-5)—pos =0 (4.26)

com acoplamento na interface dado por
(Uu—35)-1=0 (4.27)

O w4 é deslocamento na estrutura, s o deslocamento no fluido, e 7 é o vetor normal a superficie.
A Expressao (4.26) permite eliminar o termo de tensdo viscosa da Equacao (4.19), o que
simplifica a montagem e solugao do problema. No entanto, este procedimento resulta em
modos espurios ou modos de energia zero. Este fenomeno foi associado a circulagao devido
a nao existéncia do mddulo transversal de cisalhamento [14, 9]. Ousset [9] alega que a forma
discretizada do problema, dificilmente consegue satisfazer a condicao de irrotacionalidade
dada pela Equagao (4.22) sobre todo o dominio. Para contornar esta dificuldade Ousset
propoe o emprego da técnica conhecida como método das penalidades. Define-se entao uma

matriz [B¢] a partir das Equagoes (4.22) e (4.21) tal que:

{C} = [Bl{s} (4.28)
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define-se também o fator de penalidade a e a matriz
HQ]:C{@UﬁﬂdeQ (4.29)

de forma que adicionada a expressao original elimine os modos espurios. O problema dis-

cretizado é entao expresso por,
(MI1{8} + (K] + (K1) {s} = {F'} + {F{} (4.30)

O fator de penalidade o é proporcional ao moédulo de compressibilidade B, e apresenta o
inconveniente do valor 6timo ser encontrado por tentativas [9, 14, 16]. Por outro lado algumas
referéncias [22, 16, 24, 47| afirmam que este tipo de procedimento em conjunto com técnicas de
integracao reduzida ou de ordem reduzida nao eliminam os modos espurios em todos os tipos
de problema. Destacam em especial problemas externos envolvendo fluidos incompressiveis.

Outras formulagoes em deslocamento foram propostas por Wang e Bathe [22] (u,p, A) e
por Bermidez [24]. Wang [22] afirma que a correta imposi¢ao da dire¢do normal nos nds
dos elementos ¢ fundamental para solugao e eliminagao de raizes espurias. Mas baseados no
trabalho conduzido por Bathe e Olson [16] concluem que a Equagoes (4.24), (4.25) e (4.26),
nao descrevem corretamente o problema. Segundo estes autores as equagoes que descrevem

corretamente o comportamento do fluido sao

VP+V xA=f (4.31)
_ P

.54+ = =0 4.32

Vs—l—B (4.32)

Vx§——=0 (4.33)
(6]

Nas expressoes acima « € uma constante arbitraria, um multiplo do médulo de compressibil-
idade do fluido como no método das penalidades, e A /a a quantidade de movimento devido
a vorticidade. As condig¢oes de contorno sendo s.7 = 0 para parede rigida, P = FFf na
superficie de contato fluido-estrutura. Com esta formulacao os proponentes alegam que os
modos espirios sao eliminados [22]. Os modos de corpo rigido sé sao eliminados impondo-se
a condicao de irrotacionalidade. Neste caso, a condicao de irrotacionalidade deve ser aplicada

a todo o dominio fluido, o que implica em uma dificuldade adicional. Para contornar este
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problema [22] definiu-se uma nova variavel K/ a representando a quantidade de movimento
devido a vorticidade. A irrotacionalidade do fluido seria garantida pela Equagao (4.33).

A diferenga bésica entre os métodos é a introdugao da varidvel A/a, sem que a varidvel
pressao seja eliminada da expressao final como era o procedimento usual na formulacao em
deslocamentos. Na formulagao (u, p, A) o deslocamento é retirado da equagao da conservagao
de momento. A quantidade de movimento devido a vorticidade e a pressao acoplam as
equagoes do sistema. A pressdao passa a ser a responsavel pela equilibrio de forcas com a
estrutura. Como os deslocamentos continuam sendo calculados nos elementos fluidos e estru-
turais o numero de variaveis aumenta consideravelmente, e este parece ser um dos problemas
da formulacao além da determinagao do termo arbitrario c. O sucesso da discretizagao do
problema assim formulado estd associado a correta escolha de elementos e fungoes de inter-
polacdo, que devem atender a condigdes bastante restritivas [13, 22].

Em Bermudez A., Durdn R. e Rodriguez R. [24] o procedimento empregado é um pouco

diferente. A equacao para conservacao de momento para o fluido é dada por,
VP — ppw?5=0 (4.34)

sendo w a velocidade angular, py a densidade do fluido no dominio €2, e s o deslocamento
do fluido. Nesta formulagdo nao é usada a equagao constitutiva Equacao (4.32), mas sim a

de conservacao de massa que em problemas incompressiveis é expressa por:
V-5§=0 (4.35)
Para o dominio sélido elastico
—(03(u)) j — pewu; =0 (4.36)

onde p, é a massa especifica do sélido e u o vetor deslocamento neste dominio (£2.). Neste

caso, a condi¢ao de contorno na interface fluido estrutura, condicao cinematica, é dada por:
(W—35)-1=0 (4.37)

sendo s e u os vetores deslocamento do fluido e da estrutura na interface, n a normal a esta

face de contato. A condicao de equilibrio dinamico pode ser escrita como segue,
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A forma fraca do problema delineado pelas Equagoes (4.34) a (4.36) é alcangada considerando

uma funcao teste para o fluido tal que
V-7=0 (4.39)

e a funcao teste z para a estrutura que satisfaca a condicao cinematica na interface, Equacgao
(4.37)
(Y—Z2)-1=0 (4.40)

Multiplicando a Equacao (4.34) por y e a Equacao (4.36) por z, aplicando Green, as condigoes
de contorno, de interface e eliminando a pressao, chega-se a forma fraca do problema acoplado

dada por [24, 47]

/ oij(u)ei;(2) dQ = w? </ posi - Yi dQ +/ Pelli * % dQ) (4.41)
Qe Qf Qe

atendendo a conservagao de massa Equagao (4.35) e (4.39) ou de divergente nulo, e cinema-
ticas (4.40). A condigao de divergente nulo ao longo do dominio é uma condicao dificil de
ser implementada. Para contornar este problema Bermudez et al. [24] definem o campo de
deslocamento admissivel do fluido y (que deve ter divergente nulo) em termos do rotacional
das linhas de deslocamento :

J=Vxg (4.42)

sendo sendo ¢ a linha de deslocamento, definida de forma semelhante a funcao de corrente
[24]. Da identidade vetorial [76]
V-(Vx@) =0 (4.43)

a condigao de continuidade, Eq. (4.39), estara satisfeita. O inconveniente desta formulagao é
a dificuldade das equacoes em descrever corretamente as condigoes cinematicas na interface.
Com a discretizagao do dominio a condi¢ao de conservagao de massa Eq. (4.35) implica
em que §-1 = V x g - n é uma constante ao longo da aresta do elemento de interface,
Bermudez [24]. Mas o termo @ - 7i que representa o deslocamento normal na estrutura nao
¢é constante ao longo da face de contato. Esta incompatibilidade foi corrigida considerando

que os termos § -7 e 4 - 7 sao iguais no ponto médio da aresta do elemento de contato.

Este artificio leva a alguns problemas na implementacao. Para resolver esta dificuldade
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Bermudez [24] define novas varidveis na interface para impor esta condi¢ao. Por outro lado,
as linhas de deslocamento, a semelhanca das linhas de corrente sao grandezas escalares, e que
implicam em um nimero de variaveis reduzido. Este procedimento também foi extendido
ao caso compressivel, mas neste caso a Equacao da conservagao de massa (4.35) tem que ser
substituida pela Equagao (4.24). Desta forma ja nao é mais possivel trabalhar com as fungoes
de deslocamento e o niimero de variaveis passa a ser consideravel novamente, ver Bermudez
[24]. Na referéncia [24] a formulagao é testada para alguns problemas bidimensionais. Fica a
duvida se esta formulagao pode ser extendida a problemas tridimensionais, pelo menos neste
espago a funcdo de corrente nao é definida [23].

Os métodos conhecidos como método dos deslocamentos partem de aproximagcoes das
equacgoes constitutivas dos fluidos uma vez que deslocamento nao é a variavel primitiva a
partir da qual estas expressoes foram deduzidas. Normalmente ¢é dificil de impor em todo
dominio fluido a condicao de irrotacionalidade. A auséncia desta condicao leva pelo menos
a um execessivo nimero de modos de corpo rigido. Outra condi¢ao que também é de dificil
implementagao, também por abranger todo o dominio, é a conservacao da massa no caso de
escoamentos incompressiveis. Para vencer estas dificuldades em todos as publicagoes sao en-
contradas uma série de artificios como mudanca de variaveis, e ou a introducao de outras que
auxiliem na solucao correta. Quase sempre estes procedimentos acarretam dificuldades para
aplicar as condigoes de contorno e ou de continuidade. Dos métodos citados, o procedimento
proposto por Bermidez et al. [24] parece ser o mais consistente, pelo menos ndo emprega
constantes arbitrarias e ou restrigoes excessivas aos elementos. Os elementos propostos por
Bathe e Wang [22, 13] impossibilitam o emprego de elementos hierdrquicos. Como no método
das penalidades este método usa constantes arbitrarias que dependem do problema em par-
ticular, este aspecto e o tipo de elemento eliminam a possibilidade do uso de um estimador
de erro usando técnicas tradicionais ja desenvolvidas. O método proposto por Bermudez [24]
foi usado por Alonso A., Russo D. e Vampa V. [47] em uma rotina adaptativa, no entanto, o
estimador usado aparentementemente apresentou dificuldades em captar corretamente o erro
na interface. Este aspecto serd comentado mais a frente.

A formulac¢do em pressao (u, P) [8, 10, 17, 11] apresenta como maior inconveniente a
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geracao de matrizes nao simétricas como ja foi comentado. Esta assimetria deve-se a matriz
de acoplamento entre duas variaveis primitivas distintas: deslocamento e pressao. No entanto,
esta técnica é mais robusta por nao necessitar de coeficientes arbitrdrios. A Equagao (3.1)
usada para modelar o fluido foi linearizada considerando a conservacao de momento e massa
[73, 74] e nao necessita de qualquer restrigdo ou cuidado adicional. Como o problema de
interresse aqui € analisar o problema acistico interno optou-se por usar a formulagdao em

pressao.

4.2 Formulacao em Pressao do Problema Acoplado Flu-
ido-Estrutura

O problema considerado aqui é o problema actstico interno. Por problema actstico interno
entende-se o problema onde a condicao de Somerfeld ou de dominio infinito nao se aplica.
O problema acustico interno representa a situacao onde a perturbacao do meio acistico esta
confinado a um dominio fluido e estrutural limitado. Para simplificar serd usado o termo
cavidade acustica com o mesmo significado dado ao problema actstico interno. Portanto,
as condicoes de contorno de uma cavidade acustica podem ser a condicao de parede rigida
Equagao (3.17) ou (4.47), condigao de acoplamento com elemento estrutural elastico Equagao
(3.16), e mesmo a condigao de pressao prescrita na fronteira P = 0. A condigao de ondas
superficiais ou gravitacionais também preenchem a condicao de contorno de cavidade actustica,
mas nao serao consideradas neste trabalho.

O caso que serd estudado é dado por uma cavidade acustica com pressao nula em todas
as faces, com excessao de uma que serda modelada por uma viga. O fluido preenche o interior
da cavidade. A Figura (6.20) mostra a disposigao fisica do problema.

Na Segao (3.2) foram desenvolvidas todas as condi¢oes de contorno aplicaveis ao problema
actustico. O termo de acoplamento estd no lado direito da Equacao (3.9). Este termo de

interface é escrito como:

Gj
Frﬁn

r é a funcdo teste, P a pressao intantanea, e 7 o vetor normal a fronteira. A derivada

dl’ = f PV P - i7dD (4.44)
I
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direcional da pressao na direcao normal é:

oP -
5 = VPl (4.45)

Considerando V,, a componente da velocidade V normal a superficie, da Equacao (3.16):

oP oV,
— = —po— (4.46)
on ot

A expressao acima relaciona a derivada direcional da pressao normal a superficie com a
velocidade normal a esta mesma superficie. Como na interface a velocidade do fluido é igual
a velocidade da parede esta expressao é a responsavel pelo acoplamento entre as equagcoes

que descrevem o comportamento dinamico do fluido e da estrutura. A condicao de contorno

para parede rigida implica em velocidade nula na parede, condi¢ao natural, que é dada por:

orP

5 =0 (4.47)

Para o caso da velocidade da parede nao ser nula

oP av,
—dl' = — “dr 4.4
Fran Po FT ot (4.48)
o termo
% — 82w” =0
o otz "

indica a aceleracao da parede, sendo w,, o deslocamento na direcao normal a mesma, portanto,

P
jf L 74 il (4.49)
r

Discretizando-se em elementos e fazendo-se a aproximacao, tem-se:

oP Nis

n k
oF % odl = — jé N/ v ST N€ 4, dr 4.50
Fran po Frw pomz::1 F; l TjZ::l 7 450

sendo n o grau de liberdade ou niimero de fungoes de forma empregadas na discretizagao do
elemento fluido, fungoes estas simbolizadas por [Nz»f ]. O indice k é o grau de liberdade do
elemento estrutural empregado ou o nimero de fungoes de forma fisicas e hierdrquicas em-
pregadas para descreve-lo, representadas genericamente por [Nje] O numero Ny, representa

o total de elementos com arestas no contorno que satisfazem a condigao de continuidade
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de velocidade normal a parede. A matriz gerada é chamada de matriz de acoplamento [L],
conforme [10, 75, 17], e pode ser definida por:

Ny

ﬁ ribd = 3 /F éNif 3 N; iy T = Y7 (L] {iy} (4.51)

A matriz [L]T é composta apenas por termos resultantes do produto de fungoes de forma
nodais e de termos hierarquicos pertencentes a aresta dos elementos de fluido e estruturais
em contato. Os elementos internos, e arestas internas nao tém termos nesta matriz. Assim,
pode-se representar a continuidade de velocidade normal no contorno da seguinte forma:

Ny,

fr ridl = }_:1 ry /F f}fo ;N{ edl w; = {r} T [L)T {a;} (4.52)

T - . . .
onde N, f representa as funcoes de forma nodais e laterais do lado do elemento fluido que
faz contato com o elemento estrutural e NjF ¢ representa as fungoes de forma do elemento

estrutural em contato com o elemento fluido.

Matriz de Interface para Acoplamento entre Elemento fluido e Elemento de Viga

A forma matricial da Expressao (4.52) é dada por

n k
)" = ¢ S NS NFear (4.53)
Fic1 j=1
N{INTe .. N{INTe
[L]" = : : dl’ (4.54)
r
NIfNTe . NISNFe

Para obter os termos da matriz de acoplamento é necessario que se tenha formulado tanto
o elemento fluido quanto o elemento estrutural. A formulacao para o elemento fluido foi
desenvolvida no capitulo anterior e as fungoes de forma serao as mesmas apresentadas na
Tabela (3.1). As fungbes de forma para o elemento estrutural, no caso a viga, também ja
foram desenvolvidas. As fungoes de forma nodais para a viga, dadas da Equacao (2.43) a
Equagao (2.46), e escritas como se segue:

N¢ = i(2 -3¢+ &) (4.55)
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Ny = 5(1 — -8+ (4.56)
N¢ = i(z + 3¢ - &%) (4.57)
N = E(c1-gre e (458)

8

o termo L representa o comprimento da aresta de contato. Para evitar confusao entre as
coordenadas triangulares e comprimento da aresta L, usa-se a barra como forma de facilitar

a distingdo. As fungoes de forma hierdrquicas da viga sao geradas pela Equagao (2.53):

elr) 1 by — Do Pio—Dja
)= 8(2j — 3) l (25 —1) (25 —5) (459)

definida para j > 4 . Para j =4 e j = 5 as fungoes de forma seriam respectivamente:

_ —1-30€82+15¢

€= T (4.60)
Ne = € (19— 70£2 4+ 3564 (161)

8014

A primeira constatacao é que as variaveis que descrevem as fungoes de forma nao sao as
mesmas para o fluido e para estrutura. No elemento triangular as variaveis sao Ly, Lo e Ls,
no elemento de viga £&. Como ja visto na Secao 3.4.1 é possivel a descricao dos elementos
lineares com emprego de coordenadas triangulares. O dominio de definicao das diferentes
varidveis também ja foi abordado, L; e Ly s@o definidos em [0, 1] e £ no intervalo [—1,1].
Definindo-se £ = Ly — L; é possivel usar somente as coordenadas triangulares, e N} ¢ estard

definido no intervalo [—1, 1]. Fazendo a mudanca de varidveis tem-se

NTe = i (2438L1 = Ly® = 3Ly + 3Ly Ly — 3Ly Ly” + L) (4.62)
N§€_§(1+L1 — L —L*—Ly+2L Ly +3L% Ly ..

—Lo* = 3Ly Ly” + Lo*) (4.63)
NFe = i (2=8Li+ Li*+ 3Ly = 3L:° Ly + 3Ly L,” — L) (4.64)
N4Fe:g(—1+L1—|—L12—L13—L2—2L1L2+3L12L2...

+Lo* = 3L Ly” + L) (4.65)
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Usando funcgoes de forma definidas com as mesmas variaveis e no mesmo intervalo, o processo
de integragao dos termos da matriz de interface pode ser realizado. Para tanto serd usada a

Expressao (3.42)
nlk!

(I14+n+k)!

dL é o comprimento elementar ao longo da aresta de contato. O primeiro termo da matriz

/_ LrkdL = (4.66)
L

de interface sera dado por:
LYY = / NFenNTI L (4.67)
L

) 1
L(f)_[1(2+3L1_L13_3L2+3L12L2_3L1L22+L23)L1dL (4.68)
L

=

1
LU — / T30~ L =3 L L+ 310 Lo = 3L Lo+ LaL5®) AL (4.69)
L

1,1 =

L/ 1 .2 24 1 6 4 6
L(fs):< 432 - 3- 43— —3-— ) 4.70
= PP T 10 %6 0120 T P10 T 120 (4.70)
e resulta em:
7
A —— 4.71
O segundo termo é definido por:
LY = / NTeNEIar (4.72)
’ L
1
LYy = /L 7 (243L1 — Li® = 3Ly + 3L Ly — 3Ly Ly* + Ly®) Ly dL (4.73)
s 1
LU — / L (L4301 Lo— L Ly =313+ 3L,° L3~ 3L, L + ') dL (4.74)
’ L
logo:
s 3 -
LYy = oL (4.75)

A integracao analitica dos demais termos da matriz de interface do elemento envolvendo

apenas fungoes de forma nodais ou fisicas resulta em:

S
L= | %7 %7 (4.76)
25, 21
E
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se forem incluidos a titulo de exemplo 5 termos hierdrquicos para a modelagem da viga e
7 para a discretizacao da aresta de contato do elemento triangular do fluido, a matriz de

interface elementar torna-se:

T 3 1 =3 1 —23 1 —23 17
20 20 6 140 20 1260 42 1848 72
L L L  -L L —L L —L L
20 30 30 420 105 504 252 792 495
3 i 1 3 1 23 1 23 €1
20 20 6 140 20 1260 12 1848 72
-L -L -L -L —L —L —L —L —L
30 20 30 420 105 504 252 792 495
1= | Y 10 10 0 V3 0 V10 0 V10 A7
[L] = 120 120 140 252 1320 2860 (4.77)
7
Vi Vi V14 0 V14 0 2 0
840 840 2520 3080 2574
0 0 e O 9240 0 10296 0 8580
—\V/22 —V/22 V22
0 0 0 20 0 40040 0 180180 0
/26 26 —\/26
L0 0 0 0 mose O w3120 0 194480 -

Matriz de Interface para Acoplamento entre Elemento de Viga e Elemento fluido

A Equagao (2.36) que descreve o comportamento dinamico da viga sem os termos de

amortecimento e de carregamento devido ao momento é escrita como,

Lt d?w d*v Lt 0w Lr
EI / dwany / A0 dr = / d 478
0 da?da? * 0 ( P or U) S T (4.78)

onde w ¢ o deslocamento normal ao eixo x da viga, ¢ uma funcao de carregamento arbitraria, e
v uma funcao de ponderacao também arbitraria, e o comprimento total da viga simbolizado
por Ly para evitar confusao com os simbolos da matriz de acoplamento e das funcoes de
forma em coordenadas triangulares. Todos os termos da expressao (4.78) ja foram analisados
e discretizados. A pressao P do fluido é um carregamento distribuido ao longo da viga.

Considerando apenas o termo em pressao:

Ny,

Lr L 1k n L
| vade = [T oPdr = 37 [ 3 Npu SONT RS de (4.79)
0 0 m=17"1j=1 i=1
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A expressao é uma operacao sobre as funcoes de forma das arestas comuns dos elementos em
contato. O comprimento L ao longo do elemento de viga de dimensdo L pode ser expresso
como:

1+¢;

L= (4.80)

dL =

IR

dg (4.81)

sef=-1,L=0eseé=1entao L = L. Da Equacdo (4.79) e (4.81) pode-se escrever,
Ny,

/O o Pde > / ZNFEUJ ZNFf PdL (4.82)

O termo L representa o comprimento da aresta dos elementos em contato. A Expressao
(4.82) envolve os mesmos termos da Equagao (4.52), diferenciando-se apenas pela ordem no
somatério das variaveis envolvidas, isto é:

Ny,

/OL vPdr = Z/ZNPEWZN”P dL = {v;}" [L]{P} (4.83)

Portanto, a matriz de acoplamento [L] é a transposta da matriz de acoplamento do fluido

Equagao (4.52) apds a mudanca de coordenadas e integragao.

Matrizes Globais para Problema Fluido-Estrutura em Formulacao de Pressao

O sistema fluido-estrutura é formado pelas equagoes

Lr d?w d?v 0*w Lr
EI / vy / 40220 dx = / d
o dezd2™ T o ( ot U) S

OP Or OPOr 1 0°P
/Q<axax+ay 8y> a0+ [ v Garan = f Gl

Na Expressao (4.84) a func¢ao de ponderagao na equacao de Helmholtz foi representada por r.

(4.84)

Apos a discretizacao em elementos finitos, e feita a aproximacao pelas fungoes de interpolacao,
o sistema pode ser escrito na forma matricial como,
[Ke] {w} — ? [M] {w} = [L]{P}
5 (4.85)
w T
[HJ 4P} = =5 [Ef]{P} = —po” [L] {w}

64



Reorganizando o sistema matricial (4.85) chega-se a matrizes nao simétricas, porém, na

configuracao tipica do problema de autovalor autovetor, que é dado por:

Al R S T A Y

Esta é a forma final do problema fluido-estrutura na formulagao (u, P) ou em pressao.

4.3 Formulacao do Problema Acoplado em Potencial
de Velocidades

O problema da acustica linearizada bidimensional pode ser formulado em outras variaveis.
Qualquer outra variavel que mantenha algum tipo de relacao linear com a variavel pressao
ird satisfazer a Equagdo de onda (3.9). A escolha deve recair em uma variavel que permita
simetrizar ou facilitar a simetrizacao das matrizes do sistema acoplado. Alguns referéncias
classicas em acustica teérica Morse P. M. e Ingard K. U. [74], usam a formula¢ao do prob-
lema acustico em potencial de velocidades. O uso desta formulacao em elementos finitos foi
introduzida por Everstine G. C. [18], para ajudar na simetrizagao das matrizes do problema,
sem contudo acarretar dificuldades no acoplamento [10]. A varidvel potencial de velocidades

pode ser expressa da seguinte forma:

dv
—pp— = P 4.87
Po i ( )
que satisfaz a Equagao (3.9), como segue:
) 1.
V- =0 (4.88)

A grande vantagem de potencial de velocidades esta na formulacao da interface fluido estru-

tura uma vez que o campo de velocidades intantaneas é por defini¢ao [23, 74, 73, 10]
V=vVU¥ (4.89)
portanto, se i representa a normal na face de contato fluido-estrutura, pode-se escrever:

V.ond=VU-i=1-i=1, (4.90)
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onde w,, representa a velocidade normal a parede. Desenvolvendo o lado direito da Equagao

(3.9) usando a varidvel ¥, o termo de contorno é dado por:

ﬁrgdr — ﬁrﬁ@ fidD = ﬁrwdF (4.91)
o § [t o
[ rOVar = " (L) i) (4.93)

O carregamento devido a pressao na estrutura sera:

Lr Nfs Nfs
/ vPdx = / NPew, N Py dr = 0 3 / NFev, N0, da (4.94)
0

Lt T .
/0 vPde = —po {vi}" (L] {1} (4.95)
As matrizes finais do problema, representadas por submatrizes geradas por cada um dos

termos do sistema de equacgoes sao escritas da seguinte maneira:

) M 0 ..
K. 0 w 0 poL w € w |
R R e L S v 4 S O
c
O sistema nao é simétrico. Definindo a variavel 6:
: 0
U =_—— (4.97)
Po

que substituida no Sistema (4.96), leva ao seguinte sistema matricial:

e A I

Po
M, 0 -
w
ot . 5 =20 (4.98)
0 pOC2Ef {0} { }

que é um sistema matricial simétrico. Existem métodos de solucao para formulagao com o
termo de velocidade dado na Equagao (4.98). Mesmo que as solugoes sejam reais, a solucgao
deste tipo de problema exige algoritmo de extracao de autovalores complexos, ver Everstine

G. C. [18]. Este tipo de rotina consome 4 vezes mais tempo que um algoritmo de solucao real,
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enquanto o problema nao simétrico consumiria 2 vezes mais tempo em relagao ao problema
simétrico [18]. O problema simétrico sem termo de velocidade apresenta vantagens, e é
possivel de ser obtido. A partir de manipulagdes matriciais (ver Apéndice D) chega-se a

seguinte expressao:

K. 0 0 0
0 —+Hf 0 0
0]
0 0 M, 0
0 0 0 —=Ef
0 L M, 0 w
LT 0 0 —-LF 0
_ poc —
“lam, o o 0 ww (0 (499
0 —-SE 0 0 wh
poc

A Equacao (4.99) é uma expressao do tipo [A[{z} —w[B]{z} = 0 que ¢é o formato padrao
empregado pelos programas de resolugao dos problemas de autovalores no Matlab. Como este
trabalho foi implementado no Meflab que usa o ambiente Matlab, esta foi a forma em que o
sistema gerado pela formulagao em potencial de velocidades foi empregado. Além disto, esta
forma vai permitir a adaptacao de uma rotina p-adaptativa ao problema fluido-estrutura.

No entanto, a forma da Equagao (4.99) conduz a uma série de dificuladades. O primeiro
aspecto é a duplicidade de autovalores e autovetores, isto significa que o sistema tem o
dobro de variaveis. Portanto, o ganho no tempo de processamento é compensado pelo maior
nimero de variaveis. Como o processo de solucao é iterativo, e muitas vezes depende do
condicionamento da matriz, o maior nimero de variaveis conduz a tempo de processamento
muito maiores que o problema nao simétrico se a matriz for mal condicionada.

Outro aspecto que merece ser mencionado, é que a matriz [B] é singular. Esta carac-
teristica restringe o nimero de métodos possiveis e disponiveis para solucao de problemas de

autovalor simétricos.
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Capitulo 5

Estimador de Erro para Problemas de
Vibracoes Livres

Os problemas de autopares formulados nos capitulos anteriores foram colocados em sua

forma matricial genérica nao amortecida como:
(1K - w?[M]) {u} = 0 (5.1)
A solugao nao trivial do problema (5.1) implica em:
det ([K][M] ™" = w*[1]) = 0 (5.2)
A solucao do problema é dada em pares, definidos pelos autovalores:

n

T
{W?} = {w%,w%,wg,...wz} (5.3)
e pelos autovetores 1; ou vetores de deslocamento relativo do sistema:

(V] = [th1, 2,93, - - - ] (5.4)

onde n é o numero de equacoes ou de graus de liberdade do sistema ou do modelo.

O maior problema nos métodos que empregam técnicas numéricas é o de conseguir deter-
minar o quao proximo a solucao obtida esta da solucao exata. Para os métodos de dominio,
¢é possivel avaliar a convergéncia variando-se o tamanho do elemento. Este é o procedimento
mais simples e ainda habitual, mas garante apenas que a aproximagao numérica para o prob-

lema tem solugao tinica que converge para um valor, e nao que a solu¢ao numérica converge
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para a solucao exata do problema. As questoes de estabilidade, unicidade e convergéncia
estao inter-relacionadas [46, 79, 38, 13, 64]. O tratamento tedrico destas questoes permite
um melhor entendimento do fenémeno e permite o desenvolvimento de estimadores de erro
e procedimentos adaptativos [37, 31, 80, 81, 28, 29, 27, 49]. Os avangos nesta area também
abriram espaco para desenvolvimento de rotinas de otimizacao de projeto que empregam
métodos numéricos. Intimeras referéncias que tratam da analise numérica aplicada aos prob-
lemas de Elementos Finitos podem ser citadas sem a pretensao de referenciar todas ou as
mais importantes [48, 46, 47, 79, 38, 13, 30, 64, 70, 31, 32, 33, 34, 35, 80, 81, 28, 29, 27, 49,
36, 41, 42, 43, 44, 45, 82, 53, 40].

O problema bésico é estabelecer uma medida do erro entre a solu¢ao exata e a solugao
aproximada pelo método numérico. A algebra linear [25, 83, 79], e de uma forma mais
ampla a topologia [84], fornecem as ferramentas necessérias para esta tarefa. O passo basico
¢ definir uma norma. No Apéndice E estao dadas as relacoes que os componentes de um
conjunto devem satisfazer para que haja uma norma neste conjunto. Define-se também as
normas mais usadas. De forma geral, entende-se como norma uma fun¢ao que associa um
objeto de um conjunto matematico a um tnico nimero real. Esta associacao possibilita uma
forma de comparacao entre elementos do conjunto. Se os elementos de um conjunto podem
ser comparados, passa a ser possivel estabelecer o conceito de proximidade ou de métrica.
A métrica d(u,v) = ||u —v||x = |[v — u||x é induzida pela norma |.||x para u,v € X.
Independentemente de como ¢é definida a norma no conjunto X, serd simbolizada por ||.||x
e X serd um espaco normado. Portanto, uma sequéncia definida em um espago u, € X
equipado com a norma ||.||x converge para u € X se e somente se ||u — u;]|x < € sendo
€ numero arbitrariamente pequeno. Caracteristicas do tipo de problema e o efeito destas
sobre a convergéncia determinam o tipo de norma mais adequado, hé inimeras referéncias
que tratam do assunto, algumas de forma mais diddtica [46, 64, 79, 28, 25].

Em diferentes publicagoes Ivo Babuska [37, 48, 85] estuda a convergéncia e o erro associado
ao problema de autovalor. Nestes trabalhos, mostra-se que para o problema definido na

Equacao (5.1) o erro associado a i-ésima frequéncia pode ser estimado por:

= k|
e Y (5.5)

2
Wex
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onde w,, é a velocidade angular exata, ou o i-ésimo autovalor exato para do problema, e w,
¢ a i-ésima velocidade angular calculada. A velocidade angular w, é solucao de um sistema
gerado a partir da discretizagdo do problema com elementos hierarquico de ordem p. A
Equagao (5.5) estabelece um valor superior para o erro relativo da solugdo numérica, e o
valor superior ¢ dado pelo erro na norma da energia, expresso por || €, ||%. Na referéncia [48]

é delineada a forma de estimar o erro nesta norma:

N =

ei(p,q) = (1 ¥ilg, ) 12 = | ¥i(p) ) (5.6)

A varidvel 1; é o autovetor associado a i-ésima frequéncia, 1;(p, q) é o autovetor solu¢ao do
problema para uma discretizacao usando elementos com polinomios de ordem p aos quais
se acrescentou g graus de liberdade hierdrquicos. Se 9{* é o autovetor exato para a i-ésima

frequéncia, apds alguma manipulacao:

e;(p.a) =l 5" = vip) Iz — | 5" — ¥ilp, @) Il (5.7)
fazendo ¢ — oo,
lim (25.0)° =] Ve — ¥ilp) 5=l & II5 (5.8)
uma vez que
lim [ 47— 4(p.q) =0 (59)

Fazer lim,_,., seria o equivalente a aumentar a discretizacao do dominio até que a solugao
numérica aproxime-se da solucao exata. Portanto, o procedimento é o de elevar o grau
hierarquico de p para ¢ para um grupo de elementos ou para todos eles e comparar a solugao
obtida com a solucao anterior representada por ¥ (p), para ¢ — oo a solugao tende a exata.
Caso a solucao esteja muito distante da exata, uma pequena alteracao no grau hierdrquico
implica em um dréstica mudanga nas solugbes do problema ¥ (p, q) e ¥(q). E nesta con-

statacao que se baseia o método.

5.1 Implementacao do Estimador de Erro

A implementacao de um estimador, como o delineado anteriormente apresenta algumas

dificuldades. Em primeiro lugar é necessario saber em qual elemento e em qual funcao de
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forma (lateral ou interna) do elemento é necessario aumentar o grau hierarquico e de quanto
sera este aumento. Em geral o procedimento é o de alterar um por vez todos os graus
hieraquicos possiveis para um elemento de k para k + ¢, para cada elemento sobre o dominio,
para todas as frequéncias ou autovalores de interesse.

Resolvida a forma de implementar o estimador surge o problema do calculo dos autove-
tores. Para cada grau de liberdade acrescido ao elemento, os autovalores de todo o sistema
teriam que ser recalculados. Como a determinacao dos autovalores e autovetores é uma
operacao com alto custo computacional o estimador se tornaria inviavel, mesmo para uma
malha pequena. Portanto, o processo de estimar o erro sé é factivel se for possivel estimar
os autopares do sistema.

A implementacao do algoritmo implica em restri¢goes ou exige algum grau de simplificacao
em relacao a aproximacao numérica. Em alguns casos, deve-se demonstrar que o algoritimo
converge para a solu¢ao do problema numeérico que aproxima a solugao exata desejada [80, 81].
Na Secao 5.1.1 é exposta a técnica desenvolvida por Friberg [27] para estimar os autovalores

e 0s autovetores.

5.1.1 Estimador de Erro de Friberg

De forma genérica, pode-se descrever o modo para ao i-ésimo autovalor pela expressao:
n
n __ . .
0! = ZNjaJ, (5.10)
J=1

nesta expressao V; representa as fungoes de forma, e a; as variaveis nodais obtidas do i-ésimo
autovetor 1! solugdo da Equacao (5.1). Esta sendo considerado que o sistema de equagoes

que descreve o problema tem ordem n. Quando refina-se a aproximagao, tem-se:

n n+m
Q?er:ZNjaj—i_ Z Njaj . (511)
7j=1 j=n+1

A expressaao acima descreve o i-ésimo modo para o sistema dado pela Equagao (5.1), em que
um dos elementos teve seu termo hierdrquico elevado de m graus de liberdade. As variaveis

n+m
7

nodais a; sao extraidas do i-ésimo autovetor ¢ solucao do sistema com n + m termos.
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Em um sistema genérico n X n, pode-se usar a ortogonalidade dos autovetores para ex-
pressar o i-ésimo autovalor \;:

R AL
N = e T Ty M wn{tn) (5:12)

sendo \; = w?, e w; é a i-ésima frequéncia natural do problema, k; ¢ a matriz de rigidez modal

e m; matriz de massa modal. Para refinamento hierdrquico de ordem (n + m), tem-se:

)

mi {0} M s {0i} (5.13)

onde ¢; sdo os autovetores do sistema refinado ((n + m) x (n +m)). Definindo n +m = k,
pode-se escrever:

A\(tm) ki _ {¢Z}T[K]n+m,n+m{¢z}

(5.14)
[M],, m
ol ] (5.15)

{0} = {Ohnim = { o } (5.16)

Para o i-ésimo autovalor ou i-ésima frequéncia o erro relativo para o j-ésimo elemento sera
dado por':

A" )\(n—I—m) i

~ R 1 (3

Cij M Mij = \n (5.17)
(2

Na expressao acima A7) representa o autovalor resultante do acréscimo no grau hierarquico

de n para n 4+ m no polinomio do elemento j. Expandindo a varidvel \; em uma série de
Taylor,

0 0
considerando,

AN = Ni(ks + Ak, my + Amg) — Ni(ki, i) (5.19)

Lobservar que a expressao é diferente da definicio dada na Equagao (5.5) para erro relativo, todavia estes
valores convergem se o erro é pequeno.
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da defini¢ao de k; dada na Equagao (5.12),

k.

my

e da ortogonalidade dos autovetores, pode-se avaliar as derivadas parciais:

0 1
0 k;

Substituindo as Equagoes (5.21), (5.22) na serie de Taylor (5.18) truncada nos termos difer-

enciais de primeira ordem, aplicando o resultado a Eq. (5.19) chega-se a

m; m?

(5.23)

dividindo a expressao acima por )\;, usando a defini¢ao de \; na Equagao (5.20) chega-se a

expressao para o erro definido na Eq. (5.17)

O termo Ak; pode ser expresso como
Ak; = {0} [Klnn{ti} = {0} [Knimntm{6i} (5.25)
ou
Ak = [ (K {6} — 67 [K)u{00) (5.26)

usando as Equagoes (5.14), (5.15), e (5.16) é possivel expandir a expressao acima em subma-

trizes. Como [K], , e [M],  sdo matrizes simétricas, [Klnm = [K]}, .0 [M]ma = [M]],,, ¢

n,n m,n’ n,m?

{0} [Kmnd{ditn = {0} [Kpm{®i }m)T . Destas consideragoes chega-se entao a:
Ak = {0} [K]nf i} = {830 K wn{din -

+2{¢z}?n[K]m,n{¢z}n + {¢z}%[K]m,m{¢z}m} (5’27)

Préximo a convergéncia os erros sao pequenos, e é bastante razoavel considerar {¢},, ~ {¢},.
Logo:
Ak = =2{¢i} 1 [Klmaditn — {0 Km0} m (5.28)
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Fazendo as mesmas consideracoes para matriz de massa chega-se a

Am; = —=2{¢;}} [M]mn{tbi}n — {&i 1o [M]imm{ &3 }m (5.29)

Com as expressoes para Ak; e para Am,; serd possivel entao estimar o erro dado pela
Equagao (5.24) sem a necessidade de recalcular todos os autopares. A tnica varavel descon-
hecida é {¢},, que pode ser estimada pela técnica descrita a seguir.

)

Considerando que préximo a convergéncia {¢}, ~ {¢},, e que \!' ~ )\Z(»"+m , 0 problema

de autovalor ampliado por termos hierarquicos pode ser expresso como:

H K [[;((]]mm 1 - A [ [[1]\\44]]”’” [%];’: H { %}}; } = {0} (5.30)

A segunda linha do sistema dado pela Equacao (5.30) vai resultar na seguinte equagao ma-

m,m m,n

tricial,

[Klma{ttn + [Klmm{@}m — A (Mo {0 + [M]mm{d}m)] = 0 (5.31)
[[K]m,n - )‘?[M]m,n] {w}n == [[K]m,m - )‘?[M]m,m] {¢}m (5-32)

o que estabelece uma equacao para que ¢,, possa ser estimado:
Om = = (Kl = At M) [EK ] = A M ] {030 (5.33)

valida para [Kp, m — AP My, ] nao singular.
Substituindo as Equagoes (5.28) e (5.29) na Expressao (5.24), n; ; passa a ser determinado

pela expressao:

;= i 5.34
/r’ sJ k;z kl ( )
reagrupando os termos,
substituindo ¢,, pela Expressao (5.33) no lado direito do segundo termo, tem-se:
—2¢%; [Km,n — A?Mm,n]¢n
Nij = 5 -
TKmm_)\anm [(mm_)\n]\Imm_1 Kmn_Aann n
o _I_ ¢m[ ) (A ) ][ ) kﬂl B ] [ b (A 3 ]w (536)

74



simplificando

(b;?; [Km,n B A?Mm,n]wn

My = — . (5.37)
Substituindo novamente a Expressao (5.33) na Equagao (5.37):
¢77; Km,n - )\?Mm,n T Km,m - )\?Mm,m T Km,n - )\?Mm,n ¢n
A 7 ] | 59

ki
na Expressao (5.38), 7; ; € o erro aproximado para a i-ésima frequéncia devido ao aumento no
grau hierarquico de ordem n para n + m ocorrida em um dos graus de liberdade no j-ésimo
elemento. Portanto, se a malha tem ¢ elementos o erro estimado para i-ésima frequéncia sera
a soma do erro de cada um dos ¢ elementos da malha: n; = Z?Zl n;,;- Na pratica, o acréscimo
do grau hierarquico por cada grau de liberdade do elemento é m = 1, o que torna a expressao

do estimador de erro bastante simples

“ ki [Kntins1 — AP Mpg1n41]

Desta forma, é possivel identificar qual grau de liberdade influencia de maneira mais signi-
ficativa o erro. Além disso, resulta em reducao significativa no trabalho de inversao da matriz

de termos diagonais [K, ., — )\Z(n) Mmm]*l que passa a ter um unico termo.
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5.2 Estimador de Friberg Aplicado ao Problema Fluido-
Estrutura na formulacao em Potencial de Veloci-
dades

Inicialmente aplica-se o estimador de Friberg ao problema acoplado fluido-estrutura em
sua formulagao simétrica. A Equacao (4.98) representa o problema de vibragoes acopladas

de um sistema fluido-estrutura genérico em potencial de velocidades:

Sl )

Po
M, 0 .
W
+ 1 { . }: 0 (5.40)

E; é a matriz de compressibilidade H; a matriz volumétrica para o fluido, K. e M, sao
respectivamente as matrizes de rigidez e de massa, L representando a matriz de acoplamento.
O termo w é a variavel deslocamento, ¥ é o potencial de velocidades, py a densidade do fluido,
e ¢ velocidade do som no meio fluido. A varidvel 6 é definida como 6 = —poU e —po¥ = P.

Em uma representagao mais compacta, tem-se:
[A] = w[B][{z} =0 (5.41)

As matrizes [A], [B] e o vetor {z} sdo definidas com as mesmas submatrizes empregadas na

Equagao matricial (4.99):

K. 0 0 0

[A] = 8 —,}00 ! z\04 8 (5.42)
0 0 0 —-1E
0 L M, 0

[B] = ]@T 8 8 _”%QEf (5.43)
0 5B 0 0




5
ol w@w} (5.44)
w{tp}

Na Equagao (5.44), 1, é o autovetor de deslocamentos w da estrutura e 1y o autovetor
relativo ao campo de pressoes, componentes do vetor solu¢ao genérico {x}. A varidvel w
representa a velocidade angular ou autovalor genérico do problema de autopar, Equagao
(5.40).

O aumento do grau hierdrquico de um elemento estrutural implica no aparecimento de
uma linha e uma coluna tanto na matriz [M]. quanto na matriz [K].. Mas significara no
minimo duas linhas nas matrizes [A] e [B] como definidas acima. O mesmo ocorre com o
elemento fluido onde a elevacao de um grau no polinomio hierdrquico implica no acréscimo
de uma linha e uma coluna em [H]; e na matriz de compressibilidade [E]f. Deve-se acres-
centar porém, que o sistema resultante ainda é um sistema hierarquico uma vez que a matriz
original ainda ¢ submatriz da matriz com termo hierarquico adicional. Propoe-se manter o
mesmo procedimento acrescentando-se um unico grau hierarquico aos graus de liberdade do
elemento. A vantagem principal desta técnica reside em operagoes matriciais mais simples e
na possibilidade de localizar o erro com maior precisao.

A técnica proposta por Friberg [27] pode ser empregada para estimar o erro. No entanto,
a Equagao (5.39) nao é aplicdvel ao problema, pois esta exige o acréscimo de apenas uma
linha e coluna as matrizes do sistema. O problema consistird em desenvolver a Equacao (5.38)
de forma que seja possivel aplica-la ao problema fluido-estrutura formulado em potencial de
velocidades. Como a elevacao da ordem hierarquica se dard em cada elemento, o estimador
pode ser separado em estimador para elementos fluidos e para elementos estruturais, se for
desenvolvido a partir das submatrizes. A questao passa a ser entao a de determinar uma

expressao simples que exija um minimo de operacoes de forma a viabilizar o estimador.
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5.2.1 Estimador de Erro para Elemento Estrutural

Partindo-se da Equacao (5.42), o aumento no termo hierdrquico de um dos graus de

liberdade do elemento estrutural genérico na matriz [A] resultard em:

[A]k—i—m,k:—‘rm -
[ [K]e (n,n) [K]e (n,n+1) 0 0 0 0 .
[K]e (n+1,n) (K] (n+1,n+1) 0 0 0 0
0 0 — - [H]; 0 0 0
" 5.45
0 0 0 [M e(n,n) [M]e (n,n+1) 0 ( )
0 0 0 [M]e (n+1,n) [M]e (n+1,n41) 0
I 0 0 0 0 0 _p()102 fary

Na equacao (5.45), m é o nimero de graus hierdrquicos acrescidos ao sistema acoplado,
m = 2 para esta formula¢ao. O niimero de graus de liberdade do sistema acoplado original é
representado por k. Os indices n e ¢ sao respectivamente os graus de liberdade das matrizes
que discretizam originalmente o dominio estrutural e o dominio fluido.

Para a matriz [B], os termos acrescidos serao:

[B]ker,ker = ..
[ 0 0 [L] (n,q) [M e (n,n) [M]e(n,n—f—l) 0 1
(% 0 [L] (n+1,q) [M]e(n—i—l,n) [M]e(n+1,n+1) 0
T 1
[L](g.n) [L](gn+1) 0 0 0 — oz Ely (5.16)
[M]e (n,n) [M]e (n,n—i—l) 0 O O 0
[M]e(n+1,n) [M]e(n+1,n+1) 0 0 0 0
L0 0 — Bl 0 0 0 |
Se [F] for definido como:
k
[F] = [[Almm = A" [Blnm] (5.47)

Para elemento estrutural, [A],,,, € [B]m,m s80 as matrizes com os termos hierdrquicos puros

que foram acrescentados ao sistema:

[K]e(n—‘rl n+1) 0 ] (k) [ 0 [M]e(n—i-l n+1) ]]
F — ’ — )\’L ? 548
[[ 0 [M]e(nJrl,nJrl) [M]e(n+1,n+1) 0 ( )
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Neste caso, a inversa de [F] sera:

K
1 (Memstnry AP Metmiini ] (5.49)

[P =
det[F] )‘Ek) [M]e(n+1,n+1) [K]e(nJrl,nJrl)
onde A ¢ o i-ésimo autovalor do sistema de ordem k, e det [F] é o determinante de [F] dado
por:

k

2
det[F] = [Kle 1m0 [M]e mimsny — (A7 M i) (5.50)

Para a expressao [[A] — w[B]]{z} = 0, o estimador da Equagao (5.38) serd escrito como:

X [ (Al = N [Blua] {83 (5.51)

As matrizes [A]m, € [Blmn representam as linhas resultantes do produto da fungao

hierarquica introduzida com as func¢oes de forma presentes na matriz nao modificada:

_ | Kle@rm 0 0 0
[A]m,n—[ 0 0 (Mo 0 (5.52)

[B]m,n =

0 Lint1,q) Memiim) 01 (5.53)

[ Me (n+1,n) 0 0 0

Desenvolvendo o iltimo termo da Equagao (5.51), representado pela Expressao (5.54)

[Apm — A B e = ...
{Yw}

[ K AN Ly AN Mo 0] ) {v) 5 54

G ey [ OO
_)\z Me(nJrl,n) 0 Me(n+1,n) 0 WA Pw
w{thp}

k k
_ { Ke(nﬂ’n)z/;&)— )\5 )L(n+1,q)1/10 - )\z( )Me(n+1,n)<w{ww}) } (5.55)
_)\z Me (n—i—l,n)qu)w + Me (n+1,n) (W{ww})

como os autovalores simbolizados por \; sao iguais as frequéncias w; na formulagao em

potencial de velocidades, entao:

79



— { Ke(n—i—l,n)ww - )‘z(k)L(n+1,q)w9 - (Agk))QMe (n—‘rl,n)ww } (5 56)
0 .

Como a equacgao do estimador é dada por:

W (A — N B )T IF) T (A — MY Byt

substituindo valores obtidos nas Expressoes (5.56) e (5.49) na Equacao (5.57) acima:
T
o 1 K. (n+1,n)¢w - /\gk)L(n+1,q)77/}9 - (/\z(k))QMe (n-i-l,n)d}w %
Tk 0
1
X ") 2~
Ke (n+1,n+1)Me (n+1,n+1) — <>\7, Me (n+1,n+1))
M, A® g !
x [ (k)e(n+1,n+1) i e (n+1,n+1) ‘| «
)\z' Me (n+1,n+1) Ke (n+1,n+1)
(k) (k)
% { Ke(n+1,n)¢w - )\1 L(nJrl,g)wG - (/\z )2Me (n+1,n)"7bw } (558)
que resultara em
2
Ke (n+1,n)ww - Agk)L(n+1,q)w9 - ()\gk))ZMe (n+1,n)ww
0, = ( ) (5.59)

k
ki (Ke (n+1,n+1) — ()‘z( )>2Me (n+1,n+1))

que ¢ o estimador de erro dos autovalores dos elementos estruturais do sistema acoplado.

5.2.2 Estimador de Erro para Elemento Fluido

O aumento do grau hierarquico de um elemento fluido implica no aparecimento de uma
linha e uma coluna tanto na matriz volumétrica [H]; quanto na matriz de compressibili-
dade [E];. Nas Expressoes matriciais abaixo (5.60) e (5.61), m indica o ntimero de graus
hierarquicos acrescidos ao sistema, k é o nimero de graus de liberdade do sistema acoplado
original e ¢ o numero de graus de liberdade iniciais do modelo discreto do fluido. Para as

matriz [A] e para a matriz [B], os termos acrescidos serdo:
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[A] k+m,k+m —

Ke(nn) 0 0 0 0 0
0 _Hywa _ Hyqa+1) 0 0 0
PO po
0 _Hi@+i9  _ Hf+re+n 0 0 0
PO PO (5.60)
0 0 0 M. (n.n) 0 0
0 0 0 U
0 0 0 0 _ Ef;g;l,q) _Ey ((;Jzééq+1)
[Blitm ftm =
0 Log — Lwngsny Me 0 0 ]
0 0 0 0 0 0
T
Loa]” 0 I
(Lingrn)] 0 0 0 —Zflepe Erar (5.61)
M, 0 0 0 0 0
E E
0 _ ;O(Zéq) _ f;gg;l) 0 0 0
0 _Ef (g+1.9) _Ef (g+1,g+1) 0 0 0
L poc? poc? i

De forma andloga ao procedimento seguido para a estrutura, a matriz F' dos termos

resultantes da integracao do produto dos termos hierarquicos acrescidos ao sistema sera:

e a inversa de [F],

sendo det[F] dado por:

logo

F = i H —Hf (g+1,4+1) 0 ]
= 1
Po 0 _CTEf (g+1,g+1)
ALK 0 E
i f(g+1,g+1)
+ 5.62
c? Ef (g+1,4+1) 0 ( )
E g
ol 1 _% flatlatl) ™ oz M (g+1,g+1) (5.63)
Al :
det{F] — ez Ly (gr1,q+1) _,Tlon (g+1,g+1)
2
Ef(gi1q41 AR
det[F] = f(;—gcf) Hy (q1,g+1) — ( | Erarien (5.64)
1 YL
_ soHreriar (5.65)

A 2 AR
1 i 7
pO Hf (Q+17q+1) - ( C ) Ef (q+17Q+1)
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Para o problema de autovalor [[A] — w[B]]{z} = 0 o estimador dado pela Equacao (5.38) foi

escrito como:
Am m )\(k)Bm m]_l]T

Nij = [wg[Am,n - )‘z(‘k)Bm,n]T] X H X [Am,n - )‘z(‘k)Bm,n]@bk (5~66)

As matrizes [A]nn € [Blmn,

110 H 0 0
A mn — fla+ta) ] 5.67
(Al Po [0 0 0 ZEf(gt1q) (5:67)

[B]m,n -

T
{L(naq-i-l)} . 0 0 _p(]%Ef(q-H,q) (5.68)
0 — @ity 0 0

representam as linhas acrescidas as matrizes [A] e [B] resultantes do produto das fungoes
de forma do sistema original pela funcao hierarquica acrescida. Substituindo-se as Equacoes

(5.67) e (5.68), no ultimo termo da Expressao (5.66), tem-se:

(A — A\ Bt = ..
{Yw}

T
R e -~
0 )\(k)Ef(qi-'—Ql,q) _Ef(q'*'iléq*'l) W{l/}w} ( ‘ )
poc poe w{vp}

[Amn — M Bonlte = . ..
(k) T _ Hyg41,9 (k) £ (q+1,9)
{ AZ [L(n,q-i-l)] {w"ﬂ} 00 {w@} + )\’L p0c2 W{¢9} } (570)

k) E E
/\Z( ) f;Z;l,q) {%} _ f(qug;éq+1)w{¢9}

Os autovalores simbolizados por A sao iguais a frequéncia w na formulacao em potencial de

velocidades, o que permite escrever:
N - B
H q »q k T k E q »q
— { _%{@ZJG} - )‘z(‘ : [L(n,qul)} {¢w} + ()\5 ))2%{@59} } (5.71)
0

substituindo valores obtidos nas Expressoes (5.71) e (5.63) acima na Equagao (5.66), resultara

e1m
(k) T (AM)2 2
(_plon (e+1,9) %0 = Aj [L(n,qul)] Yo + P0C2 Ef(g+1,9%0

A\ 2
ki (plo [Hf (¢+1,g+1) = <c) Ey (q+1,q+1>D

que ¢ o estimador de erro dos elementos fluidos em problemas de vibragoes livres com acopla-

nl; = (5.72)

mento fluido-estrutura, em que foi considerando o valor positivo do numerador da expressao.
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5.3 Estimador de Erro de Friberg Aplicado ao Prob-
lema Fluido-Estrutura em formulacao de Pressao
ou Nao Simétrica

Como mencionado anteriormente, qualquer variavel que mantenha algum tipo de relacao
linear com a variavel pressao ou com a variavel potencial de velocidade ira satisfazer a equacao
da onda, Equacao (3.9). Isto significa que a discretizacdo do dominio ndo mudard com
a mudanca de variaveis, as matrizes geradas sao essencialmente as mesmas, exceto pelas

constantes envolvidadas na relagao linear. As Equagoes (5.59) e (5.72)

k k 2
e = (Ke et tw = ML nar.g o — N2 Mo oy o) (5.73)
" kz (Ke (n+1,n+1) — ()‘z(k))QMe (n+1,n+1))

k T ()\Ek>)2 2
(—,;Hf(qﬂ,q)% — A [L(n,qul)} Vo + oz Ef (gr1.9 V0

AR 2
ki (plo [Hf(q+17q+1) - < P ) Ef(q+1,q+1)]>

deduzidas nas Secoes 5.2.1 e 5.2.2 o foram a partir do problema fluido-estrutura na formulacao

;= (5.74)

em Potencial de Velocidades que levava ao problema simétrico. No entanto, estas equagoes
sao expressas em funcao das submatrizes resultantes da discretizacao do dominio que nao
¢é alterado com a mudanca de variaveis. Isto significa que o estimador para o problema
simétrico pode ser empregado para o problema nao simétrico uma vez que o problema ¢é
equivalente e as submatrizes empregadas no estimador sao as mesmas geradas pelo problema
nao simétrico.

As Expressoes (5.73) e (5.74) sao as principais contribuigoes tedricas deste trabalho. Por
usar a formulagao p diferencia-se do método na formulagao h proposto por Alonso A. et al [47].
Alonso A. formula o problema fluido-estrutura usando o método deslocamentos baseado na
técnica desenvolvida por Bermidez [24], técnica apresentada na Segao 4.1. Este era até entao
o unico trabalho publicado sobre estimadores de erro aplicados ao problema fluido-estrutura.

No Capitulo 6 encontram-se alguns comentdrios sobre a implementacao deste estimador.
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5.4 Algoritmo do Processo p-Adaptativo

No método dos Elementos Finitos, o objetivo do estimador é o de diagnosticar onde ocorre e
a ordem do erro da aproximacao numérica. Estes procedimentos sao a posteriori, ou avaliam
o erro a partir de resultados do problema discretizado. O processo adaptativo parte do
erro estimado para alterar o nimero de graus de liberdade da discretizacao do problema, de
forma a distribui-lo e minimiza-lo. Os procedimentos que alteram discretizacao do dominio
em funcao do erro sao chamados processos h-adaptativos. Os procedimentos que a partir do
erro alteram a ordem hierarquica das funcoes de forma usadas para aproximar o problema
sao chamados p-adaptativos. Existem também os métodos mistos ou h-p [38, 28] que usam
ambos procedimentos. No trabalho publicado por Noor A. K. [28] encontra-se uma discussao
bastante objetiva e fontes bibliograficas sobre qualidade e controle da solucao no método dos
Elementos Finitos.
A rotina p-adaptativa implementada baseia-se no trabalho de Friberg O. et al. [27, 49].
A apresentacao dos programas de implementacao numérica nao é muito usual, em geral
pelo grande espaco ocupado. Detalhes da implementagao também variam com a linguagem
computacional empregada. Como esta é uma informacao importante, apresenta-se as linhas

gerais do algoritmo desenvolvido neste trabalho empregando a rotina p-adaptativa:

1- determinagao das matrizes de conectividade entre elementos estruturais (InciE), de
coordenadas (cordeE), identificadoras do ntumero das equagoes (IdE), e do grau de

liberdade do elemento (GdleE);

2- determinacao das matrizes de conectividade entre elementos fluidos (InciF'), de coorde-
nadas (cordeF), identificadoras do nimero das equagoes (IdF) e do grau de liberdade

do elemento (GdleF);

3- identificacao dos nés e elementos do fluido e da estrutura em contato, criagao da matriz

de conectividade (InciFS);

4- inicio do processo iterativo

a- calculo e montagem dos termos das matrizes globais de massa (M,) e de rigidez
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da estrutura (K;) usando informagoes das matrizes identificadoras do niimero da
equagao (IdE) e a de graus de liberdade por elemento (GdleE). Todos elemen-
tos das matrizes sao calculados com um termo hierarquico adicional por grau de
liberdade do elemento. Estes termos adicionais serao usados durante o processo

de estimativa de erro;

determinacao de matrizes de compressibilidade E, e volumétrica H, do fluido.
Como no processamento da matriz da estrutura, as matrizes que definem a dis-

cretizagao do fluido também sao geradas com termos hierdrquicos adicionais;

determinacao da matriz de interacao fluido-estrutura ou de acoplamento L, us-

ando termos hierarquicos adicionais;

montagem das matrizes do problema fluido-estrutura na formulacao em pressao
Equacao (4.86), ou em potencial de velocidades Equagao (4.99), usando as matrizes
efetivas M.y, Ky, Hey, Fey, € Loy extraidas das matrizes globais sem os termos
hierarquicos adicionais;

determinacao dos autovalores e autovetores do problema acoplado, ordenamento
dos autovalores e autovetores;

inicio do procedimento de estmativa de erro;

i- fazer a frequéncia ¢ variar do menor valor calculado a frequéncia de interesse;
- percorer todos os elementos do dominio estrutural;

— percorer todos os graus de liberdade k£ do elemento 7, calcular o erro

usando a Expressao (5.59);

— armazenar erro calculado para o grau de liberdade do elemento na

matriz de erros da estrutura erroE(i, 7, k);
ii- fazer a frequéncia i variar do menor valor calculado a frequéncia de interesse;
- percorer todos os elementos do dominio fluido;

— percorer todos os graus de liberdade k£ do elemento 7, calcular o erro

usando a Expressao (5.72);
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— armazenar erro calculado para o grau de liberdade do elemento na

matriz de erros do fluido erroF(i, 7, k);
g- determinar erro para cada uma das frequéncias da faixa de frequéncias de interesse;
i- se alguma frequéncia na faixa de interesse apresentar erro maior que o erro
prescrito, entao:

- determinar para elementos fluidos e estruturais os graus de liberdade que
apresentem erros maiores que o erro aceitavel. O erro méximo aceitdavel
por grau de liberdade serd dado pela razao entre o erro prescrito para a

frequéncia pelo nimero de graus de liberdade do sistema;

- aumentar o grau de liberdade hierdrquico do elemento que apresentar

erro superior ao valor de erro prescrito, atualizar as matrizes (GdleE) e

(GdleF);

- retornar ao item 4 para atualizar as matrizes globais e reiniciar o processo
iterativo;
ii - finalizar processo iterativo se todas as frequéncia na faixa de interesse apre-

sentarem erro menor que o erro prescrito;

5- fim da rotina
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Capitulo 6

Resultados Numéricos e Validacao

Neste capitulo serao apresentados os resultados da implementacao numérica para a for-
mulacao desenvolvida nos capitulos anteriores. Em secoes especificas, estao os resultados
para elementos hierarquicos estruturais e fluidos. Os casos apresentados tém como objetivo
testar a implementacao das fungoes de forma, o comportamento do estimador de erros e do
procedimento adaptativo.

O problema acoplado é implementado na formulacao nao simétrica, é usado, como prob-
lema teste, a configuragao publicada no trabalho de Y. S. Shin e M. K. Chargin [12]. Nesse
trabalho, sao apresentadas solucoes tedricas para as frequéncias associadas aos modos es-
truturais dominantes, o que permitiu avaliar, de forma mais segura, o comportamento do

estimador e do procedimento adaptativo para o problema fluido-estrutura.

6.1 Resultados Obtidos para Elementos de Barra em
tracao e compressao

A equagao da barra, Equacao (2.3), foi discretizada seguindo a formulacdo de Elementos
Finitos desenvolvida no Capitulo 2, Secao 2.1. O problema de vibracoes para uma barra en-
gastada livre serd o tinico considerado. Empregou-se médulo de elasticidade F = 1,0N/m?,
densidade p, = 1,0Kg/m3, drea A = 1m?, e comprimento Ly = Im. Os elementos uni-
dimensionais nao apresentam os problemas de distorcao ao contrario do que ocorre com os

elementos bi e tridimensionais. Portanto, para testar o comportamento do estimador e da
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» N° equagdes ng,F. ) ngAF. ) wéﬂp) wflE.F. ) ng.FA )
1 5 1.5933 5.1117 8.6829 14.6411 43.5443
2 10 1.5708 4.7325 8.1805 11.9693 16.2706
3 15 1.5708 4.7127 7.8556 11.0801 14.6036
4 20 1.5708 4.7124 7.8549 11.0047 14.1635
5 25 1.5708 4.7124 7.8540 10.9959 14.1449
6 30 1.5708 4.7124 7.8540 10.9956 14.1373
7 35 1.5708 4.7124 7.8540 10.9956 14.1372
Solucao Exata 1.5708 4.7124 7.8540 10.9956 14.1372

Tabela 6.1: FREQUENCIAS NATURAIS DA BARRA USANDO 5 ELEMENTOS NAO UNIFORMES.
FREQUENCIAS EM rad/s.

rotina adaptativa serao empregados elementos com comprimento nao uniforme. O dominio

foi discretizado com 5 elementos com dimensoes dadas respectivamente por: L{ = 0,025m,
5§ =0,075m, L§ =0,2m, L; =0,3m, e L = 0,4m.

O problema, como formulado acima, tem como resultado as frequéncias (rad/s) mostradas

na Tabela (6.1). Nesta tabela é mostrada a evolugdo do nimero de equagoes do sistema e

das frequéncias, em funcao da ordem p dos polinomios hierarquicos, neste caso considerada

N° iteracoes  N° equagoes w{E'F') ng'F') wéE‘F') wflE'F‘) ng'F‘)
1 5 1.5933 5.1117 8.6829 14.6411 43.5443
2 10 1.5708 4.7325 8.1805 11.9693 16.2706
3 15 1.5708 4.7127 7.8556 11.0801 14.6036
4 18 1.5708 4.7124 7.8549 11.0047 14.1635
5 21 1.5708 4.7124 7.8540 10.9959 14.1449
6 23 1.5708 4.7124 7.8540 10.9956 14.1373
7 25 1.5708 4.7124 7.8540 10.9956 14.1372
Solugao Exata 1.5708 4.7124 7.8540 10.9956 14.1372

Tabela 6.2: FREQUENCIAS NATURAIS DA BARRA EM PROCESSO p-ADAPTATIVO USANDO 5
ELEMENTOS NAO UNIFORMES. FREQUENCIAS EM rad/s.
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a mesma para todos elementos. As solucoes exatas do problema podem ser obtidas das
referéncias [73, 38| e foram incluidas na dltima linha desta tabela para facilitar a avaliagao
do processo de convergencia.

Na Tabela (6.2), mostra-se o resultado das iteragoes do processo adaptativo do problema
de autovalor da barra engastada livre. O processo adaptativo foi implementado usando o
procedimento publicado por Friberg et. al. [49] e o estimador dado pela Equagao (5.39).
O comportamento do processo p-adaptativo é observado pelo niimero total de equacoes do
sistema e pelas frequéncias. A ultima iteracdo ocorria quando o erro era inferior a um valor
prescrito para toda a faixa de frequéncias de interesse. Nesse exemplo, o erro prescrito foi de
0.001% e o limite superior de frequéncias 17 rad/s.

A Tabela 6.1 reproduz o processo iterativo em que todos os elementos tém a mesma ordem
hierdrquica p. A Tabela 6.2 apresenta os resultados da implementacao da rotina p-adaptativa,
em que a ordem hierarquica sé ¢é acrescida se o erro associado a este grau de liberdade estiver
acima do valor de erro prescrito. As Tabelas 6.1 e 6.2 apresentam resultados ao final do
processo iterativo idénticos no niimero de iteracoes, na ordem maxima dos polinémios e nos
valores finais para a faixa de frequéncias. A tnica diferenca é no nimero total de equacoes
do sistema, ao final do processo iterativo. Esta diferenca é expressiva, o sistema de equagcoes
gerado pela rotina com distribuicao uniforme da ordem p dos polindémios é 40% maior que o
sistema resultante do processo p-adaptativo, tendo este como base.

Para ilustrar o comportamento da forma dos modos foi incluida a Figura (6.1) que mostra
a evolucao do 52 modo para as iteracoes 2, 3, 4, 5, 6, 7 do processo adaptativo, mostrado
na Tabela (6.2). Nessa figura, o 5° modo foi pds processado, e o deslocamento longitudinal
relativo foi desenhado, para maior clareza, como sendo transversal.

O procedimento de pds-processamento dos resultados parte da equacao:
u=u N1 +usNy + a;Ns +asNy+ ...+ a,N, (61)

sendo u o deslocamento longitudinal e N; as fungoes de interpolagao definidas pelas equagoes,
Equacao (2.5), Ny = (1 —¢)/2, Equagao (2.6), Ny = (1+¢€)/2 e Equagao (2.15) para variavel
¢ no intervalo —1 < ¢ < 1. Conhecidos os deslocamentos nodais relativos wuy, ug, € 08

coeficientes dos termos hierarquicos a; obtidos dos autovetores, os valores intermediarios
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Neq. P w iEF )W ;EF )W gEF ) W ZiEF. ) W gEF ) W gEF )
6 1 51 232 538 1501 4458 15835

9 2 50 202 535 1000 1885 4006
12 3 50 200 452 910 1751 2510
15 4 50 200 452 807 1349 2460
18 5 50 200 450 805 1280 1884
21 6 50 200 450 800 1256 1871
24 7 50 200 450 800 1251 1805
27 8 50 200 450 800 1250 1803
30 9 50 200 450 800 1250 1800
Solucao Exata 50 200 450 800 1250 1800

Tabela 6.3: FREQUENCIAS NATURAIS DA VIGA USANDO 3 ELEMENTOS NAO UNIFORMES.
FREQUENCIAS EM HERTZ.

podem ser obtidos variando £ entre —1 a 1, na Equagao (6.1). Este procedimento serd
aplicado ao problema de vibragoes livres da viga, ao problema actstico interno e também ao

problema fluido-estrutura.

6.2 Resultados Obtidos para Elementos de Viga em
flexao

A forma fraca da equagao de vibragoes livres para viga, Equagao (2.37), foi discretizada
seguindo a formulagao de Elementos Finitos desenvolvida no Capitulo 2, Secao 2.2. As
propriedades do material, dimensoes e caracteristicas da estrutura, empregadas no prob-
lema teste, sio: mddulo de elasticidade F = 2,068 x 10" N/m?, massa especifica p, =
7830,8 Kg/m3, 4rea A = 0,005058 m?, momento de inércia em relagdo a linha neutra
I =0,1675 x 10~*m*, e comprimento total Ly = 3.048 m. Para testar o comportamento do
estimador e da rotina adaptativa foram empregados elementos nao uniformes. O dominio foi
discretizado com 3 elementos aos quais atribuiram-se os seguintes valores de L{ = 0, 3048 m,

5 = 0,6096 m, L§ = 2,1336 m. Todos os resultados apresentados sao para viga simples-
mente suportada nas duas extremidades. Exceto pela discretizacao, esta viga seré o elemento

elastico que fecha a cavidade actstica descrita e analisada na Segao 6.4.
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NPeq. p wiE.F. )W gEF )W gEF ) wiE,F. ) ng,F. )W gEF )
6 1 51 232 538 1501 - -
9 2 50 202 535 1000 1885 -
11 3 50 200 452 910 1751 -
12 4 50 200 452 807 1349 -
13 5 50 200 450 805 1280 1884
14 6 50 200 450 800 1256 1871
15 7 50 200 450 800 1251 1805
16 8 50 200 450 800 1250 1803
17 9 50 200 450 800 1250 1800

Solucao Exata 50 200 450 800 1250 1800

Tabela 6.4: FREQUENCIAS NATURAIS DA VIGA EM PROCESSO p-ADAPTATIVO USANDO 3
ELEMENTOS NAO UNIFORMES. FREQUENCIAS EM HERTZ.

A evolucao das frequéncias naturais em funcao do refinamento da malha é apresentado nas
Tabelas (6.3) e (6.4). A Tabela (6.3) mostra a evolugao do nimero de equagoes do sistema
e das frequéncias correspondentes aos 6 primeiros modos com a ordem p dos polinomios
hierarquicos. Neste caso, o grau hierarquico foi o mesmo para todos os elementos. A solucao
exata do problema [73] estd na tltima linha, tanto na Tabela (6.3), quanto na Tabela (6.4).

A Tabela (6.4) mostra o resultado das iteragoes do processo p-adaptativo. Implementou-
se o procedimento publicado por Friberg et al. [49] e foi usado o estimador dado pela
Equagao (5.39). O comportamento do processo adaptativo é dado pelo nimero total de
equacoes do sistema e pelas frequéncias correspondentes aos 6 primeiros modos. Neste caso, a
ordem dos polindomios nao era necessariamente a mesma para todos os elementos e dependia
do erro estimado e da forma de implementacao do algoritimo. O algoritmo interrompe o
processo quando o erro cai abaixo de um valor prescrito para toda a faixa de frequéncias de
interesse. Neste exemplo, todas as frequéncias até o limite superior de 2005 H z apresentavam
um erro de no maximo 0.1%.

O comportamento observado nas Tabelas (6.3) e (6.4), é semelhante ao observado para
a barra. Novamente, o numero total de iteragoese e a ordem hierarquica maxima ao final

do processo iterativo sao os mesmos para os dois casos. Neste exemplo, o niimero total de
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Figura 6.2: CONVERGENCIA DAS FREQUENCIAS ASSOCIADAS AOS 6 PRIMEIROS MODOS DO
PROBLEMA DE VIBRACOES LIVRES PARA VIGA. PROCESSO p-ADAPTATIVO.

equacoes do sistema gerado por elementos com ordem hierdarquica uniforme é 76% maior em
relagao ao sistema gerado pelo processo p-adaptativo, tendo este como base. Esta reducao é
bastante expressiva e a economia no tempo de processamento muito significativo.

A Figura (6.2) mostra a evolucao das frequéncias calculadas ao longo das sucessivas
iteragoes. As Figuras (6.3) e (6.5) descrevem a evolugao dos erros associados as frequéncias.
Esses erros sao apresentados em funcao do nimero de equagoes ou de graus de liberdade do
problema. Os erros estimados e calculados muito elevados foram eliminados dos graficos de
forma a permitir uma melhor definicao ao processo de convergéncia. As aproximacoes feitas
na deducao da expressao do estimador permitem concluir que o estimador é mais preciso
para pequenos erros ou para o processo mais proximo a convergéncia, secao 5.1.1. Esta faixa
de erro, onde o estimador é mais confiavel, foi a que se procurou apresentar nestas figuras.

Os modos apresentados na Figura (6.5) sao os modos pés-processados obtidos ao final do
processo adaptativo. O estimador é um estimador para autovalores, no entanto, a Figura
(6.5) mostra que os modos (autovetores pés-processados) ficam muito bem definidos mesmo

com uma malha muito grosseira, como a empregada.
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Figura 6.6: MALHA F110 , 110 ELEMENTOS, 71 NOS, GRAU DE DISTORCAO MEDIO
Umed = 0,9276, hpeq = 0.63474, 90 ELEMENTOS COM « = 0.99, 20 ELEMENTOS COM
a = 0.693.

6.3 Resultados Obtidos para Elementos Fluidos em Cavi-
dade Acitstica Fechada

Nesta secao, mostram-se os resultados da aplicagao do estimador de erro como apresen-
tado na secao 5.1.1, do Capitulo 5, ao problema acustico interno desacoplado bidimensional.
Com o objetivo de validar o procedimento adaptativo, analisam-se os modos acusticos nat-
urais em uma cavidade retangular de comprimento L=3,048m com altura H=6,096m. As
propriedades empregadas para caracterizar o meio acustico foram ¢=1524m/s e densidade
00=999,21K g/m3. Esses dados aplicam-se a todos os casos estudados nesta se¢io. A condicao
de contorno é a de pressao nula ao longo da fronteira do sistema (ver se¢ao 3.2). Embora néao
seja uma condic¢ao de contorno aplicavel a grande maioria dos problemas fisicos encontrados,
¢ a condigao usada na referéncia Y. S. Shin e M. K. Chargin [12] e permitird comparagoes com
o problema fluido-estrutura que apresenta solucoes analiticas para esta condicao de contorno.
Os dados fisicos e dimensoes também foram retirados dessa referéncia para compatibilizar os
resultados.

Com o intuito de verificar a influéncia da distorcao dos elementos, foram usadas diferentes
discretizagoes mantendo aproximadamento o mesmo ntmero de elementos e de nds, mas com

diferentes graus de distorgao. Para facilitar a comparagao, na Tabela (6.5) estao as principais
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caracteristicas das malhas usadas nesta secao.
O coeficiente de distor¢ao ¢ definido como [86]:

44/3A;

= .2
B+E+1 (6.2)

a;

sendo Iy, ls e I3 os lados do elemento triangular dados por I3 = (2o — x1)% + (y2 — y1)?,
3= (x3—m2)* + (y3 —y2)%, e I3 = (1 — 23)* + (y1 — y3)*. A varidvel A; simboliza a drea do

elemento triangular dada pela Expressao (3.37):

1 1 1
A = 3 Ty Tp T3 | = 5[(@ —x1)(ys —y1) — (w3 — 21) (%2 — 1) (6.3)
Yi Y2 Y3

para o numero total de elementos n, entao a distor¢ao média da malha é:
1=
Qe = =12 (6.4)

Para caracterizar o grau de refinamento da malha usa-se a dimensao caracteristica h,,eq,

definida como:
S (32 h)

n

hmed = (6.5)

As malhas F104d, F105d, F110, apresentam diferentes graus de distorcao e de distribuicao

destes elementos deformados pelo dominio, mantendo-se o niimero de equagoes iniciais dentro

Figura 6.7: MALHA F104d, 104 ELEMENTOS, 67 NOS, DISTORGAO MEDIA (,.q = 0,80057,
hmea = 0,68967 m, 8 ELEMENTOS COM « = 0,866, 16 ELEMENTOS COM « =0,52.
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malha N° nés N’ elementos ouneq hmed IN° Eq. do sistema

F110 71 110 0,928 0,635 41
F104d 67 104 0,801 0,690 39
F105d 68 105 0,675 0,733 39

Tabela 6.5: CARACTERISTICAS DAS MALHAS EMPREGADAS NO PROBLEMA AcCUSTICO
INTERNO.

de uma mesma faixa. Estas malhas estao representadas nas Figuras (6.7), (6.8), e (6.6), onde
também estao algumas de suas caracteristicas. A distorcao pode parecer pequena nestas
figuras, mas a variagao no coeficiente de distorcao é expressiva.

A solucao exata para as frequéncias naturais do problema acustico interno como formu-

lado, pode ser obtida a partir da expressao [73]:
mm 2 nm\ 2
W) = \/ (7) + (%) (6:6)

Na Expressao (6.6), ¢ é a velocidade de propagacao do som no meio, L o comprimento da

cavidade retangular e H sua altura, m = 1,2,3...cc e n = 1,2,3...00. Conhecendo-se o

Figura 6.8: MALHA F105d, 105 ELEMENTOS, 68 NOS, GRAU DE DISTORCAO MEDIO
Qmed =0,67484, hyeq = 0,73271 m, 91 ELEMENTOS COM DISTORCAO a =0,729, O
RESTANTE COM a =0,408.
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Figura 6.9: EVOLUCAO DAS FREQUENCIAS CALCULADAS E TEORICAS EM FUNCAO DO
NUMERO DO MODO PARA MALHA F110.

valor exato de w(y, n) € possivel determinar o erro da solugao por elementos finitos e avaliar
o comportamento do estimador e a eficiéncia do processo adaptativo. O erro determinado a
partir da solucao exata sera chamado de erro calculado para diferencia-lo do erro estimado

obtido do estimador.
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Figura 6.10: EVOLUCAO DOS ERROS CALCULADOS E ESTIMADOS PARA AS FREQUENCIAS
EM FUNGAO DO NUMERO DO MODO. MALHA F110.

A solugao do problema acistico interno, empregando a técnica dos Elementos Finitos
foi feita iterativamente até o erro estimado ficar abaixo de um determinado valor prescrito,

conforme o algoritmo definido na Secao 5.4. Em todos os problemas, o limite superior de
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frequéncia foi igual a 175 Hz e o erro maximo 1,0%. Portanto, ao final do processo iterativo
o erro para todas as frequéncias até 175 Hz devem ser inferiores a 1,0%.

O processo iterativo para a malha F110 estda documentado pelas Figuras (6.9) e (6.10).
A Figura (6.9) refere-se a evolugdo das frequéncias tedricas e calculadas pelo método dos
elementos finitos em rela¢do aos modos. A Figura (6.10) mostra o comportamento do erro
estimado pela rotina p-adaptativa e os erros calculados entre as frequéncias tedricas e aquelas
obtidas pelo método dos elementos finitos em fungao dos modos.

Novamente, deve-se ressaltar que o estimador empregado é um estimador de autovalores,
ou seja, garante apenas que o erro da frequéncia ou de um autovalor esta dentro de uma faixa
aceitavel especificada, mas nao assegura o ordenamento correto dos autopares. Por exemplo,
na Figura (6.9) os modos 15, 16 e 17 tém autovalores ou frequéncias muito proximos, se a
diferenca entre o valor das frequéncias for inferior ao erro que o estimador opera, podem ocor-
rer trocas na ordem dos autopares, mas independente da ordem os erros nas frequéncias estes
estarao abaixo de um limite prescrito. Essas trocas na ordem dos autopares devido ao erro
do procedimento numérico é as vezes chamado de cruzamento de modos e esta terminologia

sera usada ao longo do texto.

160;
140
& £l
Y00 -6~ Modo?
T - Modo7
" -8 Modo14
=100 A A
C
@
>
o 80r
L
80 o o o o
40 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 100 200 300 400 500

Numero de Graus de Liberdade

Figura 6.11: EVOLUGCAO DAS FREQUENCIAS EM FUNGAO DO NUMERO TOTAL DE
EQUACOES. MoDOS 2, 7 E 14 MALHA F110.
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Figura 6.12: EVOLUCAO DAS FREQUENCIAS EM FUNGAO DO NUMERO TOTAL DE
EQUACOES. MoDOS 2, 7 E 14 MALHA F10/d.

6.3.1 Resultados do Problema Acustico Interno para Malhas com
Diferentes Graus de Distorcao.

O problema de acustica bidimensional analisado apresenta algumas diferencas importantes
em relagao ao problema unidimensional. O primeiro problema ¢é a distor¢cao dos elementos.
Os elementos unidimensionais sao diferentes entre si apenas por um fator de escala, ou seja,
podem ser tratados como entidades geométricas idénticas ou um homeomorfismo. Os ele-
mentos triangulares sao processados em coordenadas triangulares como se fossem triangulos
equildateros. Os resultados desse processamento sao entao expressos no sistema de coorde-
nadas que descreve o dominio fisico por meio de uma transformacao de coordenadas. Esse
procedimento foi descrito no Capitulo 3, na Secao 3.4.1 que trata da formulagao do elemento
para a Acustica Plana Linearizada. Esta relacao entre os sistemas de coordenadas é suposta
linear (Jacobiano da transformagao é uma constante). No entanto, essa transformagao sé é
linear se os elementos nao apresentarem distorgoes, ou se os angulos permanecerem constantes
[38]. Portanto, os elementos triangulares sempre vao apresentar algum nivel de distor¢ao com

consequente erro, exceto para elementos perfeitamente equilateros. Os elementos quadrilat-
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Figura 6.13: EVOLUCAO DAS FREQUENCIAS EM FUNGAO DO NUMERO TOTAL DE
EQUACOES. MoODOS 2, 7 E 14 MALHA F105d.

erais padecem do mesmo tipo de problema, mas permitem distor¢oes do elemento sem que
haja qualquer deformagao angular [38].

Para avaliar o efeito da distor¢ao do elemento sobre a eficiéncia do estimador, foram
incluidas as Figuras (6.11), (6.12), (6.13) e (6.17). As Figuras (6.11), (6.12), (6.13) mostram
a evolucao da frequéncia em funcao do nimero de equacgoes do sistema para as malhas F'110,
F104d e F105d, respectivamente. Estas figuras foram tragadas para trés modos, o modo 2,
modo 7 e o modo 14. Esses modos estao mostrados nas Figuras (6.18) e (6.19) para as malhas
F110 e F105d. Os modos foram processados e comparados em iteragoes sucessivas, embora
a identificacao de alguns modos na primeira iteragao possa ser bastante subjetiva devido a
falta de definicao dos mesmos.

As figuras, Figura (6.11), Figura (6.12) e a Figura (6.13), ndo apresentam resultados
muito diferentes, embora o coeficiente de distor¢ao a,,.q tenha variado entre 0,928 e 0,675.

Indicam, também, um comportamento semelhante entre os modos.
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Na realidade, as figuras nao apresentam definicao suficiente para comparar o comporta-
mento do estimador, uma vez que o erro maximo é de 1,0%. Para contornar este problema,
escolheu-se o erro calculado e estimado para efetuar a comparacao uma vez que o erro esti-
mado é a variavel de trabalho do processo p-adaptativo.

Graficos com o erro estimado confrontado com o erro calculado a partir das frequéncias
tedricas sao apresentados em fungao do numero de equagoes do sistema. Os graficos para
os modos 2, 7 e 14 estdao na Figura (6.14) e sao referentes ao processo adaptativo da malha
F110. Na Figura (6.15) estd a evolucao dos erros usando a discretizagdo dada pela malha
F104d, e na Figura (6.16) estao os resultados para malha F105d.

Nesses graficos, o ponto de cruzamento entre a curva de erro estimado e a curva de
erro calculado indica o ponto de confiabilidade do estimador e, por conseguinte, do processo
adaptativo. Para erros estimados abaixo do ponto de cruzamento ou do erro limite (abaixo
do valor de erro real), ndo ha confiabilidade nos resultados uma vez que o estimador nao
consegue identificar corretamente o erro e onde ele se encontra.

Comparando os graficos dos modos na Figura (6.14), referentes a malha F'110 e os graficos
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equivalentes para a malha mais distorcida F105d, Figura (6.16), observa-se que a malha mais
distorcida mostra erros limites mais elevados. Isto significa que as malhas distorcidas levam
a uma menor precisao. Neste aspecto, a ultima curva de erro do processo adaptativo para
a malha F105d, Figura (6.17), é mais esclarecedora. Como o estimador trabalha buscando
manter o erro abaixo de um determinado valor para uma faixa de frequéncias (autovalores), o
correto seria afirmar que para esta malha o estimador nao consegue manter o erro abaixo de
1,0% para frequéncias até 175 Hz, que é o limite superior para a faixa de frequéncias em que
o estimador foi aplicado para os casos estudados. Esta forma de analise é mais consistente
com a implementacao do estimador.

A rotina adaptativa usa os autovetores para estimar o erro dos autovalores correspon-
dentes, mas a associacao dos autovalores aos modos s6 é possivel quando é feita uma in-
terpretagao fisica do resultado matematico tendo em vista o fenomeno real. Portanto, a
identificagao dos autovalores aos modos em iteragoes sucessivas como foi feito da Figura
(6.11) a Figura (6.13), e da Figura (6.14) a Figura (6.16), é fruto de uma interpretacao dos
resultados numéricos e permitem avaliar e validar a precisao dos resultados e sua utilidade.
Mas durante o processo iterativo puramente matematico nao ha como a rotina interpretar os
resultados e classifica-los da forma que foi feita.

Nas Figuras (6.18) e (6.19) estdo os modos 2, 7 e 14 obtidos ao final do processo iterativo
para as malhas F110 e F105d. O modo 14 é desenhado com e sem pds-processamento, os
outros dois modos, 2 e 7, foram incluidos ja pos-processados. Estas figuras foram incluidas
para mostrar a capacidade das funcoes hierarquicas em detalhar os modos. O estimador dado
pela Equagao (5.39) estima o erro dos autovalores usando os autovetores e o resultado é o
aumento da precisao dos autopares, embora o estimador tenha sido desenvolvido para corrigir
o erro associado ao autovalor. Isto possibilita a descricao mais precisa dos modos a partir
do pés-processamento dos autovetores. Nos problemas praticos, os modos de interresse sao
normalmente os modos de ordem mais baixa e o pds-processamento é suficiente para detalhar
e possibilitar a identificacao destes modos. Como base para a rotina do pds-processamento

dos modos usou-se uma expressao do tipo dado pela Equacao (6.1).
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6.4 Resultados Obtidos para o Problema Fluido-Estru-
tura Acoplado

Nesta se¢ao, sao apresentados e comentados os resultados obtidos da aplicacao do esti-
mador de erro desenvolvido para o problema fluido-estrutura. Como observado em secoes
anteriores, o problema teste foi publicado por Y. S. Shin e M. K. Chargin [12] e foi escolhido
por apresentar resultados analiticos para as frequéncias associadas aos modos estruturais.

Os resultados numéricos referem-se a configuragao apresentada na Figura (6.20). O ar-
ranjo é basicamente uma placa fechando a cavidade. O fluido estd confinado no interior da
cavidade, a interface do fluido se d& exclusivamente com a placa e a condi¢ao de contorno
nas outras trés paredes é de pressao nula. Para o problema bidimensional que sera analisado,
a placa é modelada como uma viga e neste problema a viga é bi-apoiada com rotacao livre

nos apoios.

Fluido — P=0

viga

Figura 6.20: ARRANJO DO PROBLEMA FLUIDO-ESTRUTURA.

Neste problema, empregaram-se os seguintes valores: comprimento da cavidade Ly =
3,048 m, altura H=6,096m. Para a viga foi usado moédulo de elasticidade E = 2,068 x

4 4rea da

10" N/m?, momento de inércia em relacdo a linha neutra I = 0,1675 x 107* m
segao transversal A = 0,005058 m?, massa especifica p, = 7830,8 Kg/m?. O fluido ocupando
o espaco interno foi caracterizado pela densidade py=999,21K g/m? e pela velocidade do som

ou da perturbagao no meio c=1524m/s.
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malha N° nés N° elementos Qumeq  hmeq IN° elementos

fluido fluido fluido  fluido estrutura
F108 75 108 0,910 0,606 16
F272 161 272 0,949 0,402 8
F261 159 261 0,955 0,407 14

Tabela 6.6: CARACTERISTICAS DAS MALHAS EMPREGADAS NO PROBLEMA
FLUIDO-ESTRUTURA.

Foram empregadas para discretizar o dominio fluido as malhas mostradas nas Figuras
(6.21), (6.22) e (6.23). A Figura (6.21) refere-se a malha F108; na interface com a viga, esta
malha ¢ discretizada com 16 elementos. A malha F272 vista na Figura (6.22) acopla com
a viga discretizada por 8 elementos. A malha F261, com 261 elementos fluidos, acoplada
com 14 elementos estruturais também foi empregada no problema e é apresentada na Figura
(6.23). Na Tabela (6.6) estao resumidas as principais caracteristicas destas malhas.

As frequéncias analiticas usadas como referéncia sdo dadas pela expressao [12]:

wr, (peA R tan;(m ”)> — EI (”z”)4 (6.7)

MALHA F108 , 108 ELEMENTOS, 75 NOS, GRAU DE
DISTORCAO MEDIO (peqg =0,910, heq=0,606 m,
36 ELEMENTOS COM « =0,866, 56 ELEMENTOS COM
a =0,999, 16 ELEMENTOS COM « =0,733.

Figura 6.21: MALHA F108 EMPREGADA NA DISCRETIZAGAO DO DOMINIO ANALISADO.
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MALHA F272 , 272 ELEMENTOS, 161 NOS, GRAU
DE DISTORGAO MEDIO (peq =0,949, hyeqa=0,402 m,
240 ELEMENTOS COM a =0,990, 32 ELEMENTOS COM
a =0,693.

Figura 6.22: MALHA F272 EMPREGADA NA DISCRETIZACAO DO DOMINIO ANALISADO.

sendo:
2

2
Wn, <ne7r)
c? L

nestas expressoes L é o comprimento da interface fluido-estrutura, H a altura do dominio

g2 = (6.8)

fluido, ¢ a velocidade do som no fluido, p. e py as densidades do material da estrutura e
do fluido, respectivamente. A é a area da secao transversal, F o médulo de elasticidade e
I o momento de inércia, todos referentes a viga, e e, é largura da viga em contato com o
fluido ou a profundidade da cavidade. A frequéncia w,, ¢ associada aos modos estruturais

dominantes do problema acoplado, e o termo n. = 1,2,3,4,...00. Na realidade, ocorrerao

MALHA F261 , 261 ELEMENTOS, 159 NOS, GRAU DE
DISTORCAO MEDIO neq =0,955 , Hpmea=0,407 m,
21 ELEMENTOS COM « =0,866, 208 ELEMENTOS COM
a=1,0, 32 ELEMENTOS COM «a =0,76.

Figura 6.23: MALHA F261 EMPREGADA NA DISCRETIZAGAO DO DOMINIO ANALISADO.
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os modos fluido predominantes, mas para eles nao ha uma expressao analitica.

Das Equagoes (6.7) e (6.8) e para os dados do problema, as seis primeiras frequéncias
associadas aos modos predominantemente estruturais sao: w; = 9,9 Hz, wy = 54,8 Hz,
w3 =147,4 Hz, wy = 294,1 Hz, w5 = 496,7 Hz e wg = 752,9 Hz. Neste problema foi usada
a profundidade e, = 1,0m, diferenciando-se do caso publicado de Shin Y. S. e Chargin M. K.
[12] que usou a espessura da viga de 1,0 polegada. Portanto, no restante do texto, a mengao
aos resultados de Shin e Chargin referem-se apenas aos valores analiticos para os modos
estruturais dominantes obtidos acima a partir das expressoes retirados dessa referéncia. Nao
foi feita uma comparacao direta com os resultados numéricos publicados por aqueles autores.

Os gréficos apresentados entre a Figura (6.24) e a Figura (6.27) mostram a evolugao das
frequéncias e do erro a elas associado no processo iterativo para as malhas F108. Os graficos
apresentados entre a Figura (6.28) e a Figura (6.31) referem-se a malha F272. O processo
iterativo é o resultado do algoritmo apresentado na Segao (5.4) usando o estimador proposto
nas Equacoes (5.59) e (5.72). O estimador proposto foi aplicado ao problema nao simétrico.
Nos casos analisados, o limite superior de frequéncia foi de 955 Hz e o erro maximo prescrito
de 2,0%.

Nas Figuras (6.26) e (6.27) é mostrada a evolucao dos erros estimados e calculados em
relacao a solucao analitica para os modos 3, 5, 8 e 15 que sao os modos predominantemente
estruturais. Estes graficos foram tracados apds o pds-processamento, identificacao e orde-
namento correto dos modos. Para este conjunto de modos e para a malha F108 nao foi
observada a ocorréncia de modos cruzados no processo de convergéncia. Para a malha F272
foi observado o cruzamento de modos para a oitava e a décima quinta frequéncias. Foram
plotados apenas os erros calculados em relacao ao modo identificado com o oitavo modo ao
final do processo adaptativo, o erro estimado foi omitido.

O processo adaptativo para malha F108, apresentado nas Figuras (6.24) e (6.25), foi in-
terrompido antes de alcangar o erro prescrito. A Figura (6.25) mostra que os erros calculados
em relacao aos modos estruturais, ou predominantemente estruturais, sao muito inferiores
aos estimados, mas aparentemente o erro associado aos modos fluidos nao permitiu a con-

vergéncia para o valor de erro prescrito. Possivelmente, este comportamento deve-se a pouca
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Figura 6.24: EVOLUGAO DAS FREQUENCIAS CALCULADAS E TEORICAS EM FUNGAO DO
NUMERO DO MODO PARA MALHA F108. FORMULACAO NAO SIMETRICA.

resolucao da malha no dominio fluido. As Figuras (6.26) e (6.27) mostram a evolugao do
erro em funcao do niimero de equagoes para os modos predominantemente estruturais 3, 5, 8
e 15. O ponto ressaltado pelos simbolos representa os erros calculados e estimados em cada

iteracao para as frequéncias associadas aos modos. Estas figuras foram geradas para 5 it-
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EVOLUQAO DOS ERROS CALCULADOS E ESTIMADOS ASSOCIADOS AS

FREQUENCIAS EM FUNCAO DO NUMERO DO MODO. MALHA F108. FORMULACAO NAO

SIMETRICA.

eragoes, as quatro primeiras iteragoes estao nas Figuras (6.24) e (6.25). Para esta malha entre

as iteragoes 4 e 5, o erro estimado aumenta para todos os modos apresentados e o nimero de

equagoes permanece praticamente constante. Como o erro calculado diminui pode-se afirmar
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Figura 6.26: EVOLUGAO DOS ERROS CALCULADOS E ESTIMADOS EM RELAGAO AO NUMERO

DE EQUACOES DO SISTEMA. MALHA F108 FORMULACAO NAO SIMETRICA. MODOS 3 E 5
PREDOMINANTEMENTE ESTRUTURAIS.
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Figura 6.27: EVOLUGAO DOS ERROS CALCULADOS E ESTIMADOS EM RELAGAO AO NUMERO

DE EQUACQOES DO SISTEMA. MALHA F108 FORMULAGAO NAO SIMETRICA. MODOS 8 E
15 PREDOMINANTEMENTE ESTRUTURAL.

que o estimador perdeu resolucao para a discretizagao em analise.
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Figura 6.28: EVOLUGAO DAS FREQUENCIAS CALCULADAS E TEORICAS EM FUNGAO DO
NUMERO DO MODO PARA MALHA F272. FORMULAGAO NAO SIMETRICA.

O processo adaptativo para malha F272 é apresentado nas Figuras (6.28) e (6.29) e mostra
um comportamento semelhante, mas com algumas diferencas marcantes. A malha F272 é
uma malha muito mais refinada e menos distorcida do que a malha F108, ver Tabela (6.6). O

processo iterativo mostra que essa discretizagao possibilitou que o erro fosse mantido abaixo
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Figura 6.29: EVOLUGAO DOS ERROS CALCULADOS E ESTIMADOS ASSOCIADOS AS
FREQUENCIAS EM FUNCAO DO NUMERO DO MODO. MALHA F272. FORMULACAO NAO
SIMETRICA.

do erro prescrito em toda a faixa de frequéncias de interesse. Ao final do processo, o erro
estimado apresentou valores bem proximos ao erro real ou calculado. O erro estimado deve

ser sempre superior ao real para garantir que este seja inferior ao valor prescrito, este é um
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Figura 6.30: EVOLUGAO DOS ERROS CALCULADOS E ESTIMADOS EM RELAGAO AO NUMERO
DE EQUACOES DO SISTEMA, MODOS 3 E 5. MALHA F272 FORMULACAO NAO SIMETRICA.

fator determinante na confiabilidade do procedimento adaptativo. Mas para que o estimador
nao aumente muito a ordem das funcoes de interpolacao durante o processo adaptativo é
desejavel que os erros estimados tenham valores proximos aos erros reais.

A Figura (6.29) revela que durante o processo p-adaptativo para malha F272 o erro
estimado ficou abaixo do erro real em algumas iteracoes. Este fato aponta para uma perda
de confiabilidade dos resultados ja na segunda iteragao, quando o modo 8, ou o quinto modo
estrutural dominante, e o modo 15, ou sexto modo estrutural dominante, apresentavam erros
reais bem superiores ao estimado. A continuidade do processo adaptativo levou esses modos
predominantemente estruturais a ter seu erro corretamente indicado. Entretanto, se o valor
do erro prescrito fosse pouco maior, o processo teria sido interrompido sem que os erros reais
estivessem abaixo do valor de erro pré-estabelecido. Este comportamento é bem diferente do
comportamento da malha F108, onde o erro estimado é sempre maior que o erro real.

Nas Figuras (6.30) e (6.31) a evolugao do erro em func¢ao do numero de equagoes para os
modos 3, 5 e 8, nao mostra um comportamento marcadamente superior da malha F272 em

relagdo a malha F108, Figuras (6.26) e (6.27). Na realidade, os erros tém a mesma ordem de
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Figura 6.31: EVOLUGAO DOS ERROS CALCULADOS E ESTIMADOS EM RELAGAO AO NUMERO
DE EQUACOES DO SISTEMA. MALHA F272 FORMULACAO NAO SIMETRICA. OITAVO MODO.

grandeza para os modos 3, 5 e 8, e 0 ao final do processo iterativo foi observado cruzamento
de modos envolvendo o 15° modo.

A malha F108 apresenta refinamento maior na interface com a viga, e os modos de
referéncia também sao modos estruturais predominantes. Como os elementos da viga para
os dois casos nao tiveram graus hierarquicos atribuidos pelo estimador, é de se supor que a
maior confiabilidade do estimador usando a malha F'7108 deve-se a maior definicao do dominio
fluido préximo da interface com o elemento estrutural. O maior nimero de cruzamento de
modos estruturais que ocorreu durante o processo iterativo da malha F272 reforga a hipdtese.

Estes resultados apontam para a possibilidade de discretizacoes intermediarias com de-
sempenho superior as malhas empregadas. A malha F261 foi incluida como um exemplo
desta possibilidade, é mais refinada no dominio fluido em relagao a malha F108 e mais refi-
nada na interface em relagao a malha F272. Para esta malha s6 foi incluida a Figura (6.32)
com a evolucao do erro das frequéncias durante o processo iterativo. Como esperado, os
erros estimados mantiveram-se acima dos erros reais ou calculados durante o processo adap-

tativo e o erro real ficou abaixo do valor do erro prescrito ao final do processo. No entanto,
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EVOLUQAO DOS ERROS CALCULADOS E ESTIMADOS ASSOCIADOS AS

FREQUENCIAS EM FUNCAO DO NUMERO DO MODO. MALHA F261. FORMULACAO NAO
SIMETRICA.

o erro calculado ficou bem abaixo do erro estimado pelo menos para os modos estruturais

predominantes.

Nas Figuras (6.33), (6.34), (6.35) e (6.36) estao todos os modos de 2 a 9 para o dominio
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fluido e estrutural da malha F272. Os modos sao idénticos aos obtidos para as malhas F261
e F108, para essa ultima foram incluidos na Figura (6.37) os modos 8 e 15 que sdo modos
predominantemente estruturais. Este conjunto de modos mostra a capacidade da formulacao
p em detalha-los sem uma discretizagao muito refinada do dominio. Também permite uma
comparacgao dos modos do problema acoplado com os modos do problema estrutural e fluido,
obtidos anteriormente, ja que foram empregadas as mesmas propriedades.

Pelas figuras pode-se observar que a ordem dos modos estruturais predominantes nao sao
alterados pela presenca do fluido, pelo menos para os seis primeiros modos quando com-
parados aos modos obtidos para viga, Figura (6.5). As frequéncias sao reduzidas devido ao
acoplamento, mas esta é a inica mudanca marcante para o problema em questao e esta de
acordo com os trabalhos publicados sobre o tema [12, 46, 21, 24, 26].

Os modos fluido predominantes também podem ser identificados por sua semelhanga com
os modos obtidos para o problema acustico. Para o problema em andlise a presenca da
estrutura mudou nao apenas o valor das frequéncias mas também a ordem. A tendéncia
parece ser o agrupamento dos modos fluidos para uma dada forma de vibrar da viga. As
diferentes formas de ”vibrar” do fluido que sao consistentes com o primeiro modo tendem a se
agrupar, as formas que sao compativeis com o segundo modo também. Mas isto nao impede
que grupos de modos compativeis com o primeiro modo estrutural, por exemplo, reaparecam

em frequéncias mais elevadas.
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Capitulo 7

Conclusoes e Sugestoes para
Continuidade do Trabalho

Neste trabalho, fez-se uma breve revisao das fungoes hierarquicas de alta ordem. Os
conceitos foram aplicados as fungoes de forma para viga usando-se polinomios de Legendre.
Estendeu-se a técnica ao problema acustico interno bidimensional usando-se as fungoes de
forma sugeridas por Alberto Peano [50, 51].

Discutiu-se as diferentes formulagoes para o problema fluido-estrutura para definir a for-
mulacao em pressao como a mais adequada aos objetivos do trabalho. Incluiu-se a formulacao
em potencial de velocidades por esta permitir a simetrizacao da formulagao em pressao. A
escolha do processo de refinamento p-adaptativo foi justificada pelas caracteristicas do prob-
lema fluido-estrutura.

Para viabilizar o processo p-adaptativo escolheu-se o estimador de erro proposto por
Friberg [27]. A implementagao da rotina adaptativa e do estimador foi feita inicialmente
para o problema de vibracoes livres para a barra e para a viga. Aplicou-se o procedimento
ao problema acustico bidimensional, e em ambos os casos o desempenho do estimador e do
processo adaptativo foram muito encorajadores. O estimador que é um estimador global
mostrou-se confidvel, muito preciso e de implementacao bastante simples.

A aplicacao do processo p-adaptativo, como proposto por Friberg, ao problema fluido-
estrutura exigiu algumas modificacoes. Obteve-se uma expressao simples para o estimador
aplicado a formulacao em potencial de velocidades. Por serem baseados em submatrizes obti-

das diretamente da formulagao em pressao, os estimadores obtidos para o problema simétrico
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foram aplicados a formulagao nao simétrica ou em pressao. E estas sao as principais con-
tribuicoes tedricas do trabalho.

Alguns parametros de implementacao numérica foram abordados. Ficou claro que a dis-
torcao dos elementos da malha é um parametro relevante na confiabilidade dos resultados e na
eficiéncia e desempenho do estimador. Essa é uma informacao importante na implementagao
de outros procedimentos como h ou hp-adaptativo.

O problema fluido-estrutura em diferentes formulagoes apresenta problema de condiciona-
mento numérico. O estimador proposto teve um desempenho bastante satisfatério e nao foi
prejudicado pelo mal condicionamento do sistema [72]. Desta forma, o estimador, que é de im-
plementagao muito simples, mostrou-se robusto do ponto de vista computacional, econémico
e adequado as caracteristicas dos problemas analisados. Parte deste comportamento pode
ser atribuido ao emprego de matrizes elementares fechadas ou pré-integradas, ou seja, erro
associado a integragao numérica dos elementos da matriz elementar foi eliminado. Mas nao
foram empregadas técnicas numéricas para tentar precisar uma diferenca entre os resultados.

Os erros sao inexpressivos para as versoes h do método dos elementos finitos, mas a
integragao numérica na formulagao p acarreta aumento do erros com a ordem do polinomio.
Além do aumento no erro, o niumero de pontos de integracdo aumenta muito o que torna o
processo p-adaptativo muito lento.

Por fim, deve-se mencionar que o algoritmo foi implementado como sub-rotina do pro-
grama Meflab, que é um programa escrito com os recursos de programacao do Matlab. Em-
bora, apresentando limitagoes de memoria além de ser mais lento, por ser uma linguagem
interpretada, o Matlab permitiu rapidez na implementacao e no teste das rotinas. O grande
numero de recursos de programacao e a possibilidade de agregar rotinas escritas em outras
linguagens também tornam esta linguagem atraente, principalmente no desenvolvimento do
programa. Além destas caracteristicas, o Matlab apresenta muitos recursos graficos e pode

ser usado como ferramenta para o pré e o pés-processamento de dados.
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7.1 Sugestoes para Continuidade do Trabalho

Existem lacunas tedricas e de implementacao numérica que indicam a necessidade da
continuidade do trabalho. Uma sugestao simples é a implementacao de fungoes de forma com
outras formulacoes. A familia de fungoes usada induz ao mal condicionamento do sistema uma
vez que geram termos da matriz de Hilbert [79], matriz de teste para rotinas que lidam com
matrizes mal condicionadas [87]. O trabalho de Alberto C. Nogueira Jr. [88] propoe e avalia
diferentes funcoes de forma hierarquicas pela variacao do ntimero de condicionamento com
o grau do polinomio empregado. O desenvolvimento de fungoes de forma deveria, também,
tentar contornar ou compensar o problema da grande disparidade entre propriedades do
fluido e da estrutura, e este é um outro desafio no desenvolvimento destas funcoes.

O estimador proposto apresentou um bom desempenho, mas foi implementado com uma
Unica estratégia de identificacao de erro. Um estudo do comportamento do estimador, empre-
gando diferentes estratégias, parece ser desejavel, principalmente em problemas muito mais
instaveis numericamente do que os casos aqui apresentados [72]. Pode-se citar, a alteracao do
valor do erro aceitavel entre iteragoes consecutivas, ou estimar o erro para frequéncias fora
da faixa de interesse com valor de erro aceitavel diferenciado em funcao da ordem do modo,
dentre outras possibilidades.

O caso analisado para o problema fluido-estrutura mostrou que para alcancar o erro
prescrito o refinamento uniforme de toda a malha nao era o procedimento mais eficiente.
Ficou indicada a necessidade de um procedimento de refino localizado na interface, e que as
necessidades de refinamento das malhas da viga e do fluido nao sao as mesmas. O processo
p-adaptativo mostrou-se muito eficiente na identificacao dos modos sem a discretizacao muito
detalhada do dominio e o estimador é muito simples e eficiente. Este fato indica que talvez
o processo de refinamento hp-adaptativo seja o mais adequado. Parece necessario, também,
implementar malhas nao conformes. Este procedimento permitiria que o refinamento de uma
das malhas nao implicasse no refinamento da outra. As fungoes de forma, neste caso, exigem

caracteristicas especiais para assegurar continuidade lateral e nodal, vide Bravo [39].
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Apeéendice A

Propriedades dos Polinomios de
Legendre

Os polinomios de Legendre sao polinémios que satisfazem a seguinte expressao [67, 68]:

L

" Yl den (€ =1)" (n=0,1,2.) (A1)

O indice n indica a ordem do polinémio. No intervalo —1 < £ < 1 as seguintes propriedades

sao validas [25, 66, 67, 68]:

1. Py(1) =1;

3. Ortogonalidade, f_ll P, Pnd§ = { " 2 Z;L iz

2n+1

4. Se o grau m do polinomio ) for menor que o grau n do polinomio de Legendre entao

S PaQudé =0 ;
A férmula de recursao:
nP(€) = (2n = 1)EP, 1(6) + (n— )Py 5(&) = 0 (A.2)

permite a determinagao do polindmio de forma recursiva até o grau n, uma vez que Py = 1

e P, = £. Outra expressao

(2n +1)Po(§) = P (§) = P (§) (A.3)

142



que pode ser expressa como

Pa(§)

4 [Pm(s) — P(©)
d¢ (2n+1)

e conduz a definicao para integral de um polinémio de Legendre:
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Apeéendice B

Propriedades dos Polinomios de
Hermite

Os polinomios de Hermite também sao ortogonais, mas o seu emprego como funcao de

forma se deve as seguintes propriedades [68]:
1. Hy(x) =22H, 1(z) — (2n — 1)H,_2(x);
2. H (z) =2nH,_(x);

3. Hy(—z) = (=1)"H,(x);

0 sem#mn

. 0o g2 .
4. Ortogonalidade [*%_ e ™ H,, H,dx —{ Pl /F sem—n

A segunda e a terceira propriedades permitem a construcao de funcgoes de forma com
continuidade C' ou que assegurem a continuidade do valor da funcdo e da derivada funcao
no n6. Hy = 1 e Hy = 2x, usando a férmula de recorréncia dada pela propriedade 1,

Hy =42? —2 e Hy = 823 — 122.
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Apendice C

Integracao da Matriz Volumétrica e
de Compressibilidade

C.1 Integracao da Matriz Volumétrica H;

A determinac@o da matriz volumétrica do problema [Hy|, é dada a partir da Expressao

(3.29):

M%+%% ON1 ONn _i_%aNn
oxr Ox oy Oy co or Oz dy Oy
Hy= / : : dx dy (C.1)
Q| oN, oNy 4 0Ny 0Ny ONy ONy | 0Ny ONn
or Oz oy Oy co or Ox dy Oy
Com as consideracoes feitas no Capitulo 3, tem-se:
%%4_%% 0Ly OLyn _i_%aLn
Ox Ox dy Oy T dxr Oz dy Oy
Hy = / : 7| dLydLs (C.2)
Q1 gL, 8L, | OLu ALy OLn OLa | 0Ly OLu
or O oy Oy to ox Ox oy Oy

Integrando inicialmente os termos resultantes do produto das derivadas das funcoes de forma

nodais, obtém-se para o termo H a1 da matriz elementar de compressibilidade:

0L, 0L, 0L, 0L,
He . = / dL.dL .
D s ( o or Oy 6y> Tl dLrdL (C.3)

Substituindo os valores de 0L,/0x e OLy/0y obtidos da Expressao (3.56) na Segao (3.4),

tem-se:

. 1
i = [ (= )+ (@ = 22)?) |J] dLadLy (C.4)
1

Hiyy = 1 (2 = 3)” + (a5 — 22)?) /A | dLydLs (C.5)
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Empregando a féormula de integracao para coordenadas de area, que é dada por:

TEN!
LPLEL A = 24— C6
/A L 2+n+k-+1) (C-6)
chega-se a:
/AdleLQ —1/2 (C.7)
lembrando que |J| = 24, escreve-se Hf, ;) como segue:
1
H = 1A ((92 —ys)? + (x5 — 5152)2> (C.8)

Usando o mesmo procedimento analogo para os outros termos da matriz [H€], e considerando

a simetria da matriz, tem-se:

e _ e  _ 0L, 0Ly  OLy 0L,
H(1,2) = H(2,1) = /A ( or O + 9y Oy ) dA (C.9)

Hivay = Hiosy = g [ (G0 =)o =) + (s — ) —w))dA - (C10)
H ) = Hppy = Aiél ((y2 —ys)(ys — y1) + (23 — 22) (21 — 23)) (C.11)

H(y g = H{yy) = 4{4 (Y2 = y3)(y1 — y2) + (23 — 22) (22 — 71)) (C.12)

He ) = 4{4 ((93 —y)* + (21— 5'33)2) (C.13)

Hiyy = Hipay = 5 (05 — 1) — 90) + (1 — )22 — ) (1)

Hiyy = 1 (0 = )" + (22— 2)?) (©.15)

Para os termos hierdrquicos definidos na Tabela (3.2) ha a necessidade de se determinar as

derivadas das fungoes de forma para o calculo da matriz volumétrica.

ONi _ 0QLiLs) _ 0(2LiLs) OLy | O(2L1Ly) 0Ly

= = 1

ox ox oL, Ox OL, O (€10

ON., 1

673:4 =3 (La(y2 — y3) + L1(ys — v1)) (C.17)
ON, B 0(2L1Ls) B 0(2L1Ly) 0L,y " 0(2L,Ls) 0L, (C.18)
oy oy 0L, oy = 9L, oy ’

ON, 1

a—; =7 (La(xs — w2) + Ly (z1 — x3)) (C.19)
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aa]\f = il (Ls(ys — y1) + Lo(vh — y2))
%]\; _ /11 (Ls(x1 — x3) + Lo(zy — 21))
aa]\;ﬁ = il (L3(y2 — y3) + Li(y1 — v2))
88];[6 — jl (L3(xg — x2) + L1 (z2 — x1))

(C.20)
(C.21)
(C.22)

(C.23)

Os termos da matriz volumétrica do elemento para termos hierarquicos de ordem 2 ja podem

ser determinados:
ON;ONy, ON; ONy
dA =
A Or Ox * Jdy Oy

[ = 5) (Lalv — ) + Lals — ) dA + ...

Hi gy = Hiyyy =

_ L
- 2A2

1
Toae /A<w3 — 23) (La(s — x3) + Ly (21 — x3)) dA
empregando a férmula de integragao para coordenadas de area

He g = 6il (Y2 — y3) (y2 — v1) + (x5 — T2) (22 + 71)]

Para H{, ;) = Hf, 5y o procedimento ¢ similar

ONy ONy  ON, ON,
A:
A Or Ox * dy 0Oy d

H&A) -

= 7 [ s =) (Ealos — vs) + Lalys — ) dA +
b [ = m) (Latas = 22) + Lo = 23)) dA

H(62,4) = 614 (Y3 — v1) (y2 — v1) + (21 — 23) (22 + 71)]

Da mesma forma Hz 4 = H3

. 1
He _i(f—xm + 22 — 2125 — o —|—x2)+
44— A 1 12 2 173 23 3

1

o (= v 05— s — vaus + 05)

(C.24)

(C.25)

(C.26)

(C.27)

(C.28)

(C.29)

Como existem 45 funcoes de forma para polinomio hierdrquico completo até ordem 8, con-

forme a Tabela (3.2), a matriz completa de um tnico elemento conterd 2025 termos.
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C.2 Integracao da Matriz de Compressibilidade £

Usando procedimento similar ao da se¢ao anterior parte-se da Equagao (3.29) para calcular

os termos da matriz de compressibilidade [Ef] do sistema:

NNy ... N|N,
B = / : | dedy (C.30)
“| NoNy ... NN,
usando a regra de integracao definida em (C.6) e as relagoes dadas na Segao (3.4), calcula-se

todos os termos da matriz elementar £¢:

2! 1
Ef :/NNdA:/LLdA:2A — A C.31
Ly = J A 2+2+0+0)! 6 (C:31)
Ef —/NNdA—/LLdA—2A 1L 1y (C.32)
L) = [, T T T e 1140 12 ‘
E —/NNdA—/LLdA—QA S 1 (C.33)
W3) = J T T T e 140+ 1) 12 '
2! 1
E :/NNdA:/LLdA:2A — A C.34
@2) 7 J, A (2+2+0+0) 6 (C34)
1
ES gy =—A C.35
ey = 13 (C.35)
. 1
Devido a simetria By 1) = Ef 3y, Ely5) = Ef39), E(51) = E(12- O que permite concluir

o calculo dos termos da matriz de compressibilidade empregando funcgoes fisicas ou nodais.
Para as fungoes hierarquicas subsequentes, tem-se:

2! 1

Ef :/AN1N4dA:/AL1(2L1L2)dA:4A(2+2+1+0)! = 4 (C.37)
B —/NNdA—/L(QLL)dA—4A 2 L (C.38)
4 = | add = | Lo(2lils RO F S FE I T .

. 1! |
Bty = [ NiNudA = | LRI LA = 44 = g (C.39)
212 2
Ef :/NNdA:/ZLL 24A = 8A ) 4
(474) A 1 4 A( 1 2) 8 (2+2+2+0)‘ 45 (C 0)

Este procedimento pode ser empregado para a determinagao dos outros 2016 termos restantes

da matriz elementar completa com polinomios até ordem 8.
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Apeéendice D

Eliminacao do Termo de Velocidade
das Matrizes Simétricas

O sistema matricial simétrico descrito pela Equagao (4.98):

Ke D wl [ o —L)fue),
0 ——H; 0 ~LT 0 0
Po
M, 0 .
w
o _12Ef {é}:{o} (D.1)
PoC

pode ser expresso em uma forma que elimine o termo de velocidade. Sistemas matriciais com
este termo sao muitas vezes chamados de sistemas com termo tipo amortecimento. O termo
de velocidade nao esta necessariamente associado ao amortecimento, como por exemplo as
matrizes resultantes do efeito giroscopio.

Devido as caracteristicas do problema muitas vezes o termo de velocidade do sistema
descrito pela Equagao (4.98) é confundido como o termo de amortecimento. O problema
nesta formulagao é um problema acoplado de vibracoes livres uma vez que a equacao da
onda dado pela Equagao (3.12) nao apresenta amortecimento. A equacdo que descreve o
comportamento da viga, Equagao (2.37) nao apresenta coeficiente de amortecimento interno
ou no engastamento. As equacoes de acoplamento sao obtidas a partir da expressao para o
carregamento externo da viga, Equagao (4.79), e da equacdo de conservagao de momento,
sem os termos viscosos e convectivos, Equacao (3.16). Portanto, o sistema dado pela Equacao

(4.98) é conservativo.
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Uma das possiveis solugoes do Sistema (D.1) que permite a separagao das varidveis de
tempo e espago é dada por [10]:
w = W sin(wt) (D.2)

0 = O sin(wt) (D.3)

Substituindo-se as Equagoes (D.2) e (D.3) no Sistema (D.1) chega-se a seguinte forma:

K. 0 M 0 W
e O L e
1 - —w? 1 A
0 ——H M[LT 0] “ { 0 ———E { S } {0} @y
Po PoC

ou

[N —w@Q — w*R]{z} =0 (D.5)

Por meio de manipulacao das submatrizes pode ser colocado na forma classica do problema

de autovalores

[A{z} = w[B{z} (D.6)

sendo

0 que leva a expressao matricial

[Al{z} — w[B){z} = [N]z+w[R]z —w[Q]z — w’[R] — w[R]z (D.10)
[Al{z} —w[Bl{z} = [[N]-w[Q] —w’[R]{z} =0 (D.11)

O sistema simétrico (D.1) gerado a partir da formula¢ao em potencial de velocidades, pode

ser reescrito a partindo-se das seguintes matrizes:

K. 0 0 0
1
A= [N O] 0 s 0 0
0 R 0 0 M, 0
0 0 0 —-LFE
poc
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0 L M, 0
LT 0 0 —-LE
=9 - ez s
R 0 M, 0 0 0
0 ——%E 0 0
poc
finalmente
K. 0 0 0
0 —+H; 0 0
po _
0 0 M, 0
0 0 0 _polc2Ef
0 L M, 0 w
LT 0 0 —-LE 0
— poc —
v M. 0 0 0 ww {0} (D.12)
0 LE; 0 0 wb
pOC
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Apeéendice E

Normas

Um problema que normalmente surge é estabelecer um critério para determinar a aprox-
imagao entre duas grandezas vetoriais. A algebra linear [25, 83, 79] e de uma forma mais
ampla a topologia [84], fornecem as ferramentas necessérias para esta tarefa. O passo basico
¢é definir uma norma. As normas associam qualquer elemento u,v,w,... € X a um numero

real || u || x chamado norma do espago X se satisfizer

lullx = 0 (E.1)
|lullx # 0 se u#0 (E.2)
loulx = lelflullx (E.3)
lu+ollx < lullx +llvllx (E.4)

A importancia da norma é que ela permite definir uma escala ou uma forma de comparar os
integrantes de um conjunto. Para um mesmo espaco vetorial ha diferentes formas de definir

a norma para um vetor

Julh = D |l (E.5)
=1

lull. = (Zuz>n (norma Euclidiana) (E.6)
i=1
[ullo = maxu (E.7)

Para matrizes defini-se também diferentes normas

Ml = max > | ()
=1
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[Mlz = maxy/A, A, autovalor MTM (E.9)

Mo = max ) [m] (E.10)
j=1

A norma ||M||y é conhecida como norma espectral. Algumas relagdes mateméticas exigem
compatibilidade entre normas definidas para diferentes espacos. Por exemplo a relacao
|Mz| < ||M]||||x|| exige que ||Mz|| e ||z| sejam avaliados na norma do vetor e ||M| na
norma da matriz. Para isto é necessario que a norma da matriz e do vetor sejam com-
pativeis, quando isto ocorre a norma da matriz se diz subordinada a norma do vetor. As
trés normas das matrizes definidas acima ||.||1 2. s80 subordinadas as respectivas normas dos

vetores ||.|[1.2.00 [13]-
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