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Resumo

Campos, Nivaldo Benedito Ferreira, Ajuste de Modelos Numéricos Usando Fungdes de Resposta
em Fregiiéncia, Campinas: Faculdade de Engenharia Mecénica, Universidade Estadual de
Campinas, 2002, 98 p. Tese (Doutorado)

Este trabalho investiga o ajuste de modelos numéricos utilizando como dados
experimentais simulados as funcdes de resposta em fregiiéncia (FRFs) da estrutura em estudo.
Inicialmente sdo apresentadas as técnicas usuais de ajuste de modelos de elementos finitos
(MEF), tanto aquelas baseadas em métodos de ajuste direto das matrizes do modelo, como
métodos iterativos. O uso dos métodos iterativos de ajuste de modelos foi investigado
inicialmente para o0 MEF, empregando-se para isso tanto dados modais como FRFs. O uso de
FRFs mostrou-se particularmente interessante devido & grande quantidade de informagdo que
contém e por permitir que os dados experimentais simulados sejam utilizados sem a necessidade
da extracdo de dados modais com a consegiiente introdugdo de erros. O mesmo procedimento foi
utilizado no ajuste de modelos numéricos que discretizam apenas o contorno do problema em
estudo. Foi investigado o ajuste de modelos de elementos de contorno, apresentando-se ©
procedimento para obtengdo de FRFs a partir deste método. Um elemento estrutural tipo viga fol
ajustado e os resultados obtidos comparados com os do MEF. Finalmente, investigou-se o uso do
método dos elementos finitos escalonado no contorno. Sua formulac@o para a elastodindmica bi
e tridimensional é apresentada e uma técnica de obteng@o de FRFs € proposta e verificada. Uma
proposta de formulagdo de um elemento de placa plana fina para 0 método de elementos finitos
escalonado no contorno & apresentada e algumas consideragdes sobre a obtencio da matriz de
rigidez dindmica correspondente s&o discutidas.

Palavras Chave

Ajuste de Modelos, Método dos Elementos de Contorno, Método dos Elementos Finitos, Método dos
Flementos Finitos Escalonado no Contorno



Abstract

Campos, Nivaldo Benedito Ferreira, Numerical Models Updating Using Frequency Response
Functions, Campinas: Mechanical Engineering Department, State University of Campinas,
2002. 98 p. Thesis (Doctoral)

This work analyses numerical models updating technigues using simulated frequency
response functions (FRFs) as experimenta! data. The usual techniques of finite element models
(FEM) updating, those based on direct updating of model matrices, and those based on iterative
methods are presented. The use of the iterative methods was investigated initially for FEM, using
modal data as well as FRFs. The use of FRFs have been proved particularly interesting due to the
amount of information about the structure’s dynamic behavior that it provides and because it
allows the use of experimental data without the need of modal data exfraction and the consequent
error introduction. The same procedure was used to update numerical models that need
discretization only over the boundary of the problem under study. The boundary element model
updating was investigated, and the procedures to obtain the FRFs by this method. A beam like
structural element was updated and the results obtained were compared to that from FEM.
Finally, it was investigated the use of the scaled boundary finite element method. Its formulation
for elastodynamics in the two- and three-dimensional cases is presented, and a technique to
obtain the FRFs is proposed and verified. A plane thin plate formulation to scaled boundary finite
element method is proposed and some considerations about obtaining the corresponding dynamic
stiffness matrix are discussed.

Keywords

Model updating, boundary element method, finite element method, scaled boundary finite
element method
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Capitulo 1

introducac

1.1. Generalidades

O advento dos computadores modernos, com alta capacidade de processamento de dados,
permitiu na analise estrutural a utilizagdo de modelos numéricos altamente sofisticados que
requerem a manipulacio de grandes matrizes e com alta velocidade. Obtidos os resultados através
destes métodos numéricos, é necessdria a sua comparagdo com aqueles oriundos de testes
experimentais para que seja assegurado que a simulagao numérica do sistema fisico reproduza o
comportamento real da estrutura em estudo. Apesar dos métodos de analise estrutural em uso
serem altamente refinados, seus resultados sdo extremamente dependentes do conhecimento
preciso dos pardmetros fisicos a serem utilizados na modelagem, sendo a escolha destes
parimetros crucial para que haja concordancia entre os dados experimentais ¢ os resultados
analiticos. Infelizmente, muitas vezes o conhecimento preciso de tais pardmetros ndo estd
disponivel, como por exemplo, no caso da modelagem de juntas, de chapas com variagdes em sua
espessura ou estruturas que apresentem alguma falha. Se as diferencas encontradas forem
significativas e assumindo-se que os dados experimentais s2o precisos, deve-se proceder ao ajuste

do modelo numérico.

As técnicas de ajuste de modelo consistem basicamente na solugio de um problema
inverso, ou seja, conhecido o comportamento de um sistema fisico, deseja-se determinar um
modelo analitico que reproduza exatamente o seu comportamento. Atualmente, o método dos
elementos finitos (MEF) tem sido largamente utilizado para este fim, empregando-se tanto
téenicas diretas de ajuste das matrizes de rigidez, amortecimento ¢ massa do modelo numérico,

como através de métodos iterativos que ajustamn os pardmetros utilizados na modelagem. O ajuste



de pardmetros fisicos e largamente utilizado na modelagem por elementos finitos, pois o
significado fisico das matrizes do modelo & preservado, contrariamente ao que ocorre quando se
ajustam diretamente (globalmentie} as matrizes de rigidez, amortecimento e massa. Dessa forma,
pode-se verificar a validade do ajuste realizado monitorando-se as variagdes dos parimetros a
serem ajustados. Caso sejam obtidos par@metros sem significado fisico, como por exemplo,
modulo de elasticidade ou densidade com valores negativos ou ainda com grandes variacdes em
relagdo aos valores inicials, pode-se reavaliar a estrutwra em busca de explicagdes para estas
ocorréncias. Se ndo for encontrada nenhuma justificativa para estes valores inesperados, um novo

grupo de par@metros deve ser escolhido para serem ajustados.

1.2. Revisdo Bibliografica

Os primeiros trabathos em mecinica estrutural, relacionados 4 modelagem a partir de dados
modais medidos, surgiram na década de 60, sendo o primeiro levantamento dos trabalhos feitos
nesta drea realizado por Young & On (1969) conforme citagio de Lin & Ewins (1990). Berman
& Flannelly (1971) foram pioneiros no uso de técnicas diretas de ajuste de modelos, assumindo
uma matriz de massa inicial e a seguir ajustando-a com o auxilio dos modos medidos e das
equagdes de ortogonalidade. Baruch (1978) prosseguiu nesta mesma linha, porém assumindo que
a matriz de massa esta correta enquanto que a matriz de rigidez deveria ser ajustada, tendo
empregado multiphicadores de Lagrange para minimizar a diferenca entre a matriz ajustada e a
analitica. Técnicas semelhantes foram empregadas por Berman (1983) e por diversos outros

autores, dentre os quais pode-se Chen, Kuo, Garba, Sidhu ¢ Ewins.

O uso de técnicas iterativas para o ajuste de modelos foi inaugurado com o trabalho de
Collins et al. (1974), no qual se utiliza uma técnica iterativa baseada na andlise de sensitividade
inversa de primeira ordem e na minimizagdo, em termos da norma euclidiana, da diferenca entre
os dados modais analiticos € medidos, procedendo-se assim ao ajuste dos parametros da estrutura.
Outros trabalhos baseados em técnicas similares foram apresentados por Chen & Wada,

Lallemant & Piranda e diversos outros autores,

A partir de 1981, surgiram trabalhos nos quais se utilizavam FRFs em lugar de dados

modais para ajustar os pardmetros. Dentre estes trabalhos destaca-se os de Martinez (1981), que

2



deu inicio ao uso de FRFs como dados medidos na estimagdo de pardmetros, e foi seguido por

Arruda (1985), Lin & Ewins (1991) e outros citados por Imregun & Visser (1991).

Na drea de métodos numéricos tem ampla divulgacio o método dos elementos finitos
(MEF), cujas primeiras publicagdes deveram-se a Turner et al. (1956 e Argyris (1960). A estas

se seguiram um grande niimero de outras publicagdes que consolidaram este método.

Também bastante explorado ultimamente, existe o método dos elementos de contorno
(MEC), que se tornou conhecido a partir da publicacdo do livro “The Boundary Element Method
for Engineers”, Brebbia (1978), apds o que ele desenvolveu-se rapidamente. Dentre as muitas
publicacdes a respeito do MEC pode-se destacar Banerjee & Butterfield (1981), Brebbia & Telles
(1984), Brebbia ¢ Dominguez (1989), Dominguez (1993).

j4 o método dos elementos finitos escalonado no contorno surgiu recentemente,
inicialmente para tratar de problemas com dominio infinito, com a publicacdo do livro “Finite
Element Modeling of Unbounded Media” de Wolf & Song (1996). Outros trabalhos foram
publicados a seguir em revistas de diferentes areas, Song & Wolf (1997,1999) e Welf & Song
(1998). Solugdes analiticas para equages da elastodindmica e a inclusdo de forgas de volume
foram apresentadas por Song & Wolf (1998,1999) e a utilizagdo do método na modelagem de
problemas relacionados a iteragio solo-estrutura foi abordada por Wolf & Song (1998, 2000a),
tendo sido também publicados dois primers sobre 0 método (Wolf & Song, 2000b, 2000c¢). Por
ser bastante recente, além dos pesquisadores citados anteriormente, investigaram este método
apenas Campos & Dos Santos (2001) que o utilizaram na obtencio de FRFs e Wegner & Zhang

(2001), na analise da vibragdo livre de um sistema solo-estrutura tridimensional.

Em relacio ao uso destes métodos numéricos no ajuste de modelos, hé vasta bibliografia
relativa ao uso do MEF. Uma revisdo dos artigos publicados, fornecendo uma visdo geral das
técnicas de ajuste, pode ser encontrado no trabalho de Mottershead & Friswell (1993). Em
relacio ao MEC, apenas o trabalho de Campos & Dos Santos (1999), que usaram este método no
ajuste de uma estrutura tipo viga, pode ser localizado. J& o método dos elementos finitos

escalonado no contorno nfio possui publicagdes relativas ao seu uso no ajuste de modelos.



1.3. Apresentacao do Trabalho

O presente trabalho investiga o ajuste de meodelos numéricos, tanto para métodos de
dominio como para meétodos de contorno. Embora os métodos diretos de ajuste sejam
apresentados para se ter uma vis3o abrangente, o foco principal é a utilizacfio dos métodos
iterativos de ajuste. A formulagio dos métodos numéricos ¢ revista, tanto para os métodos ja
consagrados como ¢ método dos elementos finitos e 0 método dos elementos de contorno, como
para o método dos elementos finitos escalonado no contorno, comprovando-se que as técnicas de
ajuste existentes podemn ser aplicadas aos diversos métodos numéricos desde que estes sejam
formulados de modo a permitirem a obtenco dos dados relativos ao comportamento dindmico do

probiema em estudo.

Embora o objetivo inicial deste trabalho fosse a investigacio dos métodos de ajuste
iterativos, ao longo de seu desenvolvimento ganhou importincia a formulagio e a implementacio
dos métodos numericos de contorno. Deve-se destacar a formulacio do método dos elementos
finitos escalonado no contorno, ac qual sdo dedicados dois capitulos deste trabalho. Apesar de
ndo se ter chegado a realizagdo do ajuste destes modelos, a sua implementacio de forma a
possibilitar a obtengdo de FRFs garante a possibilidade de realizagio do ajuste de forma analoga

a utilizada com os outros métodos numeéricos.

No capitulo 2 sfo revistas as técnicas correntes de ajuste de modelos numéricos,
apresentando-se tanto os métodos diretos de ajuste, capazes de reproduzir com exatidio os dados
modais, mas que produzem matrizes de massa e rigidez sem significado fisico, como os métodos
iterativos, baseados em técnicas de otimizagio de sistemas com o uso da matriz de sensitividade e
que ajustam o modelo numérico mantendo o seu significado fisico. Enfase ¢ dada ao uso das
FRFs como dados experimentais no ajuste iterativo, devido & possibilidade de se usa-las
diretamente, sem a introdugdo de erros gerados pela andlise modal experimental e também devido
a grande quantidade de informacfo relativa ao problema em estudo contida em cada uma das
FRFs obtidas.

No capitulo 3 € revisto o ajuste de modelos de elementos finitos. Sio apresentadas as
técnicas de obtengdo de FRFs e de dados modais através deste método e seu uso no ajuste pelo

método iterative de uma estrutura tipo viga para um caso simulado e também para um caso
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experimental.

No capitulo 4 utiliza-se o método dos elementos de contorno no ajuste de modelos. E
revisto o use do MEC em estruturas tipo viga € a obtencdio de FRFs através deste método. O
ajuste do modelo de MEC utilizando-se o método iterativo ¢ aplicado a um caso simulado ¢ o

resultado obtido € comparado com aguele obtido atraveés do MEF.

No capitulo 5 apresenta-se o método dos elementos finitos escalonado no contorno,
aplicado & elasticidade plana. S3o desenvolvidas as formulagbes da equagéo diferencial dos
deslocamentos ¢ da matriz de rigidez dindmica no novo sistema de coordenadas escalonadas. Um
exemplo simulado de fensfo plana ¢ estudado, onde uma nova forma de obtencdo das FRFs ¢
apresentada e verificada. A fim de comparar os resultados obtidos com aqueles do autoproblema
do MEF, os dados modais s3o extraidos das FRFs através do esquema de analise modal numerica
apresentado por Arruda ef al. (1996).

No capitulo 6 uma formula¢do de um elemento de placa plana fina, para 0 método dos
elementos finitos escalonado no contorno € proposta, sendo obtidas as expressdes parz a equagdo
diferencial dos deslocamentos e discutidas algumas consideragdes para a obtencdo da matriz de

rigidez dinamica, ambas no dominio da freqiiéncia, para o sisterna de coordenadas escalonadas.

No capitulo 7 as conclusGes relativas aos assuntos abordados neste trabalho sdo

apresentadas, bem como sugestdes para trabalhos futuros.
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Capitulo 2

Técnicas de ajuste de modelos

2.1. Introducao

Denomina-se ajuste de modelos aos procedimentos sistemdticos para adequar os medelos
numéricos ao comportamento fisico real da estrutura modelada, baseando-se em dados
experimentais. Estes dados medidos sdo comparados com os determinados numericamente para
estabelecer-se uma correlagfo entre estes modelos, localizar as diferencas entre eles e,
finalmente, corrigir o modelo numérico de acordo com os dados experimentais. Embora os dados
experimentais contenham erros inerentes aos métodos utilizados para obté-los, é pratica corrente
na engenharia tomar-se esses valores como sendo corretos ou entdo utilizar-se de fatores que

quantifiquem e que introduzam na formulacio tedrica a incerteza em relacdo ao comportamento

dindmico da estrutura em estudo determinado experimentalmente.

Muitos autores, ja citados no Capitulo 1, propuseram métodos para investigar o ajuste de
modelos, 0s quais, de acordo com sua formulagio matematica, podem ser agrupados em
diferentes categorias. Heylen (1987) propds que a separacdo fosse feita entre métodos diretos e
indiretos, de acordo com o processo de resolucdo do sistema de equagdes. Qutros autores, como
Janter (1989) preferem enfatizar a importincia da escotha dos parimetros a serem ajustados e
separam os métodos de acordo com a escotha dos pardmetros a ajustar. Imregun & Visser (1991)
separaram os procedimentos de ajuste em métodos de localizagio de erros e corredo de fases do
modelo. Friswell & Mottershead (1995) apresentaram uma revisio dos diversos tipos de ajuste de

modelos.

Alguns autores, como Avitabile & Li (1993), Imregun er al. (1994) chamaram a atencio



para as principais dificuldades e limitaces dos procedimentos de ajuste de modelos quando
aplicados a casos reais. Baseado em muitos casos reportados formou-se o consenso de que o
sucesso na utilizacio de um determinado método de ajuste ¢ dependente do caso que se estéd
analisando e da experiéncia e bom senso do analista, ao qual cabe avaliar a discrepéncia que pode
existit entre 0s modelos. Sendo assim, os resultados obtidos devem ser usados com cautela € no

serem tomados como indicadores absolutos.

Um passo crucial no ajuste de modelos ¢ a escolha dos parametros a ajustar. Os dados
medidos contém uma quantidade limitada de informagdes, logo para evitar mal condicionamento
do problema de ajuste o nimero de pardmetros a ser ajustado deve ser pequeno. Tais pardmetros
deverio ser escolhidos com o objetivo de corrigir as reconhecidas incertezas do modelo ¢ os

dados medidos deverdo ser sensiveis a estes parimetros.

O requisito basico para qualquer técnica de ajuste € que ela seja capaz de comparar
resultados experimentais de protdtipos de estruturas com resultados calculados através de um
modelo numérico. Nesta comparagdo, os principais problemas que surgem devem-se
principalmente ao grande niimero de graus de liberdade do modelo analitico, a0 ntmero limitado
de transdutores usados para medir a resposta da estrutura e as inexatiddes de modelagens, em

particular & omissdo de amortecimento no modelo numérico.

Os métodos diretos que utilizam dados modais possuem a vantagem de ndo requererem um
processo iterativo e assim o risco de niio convergéneia ou de computagdo excessiva ¢ eliminado.

U aspecto importante destes métodos ¢ que eles reproduzem exatamente os dados medidos.

Os métodos iterativos permitem uma larga escolha dos pard@metros a serem ajustados, bem

como a ponderacio dos dados medidos e das estimativas iniciais dos parametros.

Nas secles seguintes, s3o revistos alguns destes métodos de ajuste e € apresentada a

formulacio tedrica necessaria para sua implementagéio.

2.2. Ajuste de modelos através de métodos diretos

Esta categoria de métodos consiste basicamente no calculo de corre¢des para as matrizes de



rigidez K, amortecimento C ¢ massa M do modelo numérico, as quais minimizam a norma de
wma dada fungio de erro. O trabalho de Berman & Flannelly (1971), o qual ajusta as matrizes de
massa ¢ de rigidez de um modelo analitico, usando modos medidos incompletos, ¢ uma das
primeiras publicactes relacionadas ao ajuste de modelos usando um método direto. O autor
formula um conjunto de equacdes lineares nas componentes de massa e rigidez desconhecidas
baseado nas condi¢des de ortogonalidade da massa combinada com a equagio da massa total.
Qutros metedos que se seguiram a este fizeram uso dos multiplicadores de Lagrange para estimar
matrizes de corregido das matrizes K e M. Baruch (1978) propds uma formulacio baseada
também nos multiplicadores de lagrange, mas para calcular apenas a matriz de correcdo da

matriz de rigidez, enquanto que a matriz de massa & assumida como sendo correta.

Nesta formulagio sdo assumidas duas restricGes sobre a matriz de rigidez K ajustada: ela
deve reproduzir os dados modais medidos e ser simétrica. Dessa forma a equacio de movimento

do modelo da estrutura implica em:

K® =M QA (2-1)

onde K é a matriz de rigidez ajustada, M, a matriz de massa analitica, A é uma matriz diagonal

cujos termos sdo 0 quadrado das freqliéncias naturais medidas e @ sfo os modos medidos

ortonormalizados em relacio a M.,
A simetria de K impde que
K' =K (2-2)

A func¢fo a ser minimmizada deve relacionar de alguma forma a diferenca entre as matrizes

de rigidez ajustada e analitica. Baruck (1978) minimizou a norma:

s=5 N-‘(K—KQ)N*H—X[Xn;(kkk—{kam] (3)

NI AN T
onde K, ¢ a matriz de ngidez analitica inicial.

A ponderagdo pela inversa da matriz N = M,", compensa até certo ponto as diferencas da



ordem de grandeza dos elementos das matrizes de massa ¢ rigidez. A fungio a ser minimizada é

adaptada como requerido pela técnica de multiplicadores de Lagrange, sendo entdo dada por:

= %H N7 (KK, N7 +2] T, (K® - M, @A) +| T, (K -K)] (2-4)
onde

21, (Ko -M, @A) =23 3(7,), > (6.6, ~ 0, @21, 2-5)

0 (KK )] = 3l (e, -, ). 2-6)

i el
la)i L. — j-ésima freqiiéncia natural medida ao quadrado;

T'» — matriz dos multiplicadores de Lagrange nx m;

'k - matriz dos multiplicadores de Lagrange n x m assimetrica, logo:
L =-Tg. @7

A minimizacio de J na equagdio (2-4) ¢ apds certa manipulagdo algebrica, conduz a

seguinte expressao para a matriz de rigidez ajustada
K=K, -K,®0'M, ~M 00K, +M, 00K OO'M, +M PAD'M, . (2-8)

Esta solucdo é Unica, ou seja, n3o existe outra expressdo para K que minimize a expressao

dada pela equacio (2-3).

Berman ¢ Nagy (1983) usaram um método similar ao de Baruch. Neste caso, usaram os
dados medidos como referéncia e tanto a matriz de massa como a de rigidez foram ajustadas. A
matriz de massa ¢ ajustada para garantir a ortogonalidade dos modos medidos e a matriz de

rigidez € calculada usando a mesma equagéo de Baruch, mas com a matriz de massa ajustada.

Dessa forma, dada a matriz dos modos medidos, @y, ¢ uma matriz de massa analitica, M,,
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determina-se a matriz de massa ajustada, M, que minimiza a funcio:

3= M (M- b )M (2-9)
sujeita a restricdo de ortogonalidade
o M®, =1 (2-10)

Procedendo-s¢ 4 minimizaglio da equacfio (2-9) de forma semelhante a utilizada na

obtenc¢do da matriz de rigidez, tem-se

M (M-M, M +@ I'el =p. (2-11)
onde I" ¢ a matriz dos multiplicadores de Lagrange.

Combinando-se a equagdo (2-11) e a equacio (2-10), obtém-se a matriz de massa ajustada

M=M,+M, @ M'I-M, M '®"M_ (2-12)
onde

M, =®'M P, (2-13)

Nos procedimentos apresentados as matrizes ajustadas s3o determinadas sem a necessidade
de nenhuma iteragdo. No entanto, as matrizes ajustadas obtidas tanto podem perder a esparsidade
como perder a simetria, ou deixarem de ser positiva definida ou semipositiva definida, levando a
um modelo ajustado sem significado fisico. Muito embora existam métodos recentes que tentam

preservar fais caracteristicas das matrizes, os resultados obtidos sdo dependentes do problema e

com custos computacionais discutiveis.

2.3. Ajuste de modelos através de métodos iterativos

Os métodos iterativos, assim como as outras técnicas de ajuste de modelos, tém por

objetivo fundamental melhorar a correlacio entre os dados medidos e os dados previstos no
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modelo analitico. A correlagiio ¢ determinada por uma funcgio objetivo a qual envolve dados
modais (fregiiéncias ¢ modos) ou FRFs. Estas fungdes objetivo sc geralmente fungSes ndo
lineares dos pardmetros, de modo qué um processo iterativo € requerido, trazendo consigo
possiveis problemas de convergénela inerentes ao metodo. No entanto, estes métodos tém a
vantagem de manterem o significado fisico das matrizes, uma vez que ajustam diretamente 0s

parimetros das matrizes.

2.3.1. Métodos iterativos usando dados modais medidos

Nos métodos iterativos que utilizam apenas os dados modais medidos, os autovalores e
autovetores da estrutura medida s3o obtidos através da analise modal experimental da estrutura.
Assumindo-se que ndo exista amortecimento no sistera, o vetor dos dados modais medidos pode

ser definido como:
T T T T
Z,= {'&m},¢mi?2’m2,¢m2 ‘lmr,¢:z.r} (2-14)

onde Am € 0 i-ésimo autovalor medido e @, € o autovetor correspondente. No modelo
numérico, os autovalores e autovetores equivalentes aos medidos podem ser montados da mesma

forma como: casarao

7 ={aol hel Ao} (2-15)

As mais diferentes combinagdes dos autovalores e autovetores podem ser incluidas nos

vetores Z, ¢ z desde que a informacfo contida em um corresponda a aquela contida no outro.

0Os métodos de fungio objetivo ou custo usam, em geral, uma expansio em séries de Taylor
truncada ap6s o termo de primeira ordem, para expressar os dados modais em fungdo dos

pardmetros estruturais, ou seja,

52=8,00 (2-16)

onde 8z = Z, — % ¢ a varia¢i i = : iagd ) :
e m — i variacdo das medidas, 86 = 8 ~ 8, ¢ a variagiio dos parAmetros € §; ¢ a

matriz de sensitividade na j-esima iteracfio, a qual contém as derivadas dos autovalores ¢
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autovetores em relacio aos pardmetros calculados em 6; . Diferentes enfoques do calculo da

sensitividade tém sido publicados por Fox & Kappor (1968}, Collins & Thomsom (1969), Nelson
(1976), entre outros. '

O método de minimos quadrados pode ser considerado como uma solugio geral da equacio
(2-16) com varlas matrizes de ponderagio. Particularmente neste trabalho sera investigado apenas
o caso onde o numero de medidas é maior que o numero de pardmetros. Este caracteriza o caso
sobredeterminado, onde ndo existe solugio exata para a equacio {2-16). Assim, uma solucio por

minimos quadrados devera ser empregada para minimizar a funcdo objetivo:

J(58)=¢"¢ (2-17)
onde

£=02-8,08 (2-18)

¢ o erro residual apds proceder-se ao ajuste dos pardmetros numa dada iteracdo j. Substituindo-se

a expressao (2-18) na equacdo (2-17), tem-se:

J(60)=52"62-260"S162+507S7S 50 (2-19)
Minimizar J em relacdo a 8 implica que

VJ(®)=0=-ST&+S’S B (2-20)
Resolvendo-se a equagio (2-20) para 60 obtém-se

50=(s's,) 875z (2-21)
Assim, os pardmetros ajustados na j-ésima iteragio podermn ser expressos como

0,..=8, +(S;Sf)—i 85 (2, ~2,) (2-22)
Neste caso, todas as medidas estardo sendo igualmente ponderadas. Em testes de vibracdes
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tipicos, as freqiiéncias naturais e os modos sdo obtidos dentro de uma variagdo de 1% e 10%,
respectivamente. Esta relativa imprecisfio pode ser incorporada no algeritmo, minimizando-se a

fungio objetivo ponderada:
J(®)=¢ We (2-23)

onde W, é uma matriz de ponderagdo positiva definida, a qual ¢ usualmente diagonal e cujos
clementos sdo dados pela reciproca da varidncia das correspondentes medigdes (Blakely &

Walton, 1984). Minimizando-se a equacio (2-23), obtém-se a variagio dos pardmetros
-1
s8=(STW,S,) STW.3z (2-24)
ou para o parametro ajustado

0.=0,+(STW,S,) SW,(z,-z)) (2-25)

J+l

A fim de melhorar o condicionamento das equagdes (2- 22) e (2- 25) adiciona-se um termo
4 funcio objetivo, o qual ira ponderar as variagdes dos parimetros. Neste caso a variagdo no

parametro em cada iteragio serd limitada pela inclusdo deste termo na funcdo objetivo, logo:
J(B) = We+ B W,B (2-26)
Substituindo-se &= dz— S .M na equacio (2-26) ¢ rearranjando-se 0s termos, obtém-se
J(60)= 062" W, 52 -250"STW, 52+ 56" (STW.S + W, )50 (2-27)

Minimizando-se esta fungdo objetivo em relagio a &, obtém-se a variagio nos parametros

COomo:
T “eT
§0=(STW.S, +W,] STW,.5z (2-28)

ou para o parametro ajustado
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0, =0, +(STWS +W,) STW, (2, ~z,) (2-29)

Um enfoque similar, mas melhor condicionado, é ponderar as estimativas iniciais dos

paridmetros. Assim, a nova fungdo objetivo é dada por:
J(58)=¢&"W.e+(50+(6, —90})T w,(60+(6,-0,)) (2-30)

onde 6, € o vetor das estimativas iniciais dos parfmetros. Expandindo-se o segundo termo e

substituindo-se o valor de € obtém-se a fungfo objetivo:

J(58)=52"W,5z+(0,-0,) W,(0,-8,)
2-31
~2507 (STW, 62— W, (0, -9, })+ 06" (STW,S, + W, )50 o=y

Minimizando-se esta fungdo com relacdo aos pardmetros obtém-se a variacio destes como
-1
50=(STW.S,+W,} (STW.52-W,(0,-0,)) (2-32)
ou para o parametro ajustado

0,.,=0,+(STW,S, +W,) (STW, (2, -2 )-W,(8,-6,)) (2-33)

jt

2.3.2. Métodos iterativos usando funcdes de resposta em
frequéncia medidas

Os métodos iterativos que usam como dados as FRFs medidas sfo interessantes pois evitam
que erros inerentes aos processos de andlise modal experimental, usados para extrair as
freqiiéncias naturais, amortecimentos modais e os modos, sejam introduzidos no ajuste do
modelo numérico. Também existem situacdes, onde a estrutura em estudo possui freqiiéncias
naturais muito proximas ou alta densidade modal, o que dificulta a analise modal experimental. A
inclusfio do amortecimento ¢ vital quando os dados utilizados no ajuste sdo FRFs, pois isto é
indispensavel para se obter uma boa correspondéncia entre as FRFs medidas e calculadas. Sendo
que o amortecimento € dificil de modelar precisamente, pode-se utilizar o coeficiente de
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amortecimento obtido na analise modal experimental, e aplica-lo no calculo das FRFs numéricas,

ou, 0 que é mais comum , pode-se adotar o amortecimento proporcional dado por
C=aM+ fK (2-34)

De acordo com Natke (1984 ¢ 1986), os métodos iterativos de ajuste de modelos utilizando

FRFs consistem em minimizar a fungio objetivo

J(8)=e(8)+y(8,-0.) W,(8,-8,) (2-35)
onde

2(0)=(H, -H,) W, (H,-H,) (2-36)

¢ H., si0 as FRFs medidas, H, as FRFs numéricas e ¥ ¢é um escalar que expressa a confianga

global no modelo numérico relativamente aos dados experimentais.

Quando y= 1, a minimizac¢do de J(@) é conhecida como estimagdo bayesiana. Se =0, a
diferenca entre o pardmetro ajustado e o inicial é arbitraria e a minimizacao de J(6) leva a solugéo
de minimos quadrados generalizada. Esta segunda opc¢éo foi a adotada na resolugao dos exemplos
deste trabalho. Quando ¥# 0, a funcio objetivo é penalizada na medida em que a distincia do

modelo original aumenta. No limite, quando y—> e, a minimizag¢do leva a solugdo trivial, 6 = 6.

A minimizacdo de J(8) é um processc iterativo onde os valores em uma iteragdo j+1 sdo

dados por:
ol = ¢/ + 7750 (2-37)

onde T ¢ o passo na diregdo de busca, determinado em um processo de busca linear usado para

methorar o processo de convergéncia e
50=(STW.S, +W,}" (swa (H,-H,(6,)}-W,(60,-8, )) (2-38)

Para iniciar o processo iterativo, os valores analiticos iniciais dos pardmetros sio arbitrados.
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A matriz de sensitividade S € dada pelo jacobiano de Hy(8) em relacio aos pardmetros 6:

|

§ =—=%& 2-39
70 &3

Muitos trabalhos tratam do problema de calcular 8, tais como os de Vanhonacker (1989),
Sutter er al. (1988), Sharp & Brooks (1988), Adelman & Haftka (1986) e Wolfe (1978). Neste
trabatho € utilizada uma abordagem que consiste no célculo das sensitividades através de
diferencas finitas. Para evitar-se o alto custo computacional de uma busca nfio linear, somente a
primeira diferenga € utilizada, o que produz uma estimativa com suficiente precisio para este
caso. Desta forma a matriz de sensitividade pode ser expressa como

_oH, H,€6,-06,)-H,1(0,)

S, = - -4
%=, 86, (240)

I

A escolha de 00 ¢ de fundamental importincia para a precisdo do céiculo das
sensibilidades. Ele deve ser tio pequeno quanto possivel, mas ha limitagdes devido ao
truncamento numeérico. Neste trabalho adotou-se a regra de Brown e Dennis em Arruda & Dos
Santos (1992), e 86 foi escolhido como sendo:

&

56, = min{[H,(6,)].5,} (2-41)

onde

107 se |6,]|< 107,
0 0, se lo,|= 10° @42
As técnicas apresentadas neste capitulo formam a base tedrica minima necessdria ao
desenvolvimento do estudo do ajuste de modelos. Embora o ajuste de modelos utilizando-se
dados modais ndo se constitua no interesse principal deste trabalho, a revisio de sua formulacio e
sua posterior implementagéo facilitou o desenvolvimento dos c¢6digos computacionais para a

realizacdo do ajuste utilizando-se FRFs.
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Capitulo 3

Ajuste de modelos de elementos finitos utilizando parametros
modais

3.1. Introducaoc

O desenvolvimento da modelagem por elementos finitos, aliado 2 flexibilidade dos modelos
analiticos, sugere o crescente interesse em relacdo 4 aquisicdo e uso de dados experimentais com
o propdsito de validagdo ¢ ajuste de modelos, buscando-se determinar o real comportamento da
estrutura. O resultado é um modelo calibrado que pode ser usado para o estudo do

comportamento dinimico real do sistema sob diferentes condigbes de operagio e carregamento.

No capitulo 2 apresentou-se uma visdo geral das técnicas de ajuste por métodos iterativos,
as quais serdo empregadas aqui no ajuste de modelos do MEF. Neste capitulo sdo avaliadas as
potencialidades dos métodos de fungio objetivo sob diferentes consideragdes de ponderagdo dos
dados medidos e dos parimetros a ajustar, aplicados a modelos estruturais de elementos finitos do
tipo viga. As andlises sio feitas utilizando-se dados medidos simulados ¢ experimentais, cujos
resultados sdo comparados com os existentes na literatura. Nos exemplos apresentados aqui, 0s
ajustes de modelos sdo realizados empregado-se apenas os dados modais. Exemplos de ajuste de
modelos de elementos finitos com o emprego das FRFs sdo apresentados no capitulo 4, onde os

resultados obtidos com o MEF sdo comparados com aqueles provenientes do MEC.

3.2. Ajuste com dados simulados

Os algoritmos para ajuste de modelos usando-se dados modais foram implementados em

um codigo computacional em ambiente MATLAB, sendo os resultados obtidos apresentados por
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Infantes e al. (1999). O célculo da sensitividade foi implementado com o algoritmo do método
de Fox & Kappor (1968). Com a finalidade de verificar o procedimento ¢ mostrar a capacidade
das técnicas de ajuste apresentadas, estas serfio aplicadas a um problema simulado de wma
estrutura do tipo viga. A fim de permitir a comparacio dos resuitados obtidos utilizou-se o
mesmo modelo simulado por Friswell & Mottershead (1995). O modelo encontra-se mostrado na

Figura 3-1, o qual consiste de uma viga de aluminio com uma extremidade engastada.

Figura 3-1. Modelo de elementos finitos para a viga simulada

A viga tem 0,7m de comprimento com secdo transversal retangular de 0,050%0,025m. O
modelo do MEF consiste de sete elementos de viga Euler-Bernoulli de igual comprimento, com
dois graus de liberdade por né. Os dados medidos simulados sdo gerados a partir de um modelo
do MEF semelhante ao anterior, mas com o dobro de elementos. Os pardmetros a serem ajustados

sdo: a rigidez 2 flexdo da viga (EI) e as rigidezes translacional (K,) e rotacional (K..) no engaste.

A Tabela 3-1 compara os resultados obtidos neste trabalho com aqueles obtidos por
Friswell & Mottershead, 1995, apresentando os valores simulados das medicdes, os valores
iniciais arbitrados e os valores ajustados. Para os valores ajustados sdo apresentados os resultados
dos casos sem ponderacdo, (Equacdo 2-22), e ponderando as medigdes (Equagio 2-25). Neste
ultimo, duas avaliagdes sio feitas; uma sé com os autovalores e outra incluindo-se os autovetores
no vetor de medig@o. Para o caso ponderado adotou-se um desvio padrio de 0.5% e 10% nos
autovalores e autovetores “medidos”, respectivamente. Deve ser observado que os valores
ajustados foram obtidos usando-se apenas as quatro primeiras freqiiéncias (f/ a f4), as outras
freqiiéncias (5 ¢ f6) sdo usadas para quantificar a qualidade do modelo. Os resultados
apresentados mostram uma boa concordéncia com os resultados da medicdo simulada, bem como

com aqueles encontrados no trabalho de Friswell & Mottershead (1995).
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Valor Inicial Valor Ajustado
f; [Hz] Nao Ponderado Ponderando Medigdes (Equago 2-25) Six'iil;ii .
El {N.m] (Fquagdo 2-22) Sem Autovetores Com Auiovetores da
Ky [N/m] infanies Eriswell, Erro § infanies Friswell Erro | Infantes Friswell, Erro Medicgo
K [N.mitad} | etal % etal ; % et al.; %
f1 1 33,89 37,44 3744 0 3746 37,46 G 3747 37471 O 37,48
f2 | 22080 | 2387 2368 (0021 2368 236.8 ¢ 236,8 23680 1 G 236,75
f3 | 614,11 | 8573 857.3 0 857,3 657.3 0 6572 65720 § O 657,33
f4 1 1156,88 | 1255 1255 0 1255 1255 0 1255 1255001 0 § 125530
f5 | 1827,20] 1997 1987 0 1998 1998 0 1998 (199800 | O 1§ 199350
6 12708,29 1 2907 2907 0 2907 2907 0 2007 | 280760 O | 288140
El 1 4500 4593 4532 0,021 4578 4578 0 4574 4573 [ 0.021 4560
Ky | 2,00e7 | 3,76e7 | 377e7 | 0,26 | 3.81e7 | 3,81e7 0 3.82e7 | 3,83e7 | 0,26 : 4,00e7
Ko 1 50084 | 9.68e4 | 96%e4 | 0,10 ] $,86e4 | 9,86ed ] §,8%e4 | 9,90e4 | 0,10 § 10,00e4
Tabela 3-1. Comparacio enire resultados obtidos neste trabatho com os de Friswell & Mottershead,

1995, para os casos sem ponderacio ¢ ponderando as medicdes. 'Resultados deste
trabalho; *Resultados do trabalho de Friswell & Mottershead, 1995.

Na Tabela 3-2 apresenta-se uma comparacdo dos valores simulados com os valores

ajustados para o caso com ponderacdo nas medigdes € nos pardmetros (Equagdo 2-29); e para o

caso com ponderagdo nas medigdes e na estimativa inicial dos pardmetros (Equacio 2-33).
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Valor Ajustado

Valor Inicial
£ [Hz] Penderando Medigdes e Pardmetros Ponderandc Medigtes e Estimativa Valor
' (Equagac 2-29) inicial dos Parametros (Equagdo 2-33) | gy mdo
Ei [N.m7] u
Ky [N/m] Sem Erro Com Erro Sem Erro Com Erro | Medicao
K [N.m/rad] Autovetor | % | Autovetor | % | Autovetor | % Autoveior | %
ft 33,89 3747 | 0,02 3747 10,02 37.44 0.05 3744 | 0,05 37.46

72 220,60 236,71 ¢ 0,01 23671 | 0,04 236,54 0,08 236,54 0,09 236,75
13 514,11 857,14 | 0,03 857,13 ¢ 0,03 856,49 0,13 656,49 9,13 657,33
f4 §1156,88 1 125583 | 0,02 | 125556 | 0,02 | 125362 | 0,14 | 125383 0,14 § 125530
f5 1182720 § 199870 | 0,26 | 199883 | 0,26 | 199468 | 0,06 | 109471 0,06 | 1993,50
f6 §2708,29 1 290736 § 0,90 | 290746 § 080 | 290211 0,71 | 2802,13 0,72 | 288140
El 4500 456280 § 0,08 45608 | 0,02 4560,2 10,004 | 4559,80 10,002 4560
Ky 2e7 3,86e7 3,50 3,87e7 3.25 3.81e7 475 3.81e7 4,75 4e7
Kez S5e4 10,0Ce4 § 0,02 | 10,02e4 | 0,20 9,95e4 050 | 9.96ed G4 10e4

Tabela 3-2. Comparacio dos valores simulados com os valores ajustados para os casos de ponderagio:
nas medi¢Oes ¢ pardmetros; ¢ nas medigbes e estimativa inicial dos parimetros.

Em ambos 0s casos, apresentam-se os resultados com e sem a inclusdo dos autovetores no
vetor de dados medidos. Tal como nos casos anteriores, adotou-se um desvio padrio de 0,5% e
10 % nos autovalores e autovetores medidos, respectivamente, Para o caso com ponderacio nas
medi¢bes e nos pardmetros (Equagio 2-29), adotou-se um desvio padrio de 0,6 % para El e 20 %
para K, e K., o desvio padrio para o caso com ponderagio nas estimativas iniciais
(Equagdo 2-33), foi de 0,72% para EI e 25 % para K,, ¢ K,.. Também neste caso os valores
ajustados foram obtidos usando-se apenas as quatro primeiras freqiiéncias deixando-se as duas
ltimas para serem usadas na quantificagio da qualidade do modelo. Pode-se observar que, para
todos os casos, as freqliéncias convergem para erros percentuais inferiores a 1 %; assim como,
em ambas tabelas, que os erros percentuais nas freqiiéncias /3 e f6, as quais nfo foram incluidas
no procedimento de ajuste, apresentam valores inferiores a 1 % indicando uma boa qualidade do
modelo em reproduzir os dados medidos. Observa-se também que a inclusdo dos autovetores em
todos os casos melhora a correlagio dos pardmetros do modelo “medido” simulado ¢ o modelo
ajustado. Na pratica, os autovetores sdo menos confidveis que os autovalores, portanto a

influéncia deles no processo de ajuste depende do engenheiro ao dar as corretas ponderacdes.

A Figura 3-2 mostra a comparac¢do entre as FRFs dos dados medidos simulados e do
modelo ajustado, obtidas por superposi¢io modal do modelo de MEF na faixa de freqiiéncias de
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DC-1500Hz. Os resultados mostram uma boa concordancia entre as FRFs das medidas simuladas

e do modelo ajustado.
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Figura 3-2. FRFs dos dados medidos simulados ¢ do modelo ajustado a partir dos parametros
estimados para os casos: {a) sem ponderacdo; {b) com ponderacdo nas medidas; (¢) com

ponderaciio nas medidas e nos parimetros; (d) com ponderagio nas medidas e valores
iniciais dos parimetros.

3.3. Ajuste com dados experimentais

Com o objetivo de verificar o desempenho do algoritmo de ajuste em um caso real,
realizou-se um experimento similar ao simulado. Consiste de uma viga de aluminio engastada em
uma extremidade, com 402 mm de comprimento e secdo transversal retangular de 25,6x3,3 mm.

As medidas do modelo experimental foram realizadas com as FRFs de 10 pontos de medidas de

21



aceleragdo e uma referéncia da medida da forga de excitagio na faixa de fregiiéncias de DC-800
Hz. Os acelerdbmetros (PCB — Structcel Accelerometer Modelo n°. 330A) foram posicionados
uniformemente a cada 40,2 mm ao jongo do comprimento da viga, enquanto o conjunto
transdutor de forca (PCB - Force Transducer Modelo n°. 208A02), stinger e excitador
eletrodindmico (LDS Modelo n® V201) foi aplicado em um ponto 2 40,2 mm do engaste. O
sistema foi excitado com um sinal de forca aleatdrio. A Figura 3-3 mostra uma vista geral da

montagem experimental da viga.

Figura 3-3. Vista geral da montagem do teste experimental da viga.

A extracdo dos dados modais (freqiiéncias, amortecimentos e modos) foi realizada através do
codigo computacional LMS/CADA-PC versio 1.3, o qual usa um algoritmo de identificagio de
minimos quadrados com exponencial complexa. O modelo da viga no MEF foi calculado no
codigo computacional MEFLAB (Pavanello, 1996), onde se realizou uma discretizacdo com 11
nos e 10 elementos de viga, de forma a obter os nds do modelo coincidentes com os pontos de
medi¢do. A fim de levar em consideragdo a massa de cada um dos 10 acelerémetros (3g cada) ¢
do transdutor de forga (30g) foram adicionados 11 elementos de massa concentrada nos nds

correspondentes. A Figura 3-4 mostra um esbogo do modelo do MEF.
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Figura 3-4. Modelo do MEF da viga do teste experimental.

Utilizando as cinco freqgiéncias identificadas e, nos casos menclonados, os modos
correspondentes, o modelo do MEF foi ajustado para dois pardmetros: o modulo de elasticidade
(E) e a densidade (p). As Tabela 3-3 e Tabela 3-4 mostram uma comparagio entre os resultados
das freqiiéncias e pardmetros medidos (valor medido), calculados com os valores iniciais (valor
inicial) e com os valores de convergéncia do algoritmo de ajuste {valor ajustado). Tais resultados
foram obtidos para os quatro casos dos métodos das fungdes objetivo anteriormente apresentados.
Nos métodos com ponderacdo foram considerados desvios padrdes de 0,5% nos autovalores
medidos, 10% nos autovetores medidos, 10% no parimetro £ ¢ 10% no pardmetro p. A excegio
da densidade, que apresenta erros percentuais em torno de 23% (caso nfo ponderado), os
resultados mostram uma boa convergéncia em termos das freqiiéncias (erro max. 1,34%) e do
médulo de elasticidade (erro max. 7,8%). Contudo, deve ser observado que o valor medido do
modulo de elasticidade foi estimado através de ensaios de tragdo com corpos de prova
padronizados, enquanto a densidade foi estimada através do volume da viga calculado a partir de
medicdes das dimensdes com paquimetro ¢ a massa do material medida em balanga. Portanto, €
possivel que o valor estimado para a densidade seja pouco preciso para ser usado como

referéncia.
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Vaior Ajustadc
Valor Inicial (gem F’Pngt-?fzazf Ponderando Medigbes (Equacio 2-25) Valor
quagac ) Medido
Autsc}evn;tor Ermo % Au?t?v{gtor Erro % Aui}?.frgtor Erro %

1 [Hz} 14,32 11,78 1,34 11,86 0,50 11,86 0,51 11,82
f2 [Hz} 88,26 73,43 0,83 73,87 020 73,87 0,20 7412
3 [Hz} 24412 201,94 0,31 203,651 086 203,05 0,86 201,32
4 Hz} 452,89 379,73 8,05 380,667 0,03 380,07 0,04 378,93
5 {Hz] 707,88 598,27 0,05 596,91 0,22 596,85 0,22 598,24
E [Pa] 71e8| 6,22e10 1.47 573e10] 6,53 5,74e10 6,36 6,13e10
plkgim®| 26800 37921 2312 3342 851 334670 | 864 3080

Tabela 3-3. Comparacio enire os valores experimentais e valores ajustados para 05 ©asos sem
ponderagdo e ponderando as medigdes.

Valor Ajustado

vaormcm | et Medistes o | PO e Parametos | valr

{Equagao 2-33) Medido
Sem Erro Com Erro Sem Erro Com Erro
Autovetor| % | Autovetor | % | Autovetor | % | Autovetor | %

f1{Hz1 | 14,32 11,88 | €,50 11,86 0,51 11,87 0,43 11,87 G441 1192

f2[Hz} | 88,26 7387 020 73,97 0,20 74,02 0,14 74,62 0,14 ¢ 7412
f3[Hz} (244120 203,06 1086 203,05 {0865 203,11 {090 20311 08¢ 201,32
f4[Hz] |452,897 380,06 |0,03] 38007 |C04] 37988 J001| 37988 |0,01]| 379,03
f5Hz) J707,98) 58691 (022 59695 |022] 59634 |032| 59638 | 0,31 588,24
E [Pal 71e8 | 573e10 } 6,53 | 5,74e10 | 6,36 ] 565810 | 7.83 | 5.65e10 | 7,83 ] 6,13e10

plkg/m3] | 2680 | 33418 §847 | 33466 |866| 32748 |632] 32785 |644 ] 3080

Tabela 3-4. Comparagio entre os valotes experimentais e valores ajustados para os casos ponderando
medigdes & pardmetros, e ponderando medigdes e valores iniciais dos pardmetros.

A Figura 3-5 mostra a comparacio entre a FRF H6.1 medida e 2 FRF Hé6.1 ajustada, a qual
foi obtida por superposi¢do modal do modelo de MEF com os pardmetros ajustados. As diferengas
nas Figura 3-5a—d correspondem aos resultados obtidos para os casos sem ponderacio, ponderando
medidas, ponderando medidas e pardmetros e ponderando medidas e valor inicial do pardmetro,
respectivamente. Como era esperado, os resultados mostram uma aproximago razoavel das FRFs

apenas nas proximidades das freqiténcias de ressonéncia. Esta discordincia é gerada pela auséncia

de amortecimento no modelo do MEF e ao efeito do truncamento modal na superposicio.

24




FRF: #6.3 FRF- H&.1
] - g + - - 4G v v

Arplitude {dB)
5
&

e

hy

[=3
Arrpfilucta [dBJ

=
S

§ feme ESE iichal
% L Expenmental
180 H Jr éil.s!adc 4 e AjLSTEAG P
P T2 5.218e+010 =5.7350+010
} Roh = 3792 Foh = 3347
180 - ‘ : - 180 : .
a 100 200 300 400 500 600 700 BOD g wo 200 500 600 700 BOO
freg [Hz)
(a)

FRF: H61

Amplitude [@B)
Amplitude (dB)
g

165} s 3 |
; i = 56548401
foh'= 3347 i Roh = 3278
180 - . - e . 180 . o . "
[} 100 200 300 400 500 600 78C £00 o] 100 200 300 A00 500 800 T00 300
feg [Hg freq [Hel
(c} (d)

Figura 3-S. FRFs medidas e calculadas a partir dos pardmetros estimados para 0s casos: (2) sem
ponderagdo; (b) com ponderagdo nas medidas; (¢) com ponderagio nas medidas e nos
parimetros; (d} com pondera¢do nas medidas e valeres iniciais dos parimetros.

O algoritmo da sensitividade dos pardmetros modais em relacdo aos pardmetros de ajuste
(Fox & Kappor, 1968) foi implementado ¢ mostrou-se eficiente e rapido para os exemplos
avaliados. Os resultados obtidos demonstram que para o caso experimental simulado o algoritmo
apresenta resultados com erros inferiores a 5% em termos da convergéncia dos pardmetros e das
freqiiéncias ajustada, para todas as variagdes da formulagdo original. O mesmo se aplica para o
caso experimental real sendo que aqui os niveis de erro foram um pouco mais altos (inferiores a

8% para 0s casos com ponderag&o).

25



Capitulo 4

Ajuste de modelos de elementos de contorno

4.1. Introducgao

Embora o MEF tenha se consolidado como uma importante ferramenta na analise
numérica, 0 MEC também ocupa lugar de destaque na solug¢do de uma variedade de problemas ¢
tern, em muitos ¢asos, se mostrado superior ao MEF (Banerjee & Butterfield, 1981). Isto se deve
a ineficiéncia do MEF em tratar certos problemas, como quando hd a necessidade de serem
redefinidas as malhas em dominios complexes ou quando é necessaria maior precisdo, como em

problemas que envolvem concentracdo de tensdes ou que tém dominios infinitos.

Ha algumas caracteristicas do MEC que claramente sdo vantajosas na analise de problemas
de mecénica do continuo. A mais importante destas caracteristicas ¢ a possibilidade de formular o
problema apenas no contorno ¢ assim apenas este necessita ser discretizado, ao contrario do que
ocorre nos métodos de dominio, como o MEF. Assim, o sistema de equagdes resultante é menor
no MEC e a sua aplicagfo & drea de projetos cujo processo envolve uma série de mociificag:ées na
geometria, ¢ extremamente interessante. Quando o problema tratado envolve dominios infinitos
ou semi-infinitos, 0 MEC se apresenta como a alternativa ideal, gracas a4 sua capacidade de
representar tais dominios sem que estes sejam truncados. Nestes casos, as equacgdes integrais do
MEC se estendemn apenas sobre o contorno interno, ¢ neste caso apenas este precisa ser

discretizado.

No tratamento de problemas unidimensionais, o MEC perde muitas de suas vantagens em
relagfo aos métodos de dominio, como demonstrado por Banerjee & Butterfield (1981) e Manolis

et al. (1986). No entanto, a analise de tais problemas ainda apresenta interesse, ndo sé na
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elastodinAmica, onde muitas estruturas sdo constituidas por barras e/ou vigas, mas também de
uma maneira geral, por possibilitar a valida¢do do uso do MEC através da formulagdo de

problemas mais simpies.

Dentro desta perspectiva, neste capitulo ¢ desenvolvido um algoritmo para resolver o
problema de ajuste de modelos de viga baseado no MEC direto, Providakis & Beskos (1986) ¢
Mesquita Neto ef al. (2000). O algoritmo para estimagdo de pardmetros € baseado no ajuste das
FRFs utilizando-se para isso o método de minimos quadrados, de forma semelhante ac

empregado no capitulo anterior para 0 MEF.

Apesar do problema nfo apresentar grande dificuldade, ele nZo fol tratado anteriormente
sob o pento de vista do ajuste de modelos. O método € aplicado a um exemplo simulado de ajuste
dos parametros de uma viga, o mesmo ja apresentado no Capitulo 3, porém tendo como dados
experimentais FRFs ao invés de paridmetros modais. Os resultados numéricos obtidos sdo
apresentados e comparados com os obtidos através da técnica similar de ajuste de modelos de

elementos finitos, apresentada no Capitulo 3.

4.2. Formulacdo Dinamica de Elementos de Contorno para Vigas

Esta secdo apresenta uma breve revisio tedrica da formulagdo do MEC para vibragio axial
e transversal de vigas, como desenvolvido por Providakis & Beskos (1986) e Mesquita Neto et al.
(2000). As equagdes diferenciais governantes da vibragdo axial e transversal de uma viga

retilinea, com propriedades fisicas e geométricas constantes ao longo do eixo x, sdo dadas

respectivamente por:
(9211 du gzu
AE —=+c—+ )= p A— 41
o O TPR= AT (4-1)
4 2
EI s +pAa Y +c&=q(x,z) (4-2)

%t o ot

onde 1 ¢ v representam os deslocamentos axiais e transversais, 4 ¢ a drea da secdo transversal, £/

¢ a rigidez & flexdo, p e g sdio os carregamentos axial e transversal respectivamente, ¢ € 0
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coeficiente de amortecimento viscoso e £ é a densidade do material. Assumindo-se um
comportamento dindmico estacionario, os deslocamentos e excitagbes nas equagdes (4-1) e (4-2)

podem ser genericamente definidos, com o emprego da técnica de separagio de varidveis, como:
a(x,t)=a{x)expliox) (4-3)

onde @, sendo as freqiiéncias genéricas, representa os valores das freqiidncias naturais da
estrutura quando a(x,f) refere-se aos deslocamentos e representa a freqiiéneia de excitagio no
caso em que a{x?) refere-se a carregamentos. A partir de (4-3) pode-se escrever (4-1) e (4-2)

respectivamente como:

du ., plx) . pw’ —iwe

- +plu=— B , onde iuz—————E (44
d'v g(x) Aw® —iwc

_m_":f\;: ,Oﬂd “4m_€mmm.___

T El © A El ()

A formulacdo do MEC pode ser interpretada como uma combinacio de residuos
ponderados com um processo de integragdo por partes, no qual o operador é multiplicado por
uma fungdo especial, chamada de solucdo fundamental. Para a equacio (4-1) a solucio

fundamental € dada por

Z(x,y) sin{ 4, 7) (4-6)

T2 AE

onde x é o ponto de observagdio, y ¢ o ponto de excitacio e » =|x - v|. Para a equacio (4-2) a
solucio fundamental é:

1 r \ .
vixy)= preT | sec(4,L)sin(4,(L—¢&))-sech(A,L)sinh (4, (L ——5))] (4-7)

onde & = 'x—y| .

As equacdes diferenciais e as solugdes fundamentais dadas acima podem ser aplicadas a

formulacdo padrio do MEC para se obter as equagdes integrais no contorno desacopladas
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governantes dos deslocamentos axial () e transversal (v} e da rotagfo (€ ) de uma viga retilinea

de comprimento L, resultando em

u(y) m—ﬂ(x)ﬁ(x,y)ké +N(x,y)§(x)l; + j‘:p(x)ﬂ‘(x,y)dx (4-8)

v(y) =V ()7 (x2), ~M(«‘*~‘)§(x,y)i§ +0(x) i (%)), —v(x)7 (x5)

L

4

L (4-9)
+L g{x)v{xy)dx
& (x| 8 (x3)| it (x,y)|" v (x )"
8(y}=V(x) y —-M(x) P +(9(x)mm—-—-—- —hv(x)w——‘—
v o o &, Yol (a0
dvix.y
[a(x) i, Jax
24
onde as funcdes N, €, M e ¥ sdo dadas por:
_ _ 2= _ 3—
Foag %, 7= fFe=-m?Y, Fo-piY (4-11)
dx dx dx’

Escolhendo-se o ponto de excitagio ¥ no contorno do elemento ( y=0 e y=L ) e realizando
as integrais de dominio das cargas distribuidas, dois sistemas de equagGes podem ser escritos
descrevendo o comportamento axial e  flexiio do elemento respectivamente. As equagdes (4-12)
e (4-13) apresentam o sistema de equages resultantes, para o €aso de um ponto interno situado

€m yi:
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-N(0,0)+1  N(L0) OS{M(O)E
-F(0.2)  F(LL)+1 0|{u(L)}=
ROy Few) ) .
[ -2(0,0) E;’(L,G)wi(N(O) ’F(o)l 1
- {0,L)  #(LL) iji)% F{L)
o) aea] VR
—7(0,0)+1  M(0,0)  F(LO)  -#(L0) 0][v(0)
—77(0,0)  M(0,0)+1  F(L0)  —M(LO) 0]|6(0)
V(0.L)  M(0OL) F(LL)+1 ~M(LL) 0{v(L)b=
—*K”'(O,L) AE”({},L) P(LLYy -M'(LL)+1 0l]6(L)
L —V(@,yl) :M(G,y]) I/(f"yl} ”‘A}(Z‘:.}ﬁ) 1M V(jﬁ;)
| —7(0,0) ?@:(o,o) ¥(L,0) —?(L,o)' , o(0) 19
(00) 7(00) 7(L0) 2(Lo)|| VO o
5(0.4) B(01) F(LL) -B(LL) y(f) +lo()
-'(0,L) @(0.L) V'(LL) -G(LL) M((L)) Q'(L)
17(03’1) E(O:}’l) ‘T(L’YI) _g(Lp}’;)_ Q(yi),
onde os apéstrofos na equagéo (4-13) indicam diferenciagio em relagio a y e
F(y)= L x)ir(x,y)dx (4-14)
= fg(x)v(x,y)dx (4-15)

Adotando-se as condigbes de contorno apropriadas, as equacdes (4-12) e (4-13) descrevem
completamente a resposta dinimica desacoplada axial e 3 flexfo de um elemento estrutural
retilineo no dominio da freqiiéncia. As equagbes (4-12) e (4-13) podem ser escritas em uma

forma mais compacta comoe
Aaua =Bana "{‘fa (4'16)

Au,=Bn,+f, (4-17)
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Pode-se agora aplicar a esta formulagdo as condigdes de contorno de uma estrutura
especifica. A viga exemplo de Friswell & Mottershead (1995) consiste de uma viga de aluminio
presa por uma Gnica extremidade, onde somente a flex3o no plano vertical é considerada. A

extremidade engastada é substituida por uma junta flexivel com rigidez translacional e rotacional,

Figura 4-1.

0.7m

El 2 x

Figura 4-1. Medelo de viga para o MEC

Para esta situagio as condi¢des de contorno sdo:
F(0)=kv(0), M(0)= -k 6(0), V(L)=0, M(L)=0 (4-18)
onde k, e k. sdo os coeficientes de rigidez de mola translacional e rotacional respectivamente.

Aplicando-se a equagdo (4-18) em (4-13) e rearranjando-se, obtém-se:

~7(0,0)+1+k7(0,0)  #(0,0)+£8(0.0) V{Lo}y  -M(L0) ©
—7(0,0)+k7(0,0)  M(0,0)+1+48(0,0) F(LO)  ~M(LO) O
F(0L)+kV(0,L)  M(0,L)+k6(0L) F(LL)+1 -M(LL) 0|x
—(0,L)+k¥(0.L)  M(0,L)y+k&(0,L) V(LL) -M(LL)+1 0
L —?(O’y})+krv (0. M(G’y1)+kr§(0 v) f/m(l' ») "M(L’.VE) lw 4-19)

v(0)] [2(0)]
0(0)| 2'(0)
(L) t=40(L)
a(L)| |Q'(L)
V(yz) LQ(y;)
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A equagdo (4-19) pode ser reescrita em uma forma mais compacta como:
Gow,=¢q, (4-20)

Aplicando-se uma forga unitiria no ponto x; e resolvendo-se a equagdo (4-20) para wy

obtém-se as FRE's para a resposta dinfmica a flexdo viy,).

4.3. Exemplo Simulado

O algoritmo de ajuste do modelo de elementos de contorno sera essencialmente 0 mesmo
do utilizado para o ajuste de medelos de elementos finitos, diferindo apenas na maneira como as
FRFs utilizadas para o ajuste sio obtidas. Todas as considerages feitas no capitulo anterior

relativas ao ajuste de modelos de elementos finitos também foram adotadas aqui.

A performance do algoritmo de ajuste de modelos de elementos de contorno foi verificada
pela analise da viga exemplo de Friswell & Mottershead (1995) e os parimetros estimados sio os
mesmos, a rigidez a flex3o da viga (E]) e as rigidezes de mola translacional (k) ¢ rotacional (k)
da junta flexivel. Para facilitar a comparag¢do dos resultados obtidos, algumas modificagdes foram
feitas no exemplo original. Os dados experimentais simulados sdo FRFs ao invés de parimetros
modais. Amortecimento viscoso foi introduzido nos modelos de MEC (coeficiente de
amortecimento) ¢ MEF (amortecimento proporcional as matrizes de massa e rigidez) para a
obtencdo de uma boa correspondéncia entre o modelo numérico e o experimental. Adotou-se para
o coeficiente de amortecimento da formulagio do MEC o valor ¢ = 100 N.s/m, enquanto que para
os coeficientes utilizados no calculo do amortecimento proporcional a ser utilizado na formulacio
do MEF foram adotados os valores o= 29,851 ¢ B=1,5113x10"", os quais infroduzem um
amortecimento equivalente ao adotado para o modelo do MEC. Sendo que o modelo do MEC
contém um unico elemento e sua formulagdo ¢ analiticamente exata, as FRF experimentais
simuladas foram obtidas a partir deste modelo, com 6000 linhas na faixa de freqiiéncia de 0,5 a
3000 Hz.

Para simular um caso real de dados experimentais com ruido, as FRFs experimentais

simuladas foram corrompidas com um ruido aleatdrio da forma
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5 S
H,=H;+ Hgﬁmd[—l,l] (4-21)

onde H ¢a FRF medida em um ponto / para uma forga de excitagio aplicada em um ponto f, f €

o fator de escala do ruido, rand[-1,1] é um nimerc aleatério com ocorréncia uniformemente

distribuida entre =l e 1, H ; € a FRF corrompida pelo ruido.

Para se obter uma boa concorddncia entre os modelos de MEC e de MEF, este tltimo
precisou ser modelado com 56 elementos. Para avaliar-se a influéneia da variagio da
discretizagdo do problema, modelos de MEF com 14 elementos também foram utilizados (Figura
4-2).

Figura 4-2. Modelo de viga com 14 ¢ 56 elementos para o MEF

A Figura 4-3 apresenta a comparacdo entre as FRFs Higps 105, obtidas com os modelos de
MEF de 14 ¢ 56 elementos € pelo modelo de MEC com um elemento. Aparentemente as trés
curvas concordam, entretanto, se for feita uma ampliagdo da regido do grafico que contém o0s
Gltimos picos destas FRFs (Figura 4-4), pode-se ver que somente aquelas geradas pelo MEC ¢
pelo MEF com 56 elementos estio em concordancia. A diferenga apresentada pela FRF gerada

pelo MEF com 14 elementos deve-se a aproximacdes da formulagio do MEF.

Uma primeira avaliagdo da precisio e convergéncia do ajuste do modelo de MEC foi feita
em uma faixa de freqiiéncia de 0.5-1000 Hz. Como Friswell & Mottershead (1995), adotou-se um
erro inicial de 1,3 % para EI e de 50 % para &, e k.. A Tabela 4-1 apresenta os valores exatos,
iniciais ¢ estimados dos parfmetros obtidos através do ajuste com MEC e FEM com 14/56
elementos. Adotou-se um coeficiente de amortecimento ¢=100 N.s/m e utilizou-se FRFs

simuladas com niveis de ruido de 1%, 5%, 10% ¢ 20%.
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Figura 4-3. FRFs Hgs 105, obtidas através do MEF com 14 e 56 elementos e do MEC com um Gnico
elemento. O indice 105 refere-se ao grau de liberdade relativo ao modelo de MEF com 36
elementos

Deslocamens
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T
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Figura 4-4. Detalhe das FRFs Higs 105
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NUMero | Ruido Parametros Erro entre as Normas
Valores %terg;ﬁes ) El Erro ke x107 ] Erro |k x10° | Ero das FRFs (%)
N.m? % N/m Yo N.m/rad %o Iniciat Estimado
Exato 4560.00 ~ 4.0000 - 10.6000 - - -
Inicial ) ~ [4500.00 | 1.300 |2.6000 | 50.000| 5.0000 | 50.000 . -
37 0 455999 | 0.000 ;4.0000 G.000| 10.0000] C.CO0 46,646 0.000
35 1 455813 1 0.019 14.0073 0.182; 10.0032| 0.032 46.685 (3.331
N_‘EC 36 5 |4582.81 | 0.062 ;3.9808 0.4801 ©.9799 0.201 46,399 1.738
Estimado 34 10 457362 | 0.299 {3.9388 1.530] ©.8568| 1.432 47 651 4.183
38 20 1461887 | 1.291 13.6785 8038 9.5165. 4.835 48.806 7.135
70 ¢ 14558.86 | 0.003 | 3.9941 0,148 100035 0035 46.646 0.013
55 1 1455886 : 0.025 14.00158 0038 10.007C) D070 48.685 0.332
ME‘F b 51 5 [4562.67 | 0.059 | 3.9750C 0.825{ 99834 0.166 46.398 1.742
Estimado 50 10 14573.50 | 0.296 | 3.833C 1.675] 8.8589 | 1.401 47 651 4187
5% 20 1461799 | 1.272 |3.6779 8.052| 95239 4.761 48.806 7.134
70 0 {4560.00 | 0.000 |4.0000 0.000] 10.0000: 0.000 46,646 8.000
54 1 1455813 | 0.019 | 4.0073 ¢.182 1 10.0032¢ 0.032 46.685 G.331
Mf_EF %8 51 4562.81 | 0.062 | 3.9808 0.480| 9.8800) 0C.200 46.398 1.738
Estimado 50 10 1457362 | 0.209 | 3.9388 1.530| 9.8568 ) 1.432 47.651 4.193
61 20 ;4617.89 | 1.270 | 3.6823 7.943 7 95286| 4734 48.806 7133

Tabela 4-1. Valores exatos, iniciais e estimados dos pardmetros através do MEC, FEM com 14
elementos ¢ MEF com 56 elementos. Os modelos foram ajustados adetando-se ¢ = 100

N.s/m (o= 29851, 5= 1.5113E-12), ruidona FRF = 0,1, 5, 10 ¢ 20 %,

Pode-se ver que na maioria dos casos os parimetros estimados convergem para valores

muito proximos da solucdo exata, com um erro menor que 5 %. Os erros na estima¢do tornam-se
p

maiores & medida que o nivel de ruido aumenta. Comportamento similar pode ser observado com

o erro das normas das FRFs. Somente o ntmero de iteragdes apresenta uma diferenca

significativa, com os modelos do MEC necessitando de menos iteragdes que os modelos de MEF

para alcangar a convergéncia. Isto ndo significa necessariamente uma vantagem em termos de

tempo de processamento, ja que os modelos do MEF com 14 elementos necessitam menos tempo

computacional que 0s outros para um mesmo numero de iteragdes. Apesar de nio apresentados

aqui, os resultados do ajuste para modelos de MEC com ¢ = 50 N.s/m apresentam um

comportamento similar ao caso com ¢ = 100 N.s/m.

A Figura 4-5 mostra a comparagio entre as FRFs obtidas para os modelos do MEC, sem a
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introducio de ruido, obtidas por trés procedimentos distintos: a experimental simulada (Exp.
Simulada) , a calculada para os valores iniciais dos parBmetros { Inicial) e a obtida através do

ajuste de modelos (Ajustada). O mesmo comportamento foi apresentado pelos modelos do MEF.

Deslocamentc

Edﬂ;gf 1.0 m/N] FRE H{105,105)
133) o Experimental Simulada
S0p-- i ] Ajustada B
g: _ Inicial
gy : Norma Erro inicial: 46,646 % N
% f : : Norma Erra Apds Ajuste: 4,125 10°%

100 Ek
=) b :

R

14 e

-150

=160

170

| i
o 100 200 300 400 500 800 700 860 900 1000
FregUencias (Hz}

Figura 4-5. FRFs H\gs,10s1 experimental simulada sem ruido (Experimental Simulada), calculada com
os parimetros iniciais (Inicial} e ajustada (Ajustada) utilizendo-se o MEC.

Outra avaliagdo fo1 feita considerando-se uma faixa de freqiiéncias maior, entre 0.5 Hz ¢
3000 Hz. A porcentagem do erro inicial dos pardmetros foi mantida a mesma da avaliagio
anterior, 1.3% para E/ e 50% para os coeficientes de mola ( 4 , & ). Observou-se que este
percentual de erro nos coeficientes iniciais das molas aumenta as diferengas entre os picos das
freqiiéncias mais altas. Neste caso, o processo de ajuste converge para valores incorretos dos
pardmetros. Este comportamente € comum para procedimentos de ajuste de modelos baseados em
FRFs e deve-se a existéncia de minimos locais. Para poder avaliar este efeito, trés casos com o
erro inicial dos coeficientes de mola respectivamente iguais a 15, 20 e 25 %, sem a introduggo de
ruido nas FRFs, foram analisados. Um quarto caso foi verificado utilizando-se 20 % de erro nos
coeficientes de mola e 20 % para o nivel de ruido introduzido na FRF. A Tabela 4-2 apresenta os
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valores dos par@metros estimados pelo ajuste dos modelos do MEC e do MEF com 14 e 56

elementos.
Parametros

Valores .Nucr?ee-ro Modelo £l Eg;o k x107 | Erok | & x10° | Errok, ilgi’;r;angg
Caso fteragoes Nm? o, N/m % | Nmfad| % | @FRFs

o (%)

Exato - - | 4580,001 - 400000 - | 10,0000] - -
inicial . .| 4500,00¢ 1,30| 3.4000| 1500| 85000| 1500 13,77C
1 33 |MEC | 4580,15| 0,00| 39996| 001, 99976| 002] 0007
,fﬁ;”o Estimado 32 | MEF56 | 4560,03] 0,00] 3,9989| 000] 999%9| 000| 0002
38 MEF14 | 4560.03| 0.00| 3.9099| 000| 999s8| 000| 1244
Inicial . .| 4500,00| 1.30| 3.2000| 20.00| 80000, 20.00| 17.641
2 66 |MEC | 4560.18| 0.00| 3.9996| 001| 9.8975| 002| 0008
st.g‘a Estimado 72 |MEF56 | 4560.05| 0.00] 3.9008| 000| 99998, 000] 0.006
75  |MEF14 | 4560.05| 000] 39998 000| 9.9985| 002| 1227
inicial - - | 4500,00| 1.30| 3.0000| 25.00| 7.5000{ 25.00 21.772
3 34 IMEC | 3984.05! 12.63| 5.1960| 29.96| 50.5415| 405421 15.459
Rsfg‘o Estimado 34 MEF56 | 3983,77 | 12,64, 5.1976| 29,94 50,5768 | 40577, 15448
37 I MEF14 | 3990,44| 12,40 | 51276 28.19| 50,5885, 40586| 15913
Inicial - - | 4500,00{ 1,30| 32000| 20,00 80000, 20,00, 20,160
4 44  |MEC | 4558,54| 003, 40035, 009! 10,0166] 017] 7,057
ngz“o Estimado 42 |MEF56 | 4550.06| 002| 40016| 004] 10,0185 09| 7,056
67 |MEFt4 | 452845! 069| 40700, 175! 105100 510| 7.131

Tabela 4-2. Resutados para a estimacdo de par@metros através do algoritmo de ajuste de modelos do
MEC e do MEF com 56 ¢ 14 elementos para os Casos 1, 2 e 3 com respectivamente 15,
20 e 25 % de erro nos coeficientes de mola k; e k., sem a introdugfo de ruido na FRF ¢
para 0 Caso 4 com 20 % de erro em k; e k; ¢ com 20 % de ruido introduzido na FRF.

Pelos resultados obtidos para os Casos 1, 2 e 3 ¢ possivel ver que ha um ponto limite entre
20 e 25% de erro nos coeficientes de mola acima do qual o algonitmo de estimagdo de
pardmetros converge para a solugio errada. O Caso 4 pode ser visto como um indicador de que se
a FRF inicial esta no espago solucdo do minimo global, um ruido da ordem de 20 % presente na
FRF experimental, o qual pode ser considerado um nivel de ruido bastante elevado, ndo impedira

o método de convergir para os valores corretos.

As figuras mostram as FRFs para o MEC ¢ MEF calculadas com os valores iniciais dos

parametros, com os valores ajustados dos parimetros ¢ a experimental simulada na faixa de
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freqiiéncia entre 0,5 ¢ 3000 Hz para o Caso 3 e para o Caso 4. Exceto para o Caso 3, o modelo
ajustado reproduziu a FRF experimental em toda a faixa de freqiiéncia com um erro muito

pequeno em relagio as normas das FRF.
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Figura 4-6. FRFs Higs 05 Inicial calculada com erro de 25 % nos coeficientes de mola, experimental
simulada sem ruido ¢ ajustada: (a) MEC, (b) MEF 36 elementos, (¢) MEF 14 elementos.
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Figura 4-7. FRFs Higs 105 Inicial calculada com erro de 20 % nos coeficientes de mola, experimental
simulada com nivel de ruido de 20 % ¢ ajustada: (a) MEC, (b) MEF 56 elementos, (c)

MEF 14 elementos.
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Capitulo 5

Método dos Elementos Finitos Escalonado no Contorno

5.1. introdugao

Na elastodinimica linear, o0 método dos elementos finitos é rotineiramente utilizado, sendo
que o dominio todo € discretizado por elementos finitos. Em cada elemento finito, fungdes de
forma polinomiais interpolam os deslocamentos. Processos usuais de integragdo levam a
obtencdo das matrizes de cada elemento, as quais montadas ddo origem as matrizes globais do
problema em estudo. H4 uma grande flexibilidade na representacdo da geometria e das
propriedades dos materiais. Para meios infinitos a condiglio de radiagio ne infinito ndo €
representada exatamente e a discretizagdo so € possivel com a adog¢do de um contorno artificial,
onde o comportamento dindmico do dominio externe ao contorno é modelado aproximadamente,
Wolf & Song (1996b).

No MEC, somente o contorno ¢ discretizado, levando a reducio da dimensdo do problema
por um. Isto facilita a preparagdo dos dados e da origem a menos incognitas que 0 MEF. No
entanto, é necessario que exista uma solugio fundamental que satisfaga a equacfio governante do
problema. Esta solucio analitica é muitas vezes complicada, podendo também apresentar
singularidades. Em cada elemento de contorno, fungdes polinomiais interpolam os deslocamentos
¢ as forcas de superficie. Dominios infinitos sfo modelados adequadamente, ja que a
discretizacdio se d4 apenas no contorno € a solugdo fundamental representa exatamente a condicdo
de radiacdo no infinito. No dominio da freqiiéncia, autovalores computacionais também sdo

obtidos, 0 que requer um tratamento especial, Wolf & Song (1996b).

Ambos os métodos convergem para a solugdo exata com a diminui¢do do tamanho do
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elemento. A convergéncia € lenta proxima de pontos onde ocorrem singularidades nas tensdes, tal
como na ponta de trincas, porque ambos usam polinomiais para interpolar os deslocamentos.
Técnicas especiais ¢ um grande nlimero de elementos sdo necessarios para se conseguir precisio

suficiente.

O Método dos Elementos Finitos Escalonado no Contorno (MEFEC) ¢ um método semi-
analitico baseado somente em elementos finitos, os quais sdo escalonados convenientemente no
contorno do dominio. Neste método, a dimensio espacial ¢ reduzida por um e somente o
contorno necessita ser discretizado, o que ¢ feito através de elementos finitos usuais. Apos a
discretizagio do contorno ¢ a mudanca do sistema cartesiano para um sistema de coordenadas
radial e circunferencial, as equages diferenciais parciais governantes do problema sio
convertidas em eguagdes diferenciais ordindrias, com a coordenada radial como variavel

independente, as quais podem ser resolvidas analiticamente.

Por ndo fazer uso de solucdo fundamental, nio hi necessidade de se resolver integrais
singulares € materiais anisotropicos podem ser tratados sem aumento do esforgo computacional,
Nio ha o aparecimento de autovalores computacionais quando se modela meios infinitos, além da

condicdo de radiagdo ser satisfeita exatamente no infinito (Wolf & Song, 1996a).

Este metodo combina as vantagens do MEF e do MEC, além de apresentar outras
caracteristicas interessantes que sdo proprias de sua formulacdo, tals como nfo necessitar
discretizar interfaces de diferentes materiais ou trechos do contorno cujas extensdes passam pelo
centro de escalonamento e estejam na direcio radial cuja solugdo é a apalitica exata. Qutra
caracteristica {inica ¢ sua capacidade de representar automaticamente singularidades de tensdes,

como as que ocorrem nas pontas de trincas (Wolf & Song, 1996b).

A formulagio de elementos finitos escalonado no contorno para a elastodindmica foi
apresentada por Wolf e Song (1997) e 0 mesmo desenvolvimento utilizado por eles sera adotado

neste trabalho.

5.2. Transformacao de escalonamentoc no contorno

Em muitas situagdes praticas, a forma do contormno, as variagdes das propriedades dos
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materiais ¢ as condigdes de contorno impedem a obtengdo de uma solugfo analitica para as
equacdes diferenciais parciats da elastodinimica. No entanto, se ¢ problema fisico ¢ governado
por equagdes diferenciais ordinarias, técnicas matemdticas classicas podem muitas vezes levar a
uma solucio analitica exata. Em certos casos existe simetria esferica, permitindo que o problema
seja tratado como unidimensional. As equagdes diferenciais ordindrias, na coordenada radial,
podem entdo ser resolvidas analiticamente, enquanto que tridimensionalmente isto nic seria

possivel.

Para fazer uso dessas vantagens mesmo nos casos gerais, onde ndo existe simetria, uma
transformacdo de coordenadas denominada de transformagio de escalonamento no contorno €
aplicada, levandc o problema definido em um dominio, inicialmente no sistema de coordenadas
cartesianas, para um novo sistema definido pela coordenada radial adimensional £ ¢ por duas

coordenadas locais circunferenciais 77 e { localizadas no contorno.

Figura 5-1. Transformagdio geomeétrica de escalonamento do contorno, formando uma pirdmide com
volume ¥° (Song & Wolf, 1997)

Um elemento finito no contorno, com area S° e coordenadas 77 ¢ ¢ assumindo valores entre
_1 e 1, é apresentado na Figura 5-1. Conectando-se as faces deste elemento ao centro de

escalonamento fica definida a pirdmide com vértice em O e base coincidente com a superficie do



elemento finito, a qual tem volume V° e faces laterais 4°. Acoplando-se as pirdmides
correspondentes a cada elemento finito que discretiza o contorno, o volume total ¥ do dominio,
bem como seu contorno total S, ficam definidos. Note que as faces laterais ndo necessitam ser

discretizadas, pois estdo dispostas radialmente em relacio ao centro de escalonamento.

A transformacio de escalonamento no contorno ¢ Unica devido 3 escotha do centro de
escalonamento O, que deve estar localizado em um ponto a partir do qual todo o contorno seja
visivel, o que sempre pode ser conseguido pela subdivisdo do dominio. Para dominios finitos, 0
centro de escalonamento € localizado dentro do dominio com um fator de escalonamento entre 0
e 1 e, para dominios infinitos, este ¢ localizado fora do dominio, com um fator de escalonamento
entre 1 e . Este escalonamento radial € aplicado a cada elemento finito usado para discretizar o

contorno, Figura 5-2, tendo a coordenada radial o sentido de O para um ponto qualquer no

contomo.

(a)

N

o <1

Figura 3-2. Centro de escalonamento fora do contorno. (a) Dominio finite (b) Dominio infinito (Song
& Wolf, 1997)

Existe ainda a possibilidade do centro de escalonamento se localizar sobre o contorno.
Neste caso, os trechos do contorno ou suas extensdes dispostas radialmente em relacio a este
centro ndo precisam ser discretizadas e as condigBes de contorno nestes trechos serdo definidas
automaticamente. O contorno total fica assim dividido em duas partes: aquela do contorno ou de

suas extensdes passando pelo centro de escalonamento, denominado de face lateral A e a parte

restante denominada de interface S, Figura 3-3.
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(b)

Figura 5-3. Centro de escalonamento no contorno. (a) Dominio finito (b) Dominio infinito (Song &
Wolf, 1997)

Esta caracteristica ¢ importante, pois uma escolha adequada do centro de escalonamento
sobre determinada regifo do contorno formada por faces planas pode reduzir significativamente a
dimensio das matrizes resultantes da modelagem do problema. Além disso, em aplicagdes da
mecanica da fratura, é possivel colocar-se o centro de escalonamento na ponta da trinca. Como as
faces da trinca estardo na diregdo radial em relagdo ao centro de escalonamento, estas nio
precisarfio ser discretizadas, contrariamente ao que acontece em relacio ao MEF ¢ MEC, que
requerem condigdes especiais de discretizagdo na regidio da trinca para que as tensoes sejam

determinadas com precisdo.

Definindo-se os pontos no contorno por suas coordenadas x, y, z, a geometria do problema ¢

descrita nas coordenadas locais 7 € {pelas expressdes

y(ﬂ,é')m N(7.0)y (s-1)

onde N(7,0) sdo as funcdes de mapeamento
N )=, 0¢) N.(rg) ] (5-2)
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e x(7,9), ¥(7.0), z(7.{) s8o as coordenadas de um ponto no contorno expressas em funcao de ne ¢

O dominio tridimensional ¢ completamente definido escalonando-se o contorno com a

coordenada adimensional £ medida a partir do centro de escalonamento. Assim um ponto no

dominio € obtido escalonando-se os pontos do contorno, tal que:

r=¢r

g

Expressando-se (5-3) em coordenadas, tem-se:

#HEn.y=Ex(n,{)
WEMGy=E v
HE e ) =< l)

onde (%.7,2) corresponde a um ponto no dominio.

O jacobiano da transformacdo de (%,7,Z) para (x,,z ) é dado por

Yo Y I
l_x.g Yoo iy

De (5-4) em (5-5) obtém-se

[z 0 01
JEnd)=10 & 0] ¥ns)
0 0 &

onde
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O operador diferencial no sistema cartesiano pode entdo ser escrito em fungéo do operador

diferencial no novo sistema de coordenadas como

a r-a—‘\ a ~
% d¢ o0&
mT&Zjvi ﬁ;: w19 (5-8)
d on £
2 2 |12
EE ¢ L §a¢
onde
"yﬁzg_zny’; TVep—¥E, YE ™IV,
J7= ; |z, Xp—=X,Z, Xz, —ZX, ZX,—XZ, (5-9)
L‘,n Ye=VaXe YXp— XYy XV,-YX,
e
Jo= x(y’,7 Zo—z, Y,§)+ y(z‘,] Xp—X, z=§)+ y(x,,? Yr—¥, x’g) (5-10)
Os coeficientes emn (5-9) satisfazem as identidades
(Zy;”yzgg)ﬂ%(y Zn"’"’"zyn); :mZ(ynzC "Znyg*)
(xz,{f —IXs ),;7 + (Z Xp ™% Z,n)‘; = —2(2,7; Ar=X, Z’;) (5-11)
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Figura 5-4. Vetores unitirios normais s faces de um elemento (Song & Wolf, 1997).

Também ¢ de Interesse obter-se as expressdes anteriores através de uma formulacdo
geomeétrica, onde serdo utilizados os vetores normais as superficies do elemento, os quais sio

apresentados na Figura 5-4 para um elemento finito tridimensional.

As derivadas do vetor posi¢do r de um ponto no contorno em relacdo a 77 e { constituem

dois vetores fangenciais a estas diregdes

r,=x, it+y, j+z.k

(5-12)
v, =xd+y §+z.k

onde 77 ¢ { sdo tomados constantes. Os vetores r, 1, ¢ I - formarm uma base para o novo sistema

de coordenadas do elemento finito, no qual pode-se definir
al=r-(r,xr,) (5-13)
dv =k (£, %8, )dédndl (5-14)

Aplicando-se (5-3) e (5-13) em (5-14) obtém-se uma expressio alternativa para dV como
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dv =& Y d&dnd{ (5-15)

De forma semelhante pode-se definir os vetores normais as faces do elemento e no

contorno (E=1), eles s@o expressos como

g’ =f, XY‘{ :(y‘q Z¢ T %y y,é')i_i_(z,z? Xe— X, Z,J)j+(x,n y,gw—y!,?x’;)k
g” =T, ><r=(zy‘; w—yz';)i—%-(xz’;—zx_g)j%(yx‘; —xy‘é-)k (5-16)

g’ =rxr,= (yz,n “Zy‘n)i'i_(zx,n *xz,rg)j-*' (xy,r; “yx,rz)k
A partir (5-16) definem-se os vetores unitarios normais as trés superficies como

£ £ i, 8 g
nbmn31+n}_3+n2k= 2

&

1
n’=nli+n]j+nlk= gﬂ (5-17)

-
-l

n§=n£i+nfj+nfk£ s

x '
=

A transformacio de superficies infinitesimais do sistema cartesiano para ¢ sisterna

escalonado e para qualquer & ¢ definido, usando-se (5-3) e (5-16), como
ds? = £, %, dnd{ = {v x{r,dndd =¢" gt dndl
ds" = . XTI, dfdé=¢r, xr didéE=¢g" didé (5-18)

»

ds¥ = B, xf, d&d{ = rxgr, dédn=§ ¢F didn

A matriz jacobiana J ¢ formulada em fungdo dos vetores mormais as superficies do

elemento finito como

(g8 ni g7 nl g nf]
1 £ E -

J = 3 g?ns g’ nl g n (5-19)
g; 7t g'f? n? g’ n;"’
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Aplicando-se (5-19) em (5-8) obtém-se o operador diferencial em relagio a (%7.7)

expresso em funcdo de (£,7,¢)

9

3% ) | ) .

3 ___%g’fn;3+i(!g31ﬂni+‘g*1n:i (5-20)
oy | I3 e eI e (I a¢

. ,

9% |

E conveniente definir-se as matrizes by, by e b; (que embora sendo matrizes serdo aqui
denotadas com letras mintusculas em negrito para ndo diferir da literatura j& existente,

contrariando neste caso a nomenclatura estabelecida neste trabatho) como:

nt 0 0
0 nf 0
gg 0 0 nf
b.= - . (5-21)
o Jd o0 R n;
nt 0 ad
nf nt 0
mnf 0 0
0 »] 0O
g" 1 0 0 nA?
b,= - (5-22)
2
J 1o A’ nl
nl 0 A’
n? m! 0
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nt 00
0 nt 0
g1 0 0 nf
b, = . B 5-23
P 0 n; n G2
nf 0 nf
nf; nt 0
onde
’{n;’ l n’ 1 [nf
£ : - PR S Y o
n _éinfé S n7 = ngfn =qynf (5-24)
7] n A
Utilizando-se (5-23), (5-22), (5-21), (5-17), (5-16) e (5-11) conclui-se que
(5-25)

({9[p. ), + (13ibs) , = —2[J{b,

Alternativamente by, b; e b: podem ser expressos em funcio de x, y, z ¢ suas diferenciais,

resultando em

_yJ? e T I Yg 0 0
0 X, V= VoXs 0
0 0 X_ Ve—¥
b, = i 0 X, Vo—V_ X, z:?7 J;v miﬂ f-; (5-26)
n g a7 i 7=y
Xy Vyr=VuXs 0 Yals— I, ¥V
I X=Xy Ze VaIpTInYy 0 |
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= R g 0
0 Xz, —zX, 0
I 0 0 YEg AV, -
b, = (5-27)
J 0 VX;—XY, XZ,-ZX;
VX —xy, 0 IV, = VZp
Xip—zZX, Zy,—Yi, O
myz,nwzy’n 0 0 i
0 Zx,~Xz, O
1 0 0 XV, =YX,
b, = (5-28)
J. 0 Xy,-yx, zx,-xz,
Xy, ~¥x, 0 Yi,—zy,
ZX, =Xz, YI,=ZY, 0

As amplitudes das forgas de superficie t em qualquer contormo com um vetor unitario

normal n sdo dadas por

t=\10 n, 0 =n 0 n o (5-29)
0 0 n, n, n OJ

Comparando-se (5-29) com (5-21), (5-22) e (5-23), as amplitudes das forcas de superficie

sobre (77, {), (£, &) ¢ (& m), onde & 77 e { sdo respectivamente constantes, podem ser escritas

como
BN |
t*= ,blo (5-30)
g‘.‘
y
t’= " b e {(5-31)
g’
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= blo (5-32)

5.3. Equagdes da elastodindmica para o MEF escalonado no
contono

A formulacio de elementos finitos escalonado no contorno foi apresentada por Wolf e Song

(1997) e 0 mesmo desenvolvimento utilizado por eles serd adotado neste trabalho.

As equagdes diferenciais de movimento no dominio da freqiiéncia podem ser expressas por

Lic+p+wpu=90 (5-33)
onde
w=u(Ep8)=1{u, u, u )’ (5-39)
o= {gz o, o6, T,, T, T, ;} ’ (5-35)
Fa 7
o 0
o 3
G 30 ¢
3
. o 0 4 (5-36)
- )
0 .
aa“ 5 3%
0
K i

p sdo as forgas atuantes na estrutura, @ as freqliéncias e p a densidade do material.

O operador diferencial L pode ser escrito no novo sistema de coordenadas substituindo-se a

equagdo (5-9) em (5-8) e utilizando-se o resultado em {5-36), obtendo-se entdo
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{(h a-—i-b &} (5-37)

Reescrevendo-se (5-33) com o operador diferencial determinado em (5-37), multiplicando-
se esta expressdo pela transposta da fungdo ponderadora w(£7,{ ) e integrando-se sobre o

volume de um elementc, obtém-se

L w'b] 6, dV + ijé(bgcﬂ%—bj 0‘{)dV+ L wipdl 536
5-38)
+’ L wioundi =6

O segundo termo de (5-38) denotado como I é examinado. Substituindo-se (5-15) tem-se
1= [ &( [ Pl(blo,+b]s,) dnds)ds (5-39)

onde S° denota uma superficie com & constante. A aplicagdo do teorema de Green a esta integral

de superficie, resulta em

I*Lﬁ{@r{(

j( 2w [b] )+ (w'|3]b )_;)sdnd;)a'g

b odn7+|¥bl 6d{)) N
(5-4

= .
com o contorno I (resultante do escalonamento do contorno do elemento finito bidimensional)

de $°. Substituindo-se (5-31) e (5-32) em (5-40) e usando-se (5-25) obtém-se
1= [ &(d, w (¢efan+t'gnal)~ J (=2w" b + Wbl +wibl)o|l|dnds )ds (5-41)

Substituindo-se (5-13) no primeiro, terceiro e quarto termos de (5-38) ¢ introduzindo-se

(5-41), resulta em

f)( J' w'blo ,|J| dnd§+§c§ T(tg dn+t'g d{)
=& [ (=2w"b] +w b+ wibl)e|s|dnd (5-42)
+£° .{95 wipld|dndl + o’ J;.;- wpuld|dnd{)dé =0
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A equacdo (5-42) sera satisfeita se adotar-se o integrando da integral em E igual a zero,

resuitando em

£ Lg,wfbfs

J{a’z‘;dg"+§i{ wi (t°gf dn+t'g’ a’é’)
& [ (2w b] 4w bl + wIb])old|dnds (5-43)

+&° L§ wipldldnd{ +w’E’ j‘S: wipuJidnds =0

r
=

a qual nio possui nenhuma integral de volume.

Os deslocamentos do elemento finito no contorno (E=1) s3o interpolados usando-se fungdes
de forma N*(1,0). Sera assumido que a mesma fungdo de forma ¢ aplicada a todas as superficies

5% definidas por um valor de § constante. Assim
u(¢,n.8)=N(n.djuls) (5-44)
Levando-se em conta, através da resisténcia dos materiais, que
c=Dst (5-45)
onde D é a matriz constitutiva do material e
e=le, &, & 7, Ve Voi=Lu (5-46)

Obtém-se, substituindo-se as equagdes (5-46), (5-44) e (5-37) em (5-45), a expressdo para

as tensoes como

i
GZD(BIH(Q:);«%EBEu(cf)] (5-47)
AN
onde
B,=b, N'(n{) (5-48)
B,=b, N* (7’!’*5}‘” +b, N (ﬁ:éw)!;» (5-49)



A mesma discretizagdo do deslocamento também se aplica &4 fungdo ponderadora

w=w(& 7, &)
w(&. 7,6 ) =N (1.0 )w(<) (5-50)

Substituindo-se (5-50} em (5-43) obtém-se

¢ [ Blo Planas-& | (-28] + B] jola|ands
08 [N (1.0) puldindg + g Ep=0 ol
cOom
t=4 N (7.0) (€gf dp+t'g dl) (5-52)
p= [N (m.8) pPldnds (5-53)

sendo que t corresponde as amplitudes das forgas normais resultantes das forgas de superficie

atuantes nas superficies que passam através do centro de escalonamento e P corresponde as

forgas de volume. Substituindo-se as tensdes dadas pela equagdo (5-47) em (5-51), obtém-se a

equacio diferencial em termos do deslocamento u expressa como

& L :H D{Blu(é)ég +—;—B2u(§)é —gyﬁzu(f))}ldﬂdé‘

-& L,; (-2B] +B§)D(Blu(§),¢ +-2;Bzu(é’))!3idndé' (5-54)

+0’& [ N(m.$) pN* (1.8 )uldnd{ + &+ EB =0
Adotando-se os coeficientes

1
E,= | BIDB, J dydl (5-55)

]
E = j: B; DB, |J|dndl (5-56)
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1 :
E, = L BIDB, J dnd (5-57)

M, = [ N(.)" N (7.3l dndc (5-58)

pode-se reescrever a equacio (5-34) para todo o dominio, no caso de vibracdes livres ¢ auséncia

de forcas de volume, como:

E, & u(d), + (2E,—E, +ET) ¢ule), +(E] - E, Ju(@)+ o’ M, & u(£)=0 (5-59)

A equacdo (5-39) € a equagdo diferencial para 0 deslocamento do método dos elementos
finitos escalonado no contorno, formulada no dominio da freqiiéncia. Ela é um sistema de
equacBes diferenciais ordinérias de segunda ordem para o deslocamento u tendo a coordenada
radial adimensional £ como variavel independente. Deve-se destacar que os coeficientes Eq, E;,

E, e M) sdo independentes de £

5.4. Matriz de rigidez dinamica no contorno

A matriz de rigidez dindmica S() para um dominio finito, correspondente a todos os graus
de liberdade no contorno, pode ser obtida a partir da formulagio do trabaiho virtual. Para

qualquer superficie S o trabalho virtual & expresso como
i T E qod
w(E) R(&)= [ wtds? (5-60)
onde R(&) representa as forcas nodais e t> as forcas de superficie na superficie s®.

Substituindo-se a expressio de w, equagdo (5-50), ¢ da superficie infinitesimal ds®,

equagio (5-18), na equagdo (5-60) ¢ para um w(&) arbitrario, tem-se
R(g)—_“ Lf Nu(ﬂsf)T t‘féﬂgédﬂdé (5—6§)

Introduzindo-se a expressio de t°, equagdo (5-30), tem-se



R(£)= [N (1) bog a]dnac

Aplicando-se as equagdes (5-47) e (5-48) em (5-62) tem-se

L

( 1 ,
R(E) = [(B1D{Ba), + 1mon(e) | lana

Introduzindo-se os coeficientes Eq, E,, equagdes (5-55) ¢ (5-56), obtém-se
R(&)=ESu(S), +Eldu(é)

A matriz de rigidez dinfmica em uma superficie com & constante é dada por
R($)=S(@.¢)u(<)

Igualando-se as equacdes (5-64) e (5-65), tem-se

S(@.¢)u(¢)=Egu(S)  +ESu(f)

A diferenciacio de (5-66) leva a

S(.£),u(§)+S(@&)u(&), ~ELu(£), ~(2E, +E,) &u(£), ~Elu(&) =0
Somando-se (5-67) ¢ (5-59) obtém-se

S(@.£),0()+(S(@.£)~£E, Ju(¢), ~Eu(¢) + oM En(£) =0

(5-62)

(3-63)

(5-64)

(5-65)

(5-66)

(5-67)

(5-68)

Determinando-se u(§): a partir da equacio (5-66) ¢ introduzindo-se essa expressdo em

(5-68), tem-se, para um valor arbitrario de u(&)

-1

(S(@.£)-¢E,)(SEy) (S(@.5)~SE]) -, +£8(m.8) , + P8 M, =0

il

(5-69)

Empregando-se 0 modulo de elasticidade transversal G, a densidade p e rg, 0 comprimento

58

caracteristico em relagdo ao contorno, pode-se definir valores adimensionais para $(w &), Eo, Ei,



E:; e My como

S(w,&) = GréS{m,g) (5-70)
E,=GrE, (5-71)
E, =GrE, (5-72)
E,=GrE, (5-73)
M, = proM, (5-74)

os quais introduzidos em (5-69) resultam em

((08)-E, ) E.) (5(0,6)~E])-E, +§(w,g)+¢§(m,g)é+[%’a§} M=o (579

B

onde c. = (G/p)" & a velocidade de onda.

O coeficiente do ultimo termo de (5-75) define a freqiiéncia adimensional a¢ para qualquer

£ como
0 (@.8) =7 (5-76)
e o penaltimo termo da mesma expressao pode ser escrito como
Blwg) =aS(ad), (5-77)
Substituindo-se as equagdes (5-76) e (5-77) em (5-75), obtém-se uma expressio cuja unica

variavel independente € ag. Dessa forma a matriz de rigidez dindmica adimensional ¢ funcio

somente de ag € portanto

S(@.&)=S(a,) (5-78)
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O termo com as diferenciais em ag presente na equagiio (5-77)pode entdo ser interpretado

tanto como variando-se £ para um @ fixo, como variande-se @ para um & fixo.
a8(a,), =&5(wd), =a8(a.¢) (5-79)
Diferenciando-se (5-70) em relago a & e usando-se (5-78) ¢ (5-79) resulta em
(o), =S(ag)ras(wgs), (5-80)
Introduzindo-se a expressdo (5-80) em (5-69) obtém-se
(S(e.)~£E, J(EB, )7 (S(w.8) ~ 6B ) - 8B, +S(w.8) + 0S(w.8) + &M, =0 (5-81)

No contomo (&=1) de um dominio finito tridimensional, a matriz de rigidez dindmica S{ @)

para o problema da elasticidade plana é entdo expressa como:

(S(w)—E, )E;' (S(w)~E] ) —E, +S(w) + 0S(w) +w'M, =0 (5-82)

5.5. Matrizes de rigidez estatica e de massa no contorno

A matriz de rigidez estitica K no contorno pode ser obtida diretamente da equaciio (5-82),

adotando-se @= 0, resultando na equacdo
wl .!/ -1 I -1 T i \ -1 T -
K E, K——kEgED -3 K-K E; E 3 )—E2+El E' E =0 (5-83)

onde K = §(0) = matriz de rigidez estatica

A equagdo (5-83) € uma equagdio algébrica de Riccati, cuja solugdo pode ser obtida pela

introducdo da matriz hamiltoniana Z definida como

EET gt 1
(5-84)

7=
|-E,+E,E;'E] —-EE]
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Aplicando-se a transformagio ortogonal real @ em Z, obtém-se a forma real de Schur

?All AEZ_“
7®=® A:@L
0 A,

(5-85)

Rearranjando-se A de tal modo que as partes reais dos autovalores de Ay sejam negativas e

as de Az; seiam positivas e particionando-se @ de acordo com A, tem-se
(I)li ‘I)EZ _l
@® = l (5-86)
D, |

A matriz K no contorno, solucio de {(5-83), € dada por
K=, (5-87)

Para se determinar a matriz de massa M no contomo, é conveniente assumir-se a matriz de

rigidez dinfimica como
S(w)=K~o'M (5-88)

Substituindo-se {5-88) em (5-82) e desprezando-se 0s termos com poténcias de @ de ordem

superior a 2, obtém-se a expressio aproximada de M para baixas fregiiéncias como
a4 3 4 n 3 ~
(-K+E,)E; S MM E, (-K+El)—--21 +M, =0 (5-89)

A solucdo da equagdio (5-89)pode ser obtida através das técnicas usais de resolugdo de
equagdes de l.yapunov. Alternativamente, pode-se obter a matriz M através dos resultados
intermediarios utilizados na obtenciio da matriz K. Tomando-se a sub-matriz Ay da equagdo
(5-85), utilizando-se as equagdes (5-84) e (5-86) e multiplicando-se & direita a expressdo obtida

-1
por 11, tem-se

E; (-K+E])- [;} =[®,]la,]l0,]” (5-90)
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Substituindo-se a equagéo (5-90) na equagdo (5-89) e multiplicando-se a esquerda por dy !

g & direita por ®;; resulta em
(E—%AJ)m%—m(IWAM):x{I)g M{}(Dii (5_91)
onde

m=®,;M®, (5-92)

Como Aj; € triangular superior, a equagio (5-91) pode ser facilmente resolvida parame a

matriz de massa ¢ obtida, apés se re-arranjar a equacdo (5-92), como
M=® m o (5-93)

Tanto para a matriz K como para a matriz M, a introdugio das condicdes de contorno do
problema ¢ efetuada de forma idéntica 4 empregada no método dos elementos finitos usual, ou
seja, retirando-se das matrizes as linhas e colunas correspondentes aocs graus de liberdade

blogueados.

5.6. Obtencao de FRFs e dados modais no MEFEC

Utilizando-se as matrizes K e M, as FRFs para uma excitagio unitiria podem ser obtidas

através da expressio

K ;';ZM (5-94)
As freqfiéncias naturais sdo determinadas, resolvendo-se para @a expressio {5-95)
K-o'M =0 (5-95)
Substituindo-se os valores de wem (5-96), obtém-se os modos de vibracio @
(K-o™M)®=0 (5-96)
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Como sera demonstrado através da implementagic numérica desenvolvida na proxima
secdio, a matriz de massa M obtida através da equagdo (5-89) € vilida somente para faixas de
freqiiéncia extremamente baixas. Na medida em que a faixas de freqiiéncia aumentam, a precisdo
das fregiéncias naturais decresce severamente, tomando esta solugdo inadequada para aplicagdes
em analise estrutural. Esta perda de precisio ocorre porque nas aproximagdes feitas para se obter
a matriz de massa do MEFEC nfio se levou em consideracio que esta ¢ na realidade dependente

da freqiiéncia @

Para conseguir-se os pardmetros modais com maior precisdo, sugere-se que estes sejam
obtidos através das FRFs construidas a partir da matriz de rigidez dindmica S(a), definida na
equacio (5-82). A solucdo da equagdo diferencial matricial em S(a) pode ser obtida por
processos numéricos, tal como o método de Hunge-Kuta, ¢ neste caso a equagio mostrada a
seguir devera ser utilizada, ou através da solucdo analitica proposta por Song ¢ Wolf, 1998. Neste

trabatho usaremos a primeira proposicdo e assim, teremos

aig’}) = «f;(Ez —(S(w)-E,) E; (S(w)~ET )~ M,) 59

Determinada a matriz S( @), obtém-se as FRFs através da expressdo
H(w)=S(w) ™ (5-98)

e, a seguir, extraem-se destas os pardmetros modais empregando-se algum método de extracdo de
parametros, tal como o apresentado por Mesquita Neto ez al. (2000), o qual utiliza polindmios

matriciais ortogonais para interpolar as FRFs.

5.7. Exemplo numérico

Para avaliar o desempenho do MEFEC e a possibilidade deste ser utilizado no ajuste de
modelos, a formulagio apresentada neste capitulo foi implementada em um cddigo
computacional para o ambiente MATLAB e utilizada na resclugdo de um problema de tensdo

plana.

Sendo assim, considere-se a vibragdio livre de uma placa engastada-livre sujeita a tensdo
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plana e deslocamentos somente em seu plano, Figura 5-5, como apresentado por Nardinie
Brebbia (1983). Adotando-se Lid=4, E/p = 10° {modulo de Young £ e densidade p) e
coeficiente de Poisson v=0,2 , as freqiéncias naturais sio determinadas através do MEFEC,
utilizando-se inicialmente as equagdes (5-87), (5-89) e (5-95). Para diferentes discretizacdes do
contorno, as freqliéncias naturais s&o obtidas e comparadas com as obtidas através do MEF usual,
Tabela 5-1. Fica evidente que uma boa concordancia entre os dois métodos é obtida somente para

as primeiras fregiiéncias.

=
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A

A &

/‘
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/1 1
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Figura 5-5. Estrutura sujeita a tensio plana
MEFEC MEF
Erro (%)
MEFEC 120
10 elem. 30 elem. 60 elem. 120 elem. 288 elem. elem. e MEE

0,i616 0,1614 0,1613 0,1813 0,1613 0,00
0.8421 0,8297 0,8293 (,8292 0,8268 0,29
1.0554 1,0650 1,0550 1.0548 1,0430 1,14
2,0079 1,8444 1,9424 1,8421 1,9160 1,68
34151 3,2374 3,2308 3,2298 3,0873 4,28
3,4542 3,4126 3,4123 3,4122 3,1222 9,29
5,2052 4.8829 46640 4 6621 4,3310 7,64
56,2918 5,9616 5,8351 5,9327 5,1685 14,79

Tabela 5-1. Freqiiéncias naturais (Hz) de uma estrufura sujeits a tensdes planas obtidas através do
MEF e do MEFEC.
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Melhores resultados sfo obtidos empregando-se as FRFs determinadas através da matriz de
rigidez dindmica e realizando-se a seguir uma anélise modal tedrica (Mesquita Neto ef a/., 2000).
As FRFs obtidas através do MEF e do MEFEC sdo apresentadas nas Figuras 5-6 e 5-7 ¢ as
freqiiéncias extraidas sdo comparadas na Tabela 5-2 com os valores do MEF apresentados na
Tabela 5-1. Nesta caso, observa-se boa concordincia entre os dois métodos. Deve-se salientar, no
entanto, que 2 utilizacfo de um método numérico para a obtencdo da matriz de rigidez dinmica €
um processo muito demorado, tornando necessaria a investigagio do desempenho de meétodos

alternativos, tal como a solugfio analitica apresentada por Song e Woif (1998).

MEFEC Método dos Elementos Finitos
14 elem (1) 36 elem. 1) DHE {0 - (D) (%) 288 elam. (i) Dif. {1) - (411} {%;}

0.161% 0.1616 0.06 0.1613 0.12
0.8327 0.8322 -0.06 0.8268 0.71
1.0432 1.0433 0.01 1.0430 0.02
1.9355 1.8379 0.12 1.910C 1.34
3.1232 3.1251 0.08 3.0873 0.84
3.1627 3.1856 0.72 31222 1.30
44959 4.5454 1.08 4.3310 3.81
51741 5.1814 0.33 5.1685 0.11

Tabela 5-2. Freqgiiéncias naturais (Hz) de uma estrutura sujeita a tensbes planas obtidas através do
MEF e do MEFEC.



Deslesamento
[dB ref 1.0 miN]
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Figura 5-6. FRFs obtidas através do MEF e do MEFEC para o ponte P, forga de excitacio e
deslocamento de resposta na direggio y.

Deslocamento
{dB ref 1.0 m/N]

. ™™ MEFEC - 14 elementos
-8 - : s «  MEF — 36 elementos
——— MEF — 288 elementos
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Figura 5-7. FRFs obtidas através do MEF e do MEFEC para o ponto P, forca de excitacio e
deslocamento de resposia na direcdo x.
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Capitulo 6

Proposta de um elemento de placa plana fina para o método dos
elementos finitos escalonado no contorno

6.1. Introdugéo

No capitulo 5 desenvolveu-se o método dos elementos finitos escalonado no contorno para
sua aplicacio a problemas da elastodindmica de tensdo plana. Os bons resuitados obtidos
sugerem que seria interessante o desenvolvimento de sua formulagdo para casos em que suas
caracteristicas possam ser vantajosas em relagdo aos outros métodos. Particularmente importante
& o estudo da aplicagio deste método 2 andlise de placas, a qual possui vasta literatura referente
ao MEF e ao MEC, inclusive em relagiio 2 analise de estruturas reais. Desta forma podera ser
avaliada a performance do MEFEC em relagdo aos demais métodos de uso ja consagrado, quando

aplicado a situagdes reais de analise estrutural.

Dessa forma, neste capitulo ¢ desenvolvida a formulagio do método dos elementos finitos
escalonado no contorno para a analise dindmica de placas, tendo sido obtida a equacdo diferencial

dos deslocamentos no dominio da fregiténcia no sistema de coordenadas escalonadas.

6.2. Formulacao de placas

O desenvolvimento da formulaciio de placas pode ser compreendido mais facilmente
através de uma abordagem inicial em uma dimensfo, estendida posteriormente para o caso
bidimensional, como feito por Zienkiewicz & Taylor (1991). Seja entdo uma viga longa e de
largura unitéria, sujeita as resultantes de tensdo M,, P, e S; (Figura 6.1). Para esta viga serao

adotadas as hipoteses:
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- se¢Oes planas normais aos planos médios permanecem planas durante a deformacio;

- tensdes na direglo z sZo pequenas, da mesma ordem de grandeza da carga transversal
aplicada (g) e, portanto, as deformacdes nesta dire¢io podem ser desprezadas.

(a)
Al
i o
i i
{b} Ay
A RE
()

Figura 6-1. Deslocamentos e tenses resultantes para uma viga.

Assumido

Corrigido

Desta forma, o estado de deformaco total da viga pode ser descrito pelos deslocamentos

e Wy da superficiec média (z = 0) e por uma rotacio &, do plano normal a ela. Os deslocamentos

locais nas direcdes x e z sdo entdo definidos como

um—ﬁx Z+u,
W =W,

com g = ug (x), wo = wp(x) e &= 8.(x).

As deformacdes em x € z 880
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* T ox ox ox
£.=0 (6-2)
du OW _ 9+%

7/”:_8;’? T o9x

Com as relacdes constitutivas adequadas, as tensdes o, ¢ 7. podem ser avaliadas e as

resultantes da tensio sdo obtidas como:

M =- ;O'xzdzzw-g—t—iag’“
¥ 3 12 ox
du
PIx:Ef-éfM (6-3)
du
S =BGt —8 +—°)
=F ( Foox

onde E e G sdo os modulos de elasticidade longitudinal e transversal respectivamente. O
coeficiente f foi inserido para compensar o fato de que a tensdo de cisalhamento ngo & constante

ao longo da secao.

Trés equagdes de equilibrio completam a formulago:

M,
29

+8,. =0

= 4g=0 (6-4)
29

aP, ~0
dx

Para o caso de uma viga reta eldstica, é facil ver que os deslocamentos e forgas no plano, ug
e P,, desacoplam ¢ ¢ problema das deformagdes laterais pode ser tratado separadamente. Neste

caso sera considerado apenas a flexdo.

A equagdes (6-1) a (6-4) sdo tipicas para vigas grossas. Na teoria de vigas finas ¢

necessario adicionar-se mais uma hipo6tese as duas anteriores:

- sera desprezada a deformagfo de cisalhamento, ou seja, J%: = 0 ¢ também adota-se G = co.
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Aplicando-se esta hipotese em (6.2), obtém-se

-G =0 6-5
toox (6-3)
Esta hipdtese de viga fina ¢ equivalente a estabelecer-se que as normais ao plano médio

permanecem normais a ele durante a deformago ¢ ¢ conhecida como hipétese de Benoulli-Euler.

O problema unidimensional da viga e a introdugio das hipdteses para os casos de viga
grossa ou fina podem ser diretamente aplicados & formulagdo de placas. Na Figura 6-2 é flustrada

a extensio do problema para sua aplicagfo a placas.

e
i .
g
a.
R . /-l ,
x{u) Ay /
_._______._w.*.._e __/
Py
«v
(a) Deslocamentos ¢ rotagoes 2(w) /
M,

S ;
{

(b) Tensoes Resultantes
Figura 6-2. Definigdes das varidveis para a formulacio de placas

Nesse caso a equacao (6-1) deve ser rescrita como:
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&}

w=-6,
v=-8, (6-6)
W =W,

b

com &, 8 e W sendo fungdes de x e y apenas.

As deformacdes serfio separadas em deformagdes no plano, devido a flexio ¢ que atuam na
direco do plano longitudinal, e deformacdes transversais de cisalhamento. Assim a equacio

(6-2) se torna

9
e ox
e=dg, r=-2| 0 —{X}=—2L9 (6-7)
7, 8
= 9 9
Loy ox |
e
o
}/x: — 6x ax _
”“{n}” {%}* A ()
dy

Deve-se observar que além dos momentos de flexdo em x e y, aparece também um

momento de tor¢do defimido por
M _ =- ?Z'n,zdz 6-9
o= (69)
Introduzindo-se relagdes constitutivas apropriadas, todas as componentes do momento

podem ser relacionadas com as derivadas do deslocamento. Para o caso de elasticidade isotropica,

a equacdo (6-3) sera substituida por
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MJC
m=1{ M, }=DL8
M|

onde , assumindo-se comportamento de tensfo plana em cada camada, tem-se

. 1 v 0
Er
D= ————n | Y i O
12{1-v?}
1-v
0 0 —
L 2

onde vé o coeficiente de Poisson.

As forgas de cisalhamento resultantes sio

s={?}:am+vw)

onde para elasticidade isotrépica

o=o= Gt

(6-10)

(6-11)

(6-12)

(6-13)

Novamente, omitindo-se 0 comportamento “no plano” tem-se, em lugar da equacdo (6.4),

F’.oiM

ox dy g Sﬂ ;
M, o+ =L m+s=0
(} _a__ .gm M S,VJ
L dy ox L

EREEIE
_ * =VT =
[ax ayHS}}-kq s+qg=10

(6-14)

(6-15)

Para placas grossas, todas as varidveis independentes podem ser aproximadas
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independentemente, levando a uma formulagdo mista. Para placas finas, onde as deformagdes de

cisalhamento sdo suprimidas, a equacdo (6-12) ¢ reescrita como
Q+VIW =0 (6-16)

Pode-se agora eliminar m, s e © e deixar apenas ¥ como varidvel. Isto € feito aplicando-se
o operador VT 4 equacio (6-14), inserindo-se (6-15) em (6-10) e finalmente substituindo-se 8,

proveniente da equacio (6-16), 0 que resulta em
(LV) DLVW +4=0 (6-17)
onde

N

LV=4 —5 (6-18)

Nos casos em que D é constante, obtém-se a expressdo bi-harmonica da placa 4 flexdo

como

4 g 4 _
;W ., 87W2+8 Vf’+q12(l 3v)=0
oxt  axTdyt oy Et

(6-19)

6.3. Transformacao de escalonamento no contorno para o caso
bidimensional

Definindo-se 0s pontos no contorno por suas coordenadas x, y, a geometria do problema

bidimensional é descrita na coordenada local # pelas expressdes
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x(7) =N (77)

v =N(7)y (6-20)
onde N{7} sdo as funcdes de mapeamento
N(n)={N.(m) N,(m) ..} (6-21)

e x{7), y(m) sdo as coordenadas de um ponto no contorno expressas em funcao de 7.

O dominio bidimensional ¢ completamente definido escaionando-se o contomo com a

coordenada adimensional £medida a partir do centro de escalonamento:

(&)=< x{(7)

Hem =2y (622
onde (#, ) corresponde a um ponto no dominio.
A matriz jacobiana da transformacio de (£, 7) para (£,7) é dado por
. T
Jemy=1F e i
(&.1) L,ﬂ y,J (6-23)
De (6-22) em (6-23) obtém-se
. J - J 12—’ ( x 3% 1 G“
J{E.n)=1. A = = J -24
( ) i:‘}ﬂ J22 | E_f'x,r;; gy?ﬁ 0 é:_ (U) (6 )
onde
X ¥ _1
I(n)= { 6-25
X, ¥, _] (6-25)

O operador diferencial no sistema cartesiano pode entdo ser escrito em fungio do operador
diferencial no novo sisterna de coordenadas, omitindo-se os indices para simplificar a notacio,

como
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a)&f _ [ gei 85
_@m =J <i}- J iig (6-26)
dy a7 | $an |
onde
1 M
Yo —5¥ ) )
j—lm__}_ ¢ ﬂ!:].ii J-izA] (6-27)
]'}1 —x ix I Jzz_]
7
¢ |
- i g_}’r; _y%-
Jl=— 6-28
9] L-—x‘g IJ (29
]sz XYp— Vs (6-29)

Para aplicar o escalonamento do contorno ac problema de placas, € necessario determinar-
se as expressdes para o operador diferencial de segunda ordem em (x, ¥) em fungdo do novo

sistema de coordenadas. Este operador, construido a partir do apresentado por Dhatt ef al. (1984),

é:
az ] 1 az
ox? d &?
2 a 2
] a’ =T, ¢ +T, 32 (6-30)
dy KA an
2 o 2
5 d 7 5 g
| oxdy _ déan
L s Juda )
T,= Ja Jain (6-31)
2w ijzjzz Juda t JiaJa
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dJ,, aj;z
a& dg
9., 5,
c - 21 22
3 37 a7
8'}1; ajm ajm d 432
o o9& A 3¢
T; m-—Tz C;'-%Ai

1
2
}[,T} “‘C:?'i"}’
T’;:Mw}—g- x’ﬁ __{mez
9] 3
2
2x v, —f?xy
com
R
C,={&x,, 5}".17?7
szﬂ zyr;

tem-se T dado por

I,
”';g ¥ (x,;;.y,qr,- - };,??x,f:'??)
; ;; x* (I_,-;y,;m - y.nx.rm)

2
Exy(x,n)",nr; =Vt )

1
- ¥
_1

¢

1

&
i
Fr

¢

52

(2)1236,;7}”,?; - nyyy,;,z - ysxﬁr: + xy2y~’7’?)

2_2 - 2
(nyx.n 2XK Yy XYy H X yxﬂ,?)
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1 22 z
(“’*2 yox,;+ 2x2y,,f Xy x,, - szyx»’f'?)

(6-323

(6-33)

(6-34)

[

(6-35)

(6-36)




h 9°
ax’ {3»‘ Gl
3 [ 1] agL 1 I B &
2 l=|=b, —=b +b, —=b, —b,| .
9y’ L’ L& ZJI,E_E L& 00| a7
NS on ) 9
“axoy 9Eon
0" G
ox® j}”ﬁ“ 3¢
9° £aé 1 o’
57 .=[b, Mgz ; +[b, b, b,] a7
3 & ar 2 ¥
dx 9y | §o&an
82
ax®
9* 1.9 1 d a* 1 9* 2 9’
L= 2h st b, st B+ = b, —— + = b,
| 3 [TETRETE ey eE T E T E U aEan
al
dx oy

(6-37)

(6-3%)

(6-39)

(6-40)

Também ¢é de interesse obter-se as expressdes anteriores através de uma formulacio

geométrica, onde serdo utilizados os vetores normais &s superficies do elemento, os quais s30

apresentados na Figura 6-3 para um elemento finito bidimensional.

Um ponto no dominio pode ser definido pelo vetor

F=iitpi=&r

onde r é o vetor posi¢do de um ponto no contorno ¢ é definido como
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r=xit+yj=r, (6-42)

A derivada do vetor posigdo r em relag8o a 77 constitui um vetor tangencial a esta direcdo, e

¢ dado por

v, =X 04y, ] (6-43)

onde 77 é tomado constante. Os vetores r, r, formam uma base para o novo sistema de

coordenadas do elemento finito, no qual pode-se definir
lJlmr-(rﬂXk)=xyﬁ-—xﬁy (6-44)
O volume infinitesimal dV° do dominio é calculado como
dve=f, (f,xk)dEdn = EI|dEdy (6-45)
(a)

2 {Xz,¥2)

1 2
-1 0 +1 1M

Figura 6-3. (a) Elemento bidimensional ¢ vetores normaisa e 77 (b) Elemento de referéncia
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- < & ~
De forma semelhante pode-se definir os vetores normais as faces do elemento, S5°e 87 sdo

expressos no contorno (£=1), como

gt =y, Xk=y 1-x_]

(6-46)
g’ =kxr=yi-x]

A transformacio de superficies infinitesimais do sisterna cartesiano para o sistema

escalonado e para qualquer £ é definida, usando-se (6-42) e (6-43), como

g°\dn

ds™ = |kx £,]d€ = [k xr|d¢ =|g7|dS

dst = |f, xk|dn =|Ex, xk|dn =&

(6-47)

Para calcular os momentos de superficie definem-se, a partir de (6-46), os vetores unitarios

normais as faces S e 57 como

4

nf=nlitnlj= E;l
{6-48}
T i B
n’ -_—"I’le-F*ny_]—._ﬂ
A matriz jacobiana J e sua inversa sdo formuladas como
7 7 g7 7
p | ig, " |g; " (6-49)
|—lgf|ni Jgf]nd
£y, 7], ]
-1 ﬁ_}_ﬂ lg inx lg e (6-50)
]} igfnd g7 nZJ

Aplicando-se (6-49) ¢ (6-50) em (6-31) obtém-se T, como
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(jg°l¢ ) (je7|nz) | 2nt
1 [y '
L=iE e*]5) (le”|n7) & |fe?]n (6-51)
s: s s 2 .
Z(Ig* ) nin’ E(Ig”i) nin’ igﬁéigif(nznf +nfnf_>
Comparando (6-51) com (6-34), conclui-se que
[y
g,; ’ £12
b, = | if’{;); (6-52)
nons
()
]
4= EJIE 2(:;}3!” (6-53)
xfty
$ ]
ler||
b, :L—ﬁg—l -y } (6-54)
nynl + n;’n‘;

Os valores dos mom . :
entos em qualquer face S¢ e S, de um elemento podem ser obtidos a
partir dos seus valores nas faces coincidentes com as diregdes x e y, através da aplicagio da

transformagao linear
7 _ a7ag o)
MEE =B M (6-55)

onde P ¢ a matriz mudanga de base do sistema xy para o sistema £77, dada por

B nioonl
b= nt o n’ (6-56)

Utilizando-se a expressdo (6-55), obtém-se
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M;: Mg"rg _ ?’If ﬂf: MI Mxy nf nzll
M, M, nl oAl M, M, n, al
A partir de (6-57) pode-se escrever

M, = (nj )2 Mx + (zfzf )2 My + 2nn® Mxy
2 2 . '..
M, = (n;) Mx + (n'f ) My + 2nin; Mxy

- g’ 77 é—' n £ £
Mg, =nnMx+niniMy+ (n;nf +nn; )Mxy

ou na forma matricial

2 2 . r
M, (nf )2 (”f ): nin; M,
o A A R
M, 2nfnf 2n]n’7 (nznf +n’n? ) M,

M, 2 2 2
M, = {ﬂ} b, (ﬂJ b (IJD b.| m
o)™ )™ e

ou ainda

6.4. Formulagdo das equacgdes da elastodinamica para placas

(6-58)

(6-59)

(6-60)

(6-61)

Retomando a equacdo (6-17) e introduzindo a parcela referente a forca de inércia, as

equagdes diferenciais de movimento no dominio da freqiiéncia para uma placa podem ser

expressas por
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(LV) m+g+a&’p W =0 (6-62)

onde
W = W {%,7) éo deslocamento (6-63)
M,
m=< M_ »=DLVW, sioos momentos fletores por unidade de comprimento  (6-64)
M
£

g é o carregamento, @a freqgiiéncia ¢ p a densidade do material.
Aplicando-se (6-40) em (6-62), pré-multiplicando por uma fungdo ponderadora
w=w(57)=w({)N(7) (6-65)

¢ integrando sobre o dominio, obtém-se

1

Le-i_w?bfmgdffe-i- Jozwbom,ave+ [ wibimgave+ | cé—wfbfmdee
& 4 = v & ‘

1 (6-66)

é'.[wEWTbS m. dV°=0

Utilizando-se (6-45) e integrando-se por partes os termos de (6-66) que contém diferenciais
de m em relacdo 77, obtém-se
1 T T e _ i 1 i r r
jye?w b, m  dV* = Lg(j: (w" |3]b,")m,, d;;)d,); -

= JH(v e ) w1 [ (w7 olb,7), man)a

(6-67)
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‘g ——-wa m dVe— j;é(}:l (wrj.f!bar)mmdij)d§=
= f} ( r mr”[:“j:l (wffi.}’|b4?")ﬁ m, d?])dé?: (6-68)

= L2 (0" o ym, [ = (w7 oo ), m

S e m dn)dg

2 c { +1 7 =
L*EWFme,;’n dyv” = L(-E Z(W iJlbsr)m‘g’” dﬂ) 45

-

Introduzindo-se {6-67), (6-68) & (6-69) em (6-66) e agrupando-se os termos semeihantes

(6-69)

Do 2w plbST) mdn)as

m,

gj‘* T]Jlb m;-d??
# [ ol ) =2 (W albs7), T
rz L [(wfl:flb:)m—<w?lJlbz’),n]md”
+ 2 (V7 Blp )= (v e, ), Jml
3 (WT|J[bsr)m,§1:

+—1—(WT}J|b4r)mmi_l+2
L& Ew?qptdmgjjwfmzpwlndn

dg

0 (6-70)

g

Para verificar esta igualdade basta que o integrando seja nulo. Assim tein-se

[ (w mfgdﬂ+f[ (w'B3b,7)=2(wa]b.") mdn
j [(walb.T) = (wTlalb."), Jman
+é‘[(wr|='|bz )”(erJlbf),,,]mlj (6-71)

+%(wf ]Jibf)mﬂii +2(w|3b Ym |
+& [:qul.lldﬁ+§j.:iwfa)szlJ[a’?; =0
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Adotando-se

B, =b3N(?])
B, = b, N{77}+2b, N(7), (6-72)
B,=b, N(?y)_]7 +b,N{77)

7

¢ levando-se em conta as relagdes seguintes, obtidas por inspecdo direta.

[3]b,={|]b,) (6-73)

§J]b3mEJ]b.§ “(!Jjbs)ﬂ (6-74)
J N

(b,),=-2 [% b, — bSJ (6-75)

pode-se, ap6s alguma manipulacio algébrica, escrever os termos das integrais da equacio (6-71)

sob uma forma mais adequada.

Tomando-se o integrando do primeiro termo de (6-71), tem-se

J =w(E) N@) o, = w (&) 3B/ (676)
Manipulando-se agora o integrando do segundo termo de (6-71), tem-se
(w'j3p,7 )~ by) =w(¢£) ((N () 3]b," )= 2(N ()’ [J[bf)ﬁ)

)= 2(wid|
=w (&) (NG (3]m7) 2N (0, (3lby7) - 2N () (9127 ) )
T[zw(nf(mb, )= 2N ()" (b }
(€) a (6-77)
)

w(s

-N(2) (Blb)=2N ()", (Ub.)
mw((,: ! 2N 3 “N(W)T(iJ’bir)mzN(W)T,q(IJ]b:iT))

=w(&) [J|(2B, - B,)
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E para o integrando do terceiro termo de (6-71), tem-se

(wlalb.),, = (wlalb.) | = w(&) T
-N(n), (9

4

Aplicando-se (6-73) em (6-79), obtém-se

(wlalb,), = (» l»’sb ) =w(O)(N] (3b.) +N @) ()] )
=w(&)(N(m),, (31b.)" +N(), (3fb.) )
—W(f)(N(??)W(i b, +N(n); (i"lbz)ﬂ)mW@)iJIBs

(N (9e.) = N(@) (3}o.) )
bz)T_N(n (IJ]
(N ) 5, (Blb.) + 2N () (9b)  + N () (3]b),

=w<5){ :
=N (), ([]b.) = N(@) ([]b.)

74 (6-78)

-]
)

(6-79)

Substituindo-se (6-77) e (6-79) em (6-71) e usando-se (6-65) e (6-72), tem-se para w($)

arbitrério
£['B,7m|Tdn+ [ (2B -B,")m
1 o o pel
+—é~ LBJm[J}d?] + @’ ﬁN(n)T pIWwdn
+&q+t=90
onde
q= [ N(n) 3N (m)qdn
+1 1 +1 1 +1
t= N7V b, m| —=(N) [ET) m| +—=N(7) 55, m
N WbTm (N () ls]) ml + 2N () WleTm,|

+2N(77)T

(6-80)

(6-81)

(6-82)

sendo imediato a identificacdo de g com as forgas atuantes no elemento. Para a identificacdo de t
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é necessario um tratamento algébrico da expresséo (6-82) (levando-se em conta as relagdes

seguintes, obtidas por inspecio direta).

Examinando-se o dois primeiros termos de (6-82), obtém-se

+1

EN @)

+1

LN () b

-1
+1

=%N(7])T

i-1

¢ usando-se (6-73)

+1 +1

N (?]); 3]b,"m

--}(N(W)T 3lp.7) m

\rhl [

w} -1

Examinando-se agora o terceiro termo de (6-82), obtém-se

+1 +1

+1

N plem| =N gl m, <N (3 m
LN (o) m] = I (anm) [ I (o

-1
Expandindo ¢ aplicando (6-75) ao altirno termo de (6-85)

+1

+1

=N (77)? l‘Ildem,n

-1 -1

43

N ) m

-1
+1 +1

= ZN@) (Ip./m),

NG (3),b.m

~1 -1

Examinando-se finalmente o Gltimo termo de (6-82)
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" Lntoy vz, o ~L{xtor)

—é(N(ﬁ)T),n [J!bfmgji

= N (3o m) | <N () (i), b m

F e N(ﬁ [J]b m

(6-83)

+1

-1

(6-84)

(6-85)

+1

(6-86)

+1

-1



+1

IN(7) |36 m .

" +1
T R e N

-1

1
—2N ()" (M]o,7), mlml h

=N () (9o m) [ 2N (2 (0.7, m| = 2N (n) (o]p7m) |

£l

uma vez que o termo |Jlbs’ ¢ independente de &
Substituindo-se (6-84), (6-86) ¢ (6-87) em (6-82) resulta em

e (N @Y ), Wbm| LN (3l m)

-1 -

7
-1

+_}N(U)T (l‘}I)ﬁ b‘fm + i +1

Yo
+;_;~N (7)" |3]bsm

-1

+2N(7)" (J9]b;"m)

i

£
%

-1

Agrupando o0s termos semelhantes,

+1

N (oo m)

+i

1

t= —{N(U}T (91}, ~(N(77)T )ﬂ lJl}me

+i

7

-1

4%1\1(77)’ l3[b,m

+2N(n) (|I(bm), |+1

-1
-1
A partir de (6-61) tem-se

|}
bil‘l’i:[mJ Mri; bgmm

=
bl

Substituituindo (6-90) em {(6-89) obtem-se

£
LA .

(6-87}

(6-88)

(6-89)

(6-90)



6-91)

Examinando-se a equacdo (6-91), percebe-se¢ que o seu primeiro termo ¢ um valor

dependente da integragdo em 1} de M, o terceiro termo ¢ um valor dependente da integraciio em

N de Mz e o segundo e quarto termos sdo respectivamente valores dependentes da integracio em

n de dM,/on & de dM /9, ou seja, sdo dependentes do esforgo cortante, On,. Pode-se concluir

entdo que t representa as forcas nodais provenientes das forcas de superficie nas faces do

elemento dispostas na diregdo radial ao centro de escalonamento.

Desenvolvendo-se o valor de m em fung¢do de W a partir da aplicagio de (6-40) em (6-64),

tem-~se

m=DLV W = ?Db1%+%nb2%—i+ Db, a;;f +§5»Db4aaz%
2w
+—}Db5—aa—§g~§
Sendo que
w=w(&n)=N"(mw($)
o qual aplicade em (6-92) resulta em
m m—;?DbIN“(ﬂ)W(f)!;.%éz—Dsz“(n)ﬂW(:f)athN“(n)W(f)gg,
+E12_D mNV(q_)MW(g)%D b N* (1),  (£),

e usando (6-72)
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m=DB ¥ (&), + ;]:;DBZW (&), + —é;])]%W (&) (6-95)

Aplicando-se (6-95) em (6-80) e agrupando-se os termos semelhantes, obtém-se

gf:Bf’D B, |[3|dn W9+ (2 {:BJDB, 3| dn + f_:BfDBzi,}']cfﬁ
] \ 03 1 ] 1 |
- [ B,’DB,|3|dn) W‘}+E(}: B/DB,[J|dn+ [ B DB J|dn

- [ 8./DB,i]an) W+ ([ B, DB, |T|dn

) ¢ (6-96)
) | |

-2 [ BDB,Jjdn- [ 'BDB,an+ [ B/DB,[3lan) w"

1

53
2 LY 4 u

+a'¢ [N ()" pN* (m)|3|dn W +Eq+e=0

+—= [ BDBPlan+2[ B, DB, ji|dn+ [ B,DB,

Jdmy w

Introduzindo-se os coeficientes

E,= [ B,/DB,|J|d7
E = | B/DB,l|dn
E,= [ B./DB,|d7
E,= [ B/DB,|Jjdn (6:97)
E.= | B, DB,J|d7
E,= [ B,/DB,[J|d7

M, = ffN(ﬁ)T pN*(77) 3ldn

obtém-se as equacdes diferenciais para os deslocamentos W no contorno da parte do dominio

correspondente a um elemento finito, como
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gEﬁ W(4} +(2E0+Eg _EiT)W'{3)+é(E3 +E3T”E2)W{2}+

1 (6-98)

1 5
"%-;g;(Ez ~2E, ~E,+EJ |7 +~?(2E3+2E4 +E )W+ GEM W + Eq+t=0
A montagem das equagdes diferenciais sobre todo o dominio conduz a t = 0 ¢ na auséneia

de forcas aplicadas a placa, tem-se também g = ¢. Neste caso 2 equacio de elementos finitos

escalonado no contorno para ¢ deslocamento, no dominio da fregliéncia ¢ expressa como

EE, W +(2E, +E, -E | {%(Es FE] )W+

(6-99)
1 .
+?(E2 —2E,-E,+E )" +—-§3 (2E, +2E, +E )W + #EMV =0

Deve-se observar que a equacdo (6-99) representa os deslocamentos obtidos a partir de uma
proposta de um elemento de placa para o0 MEFEC, ¢ como tal necessita ser implementada
computacionalmente e ter sua validade verificada através de comparacio com exemplos

existenites na literatura.
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Capituio 7

Conclusac e Trabathos Futuros

Neste trabalho foi investigado o ajuste de modelos com a utilizagéio de diferentes metodos
numéricos. Codigos computacionais foram desenvolvidos para os métodos numeéricos avaliados e
os tesultados obtidos foram comparados. Uma revisdo das técenicas de ajuste de modelos, tanto
das que ajustam diretamente as matrizes como das que utilizam processos iterativos, foi
apresentada. Deu-se énfase a utilizacio de FRFs como dados experimentais, embora também

tenham sido apresentados ajustes utilizando-se dados modais.

Em relagio a0 MEF, um algoritmo de ajuste de modelos usando técnicas iterativas baseadas
na sensitividade, com uma funcio objetivo relacionando os pardmetros modais medidos e os
estimados foi implementado e avaliado. FRFs também foram utilizadas para a realizagdo do
ajuste de modelos de MEF. As avaliagbes de desempenho do algoritmo foram realizadas usando-
se uma estrutura do tipo viga com dados experimentais simulados e reais, 0s quais apresentaram

uma boa concordancia.

J4 para 0 MEC, apresentou-se o ajuste de modelos utilizando exclusivamente FRFs como
dados simulados. Os procedimentos propostos foram verificados com um exemplo simulade de
modelo de MEC e comparado com os resultados obtidos através do modelo de MEF. A
formulacdo de elementos de contorno para o comportamento dindmico axial e 4 flexdo de vigas
foi revista. O método de ajuste proposto foi verificado para diferentes erros nos parametros
desconhecidos e com a introdugdio de ruido nas FRFs simuladas. De um modo geral, os resultados
mostraram que o comportamento do ajuste de modelos do MEC ¢ similar ao ajuste de modelos de
MEF, sendo que ambos apresentaram as mesmas dificuldades para a realizacio do ajuste. Este
fato & uma indicagio de que a escolha de um método ou outro para a realizacio do ajuste deve se

basear na capacidade que o método numérico tem para tratar o problema em questdo. No entanto,
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deve-se admitir que este estudo representa apenas uma simulagfo para testar o procedimento.
Para se avaliar melhor ¢ desempenho do ajuste de modelos do MEC dois outros aspectos
precisam ser considerados em um trabalho futuro. O primeiro é o uso de dados experimentais
reais. O outro € a questdo da dimensio do problema. Neste trabalho, um problema
unidimensional foi tratado e ¢ um fato reconhecido que modelos de MEC 2D ¢ 3D tendem a ser

mais eficientes gue os seus correspondentes do MEF.

Uma revis#o da formulagdo do MEFEC foi apresentada e aplicada na obtenco das FRFs e
das freqiiéncias naturais para o deslocamento no plano de uma placa sujeita a tensdes planas.
Apesar da solug@o usando as matrizes de rigidez estatica e de massa ndo terem obtido resultados
precisos, o uso da matriz de rigidez dindmica provou ser capaz de determinar com precisio as
FRFs, das quais as freqiiéncias naturais puderam ser extraidas. A obtencio das FRFs através de
métodos numericos provou ser extremamente demorada devido as singularidades das derivadas
da matriz de rigidez dindmica. Assim, o uso alternativo da solugdo analitica para a equagio
diferencial da matriz de rigidez dindmica pode apresentar uma methor performance e
conseqiientemente um menor custo computacional. Embora o ajuste de modelos do MEFEC ndo
tenha sido realizado, a obtencdo das FRFs do problema em estudo utilizando-se este método

indicam que ndo ha nenhum impedimento aparente para que isto seja possivel de realizar.

Uma formula¢do do MEFEC para o tratamento de problemas de placas foi desenvolvida. A
teoria de placas foi revista e em seguida procedeu-se ao desenvolvimento do equacionamento do
MEFEC, resultando na equacdo diferencial para os deslocamentos de uma placa no dominio da
freqiiéncia. O desenvolvimento desta formulacdo é a etapa inicial para que em trabalhos futuros
se¢ determine a matriz de rigidez dindmica de placas e conseqilentemente se possa obter suas

FRFs através deste método.

QOs resultados inéditos obtidos neste trabalho utilizando o MEFEC se revestem de
importincia devido as vantagens que este apresenta em relacdo aos demais métodos de
modelagem numérica. Até este momento, as referéncias disponiveis na literatura eram de autoria
quase que exclusivamente dos criadores deste método. Assim, a contribuicio dada aqui ao
desenvolvimento da formulagdo do MEFEC nido s6 diversifica as referéncias existentes, como

também abre um enorme campo para que rais pesquisas sejam feitas nesta area,
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Dentro deste espirito, este trabalho terd continuidade através de pesquisa de pos-doutorado,
onde se utilizarda o MEFEC em aplicagSes da mecinica da fratura, desenvolvendo-se técnicas de
obtenciio dos fatores de intensidade de tensfo dindmicos ¢ de andlise da propagacdo estavel de
trincas. Serdio determinadas e se procurard tirar proveito de suas caracteristicas potencialmente
vantajosas em relagdo ao MEF e ao MEC, especialmente de sua capacidade de discretizar apenas
o contorne e de ndo necessitar discretizar as faces dispostas radialmente em relagio ao centro de
escalonamento, O que permitird que a geragio das malhas seja feita com menor custo
computacional e com maior eficiéncia. Também a investigacio de técnicas para a utilizacdo do
MEFEC com o dominio particionado em sub-regides sera necessaria, pois este procedimento €
imprescindivel ao estudo da propagacio de trincas através deste método. O emprego do MEFEC
com o dominio particionado é sugerido pela literatura disponivel, mas nada ainda foi publicado

sobre o assunto.
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