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Resumo

BARGOS, Fabiano Fernandes, Implementacao de Elementos Finitos de Alta Ordem baseado
em Produto Tensorial, Campinas: Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade

Estadual de Campinas (UNICAMP), 2009. 71p. Dissertacao de Mestrado.

Esse trabalho apresenta uma implementacao, em ambiente MatLab, de cédigos para o
Método dos Elementos Finitos de Alta Ordem em malhas estruturadas e nao estruturadas
para aplicacao em problemas 2D e 3D. Apresenta-se um resumo dos procedimentos para
construcao das bases de fungoes para quadrados, tridngulos, hexaedros e tetraedros através
do produto tensorial. Faz-se um estudo detalhado da continuidade C° da aproximacio para
expansoes modais em quadrados e mostra-se que com uma numeracao adequada das fungoes
de aresta a continuidade ¢ automaticamente obtida. Por fim, através da imposi¢gao de uma
solugao analitica, analisam-se os problemas de projecao e Poisson, 2D e 3D, em malhas de

quadrados, triangulos e hexaedros, para refinamentos h e p.
Palavras Chave

Método de Elementos Finitos, Métodos de Alta Ordem, Continuidade Global, MatLab, Pro-

blema de Projecao, Problema de Poisson.
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Abstract

BARGOS, Fabiano Fernandes, Implementation of High Order Finite Elements based on
Tensorial Product, Campinas : Faculty of Mechanical Engineering, State University of
Campinas (UNICAMP), Universidade Estadual de Campinas, 2009. 71p. (Master’s
Thesis).

An implementation in MatLab environment of a code for the High Order Finite Ele-
ment Method on structured and non-structured mesh for 2D and 3D application problems
is showed. The construction of basis functions for squares, triangles, hexahedral and tetra-
hedral, based on tensorial product, is briefly presented. It is showed that the approximation
continuity in modal expansions for squares can be reached with a suitable functions number-
ing. Finally, through a analytical solution, the 2D and 3D projection and Poisson problems

are investigates in squares, triangles and hexahedrons meshes with A and p refinements.
Keywords

Finite Elements Method, High-Order Methods, Global Continuity, MatLab, Projection Pro-

blem, Poisson Problem.

viii



Sumario

1 Introducao
1.1 Revisao Bibliografica . . . .
1.1.1 Espaco de Funcoes .

1.1.2  Cédigos Computacionais . . . . . . . . . ... ... L.

1.1.3 Aplicagoes . . . . . .
1.2 Objetivos . . . .. ... ..

1.3 Organizagao do texto . . . .

2 Construgao das Fungoes de Forma para o MEF de Alta Ordem usando

Produto Tensorial

2.1 Construcao das Fungoes de Base Unidimensionais . . . . . . .. . ... ...

2.1.1 Base Nodal . .. ..
2.1.2 Base Modal . . . ..

2.2 Construcao Tensorial de Bases para Quadrados e Hexaedros . . . . . . . ..

2.2.1 Funcoes de Forma para Quadrados . . . . . ... ... ... .....

2.2.2  Funcoes de Forma para Hexaedros . . . . . . .. .. .. .. ... ...

2.3 Construcao Tensorial das Bases para Triangulos e Tetraedros . . . . . . . ..

2.3.1 Funcoes de Forma para Triangulos . . . . .. ... ... ... ....

2.3.2  Funcoes de Forma para Tetraedros . . . . . ... .. ... ... ...
2.4 Continuidade Global C° para Quadrados . . . . . . .. ... ... ......

2.4.1 Distribui¢ao das Fungoes no Elemento . . . . . .. .. .. ... ...

2.4.2  Orientacao dos sistemas de coordenadas . . . . . ... .. ... ...

3 Estrutura do Cédigo Matlab para o MEF de Alta Ordem

3.1 Programa hp?’FEM . . . ..

3.1.1 Organizacao e Funcionamento . . . . . . . .. ... .. ... .....

3.1.2  Principais Estruturas

X

© o~ Ot e e

10
11

12
13
13
15
18
19
20
24
25
26
28
29
32

37
37
39



3.2 Construcao das Malhas de Alta Ordem . . . . . ... ... ... ... ....
3.3 Detalhamento dos Elementos . . . . . . . . . . ... ... L.
3.3.1 Elementos Bidimensionais - Quadrados e Triangulos . . . . . . . . ..

3.3.2 Elementos Tridimensionais - Hexaedros e Tetraedros. . . . . . . . ..

Aplicagoes

4.1 Caracterizacao dos Problemas de Aplicagao . . . . . . . . . . . .. ... ...
4.1.1 Problema de Projecdo . . . . . . . ... ...
4.1.2 Problema de Poisson . . . . . . ... ...
4.1.3 Erro na Norma de Energia . . . . . . .. .. ... ... ... ...,

4.2 Resultados . . . . . . . .
4.2.1 Malhas Consideradas . . . . . . .. . ... ... ... ... ...,
4.2.2 Problema de Projecao 2D . . . . . . .. ...
4.2.3 Problema de Projecao 3D . . . . . . . ... oo
4.2.4 Problema de Poisson 2D . . . . . . ...

5 Cosideracoes Finais e Perspectivas Futuras

Referéncias Bibliograficas

51
92
52
93
o4
95
95
29
61
61

64

67



Lista de Figuras

1.1

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6

2.7
2.8

2.9

2.10

2.11

2.12
2.13

2.14

2.15

2.16

Representagao da aproximacgao de uma funcao. . . . . . . . . . . .. .. ...

Sistema local de coordenadas &. . . . . . .. ..o
Fungoes de uma expansao nodal de ordem P=5. . . . . . . .. . ... ...
Sistema local de coordenadas naturais. . . . . . . ... ... ... ...
Funcoes de uma expansao modal para ordem polinomial P =5. . . . . . ..
Definicao dos indices p, g e . . . . . . ...

Construcao tensorial das fungdes de base para quadrados (Bittencourt, 1991;
Vazquez, 2004; Vazquez, 2008). . . . . . . ..

Funcoes para uma expansao nodal. . . . . . . . ... ..

Fungoes para uma expansao modal (os modos de aresta e face foram escalados
por um fator de 4 e 16, respectivamente). . . . . . . ... ... L

Construcao tensorial das fungoes de base para hexaedros (Bittencourt, 1991;
Vazquez, 2004; Vazquez, 2008). . . . . . . ..

Coordenadas baricéntricas para triangulos (Bittencourt, 1991; Vazquez, 2004;
Vazquez, 2008). . . . . . .

Coordenadas baricéntricas para tetraedros (Bittencourt, 1991; Vazquez, 2004;
Vazquez, 2008). . . . . . .

Referencial local do elemento e respectiva numeracao dos nés (modos).

Esquema 1 para distribuicao das funcoes de aresta para uma expansao de grau
P =4 .

Esquema 2 para distribuicao das fungoes de aresta para uma expansao de grau
P =4 .

Continuidade global C° para uma malha com dois quadrados em uma expansao
modal. Nota-se que a existéncia ou nao da continuidade entre os elementos
depende da ordem de distribuicao das fungoes nas arestas. . . . . . .. . ..

Expansao modal de grau P = 4. Elementos 1 e 2 com referenciais equivalentes.

X1

13
14
15
17
18

19
21

22

23

26

27
29

30

30

31
33



2.17

2.18

2.19

2.20
2.21

2.22

2.23

3.1
3.2
3.3

3.4

3.5
3.6
3.7
3.8
3.9
3.10

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8
4.9

Expansao modal de grau P = 4. Elemento 2 com giro de 90° em relagao ao
elemento 1. . . . . .. L

Expansao modal de grau P = 4. Elemento 2 com giro de 180° em relagao ao
elemento 1. . . . . .. L

Expansao modal de grau P = 4. Elemento 2 com giro de 270° em relacao ao
elemento 1. . . . . . ..

Expansao nodal de grau P = 4. Elementos 1 e 2 com referenciais equivalentes.

Expansao nodal de grau P = 4. Elemento 2 com giro de 90° em relacao ao
elemento 1. . . . . .. L

Expansao nodal de grau P = 4. Elemento 2 com giro de 180° em relacao ao
elemento 1. . . . . .. L

Expansao nodal de grau P = 4. Elemento 2 com giro de 270° em relacao ao
elemento 1. . . . . . ..

Comparagao entre o codigo convencional e vetorizado. . . . . . . . . . . . ..
Funcionamento geral do Ap?FEM. . . . . . . . . . ... ... .. ... ....

Pontos de colocacao para o quadrado de acordo com a regra de quadratura
para uma expansao de grau P =8. . . . . ... ...

Pontos de colocacao para o triangulo de acordo com a regra de quadratura

para uma expansao de grau P=38. . . . . . . .. ...
Funcionamento do médulo de alta ordem. . . . . . . . ... ... ...
Numeracao das arestas dos elementos bidimensionais. . . . . . . . . .. ...
Hexaedro: numeragao local das arestas. . . . . . . . . . ... ... ... ...
Hexaedro: numeracao local das faces. . . . . . .. .. ... ... ... ....
Tetraedro: numeracao local das arestas. . . . . . . . ... ... ... .....

Tetraedro: numeracao local das faces. . . . . . . .. ... ... ... .....

Problema de projecao. . . . . .. ..
Malhas de quadrados uniformes. . . . . . . . . ... ... ... ...
Malhas de quadrados distorcidas. . . . . . . . .. ... ... ... ... ..
Malhas de quadrados com refinamento localizado. . . . . . . .. ... .. ..
Malhas de tridangulos aninhadas. . . . . . . . . . ... ... L.
Malhas de triangulos nao-aninhadas. . . . . . . . .. ... ... ... ... .
Malhas de hexaedros. . . . . . . . . . . ..
Solugao imposta para o problema de projecao 2D . . . . . .. ... ...

Convergéncia da solu¢ao para o problema de projecao 2D. . . . . . .. . ..

xii

33

34

34
35

35

36

36

39
40

45

46
47
48
49
49
50
50

52
95
56
56
o7
o7
o8
59



4.10 Convergéncia h e p para o problema de projecao 3D com malhas de hexaedros
uniformes. . . ...

4.11 Convergéncia da solugao para o problema de Poisson 2D. . . . . . . .. . ..

xiii



Lista de Tabelas

3.1 Numero de fungoes para cada entidade topoldgica

Xiv



Simbolos

Matrizes e Vetores

[H
(K
M

f
n

U

RN .

]

Matriz quadrada qualquer

Matriz de rigidez global

Matriz de massa global

Vetor coluna dos termos independentes
Vetor normal ao contorno de €2

Vetor coluna solucao qualquer

Outras Notacoes

b

Cj

cte
FE
F

i, J, Kl

Elementos do vetor de carga
Coeficientes que nao estao associados as nds dos elementos
Valor constante

Arestas do elemento

Faces do elemento

Graus de liberdade

Polinomios de Lagrange
Coeficientes da matriz de rigidez
Coeficientes da matriz de massa
Coordenada natural em [0, 1]
Pontos na direcao L;

Polinomios obtidos através dos polindmios de Lagrange

XV



Np(.)
Npg(&)
Npqr(Li)
Npqr(gi)
Npgrs(Li)
D, q, T, S
P

P
Pro()
Re(x)
uap(~)

Vv

Coeficientes da matriz de massa unidimensional
Espago Funcional

i-ésima Funcao do espago funcional {N;}

Funcao de interpolacao unidimensional

Funcao de interpolacao bidimensional (quadrado)
Funcao de interpolac¢ao bidimensional (triangulo)
Fungao de interpolagao tridimensional (hexaedro)
Fungao de interpolacao tridimensional (tetraedro)
Indices da tensorizacao

Ordem da expansao

Ordem da expansao na diregao & ou L;
Polinémios de Jacobi de grau n e ponderagao «, (3
Parte real de x

Coeficientes associados aos nos dos elementos
Funcao polinomial qualquer

Solugao aproximada

Funcao teste

Vértices do elemento

Coeficientes de ponderacao dos polinémios de Jacobi
Coeficientes de ponderagao dos polinomios de Jacobi na direcao & ou I
Fun¢ao Gamma

Delta de Kronecker

Erro da aproximacao polinomial

Coordenada local em [—1, 1]

Funcao de interpolacao nodal unidimensional
Funcao de interpolacao modal unidimensional
Funcoes de interpolagao nodal

Fungoes de interpolagao modal

Dominio dos problemas 2D e 3D

Xvi



Capitulo 1

Introducao

Em um mercado altamente competitivo e com ciclos de produgao cada vez mais curtos,
a engenharia assistida por computador torna-se um recurso importante. A busca por solugoes
rapidas, seguras e confiaveis intensifica o uso de ferramentas de simulagao numérica, as quais
possibilitam a andlise dos produtos por meio de protétipos virtuais em todas as fases do
projeto. As informacoes obtidas com as simulacoes podem auxiliar no processo de tomada
de decisao de engenharia. Nesse contexto, tem se destacado o uso do Método dos Elementos
Finitos (MEF).

O MEF pode ser entendido como um método matemético para solucao de Problemas
de Valor de Contorno (PVC), baseado em discretizagao, que utiliza fungdes polinomiais na
aproximacao da solucao. A idéia é transformar um problema complexo na soma de diversos
problemas simples. Um dominio (muitas vezes complexo) é dividido em elementos simples.
Os elementos possuem pontos nodais, ou nos, e sobre cada elemento a distribuicao da variavel
a ser determinada ¢ considerada conhecida. Esses elementos em geral estao distorcidos em
um referencial global e sdo mapeados em um elemento local, nao distorcido, sobre o qual
sao definidas as fungoes de interpolacao. Deve-se satisfazer a condicao de continuidade das
fungoes de interpolagao sobre as regides de fronteira entre os elementos e o PVC deve ser
satisfeito em cada elemento. Uma vez determinadas as fungoes que satisfazem ambas as

condicoes, tem-se a solucao do problema.

A idéia basica do MEF ¢é que uma fungao desconhecida u(x) pode ser representada por

uma combinagao linear de fungoes conhecidas ¢, (), ponderadas por coeficientes indetermi-
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nados u,, tal que,

N
u(r) ~ uy(r) = Z()un¢n(x)7
onde os coeficientes u,, sao determinados aplicando-se por exemplo o Método de Galerkin.
A Figura 1.1 ilustra uma fungao complexa aproximada por um conjunto de polinémios sim-
ples (Reddy, 2006). O conjunto de fungoes ¢, (z) também é chamado de fungoes de base,
por constituir uma base no espaco de funcoes. Essas funcoes podem ser polinémios de La-

grange, Legendre, Chebyshev ou algum outro membro da familia dos polinémios de Jacobi

(Karniadakis e Sherwin, 2005; Shen e Tang, 2006).

u(x)
A

N=6
u(x) =Z u (x)
e=1

Y

Figura 1.1: Representacao da aproximacao de uma funcao.

A andlise de um problema pelo MEF envolve trés fases distintas: pré-processamento,
resolucao numeérica e pds-processamento. Na fase de pré-processamento, geram-se todos os
dados de entrada do problema, entre eles os dados relativos a malha, coordenadas dos nos e
incidéncia dos elementos. Na segunda fase, todas as informacoes de entrada sao interpretadas,
geram-se as matrizes e o problema é resolvido. Em geral, deseja-se obter a solucao de uma
equagao matricial da forma [H|G = f, a qual é resolvida invertendo-se [H], tal que @ =
[H]7'f, onde [H] é uma matriz, 4 o vetor solu¢io e f o vetor dos termos independentes.
Finalmente, no pés-processamento os resultados sao organizados e criadas todas as estruturas

para visualizagao da solugao.

Segundo Szabd e Babuska, 1991 o comeco do desenvolvimento do MEF na década
de 1960 foi baseado em razoes intuitivas, analogias com sistemas discretos naturais e experi-

mentagao numérica. Os erros de discretizacao eram controlados por um refinamento uniforme
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ou quase uniforme das malhas de elementos. Analises matematicas do MEF comegaram no
final da década de 1960. Técnicas para estimativa de erros foram investigadas durante os anos
1970. O refinamento adaptavel das malhas, objetivando a redugao dos erros de discretizacao
para aumento de eficiéncia, recebeu uma grande atencao durante esse periodo (Babuska e

Rheinboldt, 1979).

Experimentos numéricos indicaram que o aumento progressivo do grau dos polinomios
sobre uma malha fixa de elementos poderia ser muito mais vantajoso que o refinamento
uniforme ou quase uniforme (Szabé e Mehta, 1978). Para distinguir entre os dois esquemas,
ou seja, a reducgao de erros pelo refinamento da malha da reducao de erros baseado no aumento

do grau das fungoes de base, 0os nomes versao h e versao p foram popularizados.

O stmbolo h normalmente é utilizado para representar o tamanho dos elementos finitos.
Por isso, denomina-se versdo h quando a convergéncia se da com a reducao progressiva do
tamanho do elemento. Por sua vez, a ordem polinomial dos elementos é denotada pelo
simbolo p. Assim, denomina-se versdo p quando a convergéncia ocorre com o aumento do
grau polinomial p dos elementos. As versoes h e p sao apenas aplicacoes do MEF, o qual, em
principio, permite mudangas da malha simultaneamente com o aumento da ordem polinomial
dos elementos. Esta aproximacao geral é usualmente chamada de versao hp do MEF. As bases
tedricas para a versao p foram estabelecidas em (Babuska et al., 1981). O entendimento de
como combinar efetivamente o refinamento da malha h com o refinamento p foi conseguido
durante os anos 1980 (Babuska, 1988). Em trabalhos de Dindmica de Fluidos, a versao hp
normalmente é conhecida como método espectral. Karniadakis e Sherwin, 1999 apresentaram
uma unificacao entre a versao hp e os métodos espectrais, sendo o método obtido denominado

MEF hp Espectral.

Nos ultimos anos esse método tem recebido grande atencao, principalmente por apre-
sentar convergéncia exponencial (também chamada espectral) da solugdo. Na prética, esse
tipo de convergéncia implica que, para solu¢oes suaves, o erro na solugao numérica decai
no minimo de duas ordens ao se duplicar o nimero de pontos de colocacao ou nimero de
modos, diferentemente dos métodos de baixa ordem onde o erro diminui com um fator fixo

(Karniadakis e Sherwin, 1999).
Conforme Karniadakis e Sherwin, 1999 e Shen e Tang, 2006, o MEF de Alta Ordem faz
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parte dos chamados métodos espectrais, os quais dividem-se em duas categorias: os pseudo-
espectrais ou método de colocagao e os modais ou métodos de Galerkin. A primeira categoria
estd associada com a malha, isto é, um conjunto de nés, e é por isso referido como nodal.
Os coeficientes desconhecidos sao obtidos impondo-se que a fungao residuo seja exatamente
zero em um conjunto de nés. A segunda categoria estd associada ao método dos residuos
ponderados, onde a func¢ao residuo é ponderada com um conjunto de fungoes testes que,

depois de integradas, sao igualadas a zero.

A eficiéncia do MEF de Alta Ordem tem sido comprovada e o método aplicado aos
mais diversos problemas ao longo dos tltimos anos. Entretanto, o aumento da ordem da
expansao polinomial implica necessariamente em um aumento da ordem das matrizes dos
elementos. Esse aumento torna-se critico, principalmente em problemas 3D, resultando em
um maior custo computacional para solucao do problema. A base de funcées tem um papel
importante na eficiéencia do método. Por isso, a identificacao de funcoes que resultem em
matrizes esparsas e mais bem condicionadas tem recebido grande atengao. Outro ponto de
interesse tem sido o desenvolvimento de ferramentas computacionais de alto desempenho,

cuja tendéncia é a utilizacao de solugoes baseadas em computacao paralela e distribuida.

Sistemas distribuidos permitem que processos independentes sejam simultaneamente
processados. O MEF de Alta Ordem é relativamente paralelizavel, ou seja, a maioria dos
seus procedimentos sao independentes. Por isso, mesmo com matrizes maiores, ainda é
possivel o desenvolvimento de cédigos extremamente eficientes, permitindo que andlises cada

vez mais sofisticadas e precisas sejam realizadas.

Nesse trabalho, discutem-se alguns aspectos da implementacao de um cédigo de MEF
de Alta Ordem. Os cédigos desenvolvidos ainda nao sao paralelos e foram desenvolvidos em

uma base de programas, ja existente, escrita em Matlab.

1.1 Revisao Bibliografica

A denominagao Método dos Elementos Finitos consolida-se com o trabalho de Clough
em 1960 (Clough, 1960) (ver Oden, 1987; Clough, 2001). Atribui-se a (Turner, 1956) o

marco inicial do desenvolvimento sistemético do MEF para uso como ferramenta analitica
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em processos de tomada de decisdo em engenharia (Szabd e Babuska, 1991). A demanda por
métodos numéricos eficientes e seguros foi um fator motivador chave para o desenvolvimento
do MEF. Com o programa espacial nos Estados Unidos, durante a década de 1960, a demanda
aumentou significativamente. Nesse periodo, muito foi investido no desenvolvimento dessa

tecnologia (Szabd e Babuska, 1991).

Atualmente, um grande avanco é observado. Muitos cédigos de MEF foram desenvolvi-
dos. Mackerle, 2004 apresenta, em um artigo de revisao bibliografica, uma vasta lista de
publicagoes, entre os anos de 1990 e 2003, sobre codigos de elementos finitos. Sao listados
mais de duzentos artigos apenas sobre cddigos orientados a objetos. Existem ainda diversos

softwares comerciais, nas mais diversas areas de engenharia.

Os trabalhos voltados para MEF de Alta Ordem podem ser divididos em areas diferen-

tes, como por exemplo:

e Espacgo de fungoes. Trabalhos voltados ao desenvolvimento e caracterizagao de bases
polinomiais para os elementos finitos uni, bi e tridimensionais, seja em dominios orto-
gonais (quadrados, hexaedros) ou ndo ortogonais (triangulos, tetraedros, prismas, etc).
Em geral, o interesse estd nas caracteristicas de condicionamento e esparsidade das

matrizes de massa e rigidez dos elementos.

e Desenvolvimento de codigos computacionais. Sao tratados aspectos de eficiéncia com-
putacional, como por exemplo, aplicacao de métodos diretos ou iterativos para resolugao

das equacoes, aplicacao de pré-condicionadores, computacao paralela e distribuida, etc.

e Aplicacdo em problemas fisicos. Pode-se listar intimeros trabalhos em dreas como,

mecanica estrutural, dinamica de fluidos, transferéncia de calor, eletromagnetismo, etc.

A seguir, faz-se uma revisao de alguns trabalhos nessas areas.

1.1.1 Espaco de Funcoes

A qualidade das solucoes obtidas com o MEF depende de vérios fatores, dentre eles, o

tamanho e a forma dos elementos, as propriedades do espaco de aproximacao e a regularidade



da solucao procurada. Do ponto de vista computacional, a escolha de uma base para o espago
de aproximagao é critica, quanto a estabilidade e eficiéncia dos procedimentos envolvidos na
discretizagao (Nogueira Jr., 2002). Por simplicidade, o espaco de aproximagao geralmente é
formado por fungoes polinomiais. As fungdes empregadas na versao p do MEF sdo comumente
associadas as entidades topoldgicas dos elementos (vértices, arestas, faces e corpo). Vérios

conjuntos de fungoes de forma estao apresentados na literatura.

A selecao de fungoes de forma é de extrema importéncia para o desempenho do algo-
ritmo de resolugao (Babuska e Helman, 1989). As fungoes hierarquicas cldssicas para quadra-
dos e hexaedros introduzidas em Szabd e Babuska, 1991 apresentam excelente esparsidade
e bom condicionamento devido ao uso de polinomios de Legendre e sua natureza tensorial
(Edgar e Surana, 1996; Maitre e Pourquier, 1995). Entretanto, as funcées para triangulos e
tetraedros nao tem propriedades similares. Apresentam um aumento exponencial do nimero
de condigao com o aumento do grau p do elemento (Carnevali et al., 1993; Adjerid et al.,

1995; Nogueira Jr., 2002).

Em (Carnevali et al., 1993) foram introduzidas func¢oes de forma hierdrquicas para
triangulos e tetraedros, construidas de maneira que as funcoes de aresta, face e corpo de
ordem p fossem ortogonais, no sentido do operador laplaciano, para essas mesmas fungoes
com ordens nao superiores a p — 2, p — 3 e p — 4, respectivamente. Esse fato resultou em
matrizes locais com melhor condicionamento e esparsidade quando comparado as funcgoes

definidas em (Szabé e Babuska, 1991).

Karniadakis e Sherwin, 1999 apresentaram funcoes de forma hierarquicas para triangulos
e tetraedros baseadas em sistemas de coordenadas cartesianas colapsadas. Usaram produto
tensorial dos polinomios ortogonais de Jacobi unidimensionais e integracdo numérica exata
através do produto tensorial da quadratura unidimensional de Gauss-Jacobi. Os sistemas
colapsados para triangulos e tetraedros sao obtidos a partir do sistemas de coordenadas
cartesianas definidos sobre quadrados e hexaedros, respectivamente (Sherwin e Karniadakis,

1995).

Bittencourt, 2005 apresentou fungoes de forma modais e nodais para triangulos e tetrae-
dros baseadas no produto tensorial de funcoes unidimensionais expressas em coordenadas

baricéntricas. As funcoes nodais utilizam polinémios de Lagrange e sdo as mesmas funcoes
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de forma h padrao apresentadas na literatura (Zienkiewicz e Taylor, 1989; Cook et al., 1991).
As bases modais utilizam polinomios de Jacobi e o procedimento para construgao de fungoes

modais e nodais é simples.

Os polinémios de Jacobi tém sido empregados na versao hp do MEF dada a sua ortogo-
nalidade, resultando em matrizes de rigidez unidimensionais quase diagonais, também ditas
espectrais (Beuchler e Schéberl, 2006). Bittencourt et al., 2007 mostraram que a construcao
das fungoes de forma através de polindmios de Jacobi resulta em um aumento da esparsidade
das matrizes de massa e rigidez, e que o nimero de condicao depende da escolha dos pesos do
polindmio. Observam ainda que se pode obter niimeros de condi¢ao mais favoraveis quando
utilizados polinomios de Jacobi com pesos apropriados.

Algumas citacoes sobre espacos de fungoes feitas aqui podem ser encontradas com mais
detalhes em outros trabalhos realizados anteriormente sobre esse tema (Nogueira Jr., 2002;

Vazquez, 2004; Vazquez, 2008).

1.1.2 Cédigos Computacionais

O emprego do MEF de Alta Ordem em problemas praticos requer o uso de algoritmos
eficientes para solucao de grandes sistemas de equagoes. Essa necessidade se da devido ao
rapido aumento da ordem das matrizes dos elementos, principalmente em problemas 3D. Na
maioria dos problemas 2D, os métodos diretos sao mais eficientes. Entretanto, em casos 3D,
a capacidade de armazenamento requerida pelos métodos diretos pode tornar sua aplicacao
inviavel. Nesses casos, os métodos iterativos se mostram mais eficientes e o método de
Gradiente Conjugado Pré-condicionado (GCP) tem sido aplicado com sucesso (Nogueira Jr.,

2002).

Encontra-se na literatura uma vasta lista de trabalhos sobre pré-condicionadores para
o MEF de Alta Ordem, baseados nas entidades topoldgicas dos elementos e relacionados as
técnicas de decomposigao de dominios (Babuska et al., 1991; Mandel, 1990c; Mandel, 1990a;
Mandel, 1990b; Ainsworth, 1996; Guo e W, 1996; Jensen e Korneev, 1997; Casarin, 1997). O
objetivo basico é condensar os termos referentes aos modos internos dos elementos. A con-

densacao normalmente é feita computando-se o complemento de Schur para cada elemento,



fato que favorece a paralelizacao do cédigo (Babuska e Helman, 1989; Korneev e Jensen,

1997; Guo e W, 1997).

Aspectos da implementacao do MEF usando a arquitetura MPI (Message Passing In-
terface) sao discutidos em (Babuska e Helman, 1989). Oden e Patra, 1995 apresentaram
técnicas de paralelizacao para o MEF hp adaptavel para sistemas com memoéria distribuida.
Confirmaram a convergéncia exponencial do método sendo que singularidades na solugao nao

apresentaram dificuldades adicionais para a estratégia adotada.

Patra e Oden, 1997 mostraram novas técnicas de computacao que diminuem o custo
computacional associado a versao hp adaptavel. E apresentado um algoritmo de resolucao
direta que reordena as incégnitas do problema, com o objetivo de reduzir o trabalho para a

solucao do sistema, e também um estimador de erro que pode ser combinado a esse algoritmo.

Ghosh e Basu, 1998 apresentaram um ambiente de programacao paralela para a solucao
de problemas de larga escala usando a versao p do MEF baseado em decomposicao de dominio.
Dong e Karniadakis, 2003 mostraram, através de exemplos de Fluido Dinamica, que, empre-
gando MPI e fazendo um gerenciamento dinamico do niimero de processadores, é possivel con-
tra balancar o custo associado a versao p. Dong e Karniadakis ainda apresentaram um mode-
lo de paralelismo hibrido de dois niveis baseado em MPI/OpenMP (Open Multi- Processing),
visando obter vantagens das estruturas hierarquicas que surgem nos problemas de Fluido

Dinamica Computacional (Dong e Karniadakis, 2004).

Um paralelismo eficiente nos atuais computadores paralelos de larga escala, os quais
normalmente sao equipados com 1000-10000 processadores, ¢ um problema desafiador. Dong
e Yosibashi, 2009 apresentaram uma paralelizacao através da decomposicao do dominio,
usando MPI, escalado para mais de 2000 processadores. Mostraram a eficiéncia do codigo
através da medida do escalonamento, razao entre o tempo de execucao seqiiencial e o tempo de
execugao do algoritmo paralelo em p processadores. O escalonamento do método apresentado

ficou bem préximo do ideal.



1.1.3 Aplicagoes

A versao p do MEF foi intensamente investigada durante os tltimos 20 anos, mostrando-
se superior a versao h em um numero significativo de problemas de importancia pratica
(Duster e Rank, 2001). Em Mecanica dos Sélidos, por exemplo, mostrou-se eficiente fornecendo
resultados robustos e confiaveis. Inicialmente, em problemas de elasticidade linear (Szabd,
1990), estendendo-se a problemas estruturais nao lineares, como a elastoplasticidade (Holzer

e Yosibashi, 1996; Jeremic e Xenophontos, 1999).

Duster e Rank, 2001 apresentaram uma comparacao entre uma versao h adaptavel e
a versao p para um problema de plasticidade. Observaram que a versao p mostrou-se sig-
nificativamente mais precisa e que a versao h pode apresentar vantagens somente quando a

complexidade da estrutura requerer uma malha muito fina.

Diister et al., 2007 apresentaram uma aproximacao para o estudo de placas e cascas,
baseado em hexaedros, com funcées de forma de alta ordem. A ordem polinomial nas trés
direcoes espaciais é ajustada por um procedimento adaptavel. Para isso, um identificador
de erro hierarquico é aplicado para ajustar o grau do polindomio em cada direcdo. A técnica

mostrou-se eficiente para os problemas estudados.

Apesar do crescimento significativo de areas de aplicabilidade do MEF de Alta Ordem,
problemas dindmicos em Mecéanica dos Sélidos tém recebido relativamente menos atengao.
No trabalho desenvolvido por Dong e Yosibashi, 2009, também citado na sessao anterior, a
formulagao hp do MEF foi aplicada em problemas dinamicos de elasticidade nao linear tridi-
mensional. Ao invés dos polinomios de Legendre, comumente usados nesse tipo de aplicagao,
foram empregados os polinomios de Jacobi, devido & sua maior generalidade e as vantagens
apresentadas, como matrizes de massa e rigidez com um niimero de condi¢ao mais favoravel,
conforme apresentado em (Bittencourt et al., 2007). Pela comparacao com solugoes analiticas,
demonstrou-se que, para os problemas apresentados, o método tem convergeéncia espacial ex-

ponencial e precisao de segunda ordem no tempo.
Encontram-se ainda aplicagoes do MEF de Alta Ordem em problemas de Dinamica

de Fluidos e Transferéncia de Calor (Lomtev et al., 1998; Karniadakis e Sherwin, 1999;
Schwab, 1999; Beskok e Warburtony, 2001; Karniadakis e Sherwin, 2005), e em problemas



de eletromagnetismo (Demkowicz e Vardapetyan, 1998; Ledgera et al., 2003).

1.2 Objetivos

Esse trabalho tem como objetivo central a implementacao, em ambiente MatLab,
de cédigos para o MEF de alta ordem em malhas estruturadas e nao estruturadas para
aplicacao em problemas 2D e 3D. Procura-se dar continuidade aos trabalhos desenvolvidos
em (Vazquez, 2004; Bittencourt et al., 2007; Vazquez, 2008). Os procedimentos desenvolvidos
foram implementados no cédigo hp?FEM, o qual vem sendo desenvolvido nos tltimos anos
na FEM pelo grupo do Prof. Dr. Marco Licio Bittencourt. Inicialmente, apresenta-se um
resumo dos procedimentos para construcao das bases para quadrados, triangulos, hexaedros
e tetraedros através do produto tensorial conforme (Szab6 e Babuska, 1991; Karniadakis e

Sherwin, 1999; Bittencourt et al., 2007).

Nos ultimos anos, o grupo tem realizado um trabalho cuidadoso e criterioso visando
a capacitacao para desenvolvimento de codigos em elementos finitos de alta ordem. Os
trabalhos desenvolvidos até o momento estao voltados para a construcao e caracterizacao das
fungoes de base, bem como das propriedades de condicionamento e esparsidade das matrizes
de massa e rigidez locais dos elementos. Como geralmente os problemas préticos de elementos
finitos envolvem vérios elementos, surge a necessidade da anélise de aspectos globais do MEF
de Alta Ordem, como por exemplo, a construgao dos elementos e a continuidade global entre
eles. Assim, um dos objetivos estd na geragao e compatibilizagdo dos nds (bases nodais)
ou modos (bases modais) para o MEF de Alta Ordem, além da aplicacao das condigoes de
contorno para esses nos e modos gerados internamente nas expansoes com polinémio de grau

maior que um.

Uma contribuicao original desse trabalho é mostrar que a continuidade da aproximagao
entre os elementos para bases modais pode ser atingida através da numeracao adequada das

funcoes.

Por fim, procura-se apresentar alguns resultados obtidos para problemas 2D e 3D, os

quais tém sido usados para validacao do codigo.
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1.3 Organizacao do texto

O texto esta organizado da seguinte maneira. No Capitulo 2, apresentam-se procedi-
mentos uniformes para a construcao de bases de fungoes para o MEF de Alta Ordem em
linhas, quadrados, triangulos, hexaedros e tetraedros baseados no produto tensorial unidi-
mensional usando polindémios de Lagrange e Jacobi (Karniadakis e Sherwin, 1999; Vazquez,
2004; Bittencourt et al., 2007; Vazquez, 2008). Sao usados indices apropriados para denotar
os polinémios unidimensionais em cada direcido da tensorizacdo. A manipulacio apropriada
dos indices permite obter bases hierdrquicas ou nao hierarquicas e com continuidade C° ou

nao entre elementos.

No capitulo 3, apresentam-se detalhadamente algumas estruturas do cédigo hp?FEM,

o moédulo de alta ordem e todos os procedimentos envolvidos.

O coédigo desenvolvido foi usado para a resolugao de problemas 2D e 3D e os resultados
obtidos sao mostrados no Capitulo 4. Apresentam-se os resultados para malhas uniformes e

distorcidas de quadrados, triangulos e hexaedros, para os problemas de projecao e Poisson.

For fim, no Capitulo 5, apresentam-se as consideracoes finais e as perspectivas para

trabalhos futuros.
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Capitulo 2

Construcao das Funcoes de Forma
para o MEF de Alta Ordem usando

Produto Tensorial

O produto tensorial de fungoes unidimensionais é uma forma eficiente para a construcao
de bases de funcoes para elementos bi e tridimensionais em cédigos de MEF de alta ordem.
Este capitulo apresenta inicialmente um resumo dos procedimentos para a construcao das
bases de funcoes para linhas, quadrados, hexaedros, triangulos e tetraedros, baseados no
produto tensorial unidimensional usando polinomios de Jacobi e Lagrange conforme (Szabé

e Babuska, 1991; Karniadakis e Sherwin, 1999; Bittencourt et al., 2007).

Um conjunto de indices é utilizado para denotar os polindmios unidimensionais em
cada direcao da tensorizagao. Com uma manipulacao adequada dos indices e dos polindomios,
pode-se obter bases nodais e modais, hierarquicas e nao-hierarquicas. Por meio dos graficos
das funcoes locais de aresta, obtidos em rotinas escritas em Matlab, discute-se detalhada-
mente aspectos da continuidade global C° da expansao para quadrados. Mostra-se que a

continuidade pode ser obtida apenas com a manipulacao dos indices.

Todas as bases apresentadas nesse trabalho podem ser expressas em termos do produto
tensorial das funcoes unidimensionais, inclusive para elementos nao estruturados, triangulos

e tetraedros, como mostrado em (Bittencourt, 2005).
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2.1 Construcao das Funcoes de Base Unidimensionais

2.1.1 Base Nodal

As fungoes nodais de interpolagao dos elementos unidimensionais sao definidas em ter-
mos dos polindomios de Lagrange. Seja um elemento unidimensional definido em €2, tal que,
Q= {&] —1 <& < 1}, como mostrado na Figura 2.1. Dado um conjunto de P + 1 pontos
nodais desse dominio, denotado por &1, (0 < ¢ < P), os polinomios de Lagrange h;: (£) sao
0s tinicos polinomios de grau P, os quais valem um em ;, e zero em &y, (p # q). Escreve-se,

portanto, h]f (§14) = 0pg, onde G, € 0 delta de Kronecker.
Os polinomios de Lagrange sao expressos na forma de um quociente de produtos, ou
seja,

120 gtp (61 — &1)
hE ) = q=0,q#p @ 21
» (&) 104 (61 — 1) (21)
sendo h9(&;) = 1.

&.'10 &.»11 8-’12 a13 §14 °e g1P
_.]—.—.—.—.—T — §1

Figura 2.1: Sistema local de coordenadas &;.

As fungoes nodais de interpolacao N, (&) associadas aos nés p (p = 0,1,2,..., P) dos
elementos unidimensionais sao os proprios polinémios de Lagrange, ou seja, Np(&1) = b)) (&1).
E comum associar as fungoes de interpolacao as entidades topoldgicas do elemento que, no
caso do elemento unidimensional sdo vértices (p = 0 e p = P) e corpo (0 < p < P).
Usualmente, fatora-se a expressao geral (2.1) dos polindémios de Lagrange e emprega-se a
seguinte expressao para denotar as funcoes de forma de vértice e de corpo

(1 =&)Ly (&), p=0,
Np(fl) = ¢p(€1) = %(1 + fl)ﬁffl(fl), p=P, (2-2)
TA=&)A+ &)L (&), 0<p<P,

sendo L£I71(&1) e LI7?(&) diretamente obtidos da expressao geral (2.1) dos polinémios de
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Lagrange e dados por

i1 gin(é — &1y)

Hqul qsﬁp(&p o glq) 7

L&) = — q Lorpl$t = 61) (2.4)
q 1q;£p(€1p flq)

As fungoes para uma expansao de ordem P = 5 sao mostradas na Figura 2.2. Observa-

Lr @) = - (23)

se que todos as fungoes sao polindmios de ordem P, por isso a base é dita nao-hierdarquica.
Note que todas as fungoes de corpo ¢;(&1) (1 = 1,2,3,4) s@o iguais a zero nas bordas do

elemento.

1(8) :\/ ’-“ 6a(8) = \/’ 0

dq 4.

Figura 2.2: Fungoes de uma expansao nodal de ordem P = 5.

Pode-se ainda trabalhar com coordenadas naturais adimensionais (Cook et al., 1991).
Para isso, considere a reta de comprimento [ mostrada na Figura 2.3, sendo I; + [, = [. As

coordenadas naturais de qualquer ponto P sao definidas como

[ lo
L =— Ly = —.
1 ] € 2 ]

Logo,
L1 + L2 =1.

Nota-se pela expressao anterior que uma das coordenadas é dependente. As coordenadas
naturais L; e Lo variam no intervalo [0,1] e os mapeamentos entre os referenciais locais

cartesiano &; e natural L, sao dados por
1
Li&) = 5(1+&) e &(L)=2L L (2.5)
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Figura 2.3: Sistema local de coordenadas naturais.

E possivel escrever a expressao geral dos polinomios de Lagrange, equagao (2.1), em

termos das coordenadas naturais. Considerando P + 1 pontos na direcao Li, tem-se
0,425 (L1 = Lng)
hf([/l) _ g 0,q7p q

) (2.6)
q:07q75p(L1P - qu)

Usando as relagoes anteriores, escreve-se a equagao (2.2) em termos das coordenadas
naturais
(1—L)L (L), p=0,
No(Ln) = 6p(L1) = LoLPN(Ly), b= P, (2.7)
(1= L)L LE2(Ly), 0<p<P.
Nota-se pela definigdo dos polinomios de Lagrange, expressao (2.1), que as fungoes (2.2)

e (2.7) estao diretamente relacionadas aos nés do elemento. Por isso, a base ¢ dita nodal.

2.1.2 Base Modal

Em geral, bases modais sao definidas em termos de polindomios ortogonais de Jacobi,
sendo Legendre e Chebyshev casos especiais de polinomios dessa familia. Para bases modais,

apenas as funcoes de vértice estao associadas as coordenadas nodais.

Seja w uma fungao definida no intervalo [a, b], —oo < a < b < 00, e nao identicamente

nula em (a,b). Se
b
u, = / 2Pw(x)dr =0,

para p = 0,1,2,..., entao w é chamada de fungao peso. Uma seqiiéncia de polindomios

{Py}52, com P, de grau exatamente p, que satisfaz
b
(P Py = [ By Py(wula)de =0, p#q

a

é chamada seqiiéncia de polindémios ortogonais com relacao & fungao peso w no intervalo [a, b].
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Os polinomios ortogonais de Jacobi de grau p, denotados aqui por ’Pgﬂ (&1), sao uma
familia de solugbes polinomiais para o problema singular de Sturm-Liouville, o qual, para

—1 <& < 1, é escrito como (Karniadakis e Sherwin, 1999),
d d
a (= &) (1 + 51)1+ad7§173;,,8(€1)] =M1 = &)1+ &) P (&), (2.8)

sendo A\, = —p(a+ G +p+1).
Esses polinomios sao ortogonais com relacao & fungao peso w(&;) = (1 — &)*(1 + &),
definida em [—1,1], com a, 8 € R, o, > —1, isto é,
1
[ 1=+ ) Prie)Pri(@)de = o, & € [-11] (2.9)

A constante C' depende de «, 3 e p, isto é,

- 208+ Dp+a+DI(p+3+1)
2p+a+0B+1 pilp+a+p+1)

sendo I' a funcao Gama, que pode ser dada como a integral de Euler de segunda espécie por

: (2.10)

[(x) :/ e "t""ldt, Re(r) >0 ou z>0.
0
A relagao (2.9) implica que p;,ﬁ (&1) é ortogonal a todos os polinomios de ordem menor

que p quando integrada com respeito a w(&;) = (1 — &)*(1 + &)%. Uma propriedade desses

polinémios é que suas raizes sao reais, distintas e estao dentro do intervalo [—1, 1].

Os polinomios de Jacobi e suas derivadas podem ser construidos computacionalmente

através de uma relagdo recursiva, conforme mostrado em (Karniadakis e Sherwin, 1999).

Logo,
Pol(&) = 1,
PiP&) = 3la—B+(a+B+2)4, 2.11)
a\Ppli(&) = (a2+ad6)PeP(&) — alPei(&r),
BEVFEPEA (€)= BEIPE(&) + B 6.
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sendo

a, = 2(p+1L)(p+a+B+1)2p+a+p),

a; = (2p+a+p+1)(a® - ),

ad = 2p+a+B)2+a+B+1)(2p+a+p+2),

al = 2p+a)p+B)(2p+a+p+2), (2.12)
bL(&) = @p+a+p)(1-&7),
b2(&1) = pla—pF—(2p+a+B)&),

B3(&) = 2(p+a)p+D).

Uma base modal, definida nos sistemas de coordenadas &; e L1 pode ser obtida de forma
andloga as equagoes (2.2) e (2.7). Para isso, substitui-se os polinémios de Lagrange pelos de

Jacobi nas fungoes de corpo mantendo as fungoes de vértices lineares, ou seja,

%(1 - 51)7 p= 07
Np(§1) = (&) = %(1 + &), p=DP, (2.13)
H1-&)1+&)Pei(&), 0<p<P.
e
(1 - L1)> p=VY,
Np(L1) = thp(L1) = § Ly, p=P, (2.14)
(1— L) LiPef(2L = 1), 0<p<P.
9 o =11
wo(€) = J0 0 w¢) = 0
44 44
41 11
a(é) = 10 (9= 0

va(§) = 10 ys6) = //// 1o

41 da

Figura 2.4: Fungoes de uma expansao modal para ordem polinomial P = 5.

Os modos para uma expansao modal com P = 5, normalizados para ter valor maximo
igual a um, sao mostradas na Figura 2.4. Os modos de vértices, p = 0 e p = P, sdo 0s mesmos
do elemento linear de Lagrange. Note que os modos de corpo p < 0 < P sao iguais a zero
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nas bordas do elemento e aumentam em ordem polinomial. Assim, o conjunto de funcoes
de base que gera o espaco de aproximacao para uma dada ordem P contém integralmente o
conjunto de funcoes de base do espago de aproximacao de ordem P — 1. Por isso, a base é
dita hierarquica.

A hierarquia do espago de funcoes permite que as matrizes locais nao sejam total-
mente reconstruidas com o aumento da ordem polinomial. Esse fato, aliado a propriedade
de ortogonalidade entre as fungoes de base de Jacobi, a qual resulta em matrizes de rigidez
acentuadamente esparsas e bem condicionadas, é bastante desejavel do ponto de vista de

implementacao (Nogueira Jr., 2002).

2.2 Construcao Tensorial de Bases para Quadrados e

Hexaedros

As bases de funcoes para quadrados e hexaedros sdo construidas pelo produto tensorial
das funcoes unidimensionais nas direcoes ortogonais &1, & e &3, através dos indices p, ¢ e r

definidos na Figura 2.5. Sao dadas respectivamente por

Npg(€1,62) = Np(&1)Ng(&2), 0<p,q, p< P e q< P, (2.15)

NPQT(£1>§27€3) = Np(gl)Nq(£2)NT(£3)7 0< p.q,7, D < P1> q< P2 e r< PB; (216)

onde &1, & e &3 s@o coordenadas cartesianas locais padrao.

P, |D (o}
q
0 A B
04’17 Pl
(a) Quadrado. (b) Hexaedro.

Figura 2.5: Definicao dos indices p, g e 7.
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Nota-se que a ordem polinomial da expansao em cada dire¢ao no quadrado e hexaedro
podem ser diferentes, como denotado pelo uso de P, P, e P;. Para que a expansao seja

2

completa no espaco definido por &1€52€5% requer-se (Py+1)(Py41) modos em duas dimensoes

(quadrados) e (Py + 1)(P2 + 1)(P; + 1) modos em trés dimensoes (hexaedros).

2.2.1 Funcoes de Forma para Quadrados
Seja o quadrado, como mostrado na Figura 2.6, definido na regiao bidimensional padrao,
Q? | tal que

Q=02 ={(6,86)]—1< 6,6 <1}.

A Figura 2.6 também ilustra as diregoes ortogonais &; e & das fungdes unidimensionais

usadas no processo de tensorizacao.

P

-1D) (L.1)

1

! 1

o —
(-1,-1) (.- -1 1 ng

-1

(a) Dominio quadrado. (b) Processo de tensorizagao.

Figura 2.6: Construgao tensorial das fungoes de base para quadrados (Bittencourt, 1991;
Vazquez, 2004; Vazquez, 2008).

De forma analoga ao caso unidimensional, associam-se as fungoes de base as entidades
topoldgicas do elemento. Para o quadrado, mostrado na Figura 2.5(a), escreve-se assim as

expressoes para as funcoes dos vértices

vértice A: Noo(€1,&2) = No(&1)No(62),

vértice B: Npo(&1,&2) = Np (&)No(&2), (2.17)
vértice C: Npp,(1,&2) = Np (§1)Np,(&2),

vértice D: Nop,(&1,&2) = No(&)Np,(&2).
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Analogamente, as fungoes de aresta, para P > 2, sao

aresta AB:  Ny(&1,&%) = Np(&)No(&), 0<p< Py,

aresta BC: Np4(&,&) = Np(&)Ny(&), 0<q< Py, (2.18)
aresta DC: Npp,(£1,&) = Ny(&1)Np, (&), 0<p< Py,

aresta AD:  Noy(&1,&) = No(&1)Ny(&2), 0<qg< P
Finalmente, as fungoes de face, para P > 2, sao expressas por

Npg(&1,6) = Np(&1)Ng(&2) 0<p.g, p<P, q<DP. (2.19)

As Figuras 2.7 e 2.8 mostram as fungoes do quadrado obtidas com o produto tensorial
das funcoes unidimensionais para casos onde P, = P, = P. A base nodal, mostrada na Figura
2.7 foi gerada usando a expansao unidimensional fazendo N,(§) = ¢,(§) (ver equacao (2.2))
e a base modal foi gerada usando a expansao unidimensional fazendo N, (&) = 1,(§) (ver
equagao (2.13)). Para uma melhor visualizacao, os modos de aresta e face foram escalados
por um fator de 4 e 16, respectivamente, para a expansao modal mostrada na Figura 2.8.
Note que a expansao modal mantém uma forma hierdrquica, ou seja, as expansoes de baixa
ordem sao um subconjunto das expansoes de alta ordem. Em contraste, cada componente
da expansao nodal mantém a propriedade do delta Kronecker dos polinomios de Lagrange,

onde cada modo tem valor unitdario em uma posicao especifica dentro da regiao.

2.2.2 Funcoes de Forma para Hexaedros

O hexaedro, como mostrado na Figura 2.9, é definido na regiao tridimensional padrao,

Q3 | tal que,

Q=0 ={(6,6%.86) - 1<6,86.& < 1}

A Figura 2.9 também ilustra as dire¢oes ortogonais &1, & e &3 das fungoes unidimen-

sionais usadas no processo de tensorizacao.

De forma andloga ao quadrado, associam-se as funcoes de base as entidades topoldgicas

do elemento. Para o hexaedro, mostrado na Figura 2.5(b), escreve-se assim as expressoes
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(1.L1)

Mz /1
1
—t,

oo = @ @ -1

(-1,-1.-1) =] 1
28 g B4
3

(a) Sistema de coordenadas. (b) Processo de tensorizagao.

Figura 2.9: Construcao tensorial das funcoes de base para hexaedros (Bittencourt, 1991;
Vazquez, 2004; Vazquez, 2008).

para as funcoes dos vértices

vértice A: Nooo(&1,62,&3) = No(&)No(§2)No(&3),

vértice B: Npoo(§1,€2,83) = Np(§1)No(€2)No(&3),

vértice Ot Nppyo(8§1,62,83) = Np (&) Np,(§2)No(s),

vértice D: Nopo(§1,62,83) = No(&)Np, (&) No(&s), (2.20)
vértice B Noop, (§1,62,83) = No(&1)No(€2)Np,y (€3),

vértice 1 Npiop,(&1,6,&) = Np (&) No(&2)Np, (&),

vértice G Npp,py(€1,62,83) = Np(§1)Np (&) Np, (83),

vértice H: Nop,p,(€1,€2,63) = No(§1)Np,(&2)Np,y (€3)-
Analogamente, as funcoes das arestas, para P > 2, sao

aresta AB: Npoo(&1,€2,83) = Np(&)No(€2)No(&3), 0 <p < P,

aresta BC:  Npg0(61,82,83) = Np (&) Ng(§2)No(§3), 0 < q < P,

aresta DO Nppo(§1,62:63) = Np(§1)Np,(§2)No(&3), 0 <p < Py,

aresta AD:  Nogo(§1,62,83) = No(§1)Ng(§2)No(&3), 0 < q < P,

aresta EF: Npop, (§1,62,83) = Np(§1)No(€2)No(&3), 0 <p < P,

aresta FG: Npgp,(§1,82,&3) = Np(§1)Ng(&2)No(€3), 0 < q < Py,

aresta HG: Nyp,py(§1,62,&3) = Np(&)Np,(&2)No(&3), 0 <p < Py, (2.21)
aresta EH:  Nogpy(§1,€2,83) = No(§1)Ny(§2)No(&3), 0 <gq < P,
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aresta AE:  Npor(§1,62,83) = Np(§1)No(&2)No(€s), 0 <p < Py,

aresta BF": Nqur(€17§27§3) = Np (§&)Ng(&2)No(&3), 0< g < P,

aresta CG: Nppyr(§1,62,83) = Np(&)Np,(§2)No(€s), 0 <p < Py,

aresta DH:  Nogr(&1,€2,83) = No(&)Ng(&)No(&3), 0 <q < P,
As funcoes de face, para P > 2, sdo

face ABFE: Ny (&1,&2,83) = Np(&)No(&2)No(&3), 0<p< P, 0<r < Ps,
face BOGF: Npyg(§1,8.8) = Np (&)Ny(&)N- (&), 0<qg< P, 0<r <P,
face CDHG: Npp,r(£1,&2,&3) = Np(&1)Np,(&2)N,(&3), 0<p< P, 0<r <P, (2.22)
face DAEH:  Nog(&1,62,&3) = No(&1)Ny(&)N,(&3), 0<qg< P, 0<r <P,
face ABCD:  Npgo(§1,€2,83) = Np(§)Ng(§2)No(&s), 0<q <P, 0<q<Phy
face EFGH: Nyp,(§1,€2,83) = No(§)Ng(&)No(&s), 0<p< P, 0<p< P
Finalmente, as fungoes de corpo, para P > 2, sao expressas por

Npgr(1,€2,€3) = Np(€1)Ng(£2)No(&3), 0 <p,q,7, p< P, q<Py r<P5 (223

Bases modais e nodais sao facilmente obtidas através das equagoes anteriores. Obtém-

se uma base nodal fazendo N,(§) = ¢,(&) (ver equacao (2.2)) e a base modal fazendo N,(§) =

P, (&) (ver equacao (2.13)).

2.3 Construcao Tensorial das Bases para Triangulos e

Tetraedros

Coordenadas naturais ou baricéntricas (de area e volume) historicamente tém sido em-
pregadas na construgao de base de fungoes para triangulos e tetraedros, devido principal-
mente a sua simetria rotacional. Bittencourt, 2005 apresentou um procedimento construtivo
baseado no produto tensorial de polindmios unidimensionais expressos em coordenadas natu-
rais L; (i = 1,2, 3,4) para construgao da base para triangulos e tetraedros, sendo 0 < L; < 1.
(2.14) sao utilizadas nesse procedimento. As

As fungdes unidimensionais definidas em (2.7) e

bases polinomiais para triangulos e tetraedros sao dadas, respectivamente, por
Npqr(Lla L?, LS) =

Ny(L1)Ng(L2) Ny (Ls), (2.24)

Npqrs(L1> L27 L3; L4) = Np(Ll)Nq(LZ)NT(L3)Ns(L4)7
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onde 0 < p,q,7,8, p < P, ¢ < Poyr < Pyes < Py, sendo P (i = 1,2,3,4) o grau do

polinémio nas diregoes L; (1 = 1,2,3,4), respectivamente.

2.3.1 Funcoes de Forma para Triangulos

As coordenadas baricéntricas para triangulos estao ilustradas na Figura 2.10. Dado um
triangulo de area A e um ponto qualquer P, definem-se trés subtriangulos com areas Ay, A,
e Az de tal forma que A = A; + Ay + Az. As coordenadas de drea 0 < L; < 1 (i = 1,2,3)
sao definidas pela razao entre as dreas dos subtriangulos e do triangulo original (Zienkiewicz

e Taylor, 1989; Cook et al., 1991)

A Ay A

As funcoes de forma nodais para triangulos podem ser escritas como o produto tensorial

dos polinomios de Lagrange nas coordenadas Ly, Ly e L3 da seguinte maneira
No(Ly, Ly, Ls) = 1" (L)1 D (L)1 (L), (2.27)

sendo a o numero do nod; b, ¢ e d os indices das coordenadas nodais nas direcoes L1, Lo €
Ls, respectivamente, como ilustrado na Figura 2.10. Os valores de b, ¢ e d estdao no intervalo
fechado [1, P, + 1] e P; (i = 1,2,3) denota o grau do polinomio na dire¢ao L;.

Os polindmios de Lagrange indicados na equagao anterior sao dados por

l(b—l)(L ) _ (Ll Lll)( le) ( le 1)

b ! (L1, — Lll)(le Ly,) - (le le )’

1 Ly, Ly 2 4

L) = (N B = L 25 (2:28)
(Ls — L3, )(Ls — L32) (L3 —

l(dil)(Lg) _ 3d 1) -
d (L3d - L31)(L3d L32) (L3d L3d—1)

Quando comparada a equagao (2.6), deve-se observar que os polinémios de Lagrange em

(2.28) s@o truncados nas coordenadas dos nimeros indicados por b, ¢ e d, respectivamente, ao
invés de considerar todas as coordenadas P;+ 1 em cada direcao L;. Os graus dos polinomios
nas direcoes L; nao sao P; como seria esperado mas b—1, c—1 e d—1, respectivamente. Esse é
o principal ponto usado para obter as funcoes de forma nodais padrao para triangulos através
de produto tensorial (Bittencourt, 2005). Os mesmos polinoémios truncados sao usados em

(Blyth e Pozrikidis, 2006).
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1
(a) Subtriangulos. (b) Coordenadas de (c) Coordenadas ao
area. longo de Lq.

Figura 2.10: Coordenadas baricéntricas para triangulos (Bittencourt, 1991; Vazquez, 2004;
Vazquez, 2008).
As fungoes de vértice sao obtidas a partir da equagao (2.26) e sao dadas por
Newo(Li, Le, Ly) = Np(L1)No(La2)No(L3),
Nop,o(L1, L2, Ly) = No(L1)Np,(La)No(L3), (2.29)
Noop, (L1, L2, Ls) = No(L1)No(La2)Np,(Ls).
Da mesma forma, as fungoes de aresta sao dadas por
Nqu(Ll,LQ, Lg) = NP(L1>Nq(L2)NQ(L3), O0<p< Pl, 0<qg< b
Npor(L1, Lo, L3) = N,(Li)No(Ly)N,(L3),0 <p< P,,0 <7 < Py (2.30)
NOqT(L]_,LQ, Lg) = No(Ll)Nq(LQ)NT(Lg),O <qg< PQ,O <r< P3.
Finalmente, as fungoes de face, para0 <p < P, — 1,0 < q¢ < P, 0 <17 < P5, sao

Nyor(L1, Lo, L3) = Ny (L1)N,(La) N, (Ls). (2.31)

Bases nodais e modais sao facilmente obtidas através das equagoes anteriores. Obtém-
se uma base nodal fazendo N,(Ly) = 1,(L1) (ver equacdo (2.7)) e a base nodal fazendo

N,(Ly) = ¢,(Ly) (ver equacao (2.14)).

2.3.2 Funcoes de Forma para Tetraedros

Para os tetraedros, aplica-se o0 mesmo procedimento usado nos triangulos. Utilizam-se
as coordenadas baricéntricas de volume 0 < L; < 1 (i = 1,2,3,4) dadas pela relagdo de

volumes dos tetraedros, mostradas na Figura 2.11, de tal forma que
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2

(a) Direcao L. (b) Direcao L. (¢) Dire¢ao Ls. (d) Direcao Ly.

Figura 2.11: Coordenadas baricéntricas para tetraedros (Bittencourt, 1991; Vazquez, 2004;
Vazquez, 2008).

Assume-se P, = P, = P3 = Py = P e portanto tém-se 4 fungoes de vértice, 6(P — 1) de
aresta, %(P — 1)(P — 2) de face e %(P — 1)(P — 2)(P — 3) de corpo. As fungoes de vértice

sao obtidas a partir da equagao (2.25) e da Figura 2.11 como

Npyooo(L1, Lo, L, L) = Np,(L1)No(L2)No(L3) No(La),
Nopyoo(L1, Lo, L, Ly) = No(L1)Np,(L2)No(Lz)No(Las), (2.33)
Noorso(L1, Lo, Ly, Ly) = No(L1)No(L2)Np,(L3)No(Ls),
Nooor, (L1, La, L, Ls) = No(L1)No(L2)No(L3)Np, (La).
Da mesma forma, as fungoes de aresta, para 0 < p,q,r < P, sao dadas por
Npgoo(Ln, La, Ls, Ly) = Np(L1)Ng(La)No(Ls)No(Ly),
Nporo(L1, Lo, L, Ly) = Np(L1)No(L2) Ny (L3)No(La),
Npoos(L1, Lo, L, Ly) = Np(L1)No(La) No(Lz)Ns(Lys), (2.34)
Nogro(L1, Lo, Ly, Ls) = No(L1)Ng(L2)N,(L3)No(La),
Nogos(L1, La, Lz, Ly) = No(L1)Ny(L2)No(L3)Ne(La),
Noors(L1, Lo, Ly, Ls) = No(L1)No(L2)N,(L3)Ns(La).
As funcoes de face, para P > 3, sao
Npgro(L1, Lo, Ly La) = Ny(L1)Ny(Ls) Ny (Ls) No(Ly),
Npgos(L1, Lo, Ly, Ly) = N,(L1)Ny(La)No(Ls)Ng(Ly), (2.35)
Npogs(L1, Lo, Lz, Ly) = Ny(L1)No(La)Ny(L3) Ns(Las),
Nogrs(L1, Lo, L3, Ly) = No(L1)Ng(La)N,(L3)Ns(Ly).
Enfim, as fungoes de corpo, para P > 4, sao
Nogrs (Lt L, Ly, L) = Ny( L) Ny(La) N, (L) No( L) (236)
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Bases nodais e modais sao facilmente obtidas através das equagoes anteriores. Obtém-
se uma base nodal fazendo N,(L,) = ¢,(Ly) (ver equacao (2.7)) e a base modal fazendo

N,(Ly) = ,(L1) (ver equagao (2.14)).

2.4 Continuidade Global C° para Quadrados

Na resolugao de equagoes diferenciais parciais é requerido uma dada continuidade nas
regides entre os elementos, dependendo da ordem da equacao diferencial. Para equagoes de

segunda ordem, deve-se garantir a continuidade C° entre os elementos.

Sabe-se que a base nodal de Lagrange tem continuidade C° natural quando realizado o
procedimento de tensorizagao padrao (Bittencourt et al., 2007). Essa caracteristica vem da
construcao tensorial a partir do polinomios unidmensionais de Lagrange, os quais apresentam
a propriedade de colocagao, ou seja, a fungao terd valor unitério na sua posicao de definigao
(ponto nodal) e zero nos outros pontos. E verdade ainda que para um dado conjunto de
P +1 pontos, existe um tnico polinomio de Lagrange de grau P associado a cada ponto (ver
equacao (2.1)). Portanto, para um né de aresta, comum a dois elementos, os polinémios de

Lagrange associados naturalmente serao semelhantes.

As bases modais, entretanto, requerem um certo cuidado. Nessas bases, somente as
fungoes de vértice estao associadas aos nés dos elementos. Os modos de aresta, face e corpo

sao numerados em uma ordem pré-estabelecida, segundo algum critério adotado.

A Figura 2.12 apresenta a numeracao local dos nés para um elemento quadrilateral, de
acordo com o referencial local (£1,&;), seguindo o esquema adotado nesse trabalho. Nesse
esquema, em ambas as bases (modais e nodais), numera-se primeiro os vértices, seguidos de
arestas, faces e corpo, respectivamente. Inicia-se a numeracao pelo vértice e segue-se sempre

em sentido anti-horario.

Para elementos bidimensionais, os modos de face sdo nulos nas bordas dos elementos
(Figuras 2.7 e 2.8), e por isso nao influenciam na continuidade da expansao. Ja os modos de

aresta requerem um cuidado maior.

Como néo sao nulos em todas as bordas do dominio do elemento, os modos de aresta
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(a) Numeragao 1. (b) Numeragao 2.

Figura 2.12: Referencial local do elemento e respectiva numeragao dos nés (modos).

devem estar relacionados a modos semelhantes dos elementos vizinhos, de forma a manter a
continuidade nas regices de fronteira entre os elementos. Portanto, a distribuigao dos modos

nas arestas dos elementos é de fundamental importancia.

Discuti-se, a seguir, dois aspectos que influenciam a continuidade de uma expansao
modal. Primeiramente, trata-se da questao da ordem de distribuicao das fungoes nas arestas
dos elementos e em seguida da influéncia da orientagao do sistema de coordenadas local dos

elementos.

2.4.1 Distribuicao das Fungoes no Elemento

Nas bases modais, as fun¢des nao estao associados a uma posicao fisica no elemento.
Por convencao aqui adotada, para bases modais hierarquicas, os modos sao numerados da
menor para a maior ordem polinomial em cada aresta. Logo, para a aresta AB o modo de
menor ordem serd o mais proximo do vértice A. Assim, a definigdo da aresta (AB ou BA)
interfere na forma como os modos serao distribuidos nessa aresta. As Figuras 2.13 e 2.14

ilustram melhor essa questao.

A distribuicao dos modos nas arestas deve ser de tal forma que, em uma aresta compar-
tilhada por elementos vizinhos, as funcoes estejam numeradas na mesma ordem em ambos
os elementos. Para um melhor entendimento dessa questao, mostram-se nas Figuras 2.13 e
2.14 dois esquemas diferentes de distribuicao dos modos nas arestas. Note que as funcoes nas
aresta AD e DC da Figura 2.13(a) sao distribuidas em ordem inversa em relacao as arestas

AD e CD da Figura 2.14(a). No esquema 1, Figura 2.13(a), para a aresta 4 (AD) a funcao
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de menor grau estd mais proxima do vértice A e no esquema 2, Figura 2.14(a), para a aresta
4 (DA) a fun¢ao de menor grau estd mais proxima do vértice D. O mesmo vale para as

arestas 3 (DC') Figura 2.13(a) e (CD) Figura 2.14(a).

C e
_—
(a) Esquema 1. (b) Base modal.

Figura 2.13: Esquema 1 para distribuicao das fungoes de aresta para uma expansao de grau
P=4.

D c F
¥ <,
"
A B - F P "’
(a) Esquema 2. (b) Base modal.

Figura 2.14: Esquema 2 para distribuicao das fungoes de aresta para uma expansao de grau
P=4.

A continuidade da expansao entre os elementos ¢ ilustrada através dos gréaficos das
fungoes locais de aresta, de forma anédloga ao usado em (Karniadakis e Sherwin, 1999; Karni-
adakis e Sherwin, 1999). A Figura 2.15 ilustra a continuidade da expansao, para uma malha
com dois quadrados, nos dois esquemas de distribuicao das func¢oes mostrados nas Figuras
2.13 e 2.14. Notarse que, a continuidade natural da expansado estd totalmente vinculada a
maneira com que as fungoes sao distribuidas nas arestas. Para o esquema 2, Figura 2.15(b),
nota-se que um procedimento especifico que reorganize as funcoes devera ser desenvolvido
para que haja continuidade.

Nesse trabalho, o esquema 1, Figura 2.13(a), resulta naturalmente do processo de ten-
sorizacao.
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(b) Esquema 2.

Figura 2.15: Continuidade global CY para uma malha com dois quadrados em uma expansao
modal. Nota-se que a existéncia ou nao da continuidade entre os elementos depende da ordem
de distribuicao das fungoes nas arestas.
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2.4.2 Orientacao dos sistemas de coordenadas

Outro aspecto importante para que exista continuidade é a orientacao do sistema de
coordenadas local de cada elemento. As Figuras 2.16 a 2.23 ilustram as funcoes de aresta
para uma malha de dois quadrados. As Figuras 2.16 a 2.19 ilustram as fung¢des para uma
expansao modal e as Figuras 2.20 a 2.23 as fungdes para uma expansao nodal, ambas para
P=4

Nota-se que, para uma base modal, o referencial local de cada elemento é fundamental
para a continuidade global da expansao (Figuras 2.16 a 2.19). Por sua vez, a continuidade

da expansao nodal independe do referencial local dos elementos (Figura 2.20 a 2.23).

Portanto, para bases nodais, nenhum procedimento especial é requerido para que a
continuidade da expansdo seja garantida. A continuidade é natural, ou seja, ela é sempre
obtida automaticamente, independente do sistema de coordenadas local dos elementos. Em
contra-partida, para as bases modais, caso os referenciais locais de cada elemento nao sejam
coerentemente definidos, um procedimento que garanta a continuidade da expansao devera
ser implementado (através das Figuras 2.18 a 2.19 nota-se que alguns modos deverao ser
trocados de posi¢ao (modos pares) e que os modos impares deverao ser multiplicados por —1).
Karniadakis e Sherwin, 1999 apresentam um algoritmo que identifica para cada elemento os

modos que deverao ser alterados.

No cédigo desenvolvido, apresentado no Capitulo 3, os nds de arestas sao gerados inter-
namente, possibilitando um total controle sobre a ordem de numeracao dos modos. Com isso,
a continuidade é sempre obtida automaticamente, sem a necessidade de algoritmos de renu-
meragao, os quais em geral sao complexos (Nogueira Jr., 2002). Procedimentos semelhantes

sao usados em triangulos, hexaedros e tetraedros.
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Figura 2.16: Expansao modal de grau P = 4. Elementos 1 e 2 com referenciais equivalentes.

Figura 2.17: Expansao modal de grau P = 4. Elemento 2 com giro de 90° em relagao ao
elemento 1.
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Figura 2.18: Expansao modal de grau P = 4. Elemento 2 com giro de 180° em relacao ao
elemento 1.

Figura 2.19: Expansao modal de grau P = 4. Elemento 2 com giro de 270° em relagdo ao
elemento 1.
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4. Elementos 1 e 2 com r

odal de grau P

Figura 2.20: Expansao n
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Figura 2.21: Expansao n

elemento 1.
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Figura 2.22: Expansao nodal de grau P = 4. Elemento 2 com giro de 180° em relagao ao
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Capitulo 3

Estrutura do Cdédigo Matlab para o
MEF de Alta Ordem

3.1 Programa hp’FEM

O hp*FEM ¢é um programa de elementos finitos, onde hp representa ao mesmo tempo o
uso de fungoes de forma dos tipos h e p, assim como high-performance. O programa é formado
por um conjunto de rotinas e estruturas escritas em MatLab (Matriz Laboratory), que torna
possivel a leitura e manipulacao de um modelo de elementos finitos, além de permitir a

resolucao de diversos problemas presentes na engenharia estrutural.

Por ser extremamente versatil, optou-se em utilizar o MatLab como plataforma de
desenvolvimento inicial do Ap?FEM. Posteriormente, objetiva-se migra-lo para a linguagem
C++. O MatLab é um software interativo e pode ser utilizado como uma linguagem de pro-
gramacao interpretada. Nele os codigos sao testados com mais praticidade e rapidez. Outro
ponto importante desse ambiente, como seu proprio nome sugere, € a sua estrutura matricial,
a qual se enquadra muito bem com a estrutura também matricial do MEF. Além disso o
MatLab possui conjuntos especificos de rotinas para varios tipos de calculos matematicos,

além de uma estrutura de visualizacao 2D e 3D, importantes no desenvolvimento inicial.

Uma caracteristica importante do Ap?FEM, nessa versao em MatLab, ¢ a substituicao

do comando de repeticao for por rotinas ditas vetorizadas. Essa substituicao, além de deixar
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os cbdigos pequenos e simples, os tornam mais eficientes. Um exemplo sao os procedimentos
de tensorizacao das fungoes, todos feitos de forma vetorizada.

Apresenta-se a seguir uma comparacao simples para ilustrar a eficiéncia do processo de
vetorizacao do codigo em MatLab. Considere um pequeno cédigo escrito na forma conven-

cional

=
]

magic(Dim) ;

o
]

pascal(Dim) ;
for j = 1:Dim
for k = 1:Dim;
X(j,k) = sqrt(A(j,k)) * (B(j,k) - 1);
end

end

Usando o processo de vetorizacao, é possivel realizar o procedimento anterior em apenas

trés linhas de codigo, como se segue

A = magic(Dim);

B = pascal(Dim);

X

sqrt (A) .x(B-1);

O tempo médio de execucao, em funcao da dimensao das matrizes, para os dois cddigos
apresentados, ¢ mostrado na Figura 3.1. Note que inicialmente ambos apresentam desem-
penho semelhante (até ~ Dim = 200). Entretanto, com o aumento da dimensao das matrizes,
o codigo vetorizado torna-se muito mais eficiente, chegando a apresentar desempenho 500%
superior, em relacao ao cédigo convencional, para Dim = 1000. Esse é um aspecto importante

para um codigo de alta ordem, onde as matrizes geralmente sao grandes e densas.

Até o momento, o cddigo tem apresentado um bom desempenho para os testes realiza-
dos. Acredita-se que, com a paralelizacao de alguns procedimentos, seu desempenho venha
a ser bastante razoavel mesmo em MatLab. Na versao atual estao implementados elementos
unidimensionais, quadrados, triangulos, hexaedros e tetraedros. Consideram-se os proble-
mas de projecao, Poisson, elasticidade linear, grandes deformacoes, contato e equacao de

Reynolds.
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Dimensao das matrizes

Figura 3.1: Comparacao entre o cdédigo convencional e vetorizado.
3.1.1 Organizacao e Funcionamento

O programa funciona através da leitura de dois arquivos ASCII. O primeiro arquivo,
com extensao .fem, contém as defini¢oes da malha de elementos finitos, tais como dimensao do
modelo, nimero de nés, coordenadas do nés, tipo de elementos, nimero de elementos, grupo
de elementos e topologia geometria-malha. O segundo arquivo, de extensao .def, contém
parametros que definem o tipo de aplicagao, condigoes de contorno, carregamentos, regras de
integracao, fungoes de interpolacao e outros.

As rotinas ReadFEMFile e ReaDEFFile sao responsaveis pela leitura desses arquivos e
pela interpretacao e armazenamento das informacoes em varidveis pertinentes para a criacao
do modelo de elementos finitos. Essas informacoes sao armazenadas em estruturas de dados
que funcionam como varidveis globais, permitindo assim seu acesso e alteracao em qualquer
subrotina do programa. Apés a leitura dos arquivos de entrada, o programa hp?FEM chama
as rotinas responsaveis pela criacao do modelo de elementos finitos, resolucao do problema
e pos-processamento dos resultados. A Figura 3.2 mostra o esquema de funcionamento do

programa com destaque para o médulo de alta ordem.
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Inicio

Constrdoi o Modelo de Elementos

Finitos
Lé o arquivo Define pontos de colocagao e
fem integracao e as fungées de forma
Define as relagdes de vizinhanca
*N6 - Elemento
N6 - N6
~ . *Elemento - Elemento
Lé o arquivo Resolve o
.def Problema
Chama o Médulo de Alta Ordem
Define as Condigdes de Contorno
Pés
Numera os Graus de Liberdade Processamento
Define a relacgéo de vizinhanga
entre as equacgoes
Fim

Figura 3.2: Funcionamento geral do hp?FEM.

3.1.2 Principais Estruturas

Nessa sessao, apresentam-se as principais estruturas do hp?FEM. Associam-se os atri-
butos do modelo de elementos finitos as seguintes estruturas de armazenamento:

Model: armazena informacoes sobre o modelo de elementos finitos: titulo,
graus de liberdade, quantidade de grupos de elementos, tipo de pro-
blema analisado, coordenadas nodais, parametros de solugao, tipo de
malha, nimero total de nés de vértice, aresta, face e corpo, dentre

outros.
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ElementGroups: armazena informacgoes de cada grupo de elementos finitos. Um grupo
consiste em um conjunto de elementos de mesma forma, modelo
mecanico, funcao de interpolagao, regra de integracao e propriedades
geométricas. As informagoes guardadas nesta estrutura sao: incidéncia
dos elementos, nimero de nés dos elementos, propriedades mecanicas
do material, tipo de elemento do grupo, propriedade geométrica, tipo
de expansao (modal ou nodal), tipo de base e grau polinomial, nimero

de nés de vértice, aresta, face e corpo, dentre outros.

MaterialGroups: armazena o nuimero do material, o seu tipo e os valores das pro-

priedades.
ElimDOF: armazena informagoes sobre as condig¢oes de contorno de Dirichlet.
PrescDOF: armazena informacoes sobre as condicoes de contorno prescritas.
GeomProp: armazena informagoes sobre as propriedades geométricas dos elemen-

tos, tais como area da secao e espessura.
ConcLoad: armazena dados relativos as cargas nodais aplicadas na malha.

SurfaceLoad: armazena dados das cargas de superficie aplicadas sobre as arestas e
faces dos elementos. O carregamento pode estar nas dire¢oes normal e
tangencial e a intensidade ser representada por um valor numérico ou

expressao simbdlica.

BodyLoad: armazena dados das cargas de corpo aplicadas sobre um grupo de
elementos. A intensidade pode ser representada por um valor numérico
ou expressao simbdlica.

As seguintes estruturas armazenam informacoes sobre como as entidades de malha se
relacionam com as entidades geométricas. Essas informacoes sao opcionais para os casos onde
se deseja transferir condicoes de contorno aplicadas ao modelo solido para nés e elementos

da malha.
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Line: armazena o conjunto de nds que estao contidos nas linhas do mod-
elo geométrico. A estrutura Line ¢ utilizada quando se deseja obter
informacao topoldgica, tal como, converter uma carga distribuida em

uma linha do modelo geométrico em valores nodais da malha.

Surface: armazena o conjunto de nds que pertencem a uma determinada su-

perficie geométrica da malha do modelo tridimensional.

SurfaceGroups: armazena para cada superficie geométrica tridimensional o nimero
de faces de elementos finitos geradas nessa superficie, a forma e a
incidéncia das faces.

Algumas estruturas sao necessarias durante o processo de solucao e geradas interna-

mente logo apés a leitura dos dados. Sao elas:

ElementNodeTable: armazena a informacao de vizinhanga entre elemento/né, ou

seja, dado um né quais os elementos que o compartilham.

NodeNodeTable: armazena a informagcao de vizinhanca entre os nés. Dado um
no quais sao os seus nos vizinhos. Essa informacao é necessaria

na montagem da matriz global.

ElementElementTable: armazena a informagao de vizinhanga entre elemento/elemento.
Para cada elemento, o nimero dos elementos vizinhos e a aresta

ou face compartilhada pelos vizinhos.

EquationEquationTable: tabela de relacao de vizinhanca equacao-equacao, isto é, dada
uma equagao (que corresponde a um grau de liberdade) é
possivel dizer quais equacoes (graus-de-liberdade) sao influen-

ciados por esta equacao.

Equations: armazena a numeracao dos graus de liberdade dos nés do mo-

delo, levando em conta as condigoes de contorno.
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Interpolation: gerencia o calculo das coordenadas dos pontos de integracao,
ponderacoes e pontos de colocacao, fungoes de forma e suas
derivadas e a tensorizacao dessas entidades para elementos bi e

tridimensionais.

Index: armazena os indices utilizados na tensorizacao das funcgoes, as-
sim como as incidéncias locais de aresta e face dos elementos.

O programa implementa solvers globais e elemento por elemento. Para um solver global,
emprega-se a estrutura de matriz esparsa disponivel no MatLab. Armazena-se, para cada
coeficiente da matriz, os numeros da linha e coluna, assim como o valor. A matriz esparsa é
construida pela fungao nativa do MatLab chamada sparse. A topologia da matriz esparsa ¢é

construida pelo programa usando a tabela EquationEquationTable.

A seguir, os procedimentos desenvolvidos para o MEF de Alta Ordem sao detalhados.

3.2 Construcao das Malhas de Alta Ordem

Uma das caracteristicas do hp?FEM é que todas as bases bi e tridimensionais sao
obtidas pelo produto tensorial das fungoes unidimensionais, através dos indices p, ¢, 7 e
s, como apresentado no Capitulo 2. Os indices sao definidos no inicio do programa e sao
armazenados na tabela Index. Estao organizados em relagao as entidades topoldgicas, ou

seja, vértices, arestas, faces e corpo.

Para todos os elementos implementados, o programa hp?FEM faz somente a leitura da
incidéncia, e das coordenadas, dos nds de vértice. Para expansoes de ordem P > 1, o médulo
de alta ordem é chamado, sendo responsavel pela geracao de nés adicionais. O ntimero total
de nods do elemento deve ser igual ao numero de funcoes necessarias para uma expansao
completa, de acordo com a ordem P escolhida. A Tabela 3.1 traz um resumo do nimero de
funcoes, divididas em vértice, aresta, face e corpo, necessarias para cada tipo de elemento de

acordo com a ordem P.

Os nés adicionais sao gerados no referencial local do elemento de acordo com o tipo de

quadratura escolhida para os pontos de colocacao. As coordenadas globais desses nds sao
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Elemento | Vértice Aresta Face Corpo
Quadrado 4 4(P—-1) (P—1)*

Hexaedro 8 12(P —-1) 6(P —1)2 (P—1)
Tridngulo | 3 3(P-1) | sP-1)(P-2)

Tetraedro | 4 6(P—1) | 2P -1)(P-2) | 3(P-1)(P-2)(P-3)

Tabela 3.1: Numero de fungoes para cada entidade topoldgica.

obtidas através de uma interpolacao utilizando as fungoes de forma lineares dos vértices. Os
pontos de colocacao podem ser determinados a partir das seguintes regras de quadratura

implementadas (Karniadakis e Sherwin, 1999):

Lagrange Igualmente Espacado;

Gauss Legendre;

Gauss Lobatto Legendre;

Gauss Radau Legendre.

Gauss Jacobi;

Gauss Lobatto Jacobi;

Gauss Radau Jacobi.

Para as quadraturas que envolvem polinomios de Jacobi sao requeridos os pesos a e 3
desses polinomios. As Figuras 3.3 e 3.4 mostram os pontos de colocagao para quadrados e
triangulos de acordo com a regra de quadratura para uma expansao de grau P = 8. Esses

pontos foram obtidos com a tensorizacao dos pontos unidimensionais.

O funcionamento do médulo de alta ordem é simples. O programa hp?FEM, de acordo
com a ordem da expansao escolhida, chama o mdédulo de alta responsavel pela geracao dos
nos adicionais. Os nés sao gerados elemento por elemento e a incidéncia do elementos e dos
vizinhos sao simultaneamente atualizadas. A numeracao dos nés adicionais segue seqiiencial

a partir do ultimo né de vértice.

A Figura 3.5 mostra o funcionamento do médulo de alta ordem.

44



L J ® L ® e
°* o o . . . o o o
] 3 . o e o o
°* o o . . . e o o
L] ° L] ° e o .
°* o o . . . e o o
L] ° L] ° e o .
08 . . . . . . . o o @ . . . e o o
L] ° L] ° e o .
®* o o . . . e o o
L] ° L] . e o °
e o o . . . e o o
) o . o e o o
°* o o . . . o o o
e e [] ] [] e e
0 0

[ J— J J . L J—
o o ° ° ° « o
e o L] L] L] e e o
o o ° ° ° « o
°« o ° ° . e o o
e o ° ° ° « o
°« o ° ° . e o o
®e o ° ° ° « o 0
e o L] L] L] e e o
e e L] L] L] e e
°« o ° ° ° e o o
e o ° ° ° ¢ o e o . . . o o o
o o ° ° ° e o . . ° . o o o
0 - )

e o o o o o o
e e o o e e o

e o o o o o o o o
e e o o e e o

e o o o o o o o o
e o o o o o o o o ¢ o & & o o oo
D......... D.......
e o o o o o o o o e o o o e e o

e o o o o o o o o
e e o o e e o

e o o o o o o o o
e o o o e e o

e o o o o o o
3 E o

3.

o o . . . e o o
o o . . . e o o

L] L] L] L] L] L] L] L]

o o . . . e o o

Og ° . . ° ° . o o
o o . . . e o o

o o . . . e o o

L) L] L] L] L] L] L]

0

(g) Gauss Radau Jacobi, « = 2,5 = 3.

Figura 3.3: Pontos de colocagao para o quadrado de acordo com a regra de quadratura para
uma expansao de grau P = 8.
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(a) Lagrange Igualmente Espagado. (b) Gauss Legendre.
° ° ° ° 1 : ° * ¢ ® : %
(¢) Gauss Lobatto Legendre. (d) Gauss Radau Legendre.
(e) Gauss Jacobi, a =5,5=1. (f) Gauss Lobatto Jacobi, a = 5,5 =
1.

(g) Gauss Radau Jacobi, « = 5,5 = 1.

Figura 3.4: Pontos de colocagao para o triangulo de acordo com a regra de quadratura para
uma expansao de grau P = 8.
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Quadrado?

Hexaedro?

Sim

Cria (P-1) nés
internos

Cria 3(P-1)
nés de aresta

Cria 4(P-1)
nds de aresta

Cria 4(P-1)
nés de aresta
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Figura 3.5: Funcionamento do médulo de alta ordem.
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3.3 Detalhamento dos Elementos

3.3.1 Elementos Bidimensionais - Quadrados e Triangulos

No hp*FEM, quadrados e triangulos sao os elementos usados na modelagem de proble-
mas 2D, identificados, respectivamente, pelas palavras chaves, SQUARE e TRIANGLE. A Figura
3.6 mostra a numeragao local das arestas para os dois elementos. As malhas 2D podem ser

formadas por um tnico tipo de elemento, como podem ser também hibridas.

- >

D C Aresta 1: AB
Aresta 2: BC
Aresta 3:DC

A B Aresta 4:AD

B

(a) Quadrado.

0 Aresta 1: AB
Aresta 2: BC

A B Aresta 3:AC

- >

(b) Esquema 2.

Figura 3.6: Numeracao das arestas dos elementos bidimensionais.

3.3.2 Elementos Tridimensionais - Hexaedros e Tetraedros

O hexaedro e o tetraedro sao usados na modelagem de problemas 3D. No programa
hp?FEM o hexaedro é identificado pela palavra chave HEXAHEDRON e tetraedro por TETRAHE-
DRON. As Figuras 3.7 a 3.10 mostram a numeracao das entidades topolégicas dos elementos
tridimensionais. A incidéncia das faces é dada de forma que os vetores normais a cada face

apontem para fora do elemento.
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Figura 3.8: Hexaedro:

Aresta 1: AB
Aresta 2: BC
Aresta 3: DC
Aresta 4: AD
Aresta 5: EF

Aresta 6: FG

A B

G H
C D
Face 3: CDHG
B C
A D
Face 5: ADCB

Face 1: ABFE

Aresta 7: HG
Aresta 8: EH
Aresta 9: AE
Aresta 10: BF
Aresta 11: CG

Aresta 12: DH

Figura 3.7: Hexaedro: numeragao local das arestas.

F G
B c
Face 2: BCGF
E H
A D
Face 4: DAEH
H G
E F
Face 6: EFGH

numeracao local das faces.



Aresta 1: AB

Aresta 2: BC

Aresta 3: AC

Aresta 4: AD

Aresta 5: BD

Aresta 6: CD

Figura 3.9: Tetraedro: numeragao local das arestas.

B D

A c A B
Face 1: ACB Face 2: ABD
D D

B C c A
Face 3: BCD Face 4: CAD

Figura 3.10: Tetraedro: numeragao local das faces.
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Capitulo 4

Aplicacoes

A convergencia da versao h do MEF foi muito bem estabelecida pela teoria mateméatica
na década de 1970. Sabe-se que o erro na solugdo numérica decai algebricamente com o
refinamento da malha (introdugdo de mais elementos). No refinamento tipo p, o erro na
solucao numérica é reduzido com o aumento da ordem da interpolacao polinomial mantendo-
se fixo o nmero de elementos. Para solucoes suaves, esse tipo de refinamento leva usualmente

a um decaimento exponencial do erro (Karniadakis e Sherwin, 1999).

Nesse capitulo, apresentam-se alguns resultados obtidos com o codigo desenvolvido. Ini-
cialmente apresenta-se o desenvolvimento matemaéatico dos problemas de projecao e Poisson.
Em seguida, por meio da aplicacao de uma solucao analitica, esses problemas sao analisados
em malhas 2D e 3D com refinamentos h e p. Esses problemas foram usados durante a fase de
desenvolvimento do cédigo, pois permitem a validacdo das matrizes de massa e rigidez. Sao
definidas seqiiéncias de malhas h de quadrados, triangulos e hexaedros. Os resultados sao
mostrados por meio de graficos do erro relativo na norma de energia pelo nimero de graus
de liberdade do problema. Objetiva-se a identificagao do tipo de convergéncia para cada tipo

de refinamento.
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4.1 Caracterizacao dos Problemas de Aplicacao

4.1.1 Problema de Projecao

No MEF, uma func¢ao continua v é aproximada por uma combinacao linear de fungoes
como
n m
U Ugp = Z Uz¢z + Z CjL/}j, (41)
i=0 j=0
onde w; sao os valores de u,, nos ndés dos elementos, ¢; sao as fungoes de interpolacao
nodais, ¢; sao os coeficientes que nao estao associados aos nés e v¥; sao fungoes que nao
estao relacionadas aos noés, conhecidos também por modos. A expressao (4.1) é a defini¢ao
geral para aproximacao de uma funcao no MEF. Em expansoes estritamente nodais, onde
todas as fungoes estao diretamente relacionadas aos nds, o iltimo termo da expressao (4.1)

é nulo. Para esse caso escreve-se,
n
u~ Uqp = ZuiN,“ (42)
i=0
onde N; sao as funcoes de forma.

As fungoes {V; } definem um espago funcional no qual se encontra a solu¢ao aproximada,
visto que u,, ¢ uma combinagao linear de {NV;} (expressao (4.2)). Esse espago funcional pode
ser ilustrado por um plano (Figura 4.1). O erro na aproximagao é dado pela diferenga entre
U € Ugp, OU Seja,

e =1U— Ugp. (4.3)

Figura 4.1: Problema de projecao.

O erro pode ser geometricamente entendido como a distancia entre a funcao u e o plano
{N;}. Sabe-se que a menor distancia entre um ponto e um plano é dada pelo vetor que passa
pelo ponto e é ortogonal ao plano. Por isso, o erro ser4 minimo quando e for ortogonal ao
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plano {N;}, ou seja,

/Q eN,dQ) = 0, (4.4)

Com a substitui¢ao da expressao (4.3) na (4.4), obtém-se

/Q(u — Uap) N;d€2 = 0, (4.5)
ou seja,

/Q Uap NidS) = /Q uNdS. (4.6)

Substituindo (4.2)) em (4.6) tem-se,

/(ZUZNZ>N]dQ:/UNJdQ,
QN3 Q

n (4.7)
Zui/ NiN;dQ) = / uN;dQ,  j=1,2,....n.
=1 /9 L
A equagao anterior pode ser escrita como
Z Mwuz = bj, (48)
i=1

sendo

M,; = /Q N,N;d)

b; = /ﬂ uN;d,
onde M;; sao dos coeficientes da matriz de massa e b; os elementos do vetor de carga de

corpo.

4.1.2 Problema de Poisson

Considere o Problema de Poisson com condigoes de contorno de Dirichlet homogéneas
definido no dominio €2
Viu=f, Q,
u=0, 09,

(4.9)

sendo f a fungao de carregamento. Escreve-se a forma fraca, baseada no Método dos Residuos

Ponderados, como

/Q V- VodQ) = /Q Fod) + /F (V- n)odT, (4.10)
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onde v é a funcgao teste e n o campo vetorial normal & cada ponto do contorno. Como u = 0
em todo o contorno T', o tltimo termo do lado direito da equagao (4.10) é nulo. Aplicando a

aproximacao de Galerkin, onde v = N;, com n fungdes de interpolagao, tem-se

/ﬂv(izn;uizvi> VN AQ = /QfN]-dQ, (4.11)
ou ainda, )

_YZj (/Q VN, - VdeQ) s — /Q FNAQ,  j=1,2,....n. (4.12)

AZ:elqua(;éo anterior pode ser escrita como

Zn: Kiju; = by, (4.13)

i=1
sendo os coeficientes da matriz de rigidez K;; e do vetor de carga de corpo b; dados por

Ky = / VN, - VN,dS)
Q

b; = /Q FN,d9.

4.1.3 Erro na Norma de Energia

A norma de energia para a solugao aproximada u,, pode ser calculada por meio dos
valores de u;, obtidos na solugao das equagoes (4.8) e (4.13).

Para o problema de projecao, a norma de energia pode ser calculada por

[uapll* = {ui} " [M]{ui}, (4.14)
onde [M] é a matriz de massa global.

Para o problema de Poisson, a norma de energia é calculada por meio da matriz de

rigidez global [K]. Escreve-se
luapll* = {us} " [K]{u:}- (4.15)

A norma de energia para a solucao analitica imposta pode ser calculada da seguinte

maneira
ul|? = /Q(vu)%m. (4.16)
O erro relativo na norma de energia, para ambos os problemas, fica dada por
[t — Uap||
lefl* = " (4.17)
[
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4.2 Resultados

4.2.1 Malhas Consideradas

Os problemas 2D foram analisados considerando-se um dominio quadrado € de lado
igual a quatro. O dominio foi discretizado em malhas de quadrados (Figuras 4.2 a 4.4) e
triangulos (Figuras 4.5 e 4.6). Para os problemas 3D foi considerado o paralelepipedo definido
em Q = {(z,y,2)|0 <x <4,0 <y,z <2}, discretizado em malhas de hexaedros uniformes
(Figura 4.7).

(a) 4 elementos; 9 néds. (b) 16 elementos; 25 nés. (c) 36 elementos; 49 nds.

(d) 64 elementos; 81 nos. (e) 100 elementos; 121 nds. (f) 144 elementos; 169 nds.

Figura 4.2: Malhas de quadrados uniformes.
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(a) 4 elementos; 9 nds. (b) 16 elementos; 25 nos. (c) 36 elementos; 49 nos.

(d) 64 elementos; 81 nds. (e) 100 elementos; 121 (f) 144 elementos; 169 nés.
nos.

Figura 4.3: Malhas de quadrados distorcidas.

(a) 4 elementos; 9 nds. (b) 16 elementos; 25 nos. (c) 36 elementos; 49 nos.
(d) 64 elementos; 81 nos. (e) 100 elementos; 121 (f) 144 elementos; 169
nés. noés.

Figura 4.4: Malhas de quadrados com refinamento localizado.
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(a) 8 elementos; 9 nds. (b) 32 elementos; 25 nos. (c) 72 elementos; 49 nos.

(d) 128 elementos; 81 (e) 200 elementos; 121
nos. nos.

Figura 4.5: Malhas de triangulos aninhadas.

(a) 8 elementos; 9 nds. (b) 34 elementos; 26 nos. (c) 76 elementos; 51 nos.
(d) 136 elementos; 85 (e) 208 elementos; 125
noés. nos.

Figura 4.6: Malhas de triangulos nao-aninhadas.

o7
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(a) 8 elementos; 27 nés. (b) 27 elementos; 64 nés. (c) 125 elementos; 216 nds.

DAVLY
TR

(d) 216 elementos; 343 nds. (e) 729 elementos; 1000 nds. (f) 1728 elementos; 2197 nés.

Figura 4.7: Malhas de hexaedros.
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4.2.2 Problema de Projecao 2D

Para o problema de projegao 2D, a solucio imposta foi u(z,y) = (25 — 42°)(y® — 49°)
(Figura 4.8). O dominio foi discretizado em quadrados e triangulos, conforme as malhas

definidas anteriormente nas Figuras 4.2 a 4.6.

SR
SRR
OO S

R
i
:?:1::‘::\\\;\\\\\\\\\\“

|

(a) vista (-15 50). (b) vista (45 45). (c) vista (0 90).

Figura 4.8: Solucao imposta para o problema de projecao 2D

O erro na norma de energia, em funcdo do nimero de graus de liberdade e com re-
finamentos h e p, é mostrado na Figura 4.9. As curvas relativas ao refinamento h foram
obtidas com ordem polinomial fixa P = 1 e os refinamentos p utilizam base de Lagrange.
As Figuras 4.9(a) e 4.9(b) mostram a convergéncia da solugao para as malhas de quadrados
e triangulos, respectivamente. A Figura 4.9(c) apresenta as curvas de convergéncia para

quadrados uniformes e triangulos aninhados.

Pela Figura 4.9(a), nota-se que a distor¢ao da malha interfere na qualidade da solucao.
A convergéncia do refinamento p nas malhas uniformes foi melhor. O refinamento A nao

apresentou diferenca.

Para triangulos, as malhas aninhadas (Figura 4.5) apresentam um melhor perfil de
convergencia quando comparadas as malhas nao aninhadas (Figura 4.6). Logo, a forma dos

elementos interfere na solucao.

Nota-se pela Figura 4.9(c) que o refinamento p na malha de quadrados uniformes

apresentou-se mais eficiente que o mesmo refinamento em malhas de triangulos.

Visando identificar os efeitos de um refinamento mais localizado, a seqiiéncia de malhas

da Figura 4.4 foi empregada. As malhas foram refinadas na regidao de maior gradiente da
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solugao imposta. Nota-se pela Figura 4.9(c) que o refinamento localizado h na malha de
quadrados foi mais eficiente que os refinamentos h uniformes para quadrados e triangulos.

Entretanto, a convergéncia para o refinamento p continua sendo superior.

Como era esperado, a convergéncia da solugao para os refinamentos p é muito mais

rapida que para o refinamento h em todos os casos mostrados na Figura 4.9.

10 i " 10° . !
107+ 1 107 4
2| 4
107+ — 0
© ©
= 2100
T . 5 10°F E
G0 o refinamento h malha | & O refinamento h malha
1
3 uniforme 3 10t aninhada 1
S 08 L o fi to p malha 4 © finamento p malha
10 refinamento p refinamento p
g uniforme 4 elementos g 0L aninhada 8 elementos ]
z . refinamento h malha z A refinamento h malha
T 1oL distorcida E o n&o aninhada
e . refinamento p malha o 10°} . e .. refinamento p malha 1
wo distorcida 4 elementos ] n&o aninhada 8 elementos
107 ] E
107 E
14
10+ 1 108 ]
107° - > 107 - =
10 10 10 10
Graus de Liberdade Graus de Liberdade
(a) Malhas de quadrados. (b) Malhas de triangulos.
10°
107+ .
107+ 1
.8
<
2 100k refinamento h malha quadrados i
w uniforme
3 O refinamento p malha quadrados -
g 10°¢ | uniforme 4 elementos o |
5 ~refinamento h malha triangulos E
z aninhada
T g0 refinamento p malha triangulos X B
o aninhada 8 elementos E
iy o refinamento h malha quadrados -
10 “r localizado - J
107 B
107 - - o

Graus de Liberdade

(¢) Malhas de quadrados uniformes e triangulos aninhados.

Figura 4.9: Convergéncia da solugao para o problema de projecao 2D.
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4.2.3 Problema de Projecao 3D

Para o problema de proje¢ao 3D, a solucio imposta foi u(z,y) = (21 — 229)(y* — 4y).
O dominio foi discretizado em hexaedros, conforme as malhas definidas anteriormente na

Figura 4.7.

© 10

=

@

&

o 107}

©

@

£ —{1— refinamento h

S 104 .. refinamento p .

© malha 8 elementos m]

c B

o

= -5

w 10k ]
107°F o
107 . .

10° 10°

Graus de Liberdade

Figura 4.10: Convergéncia h e p para o problema de projecao 3D com malhas de hexaedros
uniformes.

O erro na norma de energia em fungao do nimero de graus de liberdade, com refina-
mentos h e p, é mostrado na Figura 4.10. As curvas relativas ao refinamento h foram obtidas

com ordem polinomial fixa P = 1 e os refinamentos p utilizam base de Lagrange.

O refinamento h inicialmente apresentou um desempenho melhor que o refinamento p.
Entretanto, como o refinamento p, a convergéncia exponencial assintotica é obtida, superando

o refinamento h.

4.2.4 Problema de Poisson 2D

Para o problema de Poisson (4.9), a solugao imposta foi u(z,y) = (22 — 42%)(y® — 4y")

e o termo independente f é dado por
fz,y) = (=727 4 22425)(y® — 4y") — (56y° — 168y°) (2 — 4a%).
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Erro na Norma de Energia

—O— refinamento h malha uniforme D

. refinamento p malha uniforme
4 elementos

‘
Erro na Norma de Energia
=
.

1 2

10
Graus de Liberdade

(a) Malhas de quadrados.

—O— refinamento h malha aninhada

. refinamento p malha aninhada
8 elementos

1 2

10
Graus de Liberdade

(b) Malhas de triangulos.

>3

Erro na Norma de Energia
S
!

refinamento h malha quadrado
uniforme

_ refinamento p malha quadrado

uniforme 4 elementos

_ refinamento h malha triangulo

aninhada

refinamento p malha triangulo
aninhada 8 elementos

n

[=}

10°
Graus de Liberdade

(c) Malhas de quadrados uniformes e tridngulos aninhados.
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Figura 4.11: Convergéncia da solucao para o problema de Poisson 2D.




O erro na norma de energia em funcao do numero de graus de liberdade, com refi-
namentos h e p, é mostrado na Figura 4.11. As curvas relativas ao refinamento h foram
obtidas com ordem polinomial fixa P = 1 e os refinamentos p utilizam base de Lagrange. As
Figuras 4.11(a) e 4.11(b) mostram a convergéncia da solu¢ao para as malhas de quadrados
e triangulos, respectivamente. A Figura 4.11(c) apresenta as curvas de convergéncia para

quadrados uniformes e triangulos aninhados.

Nota-se pela Figura 4.11 que o refinamento p na malha de quadrados uniformes apresentou-

se mais eficiente que o mesmo refinamento em malhas de triangulos.

Como era esperado, a convergéncia da solugao para os refinamentos p é muito mais
rapida que para o refinamento h tanto em quadrados (Figura 4.11(a)) quanto em triangulos

(Figura 4.11(b)).
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Capitulo 5

Cosideracoes Finais e Perspectivas

Futuras

Procedimentos especificos para o MEF de Alta Ordem foram desenvolvidos. Na primeira
parte do trabalho foram apresentado os procedimentos para construcao das bases de funcoes

baseados na tensorizacao das funcoes unidimensionais.

Discutiu-se em detalhes a continuidade global C° entre as funcoes de interpolacao para
quadrados. De acordo com o Capitulo 2, dois aspectos influenciam na continuidade natural
das expansoes modais. Primeiramente, foi analisado a influencia da ordem de numeracao das
fungoes e em seguida a influencia dos referéncias locais dos elementos. Concluiu-se que, para
uma continuidade natural, as fungoes devem ser numeradas em uma ordem correta e que
os referéncias locais devem ser coerentemente definidos. Nos cédigos desenvolvidos, a ordem
correta de numeracgao das fungoes é obtida automaticamente no processo de tensorizagao.
Em relagdo aos referéncias locais, conclui-se que, deve haver uma certa relagdo entre os
referencias locais de cada elemento, caso contrario um procedimento especifico devera ser
implementado para garantia da continuidade. Nota-se pelas Figuras 2.18 e 2.19 que esse
procedimento deverd trocar de posicao as fungoes pares multiplicar por —1 as impares. Uma
caracteristica importante dos cédigos desenvolvidos é que os nds de aresta, face e corpo sao

gerados internamente, permitindo um controle maior sobre a continuidade da aproximacao.

No Capitulo 4, através dos problemas de projecao e Poisson 2D e 3D, analisou-se a

convergéncia da solucao para os refinamentos h e p. Para o refinamento p a convergéncia
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foi mais rapida que o refinamento i em todas as simulagoes, mesmo para um refinamento h

localizado (Figura 4.9).

Nos capitulos iniciais desse trabalho, apresentou-se uma série de referéncias destacando
vantagens do MEF de Alta Ordem sobre os de baixa ordem. Para uma anélise da apli-
cabilidade do MEF de Alta Ordem em problemas praticos de engenharia, é fundamental o
desenvolvimento de cédigos computacionais. Com o desenvolvimento do hp?FEM a eficiéncia
do método podera ser analisada na solu¢ao de varios problemas em Mecanica dos Sélidos.
Como por exemplo, as bases modais, baseadas nos polindmios de Jacobi, apresentam resul-
tados promissores e poderao ser efetivamente aplicadas em problemas reais e sua eficiéncia
poderd ser avaliada. Com o hp?FEM sera possivel ainda o desenvolvimento de outros algo-
ritmos visando um melhor desempenho computacional, como por exemplo, a obtencao das
matrizes de elementos 2D e 3D através da tensorizacao das matrizes unidimensionais, que ja
vém sendo testados. Enfim, espera-se que o hp?FEM seja um laboratério virtual para todos
os tipos de testes em elementos finitos, incluindo os elementos de alta ordem, e também um

laboratério de computagao de alto desempenho.

O hp*FEM est4 totalmente estruturado com conceitos de engenharia de software. Esse
aspecto, além de ajudar na organizacao do cddigo, permitiu que aparentes empecilhos da
aplicacdo do MEF de Alta Ordem fossem superados. No cédigo, por exemplo, todas as
estruturas para geracao e tensorizacao das fungdes unidimensionais e criacao das matrizes

dos elementos sao eficientes tendo um custo computacional relativamente baixo.

Como sugestao para continuidade desse trabalho propoem-se:

e automatizar a geracao dos arquivos de entrada para elementos de alta ordem. Para
anélises de baixa ordem, os dados de entrada do hp?FEM sao obtidos automaticamente
através de um gerador de malhas. Entretanto, para problemas de alta ordem, algumas
informagoes adicionais sao necessarias e ainda nao sao automaticamente obtidas, como
por exemplo, a numeracao local das arestas e faces de cada elemento para aplicagao

das condicoes de contorno e carregamentos;
e implementar as estruturas de visualizacao da solucao;

e reestruturar o codigo usando conceitos de orientacao a objetos;
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e analisar a eficiéncia e otimizar as rotinas com o auxilio da ferramenta profiler do Mat-

Lab;
e desenvolver uma versao paralela do cédigo MatLab;

e ¢ por fim, realizar a migragao para a linguagem C + +.
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