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de lajes com férma de aco incorporada através do Mérodo dos Elementos de Contorno.
Campinas: Faculdade de Engenharia Mecénica, Universidade Estadual de Campinas, 2002, 218p.
Tese (Doutorado)

O presente trabalho frata do estudo das formulacSes estatica e dinfmica estacionana de um
modelo de folhas poliédricas, através da implementacio do Método dos Elementos de Contormo
(MEC) na andlise de pecas de parede fina e no modelamento do sistema de laje composta “Steel
Deck”. Elementos planos contendo os estados de flex3o (placa) ¢ extensfio {membrana) foram
associados para representar o modelo final de folhas poliédricas. A anélise é feita em regime
glastico linear mediante a hipdtese de pequenss deformacBes ¢ com equilibrio na posicio ndo
deslocada. O modelo final assume uma associagfio de lminas (folhas poliedricas) no espago,
onde em cada 18minz estio associados os estados de flex3o e extensfio. O sistema final de
equacdes ¢ obtido tratando-se cada folha poliédrica individual, como uma sub-regifio do MEC.
Nas equagbes de cada sub-regifio, ap0s as transformacgdes de coordenadas, procede-se a
compatibilizacio de deslocamentos ¢ equilibric de forcas scbre as mesmas. O fratamento
numérico foi feito através da formulacio direta do Método dos Elementos de Contorno,
utilizando-se elementos isoparamétricos lineares continuos e desconmtinuos e gerando-se as
equacBes integrais em pontos de colocagio no contorno e fora do dominio. Com o propésito de
mostrar a validade da formulagio, foram resclvidos exemplos estaticos e dindmicos estacionérios
de estados planos, placas finas, pegas de parede fina e do sistema de lajes composta “Steel Deck”™.
Na analise dinfmica estaciondria sic determinadas as Funcdes de Resposta em Frequéncia. Das
informacBes contidas nas FRF, sio obtidas as frequéncias naturais e os modos préprios de
vibragio correspondentes. O procedimento ¢ validado através de comparagdes com resultados
analiticos e numéricos disponiveis na literatura.

Palavras chave: Elementos de contomo, Sub-regides, Estado planc, Placa fina, Estética,
Dinadmica estacionaria, Folhas Poliédricas, Laje composta, “Steel Deck”.
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Abstract

SANCHES, L. C. F. d4nalise estdtica e dindmica de um modelo de folhas poliédricas e o estudo
de lagjes com forma de aco incorporada através do Método dos Elementos de Contorno.
Campinas: Faculdade de Engenharia Mec8nica, Universidade Estadual de Campinas, 2002. 318p.
Tese (Doutorado)

This study analyzes the static and statiopary dynamic formulation of stretching and
bending folded plate model to solve thin walled structures and composite slab “Steel Deck” using
the direct Boundary Element Method. Plane elements containing out-of-plane flexural and in-
plane (stretching) mechanisms were assembled to represent the folded plate model. The
equitibrium was emposed at the imiial position with the small strain hypothesis. The final system
is obtained by assuming each individual plane structural element as a subregion. After the
necessary transforming of these equations they can be combined together taking info account the
displacement compatibility and equilibrium conditions. Contimuous and/or discontinuous
isoparametric linear elements were used on the boundary discretization and the integral equations
were computed with the collocation points placed in the contour and out of the domain. Static
and dynamic examples were solved for stretching, thin plates, thin walled structures and
composite slabs “Steel Deck” with the pwpose to show the accuracy of the presented
formulation. In the dynamic analysis, the Frequency Response Functions are determined. Modal
data, i.e., natural frequencies and the corresponding mode shapes are obtained from information
contained in the FRF. The procedure is validated by comparison with analytical results and
numerical results available in the literature.

Key words: Boundary Elements, Static, Stationary Dynamic, Folded Plates, Composite slabs,
Steel Deck.



CAPITULO 1

Introducdo

1.1 Generalidades

Dentre do meio cientifico e tecnoldgico costuma ser comum a adogdo de modelos
simplificados para a resolucdo de problemas gerais da meclnica do continuo. Ao longo dos
tempos uma grande quantidade de modelos matematicos foram exaustivamente estudados e,
atualmente, sio utilizados na anélise de diversos problemas reais. Tais modelos podem ser mais
facilmente caracterizados por meic da resolucfio, analitica ou numeérica, de suas equagles
diferenciais govemantes, seja pela imposicBo de condigbes inicials, de contomo ou
compatibilidade. Isto representa uma grande versatilidade de aplicagbes dentro da mecénica do
continuo, podendo ser considerados desde problemas da mecénica dos solidos, lineares, néo
lineares, estaticos e dindmicos até problemas térmicos, aclsticos, de fratura, entre outros. Por
outro lado, mesmo com a adoclo de modelos matematicos simplificados, ndo é possivel obter
uma soluc@io geral analitica para a maioria dos problemas citados. As solugBes analiticas
conhecidas, na forma fechada, sfo restritas apenas a alguns casos particulares classicos. Por este
motivo, os métodos numeéricos surgiram como grandes ferramentas de simulagio computacional
para a resolugfo aproximada de uma boa quantidade de problemas da mecénica do continuo. Os
métodos numéricos mereceram e continuam merecendo a atencho de muitos pesquisadores
durante as ultimas décadas, principalmente através do Método dos Elementos Finitos (MEF) e do

Método dos Elementos de Contorno (MEC). Todavia, inconsisténcias introduzidas com a adocio



de hipdteses simplificadoras e também devido as aproximacdes inerentes ac método numérico
utilizado, deixa claro que a implementacio destas ferramentas em modelos matematicos
especificos, requerem consideracdes detalhadas a respeito do problema fisico que estd sendo

estudado,

Mais especificamente, sabe-se gque os modelos matematicos simplificados de placa e
membrana s3o usnalmente utilizados no estudo & resoluciio de estruturas correntes de engenharia,
O primeiro modelo pode ser representado e resolvido pela teoria classica de flex3o de placas finas
g, 0 segundo, pela tecria da elasticidade bidimensional. Fm muitos casos particulares, € comum
considerar um modelo mais completo que combine flexio extensdo, sendo ¢ mesmo
representado pela superposicio dos modelos de placa e de membrana. Nio seria exagero afirmar
que uma grande variedade de pecas estruturais podem ser analisadas através da associagho de
folhas poliedricas (laminas) no espago, onde & comum adotar os modelos de placa e membrana

nas laminas que compdem a peca.

Tomando como base os modelos de placa € membrana, ¢ presente trabalho trata da analise
direta pelo MEC de problemas estaticos e dinfmicos estacionarios de pegas de parede fina por
meio da associagio de folhas poliédricas no espago. A associag@o destas folhas poliédricas,
chamadas aqui de macro-elementos, foi implementada com 2 aplicac8o da técnica de sub-regides
do MEC. A analise foi feita em regime eldstico linear e em teoria de primeira ordem. Como
hipétese fundamental, tanto para o problema estitico como para o dindmico estacionario,
convencionou-se que em cada folha poliédrica que compbe uma determinada pega estrutural

estdo superpostos os modelos usuais de placa e membrana.

Além de verificar a eficiéncia da formulacic direta do MEC nos problemas citados, o
interesse de analisar estitica e dinamicamente as pecas de parede fina foi essencialmente o de
desenvolver uma formulagdo geral que pudesse resolver um problema especifico de engenharia: o
sistema de lajes com forma de ago incorporada, conhecido como Steel Deck. Este sisterna de lajes
também foi analisado neste trabalho através da associagho de folhas poliédricas no espago, por

meio da técnica de sub-regides do MEC.



Na seqiiéncia deste capitulo foi feita uma revisgo bibliografica sobre as teorias estética ¢
dindmica da elasticidade bidimensional e da flexfio de placas finas ¢ ¢ desenvolvimento dos
métodos numéricos para a sua resolucio. Adicionalmente, foi feita uma revisfo envolvendo 2
analise de folhas poliédricas por meio de métodos analiticos e numéricos. Foi feita também wma
revisdo sobre o sistema de lajes com fOrma de ago mcorporada. Por fim, foram apresentados os

principais objetives do presente trabalho.

O Capitulo 2 trata do problema estitico dos modelos individuais de membrana ¢ placa,
apresentando as formulacfes bésicas e as formulagbes integrais da elasticidade 2D e de placas

finas, como também as hipdteses consideradas em cada uma das teorias.

(O Capitulo 3 descreve o problema dinfmico estacionério dos modelos individuais de
membrana ¢ placa, apresentandc as formulacBes bésicas e as formulagSes integrais da
elasticidade 2D e de placas finas, como também as hipéieses consideradas em cada uma das

referidas teorias.

No Capitulo 4 foi implementado o Método Direto dos Elementos de Contorne. O mesmo
foi aplicado na resoluc#io dos problemas estaticos ¢ dindmicos individuais da elasticidade 2D e da
flexdo de placas finas. Na implementaciio do MEC as equacbes integrais de cada problema sio
discretizadas com a utilizacio de funcdes aproximadoras sobre o contomo de forma 2 representar
deslocamentos e esforcos generalizados. Nos problemas estaticos as equagdes integrais sfo
transformadas em um sistema de equacdes algébricas que, resolvidas, apresentam resultados em
pontos definidos do contorno e também do dominio do problema em questao. Nos problemas
dindmicos estaciondrios as equagfes integrais sfio transformadas em um sistema de equagdes
algébricas, sendo que agora ficam implicitas dentro do sistema todas as frequéncias de excitaggo
do problema em quest3o. Com a resolucio do sistema final para cada frequéncia de excitagio
pode ser determinada a FungBio de Resposta em Frequéncia (FRF). A partir das informagdes
contidas na FRF, sfo determinadas as frequéncias naturais em pontos definidos do contorno e,
posteriormente, os modos proprios de vibragio. Para a validagio de cada formulacio s#o
apresentados exemplos individuais diferenciados das referidas teorias, considerando-se diferentes

condicdes de contorno ¢ de carregamento,



O Capitulo 5 trata da implementacio das formulacGes do Método Direto dos Blementos de
Contorno aplicado na resolugho de uma folha poliédrica (macro-elemento). A validacio da
formulag@io proposta, foi feita com a resolucio de problemas estéticos e dindmicos estacionirios

de placa e membrana,

No Capitulo 6 ¢ apresentada a implementacio da anilise da associagio de folhas
pohiédricas (macro-elementos) através da téenica de sub-regies do MEC. Alguns exemplos sio

apresentados para demonstrar a validade da formulacgo apresentada,

No Capitulo 7, baseado na anilise da associacio de folhas poliédricas através de sub-
regifes do MEC, sHo apresentados 0s conceitos basicos parza a resolugfo do sistema de lajes com
férma de ago incorporada. Na validaciio do modelo adotado sio resolvidos problemas especificos

deste sistema de lajes.

O Capitulo 8 apresenta as conclusdes sobre o estudo realizado no presente trabalho e tece
algumas consideragBes a respeito dos passos complementares que podem ser desenvolvidos em
estudos futuros.

1.2 Métodos numéricos aplicados aos modelos de membrana e placa

A solugiio aproximada de muitos problemas de engenharia através de métodos numéricos
levou 2o desenvolvimento de duas anélises metodolbgicas diferentes: a primeira denominada
metodos de dominic e, a segunda, métodos de contorno. Os chamados métodos de dominio
aproximam a solucfio da equagfo diferencial do problema a partir dos valores das varidveis
basicas associadas aos pontos adotados no domimio e no contorno do corpo analisado. Nos
métodos de contorno, dadas as equagdes diferenciais do problema, sio deduzidas as equacdes
integrais que so aproximadas utilizando-se valores discretos das varidveis basicas do problema
apenas em pontos do contormo do corpo analisado. Dentre os métodos de dominio destacam-se o
Meétodo das Diferencas Finitas (MDF) e o Método dos Elementos Finitos {(MEF}. O MDF &

baseado na solucio direta da equacgio diferencial do problema por meio de diferencas finitas. O
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surgimento deste método se deu no inicio do século. No MEF o dominio do problema ¢
discretizado em uma série de elementos que s&o equacionados individualmente como sub-regides
continuas, podendo reuni-las na soluclio do problema geral. Bons textos sobre o assunto podem

ser encontrados nos tfrabathos de Turner, et. al. (1956) e Clough (1960).

Como alternativa aos métodos de dominio, o Método dos Elementos de Contorne (MEC)
surgin como evoluclo natural dos esguemas de resoluciio de equagBes integrais. O
desenvolvimento de equacgdes integrais no final do século XIX, onde foram realizados uma
grande quantidade de trabalhos tedricos para problemas da elasticidade estatica e din&mica, pode
ser considerado como um dos passos mais importantes para o posterior desenvolvimenio das

ibonicas de contomeo.

Fredholm (1903} foi guem apresentou a primeira teoria classica das equacSes integrais com
nicleos definidos € integraveis para um problema linear eléstico. Para solucBo das equagdes, cle

enunciou as condi¢des de existéneia e unicidade conhecidas como teoremas de Fredholm.

Mas décadas de 50 e 60 os trabalhos de uma série de autores russos como Muskhelishvili
(1953), Mikhlin (1957), Smirnov (1964} e Kupradze (1965) ofereceram um entendimento mais
rigoroso do uso das equagdes integrais em problemas fisicos. Eles resolveram eguacfes integrais
singulares e descontinuas para problemas de elasticidade plana utilizando o chamado Mérodo
Indireto. A forma mais simples de utilizac3o deste método consiste no usc de solucdes singulares
unitarias que satisfazem as equacbes diferenciais do problema no dominio com densidades e
incOgnitas especificadas. Estas densidades nZo tem significado fisico mas, com sua obtencio a
partir da prescriciio de condicles de contorno num niimero de pontos, deslocamentos ¢ tensGes
podem ser facilmente encontrados. As bases das formulacdes indiretas foram estabelecidas por
Kupradze (1965) adotando 2z solugfio fundamental de Kelvin (Love, 1944} para resolver

problemas de elastostatica.

Os trabalhos de Jaswon (1963) e Symm (1963), apresentaram uma técnica numérica para
solucio da equaclo integral de contomno de Fredholm, gue consiste em discretizar o contorne em

uma série de pequenos elementos ¢ assumir uma fonte constante de densidade dentro de cada



clemento. Eles empregaram a técnica de colocac3o para obter o sistema de equactes e
computaram 0s coeficientes de influéncia usando a regra de Simpson como técnica numérica.
Exceg3io foi feita aos coeficientes singulares, que foram computados analificamente ou por soma

dos termos de diagonais.

Como continuagdc dos trabalhos anteriores, Jaswon {1963) e Jaswon & Ponter (1963)
propuseram uma formulagio mais geral aravés da aplicacio da terceira identidade de Green com

potenciais e suas derivadas desconhecidas no contorno,

As formulagdes diretas do MEC para problemas elasticos foram apresentadas no trabalho
de Rizzo (1967). A representagio integral bésica conhecida come identidade Somigliona (Love,
1944) foi escrita discretizando o contomo através de elementos constantes. As formulacfes
diretas, que sdo mais confidveis que as técnicas indiretas, t&m por base a adoco das varidveis

fisicas do problema como incégnitas no sistema de equagdes.

O grande avanco nas técnicas de contomo tem sua origem no trabalho de Lachat (1975) que
tratava de problemas bi e tridimensionais da elasticidade. Trés anos depois, Brebbia (1978)
consegue desenvolver uma maior generalizagio do método, onde apresenta uma formulacic a
partir da Técnica dos Residuos Ponderados, comecando desta forme 2 ser intensamente estudado
em diversos centros de pesquisa. Destacam-se as formulagBes no campe da elasticidade linear
utilizando solugbes fundamentais proprias para a consideragio de superficie livre, muito versateis
na sclugdo de problemas que envolvem 2 andlise de tensdes proximas a uma borda livre
(Nakaguma, 1979; Telles & Brebbia, 1981). Uma grande variedade de formulaces nfio lineares,

de grande interesse para a solugio de problemas da engenharia, também foram desenvolvidas.

O desenvolvimento de formulagSes para 2 analise de placas através do Mérodo dos
Elementos de Contorno se da neste contexio, onde a maioria dos trabalhos desenvolvidos sio
baseados mas hipbteses da teoria clissica de Kirchhoff (1850). G trabalho que pode ser
considerado como referéncia inicial ¢ devido a Jaswon et 2], (1967), que sugeriu a decomposicio
de uma equaclo bi-harménica em duas harménicas que resolvidas ¢ combinadas, permitem a

obten¢io de uma solugio final do probiema.



No ano de 1978, através da teoria de Kirchhoff, Bezine ¢ Gamby (1978) propuseram uma
formulacio direta do MEC, considerando como varidveis de contorno as varigveis fisicas do

problema real.

Os frabalhos desenvolvidos por Bezine (1978), Danson (1979) ¢ Stemn (1979) tambem
trataram o problema de flexfo de placas através das formulages diretas do MEC considerando 2
teoria classica de Kirchhoff. Numa extensfio do trabalho de 1978, Bezine (1981) analisou
problemas com vinculos ou forgas concentradas no dominio. O acoplamento entre as incdgnitas
dos nés de dominio e de contorno € feito de tal forma que o vetor de incognitas fica isolado na
representacfio algébrica dos ponios de contorno, sendo o mesmo substituido na representacéo dos
pontos de domimo. Desta forma, o sistema de eguagdes final pode ser resolvido depois que forem

prescritos os valores de dominio.

Também com base nas hipbteses de Kircizhoff, Paiva (1987), buscou diversas alternativas
para o equacionamento do problema de flex3o de placas, ora considerando as equacbes com
pontos de colocacfo no contorno, ora fora dele. Também realizou uma extensic do metodo para

analisar estruturas formadas por placas, vigas e pilares.

O trabalho de Shi £ Bezine (1989), através do emprego do principio dos trabalhos virtuais,
apresentou a identidade de Rayleigh-Greem para a obtenglio das equagbes integrais. Na
discretizac3o do problema, foi utilizada uma interpolacio constante para as variaveis, sendo que
os momentos volvenies foram aproximados por diferencas finitas dos valores nodais da derivada

normal do deslocamento transversal.

No trabalho desenvolvido por Wearing & Bettahar (1995) foi mapeado o intervalo para as
distdncias de colocagBio dos pontos-fonte em funcio do desempenhe da formulacdc. Foram
consideradas diversas configuragdes de geometria e condi¢des de contorno, comparando-se sua

eficiéncia com o desempenho das formulagtes singulares.

Paiva ¢ Oliveira Neto (1995) apresentaram uma formulaclo a partir de alteracSes na

representacdo integral obiida por Stem (1979), que leva 4 associacfio de trés graus de Liberdade
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para o vetor de deslocamento (deslocamento transversal, derivada normal do deslocamento
transversal, derivada tangencial do desiocamento transversal). Cliveira Neto (1998) implementou
esta formulacio primeiramente considerando que todas as varidveis do problema foram
interpoladas por funcdes lineares. Posteriormente, foi utilizado um polindmio cibico para os
deslocamentos transversais. A derivada tangencial do deslocamento transversal foi aproximada
por um polindmio obtido da diferenciacio tangencial da func@o interpoladora do deslocamento.

As demais variaveis foram interpoladas por funcses lineares.

Além dos problemas envolvendo a anélise estética dos modelos de membrana o placs, €
necessario tambem descrever os problemas que envolvem a analise dindmica destes modelos.
Iniciando-se pelo modelo de membrana, cumpre afirmar que embora uma formulago integral
basica para a elastodindmica tenha sido conhecida por muitos anos, 0 seu uso sistemético estd
relacionado a eventos mais recentes. Uma boa revisiio do assunto pode ser encontrada nos

trabalhos de Beskos (1987), Beskos (1997) e também no livro escrito por Domingues {1993).

Aparentemente, as primeiras aplicagdes do MEC na dinamica foram feitas por Friedman ¢

Shaw (1962) e Banaugh & Goldsmith {1963a, b). Eles apresentaram uma soluc®o numérica para

problemas acusticos e elastodinfmicos utilizando uma equacio integral de contorno.

Os trabalhos de Cruse £ Rizzo (1968) e Cruse (1968) estenderam a formulac3o apresentada
por Rizzo (1967) para o problema elastodinimico. Eles derivaram o método direto do MEC em
conjunto com uma transformade de Laplace para resolver problemas transientes da
elastodindmica. Uma solugio dos problemas transientes através do MEC, no dominio da

frequéncia e por meio de uma transformada de F. ourier, 101 obtida por Niwa et al. (1975, 1976).

A primeira formulagio geral do MEC para problemas bidimensionais no dominic do
tempo, fratando de problemas de anti-planc, ou seja, problemas de ondas escalares, foi
apresentada por Cole et al. (1978). Ele apresentou também alguns exemplos de aplicagiio

envolvendo este problema classico.



Niwa et al. {1980) utilizaram uma formulagio tridimensional para derivar uma formulacgio
do MEC no dominio do tempo para analisar problemas de estade plano de deformactes. Uma
abordagem similar foi nsada por Manolis (1983) em um trabatho onde ele compara o dominio do

tempo, o dominio da frequéncia ¢ a transformada de Laplace para solucionar problemas planos.

A anélise de problemas dindmicos da elasticidade, harménicos no tempo, ou estacionérios,
no dominio da frequéncia pelo MEC, para os casos 2D e 3D, foi feita nos completos trabathos de
Bonnet (1987}, Banerjee et al. (1992}, Bommet & Bui (1993), Wu € Lee (1993), Rego Silva et al.
(1993} e Do Rego Silva (1964).

Estudos comparatives entre o dominio do tempo ¢ o dominio da frequéncia pelo MEC
podem ser enconirados nos trabalhos de Karabalis ¢ Beskos (1990} ¢ Fukui ¢ Funato (1993).
(Cabe mencionar tambem o frabalho de Hong & Chen (1993}, que lidaram com uma representacio
integral dual para a solucdo da elastodindmica no dominio do tempo em forma de séries,

envolvendo resultados (autovalores e autovetores} de frequéncias naturais e modos préprios.

Antes € Latz (1993) descreveram uma formulaciio no dominio da frequéneia para o MEC.
Eles trabalharam com a nigidez independente da frequéncia, através de wm polindmic guadratico
em termos de frequéncia, As matrizes de massa e amortecimento foram obtidas pela aproximacio

darigidez dinfimica dependente da frequéncia.

Na linha de pesquisa da andlise dinfmica de vigas, membranas e placas, pode-se citar o
trabalho de Tanaka ¢ Matsumoto (1989} que estudaram a vibrag&o axial de vigas através de uma
metodologia do MEC para o dominio do tempo. De Langre et al. {1990¢g, b) estudaram a flexdo
forgada, torcio e vibraco axial de vigas e barras através do MEC no dominic da frequéneia.
Katsikadelis € Sapountzakis {1988) estudaram um problema de vibraciio livre e transiente de
membranas. Eles utilizaram na formulacfio do MEC a solucio fundamental da eguagdo de

Laplace, no dominic do tempo e da frequéncia.

Mansur € De Lima-Silva (1992) estudaram um problema transiente de vibraco forcada
atraves de uma formulagfio do MEC no dominio do tempo. Pode-se citar também o trabalho de
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Viktorovitch et al. {1995} que estudaram um problema de vibraglo harménica forcada através de
uma formulagio do MEC no dominio da frequéncia. Nesta formulaciio, usando uma metedologia

convencional do MEC, eles discretizaram somente o contorno do problema.

Considerando-se agora os modelos dinimicos de placa, parece ter sido Vivoli {1872) e
Vivoli s Filippi (1974) que primeiro consideraram os problemas de vibragio livre de placas
atraves do método indireto do MEC, apresentado resultados através da utilizacdo de elementos de

contorno constantes,

Niwa et al. (1981) e (1982) e Kitahara (1985) apresentaram de forma mais abrangente os
problemas de vibraglo livre de placas através do método indireto do MEC, incluindo resultados
numericos mais detalhados para a vibragio livre de placas. Eles apresentaram fambém uma
formulacéio direta do MEC para o problema, que foi aplicada a casos de carregamento no plano
da placa, na qual envolvia o deslocamento fransversal, a derivada normal do deslocamento
transversal, ¢ momento fletor e a forga cortante equivalente. Nesta formulacgio, nfio levaram em

consideracfo o efeito das reacdes de canto.

Outra formulagdo direta do MEC para problemas de vibracdo livre, na qual envolvia o
deslocamento transversal, a derivada normal do deslocamento transversal, o Laplaciano do
deslocamento ¢ a derivada normal do Laplaciano do deslocamento foi apresentada por
Hutchinson & Wong (1979), seguindo as recomendacbes do trabalho de Hansen (1976) que
analisou o comportamento estatico de placas finas. Eles empregaram somente a parie real da
solucdo fundamental dinfmica, em problemas envolvendo bordas simplesmente apoiadas e

engastadas, com ganhos computacionais consideraveis.

Wong ¢ Hutchinson (1981) também apresentaram uma formulagio completa para o
problema de vibrag8o livre através do método direto dos elementos de contorne. Esta formulacio
mclula os efeitos das reacdes de canto e envolvia ¢ deslocamento transversal, a derivada normal
do deslocamento transversal, o momento fletor e 2 forga cortante equivalents e baseava-se no
trabalho de Stern (1979) para analise estatica de placas finas. Contudo, neste trabatho n3o foram

incluidos nenhum resultado numérico.
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A vibrago forgada de placas foi considerada pela primeira vez no frabalho de Bézine ¢
Gamby (1982), onde fol desenvolvida uma formulagdo direta do MEC no domimio do tempo.
Eles utilizaram um esquema de passos de carga para obler uma resposta transiente, considerando
a solugio fundamental da dindmica no dominio do tempo. O efeito das reacSes de canto também

foram consideradas nesie estudo.

Providakis ¢ Beskos (1986), (1988) ¢ (1989) complementaram o frabalho de Wong ¢
Hutchinson (1981} e apresentaram uma formulaciio geral para o metodo direto do MEC no
dominio da freguéncia utilizando elementos de contorno gquadréticos. Nesta formulacio foi
utilizada a solugfio fundamental da eclastodinfmica e apenas o coniorno do problema foi
discretizado. Com issc, obiiveram uma resposta transiente para o problema dmamico de flex@o de
placas por meio de uma extensdo do trabalho de Stern (1979), que resolvsu o problema estatico.
Esta metodologia n3o somente leva em conta o efeito das reagBes de canio como adota que os

pontos nodais tambem podem ser posicionados nos cantos da placa.

QOutra metodologia direta do MEC utiliza a solucio fundamental da estética na formulaggo
do problema. Isto cria integrais de dominio devido a presenga de termos de inéreia quando da
adigio do contorno na representacio integral da solugfo. Além do contorno, a discretizagiio do
dominic também ¢ necessaria. Esta metodologia foi primeiramente introduzida por Bézine
{1980), que utilizou elementos constantes no contorno e no dominio, para a analise de vibragdo

livre de placas.

(O’Donoghue & Atluri (1986), (1987), Providakis € Beskos (1986), (1987}, (1989}, Beskos
et al. (1989) e Beskos (1990) estenderam a metodologia anterior para a andlise de vibracio
forcada de placas. Adicionando umsa formulagio no dominio do tempo e também uma

transformada de Laplace.
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1.3 Métodos numéricos aplicados na anilise de uma folha poliédrica

A analise estatica de folhas poliddricas fol desenvolvida inicialments por Goldberg £ Leve
(1957). Estes autores determinaram o comportamente lnear eldsticc de estruturas
compreendendo placas unidas ao longo de suas bordas e consideraram o caso especifico de
carregamentos aplicados ao longo dessas bordas. O trabatho de Bvans {1567} estendeu este
metodo para Incluir a aglio de carregamentos uniformes, sendo os mesmos aplicados

normalmente e no plano de cada folha poliédrica.

Um modelo numérico geral através da anslise de folhas poliédricas foi feito por Victor &
Ellyin (1979). Importantes avancos foram feitos quando da inclusfio da andlise de folhas
poligdricas através do procedimento padrio do Método do Elementos Finitos (Arizomi et. al.,
1982; Onate ¢ Suarez, 1983 ¢ Zhang ¢ Lyons, 1684). Em todos esses trabathos os modelos
desenvolvidos para as folhas poliédricas contém as hipoteses de superposicio dos estados de

flex3o de placas finas ¢ estados planos nas 1aminas que compdem 2 estrutura.

Um dos primeiros trabalhos envolvends o MEC ¢ estes estados, simuitaneamente, foi
apresentado por Palermo Jnior (1989). Neste trabatho a estrutura foi assumida como uma
associagdo de folhas poliédricas no espaco, onde o estado planc de tensdo est acoplado ao estado
de flexo de placas finas. O sistema final foi obtido assumindo-se cada elemento estrutural plano
individual como uma sub-regifio do MEC. Na montagem do sistema algébrico final sfio escritas
duas equacOes para a representacio integral classica de placas finas (Stern, 1979). As outras duas
equagbes remanescentes s8o escritas a partir das equacBes integrais da elastostatica bidimensional
(Rizzo, 1967).

Tanaka & Miyazaki (1988) apresentaram uma formulagdo direta do MEC para a associacio
em folhas poliedricas de estruturas formadas por 14minas no espacgo. Rigorosa énfase foi dada na
implementag3o numérica das equacgBes de equilibrio e compatibilidade nas arestas da associacéio.
Um procedimento de sliminacio em bloco foi usado para ovter a solu¢3o numérica da equagio de

contorno resultante,



Ohga et al. (1991) apresentaram uma formulag8o que utiliza as mesmas equacdes integrais.
Todavia, o sisterna de equagBes final foi obtido a partir da técnica da sub-estrutura¢io ou método
de transferéncia de matriz, possibilitando uma redugfio do niimerc de operagdes na resolucdo do

sistema final de equagBes algébricas.

Outros autores também analisaram estruturas poliédricas delgadas utilizando o MEC.
Kramin ¢ Kramin (1997) analisaram estrufuras poliedricas delgadas, onde a soluglo final do
problema foi obtida por meio da superposicio de uma soluglo particular e também pela solugdo
homogénea das representagdes de Stern e Rizzo. No acoplamento das lminas ¢ fixado um e1Xo e
posteriormente aplicada a técnica de sub-regides. Na discretizaciio do problema foram utilizadas
interpolagBes constantes. As formulacBes ficaram restritas a casos particulares de estruturas de
folhas poliédricas, Restrigbes adicionais foram introduzidas pelo fato de se utilizar solughes

particulares para formular o problema.

Liu (1998) aplicou as equagdes integrais de problemas elasticos tridimensionais em
estruturas poliédricas. A formulago integral para sélidos tridimensionals parece Ser menos
restritiva que as formulagBes integrais obtidas a partir das diversas teorias de placas e de
membrana. Contudo, quando a formula¢iio de problemas eldsticos tridimensionais é aplicada nos
casos em que as solugbes fundamentais dos problemas laminares sio conhecidas, a2 mesma pode
se tornar ineficiente, uma vez que seus elementos de contorno estdo definidos no espago
bidimensional ¢ os associados &s teorias de l4mina plana sdo representados por curvas

unidimensionais.

Dentro da andlise dindmica de estruturas formadas por folhas poliédricas pode-se citar os
trabalhos de Tanaka et al. (1987), (1988) e (1998). Eles também utilizaram na implementacio do
MEC a solugiio fundamental da estatica na formulagiio do problema. Com isto, além do contome,
a discretizagiio do dominio também ¢ necessaria. O sistema de equacdes final é obtido através da
associagiio das equagdes de cada lamina componente da estrutura, satisfazendo as condigBes de
contorno, como também as condigBes de equilibrio e compatibilidade nas arestas da conex@o.
Ap6s a resolugdo do sistema final de equagBes, para cada frequéncia de excitagio, determinam-se

frequéncias naturais € modos préprios da estrutura analisada.
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i.4 O modelo de laje com forma de aco incorporada “ Steel Deck

A laje “Steel Deck “ ¢ caracterizada pelo comportamento misto do ago e do concreto, que
se combinam para formar um Gnico elemenio estrutural. Antes da cura do concreto a Brma de
ago atua como escoramento e superficie de trabalho da fase de construgdo, suportando as agBes
permanentes ¢ as sobrecargas acidentais. Apds a cura do concrefo, a forma passa a atuar como
uma armadura de tragio da laje, frabalhando estruturalmente em conjunto com o concreto. O
comportamento misto {associado) dos dois materiais ocorre se houver garantia de fransmissio de
esforgus de cisalhamento na interface ago/concreto, seja por meio de ligaglo quimica, ou ligagio
mecanica enire o concreto e a forma de ago. De acordo com 2 Figura 1.1, a ligagio mecénica é

feita freqgiientemente por mossas (saliéncias) colocadas nas reentrincias da Brma de aco.

Fonte: Codemne

Figura 1.1 Detalbe de uma laje com forma de ago incorporada “ Steel Deck ©,

Existem véarias referéncias indicando que este sistema misto foi inicialmente introduzido no
mercado pela empresa Granco Steel Products Co., na década de 50, utilizando-se como
procedimento para determinacio da capacidade de carregamento do sistema laje/férma as
especificacdes de concreto armado. Nas aplicagBes citadas eram colocadas armaduras adicionais

de reforgo para distribuir adequadamente as forgas de tensio na laje (Friberg, 1954).
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Durante a década seguinte a laje com fOrma de ago incorporada fol analisada
principalmente através das deformag@es na frma de ago, que fica interligada ac concreto. Muitas
tabelas de calculo, editadas por fabricantes, foram basecadas em resultados de testes realizados
nesta época. Em 1968 o AISI (American Iron and Steel Institute) iniciou um programa de testes
em grande escala, tendo como meta final o desenvolvimento de um procedimento geral de projeto
& construclo deste sistema de laie. conforme mostraram Porter e Ekberg (1976). A confeccio dos
testes padronizados sBo normalmente realizados em wm Gnico sentido da laje, considerando-se
vio simples, reforco nominal ¢ nfo levando em conta a ancoragem final. Amostras dos testes
padrio demostraram que a capacidade ao carregamento € normalmente assumida ser igual em

uma tinica direcio de uma laje simplesmente apoiada.

Pode-se citar wma série de testes realizados por Roeder (1981), onde se examinaram
carregamenios concentrados sobre o sistema lzje/férma. Estudou-se também a infludneia dos
esforcos cortantes € a inclusdo de vHos adjacentes (continuidade). Cada protétipo foi testado
segundo procedimento andlogo ao ensaio de shear bond adotado pela norma ASCE vigente na
época. Os resultados evidenciaram que a continuidade na laje restringe 2 flecha no meio do véo ¢

mostra a natureza conservadora dos procedimentos da norma vigente.

Trabalhos importantes para a consolidagio das normas vigentes foram apresentados por
Luttrell € Prassanan (1584) ¢ (1986), onde demostraram que os resultados do teste shear bond
poderiam ser adotados com precisfio para formas de aco com mossas regulares e repetitivas. Estas

caracteristicas descrevem grande parte das formas de aco encontradas no mercado atualmente.

Estes mtensivos programas de testes resultaram no desenvolvimentoe final do método de
shear bond que se tornou a base das especificagBes da ASCE {American Society of Civil
Engineers) do ano de 1984 e que trata especificamente do problema das lajes com fOrma de ago
incorporada (ASCE, 1984). A mesma filosofia ¢ utilizada nas especificacSes Britinicas, que
tratarn das construgbes com materials compostos (BRITISH STANDARD BS5950: Part 4, 1982).
As especificagdes da norma ewopéia “Design of composite steel and concrete structures”, trata o

problema a partir da mesma perspectiva (EUROCCODE 4 Part 1, 1990).



As pesquisas confinuaram a ser desenvolvidas levando-ge sempre em consideracio a
realizacBo dos testes em grande escala. Og trabathos desenvolvidos por Young £ Easterling
{1990 e Easterling ¢ Young (1991) mostram os resultados de um amplo programa de pesquisa,
no qual descrevem testes em grande escala em lajes compostas com vaos multiplos. Wright ¢
Evans (1990) fazem uma revisio de vérios testes padronizados para a laje composta que sio
comparados com solugles obtidas através de métodos analiticos. O procedimento utilizado

parece oferecer uma economia significativa se comparado aos métodos anteriormente utilizados,

Entre 1989 ¢ 1992, novas especificagbes foram apresentadas pela ASCE (ASCE 7-88,
1989; ASCE 9-91, 1991; ASCE 3-92, 1992) para 2 determinaco do comportamento e resisténeia
das lajes com forma de ago incorporada. De acordo com Porter (1992}, as novas especificacBes
de projeto e construco dividem, modificam e suplementam as anteriormente produzidas. Na
mesma linha, pode-se citar as novas especificacdes Britanicas (BRITISH STANDARD BS 5950
Part 4, 1994), e também as especificacdes européias EURQCODE 4: ENV 1994-1.1/ 1.2, 1994),
Todas as especificacdes direcionam os critérios para a aclo composta dos materiais depois do
concreto endurecide, usando a fSrma de ago como reforgo do momento positivo. Os critérios de
ndo composicdo dos materiais aplicam-se prioritariamente ao endurecimento do concreto onde a
férma atua como superficie de trabalho durante a construco. Para os critérios de ndo composicio
ou seja, antes da cura do concreto, devem ser consideradas as especificagdes do AISI (LRFD,

1991), ou as da norma européia (EURQCODE 4: ENV 1993-1.1/1 3, 1995).

Uma discussio das novas especificacdes americanas e européias foi feita por Daniels ¢
Easterling (1997), apresentando um trabalhe sobre as semelhancas e diferencas existentes nas

especificagbes desenvolvidas na Buropa e nos Estados Unidos sobre as construgdes com

materiais composios.

No Brasil, as pesquisas sobre o sistema de laje com farma de ago incorporada vém sendo
desenvolvidas deste 1996 ¢ também seguiram a linha dos testes padronizados. O trabalho de
Melo (1999) objetivou avaliar o comportamento e a resistdncia deste sistema composto
utilizando-se protdtipos em escala real. Uma série de 12 ensaios em protétipos simplesmente

apoiados, nas fases de cartegamento posteriores & cura do concreto, possibilitou determinar o
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comportamento, resisténcia e o modo de ruptura predominante do sistema Steel Deck. lIsto
somente foi possivel com as andlises das curvas carga x flecha no meio do vio, carga x
deslizamento de extremidade e carga x deformacio no aco. Também foram determinados por

Melo dois parmetros empiricos m ¢ & para o caleulo da carga tiltima deste sistema misto.

Fm 1999 foi editada a norma brasileira NBR 14323 que trata do dimensiopamento de
elementos de aco e elementos mistos ago-concreto em situacio de incéndio. A norma também
apresenta em um de seus apéndices {Apéndice C) recomendacdes para ¢ dimensionamento da laje

com forma de aco incorporada, tanto em situacio de incéndio como em temperatura ambiente.

O trabalho de Campos (2001) estendeun o estudo feito por Melo (1999) e analisou o efeito
da continuidade no comportamento e na resisténcia do sistema composto. Foram constraidos seis
protétipos, posicionados sobre trés apolos eqgilidistantes, de modo a obter dois vios continuos
idénticos. O carregamento aplicads nos protdtipos fol sempre simétrico e a continuidade fol
assegurada pela presenca da fOrma metélica, de uma tela soldada € uma armadura posicionada
sobre o apoio intermediaric. As andlises das curvas carga x flecha no meio do vio, carga x
deslizamento de extremidade, carga x deformag#o no ago e carga x curvatura na regifio do apoio
intermedidric revelaram a ductilidade e a elevada resisténcia dos protétipos. Estes resultados
foram comparados com aqgueles obtidos no trabalho de Melo {1999) para prototipos simplesmente

apoiados.

No atual estagio de desenvolvimento, a analise numérica do comportamento deste sisiema
de laje pode ser uma ferramenta poderosa no estudo deste tipo de elemento estrutural. Os
modelos numéricos s3o uma alternativa ao testes laboratoriais, principalmente no sentido de
eficiéncia e economia. Dentro da perspectiva desta analise numérica, um procedimento geral de
calculo foi feito por Daniels & Crisinel (1993), provande ser uma alternativa aos testes
laboratoriais. O procedimento consiste da combinagfio entre testes laboratoriais {shear bond) ¢
uma analise numérica através do MEF por meio de elementos finitos de barra, no sentido de
determinar o comportamento e a resisténcia das lajes com forma de ago incorporada. Neste

procedimento, levam-se em conta os efeitos de escorregamento entre a forma de aco ¢ a laje de



concreto ¢ também algumas hipdteses simplificadoras, de acordo com ss propriedades do

material empregado.

Crisinel ¢ Daniels (1992) utilizaram ¢ mesmo procedimento numérico para znalisar o
comportamentc ¢ a resisténcia destas lajes. Nesse trabalho, foram feitas comparagdes com 0
metodo de caleulo da ASCE e também com o método de caleulo alternativo do EUROCODE 4.
Para ambos os métodos s%o obtidas algumas conclusdes sobre o uso dos procedimentos de
caleulo. Analogamente, o trabalho desenvolvido por Tenhovuori et al. {1997} mostra os
resultados de um estudo onde também foram feitas andlises em elementos finitos com 2 inclusio

de resultados de testes padrio.

Estendendo a analise numérica no que diz respeito s pesquisas sobre o método de andlise
em folhas poliédricas, pode-se citar ¢ trabatho de Wright et. al. (1987) que, seguindo os trabalhos
originais de Goldberg € Leve (1957) e Evans (1967), estenderam a folha poliédrica para o uso na
analise da laje com fdrma de aco incorporada. Eles investigaram o sistema de laje “Stee! Deck”
descrevendo detalhes do comportamento deste sistema. U total de 200 tesies de Iaboratério

foram realizados e os resultados comparados com métodos de analise correntes.

Adicionaimente, Wright ¢ Evans (1987) modificaram o método de anilise de folhas
poliédricas para determinar o comportamento dos perfis de aco laminados utilizados nas lajes
compostas. Na base desta metodologia, estabeleceu-se que a largura efetiva do perfil metslico
utilizada usualmente foi convertida em ums rigidez efetiva. Para demonstrar a versatilidade do
metodo, o comportamento de um perfil tipico foi resolvido e comparado com os resultados da
teoria de vigas. Uma adaptac8o a esta metodologia foi apresentada por Wright (1990), permitindo
que o comportamento de uma laje composta pudesse ser determinade através da associacdc de
folhas poliédricas no espaco. Uma seclio transversal tipica representativa do modelo em folhas

poliédricas pode ser vista na Figura 1.2.
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Placas de concreto
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| verticais
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Figurs 1.2 Modelagem da laje Steel Deck em folhas poliddricas.

A acio principal de flexfio na laje composta € registrada por um par formado da
compressio no concreto e tensfo no ago. A resisténeia ao cisalhamento, embora sendo uma parte
essencial do esforgo na laje, apresenta menos efeito na rigidez global do gue o par de momentos.
Consequentemente, o sistema de 18minas mostrado na Figura 1.2, foi concebido para separar a
acio principal de flexfio da aclo do cisalhamento. E através destas hipdteses que o modelo de
Wright (1990) assume que o componente estrutural pode ser descrito por folhas poliédricas. Em
outras palavras, a por¢io de concreto nio fissurada € assumida como uma placa fina e 2 porgéo
em chapa dobrada como uma assoclagdo de laminas contende os estados plano de tensdo ¢ de
flex30 de placas finas. Duas l&minas verticais (dummy ¢lements}, contendo apenas o estado plano
de tensdo, sZo utilizadas para 2 ligac8o entre ¢ concreto € ¢ agco. O métedo apresentado utiliza a
superposicio dos estados de flex3o de placas finas e estados planos para a formagfio de um
sisterna de equagbes final. Este método foi utilizado para analisar os resultados de 32 tesies

laboratoriais.

Por outro lado, a andlise estatica de pecas de seco delgada, através de modelos numéricos,
considerando a interacdo de efeitos locais com globais fo1 estudada por Palermo Jr. (1989). Neste
tratamento, a peca ¢ assumida como uma associacio de 1aminas no espago onde cada uma contém
os efeitos do estado plano de tensBio generalizado e de flex8io de placas finas. A hipotese de
pequenas deformagtes foi aplicada a um material homogéneo com relagfio constitutiva isotrépica
tanto para deformacdes contidas no plano da 12mina (extensfo) como para aquelas normais ao
plano (flex80). A orfotropia necessaria para a andlise dos problemas onde a segio transversal
seria rigida em seu plano foi incluida de maneira discreta com a inclusic de diafragmas
fransversais a0 eixo longitudinal da associaco. O tratamento numérico fol feito pelo método
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dirsto do MEC utilizando-se elementos isoparamétricos lineares para a discretizaclio de cada uma
das equagCes integrais de contorno. Parte dos componentes estruturais para a andlise estitica
sintetizados por Palermo Jr. (1989) utilizendo o MEC estfo também presentes no modelo de
Wright (1950) utilizado para descrever lajes com frma de ago incorporada. Desta forma, uma
das aplicagbes feitas neste trabalho foi 2 de construir o modelo de Wright {1990) para lajes

compostas utilizando-se elementos estruturais de secio delgada descritos pelo MEC.

1.5 Objetivos

De acordo com o que foi descrito nas secdes anteriores, o objetivo principal deste trabatho
esta ligado & andlise de problemas estaticos e dinfmicos estaciondrios de pegas de parede fina,
atraves da associagdo de folhas poliédricas no espaco, utilizando como ferraments numérica o

Método dos Elementos de Contomno,

Embora existam anélises dinfimicas tanto para a elasticidade 2D {tensbes ¢ deformaces)
quanto para placas finas, n3o foram obtidas referéncias da anélise do compertamento dindmico
estaciondrio de um elemento estrutural que acople estes dois modelos. Assim a analise dinimica
estaciondria de folhas poliédricas através do MEC, a prncipio, constitul um problema com

carater original.

Além de analisar esttica e dinamicamente problemas envolvendo as pecas de parede fina,
uma potencial aplicagio da associacio de folhas poliédricas no espaco € a resolucfo do sistema
de lajes com forma de ago incorporada “Steel Deck”. A resolugio numérica deste sistema de laje
mista, através do modelo de folhas poliédricas, representou também um dos objetivos do presente
trabalho.

Adicionalmente, a possibilidade de tratamento de lajes compostas pelo modelo proposto,
podera auxiliar o projeto desses elementos e/ou determinar pardmetros a serem obtidos em
ensaios de modelos reais que possibilitem a anilise da laje composta sem a total dependéncia de

avaliagdo experimental, hoje existente .
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CAPITULO 2

Formulacdo Estdtica da Elasticidade 2D
¢ Flexdo de Placas Finas

2.1 Introducio

A analise estatica de pecas de parede fina e esqueleto poligonal ¢ feita admitindo-se que as
laminas que compdem as paredes de cada peca sejam analisadas como uma associagho de fothas
poliédricas no espago. Em cada folha poliédrica estd associado um estado planc de tensio
superposto a um estado de flex@o de placas finas. Para representar adequadamente estas teorias,
neste capitulo sfo desenvolvidas as formulacdes dos modelos de estado plano e flexdo de placas
finas, apresentando as hipdteses basicas de cada um desses modelos € um resumo de cada teoria

envolvida.

2.2 Equacdes basicas da elasticidade 2D

Esta seciic apresenta o desenvolvimento de algumas equacGes bésicas para obtencio das
equacBes diferenciais e posteriormente uma solugo fundamental que descreve problemas da
elasticidade linear bidimensional e, particularmente, os conhecidos estados planos de tenso ¢

deformacio.



2.2.1 Hipoteses basicas

Os estados planos de tenso e deformagio sfo tratados como casos particulares na andlise
bidimensional dos problemas da elasticidade linear. Para definir as hipétsses bésicas que
descrevermn estes problemas, de acordo com um sistema de coordenadas cartesizno (%1, X2, x3),
seja um corpo homogéneo ¢ isotrépico cujo domfnio é £2 com um contorno qualguer 7. A
espessura & do corpo ¢ uniforme na direcio do eixo x; e o mesmo é bisseccionado por dois
planos x; = - A/ € x3= h/2, conforme mostra a Figura 2.1.

Ax;

Figura 2.1 Modelo fisico para problemas de estado plano.

Descrevendo-se o equilibrio deste corpo na posicio nfio deslocada € com a hipotese de

pequenas deformagbes, ambos casos sdo examinados sob as seguintes hipéteses de carregamento
Gould (1983):

i) As forgas aplicadas no contorno do corpo, se existirem, ndo possuem componentes
na direcdc normal;
1i} Nao sdo aplicados carregamentos nos planos paralelos ao contorno nas superficies

do topo e da base,

No problema de estado planc de deformagiio, a hipStese formulada é a de que as

deformacOes associadas 3 direcio x; sfo nulas, deste modo:

Egy; =& =&, =0 (2.1}
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Para o problema de estado plano de tensfio, a hipdtese de que as forcas s3o nulas nos planos
paralelos implicam no fato das tensdes associadas & diregBio x; serem extremamente peguenas,

podendo ser desprezadas, logo:

O3 =0, =0, =10 2.2

2.2.2 Eguacbes de equilibrie

Seia um clemento infimitesimal de um corpo homogéneo ¢ isotrdpico gualguer em

equilibrio estatico, sujeito a um sistema de forgas de superficie e de volume, conforme mostrado

na Figura 2.2
4%
i o]
Gz3 -
X
&
b
&Y3
{521
dxs :{{2
ng =
b
dx:
Tensdes Internas Forcas de Volume

Figura 2.2 Elemento infinitesimal.

O equilibrio estatico do elemento infinitesimal deste corpo, onde atuam em cada ponto um

conjunto de tensBes internas ¢ forgas de volume, € dado por:

+b, =0 (2.3)

Tk
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As forgas de superficie (racrions) agindo em um elemento infinitesimal de ares, na

superficie do corpo € em uma diregio m;, normal a superficie (Fig. 2.3), s#io dadas por:

[, =a.n, 2.4

b ¢]

Figura 2.3 Forcas de superficie em um tewasdro infinitesimal.

Considerando-se as componentes de tensio em um ponto, as forcas de superficie sio
obtidas aftravés do equilibrio estético de um tetraedro infinitesimal formado por planos que

passam por este ponto (Fig. 2.3).
2.2.3 Relacbes deformacio-deslocamento

De acordo com uma descrigio Lagrangiana, onde todas as quantidades s3o expressas em

termos das coordenadas x; da posicio inicial, o tensor de deformagBes € definido por:
i
S:j=“5{“f,j+”;,s+“u“k,;) (2.5

Como os deslocamentos s&o infinitesimais, os produtos das derivadas do deslocamento
apresentados pela equaciio (2.5) podem ser considerados despreziveis. Assim, o tensor de

deformagbes linearizado pode ser expresso por:
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ey =5 lo, v u,) 2.6)

2.2.4 RelacBes constitutivas

Pela lei de Hooke generalizada, as relac8es constitutivas expressam a interdependéncia
entre as tensbes e as deformacgdes. Em qualguer ponto de wm corpo continuo e homogéneo, as

componentes de tensfo sdo relacionadas com as componentes de deformacio da seguinte forma:
o, =08y, 2.7

(O tensor de guarta ordem Cyy € composto por 81 componentes que contém as constantes
elasticas do material. Entretanto, se forem consideradas as simetrias dos tensores de segunda
ordem envolvidos, a2 existéncia de uma funcio de densidade de energia ¢ as propriedades de
isotropia, estas componentes podem ser resumidas 2 apenas duas. A equagdo (2.7) passa a ser

escrita da seguinte forma:
o, =Ad &, +2uE, (2.8)

As constantes de Lamé, A e g, s3o escritas em fungio do mdduio de elasticidade

longitudmal £ (mdédule de Young) ¢ do coeficiente de Poisson v, ou seja:

vE
A= (1+vi(1-2v) @9
[+
E
B=2) (2.10)

sendo a constante u, também denotada como &, chamada de modulo de elasticidade transversal

do material.

[
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Substituindo-se a equacio (2.6) na equacio {2.8), obtém-se as tensBes sscritas em fungio
dos deslocamentos. Aplicando-se este resultado na equacdo (2.3) obtém-se a equaglo estética de

equilibrio de Navier, escrita em fungdo dos deslocamentos, ou seja:

ﬁ“f}§+(£+ﬁ>a;,jé+bgzﬁ {2.11a)
ou

G

& %5;3}7 + mﬁj’ﬁ

b, =0 (2.11b)

As equagBes de equilibrio (2.4), com as forgas aplicadas na superficie de contomo, também
podem ser escritas em fungio dos deslocaimentos. Desta forma, utilizando-se (2.6) & (2.8) de

forma analoga & obtengiio de (2.11), resulta:

¥ :#(ui,j+uj,i}ﬁj+guk,kni (2.12a)
ou
2G v
{§EG(ui,j+uj,i)ﬂj+M1_2v W, 0, (2.12b}

2.2.5 Estados planos de tensdo e deformacéo

O estado plano de deformaciio & caracterizado pela hipdtese de que as deformacdes
associadas a direcdio x; sBo nulas (equagio 2.1). Consequentemente, a funciio deslocamento

U3 (x3) assume um valor constante, assim:

o,y muz(xnxz} i, =u, (‘xl’ sxz} H; = U, (x3) (2.13)

As relagBes constitutivas para este caso sio dadas pela equaclo (2.8), com os indices i e j
vaniando de 1 até 2. Além disto, as tensBes tangenciais referentes 4 direcfio x5 s3o nulas e a tensdio

normal o; tem seu valor determinado pela equacio:

o =Vo, +0,,) (2.14)
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O estado plano de tensBo caracteriza-se pelas tensbes normais e tangenciais associadas 3
direc@io x; serem nulas. Desta forma, a partir da equacgBo (2.8), podem-se escrever as relagdes

constituiivas para este caso:

B 2 pd

o, = é’{.}. mgkk + 2usg

(2.15)

§

Analogamente, observa-se que as deformacdes tangenciais referentes 2 direco x5 so nulas

e a deformacio normal &3 tem seu valor determinado pela equagio a seguir:

F)
&gy = e (€ 4 £, ) (2.16)
Zu+ A

Pode-se notar gue, sem a alterac@o do estado, as relacBes para o estado planc de tensio séo

obtidas do estado plano de deformacio, fazendo-se:

(2.17)

ou

(2.18)

De modo inverso, passa-se do estado plano de deformacio para o de tenso fazendo-se:

r_. V
F+v

v (2.19)

Deve-se observar que o estado nf3c ¢ alterado, mas apenas as relagdes tensfo-deformacio

com i, j variando de 1 aZ.



2.2.6 Solucfo fundamental

As formulagdes integrais de contorno para problemas da elasticidade linear bidimensional
{estados planos), que serfo descritas mais adiante, necessitam do conhecimento da chamada
solugdo fundamental. Sabe-se que as equagbes de Navier (2.11) podem ser resolvidas para uma
forga discreta aplicada em um ponto de um dominio infinito. No caso dos problemas gerais da
elasticidade linear, a chamada solugio fundamental é devida 2 Kelvin e corresponde a resposia
em um dominio infinito devido a aplicagfio de uma forca pontual concentrada em outro ponto
deste dominio. A solugio do problema de Kelvin € obtida das equagdes de Navier (2.11), quando
um carregamento unitario ¢ aplicado em um ponto & na diregfio de wm vetor unitrio ¢ {Brebbia

£ Domingues, 1989)

F, =A%)k, (2.20)

sendo 4 (£ x) a funcho delta de Dirac. Esta fungio pode ser definida da seguinte forma:

A(@,x): g se x#& {2.21a)
4. x)=w se x=£ (2.21b)
add %
¥
g |

| -

edl

Figura 2.4 Puncio delts de Dirae.

Definida desta forma, a func#o delta de Dirac apresenta as seguintes propriedades:
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?é(f, x)dx =1 (2.222)

Tl ) = () (2.22b)

Uma maneira de se determinar a2 soluglo fundamental ¢ representar os deslocamentos a

partir do vetor de Galerkin (Brebbia € Domingues, 1989), ou sgja:

- 1 -
=G, ., “20-v) mﬂﬁm;;ﬁz (2.23)

Substituindo-se as equagdes (2,203 2 (2,23 em (2.7 12}, obtém-se:

—_

i
Gy + ;A(&«X’)ef =0 (2.24)

ou

Vg(vzés )+"£A(5»x)e; =0 (2.25)
H

Sendo V* o operador de Laplace, a equagdo (2.25) pode ser escrita para um problema de

estado plano de deformacio como sendo:

i
VP, )+ ;A(fsx)ef =0 (2.26)
sendo,

P =VG, (2.27)



A resoluglo da equacBo (2.26) em duas dimensdes fornece:

i
£ = :
i ,2.?2?2 Zﬁ(?kz

sendo r a distincia entre o ponto £e o ponto x .

Substituindo-se a equagio (2.28) em (2.27) pode-se escrever:

= 1
VG, = — .
=5 in{re,
entio,
5 _ 1
G = ry r¥in(r)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

Tomando-se o carregamento em cada direciio de forma independente, pode-se escrever a

componente do vetor de Galerkin em uma diregsio k guando um carregamente unitario ¢ aplicado

em um ponto # na dire¢do /, ou seja:

éik = éé‘lk

(2.31)

Para cada direglo independente os deslocamentos fundamentais dos pontos do dominio do

problema podem ser escritos da seguinte forma:

u, =U,e

H
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De acordo com a definicio apresentada pela eguacio (2.23), os deslocamentos

fundamentais e pontos do dominio podem ser escritos da seguinte forma:

. I -
=Gy m&m m (2.33)

k3

Ua’k

No problema bidimensional dos estados planos de deformacfo a solugfio fundamental em
termos de deslocamentos fundamentais € obtida substituindo-se as equagdes (2.30) ¢ (2.31) em

{2.33), chegando-se a:

* 7
N ————— T I , .
e v)i @3- 4v)in(r )8, +r,r, ] (2.34)

onde &; ¢ o delta de Kroneker e r,; e 1,x 530 as projecBes do vetor r nas diregdes x; € X3, Ou sgja:

p=2 o, =00 (2.35)

- ox

A equagio (2.34) representa o deslocamento fundamental I/ na diregfio  sujeito a uma
forga aplicada na direcio k. Esta equacio inclui um movimento de corpo rigido, mas istc ndo
altera a determinacio de tensdes e deformacdes. O resultado encontrado para o deslocamento
fundamental pode ser usado em problemas envolvendo os estados planos de tensdo, para isto

basta modificar o coeficiente de Poisson conforme descrito pela equacio (2.19).

31



No caso dos esforgos fundamentais de superficie {(rractions), aplica-se a mesma definico
ferta para os deslocamentos fundamentais ou seja, para cada direcfio independente os esforcos

fundamentais de superficie podem ser escritos da seguinte forma:
i, =T,¢, {2.36)

A partir das equagdes (2.34) e (2.36) e das equacdes (2.4), (2.6} e (2.8) pode-se escrever os

esforgos fundamentais de superficie 7~ da seguinte forma:

# E

[ or
U —
T dz{l-vr |

Q)%m

{{E 2?}&;{ + 27 ¥ } : (2-’-2?:{;@5}1& —HLF, };&

(2.37)

onde #; e n; sHo os cossenos diretores do vetor normal com respeito as diregles x; ex. e H/dn éa

derivada do vetor r com respeito 4 normal ao contorno.
2.2.7 Condicbes de Contornro

Seja um corpo de forma arbitréria descrito para um dominioc £2 bidimensional e

condicionado por um contorno J, conforme mostrado na Figura 2.5.

a1

Figura 2.5 Modelo geométrico ¢ condigbes de contorno.



Considerando-se o equilibric estatico sobre o dominio £2 as seguintes condigdes de

contorno devem ser satisfzitas:

iy Condic3o de contomo essencial

u, = u, sobre o contorno Ty (2.38)

i1} Condigio de contorno natural

t, =00, =1 no contome I, (2.39)

onde # é a normal a0 contorno I, 77 e I3 sBo porges deste mesmo contorno, #; denotam as

forcas de superficie (fractions) conhecidas e ¥, s¥o os deslocamentos conhecidos.

2.3 Equacdes integrais da elasticidade linear

Nesta secHo, afraves da aplicacio do teorema de Berti, sfo desenvolvidas as equacles
integrais de contorno para problemas bidimensionais da elasticidade. Considerando-se
inicialmente um corpo em equilibrio sujeito a dois estados de tensdio ¢ deformagio, o teorema de
Betri estabelece que o trabalho realizado pelas tenses do primeiro estado com os deslocamentos
do segundo € igual ao trabalho realizado pelas tensdes do segundo estado com os deslocamentos
do primeiro. Desta forma, dois estados de tensio o ¢ ¢, com seus respectivos estados de

deformagio £¢ £, relacionam-se de acardo com a seguinte equacio:
gagggdﬁ = ja'ijggd.sf? (2.40)
2 2

Torna-se mais conveniente considerar as deformacdes em funcio dos deslocamentos

{equagio 2.6), assim:



50'9,;1 48l = j‘ﬁ % ;a4 (2.41)
O primeiro termo da equagho (2.41) pode ser expandido da seguinte forma:

gg;“ffidﬁ = § E{G” i ) -Gy, }“@ (2.42)
£2

o

A equagdo de equilibrio (2.3) pode ser usada para introduzir as forgas de volume no dltimo

termo do lado direito da equagio (2.42), resultando em:
jﬂﬁ"g% 42 = { { jgﬁ 4 ;égé U, a2 (2.43)

Aplicando-se o teorema da divergéncia no primeiro termo do lado dirsito da squacio
{2.43}, obtém-se:

j@;af,jdﬁ = j’(a';ui}tjdf + j-b;zzid.@ (2.44)
02 i £2

Usando-se 2 equacio (2.4) das forgas de superficie, a tensio no primeiro termo do lado

direito da equagfio (2.44) pode ser eliminada da seguinte forma:

ia;ui,jm = ;z‘:aidf + 5_2{’ b u,de2 2.45)

Retornando a equaglo (2.41) e adotando-se um procedimento idéntico para desenvolver o

lado esquerdo desta equaco, pode-se escrever a equacio final para o teorema de Beiti:



[tiudl + (bjudQ = [tudl + [bu 0 (2.46)
I £2 i £

Fazendo uso da solucio fundamental devida a Kelvin, supBe-se gue o carregamento b seia
uma carga concentrada aplicada em um ponto £ de um dominio infinito, distante de um ponto x,
onde se pode obter deslocamentos ¢ forgas de superficie. Assim, define-se as seguintes relagdes

para os de deslocamentos, forcas de superficie e forcas de volume:

w, =U,(&,x) (2.473)
t] =T, (&, x) (2.47b)
b: = A(gﬁx}éik (2.47¢)

Considerando-se as propriedades da fungBo delta de Dirac, aplicam-se os termos das
equagdes (2.47) na equaciio (2.46) para obter uma equac8o integral sobre o contorno, acoplando

dois estados distintos, ou seja:

ui(§)=w"?Ti;(ﬁyx)u&(x)df+jU;g(é,x}tk(xﬁF-%-é‘y;(g,x}bk(x}lﬁ

(2.48)

A equacio (2.48) € conhecida como [dentidade de Somigliana para os deslocamentos. Com
esta relagio pode-se encontrar o valor do deslocamento em qualguer ponto do dominio £2, interno
ao contorno 1, em fungBo dos deslocamentos e forcas de superficie do contorno e das forcas de
volume. Para transformar esta equacio numa relacBo com apenas valores do contorno €
necessario um artificio. De acordo com a Figura 2.6, acresceniz-se ao dominio uma pequena
regido 2, de raic @, com seu centro sobre o ponto & Subtrai-se do contorno original uma

pequena porcio I, adicionando-se em seu lugar um contormno I >



Figora 2.6 Acréscime de um dominio infiritesimal,

Rescrevendo-se novamente a equagiio (2.48), agora para o ponto £ deste novo dominio,

resulta:
(&)=~ f’ﬁ;{§,x}ak{x}d§“~ §§;‘;(§9x)ﬁﬁﬁw+ §§?;€§,x}tk(xﬁf+
+ JUR G (M + [UL (€, x)F, (<2 + [U5E, %6, (M2 (49

Fazendo-se o raio @ se aproximar de zero, os termos das integrais sobre o contorno "= I”

sao entendidos como um valor principal de Cauchy. As integrais sobre Iy, e £2,, sfio nulas, exceto:

Iim ( [1,€¢,x)u, (x)a‘r}m Cowu, () (2.50)

p—= ¢ .

Do resultado de (2.50) pode-se escrever finalmente a equacio integral para pontos £ do

contorno, ou seja;

Ca €. €)+ [0 (Codu, eI = [UL &, ), epr + [U (8,2, (x )2

(2.51)



A matriz Cy depende apenas da geometria do contorno. Para wm contomo nio suave como

por exemplo o a Figura 2.5, esta matriz pode ser definida explicitamente, da seguinte forma:

{ ] -1 CHI-viz+8, ~8,)+sen26, - senld, cos28, —cos26, ﬁ%
" gnl1- V)L cos26, —cosl0, HI-vin+8,-8,)sen28, ~senB, | _;

(2.52)
sendo & e & os angulos formados entre o vetor normal € os eixos x; ¢ x5

No caso do contorno ser suave ou seja, quando a tangente 2 linha de contorno permanece

continua, 3 matriz Oy se reduz a:
Cy ==&, {2.53)

Uma integral similar acs deslocamentos em um ponto & do dominio do problema, equacéo
(2.48), pode ser obtida para o caso de tensdes neste mesmo ponto. Para este fim, aplica-se a
equagfo (2.6) nas relagbes tensdo-deformacio da equaco (2.8), obtendo-se as tensbes em funcio

apenas dos deslocamentos, ou seja:

Zuv -
G'{;‘ = 1 ““#.ZV ad}am,m + ;'! {ui,j’ + Hf,é) (234)

Diferenciando-se 2 equagdo (2.48) com relacio aos deslocamentos e substituindo-se nos

termos da equacio {2.54) chega-se implicitamente a:

j[ 2‘uy dy mkm-i—;!(t&j-i-i‘ }Ju*df+£r[ 2pv é‘vumm +gz(u,kj—f~uﬁ,)}t,‘df+

*f{ Y 5 + il ;,s)]bkdﬁ (255)
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A equaglo de tenses (2.55) pode ser escrita explicitamente de uma forma mais geral,

semelhante 2 aquela escrita para os deslocamentos, ou seja:
Ty (§> = jS;g (éj, -x};i& {x)df + fﬁzg (55 x}zs@ {x}if + gﬁ;;(gs x}ég; (x)dﬁ {2.56)
r r 2

A equagdo (2.56) representa a express3o das tensdes em um ponto £ do dominio. Os
- . & " N
tensores de deslocamento e forca de superficie de terceira ordem § & © D 4y, determinados a

partir das solugBes fundamentais, sio definidos da seguinte forma (Brebbia ¢ Domingues, 1989):

= ‘g

D}, = m[{; ~ 2B, 4 8, -8, ) 2ee e ] @7

g7k

. 2
S = W{Qrm {{1 - 29’?&}.?’;r + v(&i&r,j + c?jkrjg )— dr¥ 7, }1’"

+ 21!(;155:}?’,( R, }
+ (Z - 2VX2”N,5?’,; +u,8, +n,d, )— (7 - 4v)nk§ij} {2.58)

2.4 Equacdes basicas da flexdo de placas finas

Esta secio apresenta o desenvolvimento para obten¢lo da equagfio diferencial e uma

solugdo fundamental representativa dos problemas estaticos da flexdo de placas finas.
2.4.1 Hipoteses basicas

Costuma-se descrever uma placa como um corpo continuo e homogénee limitado por duas
superficies paralelas cuja distancia, chamada espessura, é pequena se comparada ¢com as demais
dimensdes (Saada, 1974). O plano paralelo as faces inferior e superior, bisseccionando 2

espessura f, ¢ chamado de plano médio.

it
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Erm um sistema de coordenadas cartesianas de referncia (x;, X2, X3), 08 €1X08 X7 € X estéo
contidos no planc médio e o eixo x3 estd posicionado na direcZo normal ao plano meédio, com

suas origens neste mesmo plano, conforme mostrado no elemento de placa da Figura 2.7.

Plano Médio

7

Figura 2.7 Sistemaz de coordenadas no slemento de placa.

Considerando-se a hipétese de pequenas deformacdes e um carregamento g normal a0

plano médio da placa, as seguintes hipdieses podem ser adotadas:

i) (s deslocamnentos normais ao plano médio sfo pequenocs e as deformagbes na
direcio da espessura pequenas o suficiente, podendo ser desprezadas,

i) As tensDes normais atuando nos planos paraielos ac plano meédio sio pequenas
guande comparadas com as outras componenies de tensio, € podem ser
desprezadas,

iii}  Retas normais ao plano médio na posicio ndo deformada permanecem normais apos
a deformacio,

v) Nio existem tensBes de cisalhamento nas faces externas paralelas ac planc médio da

placa.

2.4.2 Equacdes constitutivas

De acordo com as hiplteses apresentadas, sabe-se que as condigdes de deformacio

formuladas pela teoria de Kirchhoff (1850) s&o dadas por:



L ,.}...______.:g ‘"_-"'}72 2.59
o = et e (=12 @2.5%)
£, = 2"” -y (2.59%)
3

sendo & a deformagéo normal, v 2 deformagio tangencial, #, ¥ e w 05 deslocamentos nas direcdes

x;, X2 € X3 da placa (Fig. 2.3), respectivamente.

Fazendo-se a integragio das equages (2.59) em funco dos deslocamentos, obiém-se:

H=-x, o (2.60a)
Ix

b=z, 2 (2.60b)
Ix

w=wlx,,x,) (2.60¢c)

Derivando-se as equagdes (2.60), determinam-se as deformacfes normal ¢ tangencial ao

plano da placa, em funcio apenas do deslocamento w, ou seja;

£, = ou = - x, g (2.61a)
Ix , Ox ;
&y 8w
? fx, T Ix ( )
2
Vo = hd + ou_ -2x, LT (2.61c)
dx, IOx, Ix , Ix

Conhecidas as deformagBes em um ponto da placa, as relagdes de tensdes para um material

elastico e isotrdpico s3o dadas através da lei de Hooke da seguinte forma:

E
G, 2?:;?(8” +vE,, ) {2.622)
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E
o, = ETW(E” + Ve, ) (2.62b)

Ty =G ¥y (2.62¢)

Substituindo-se nas componentes de tensfo, dadas pelas equacdes (2.62), as componentes
de deformacio dadas pelas equagdes (2.61), obtém-se as componentes de tensdo em fungio das

curvaturas:

2 2,00
o, =X Wwwﬁ’j” (2.632)
I-v? k &x Ox
Ex, [ 8%w 3w
g, = - ut + v i 2630
R BVEL N Y Y (2.63b)
8w
T - £ 2.63¢
iz 3 §x , ﬁx : { )
2%
éX] %123 dX3 i LY
dXZ E - -‘J} X—l
Ti3 + E /7 On
W2z Tiz %
e
% . Plano Médio
T
-h/2

Figura 2.8 Componentes de tensio em uwm elemento de placa.

A Figura 2.8 mostra um elemento infinitesimal de placa onde estho dispostas as
componentes de tens#io atuantes em uma fatia paralela ao planc médio. Utilizando-se a regra da
mic direita, os esforgos momento fietor e forga cortante por unidade de comprimento sZo obtidos

a partir das resultantes destas componentes de tens#o, da seguinte forma:
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(2.64)

(2.65)

Figura 2.9 Esforgos em um elemento de placa em flexdio.

Fazendo-se o equilibrio estatico dos esforcos atuantes no elemento de placa da Figura 2.9,

as equagdes de equilibrio escritas em termos de momentos fletores e forgas cortantes sio dadas

a0,
b = @

Frm (2.66)
oM ,

e Qs=0 GLi=1,2) (2.67)

Considerando-se a simetria do tensor dos momentos (M = My), derivando-se as forcas

cortantcs nas equacdes de equilibrio (2.67) e substituindo-se as mesmas em (2.66), obtém-se:

ﬁzMéf - ..
ﬁ\ffﬁxj =—& (i,ij=1,2) (2.68)
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Encontrada uma equaglo diferencial em funcio de momentos fletores, torna-se necessano
relacionar estes momentos com as curvaturas. Para este fim, substituem-se nas equages (2.64) os
valores das componentss de tensfo apresentados pelas eguagbes (2.63). Lembrando-se da
igualdade entre os momentos torgores (My = My), os momentos fletores por umdade de largura

sdo dados por:

R 2
;ngmﬂ[véngf%%@wv};& G,j,k=1,2) (269
\ * i

a.xiﬁxj

sendo D arigidez & flexdo da placa:

ER’

D= i 2.70
12{1-v7) 270

A equacBo (2.68) pode ser reescrita introduzindo os valores dos momentos fletores em

funcfo das curvaturas, apresentados pelas equagdes (2.69), obtendo-se:

d'w g
Ix}ox D

G,i=1,2) (2.71)

A eguagio (2.71), expressa em funclo dos deslocamentos w, € a equagfo diferencial de
equilibrio estatico de uma placa fina sujeita a um carregamento distribuido g. Esta equacio ¢

normalmente escrita em sua forma implicita:
DVi{Viw)=g 2.72)

sendo V7 o operador diferencial de Laplace, definido por:

V= (i=1,2) {2.73)



As expressdes das forcas cortantes em fun¢do das curvaturas s¥o obtidas substituindo-se

nas equa¢Bes de equilibrio da placa (equagio 2.67), as derivadas das equagdes (2.69), ou sgja:

g | 7w ..
g, = “gzi;;“ e L,j=1,2) (2.74}

i J

As componentes de momentos fletores & forcas cortantes, inicialmente referidas as direcdes
xpxz, podem ser escritas em relacfio a um sistemna de coordenadas normais e tangenciails ms
(Figura 2.10). A defini¢iio dos momentos fletores forgas cortantes em coordenadas normais e

tangenciais ac contorno da placa é feito para expressar genericamente as condicBes de contormno e

vineulacio da mesma.

~ .. Contorno da
Placa

Figura 2.10 Sisternas de coordenadas 1,3, ¢ ns.

O sistema de coordenadas x; x; pode ser relacionado com o sistema de coordenadas s a

partir de uma matriz de transformagso de coordenadas, ou seja:

{:} =[r }{z} (2.753)
{:} = {T}T{i:} (2.75b)

sendo, [T] a matriz de transformagéo de coordenadas e [T]® sua transposta, ou seja:
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Irl- (cos @~ sen a}z{nz s, (2.762)
sen o oS n, szj
a sen« ( 1

o mi cos sen }: ’i%z #, | 2.765)
\~sena cosa; s, s,

As componentes de momento fletor ¢ forca cortante nas novas coordenadas »s podem ser

obtidas através de transformacdes tensorials para momentos e cortanies, da seguinte forma:

b, ]=[rT M, Jr] (2.772)
o.1=rT©...} 2.770)

i

As compenentes de momento fletor (2.772) ¢ de forga cortante (2.77b) podem ser escritas

explicitamente, da seguinte forma:

M,=M, cos’ a+ M, sen’ a+2M,, senacosa (2.782)
M,=M, sen’ a+ M, cos’ a~2M, senacosa (2.78b)
M, =(M,,— M, )senccosa+ M,,lcos’ a— ser’ a‘) (2.78¢)
0,=0,,cosa+0,,sena (2.79a)
0.=0,,cosa0—-0, sena (2.79b)

2.4.3 Condicles de contorno

As condigbes de contorno necessirias para a resoluglo do problema de placa fina, para o
caso de vinculaces cldssicas e um sistema genérico de coordenadas como o da Figura 2.10, sdo

dadas por:

1) Engaste
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w o= @ (2.80a)

— = 2.80b
On ( )
11} Apoio Simples
wom {2.81a)
M, = {2.81b)
111} Borda livre
M, = (2.82a)
M, = (2.82)
g,.=0 (2.820)

Através da aplicagio do método variacional, Kirchhoff (1850) mostrou que as condicdes de
contorno para a borda hivre sio:

M, =0 (2.83)

0, + == (2.84)

As condigbes de contorno relativas 3 forca cortante @, € ac momento volvente M.

75>

segundo Kirchhoff (1850), podem ser agrupadas em uma tinica. Esta suposicdo deu origem a um

esforco denominado de forca cortante equivalente, cuja intensidade por unidade de comprimento
¢ dada por:

V,=0,+ = (2.85)
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A partir das equacBes (2.83) e (2.85), a condicio de borda livre torna-se compativel com a

ordem da equacio diferencial, que s6 pode ter quatro valores independentes no contormno.

M, M.+ 5ﬁf s
- { s
]

Figura 2.11 Momentos volventes no contorno.

A Figura 2.11 mostra a borda de uma placa com os momentos volventes colocados em
forma de binarios num clemento infinitesimal. Nota-se gue no equilibrio da interface entre dois

elementos infinitesimais consecutivos resulta a equacdo (2.85).

2.4.4 Eguacdes constitutivas em coordenadas cilindricas

Na Figura 2.12, sio mostrados o relacionamento entre os sistemas de coordenadas

cartesianas ¢ cilindricas:

AXa

Pz, %)

Figura 2.12 Sisternas de coordenadas cartesianas e cilindricas.
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As relagbes existentes entre os sistemas de coordenadas cartesianas e cilindricas referidas

a0 ponto F da Figura 2.12, s30 as seguintes:

X, =rcos 0 (2.86)

X, =r sen (2.87)

iﬂzmxf+x§ (2.28)

8 = arctg 22 (2.89)
xi

A partir das equacBes (2.86) a (2.89) pode-se obter as derivadas parciais de r e # com

relaglo aos eixos coordenados xpx:

K Xt s 8 (2.90a)
ox ¥
or  x,
=== sep 2.90b
Zc, 1 se ( )
b _x__senb (2.91a)
dx, r’ F
o6 _ X, _cos 8 (2.91b)

Sendo os deslocamentos transversais w da placa dados em fungiio de x; e x3, pode-se

e8Crever:

&9
&,

ow  Ow Ir
Fr

 bw
o, &x, 09

(2.92)

Substituindo-se as equacdes (2.90a) e {2.913) em (2.92), obtém-se:



Ccos g 2SI Ow (2.93)
% or ¥ 06

De (2.93) pode-se definir o operador diferencial .g;.“ , da seguinte forma:
H

Cosg 8 S

Ix Or r o6

{(2.94}

Fazendo-se a aplicaglio do operador diferencial da equacio (2.94) na equacic (2.90),

obtém-se:

z 2 N B
{??:saszgg?ty%— eﬁ29§§§w+{0}fi+
dx | Ir \r dr  r* 587 )
N
— 2 sen 8 cos éi(iﬁj (2.95)
gr \ r 59

De forma andloga 3 determinacio das eguacdes {2.93) e (2.95) pode-se obter, em relagiio ao

eixo x7 , as seguintes equacgdes:

- seng 2 59w (2.96)
ox or r o8

8w s 8w 5 I 8w 1 8w
— = sen ~ & —+ cos © 6| ~— A | +
dx ar r Or r° &8

+ 2 sen O cos 6 (Lai} (2.97)
r 58

Derivando-se 2 equacio (2.93) em relagBo a2 x; obtém-se a derivada mista em coordenadas

cilindricas:
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8w 8w 16w 1 8%w)
= gen & cos G T — +
&x ,x , fr v Ir r? é’@"?}
+ {e@s ‘6 —sen ° 8 %[é%? (2.98)

Somando-se as equacgBes (2.95) e (2.97), obtém-se o operador diferencial de Laplace em

coordenadas cilindricas:

e o

\&] &2) &’ ra a8’

2 z {2 2
(ﬁ g szlg ;10,10 }@; (2.99)

Aplicado o operador diferencial (2.99), 2 equacdo diferencial de placas finas (2.71) em

coordenadas cilindricas, € dada pela seguinte equagio:

(87 18 1 8°No%w
FE S N v 7
\\ﬁi‘ E‘a?’ bl 59 ﬁf‘

A partir das definicBes dos deslocamentos w em coordenadas cilindricas, os momentos

I
P
[
e
2

g
e %2)35 (2.100)

fletores das equacbes (2.69) podem ser ©Xpressos neste sistema de coordenadas utilizando-se as

relagBes encontradas nas equacdes (2.95), (2.97) ¢ (2.98), resultando em:

2 / 2
M, = ”“D[‘;? (cos’? 8 +v sen’ 5)+ L§§+§%J(56n2 6 +vcos® 9)+
g Ew
 2sen Bcos 601 - w121 2.101a
sen 8 cos 6 V}é’r [r = JJ ( )
2 r
M, =-D o w(casz 6 +vsen” 9)+(i@+—{~§ id (si'en2 8 +vcos® 6)+
2 Lr & r’ 587
+ 2 sen 8 cos 6 (f - v)w»—ﬁ (_{mﬁw H (2.101b)
or\ v 56
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g" Va 2 2 \zi
Mum»l}(}wv)tsmﬁcasﬁLﬁ wqg’_é’wniﬁ ?ji’i“
L

N
Yol
+ (cﬁs 8 — sen * 8 m{ifi‘i_ | (2.101¢c)

De forma anéloga, as equaces (2.74) que representam as forgas cortantes também podem

ser escritas em coordenadas cilindricas e suas expressdes finais sfc dadas por:

]
0, = “Dst 00 g2y, om0 0 g (2.1022)
2 r o0 |
0, =-D sen 02 v 287 g2y (2.1026)

L o ¥oor i

Conhecidas as expressbes em coordenadas cilindricas dos momentos fletores ¢ forgas
cortantes, pode-se deduzir neste mesmo sisterna de coordenadas as expressbes para momentos
fletores e forcas cortantes normais e tangenciais em um ponto genérico P (Fig. 2.12). Na Figura
2.13, B ¢ o angulo formado pelos versores r s, que somado z &, formam o &ngulo a.

re-¢

AN 1

{ontorne
{ da Placa

i

Figura 2.13 Relacio das coordepadas ns de um ponto P do contorno da
placa, com as coordenadas cartesianas e cilindricas.

Substituindo-se nas equacdes (2.78) o valor de o= #+ S e os valores das equagdes (2.101),

obtém-se os momentos fletores normais e tangenciais em coordenadas cilindricas:
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o

8w , I1év 1 8°w)
M _ =-Dlicos® B+vsen’ risen® f+veos’ )(——«--»é-—w—— +
! L{‘ p " ﬁ)ﬁr‘z ?{ Frve 5\? V7 S 5&9"}
+ 2{5 mv}seﬁ B cos ,3 f ! g j—% {2.103a)
/]
[ . 8w I1dw 1 0w
=—Dllcos’ B+v sen’ +isen’ B+veos’ fwm*é- +
g—{, 35 £ ﬁ) @.3 ( 36 ﬁs‘\;& & ?2 5@2(}
]
- 2(} - v)sen B cos B g;(f—%h {2.103b)
\
2 2,0
‘ﬁ{mmmi}(i——v{smﬁc&?ﬁ iéﬁ% iﬁ i;;“ﬁ ?§+
1 \r ar P Iy J
—%—{cos B —sen” }; é%}} (2.103¢)

A forga cortante normal ao contorno em coordenadas cilindricas é obtida substituindo-se

as equacdes (2.102) e o valor de orna equagfio (2.79a), obtém-se:
g, m—D(iV‘?wcos ﬁ+5iv2w sen ﬁ) (2.104)
or r OB

Derivando-se a equagio (2.103¢), que ¢ funcio de », G e £, em relagio a coordenada s,

obtém-se;

0”Mﬂs oM | &r!é’Mﬂséﬁ+§Mns o8
Js or Os g6 s a8 s

(2.105)

As equacBes das derivadas de 7, fe §, em relagiio 4 coordenada s, sio dadas por:
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ds dx, s Ox, Os
a6 o8 Ox, 98 Ix, cos f§

gr _ Or O%,  Or PXs  en B (2.1062)

= ; 2.10
fs  Fx, &5  Ix, s r (2.1060)
98 7 de 08 1 cos B
S o VRN < B T 2.106
s AL o (21000

sendo, K o raio de curvatura do contorno no ponto P (Figura 2.13).

Fazendo-se 2 substituicio na equaglic (2.103), os resultados encontrados nas equagbes

(2.106), obtem-se:

1 2107
s % ‘R - 2.107)

~

& { 3
oM . __ i SQ?E;?“@“E"(?MM cos f+] I QgSﬁJ&Zi;S
r

Somando-se as expressdes obtidas das equagdes (2.104) e (2.107), respectivamente, pode-

se escrever a expressdo para a forga cortante equivalente em coordenadas cilindricas:

., =(-—D—~V2w+—%«§mesﬂ—( -{%VZW%» ajgr’“}senﬁ—&
r

(2.108)

2.4.5 Solucio fundamental

Aplicando-se as definigbes da fungo delta de Dirac na equagio de equilibrio da placa em

coordenadas cilindricas (equacgio 2.100), e considerando-se a simetria existente, pode se escrever:

2 2 * #
a” Jlddiw 1aw’) 4G, x) (2.108)
dr v dr dr“ rodr D
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Redefinindo-se a equacio (2.109) de uma forma mais conveniente, obtém-se:

14| dl14 NN 4,
rdridrirﬁ’r\ dr /rﬂ o

A solucBio fundamental de placas finas em relagho ao deslocamento fundamental, »”, &
obtida com 2 resolugfio da equagio diferencial de placas finas (2.110) para todos os pontos do
dominic fundamental, exceto no ponto de carregamento. Impondo-se para esta eguagho as

condi¢les essenciais em relacio 2 r, mosiradas por Paiva (1987), pode-se escrever:

= em r=¢ 2.111a)

0+ (2.111b)

Utilizando-se as hip6teses apresentadas por Danson (1979), as condigBes essenciais (2.111)

¢ integrando-se sucessivamente a equacio (2.1 10} em relac3o a r, chega-se a:

" g

w o= Fe Inr—i\} (2.112)
SnD 2}

A equagio (2.112) € a solugio fundamental em relagio ao deslocamento fundamental, w',
de placas finas. Com esta equacfio podem ser obtidos os deslocamentos & esforgos em um ponto
genérico do dominio fundamental da placa. Especificamente, as componentes de momento fletor,
a derivada do deslocamento transversal e a forca cortante equivalente, s&0 encontradas através da

equagio (2.112), ou seja:

5;‘; = 4;9 Inrcos f3 (2.113)



M :wfg[(mv)inm{z——v)cmzﬁw} (2.114)

M, = (Ui J 28 (2.115)
8z
V=Bl vsent f-34v]+ U=¥) s 2p (2.116)
Y 4 47R

Uma deduco mais detalhada das equagtes (2.112) 2 (2.115) pode ser tirada do trabalho de
Paiva (1987).

2.5 Eguacdes integrais de placas finas

Nesta secfo, através da aplicacBo do teorema de Berti, sio desenvolvidas as equagdes
integrais de contorno para problemas de flex3o de placas finas. Para introduzir o tema, seja uma
placa fina de dominio finito £2 e contorno [ contida em outra de dominio infinito {2, ¢ contorno
I De acordo com a Figura 2.14, a placa finita esté submetida a2 um carregamento g distribuido

em uma area {Z.

Figura 2.14 Placa finita contida em uma placa infinita.

Do teorema de Betsi (equacio 2.40), sdo identificados dois estados de tensdo G ¢ o, com

" - * .o . ,
seus respectivos estados de deformacio € e € . No caso da placa de dominio finito, 2 mesma €
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submetida a dois carregamentos nio simultineos g e g, associados a superficies elisticas we w',
respectivamente. A equacio final do teorema de Ber, aplicado ac estude de placas finas, & dada
por (Stern, 1978; Paiva, 1987):

i= fol
:{ *‘\_ -N:
ﬁvﬂw*mw”"?w AT + 3 Row) + [gw ag (2.117)
PN dn i=7 ,, a f

z

Supondo-se que o carregamento g’r em {2.117) seja wma carga concentrada unitaria aplicada
em um ponfo £ do dominic da placa, tomando-se como funcio ponderadora a solugo

fundamental ¢ aplicando as propriedades da funglo delta de Dirac, pode-se escrever:

) V)M 02 (a5 3 26 ) -

[0 €2, 2 ) ar )+ 5 2, (e, o)

+ jg(x)w*(g,x)dgg(x) (2.118)
2 g
sendo x. a coordenada dos cantos da placa.

A equagdo (2.118) representa a equacio integral de placas finas para deslocamentos em
pentos do dominio da placa. Esta equaciio fornece deslocamentos em todos os pontos do dominio
a partir das varidveis conhecidas do contomo tais como, cortantes equivalentes (¥, ), momentos
de flex80 na direg3o normal (M,), reacBes de canto {(R. ), deslocamentos (w) e rotacdes em

relaclo 4 normal (Sw/dh).
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Figurs 2.15 Contorno circular acrescido 2 um canto de placa.

Para transformar a equacic (2.11R), escrita em termos de valores de dominio, numa
relagio com apenas valores do contorno € necessario um artificio. Acrescenta-se 20 dominio uma
pequena regifio £2; de modo que o novo dominio seja dado por £2¢ £2; com um contorno £+ 1
-I7, como mostra a Figura 2.15. Com o artificio, apds as integracdes em [ ¢ com as integrais
sobre os contornos - I entendidas no sentide do valor principal de Cauchy, quando & tende a

zero, chega-se a (Stern, 1978; Paiva, 1987}

ClEle)+ [ V265wl M6, ) B ) ar(e)+ SR )=

(7. €)= 3,0 ) i o)+ 3 o 2

+ [eGw €. xMe () (2.119)

A equacio (4.119) representa a equac@o integral de placas finas para pontos do contorno da

placa. O termo €7 esté relacionado 20 angulo interno do canto da placa B, sendo dado por:

i, e 2

c@)={Ls, ger
| 9, Ee(anr)

(2.120)
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Quando o ponto do contorno ndo apresenta angulosidades, a equaclo (2.120) pode ser

reduzida a:

C()= g} (2.121

Os momentos fletores ¢ esforgos cortantes em pontos do dominio da placa podem ser
obtidos a partir das curvaturas internas ou seja, como segunda derivada da funcdo de
deslocamentos w. A equac3c integral para deslocamentos em pontos do dominio da placa,
equacio (2.118), pode ser escrita como segunda derivada da fungfio de deslocamentos w,

representando as curvaturas internas, da seguinte forma:

o @ |72, bl 02, 02 ar )+ 3 R, o (e -

700 €)M, ) ar )+ 3 2, e e, o)

+ Jelew™ ., € x)de (x) (2.122)

A segunda derivada dos esforgos e deslocamentos fundamentais apresentados pela equacio

(2.122) s3o definidos da seguinte forma (Palermo Jr., 1989y

. 1 G o () (o[ o &
vt l[o2 2y Yaiay av(a, &,
&) 4;:—."3{( ax, o, ] an\@s) 8&%} (ﬁx.ﬂ}+c?x.ﬁij+

i i

16 fiéz(ﬁas.+ or pg—()

on Os\ dx, ' oOx,
o & o ( & &
+2Wﬁ*’z“"(.zsisj—4zérj%5&5}”?‘2(&—;"’-“%‘&‘:;5.;}}(1—1’)-?
N
v a5 g O O +4( LA By (2.123)
On 4 x, fx | ;\ﬁxg. / ﬁx;.
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dar’

== ¢ ",
\ { =
wéfi;(av g or isfgwévﬁg fyr §; or 5, |+
fn | Ox, ox; ] s Ox, Ix ;0
{,j/ \22 7 20
gl o o | .;%f?i + 2n,m, + 2vs,s, (2.124)
bx, §xj;\i\ﬁ}g/ o5 ] !
. il or Or n}
ry & o X J= Inré, 2,125
: ( 5 ) ==;
X )=t s, 2 P P O | 26
On 4zDr | Ox, &x, |dn  Fx, ' Ix,;
R;,gj (& x)=M 55y (&x ; }m M, (& x,) (2.127)
(1-v) & o \or O (c’?‘r or
M, s 46,x)= 206,-4 —— 2 o § e
5 !](5 x) 4?["2 { { i . &;Jan é’s [\&J Sa ﬁ-&g SJJ&
ar or or
+[é’x£n‘;+ﬁx}.niJé’s}wn’-Si"S{ni} (2.128)

As equactes (2.122) & (2.128) representam os valores fundamentais de momentos fletores,

de esforcos cortantes, de deslocamentos, de rotagdes e de reacdes de canto.



CAPITULO 3

Formulacdo Dindmica Estaciondria da
Elasticidade 2D ¢ Flexdo de Placas Finas

3.1 Introducio

Vigando a analise dindmica individual das l&minas que compBem as pegas de parede fina,
este capitulo trata da formulaglio dos modelos dinimicos estacionarios de problemas da
elasticidade bidimensional e da flex3c de placas finas. Assume-se agora que em cada folha
poliédrica estiio contidos o estado elastodindmico bidimensional estaciondrio associado ao da
flexdo dindmica estaciondria de placas finas. Para representar adequadamente estas teorias, s30
desenvolvidas as formulacdes bésicas dos referidos modelos, apresentando as hipoteses

fundamentais ¢ um resumo de cada teoria envolvida.

3.2 Equacdes basicas da elastodindmica linear estacionaria

Esta seclio, apresenta o desenvolvimento de algumas equagdes basicas para obten¢do das
equagBes diferenciais de equilibrio ¢ posteriormente uma soluglo fundamental que descreve os

problemas din&micos estaciondrios da elastodindmica linear bidimensional.



3.2.1 Hipdteses basicas
A hipotese particular de que um dado problema da elastodinimica linear apresenta
movimento periddico ¢ harménico no tempo, ou estaciondrio, permite escrever as seguintes
consideragBes:
i} Os problemas harm6nicos no tempo, ou estacionsrios, sio agqueles no qual fodas as
variaveis dependentes do tempo variam na forma de sen ot ou cos wt, sendo w 2

frequéncia angular;

i) Regibes elasticas, sob condicdes de contorno homogéneas, oscilam harménicamente

com a frequéneia natural do sistema,
3.2.2 Equacdes de eguilibrio
Em um sistema de coordenadas cartesianas Xp onde j=1, 2, 3, o vetor de deslocamentos
em um ponto x para um tempo ¢ ¢ dado por u(x, £). Consequentemente, o tensor linear de

deformagdes & em um ponto x de um corpo de dominio £2, a um dado tempo ¢, é definido pela

equacio (2.6). Usualmente, define-se também o tensor de rotagles @, sendo dado por:
1
@y :5(”5,1 "’”;f,x} G.1)

sendo & um tensor simétrico (g = &; ) € @um tensor antissimétrico (=~ a3 ).

A primeira lei do movimento de Cauchy para pontos de um corpo elastico é obtida do

equilibrio do momento linear, ou seja:

oy, +Pb, = pu; (G.2)
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onde ofx, ¢) ¢ o tensor de tensdes, b(x, 1) s3o as forcas de volume por unidade de massa e pixj € a
densidade de massa. Do equilibrio do momento angular, convenciona-se que o tensor de tenses

¢ simétrico (oy = O ).

O sistema de equacdes que governa o movimento de um corpo linear eldstico, homogéneo e
isotrépico é definido a partir da equacfio de equilibrio de tensdes (3.2), das relagbes cinematicas
(2.6) e da lel de Hooke (2.8). Substimindo-se as equagbes (2.6) e (2.8) em (3.2}, obtém-se as

equagdes do movimento em relagho aos deslocamentos:

Hu; +(‘%+y}§j,ﬁ +ph = pgfg; (3.3)

A equaco (3.3) pode ser escrita na forma implicita:

yV"u+(ﬁ+;¢}V?’-u+pbmpéé (3.4)

ou

(ﬁ+2gz)ﬂ3"\7’su-ﬁVxqu-§-pb:péé (3.5)

sendo que a equagio de equilibrio, as relaces cinemdticas e constitutivas e, portanto, as equagBes

do movimento, podem ser satisfeitas em todos os pontos do interior de wm dominio £2.

Existem diferentes procedimentos para transformar as equagdes do movimento (Navier) em
uma formulacfio matemaética simples. A simplificag@io das equagdes do movimento por meic de
wm processo de diferenciaclio, foi apresentada primeiramente por Stokes (1850). Este
procedimento transforma as mesmas em equacBes diferenciais simples em termos de dilatacdo e
rotacdo. Segundo Stokes (1850}, as equagGes de Navier podem ser transformadas em outras duas,

ou seja

VG +V.h=0 (3.6)



Vi Vxb=w (3.7

onde,

ef = (3.8)

(3.9)

As duas constantes ¢; ¢ ¢; t8m dimensBes de velocidade e dependem da densidade e das
constautes elasticas do problema. As equacBes (3.6) ¢ (3.7} sBo do mesmo tipo, sendo 2 primeira
uma equagdo escalar de onda com velocidade de propagacio ¢y e 2 segunda uma equacio vetorial
de onda com velocidade de propagacho ¢;. Como estas equagoes se referem a dilatago e rotagio,
as constanies ¢; € ¢; s80 chamadas de velocidades de onda imotacional e equivolumial

(Domingues, 1993}, respectivamente.

Extrapolando a anilise de um meio eldstico para um meio viscoelastico, pode-se mostrar
que ndo ocorre nenhuma mudanca fundamental nas formulagdes quando sdo tratados problemas
harmdnicos no tempo. As equagdes de equilibrio e equagles cineméticas sdo idénticas tanto para
problemas elasticos como para viscoelasticos. A principal caracteristica que diferencia as duas
andlises esta relacionada somente com as equacBes constitutivas do material. Neste sentido, €
preciso levar em conta que as constantes de Lamé (4 e y) e também outros parAmetros derivados
da mesma, assumem valores complexos quando sio tratados problemas viscoelasticos. No
tratamento de problemas puramente elasticos, simplesmente assume-se um valor nulo para a parte

imaginaria destas constantes. Os valores complexos das constantes de Zamé sio freqlientemente

escritos da seguinte forma:

p=Relulit+2i8,) (3.10)

A=Re[a](1+2i 8,) (3.11)
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sendo Re fu ] ¢ Re {A ] as partes reais das constantes g e 4, respectivamente. O parfmetro S, 4 €
conhecido como fator de amortecimento. Geralmente, guandoe o coeficiente de Foisson ¢

considerado real, assume-se que B,= 8, = £,

3.2.3 Condices iniciais e de contorno

As condicBes iniciais de um problema geral da elastodinfmica, so definidas em um

deminio {2 para um tempo ¢ =0, ou seja:

u,(x,0)=u,(x) (3.12)
#,{x, 0)= vy, (x) (3.13)

para todos os pontos x de um dorminio L2
As condigBes de contorno sBo idénticas aguelas definidas na secfio 2.2.7.
3.2.4 Ondas harménicas no tempo

O estudo dos problemas harménicos no tempo sBo aqueles onde todas as vandveis
dependentes do tempo variam com o tempo na forma de cos @7 e sen @¢, sendo @ & frequéncia
angular. As equacBes que governam este problema s&o bastante reduzidas ou sgja, as equagbes de
Navier e as equacBes de onda sfo simplificadas em equagBes contendo somente derivadas no
espago, fato este que permite a solucBio analitica de alguns problemas basicos. Em regides
elasticas e/ou em quaisquer regides governadas pela equacio de onda, os problemas harmdnicos
sujeitos a condi¢des de contorno homogéneas oscilam harménicamente através da frequéncia
natural do sistema. Qutro fato de grande importincia a ser mencionado € que as funches
harménicas constituemn uma classe completa de funcBes independentes. Quaiquer fungio do
tempo bem comportada pode ser escrita como uma integral de componentes harmdnicos no
tempo. Portanto, qualquer excitaco dependente do tempo pode ser decomposta em uma integral
{ou uma somatéria) de excitacdes harmdnicas no tempo. Consequentemente, sisternas lineares
com comportamento no tempo podem ser estudados fazendo-se uma mudanga do dominio do
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terpo para o dominic da freqiiéncia. Assim, os resultados s3o caleulados para cada frequéncia,

podendo-se voltar a0 dominio do tempo e, vice-versa.

No sentido de mostrar algumas idéias gerais da propagacdo de ondas (Love, 1904; Graff,
1875}, esta sego ¢ dedicado ao estudo do problema simples de propagacio de ondas eldsticas
barménicas no tempo. Sabe-se que em alguns problemas particulares, as equagdes gerais de
Navier podem ser simplificadas através de equagdes de campo da elastodinfmica linear. Partindo

da equaciio (3.7), quando as forcas de volume sio consideradas nulas, 2 equacdo geral de onda

pode ser escrita como sendo:

1 .
v"’-w;w (3.14)

onde ¢ ¢ uma constante com dimensio de velocidade & w pode ser um escalar ou um vetor

dependendo do tipo da onda.

Como ja fo1 dito, ondas harménicas no tempo sio aquelas cuja dependéncia no tempo € do
tipo cos ax, sen ¥, sendo @ a fregiiéncia angular, Usando uma notagdo complexa, a dependéncia
no tempo pode ser escrita como exp [ia¥] ou exp [-iax). Neste caso, somente a parte real ou
imaginéria da fungfo tem um significado fisico. Um caso particular do problema de propagagio
de ondas pode ser demonstrado assumindo-se um meio-espaco elastico linear (Domingues, 1993)

ndo perturbado (x; 2 0), no qual uma pressio de superficie uniforme P8} & aplicada (Fig. 3.1).

py

Figura 3.1 Meio-espaco sob pressio normal {Domingues, 1993).

A equacdo de equilibrio deste problema ¢ dada por:
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2 e (3.15)

onde ¢ = (A+24)/ p.

Fm geral, assume-se para este problema unidimensional que a pressdo fem uma

dependéncia harmdnica no tempo, ou seja:
pt)y=Pe™ (3.16)
A solugfio da eguaclo (3.15), em termos de deslocamentos, € dada por:

2 ey} . %{ml}

w(x =A e +Ae (3.17)

onde A e 4 s3o amplitudes independentes de x; e ¢. As fungdes exp [Harci{ct-x;)] e exp

[i{ @/c)(ct+x1)] representam ondas nas diregdes negativa e positiva do eixo x;, respectivamente.

A constante ¢ assume os valores ¢; € ¢; para as ondas conhecidas come irrotacional ¢
equivolumial, respectivamente. O argumento {@/c)(ct-x;} € chamado de fase da onda e ¢ 2
velocidade de fase. O deslocamento #; € uma funglo harménica no tempo com um periodo 7,
onde T= 27w e um comprimento de onda A, = ¢ 2#/®) = ¢T. A quantidade k = @/c € conhecida
como nimero de onda. Ela indica o nimero de comprimentos de onda dentro de um comprimento
2% (k = 27/2;). Quando a velocidade de fase, isto &, a velocidade de propagagfo ndo depende da
frequéncia, o sisterna € dito nfio dispersivo. Materiais elsticos sfo ndo dispersivos, enquanto que
materiais no eldsticos sio, em geral, dispersivos. Uma certa perturbagio pode sempre ser
decomposta em componentes harmdnicas no tempo. Se todas as componentes t8m a mesma
velocidade de propagacio, independente da sua frequéncia, o movimento mantém sua forma e se

propaga através do corpo.
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A equago (3.17) representa uma onda unidimensional harménica no tempo. As ondas

harmdmnicas planas t8m a seguinte forma:

u=dec o d (3.18)

onde 4 ¢ a amplitude real ou complexa, d define a direcio do movimento e g a diregio de

propagacio.

Particularmente, pode-se observar que existem dois tipos de ondas harménicas no tempo
em um dominio infinito, as ondas-P & as ondas-5, com velocidade de fase ¢; ¢ o,
respectivamente. Os deslocamentos seguem a direcBio de propagacio das ondas-P = sio

perpendiculares 2 diregfio de propagacio das ondas-S.

3.2.5 Solugdes Fundamentais

Com 2 intengfio de descrever uma solucio fundamental para o problema harménico no
tempo, ou estaciondrio, nesta seg3o sera mostrada a decomposicio do movimento de um corpo
em suas partes irrotacional e equivolumial, por meio de potenciais (Domingues, 1993). Esta
representacdo foi utilizada no sentido de apresentar a solugio fundamental para o estado

harménico constante ou estacionario.

A equacBo geral de campo da elastodinimica pode ser escrita de forma semelhante &

equacio de Navier (3.5), ou seja:

2

cf?V-u—ci‘{?xqu—Zt =—b (3.19)

onde ¢; = (2%—2,:1/;3)”’?’ ¢ a velocidade da onda-P, ¢; = (/p)'"? & a velocidade da onda-S, 4 e g sdo
as constantes de Lamé, p & a densidade, pb & o vetor de forcas de volume e u 6 o vetor de

deslocamentos.
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Para problemas harmdnicos no tempo, a equacio (3.19) pode ser escrita como sendo:
IV u—eIVxVxu+atu=-b (3.20)
A resposta de wm meio eldstico infinito para uma carga harmdnica concentrada de
frequéncia @, serd obtida de (3.20) fazendo-se pb = Afr) e; onde A (1) = 4 (x-£) € 3 funglo delta
de Dirac, r ¢ a distAncia do ponto de carregamento £ ¢ ¢ o vetor unitario que segue a diregio do
carregamento. Dois potenciais 4; e 4» podem ser usados para decompor o vetor de
deslocamentos # nas partes irrotacional € equivelumial por meio de

u=V{VA )~ VxVx A4, {3.25)

Assume-se também gue o vetor b pode ser escrito em termos de um potencial escalar V)

pb=VVe=(VVV -VxVx¥)e (3.22)

Chamando k; = i (ave)) e k; = i (@c3), as equagdes (3.20), (3.21) e (3.22) levam a seguinte

equagio:

CfVV{VVAI—-—ka1+ - e}-ﬂ:g"?’xv
pcl b
( v
x{VxVxAz-i—k; Ay~ e}w@ (3.23)
¢

A equagdo (3.23) pode ser escrita da seguinte forma:

IVVIVY A ~VxVxA —klA +~—Ki—e\L+
e

1
el VxVx{VxVxA, —VVA +k> A — v er=0 (3.24}
2 2 2 2 2 pcz
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A equacio (3.24) serd satisfeita se

Vid ~klA = yz e (3.25)
2

2 z v y

Vid, ~kjd, =———¢ (3.26)
pe;

Assumindo-se que 4; ¢ 4, seguem a direcio do carregamento (Ay ~A;eed; . A e}, as

equagles (3.25) & (3.26) podem ser escritas da seguinte forma:

Vid ~klA =- Vﬁ (327
g
2 2 V
VA, ~k;A4, =~ > (3.28)
£
Ambas equacdes sio do tipo
2 2 V
ViA-k*d=— - (3.29)
pc

No caso de dominio bidimensional, a solucdio fundamental pode ser obtida da equacio

(3.29), a partir da adocio da fungdo delta de Dirac em termos de um potencial, ou seja:
I, 1
Ar)=-—V{inr) = V=—tnr (3.30)
27z 2z

Substituindo-se a equagio (3.30) em (3.29), obtém-se:

1
2zp c*

Vid-E'A=— Inr (3.31)
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Uma solucio particular de (3.31) € dada por

1

A =
2ap @°

z

Inr (3.32)

A solucfio geral da equacio homogénea, pode ser escrita como sendo
A, =C K {kr)+ C, 1 (i) (3.33)

onde I, e K sio as funcbes modificadas de Bessel de primeiro ¢ segundo tipo e ordem zero.

As equagBes finais para os dois potenciais assumidos inicialments, s3o dadas por:

A, = Inr €K )+ T ) (3.34)
2mpw

A2 L 1 - mr+€gzgo{k2?)+gzzfﬂ(k2r} (335)
2npw”

Os deslocamentos e tensdes s3o obtidos a partir da diferenciagho das equagfes (3.34) e
(3.35). As constantes podem ser obtidas das condicdes de equilibrio ¢ radiac3o. Os termos Iy (ki)
representam ondas chegando de um campo distante em direco 4 origem, ento Cyy = Cpz = 0. Por
meio do equilibrio de uma pequena regifio circular 2o redor do carregamento, os valores para as

constantes Cy; e Cyy sdo dadas por:

1
Ch=Cp, m—Zﬂ'pwz (3.36)

Substituindo-se as equagdss (3.36), (3.34) e (3.35) na equagio (3.21), obtém-se que quando

o carregamento é aplicado em uma diregdo / apresentard o segulnte deslocamento na diregdo§



TRy INN 3.37
%mcg@’g Z¥, J (3.37)

onde

1l 1
%ﬁmge(kzr}"é”ﬁiXaikzr>”§ﬁi{kz?}ﬁ (3.38)
¥ L 1 :

wd

z
z= Kzikzr}—%ffz (k,7) (3.39)

H

A componente j do esforco de superficie na qual a normal externa ao contorno é n, quando

urmn carregamento unitario € aplicado em uma direciio 7, é dada por:

1‘; ti((.@-—-.ég‘}[&l m?.i..@_g-, ) ﬂi}
2wl dr r Yem T

2
e dy dy 1 )
Y s SN 3.40
(c:;_? J(dr dr rz’JF;ﬂ, (349

As expressdes para as solugSes fundamentais de deslocamentos e esforcos de superficie ug*
€ t,-j-* s@o dadas pelas equagbes (3.37) e (3.40), respectivamente. As fincdes y e y, apresentadas

pelas equagdes (3.38) € (3.39) podem ser escrifas de maneira mais conveniente, no sentido de

obter as suas derivadas, assim:

Wtﬁ,o(zwr}+ < [Ki{;erwcz K{zm FH (3.41)
¢, ) dwr| e, | ¢ e,

72



Levando-se em conta que
d
mge{k;‘?}ﬂ ~K, (g‘:z‘?)k;i
ar
4

ng(ksr)z*ga(kiy)ki ”}”Kz{ksr}
dr ¥

iﬁz(ks?}:mga@zf)ki _%Xz(k;?}
dr r

As derivadas das fungGes y e wsio dadas por:

. 2
LT o ¢ joi@r

. . 2

iwr )] imr e, 1
S K| |2

c, Jr €, jo ¥

t
=
I
TN

%z_ﬁl zwr}z_a};_ggz{zwr}
J

dr £, ¢, F Loy
el iwm imr) 2c¢f ior
~—K, +=2 K,

el ¢ e, r e ¢ )
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(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)



3.3 Equacdes integrais da elastodinimica linear estaciongria

As equagdes diferenciais que regem 2 elastodinimica linear, definidas sobre o dominio do
problema na secfio anterior, podem ser fransformadas em equagbes integrais equivalentes, na qual
podem estar definidas sobre o contorno deste dominio. Um dois meios de obter estas equacdes
integrais de conforno estd condicionado 2 utilizacio do teorema da reciprocidade para
elastodindmica, que ¢ wma extensio do teorema da reciprocidade de Betsi. A prova do teorema da
reciprocidade pode ser feito a partir da equaciio de equilibric, ou seja, para um estado
elastodindmico em um dominio £2 com contorno 7] a seguinte equacio de equilfbrio ¢ satisfeita

em qualquer temnpo (Domingues, 1993);
Ty tPb —pii, =0 (3.48)
Assumindo-se um vetor continuo  (x, f que é o deslocamento em outro estado

elastodindmico com tensfio ¢ e forca de volume b, definidos sobre o dominio (2 , pode-se

escrever o residuc ponderado da seguinte forma:

L(@*ki’i ai)d&?—% ip(bk u;)dﬂ—— E?p(iék u;)dﬁ=0 (3.49)

Atraves da regra da cadeia, pode-se escrever que:

6 * * k2
afj—(o'ﬁg.uk ): Ty ¥y O, 8, (3.50)

E)

Utilizando-se na sequéncia o teorema da divergéneia, obtém-se:
o . . .

G primeiro termo da equacio (3.49) pode ser obtido a partir de (3.50) & (3.51), ou seja:
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[ g m)ae=-[(oyu;,)ac+ [ lo,u;)ar (3.52)

Lembrando-se neste ponto das leis de Hooke, das propriedades de comutacio e distribuigfio

¢ levando-se em conta a simetria do tensor de deformacdes, pode-se mostrar que:

* + *
Oyl =0, 8, =6, O

L =u, o (3.53)

Levando-se em conta a equacgio {3.53) e aplicando-se uma segunda integracio por partes na

equacio (3.52), pode-se escrever:

Lad

54)

[ (o, )d0= [ wo;, 2~ [ w)a0+ [ o )ar (

Para transformar o termo que contém a aceleragBic na equagBo (3.49), as seguintes

identidades podem ser obtidas do calculo matematico:

fé}“(“k”:c )z W u, tu, U, (3.55)
82 * 6 . “ T
5;7{1""“" )mé—i—(ukuk )+u0k i, (3.56)
2 £
————(u&uk)miék U, +V, 8, FU b, (3.57)

5f z
onde ug = tg (x, §) & v = 8y {x, 0).

O termo reciproco da equacio (3.57) € dado por:

Z
Eg;(ukuk V= iilu, Ay, (3.58)

Fica claro que os primeiros termos das equacdes (3.57) e (3.58) sho idénticos, entio:
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A T TR N SR ey (3.59)
Substituindo-se a equacio (3.54) ¢ (3.59) na equagio {3.49), obiém-se:

[laoy, kol Jac+ [l;)ar+ [ pb, o] )ac-

* Y

Lia (ié; By TV My T H U, ~ Y, U b, }d.Q = { (3.60)

. . %  a s
Como foi assumido que o vetor # (X, #) era o deslocamento em outro estade elastodingmico

. * % . ;s =
com tenséo ¢ ¢ forga de volume b, definidos sobre um dominio £2, pode-se escrever entio que:

*

W;j,; - F éé; ==p b, (3.61)

Finalmente, a substituigio da equacio {(3.61) na equacdio (3.60) leva a expressio
matematica do teorema da reciprocidade entre dois estados elastodinimicos. Portanto, a seguints

relacfio de reciprocidade pode ser escrita:

i{tigu;)df-é- Lp(bk u, vu, u, +vgku;)dﬁ =

= i(x;uk )df—!— Lp {b; U, UL, YV, )dg (3.62)

sendo que os termos de deslocamentos, esforcos de superficie, forcas de volume, deslocamentos
iniciais e velocidades iniciais do primeiro estado s¥o denotados por u, #, b, ug e v,

. . . ® & * * &
respectivamente. Os termos do segundo estado sio representados poru , ¢, b ,u gev ,

Se os dois estados elastodindmicos tem a mesma frequéncia natural @ e sio harménicos no
tempo, os produtos de convoluciio da equaciio (3.62) s¢ transformam em produtos escalares
(Domingues, 1993). Também, se os valores das condigbes iniciais s¥c os mesmos valores do
estado constante, os termos que representam as condigbes iniciais de ambos os lados da equacio
(3.62) tornam-se idénticos. Entfio, a relagio de reciprocidade para o estado elastodindmico
harmdnico no tempo de mesma frequéncia, pode ser escrite da seguinte forma:
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[toupdl+ [ pb u dQ= {1, u dU+ [ pb; u, 4O (3.63)

sendo que as varidveis ay, s, by, # &, ¥ 4 © b 4 assumem valores reais ou complexos que dependern

de x e da frequéncia natural @
A representacBo integral do deslocamento u de um ponto { de wm estado elastodinidmico
harménice no tempo € obtido da equacdo (3.63). Primeiramente, assume-se que o segundo estado

é a solucgdo fundamental para um carregamento unitério harmoénico no tempo aplicado ao longe

de uma direcio j do ponto 7, ou seja:
P =Arp, (3.64)

sendo 4 {7} 2 fungéo delta de Dirac ¢ r a disténcia do ponto i.

Aplicando-se a equacio (3.64) no tltimo termo da integral de dominio da equaco (3.63),

pode-se escrever que:
[ pbiu, d0= Ld{r)uk 5, dQ2=u (3.65)
Considerando-se a egnacio (3.65), a equaco (3.63) pode ser escrita da seguinte forma:
Wi+ (G, dl=[w,,dl + [, pb, d0 (3.66)

A egquac3o (3.66) € a representacio integral do deslocamento em qualquer ponto interno ac
dominic £2 em termos dos valores de contorno uy € #, das forcas de volume e das solugdes
fundamentais conhecidas. Esta equagfio € valida em qualquer ponto ¢ onde o ponto de
carregamento € aplicado. Na auséncia de forgas de volume, a representagic integral de

deslocamentos dos pontos internes, € dada por:



wy+ [ ow dr=[u), ¢, ar (3.67)

A equagBio (3.67) calcula os deslocamentos em gualquer ponto interno uma vez que 08
deslocamentos e forgas de superficie do contorno sejam conhecidos. Consequentemente, somente
quando os valores de contomo forem determinados os valores dos pontos internos podem ser
encontrados. Como esta equagio ¢ valida em qualquer ponto do dominio €2 incluindo o contorno
I’ uma equago integral de contorno pode ser obtida levando-se 2 mesma para o contorno. Para
transformar a equagdo (3.67) numa relagiio com apenas valores do contomo & necessirio um
artificio. Assurnindo-se que o contomo ¢ suave, acrescenta-se 20 dominio uma peguena regido,

de raio ¢, com seu centro sobre o ponto /, conforme mostrz a Figura 3.2

Figura 3.2 Acréscimo de um dominio infinitesimal,

Tomando o limite ou seja, fazendo-se o raic @ se aproximar de zero, existem dois tipos de
integrais de contorno na equacdo (3.67) a serem consideradas. Considerando-se inicialmente 2
integral de contorne do lado direito desta equacio e escrevendo 2 mesma em fungio do contorno

Ip, obtém-se:

j; wy t, dI = Ilim { Lﬁw oyt dr}wim { L ] w, t, df} (3.68)

g—4 ol

O primeiro termo do lado direito da equaco (3.68) é convertido em um valor principal de

Cauchy sobre o contorno I quando ¢ —» 0. G segundo termo pode ser escrito da seguinte forma:

.
t lim { [ w0 drji (3.69)

o8
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Analisando a eguacio {3.69), pode-se observar gue a solucio fundamental do deslocamento
¢ da ordem de In @ Conseguentemente a integral de contorno desta equaglo produzird como
resultado ¢. Portanto, quando ¢ tende a zero, 2 equacio (3.69) tem 0 mesmo comportamento, ou

seja
fim s | ) 4Ty =0 (3.70)
e |y }

Considerando-se este desenvolvimento, pode-se concluir que as integrais analisadas nfo
sio afetadas por nenhuma singularidade no ponto {. Entretanto, a integral do lado esquerdo da
equagio (3.67), descreve um comportamento diferente. No limite, esta integral pode ser escrita da

seguinte forma:

15w, A = Eim { [ tm df“}+l’im { [ df} (3.71)

gt RS ]

A primeira integral do lado direito da equaco (3.71) pode ser entendida como sendo um
valor principal de Cauchy sobre o contomo [, quando @ — 0. O limite da segunda integral pode

ser escrito da seguinte forma:

lim {i_ £ 1, d.l"}: ul lim {j} £ d}”’} (3.72)

g8 @—8

Pode-se observar agora que a solucfio fundamental dos esforgos de superficie ¢ 4 sio da
ordem de I/p, enquanto que os termos resultantes da integracfo sobre o contorno da regifio
acrescida sio da ordem de @ Como conseqiiéncia, a equaglio integral (3.72) nfio desaparece
quando @ —» 0. A substituigio nessa equagio da solucdo fundamental t*jk, equacdes (3.40), (3.42),

(3.46) e (3.47) e tarnbém a integragBo sobre o contorno Iy, apresenta o seguinte resultado:

lim { [ 6w d_r} =—§5ﬁ (3.73)

@
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O lado esquerdo da equacdio (3.71) pode ser escrita no limite como sendo,
o i i * z £ 5 »’?
[ e AT ==, = [ £pmar -5 (3.74)

onde as integrais sobre o contorno J"s80 entendidas no sentide do Valor Principal de Cauchy.

Finalmente, a equacfo integral (3.67) para pontos do contorno se transforma em:
chui+ [ 6y u, dl = [#t ar (3.75)

onde ¢y ¢ uma matriz de valores constantes e depende apenas da geometria do contorno.

A equacdo integral de contorno (3.75) permite a resolug@ic de problemas gerais da
elastodinfmica estaciondria. Esta equacio & idéntica ao problema elastostatico, exceto pelas

solugbes fundamentais.

3.4 Equacdes basicas da dindmica estaciongria de placas finas

Esta segdio trata da obtencho das equacBes diferenciais de movimento da dinfmica
estaciondria de placas finas através do equilfbrio dindmico de um elemento infinitesimal de placa
(Figura 2.7, Capitulo 2), sujeito agora a um dado carregamento dinimico e esforcos de momento

fletor e for¢a cortante.
3.4.1 Hipdteses basicas

Seguindo as bases da teoria clissica de Kirchhoff (1850), assume-se para o problema
dinémico estaciondrio de placas finas as mesmas hipSteses apresentadas na se¢iio 2.5 do Capitulo
2. Contudo, semelhantemente o caso elastodindmico estacionario, os problemas dinfdmicos de

placa fina, harménicos no tempo, também apresentam o seguinte COMpOriamento:
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1)) Neste tipo de problema, as variaveis dependentes do tempo variam harmonicamente

na formma de sen ot ou cos ot

if) Sob condiches de contorno homogéneas, uma regifio eldstica bidimensional, no caso

a placa, oscila harmonicamente de acordo com a fregiiéncia natural do sistema.

3.4.2 Equaches constifutivas

Fazendo-se o equilibrio dinmico do elemento infinitesimal de placa da Figura 2.7, deve-se
observar agora que existem trés equacles do movimento a serem aplicadas para as forgas,
contudo, somente aguela relacionada 3 direcBo x; nfio € tmvial. Em contrapartida, das trés
equacdes do movimenio a serem aplicadas para os momentos, aquela relacionada ao eixo x; vale

zero. As trés equacles do movimento remanescentes, sio dadas por:

o 7
-0, +[Qu e dx}dx - Q.ds, {Qﬂ +—gﬁdx2]dx;
x, ox,
+gdc,de, = phdc,dc,w (3.76)
( oM M
LM.}‘}E + axzz ‘ixejdxz ’_Mzzdx: +M}2dx2 “(Mzz + 4 de dxz
z I
— Oy dxdx, =0 (3.77)
oM oM
(Mu'i"fémi{"dxf]dxz“Mudxz’!"[Mﬂ'* = ‘ixz]‘ixz"Mzzﬂf
N X 5 3
~Q,, dx,dx, =0 (3.78)

onde w = w (x;, X2, #) € 0 deslocamento transversal na direcfio x; da placa, p ¢ a densidade de
massa, # € a espessura uniforme, g = g (x;, X3, ) é 0 carregamento dinfmico na direciio x3 da
placa e W = W (x;, X, f) representa a segunda derivada do deslocamento transversal w em

relac8o ao tempo 7.
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Os deslocamentos wixy, xz, ¢} que aparecem na equacho (3.76) representam o deslocamento
do plano meédio da placa. Na seqiiéneia, pode-se notar gue os efeitos que dizem respeito a inéreia
rotatéria foram negligenciados nas equagbes dos momentos (3.77) e (3.78). Da mesma forma,
foram negligenciadas as contribuices de ordem superior para os momentos advindos do
carregamento dindmico g. Assim, cancelando convenientemente os termos e escrevendo na forma

indicial, as equacdes do movimento se reduzem a-

%S +g=phw (3.79)
oM .

T E g =9 .

e g, (i=1,2) (3.80)

7

Considerando-se a simetria do tensor dos momentos (M) = My), derivando-se as forcas
cortantes nas equagdes de equilibrio (3.80) e substituindo-se as mesmas em (3.793, obtém-se umas

equacdo diferencial em termos dos momentos fletores:

7°M, . .
T — = w -
Geax, ©F @j=1,2) (3.81)

A equaglo diferencial em termos de momentos fletores (3.81), relacionada com os

deslocamentos transversais w da placa, & dada por:
. S L G,i=1,2) (3.82)

A equacho (3.82), expressa em funcio dos deslocamentos transversais w, representa a
equagdo diferencial de movimento de uma placa fina sujeita 2 um carregamento dindmico g. Esta

equagio € normalmente escrita em sua forma implicita:
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‘i;?z(‘vzw} +fi§-§sf*z§— (3.83)
D
O Laplaciano do Laplaciano, chamado operador biharmdnico, € dado por
vi=viF?) (3.84)
3.4.3 CondicBes iniciais e de coniorno

As condicBes iniciais de um problema dinmico estaciondrio de placas finas s3o definidas

em um dominio £2 para um tempo ¢ =0, ou seja:

owlx, 0} _ ow,, {x}

wlx,0)=w,(x) e ! (3.85)
on on

w(x, 0)=1,(x) e o, @L@wf(x} (3.86)
on on

As condicdes de contorno a serem adotadas para o problema dinfmico estacionario de
placas finas, no caso de vinculagdes cléssicas ¢ um sistema genérico de coordenadas como o da

Figura 2.8, sdo idénticas aquelas apresentadas no Capitulo 2 para o problema estatico.
3.4.4 Eqguacbes constitutivas em coordenadas cilindricas

Pode-se definir novamente as expressdes de momento fletor M, momento torgor My, e

forga cortante equivalente ¥, definidas no sistema de coordenadas (ns) (Capftule 2) em um

sistema de coordenadas cilindricas (rg ), conforme mostra a Figura 3.3.



X2 4

By
3] |-‘ \m !

|

Xy

Figura 3.3 Relacionamento entrs os sistemas de coordenadas.

Denotando-se por £ o sngulo formado entre 2 diregdo radial e o vetor normal a0 contorno,
tem-se que B =& - & . A partir desta defini¢io e considerando w em funclo das coordenadas

cilindricas mostradas na Figura 3.3, pode-se escrever que:

3 7
D Fow 1 Ow - S iow =
Mﬂ =E{M(E+V) W'r(g V)[Lr & °’1‘*"°“ 5;?}60325“25;(;6_5“}38%2'& }(3.87}
DI-v)|[1aw 1&w &w 1ow —
M, =-"X g2 2T 28+2— 2 3.88
s 2 {[r & P o6° &’ Jse A 5r[r aﬁ]m ﬁ} -

Desde que o momento torgor M, dependa do angulo £ (ou &), como também de 7 e

6 (ou x; e x3), pode-se observar que a derivada da tangenie ao contorno contém termos
adicionais. Sendo assim, /R é a2 curvatura em um ponto regular do contorno da placa.
Consequentemente, adotando-se como convenc3o de sinal que urmna curvatura negativa indica que

o centro de curvatura esta sobre ¢ vetor normal para fora, pode-se escrever que:

da

Fi
—— 3.89
ids R ( )
4B 1 _cosf (3.90)
ds R 7
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A expressio para a forga cortante equivalente, em coordenadas cilindricas, ¢ dada por:

_ . -
v, = »@i?‘?w—ri(i&?m—jzz%m | E{:‘mﬁ
] dr ri 08 op ]
T = i
IR UNCI VI Poy INE S (3.91)
r df or | ap

3.4.5 Solucio fandamental

A utilizacBo de equagdes integrais, para a solugio do problema dinfmico estacionaric de
placas finas, implica na necessidade do estudo de solugBes fundamentais especificas na qual
representem adequadamente o comportamento dinégmico do problema. Entende-se por solugdo
fundamental, a resposta em um ponto genérico x de um dominio, denominado dominio
fundamental, causada pela aplicagiic de uma carga unitéria em outro ponto £ deste dominio
(Figura 3.4). Em geral, ¢ considerado como dominio fundamental o dominio infinito. A carga

unitria aplicada é normalmente representada pela fungfo delta de Dirac 4 (£, x).

X3

A&

7

X1

Figura 3.4 Resposta em x devido a uma distribuicio delta de Dirac A& x).

Para a obtenciio da solugio fundamental da dinfmica estacionaria de placas finas, adota-se

um sistema de coordenadas cilindricas de origem no ponto £ conforme mostra a Figura 3.5.



Figura 3.5 Ponto de carregamento £e de deslocarnento x.

A solugBo fundamental em questdo, denotada por w', & obtida com & resoluclo da equacio
diferencial de movimento da placa {equagio 3.85) para todos os pontos do dominic fundamental,
exceto no ponto de carregamento. Com base na teoria cldssica de pequenas deformacfes, a

equacglo (3.85) pode ser escrita da seguinte forma:
. o g‘
viéiw' 4 P &
W > W D (3.92)

Considerando-se a hip6tese de que o carregamento g varia exponencialmente com o tempo,
ou sgja, movimento periédico € harménico, conclui-se que o deslocamento w’ também varia com

o tempo, 1sto &:

g (x,,x,,1)= glx,,x,)exp [iwe] (3.93)

wilx,,x,,t)=wlx,,x, ep o] (3.94)

onde g (x7, Xz) e w (x;, x7) s3o as amplitudes de carregamento ¢ deslocamento, respectivaments e

@ ¢ a frequéncia de vibraggo,

Substituindo-se as equagBes (2.93) e (3.94) em (3.92), obtém-se:
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v U . 1
W 3w D {3.95}
onde

gt = LS (3.96)

A solugio fundamental w =w (£ x)da equacio (3.95) é definida por:
Viw —piw = -4(,x) (3.97)

onde A& x) é a funcio delta de Dirac e representa o deslocamento no ponto x de uma placa

infinita, devido a um carTegamento unitirio concentrado no ponto &

De acordo com Vivoli £ Filippi (1974), Niwa et. al. {1981) ¢ Beskos (1991}, 2 solugdo da

equagdo (3.97) tem a forma:

W' = —?i—;{H Oey- H O] (3.98)
7

ou

*

w' = —iC,J,(nr)+ C,Y,[5r)+ C,K,(yr) (3.99)

LOIT

F= {[xz (x}_x.?{g)l 4 [xz(x)“ X7 (é}} Z}é (3.100)

C, = (3.101)

C, = (3.102)




sendo que o termo H,” representa a funglo de Hankel de ordem zero e primeiro tipo, 0s termos
Jp © ¥p representam as fungBes de Bessel de ordem zero e primeiro ¢ segunde tipo,
respectivamente. O termo K, representa a fimgo modificada de Bessel de ordem zero o segundo

tipo e i = V1.

As solugbes fundamentais (3.98) e (3.99) satisfazem 2 condigéo de radiacio de Sommerfeld

no infinito (Vivoll € Filippi, 1974; Beskos, 1991), 1sto &:

. N
lim (5;’;" ~igw' | = 0 %) (3.103)
A condig80 de radiagho de Sommerfeld leva em conta que somente 35 ondas emitidas sstio

presentes em uma placa infinita (Vivoli & Filippi, 1974).

A partir da solugho fundamental (3.99), sio obtidos os deslocamentos e esforcos em um
ponto x generico do dominio fundamental. Especificamente, as componentes de momento fletor,
a derivada do deslocamento transversal e a forca cortante equivalente, referidas a um sistema de
coordenadas localizado no ponto x (Figura 3.5), sio determinadas a partir da equag8o (3.99), da

seguinte forma (Vivolig Filippi, 1974; Niwa et. al., 1981; Beskos, 1991):

Sw’ _ _
--—-—-——~; miC}:‘?J}'{?}?)CQS ﬁ —-??[CEYI<???)+ CZK"(T??‘)]C&S ﬂ (3104)

M m—z‘{(j’z ?iﬁ—%ﬁh(]mv)cas Zg}nzjg(?;r)—CEEW(‘?*V)&;(@WS 25}

T?{ 7;2{}+v+(1-v)cos Zﬁ}[C}YQ (pr)-C, K, ()]

~ 291 - v}f- [Czyj (mr)+ C.K, (@r}jcos 25 }» (3.105)
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D(1-v)

1 -
M. =iC, {nzef@{nr}—‘?n{i@}sm 28
¥

2
ﬁ(i v) j n’ [C,¥, )~ €, K, ()]

~220e.2, )+ ., )] psen 25 .106)

VvV =iC B{ J {?;r)}—?j cas,5+ { )senZE sen;);-é-

“

2?]{1*1}) cos3pB B casZE\]
r 7 R

| 2L L ple5, ), Greos B

40

+B(§w){” [c,v,(p)-C.K (z;r)} Z1lc,¥,(gr)+ €K (gr)lcos 35 }

-p(1- v){-—* C.¥,(p)-C,K (m}} {c Y,(gr)+ C,K ,(nr)jcos 28 }

3 E(I*v)

> 7’ lc, ¥, (nr)-C K (nr)]sen 28 sen (3.107)

onde J; ¢ ¥, representam as fungbes de Bessel de ordem zero ¢ primeiro ¢ segtmdo' tipo,
respectivamente, J; ¢ ¥; representam as fungdes de Bessel de ordem um ¢ primeiro e segundo
tipo, respectivamente. Os termos Kj e K; representam as funcSes modificadas de Bessel de ordem

zero e um e segundo tipo, I/R denota a curvatura em um ponto regular do contorno e § = ¥1.0

sngulo f ¢ definido de acordo com a Figura 3.5, assim:
cos f = 7. (3.108)

sen B = —F.5 (3.109)

-
onde 7 € um versor associado ao vetor £x e,
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cos 2 =cos ° f ~sen* f (3.110)

sen 25 = 2 sen Bcos B {3111

cos 3B =cos* F —~ 3cos B sen’ f (3.112)

Também existe interesse especial em determinar 2 solucio fundamental da derivada do
deslocamento fundamental e as respectivas derivadas dos estorgos fundamentais em relacio 4 um

sistema de coordenadas (mu) definido no ponto x, conforme mostra a Figura 3.6.

Figura 3.6 Sistema de coordenadas mu com origem no ponto de deslocamento x,

A express3o para a solugio fundamental da derivada do deslocamento fundamental, em

relac8o 4 coordenada m da Figura 3.6, é dada por {Beskos, 1991):

—ai(w* J=-ic,J, (r)eos® + C,¥,(mr)eos B + C,K ,(nr)eos @ (3.113)
iz

€ para a rotacéo,

_(%J =i C, [qgg (7r)cos B cos B - f{m@ cosF - B )]

+7[C, ¥, (ar)- C, K, (yr)]cos 7 cos B
—é[ﬁui’; (g7 )+ C,K (g7 )]cos(7 - B) (3.114)
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As respectivas derivadas dos esforgos fundamentais em relac®io & coordenada m da Figura

3.6, sio dadas por:

{M \Pﬂﬂzﬁ' ﬁ{ 4 {W)L%GGS%@&*V*(} v}cas;?ﬁ} (’i V}ms(@ 2,8\?J

O

""‘(} VE?? 6(}? >€@§{§”2§}E’§"§§2 {Czyz(???}*gzﬁz(???)}“

el7+v+{I-v)cos 2B |cos 5+ D(1 —v){ij} [C.v, ()~ C,K, ()]

”;;{CEYI (rr)+ C,K ()] ;rrﬂs{é"-—éﬂ (3.115)
J

J

;{M:,)miC,B(E-y){ ?;r}twcosepsenzﬁn—msemp Zﬁj n
Lyl

___P;(%:ﬂq? [C,¥,(nr)-C,K (gr)|cos T sen 28

+D(1 wV){g €%, (or)- C:Ka(ﬂr}l*fgiaﬁi (7r)+ C.K, (e )] sen{@ - 2) } (3.116)

é(&’;): ~iC, B{ Jﬁ(qr)L 7’ (casg)cosﬁ+( zv)cos@senz,@ seng\)

—s~(i—V{cas(5~3ﬁ)m%cas(aw2§)} }-J‘,(;gr)[%z—( ~coslg - B)

+E—§E)(cas(@*—3§}+ sen("q")"w.?E)sen B +cos 3P cos g_r) }

(- v)cos(p - 2B) }}

.,..__._(1 v)cos@ cos 28 - (Ir v)cm’(?’ 3ﬂ)

+ D7y’ {C;Yg{?;r}—i— Cng{?yr)](ws Pcos B+ (I ;V)ws 7 sen 2 sen ﬁ\}
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2
+@?g

(€%, )= C.E (pr)]| —coslf - B)+ {coss& - 35 )senlp - 2B )senF

2

_ Ewé »@g i{? Yy {ﬁ?} C.K, {rgr)}[{i v jcos B cos Z‘ﬁj

+ CO8 3§ o8 P j
3D -9{ L (€1, )~ K, )2 0,7, r ) €, K, o - 35)

- ‘2'@(3 - V){?gg égf‘yvﬁ {???)m C.K, {??r}}” ";% {Czyz @r)“é" C.K, {???}] COS{@ - 23)}
(3.117

onde novamente Jp ¢ ¥p representam as funcdes de Bessel de ordem zero e primeiro ¢ segundo
tipo. Jy e ¥; representam as funcdes de Bessel de ordem um e primeiro ¢ segundo tipo. Os termos

&y e K; representam as fungBes modificadas de Bessel de ordem zero e um e segundo tipo e

i=%1.0O ingulo ¢ € definido de acordo com & Figura 3.6, entio:

S ¢ = F.h (3.118)
sen § = —F.i (3.119)

-
sendo F € um versor associado ao vetor £x e,

cos {é*w F}m cos §.cos f + sen ¢ .sen S5 {3.120)
cos(?~2§)mcos $ .co B + 2.cos B . sen J.senﬁ.
—sen ¢ .cos ° § (3.121)

cos (@5_—35}m cos ¢ .cos° B + 3.cos * B.sen § .sen B

~3¢0s §.cos B.sen’ J ~sen ¢ .sen ° g (3.122)

sen (g_é_*?ﬁ_)= cos * B.sen § — 2.cos § .cos F.sen §

~ sern § .sen B (3.123)
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3.5 Equagdes integrais da dinimica estacionaria de placas finas

Hsta secdo fem a intenglo de descrever uma equaglo integral para o problema dindmico
sstacionario de placas finas. Das hipéteses formuladas para a resolugio da equagio diferencial da
dinimica estaciondria de placas finas, pode-se observar que z forma estdtica da equagio
diferencial (3.95) sugere que uma representacio integral para este problema pode ser faciimente
encontrada com a aplicacio da identidade de Rayleigh-Green. Esta identidade ¢ uma relagio
reciproca entre dois estados elastostaticos em uma placa com Ne cantos, conforme descrito por

Stern (1978) e Paiva (1987), para problemas estaticos de placa.

Na Figura 3.7, considera-se uma placa de dominio finito {2 2 contorne £ contida em outra
de dominio infinito {2, ¢ contorno [, A placa finita estd submehda 2 um carregamento g

distribuido em uma 4rea {Z,.

Figura 3.7 Placa finita contida em uma placa infinita,

Desta forma, s3o identificados dois estados de tensio o e ¢, com seus respectivos estados

de deformacio £ ¢ £. Consequentemente, os dois estados estfo associados aos deslocamentos

- * . -
transversais w e w , resultando da seguinte equagio:

D;[(w'véw"wV”w*)d.Qm B{(V:w——M; ngF+§R;wci +§g*w 40 =

a2 r =1

* ﬁvﬂ Nt * ®
j‘{vn w' - M, %ﬁ}df + ; R w, + ﬂjg w'di2, (3.124)

r

z



sende que o indice “* denota soluclo fundamental, N, é o nimero total de cantos, w o
deslocamento transversal, Sw/éh a rotacdo, ¥, o esforgo cortante equivalente, M, o momento
fletor, Ry a reag3o de canto, £ o carregamento ¢ wy 0 deslocamento transversal do canto § da

placa.

Figura 3.8 Canto { do contorno da placa.

A reaglo de canto Ry, pode ser escrita 2 partir dos momentos torgores anterior e posterior

a0 canto da placa, conforme mostra a Figura 3.8, ou seja:
'Rcz' = M;si - M;si (3125)

sendo, M ,; e M, os momentos volventes posterior e anterior ao canto { da placa,

respectivamente.

Lembrando-se de uma propriedade da funclio delta de Dirac, 4 (£,x), pode-se escrever que:

[w(x)a@, x)aa =w) (3.126)

Agora, supondo-se que o carregamento g seja uma carga concentrada unitaria aplicada em
um ponto £ do dominio da placa, tomando-se como func#o ponderadora a solucic fundamental e
aplicando o resultado encontrado em (3.126), pode-se escrever a equagho (3.124) da seguinte

forma:
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w{5}+ éf[y; {f,x}w{x)«» gW:(é,x)%{x}]df(x)%ég R, {§§x€ )Wcs' (xc} =

éﬂﬂ {x)w* (§§x}w M, ix}éw* {ﬁfx}jdf(x}%— é% R, {xr}w; (g,xc}ﬁ,-

br

¥ éﬂjgg,»:)w'(g,x}mg(x) (3.127)

A equagfo (3.127) representa uma equagho integral de placas para deslocamentos em
pontos do dominio da placa. Esta equacio fornece deslocamentos em todos 0s pontos do dominic
a partir das varidveis conhecidas do contorno tais como, forga corfante equivalente (V3),
momento de flex¥o na direcio normal (M), reaco de canto (.}, deslocamento transversal (w) e

rotacio em relacho & normal (Sw/dn).

Para transformar 2 equacio (3.127), numa relagdo com apenas valores de contorno €
necesséric um artificio. Paiva (1987) comsiderou para wm canto genérico um acréscimo no
dominio do contorno circular, de raio & cujo centro coincide com o vértice deste canto, como
mostra a Figura 3.9. Assim, acrescenta-se ao dominio uma pequena regio £ de modo que o

novo dominio seja dado por £2¢ £2; com um contorno I+ I - r

Figura 3.9 Contorno circular acrescentado 2 um canto da placa.

Fazendo-se com que o ponto de aplicagfio da carga £ coincida com o vértice do canto, a
equacdio (3.127) & satisfeita, j4 que £ pertence a0 novo dominio. O dominio modificado gera os

cantos A" ¢ A” ¢ sua integral para o ponto & através de wm processo limite, torna-se:
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M) [ - 1D Z @i+ LS R e e ) -
S € e+ L3 e )

+é~ gg(XEW*{f,x}szg (x} (3.128)

Na equacio (3.128), o termo (Y est4 relacionado a0 é&ngulo interno do canto da placa £,

com isso pode-se concluir que:

(1, ¢eq
)1 L ger (3.129)
EQ, selonr)

As variavels de contorno da equacfo (3.128) s¥o os deslocamentos wix) e Sv(x)/dn e os
esforcos Mafx} ¢ Vifx), além da reaciio de canto R.{x). Em funcfo da vinculagio do contomno da
placa, alguns valores sio conhecidos e outros ndo. Voltando 2 secdo anterior, uma das
alternativas possiveis para a determinagiio dos valores desconhecidos & escrever também z
equacio integral correspondente & derivada do deslocamento w em relagdo 4 coordenada myg de
um sistema de coordenadas genérico (mg, u,) ¢ de origem em ¢ (ver Figura 3.6). Esta equacio é

obtida a partir de (3.127) e € dada por:

e [ Z - 22 ] er s 3 e o) -
f:é ;f[" OF )1 (x)———{_(g,x)ﬂdr(x%—zm ()22 6,5 )+

1
A

) (3.130)
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O processo limite da equagio (3.130) para o contomo, resulta em duas equagBes integrais
para a derivada do deslocamento em relacio is duas normais anterior € posterior ao canto da
placa (Figura 3.9). Cada uma dessas equagBes sfo escritas para 08 pontios anterior e posterior ao

canto, sendo dadas por

22;: a ) - W€x}§ )—- (x} jdf{x}+
23 éﬂg 2 Jo e )= @] j‘[ x)mﬁf”(x}%{%{é, @ﬂy%
+é§£d {xc}?;% {5,xc)+éﬂj; g{x}%igﬁ)ms () (3.131)

po (@)ﬁ "?‘W{g) o

() mle)]- 2 <¢yx)m(x)}dr<x)+

F

& OR,, ; .
+é§5§f‘(§:xcﬁwa(xc}——w(§)]ggj!‘iiynix)g%(g’

ai (%(ﬁ,x)ﬂdf(x)-f

x)de2,{x) (3.132)

1& Bw, 1 ow’
%ggga(xc)anz <§’x‘)+DQ{g(X o,

Do resultado apresentado pelas equactes (3.131) e (3.132), cumpre observar que a derivada
da solugdo fundamental ¢ outra solugio fundamental (Tottenham, 1979), agora para um momento
unitario aplicado no ponte & Neste sentido, da condic@io de equilibrio vertical, pode-se escrever
que a forga cortante equivalente e as reacBes de canto da placa para um momento unitario

aplicado no ponto &, apresentam a seguinte configuraco:

1 &R,
LI ¢ ar()e L3 Rege, ) = (3.133)
r (fz} x-1 (7.2}
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Considerando-se a equagio (3.133), que w8 é um deslocamento de corpo rigido e,
portanto, uma constante, pode-se escrever novamente as duas equacdes integrais para a derivada

do deslocamento em relaglio 4s duas normais anterior e posterior ao canto da placa, ou seja:

-

92 (x) éfgr{;;%

B, ow

e Er s 8. 220 L[ 2
L3

)= L ﬁ OZ .5} (x>m[m€f»x Edﬁfx%

D) 2 @i G -€ a6 e
i Fear )4 | 2 ol 2 €22 ar )
LS e o)L j{v (gm0 2 ) ar o)

%iz;mx P (gx )+ 2 j’g(x 26 5)an, (2) (3.133)

Para o caso particular de pontos do contorno com uma finica tangente, 1sto €, com um Unico

vetor normal, o valor do &ngulo interno £, ¢ igual 2 e, assim, as equacdes (3.134) e (3.135) se

reduzem a uma Unica equacgio, dada por:

C(é)jfl(é)%-%é—ﬂ%:—fl o ()- 2, )2 xgjﬁ-w

1 & 8R
+_

)= [ OB ) .0 2 e ar o)

x)ds2, (x) (3.136)

1& Bw ., 1
LRI |

onde neste caso {(& vale %4,
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Portanto, para urn ponto de canio, a formulagio integral de contorno do problerna dinémico
estacionério de placas finas consiste na aplicac3o de trés equagdes integrais 3.128, 3.134 ¢ 3.135.
Para um ponto suave <lo contorno, entretanto, o problema consiste na aplicacio de apenas duas
equaghes integrais 3.128 e 3.135. Para um ponto que nio perienga 20 dominic ¢ também 20
contorno o problema consiste novamente na aplicago de apenas duas equagbes integrais 3.128 ¢
3.135. Quira possibilidade & escrever apenas uma das equacgBes anteriorss para dois pontos
distintos, nfo pertencentes ac dominio. Westes casos, o primeiro termo destas equagBes infegrais

s8o nlos.
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CAPITULO 4

Implementacdo do Método dos Elementos de Contorno
aplicado a Formulacdo Estitica e Dindmica
Estaciondria da Elasticidade 2D e Flexdo de Placas
Finas

4.1 Introducio

Este capitulo é dedicado ao estudo e aplicacfio do Método Direto dos Elementos de
Contorno (MEC) em problemas estaticos ¢ dinfmicos estacionarios envolvendoe a elasticidade
linear bidimensional (estados planos) e a flexfo de placas finas. Na implementacio do MEC, as
equagbes integrais que descrevem os problemas citades s8o transformadas em equagdes
algébricas através da discretizago do contorno em elementos de contorno. As variaveis fisicas do
problema sio aproximadas pelas varidveis nodais do elemento, sendo ponderadas por fungdes de
interpolagiio previamente escolhidas. Um sistema algébrico pode ser obtido aplicando-se as
equaces integrais em todos os nés associados aos elementos de contorno. Com a imposigie das
condicBes de contorne do problema, estas equaces algébricas produzem um sistema de equagdes
lineares que, resolvido, permite determinar genericamente valores de deslocamentos ¢ esforgos

em nds definidos do contorno, e também em pontos do dominio.



De acordo com cada formulagio apresentada, foram resclvidos alguns exernplos numéricos
de problemas estaticos ¢ dindmicos estaciondrios envolvendo a elasticidade Linear bidimensional

(Estado Plano) e a flex3o de Placas finas, no sentido validar a técnica de contomo aplicada.

4.2 Implementacfio do Métods dos Elementos de Contorno

De maneira generalizada, nesta secio & feita a discretizagio do contorno, afravés de

elementos de contorno, dos problemas estaticos & dindmicos estacionarios da elasticidade 2D e da

flexgo de placas finas.
4.2.1 Discretizacio do contorno

Seja o dominio €2 uma regifio elastica regular bidimensional com um contorno 7, conforme
mostra a Figura 4.1. Esta regifio foi aproximada por um numero finito de segmentos 7; escolhidos
de modo a representar, da melhor maneira possivel, o contorno real do problema. Aos pontos
extremos de cada um dos segmentos da-se o nome de més. Se estes segmentos sfo lineares, ou
podem ser aproximados por trechos lineares, os mesmos podem ter sua geomeiria descrita por
uma funcdo de interpolacio das coordenadas dos nés. Aos segmentos aproximados por fungbes

de interpolagfo, da-se o nome de elementos de contorno,

¥

Figura 4.1 Dominio bidimensional dividido em elementos de contorno.
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4.2.2 Flemenios de coniorno

Como os elementos de contorno definem a geometria de um dado problema, tanto os
deslocarnentos quanto as forgas no contorno podem ser aproximados a partir dos seus valores
nodais da mesma forma que a geometria. Portanto, para cada elemento de contorne [, tanto a
aproximacic da geometria do elemento quanto as variaveis de deslocamento ¢ esforgo de
superficie serfic descritas pela mesma fungfo de interpolagio. A geometria do elemento adotado €
definida pelas coordenadas cartesianas dos seus pontos nodais, sendo ¢ mesmo confiecide como

isoparamétrico (Figura 4.2.), assim
- i
X, =@ x (4.1)
o indice k refere-se as direces 1 ou 2 e o indice j refers-se ao niimero do nd.

A matriz transposta @’ ¢ definida por meic de fungBes de interpolagio lineares ¢

conhecidas como polindmios de Lagrange, assim:
- 2 ; -1 “.2)
¢1"_27“(1—§) 3 ¢z""§m(§‘+§) :

sendo & uma coordenada homogénea admensional que varia entre ~1 <E<1.

4%

e — 1

Xgi

z
bS] Xt

Figura 4.2 Descricio geométrica do elemento linsar.



De forma andlogs, as variaveis de deslocamentos e esforcos sBo expressas através de

fungdes de interpolag3o e valores nodais da seguinte forma:
A
U, =@y (4.3)
.
t, =@ ¢’ (4.4)

As funces aproximadoras estiio diretamente relacionadas com a posigio dos pontos nodais
no elemento. Este posicionamento determina que os elementos sejam continuos ou descontinuos.
Um elemento linear € continuo quando os pontos nodais sio comuns entre os elementos

adjacentes, assumindo nos mesmos valores Gnicos (Fignra 4.3).

' pu
A

AT

Figura 4.3 Elemento linear continuo.

No elemento linear descontinuo (Figura 4.4), os seus pontos nodais s8o definidos nos
extremos do elemento coincidinde com os seus nds geométricos. Entretanto, os pontos de
colocacho onde so calculadas as equacdes integrais sfio deslocados para o interior do elemento.

Hste fato permite a descontinuidade das variiveis entre elementos adjacentes.
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Figura 4.4 Elemento linear descontinuo.

Para representar descontinuidades de deslocamentos e esforgos de superficie, quando so
usados elementos descontinuos, adota-se z estratégia do nd duplo. Esta estratégia se resume na
adogio de dois nés de coordenadas idénticas em locais onde existe uma descontinuidade no
contorno, sendo reposicionados em lugares geométricos diferentes no sentido de eliminar uma
singularidade. A Figura 4.5 apresenta wma descontinuidade no contorno onde 0s nds com as
mesmas coordenadas s&o reposicionados para o interior do elemento adjacente a uma distncia de

Y, do seu comprimento.

Figura 4.5 Definico de no duplo.



4.3 Elementos de contorno para problemas estaticos da elasticidade 2D

Nesta secdo ¢ feita a discretizaciio das equacdes ntegrais de contorno dos problemas

estaticos da elasticidade 2D,
4.3.1 Discretizacfio das equacbes integrais

As representac@es integrais do deslocamento # em um ponto { de um estado estético, sio
definidas pela equagfio (2.51). Os vetores e tensores apresentados por estas equagdes, podem ser

escritos na forma matricial. No caso 2D, os vetores de deslocamentos = esforcos de superficie sio

dados por:

___3(54:‘% LS -
u«t } ; gmifzé (4.5)

., u .t £
u { ; } P =[ff ] 46
#y Uy L In

Generalizadamente, a equacfic (2.51) pode ser escrita da seguinte forma:
cu + iz*u dr = j;_u*t ar + lu bd$2 4.7

sendo, #' o deslocamento do ponto 7 onde o carregamento unitrio é aplicado e & é uma matriz de
dimensdes (2x2) com valores constantes que dependem do tipo de ponto sob consideracgo {ver

equacio 2.52).

Assumindo-se que o contorno do problema é dividido em N, elementos de contorno (Figura

4.1}, a equacdo (4.7) pode ser escrita na forma discretizada, ou seja:
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B ) N o[ 3 .
i ;‘ * i ;‘ - L3 j‘ . &
c'u +Zw;jt¢ifj}u _Z%Lﬁdﬁ.}z + [ubd 2 (4.8)
Fui J j=Ix 4
sendo que as integrais de contorno foram escritas como uma somatéria de integrais 2o longo dos
elementos. Os termos e ¥ ¢ £/ representam, respectivamente, os deslocamentos e esforcos de
superficie do né j. Estas varidveis nodais foram levadas para fora das integrais pois, as mesmas

e300 constantes sobre cada elemento.

De acordo com estas definicBes, a equaciio integral de contorne discretizada (4.8) pode
agora ser escrita como sendo,
J'w!t
=1

7

X I's
HE < = i i B -} i, *
clu »yé{jﬁ;}z @d!‘}a = gp{ﬁa Pdr ¢ + [w'bd2 (4.9)
Pode-se simplificar a forma de escrever a equaglo (4.9) introduzindo-se os seguintes

{eTmos:

W= fodr, 3 g'={ & @d, (4.10)

i

As integrais ao longo do contorno J; das equacBes (4.10) necessitam ser transformadas
através de uma mudanca de varidvel de J'para umna coordenada homogénea & Esta transformagio

¢ dada por:

ae, ) ()
dT = \/["&"E) +[d§J dé = \J|aé (4.11)

onde | J| & o determinante do jacobiano da transformagio e dx/dE e dxy/d% sho obtidos através da

diferenciaciio da equacio (4.1) em termos de &
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Para o elemento isoparamétrico linear, o determinante do jacobianc da transformacio

assume um valor constante igual 2 metade do comprimento do elemento (J=42), entdo:

T = %dﬁ (4.12)

Desta forma, as equagdes (4.10) passam a ser escritas como sendo:

0= cou, - frola-Llrous e

g=| wod, =[dosa- é‘" IREX5 (4.14)

Considerando-se as definiges apresentadas pela equagiio (4.10}, 2 equac3o (4.9) passa a ser

escrita como sendo:
. . Nc - . Ne . N
clut+ > Bl =3 g% 1 [ubd02 (4.15)
j=i j=1i

A equacBo (4.15) relaciona os valores de # no nd ¢ com os valores de u ¢ ¢ em todos os nés
do contorno, incluindo £. As matrizes kY ¢ g7, de dimensio {2x2), relacionam o né de colocagio i

com o né do elemento de integracio ;.

4.3.2 Equacdes algébricas e montagem do sisterna de equages

A equagdo (4.15) relaciona os deslocamentos de qualquer ponto, no espaco bidimensional
(Figura 4.1), com os valores de forca e deslocamento dos pontos nodais. Aplicando-se um
nimero de pontos ¥ conforme o niimero de incégnitas do contorno, pode-se escrever um sistema
de equagBes relacionando os efeitos de dominio, as forcas e os deslocamentos no contorno, da

seguinte forma:
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[c)u’ +|A l{v}=[6]{T}+ {B) (4.16)

A esquagdc (4.16) representa um conjunto de equagdes que podem ser obtidas, uma para

cada direcdo i. Portanto, com N pontos de colocaglo, gera-se 2V equagBes.

A equagio (4.16) pode ser redefinida de acordo com a aplicaciio das condigbes de contorno
do problema. O processo consiste na movimentagio para o lado esquerdo da equagdo todas as
colunas multiplicadas pelas incégnitas e acumulagio do lade direito os termos correspondentes
de todos os valores obtidos pela multiplicaciic das condigBes de contorno conhecidas. Isto produz

o seguinte sistemna de equagdes:
[4fix}={F} 417

O vetor X representa todos os valores desconhecidos de deslocamento ou esforgo de
superficie. O vetor F contém os efeitos dos deslocamentos e esforgos de superficie prescritos no
contorno e o efeito do carregamento de dominic. A matriz 4 contém os termos das varidveis
incégnitas, que foram obtidos com a troca das colunas das matrizes He G.
4.3.3 Integrais analiticas ¢ numéricas

Na aplicagiio da equagho {4.15) a um ponto do contorno pertencente ao slemento a ser
integrado, foram utilizadas expressdes analiticas para realizar as mtegracbes. As demais

integraces foram feitas numericamente através de quadratura de Gouss.

A Figura 4.6 mostra um elemento de contorno cujo ponto de integracdo situa-se a uma

distancia x de sua extremidade. A integracio da matriz elementar A, para este caso, forna-se:

2 _d-2v B f-x)
['¢,ar= mm—gﬁ{jmv)g{(g x)fn( } 5} (4.18a)

X
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: - (-
g dl = e 2T g (4.18
[¢,ar y { | J } b)

Figura 4.6 Ponto de colocagio sitiado no elemento de contorno {elasticidade 21D).

Sex = 8, obtém-se:

i-2v

[r'g,ar= —m[@m x)in{¢ - x)~ ] (4.18¢)
f g, dl = "ﬁ (4.184)
Se x = £ obtém-se:
g ¢ dr =ﬁ (4.184)
[rg,ar mﬁ [(x)inlx)- ] (4.18¢)

E o caso geral de integracic da matriz elementar g, é dado por:
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w _ I 5 2_ _ I {t~x¥ +2xlt-a) {5 {t-=) \5_ "Efé o 1l
gu ¢, di" = STP CEY] (Y V’ir’kg 8,3 41}{5}3(5{ {£-x) ] f:tz +{f-x) ‘s}
{4.192)
* = 1 ff 2 _ i {e-xfezxlt-x} §p f-x}y f{:ii e \_ﬂ
f w'g,dl” T2 Y ir,i. 408,03 4Vjt§n(x {£-x) ) 5;\ 5 +{0-x)| ,Jf

(4.19b)

As integrais mostradas pelas equagdes (4.18) ¢ {4.19) devem ser avaliadas em termos do

valor principal de Cauchy.

4.3.4 Deslocamentos em ponios infernos

Uma vez conhecidos os deslocamentos ¢ esforcos de superficie no contorno é possivel
calcular os deslocamentos em qualquer ponto de dominio. Os deslocamentos sdo calculados pela

equacgio (4.15), fazendo-se ¢ = I, onde I é a matriz identidade, ent3o:
ut =sz*u ar = j;u*z dr+ {u"bd2 (4.20)

Fazendo-se a discretizacio da equacio (4.20), obtém-se:

u' =~§{i ¢ @dr} u’ =§Z{i u @eﬁ"}fi + [wbd 02 (4.21)
J= J ; 7

2
j=1 i=1

Escrevendo-se a equacdo (4.21) para todos os pontos internos onde se deseja encontrar 0s

deslocamentos, obtém-se:

U=-g | vl+le |ir}+{B) 22)

sendo I/ 0 vetor que contém os deslocamentos nos pontos intemnos, H ¢ G matrizes semelhantes

as aquelas obtidas para os pontes de contorno, U/ ¢ ¥ s#io os vetores gue contém o8 esforgos ©
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deslocamenios do conforno ¢ B € o vetor que contém os efsitos do carregamento de dominio.
Sendo assim, para encontrar os deslocamentos nos pontos internos basta integrar numericamente

a equagdo (4.22) atraveés de wma quadratura gaussiana.

4.3.5 TensDes em pontos infernos e no contorno

O calculo das tensdes infernas pode ser feito através da equacdo integral (2.56). Escrevendo

de forma generalizada, a equagio (2.56) & dada por:

o' =~ [S'udl+ [D'tdr + [D'bd02 (4.23)
r r 2
Fazendo-se a discretizacio da equagio (4.23), obtém-se:

- i{f 5" gwf’ i{} D’ @df}zf + (DT80 (4.24)

gmi

Escrevendo-se a equacio integral (4.24) para todos os pontos internos onde se deseja

encontrar as tensdes, obtém-se:

o =8 | {v}+[6"Jir}+{B | 4.25)

A resolugio da equaglo algébrica (4.25), referentes as integrais mostradas em (4.24), pode
ser feita com o uso da quadratura de Gauss, analogamente ao gue foi descrito nas segdes

anteriorss.

As tensGes na superficie de contorne podem ser calculadas diretamente ou através de

diferencas finitas da forma:
o, =t, (4.26)
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T, = 1: {V’v@”m +2#€ss) (4.28)

sendo, n e s as coordenadas normais e tangenciais ac contorno (Figura 4.1},

Da resolugio do sistema de equagBes obtém-se os esforgos de superficie normais ¢, ¢
tangenciais 7, a0 contorno, de onde sio obtidas as respectivas tensBes. No calculo de o €

necessario encontrar &, Ou s8ia:

Ot

£, =% 4729
s (4.29)

sendo, #, o deslocamento na diregio tangencial que foi obtido da solugHo do sistema de equagdes.

4.4 Flementos de contorno para problemas estaticos
da flexdo de placas finas

Nesta secdo ¢ feita a discretizagio das equagBes integrais de contorno dos problemas

estaticos da flexio de placas finas.

4.4.1 Discretizaciio das equagOes integrais

Para aplicar as equacgBes integrais da estitica de placas finas a problemas fisicos, €
necessario que as mesmas possam ser facilmente explicitadas em um contomo particular, como ¢
da Figura 4.1. Define-se novamente o elemento linear continuo como 2 aproximagio da
geometria do contorno da placa, sendo o mesmo representado pelas coordenadas cartesianas dos
seus pontos nodais (equagio 4.1). Em cada elemento de contorno fj as varidveis s30

aproximadas pelas fungbes de interpolagdo lineares de maneira analoga 3 geometria.
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Os deslocamentos e esforgos na placa sio dados a partir das equacdes (4.3) ¢ (4.4), e podem

ser escritos explicitamente da seguinte forma:

00 0 leey o o)
(a,] s Cl et E i i yr2
” :{ujf:@?ﬁ =2 2 §§5§ E? (4.302)
(%, | g i{zmg} g g?(fﬁwé}!gyﬁ
; .2 2 _;% i’j‘f;’/é
B 1~z
Ol
w}
E
¥ 1/, ] w?
fa"’ifi:%mff(}mg} , S LALUL P (4.300)
A L 1
L Bw?
. On
TJ’
? ; %(Iw@ g é(} + 5) 0 sz
t, = . =@'T] = ; 1 zi? (4.31a)
? 0 ‘2':(}“5} o "“zf“(f“?@) iLTzzJ
2
ou
(;;1
I j L
V. *2:(1—5} 4 5(“5) b w?
M = 1 bi <M1f {4.310)
S0 g 0 Lgag)
2 2 M
a2

Na representagio das descontinuidades de deslocamentos e esforgos na placa, adota-se

novamente a estratégia do né duple.
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4.4.2 Integrais discretizadas

De acordo com 2 equagho integral de flex3o de placas finas para pontos do comtorno,
equagio (2.119), as variaveis relacionadas a este problema séo w, ow/ich, V, e M, e, quando
existem cantos, B, em cada um dos cantos. Independentemente das reagdes de canto R,, sabe-se
gue a partir de condigdes naturais ou essenciais de cada problema, sempre s&o conhecidas duas
das quatro varidveis mencionadas. Das quatro varidveis iniciais resultam duas incégnitas, sendo
necessario a obtenglo de duas equacSes integrais para resolver completamente o problema. Sabe-
s¢ que de uma placa com N nés resultam duas vezes o nimero de nés em incognitas (ZV) além de
uma reagfio de canto R, para cada canto. Aplicando-se a equagio integral (2.119) para os pontos
de contorno em cada um dos nds obtém-se NV equacdes, Para pontos externos ao dominio, onde
tern-se um ponto externo para cada nd de contorno, obtém-se mais IV equacbes. Cada ponto
externo fica posicionado na direcfic normal ao contorno em cada né associado. Discretizando-se
o contorno da placa em N, elementos de contornc ¢ substituindo-se as variaveis por suas
aproximagdes (4.30) e (4.31), a equaglio integral de placas finas para pontos no contorno,

equagio (2.119), pode ser escrita da seguinte forma:

cew §)+Zw j’V (&%), (x}T, - a‘”’* j“M €, x), ()T, +

S R o, (n.) = SV jw &, m) ()T ZMI_{ (&), T +

i=1 j=1 F=I

-3 R G)+ (2 €n i, ) @32)

sendo, | uma variavel que percorre o conforno, Mg uma variavel do dominio, 1, o valor da

varidvel 1 nos cantos e & o ponto onde se aplica a equagio integral.

A forma algébrica das integrais de contorno mostradas na equaclo (4.32) sdo feitas
numericamente para todos os elementos, exceto para os elementos que contém © ponto de
aplicagfo da equagfio integral, onde as mesmas s3o feitas analiticamente. Com este procedimento,

encontram-se 2V equacdes para as varigveis incdgnitas, varidveis conhecidas e reagdes de canto.
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4.4.3 Montagem do sistema de eguacdes

Realizadas as operacSes numéricas das integrais de contorno na equagio {4.32) sobre cada
elemento genérico 7}, somam-se estas influéncias para todos os IV, elementos em todos os nds de

contorno. Desta forma, a equagio (4.32) pode ser escrita da seguinte forma mairicizl:
ow + B U= [cKr}+ (B} (4.33)

Na matriz H ndo simétrica da equagdo (4.33), € necessario acrescentar o deslocamento
correspondente ao ponto do contorno no qual foi aplicada 2 equacio integral. Com este
procedimento, € Impondo-se as condigbes de contorno a todos os nés do contorno da placa, a

equacio (4.33) pode ser escrita da seguinte forma:

[HU}=[clr}+ (B} 434)

Impondo-se as 2V varidveis conhecidas do contorno da placa em (4.34) e apds conveniente
troca de membros das colunas da matrizes elementares H e G, obtém-se um sistema de final de
equacbes AX =F, andlogo ao obtido na segio anterior. Novamente, X ¢ o vetor que contém as
variaveis incognitas, F é o vetor que contém os efeitos dos deslocamentos (deslocamento
transversal e rotagdc normal) e esforcos (esforgo cortante equivalente ¢ momento fletor)
prescritos no contormo e também o valor do carregamento de dominio ¢ A € a matriz que contém

os coeficientes das varidveis incognitas, obtida com a troca das colunas das matrizes He 7.

4.4.4 Iuotegrais analiticas e numéricas
Na aplicagio da equaglio algébrica (4.33) a um ponto do contorno da placa, pertencente ao

elemento 2 ser integrado, foram utilizadas expressdes analiticas para realizar as integracfes. As

demais integracBes foram feitas numericamente atraves de quadratura de Gauss.
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De acordo com o que foi adotado para os elementos continuos e descontinuos, as fungBes
aproximadoras ¢ t&m valor unitirio nas extremidades opostas. A Figura 4.7, mostra um

elemento de contorno cujo ponto de integracfo situa-se a uma distincia x de sua extremidade.

Pay ¥

Figura 4.7 Ponto de colocago no elemento de contorno (placal.

As funcdes aproximadoras, para o ponto de colocaglo mostrado na Figura 4.7 sio dadas

por:
1+ (r<o)
g=4 ° (4.35)
iz—’gx (r>0)
[+
=L (r<o)
g,={ * (4.36)
x;r (r>0)

A partir destas consideragBes, as integrais analiticas da equacdo integral de placas finas
{(4.32), sdo dadas por:

. I v’
fM,,@dr = —w{{(fwx}fiz + A, K1+v)+7} (4.37a)
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2, 1 v’
[ Mg,ar = ”f,;,“d?"t[mf —A, }(zw)+7} (4.37b)

[ve, &g;é TA zjg ‘4‘] (4-382)
[w'g,ar= ‘“gﬁ@[}% XA, «—;EA% (4.38b)
sendo,
A, = (2= x)In{l - x)+ xdn(x)~ 2 (4.39)
A, = § {x‘? [2tn(x )~ 1]~ (0= x) [20n{t - x)~ z}} (4.40)
Ay =X [6tn(x)=5]+ (£~ x) [6 n(e - x)- 5] (4.41)
A, =x"[4In(x)~ 3]~ (¢ - x) [¢In(t - x) - 3] (4.42)

As integrais analiticas ¥, e w/dh relacionadas com as fungdes aproximadoras ¢ € ¢ sdo
nulas. Nos casos em que a coordenada x vale zero ou # podern ser tratados assumindo-se valores

nulos nas equagdes (4.39) a (4.42) para os respectivos logaritmos, in (x) € In (£x), para cada caso

individual.

4.4.5 Deslocamentos e curvaturas em pontos internos

Uma vez determinados os deslocamentos e esforgos no contormno através da solucio do
sistema de equagSes final € possivel calcular os deslocamentos em gualquer ponto do dominio.
Estes deslocamentos s3o calculados diretamente através da discretizagdo das equacdes (2.118), de

forma analoga & aquela utilizada para se escrever o sistema de equagdes final da placa fina.
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Escrevendo-se as equacdes (2.118) para todos os pontos internos onde se deseja encontrar

os deslocamentos, obtém-se:
wig)+ B [[U)=l6 fiT}+ (B) (4.43)

sendo w8 o vetor que contém os deslocamentos nos pontos intermos & onde (9 = 1, He&
matrizes semelhantes as aquelas obtidas para os pontos de contorno, ¥ e T s8o os vetorss que
contém os esforgos ¢ deslocamentos do contorno e B o vetor que contém as infludncias de
dominio. O calculo dos coeficientes das matrizes H ¢ G ¢ realizado de maneira andloga ao
procedimento de obtencio das matrizes H ¢ G sendo possivel, neste caso, efetuarem-se sempre

integracBes numéricas através de quadratura de Gauss.
De forma semelhante, os valores de dominic do momento fletor, momento forgor e do
esforgo cortante equivalente, podem ser obtidos a partir da discretizac@o da equagBo (2.122) que

representa 2 segunda derivada do deslocamento transversal da placa, ou sgja, as curvaturas

internas.

4.5 Carregamentos estaticos de dominio

Nesta secfio, sio tratados os termos de dominio das equagdes integrals estdticas da
elasticidade 2D e placas finas, com relagdo aos deslocamentos, as tensbes ¢ as curvaturas
internas. Considerando-se as integrais de dominic mostradas nas equactes da elasticidade 2D

(2.51) e de placas finas (2.119), podem-se definir as seguintes expressdes:

B,= [U,¢,x)b,(x)aa(x) (4.44)

B,= [glaw .x)d2 (x) (4.45)
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Uma simplificacsio do problema ¢ quando as forcas de volume 5, ¢ o carregamento g tém
expressdes analiticas integraveis no dominic. Com isso as equacdes {4.44) e (4.45) podem ser

transformadas em uma integral sobre o contorno do dominio (2 Para esta transformacio, utiliza-

se o esquema de integragio mostrado na Figura 4.8.

di’

Figura 4.8 Infegragiio sobre um dominio carregado.

Conforme a Figura 4.8, as equaces (4.44) e (4.45) podem ser escritas da seguinte forma:

drz) (4.46)

Iiiﬁ(j‘; (5 x)bk(x)r(g,x)dr(x)J (§ )

;[J‘w €, x)e(x )¢, x Jdr (x)Jdﬁ (4.47)

As integracBes sobre o ngulo # podem ser feitas através de uma mudanga de variaveis, da

seguinte forma:
1
B —— r 4.4
do R(fjt)r,yk?d () (4.48)

As integrais de contorno, com a mudanga de varidveis, s3o do seguinte tipo:

Fa é

= W{?g (¢, x)b, (x)r(fyx)dr(x)} ze( ) ar ) (4.49)
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B, = ;r:j::,*(é,x)g(x}r(g,x}dr(x)j ;’g;)df(t) (4.50)

Considerando-se a forga de volume by e o carregamenio g constantes, obiém-se para as

equagdes (4.49) e (4.50) o seguinte resultado (Palermo Jr., 1989):

bR §" { 3\
2 (34 1% irE. IR .
B, jféfz’ﬂ(.z“‘if}i_ (3 Vifﬁﬁ 2j59 é—RﬁRle . ;»g?d’}" (4.51)
1 gF ( 3
i ;[32@} _f“’"gﬂﬁs;« mdl, (4.52)

No calculo das curvaturas e tensbes internas as integrais de dominio da elasticidade 2D

(2.56) e da flexfo de placas (2.122), respectivamente, s&o do tipo:
B,= [Dy €. x)b (x)d2 (x) (4.53)
2

B, = (g, x)an (x) (4.54)

A transformacio das integrais (4.53) e (4.54) em integrais de contorno, para © caso de

forgas constantes, ¢ dada por:

3

B, = j%g 6., +6,R, —6,R, XI-2v)+ 2R R R, R, ndl (455

H
. gR3( IJ }R
B = Inr—— 8, +R.R, R, ndl {4.56)
2 ﬂgw 2 ¥ X ¥y &

As equagdes integrais de dominio apresentadas s3o inseridas adequadamente nas equagdes

algébricas finais dos problemas estaticos da elasticidade 2D ¢ placas finas.
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4.6 Validagfo das formulacfes estiticas da elasticidade 2D e placas finas

Visando a aplicagiio do Método Direto dos Elementos de Contorne, através dos programas
computacionais em linguagem FORTRAN 90, desenvolvidos neste trabalho, que envolve as
formulagBes estaticas da elasticidade 2D (ESTPLAN) e da flex3o de placas finas (PLAFIN), sio
apresentados nesta se¢do alguns exemplos numéricos para andlise de problemas estaticos de
estado planc de tensio ¢ deformacio e problemas de flexdio de placas finas. O nimero de pontos
de Gauss utilizado nas integracBes numéricas dos exemplos analisados foi igual a 12 e o fator de

posicicnamento do ponte de colocacio externo ac dominio foia = %,
4.6.1 Tubo de paredes espessas

Conforme mosira a Figura 4.9a, um tubo de parede espessa de raio interno iguala 10mm e
raio externo igual 2 25 mm est4 submetido a uma pressdo interna P de 100 N/mm>. O médulo de
elasticidade do material E ¢ de 200 kN/mm® e o coeficiente de Poisson v & de 0.25. Este

problema foi tratado através de estado plano de deformaco.

{a) Definicio do problema {b} Condigdes de Contorno
e Simetria

Figura 4.9 Tubo de paredes espessas sob pressio interna.
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Devido 2 simetria existente, somente um quarto da seglio transversal do tubo necessitou ser
discretizada. A Figura 4,9b mostra as condi¢des de contorno utilizadas para a implementago dos
dados necessarios 2 resolugio do problema. Foram utilizadas quatro diferentes discretizagfes em
elementos de contorne, consistindo-se em 12, 24, 48 e 72 elementos lineares, no sentide de obter
uma melhor aproximacio da solug8o analitica. Os resultados dos deslocamentos dos pontos A, B
e C, mostrados na Figura 4.9b, sio apresentados na Tabela 4.1. Estes resultados sfo comparados
com os valores exatos apresentados por Brebbia £ Domingues (1992}, sendo os mesmos extraidos

diretamentes ds teoria da elasticidade.

Tabela 4.1 Deslocamentos nos pontos A, BeCem 10° mm.

f.on Discretizagio Utiizada 0 o & 0
2 24 48 72| valorExato
el elementos elemenios elementos elemenios
A 7.2514 FA722 7.8431 7.8443
8.0325
% Erro a7 3.2 2.4 2.3
B 5.1491 5.2531 52614 5.2622
5.2612
% Erro 2.7 8.7 0.6 0.6
C 42493 4. 4063 44127 4.4139
4.4526
% Erro 4.6 i.0 4.9 4.9

Lembrando da geometria curva do exemplo analisado, deve-se observar que o
carregamento aplicado na parede curva do tubo ndo pode ser completamente descrito, devido a
geometria plana do elemento linear. Entretanto, verificando os resultados obtidos com uma
discretizacdo de 12, 24, 48 ¢ 72 elementos, pode-se observar que os mesmos apresentaram uma
boa aproximagio da solucdio analitica. Na discretizagio com 12 elementos lineares, obteve-se
valores em média 5.7% menores que o valor exato. Quando procedeu-se a uma discretizagio com
72 elementos, obtiveram-se valores médios da ordem de 1.2% menores que a solugio exata. Isto
mostra que, mesmo em uma situagho desfavoravel, o elemento linear aproxima-se razoavelments
bemn da solugdo do problema. Entretanto, com uma discretizagio de 15 elementos quadréticos,
Brebbiz £ Domingues (1992) obtiveram para esie problema resultados da ordem de 0,1% da

soluclo exata.



Para uma melhor visualizagio, s¥io apresentados no Grifico 4.1 os resultados dos

deslocamentos na direcfio x; em funcio dos raios interno e externo do tubo de paredes espessas.

3 Bl0r eXaln

et 17 Slemenios
—-bo— 24 glamentos
—e— 48 glemenins
e T2 aleimenions

Deslocamento

1G 12 14 18 18 20 22 24 28

Grafico 4.1 Deslocamentos no tubo de paredes espessas (10 mm).

Pode-se observar claramente pelo grifico que os resultados obtidos sioc menos
significativos nos lugares onde existern descontinuidades ou seja, nas bordas interna e externa do
tubo. Uma baixa discretizaco de elementos lineares, com os pontos de colocagio posicionados
sobre ¢ contorno, n3c produzem resultados concordantes com o valor analitico. Uma

discretizaco mais densa melhorou significativamente os resuitados finais.

4.6.2 Pecas com concentracio de tenses

O problema de concentragiio de tensdes ¢ bastante comum em pecas estruturais de pequena
espessura que contém alguma descontinuidade, como furos ou variagdo brusca de secfio. Nos
pontos de descontinuidade mais desfavoraveis podem ocorrer valores de tensio bastante elevados
que podem ser de dificil mensurago. Este tipo de probiema é normalmente analisado através de
um estado plano de tensdes por se tratar de pecas estruturais bastante finas. Fm vista disto, ¢
presente exemplo estuda a concentraciic de tensdes uniaxiais em furos de pecas estruturais de

pequena espessura.
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Conforme mostra a Figura 4.10, sio considerados duas descontinuidades bésicas, um furo
circular e um eliptico. Aplicando-se um carregamento uniaxial, as concentragSes maximas de
tensdes ocorrem nas segdes transversais de menor area geométrica. Para os casos agui analisados,
o valor méximo de fensdo ocorre no ponto A das secBes transversais centrais, sendc a mesma

obtida através de formulacBo analitica apresentada por Roark & Young (1975).

=t -t

?

P IRAARRRARA

! f |
i |

{a) Peca com Fure circular {b) Peca com Furo eliptico

Figura 4.10 Pecas com concentragiio de tenses em furos centrais,

Para o caso do furo circular, Figura 4.10a, a solug3o analitica para a tensfo no ponto A €

dada pela seguinte equagio (Roark € Young, 1975):

o,=30, (4.57)

No caso do fure eliptico, Figura 4.10b, a solugfo analitica para a tens@o no ponto A ¢ dada

pela seguinte equacdo (Roark £ Young, 1975):

- 2a
O, = 1‘?'“5" o (4.58)
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A Figura 4.11 mostra as condices de contorno utilizadas para a implementagio dos dados
necessarios a resoluglc do problema. Mais uma vez, considerando-se a simetria existente nas

pecas, somente um guarto da seclo transversal necessitou ser discretizada,

FIIRRRRERalY

M

SRARNRRSY,

RARSARANY

o5

—

a o) Q 2

{a) Fure civcular {b} Furo eliptice

Figura 4.11 Condicdes de contorno e simetria das pecas.

Na resolucdio dos problemas, o comprimento £ e 2 tensio uniaxial 37 foram considerados
unitarios. O médulo de elasticidade do material £ também foi considerado unitirio ¢ o
coeficiente de Poisson v é de 0.3. O raio r do circulo e a distincia @ foram mensurados de 10%
do comprimento /. A distancia b é de 5% do comprimento £. Foram utilizadas duas diferentes
discretizacBes em elementos de contorno, consistindo-se em 20, 40 ¢ 80 elementos lineares. Os
resultados das tensBes uniaxiais nos pontos A mostrados nas Figuras 4.11a ¢ 4.11b, s3o

apresentados na Tabela 4.2. Estes resultados sio comparados com os valores exatos extraidos das
equacdes (4.57) e (4.58).

Tabela 4.2 Tensdes admensionais no ponto A.

TS LR Blgﬁrﬁmagﬁﬂﬁu}ma{ia G

P e | 20 elementos | 40 elementos | 80 elementos | ¥ alor exato
Furo Circular 2.5984 2.8944 29134
% Erro 13.4 3.5 2.9 >0
Fure Eliptico 5.2144 5.745¢6 54126
% Erro 43 14.9 8.3 >0
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Analisando-se 0s resultados encontrados para o furc circular, observa-se que para uma
discretizacio com 80 elementos lineares o resultado enconfrado aproximou-se razoavelmente do
valor exato, com uma discrepincia de 2.9%. Se forem analisados os resultados encontrados para
o furo eliptico, nfo se obtiveram resultados satisfatdrios. Observou-se que para uma discretizaclo
com 12 elementos lineares, houve uma discrepancia de 4.3%. Todavia, para uma discretizacio

com 40 e 80 elementos lineares, houve uma discrepincia de 14.9% ¢ 8.3%, respectivamente.

4.6.3 Chapa fina sujeita a esforcos na borda

Este exemplo procura demonstrar o comportamento do elemento linear em um problema
envelvendo uma disinbuiclo linear de esforcos no plano de uma chapa fina retangular. Para
resolver o problema em questio, devido & espessura da chapa, fo1 considerada a aplicagio do
estado plano de tensfio. A Figura 4.12 mostra uma chapa fina retangular sob o efeitc de uma
distribuicBo linear de forgas de superficie ¢ de 1000 MPa na direcfio horizontal {lados esquerdo ¢
direito da placa). O modulo de elasticidade E adotade para o material ¢ de 192.000 MPza ¢ o
coeficiente de Poisson v&de 0.2,

X2

F—,
? —
7 Wm}xi 4m

b ot

& o
[r——gp
Vo AN N\
2/ =100G MPa
&m ;

Figura 4.12 Chapa fina sujeita a dois momentos aplicados.

A propria Figura 4.12, apresenta as condicdes de contorno na qual o problema fol
resolvido. O contorno foi discretizado em §, 16, 32 e 64 elementos lineares, sendo que as forgas
de superficie sfio prescritas como zero nos lados superior ¢ inferior da chapa. Os deslocamentos

s3o prescritos apenas nos apoios fixo e mével mostrados na figura.
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Os resultados dos deslocamentos no canto X, mostrado na Figura 4.12, s#0 apresentados na
Tabela 4.3. Os mesmos sio comparados com os valores exatos extraidos do exemplo mestrado

por Brebbia £ Domingues (1992).

Tabela 4.3 Deslocamentos no canto X da chapa fina {m}.

Deslocamentos. 8 16 32 64 | Domingues
: elemenios elementos elemenios elemenios - @%2} R
1, -0.0166 -0.01874 -0.0201 -0.0202 0.02
% Erro 17.0 6.3 0.5 1.0 '
i) 0.0129 0.01598 00195 0.0197 0.0
% Erro 35.5 15.1 2.5 1.5 '

Us resultados obtidos demonstram um bom comportamento para o elemento linear guando
se utiliza uma discretizagio mais densa. Para a discretizagBo com 8 elementos, obtiveram-se
resultados em média 26% inferiores 2 solucfio analitica. Contudo, para uma discretizacio com 32
¢ 064 clementos obtiveram-se resultados com discrepincias em média de 1.5% e 1.25% em

relac@o a solugdo analitica.

4.6.4 Problema classico de uma placa fina quadrada

Neste exemplo analisa-se um problema classico de uma placa quadrada de lado ¥,
simplesmente apoiada no contorno, conforme ilustra a Figura 4.13. Nio foi feita nenhuma
consideragio sobre a condigfo de simetria do problema em questdo, no sentido de representar a

mesma analise feita no trabalho de Paiva (1987).
O carregamento g unitdrio foi considerado uniformemente distribuido no dominio. A

rigidez & flexdo da placa D também foi considerada unitaria. O coeficiente de Poisson v foi

considerado igual a 0.3.
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Represeniagéef - & A A Ai& >

dos apoios

Figura 4.13 Placa fina simplesmente apoiada no contomo.

Foram utilizadas trés discretizacfes em elementos de contorno, consistindo-se em 12, 24 ¢
40 elementos lineares. As condicBes de contomo para o problema podem ser tiradas divefamente
da Figura 4.13, considerando-se z placa como sendo simplesmente apoiada ac longo das suas

bordas.

Os resultados de deslocamentos na linha de centro da placa sfo apresentados no Gréfico
4.2. Todos os resultados encontrados sfo comparados com os da teoria classica apresentados por
Paiva (1987).

05

2 g & 12 demenics
o M T | i ~
5 03 / v/' B 24 dementos
§ ' 2 40 glementos
& 0,2-
B, —ene Tpie Classica
o
a0t

E] :

2.1 0.2 03 04 05

Gréfice 4.2 Deslocamentos na linha de centro da placa (108D/gf?).

Os resultades numérices de cada um dos deslocamentos na linha de centro da placa, sio

apresentados na Tabela 4.4.
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Tabela 4.4 Deslocamentos na linha de cenwro da placa {100D/gdh).

_ i}xsareﬁzagaa Htﬂmd& i .

52 eé’emefzfos 24 eéemezez‘as | 44 eiememos {fiéssﬁi:& ':; j:_':
| O.if 0,1238 0,1309 (,1323 03132
8.2% (,2344 03,2448 0,2464 {0,246
§.34 (,3223 80,3327 04,3345 0,334
{1,458 0,3761 0,3864 0,3889 0,388
.54 0,3944 70,4041 0.4064 (,406

Da mesma forma, os resultados encontrados de momentos fletores méximos na linha de

centro da placa, s8o apresentados no Gréfico 4.3 e na Tabela 4.5,

12 elementos

B 24 clementos
40 elementos

0.8 -
4.5 . )
& * i R %
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s 04 - //);L
z :
g 03 ~
5 o020
E £ e
2 |
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0| .

8.1 0.2 0.3 0,4
®IL

9.5

Tecria Cidssica

Grafics 4.3 Momentos fletores méximos na tinha de centro da placa (10/g£%).

Tabela 4.5 Momentos fletores méximos na linha de centro da placa {18/g8%).

: Bxscremagau Utxhza&a 5
o 1 2 efementas 24 elementas 40 elementos
| .&lf 0,1973 0,2073 0,2093
6.2¢ 0,3310 03,3418 (,3433
0.3¢ 0,4122 0,4228 0,4247
$.4¢ 0,4546 04645 0,4661
6.5¢ 0,4672 04771 0,4792
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Analisando os resultados encontrados, pode-se verificar que o aumento da discretizacfio do
contorno, faz com gue os valores encontrados para os deslocamentos e momentos fletorss se
aproximem bastante dos valores da teoria classica. Isto mostra o bom comportamenic do

elemento linear neste problema classico de placa fina.

4.6.5 Placa fina guadrada sujeifa 3s condicfes de simetria

Fste exemplo procurou resolver um problema pratico de uma placa fina quadrada, apolada
no contorno € sujeita 2 condices de simetria, com a intenglo principal de verificar a andlise feita
por Karam ¢ Telles (1988). De acordo com a Figura 4.14, considerou-se inicialmente as
condigdes de simetria de uma placa quadrada, discretizando-se apenas um quarto da mesma. O
comprimento total do lado da placa em questio € de 4 m, para sua espessura foi adotado o valor
de 0.02 m ¢, sobre o dominio, foi aplicado um carregamente uniformemente distribuido igual a -
0.64 tfim®. O cosficiente de Poisson foi considerado igual 2 0.3 e para o médulo de elasticidade

longitudinal foi adotado o valor de 2 » 10° tf/m™.

Representacgo A\ A\ /A /N /N /\

dos apoios

Figura 4.14 Placa fina quadrada sujeita as condi¢Oes de simetria.

Da Figura 4.14 pode-se observar que as bordas externas da placa estdo apoiadas sobre o
contorno ¢ as bordas sujeitas & condicfo de simetria (eixos x; € x) estdio livres para se deslocar.
Portanto, as condigdes de contorno e vinculacio da placa com condigbes de simetna podem ser

definidas da seguinte forma:

Em x;=0 Mjp=0;=4§ x;=2: My=w =@

131



Em .X‘gmg: Mg2=Q2"—‘ﬁ x;*z: M}g:wmﬁ

O contorno simétrico da placa foi discretizado em 24 e 40 elementos lineares. Para obter os
valores representativos do dominio discretizado, foram considerado nove ponios iniernes,

conforme mosira a Figura 4,15,

5&322
-
- Te 82 o=
B 4% 5o ga
— e 2s 3e

8.5 ¥;
g
; I
gﬁ.si i !

Figara 4.15 Pontos internos na placa com simetria.

Os resultados de deslocamentos, momento fletor méximo e momento torgor sao
apresentados nas Tabelas 4.6, 4.7 e 4.8, respectivamente. Os valores encontrados sio comparado

com os resultados obtidos por Karam g Telles (1988).

Tabela 4.6 Deslocamentos na placa fina quadrada (107m).

o 24 elementos 40 elementos
T 20,3896 70,3919
2 -0,3038 -0,3055
3 -0,1677 -0,1689
4 -(,3038 -0,3055
g -0,2372 -(,2387
6 -0,1307 -0,1322
7 -0,1677 -0,1689
8 -0,1307 -3,1322
9 -0,0716 -0,0733




Tabelz 4.7 Momentos fletores maximoes na placa fina (tam).

. 24.efem.é}zms T 40 éié&zéﬁt;s
1” . -,4354 -3, 4446
2 -,2718 -3,3790
3 -0,2402 -§,2439
4 -0,3533 -3,3577
5 -3,300% -3,3045
6 -3,1967 -G3,199G
7 -0,2019 -0,2033
8 -G,1757 -0,1789
g -0,1227 -0,1232

Tabeia 4.8 Momentos torcores na placa fina (tfam/m).

_ Discretizaggo Utllizada [
24 eleme&té.§ T 49 elémeﬂtos .

i 0,0427 0,0439

2 0,0704 80,0711

3 0,0913 0,0929

4 0,0704 0,0711

5 0,1342 0,1364

6 0,1823 0,1846

7 0,0913 0,0929

8 0,1823 0,1846

9 0,2507 0.2615

Os resultados de momentos fletores e torcores, aproximam-se bastante dos valores
encontrados por Karam ¢ Telles (1988), quando se aumenta a discretizagio. O resultados de
deslocamentos também apresentam valores bastante significativos se comparados com os valores

encontrados em Karam ¢ Telles (1988},
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4.7 Elementos de contorno para problemas dinimicos estaciongrios da
elasticidade 2D

Nesta sec@o ¢ feita a discretizagBio das equagBes integrais de contomo dos problemas

dindmicos estacionarios da elagticidade 2D,

4.7.1 Discretizaciio das equaces integrais

A discretizagBo das equacbes integrais para os problemas dindmicos estaciondrios da
elasticidade ZD (equaglo 3.80), segue procedimento semelhante a0 realizado na secdo 4.3 para o
caso estatico. Todavie, na integracio destas equagdes para a formagiio do sistema de equacBes
algebrico final, as singularidades séo tratadas tomando o pento de colocacio (ponto onde sio

realizadas as integracBes) externo ao dominio.

Assumindo-se novamente que o contorno do problema é dividido em N, slementos de
contorno, na auséncia de forcas de volume, a equacio integral de contorno (3.80} passa a ser

escrita como sendo:

NE rr 3 Ng = ]
clu' + 3 Blul =% gl (4.59)
=1 i=l

Pode-se perceber que a equacio (4.59) é semelhante ao problema estitico. A diferenca

principal esta relacionada ac uso das solugdes fundamentais de cada problema.

4.7.2 Equagbes algébricas e montagem do sistema de equaces

A equagdo (4.59) relaciona os deslocamentos de qualquer ponto, no espaco bidimensional,
corm os valores de forga e deslocamento dos pontos nodais. Quando o ponto de colocacdo { estiver
situado sobre o elemento de contorno que vai ser integrado, ocorrem singularidades. Visando-se
evitar as singularidades, adotou-se pontos de colocagio / correspondentes aos nés de contomo
fora do dominio, conforme mostra a Figura 4.16. Os pontos de colocaciio sio localizados a uma

distincia 4 do contorno, definida por:
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d=al (4.60)

sendo, L o comprimento médic dos elementos concorrentes ao nd e £ um fator positivo.

g
'

Figura 4.16 Ponio de colocacio fora do deminio,

Com a aplicacic dos pontos de colocagho fora do domimio, o valor da constante & da
equacio (4.59) se anula. Por meio desta consideracdio, a equagic (4.59) passa a ser escrita da

seguinte forma:
Ne i N Ne T -
S hiul =3 g’ (4.61)
i=1 i=1

Aplicando-se 2 equaclio (4.61) em todos os pontos de contorno, os resultados tambem

podem ser escritos na forma matricial, ou sejar
H]{v}=l6lir] (4.62)

A aplicagio das condigdes de contorno do problema dinmico estaciondrio da elasticidade

2D, produz o seguinte sistema de equagdes:

[4]ix}={F} (4.63)
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O vetor X representa todos os valores complexos incégnitos de deslocamento ou esforgo de
superficie. O vetor F contém os valores complexos dos deslocamentos e esforgos de superficie
prescritos no contorno. A matriz complexa 4, contém os termos das varigveis incognitas, que

foram obtidos com a troca das colunas das matrizes de influénecia He G.

Mo sistema (4.63), as matrizes de influéneia H e & contém as solucBes fundamentais da
dindmica estacionaria da elasticidade 2D, mostradas no Capitulo 3, na qual esta mmplicito as
frequéncias de excitagio @ Aplicando uma forca de excitagio no contorno (vibragio forgada),
este sistema pode ser resolvido para uma faixa de frequéncias determinadas. Esta faixa de
frequéncias leva a posterior obtencio da Fungfo de Resposta em Frequéncia (FRF). Obtida a
FRF, pode-se determinar as frequéneias naturais ¢ os modos de vibrago (em pontos do dominio)

correspondentes.

A forma de andlise dos resultados de um problema geral, foi feita a partir da determinacio
numeérica das frequéncias naturais através das FRFs, comparando-se as mesmas com o caleulo
analitico. Posteriormente, para cada frequéncia natural encontrada, foram determinados os modos
de wvibrago do sistema a partir dos deslocamentos em pontos do dorninio previamente

estabelecidos.

Analogamente ao problema estatico, os deslocamentos em pontos do dominio, podem ser

determinados atraves do procedimento mostrado na secio 4.3.4.

4.8 Elementos de contorno para problemas dindmicos estacionarios
da flexdo de placas finas

Nesta secdo ¢ feita a discretizagio das equagBes integrais de contornc dos problemas
dinémicos estacionérios da flexfio de placas finas. O procedimento é semelhante a0 problema
estatico. Todavia, na integraclio destas equacBes para a formacg3o do sistema de equacdes
algébrico final, as singularidades sfio tratadas tomando-se os pontos de colocaciio (pontos onde

sdo realizadas as integragbes) externos ao dominio da placa.
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4.8.1 Discretizacio das equacles integrais

A forma de discretizac3o das equacdes integrais da dindmica estacionaria de placas finas &
semelhante a0 caso estético, isto é, define-se mais uma vez o elemento lnear continuo, como
sendo 2 aproximac3o da geometria do contormo. Assim, em cada elemento de contorno [}, as
variaveis s3o aproximadas pelas fun¢les de interpolacio lineares de maneira andloga 3 geometria.
(s deslocamentos ¢ esforcos na placa sio fomados a partir das equagdes (4.30) e (4.31) e na
represeniacio das descontinuidades de deslocamentos e esforcos, adota-se mais uma vez a

estratégia do n6 duplo.

4.8.2 Equacbes Algébricas

As equacdes integrais (3.128) 2 (3.136) para um ponto genérico £ do contorno da placa, sio
agora transformadas em equagBes algébricas em funcHio dos parimetros nodais de contomo.
Todavia, quando o ponto de colocagdic & (ponto onde se esta aplicando a equacgdo integral}
estiver situado sobre o elemento de contorno no qual vai ser realizada a integracio ocorrem
singularidades. Visando evitar as singularidades, adotou-se pontos de colocagdio &
correspondentes aos nds de contomo fora do dominio, conforme mostra a Figura 4.16. Cada
ponto externo ao dominio fica posicionado na direcéc normal ao contorno em cada né geométrico

associado. Os pontos de colocacgio sfo localizados a uma distancia d do contorno {equacgéo 4.60).

De acordo com as equacBes integrais apresentadas {equacdes 3.128 e 3.136), as varidveis de
contorno relacionadas ao problema dindmico estaciondrio de placa fina sfo w, Sw/'dh, ¥V, e M, ¢,
quando existem cantos, B, em cada um dos cantos. Independentemente das reacdes de canto R,
sabe-se que a partir de condigdes naturais ou essenciais de cada problema, sempre s&o conhecidas
duas das quatro varidveis mencionadas. Das quatro variaveis iniciais resultam duas incognitas,
sendo necessario a aplicagio de pelo menos duas equagdes integrais para resolver completamente
o problema. Sabe-se que de uma placa com N nés de contorno resultam duas vezes o numero de
nés em incognitas {2) além de uma reacdio de canto R, para cada canto. Aplicando-se as
equagdes integrais (3.128) e (3.136) em pontos £ externos ac dominio, onde tem-se wm ponic
externo para cada nd de contorno, obiém-se as 2V equagdes necessirias para as variaveis

meognitas, as varidveis conhecidas e as reagfes de canto. Caso nfio houvessem canios, nio
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existiriam reagbes R, incognitas € o problema pode ser resolvido. Quando existem as reaghes de

canto, pode-se tratar ¢ problema das seguintes formas:

1} Escrever tantas equacBes a mais para tantos quanitos forem os niimeros de cantos, em

pontos onde n¥o foram usados para escrever as 2V equacbes.
it} Escrever a reagfio de canto incégnita em funcio das rotagBes S/, com o uso de

diferengas finitas relacionadas com os momentos torgores mostrados pela equacio
(3.125).

11i) Desprezar o termo que contém a reaglio de canto incognita, ou seja, tomar a reagio

de canto nula em cada um dos cantos.

Deve-se lembrar que quando se aplica as equacles integrais em pontos & externos ao

dominio, o carregamento g~ é uma carga unitéria representada pela funcio delta de Dirac, entio:

Je €. xw(x)a (x)=0 (4.64)

Do resultado apresentado pela equagdo (4.64), conclui-se que as constantes (&) presentes
nas equacdes (3.128) e (3.136) se anulam. Sendo assim, estas equagdes integrais correspondentes

ao pornto &, fora do dominio da placa, sio dadas por:

5 7€ P e 2 @]are) L3 r e nwate)

{=J

|~

1[;/; (O €0)-00, (2 ) ar e L 3o e )

i=J

+-j§ [elx)w (€, x)an2, (x) (4.65)
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L[ 2o 2 )2 0) ()

B — 8}2 x gl }"“““‘g‘: P o z {{Z’g X }}ff{x}ﬁ-
+ ég R, (x, }(;:j (£, %, }@é Q“{g(x}% (& x)de, (x) (4.66)

As equacSes integrais {4.63) e (4.66) podem ser agrupadas em numa Unica equacglo, da

seguinte forma:

£ ¢ ol ()+ 53 RLE s Iwae) =
_;5 _;' x)t<x)dr(x)+~—2 Ro(x Ju, (€2, )+

~%~% f glx)u, (8, x)aa, {x) (4.67)
Qg

onde V. é o niimero de cantos da placa e,

) t; t* Vv {&x) - M (g,x)
¢ {g,x){; ?2:] oV (5, aM <) (4.68)
a6
”"‘”{uz(x)}‘{%‘f(x)} (469
R;(f,xﬁ)x{aﬁ(i:;))} (4.70)
om, ¢
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. B’
u;“‘i: w' (€, x) “"ﬁafn“(?sx}

u’(cfsx){ui*’ 5 (ﬁwwg }) @.711)
on, | On

Uy u;_;

o[-

wi %)
u,(&,x, )= awa (5 ) (4.73)

(4.74)

w (€, x)
uﬂ(g,x)-[aw (5; )}

sendo m; um vetor normal a0 contorno, x uma varidvel de dominio e de contorno e £ o ponto

onde se aplica a equag3o integral.

Discretizando-se o contorno da placa em N, elementos de contorno e substituindo-se as
varidvels por suas aproximagdes (4.30) e (4.31), a equagiio integral (4.67) para pontos & externos

a0 dominio pode ser rescrita da seguinte forma:

55 I € M (W LS R e ) -

=] FJ

% 5 Ju €07 r e+ £ 3 R Ge e e x,)e

=1

oy

+= [elu € 240, () @75)
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A equacdo (4.75) representa na verdade um sistema de equac@es onde as mncognitas s80 08
valores nodais Uy ou T , nos pontos definidos sobre o contorno. A integracio sobre os
elementos depende apenas das solucSes fundamentais e das funcdes aproximadoras. Isto permite
escrever os coeficientes da integracio sobre os elementos independentemente das grandezas do

contomo, introduzindo-se os seguintes termos:
#g)= [ €. x)p” ()ar ) @.76)
g(§}= E_J u (§,x)®? (x}d}"j(x) 4.77)

As integrais so longo do comtorno [} das equacBes (4.76) ¢ (4.77) nscessitam ser
transformadas através de uma mudanca de varidvel de J para uma coordenada homogénea £ Esta
transformacio & dada pela equaglo (4.11). Considerando-se esta mudanga de variavel, as

equagdes (4.76) ¢ (4.77) passam & ser escritas como,

; . { .
K €)= [ roT|sas= > [ 6,2, (x)ae(x) (4.78)
i ® T i E *
g, @)= [wom jas=" [ w6 x), (Hel) (4.79)
onde,

i no Iocal do elemento onde se mede a resposta ao carregamento unitario;
£  ponto de colocaglo (ponto fonte);
j indice que identifica a equag@o que esté sendo gerada; para i = 1 tem-se a equagio em

w(&, para § = 2 tem-se a equacio em Sw(E)/h;. Generalizando, i = 1 indica carga

unitaria aplicada em & i = 2 indica momento unitario aplicado em &
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%  indice que identifica a natureza da resposta medida em 4 Se & = 1 a resposta
fundamental é V,,,*, para hjks, ou w para gjk". Se k = 2 a resposta fundamental ¢ M;,
para k', ou S’/ para g’
Os coeficientes igjki{ & e gjki( &) medem, respectivamente, a contribuicio dos valores nodais
de deslocamentos e esforcos, correspondentes 20 elemento de contorno em consideracBo, para os
deslocamentos do ponto de colocagiio &

4.8.3 Montagem do Sistema de Equacfes

Realizadas as operages das integrais de contorno na equacio (4.75) sobre cada slemento
genéerico {;, de acordo com o procedimento mostrado pelas equagdes (4.78) e {4.79), soma-se
estas contribuigdes para todos os NV, elementos em todos 0s nés de contorno. Este procedimento,

convenientemente enderecado, pode ser escrito na forma matricial, ou seja:

[H1{v}=[6]{r}+{F} (4.80)

onde H ¢  sao matrizes quadradas resultantes da integracio sobre os elementos, e T sdo,
respectivamente, vetores de deslocamento e esforcos nodais de contormo, & F o vetor que contém

as contribui¢Bes do dominio.

A influéneia das reagBes de canto dada pelas parcelas:

LY R Ex v =) o L3R, (e e x)
D = D i3

pode ser incorporada & matriz H, conforme procedimento descrito no item anterior.

Na analise realizada, a integral de dominio presente na equaglo (4.75) dada pela parcela:
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5 Jelua(62)ac, ()

foi considerada nula.

Portanto, de acordo com a aplicagio das condicdes de contorno do problema dinfmico
estacionario de placas finas, faz-se a reordenag@ic do sistema algébrico de equagdes (4.80),
obtendo um sistema final do tipo AX = F. O vetor X representa todos os valores desconhecidos
de deslocamento (deslocamento ou rotagfio) ou esforgo {forca cortante equivalente ou momento
fletor). O vetor B contém os efeitos dos deslocamentos e esforgos prescritos no contorno. A

matriz 4 contém os termos das variaveis incognitas.

Cabe lembrar novamente que a freguéncia de excitaclo @ esta inserida implicitamente no
sistema de equacdes final, por meio das solucBes fundamentais da dindmica estaciondria de
placas finas, apresentadas no Capitulo 3. Este sistema pode ser resolvido para uma faixa de
frequéncias determinadas, aplicando uma forga de excitagio no contorno da placa. Esta faixa de
frequéncias leva a obtencfio da Fungio de Resposta em Frequéncia (FRF). A partir da FRF, pode-
se determinar as frequéncias naturais e os modos préprios de vibragéo de problemas dindmicos

estacionarios da flexfio de placas finas.

4.8.4 Deslocamentos em pontos internos

Uma vez determinados os deslocamentos e esforgos no contorno, através da soluciio do
sistema de equacBes final para cada frequéncia de excitaglio, € possivel calcular os deslocamentos
em qualquer ponte do dominio. Estes deslocamentos s#io calculados diretamente através das
equacBes (3.128) e (3.136), de forma andloga 4 aquela utilizada para se escrever o sistema de
equagBes final. Escrevendo-se as equagdes (3.128) ¢ (3.136) para todos os pontos internos onde

se deseja encontrar os deslocamentos, obtem-se:
w(e)+ 7 fut=lc fr} (4.81)
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sendo w(g) o vetor que contém os deslocamentos nos pontos internos Sonde C(&=1,H G
matrizes semelhantes as aquelas obtidas para os pontos de contorno, I/ ¢ T sfo os vetores que
contém os esforgos e deslocamentos do contorno. O calculo dos coeficientes das matrizes H e G
¢ realizado de maneira andloga ao procedimento de obtengiio das matrizes H e G podendo, neste

caso, efetuarem-se sempre integracdes numéricas.
4.8.5 Montagem alfernativa do sistema de equagdes

Além da forma de montagem do sistema de equagbes apresentado nas secles anteriores,
onds as equagbes do deslocamento transversal ¢ da derivada do deslocamento transversal sdo
geradas em pontos de colocagio situados fora do dominio da placa, optou-se por outra alternativa

que também pudesse resolver o problema adequadamente,

De acordo com o que foi descrito por Paiva & Venturini {1988), existem algumas
alternativas viaveis para a montagem do sistema de equagdes na placa. A formulaciio alternativa

adotada tambeém evita o problema das singularidades, sendo definida da seguinte forma:

i) Formulag8o integral de contorno referente ao deslocamento transversal w com a
adogdo de pontos situados fora do dominio da placa. Neste caso, conforme mostra a
Figura 4.17, sfo utilizados dois pontos de colocagdo distintos situados sobre a

normal de um ponto nodal, distantes d; e > do contorno.

L 3\
g'. ® 8 ) @
& ® &

Figura 4.17 Pontos distintos de colocagiic fora do dominio da placa.
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Cada ponto externo ac dominio fica posicionado na direcfo normal ac contorno, para cada
né geométrico associado. Os pontos de colocagho sfo localizados a distincias d; ¢ 42 do

contorne, definidas por:

d,=a, L (4.82)

d,=a,lL (4.83)

sendo, L o comprimento médio dos elementos concorrentes ac nd € 4 ¢ 4; fatores positivos que

definem o posicionamento dos pontos de colocacio.

Como jé fol dito, as varidveis de contomo relacionadas ao problema estacionario de placa
fina sioc w, Hwdh, V, ¢ M, e, quando existem cantos, R, em cada um dos cantos.
Independentemente das reagles de canto R, sabe-se que a partir de condigBes naturais ou
essenciais de cada problema, sempre s8o conhecidas duas das quatro variaveis mencionadas. Das
quatro variaveis iniciais resultam duas incdgnitas, sendo necessério a aplicago de duas equagbes
integrais para resolver completamente o problema. Em uma placa com N nés de contomno
resultam duas vezes o nimero de nés em incdgnitas (2V) além de uma reaglio de canto R, para
cada canto. Aplicando-se as equac8o integral de deslocamento em pontos externos distintos, onde
agora passard a existir dois pontos externos para cada né de contorno, obtém-se as 2V equagles

necessarias para as varidveis incognitas, as varidveis conhecidas ¢ as reagdes de canto.

A contribuic3o da reagio de canto ¢ incorporada & matriz H, quando se opta pela colocacho
de noés duplos no canto da placa. Esta contribui¢do & enderecada e acumulada nas linhas da matriz
H, correspondentes a cada ponto colocagfo e colunas relacionadas ac nd do canto € aos nos

proximos do mesmo.
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4.9 Validagdo das formulacbes dindmicas estaciondrias da elasticidade 2D e
placas finas

Visando z aplicagio do Método Direto dos Elementos de Contorno, através dos programas
computacionais em linguager FORTRAN 90 desenvolvidos neste trabalho, sio apresentados
nesta sego alguns exemplos numéricos para analise de problemas dindmicos estacionarios da
elasticidade 2D (DINESTAPLAN) e de flexio de placas finas (DINPLAFIN). Os programas
montados com base nas referidas teorias foram testados considerando-se o calculo numérico das
frequéncias naturais e dos modos de vibragio dos probiemas exemplificados. Para a visualizacio
dos modos de vibracio foi utilizado o software Array Visualiser 1.0 contido no Visual Fortran
6.1 da Digital. Os tempos de processamento destes exemplos foram tomados considerando-se um

computador com processador Intel Pentium 111 500 MHz.
4.5.1 Barra engastada-livre submetida a uma vibracio axial uniforme

Uma barra retangular em balango e com relacio entre lados igual a 1/7, foi submetida a um
esforgo de superficie ¢, periddico e harménico, sobre o lado livre oposto ao engastamento. De
acordo com a Figura 4.18, as condicdes de contorno sio de um lado engastado e os outros trés
lados livres. As dimensBes sio de 7m na direg3io longitudinal e 1m na diregiio trangversal. O
coeficiente de Poisson v foi considerado nulo. Para o Médulo de ¥, oung fot adotado E = 2.0 N/m”
e para a densidade, foi adotado um valor unitério, isto &, p= 1.0 kg/m’. O nimero de pontos de
Gauss utilizado foi igual a 12. Inicialmente o fator de amortecimento B: foi considerado nulo,
posteriormente ele foi aumentado progressivamente para considerar a variacio de amortecimento

da barra.

.
VPOV III NI I

Tm

N

Figura 4.18 Barra engastada-livre sob esforgo de superficie uniforme.
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A Tabela 4.9 mostra as duas discretiza¢Bes utilizadas para a resolugfo do problema.

Tabela 4.9 Discretizaghes da barra engastada-livre.

Discretizacio Loa | Y L Lo
48 elemenios 4 pii] 4 Z4
44 slementos 8 403 g 44

A Figura 4.19 mostra a primeira discretizagio do contorno com 48 elementos lineares,
sendo utilizados nos cantos da barra nos duplos, perfazendo um total de 52 nés de contorno.
Também foram alocados 81 ponfos infernos para a determinac#o dos modos de vibragdo da barra,

sendo que uma linha de 3 pontos esta disposta na direcio x; ¢ consequentemente uma linha de 27

pontos estd disposta na diregdo x;.

4 x
‘ L
. 035m
‘ s e Y r. & 5 o &, e s . L. 2 s i
ki v i T kd T A X ki ¥ t T
. . 025w
b ¢ @ 9 © & @& @ @
&3 i
025m i
‘i’_’ e & ] @ M st vsssarualcoReasrEIIIOLLIAsaLadMssataNIIsRTaY & B & &
A i
2 @ ® @ e 8 2 @ \
! 27 1\ X
P U G VY Y S AN N NN Y Y N PN 5
h g ki T T Ll ki A4 ki k4 Al h b 4

Figura 4.19 Discretizac3o do MEC para 2 barra engastada-livre.

Os resultados de frequéncia obtidos deste problema 2D, foram comparados com a solucéo

analitica 1D que foi mostrada por Clough € Penzien (1975) e apresenta as seguintes frequéncias

naturals:

—_—
o, =221, EAZ n=123. (4.84)
2 mi

Adotando-se valores unitérios para a massa por unidade de comprimento m € para a area A4,
as trés primeiras frequéncias de ressonéncia da solugio analitica apresentada em (4.84) conduz a

@, = 0.3173, 0.9520, 1.5867 rad./s. Conhecidas as trés primeiras frequéncias naturais do sistema,

o
.
)



toma-se necessario fazer uma varredura 20 longe da faixa de frequéncias para construir 2 Fungio
de Resposta em Frequéncia (FRF). A regra utilizada para a determinag@io do ndmero de passos

em que foi feita esta varredura, € dada por:

NFR=2" w'=123. (4.85)

- o~ » - = - L N .
sendo que o numero de frequéncias avaliadas no intervalo é 27°+1, Este procedimento garante
que dentre os pontos avaliados para um determinado valor de #” estio todos aqueles considerados

&
parac valor # - 1.

Consequentemente, em fung@io do resultado apresentado para as trés primeiras frequéncias
naturais, adotou-se wma faixa de frequéncia de 0 a 2 para a resolugfc numérica do problema.
Desta forma, construiu-se a Fungdo de Resposta em Frequéncia (FRF) para os deslocamentos na

direc8o x; do né P da Figura 4.19.

De acordo com os Grificos 4.4 € 4.3, para a primeira discretizagdo do problema, sfo
apresentadas as FRFs do modulo do deslocamento normalizado x frequéncia normalizada para os
ntimeros de passos n = 5, 6, 7 ¢ 8. Nestes graficos, sfio apresentados também os tempos de
processamento (#p) de cada FRF e também os fatores escolhidos para ¢ posicionamento do ponto

de colocaglio onde sio realizadas as integracdes.
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Grafico 4.4 FRFs do deslocamento normalizado na direcfio x; do ponto P.

Analisande o Grafico 4.4, pode-se observar que 4 medida que o intervalo de frequéncia
aumenta os valores convergem para o resuliado analitico, com porcentagem de erro bastante
baixa para # = 8 (Tabela 4.9). Portanto, para este exemplo, o ponto de colocagio posicionado a

i, do comprimento dos elementos consecutivos apresentou resultados bastante significativos.
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Grafieo 4.8 FRFs do deslocamento normalizado na dire¢do x; do ponio P.

Analisando o gréfico 4.5, novamente pode-se observar que a medida que o intervalo de
frequéncia aumenta os valores convergem para o resultado analitico, com porcentagem de erro
bastante baixa para # = 8 (Tabela 4.9). Neste caso, o ponto de colocagio foi posicionado a ¥ do

comprimento dos elementos consecutivos, obtendo-se também resultados bastante significativos.

150



Todavia, estes resultados apresentaram uma peguena mconsisténcia quando a frequéncia natural
se aproximou de zero. Com relagfio aos tempos de processamento, que foram aferidos apenas
para se ter uma idéia do tempo gasto para processar cada exemplo, cOomo era de se esperar, 0s
dois casos analisados estes tempos estiveram bastante préximos. Em média, o tempo gasto para

processar cada frequéncia foi de 2,8 segundos.

Considerando-se a primeira discretizaciio, a Tabela 4.10 apresenta os valores comparativos
para as trés primeiras frequéncias naturais calculadas numérica (2" =35,6,7 ¢ 8) ¢ analiticamente,
sende que estes valores so exatamente iguais para os dois fatores de posicionamento do ponto de
colocacio {a = %, @ = %). Os resultados estdo normalizados, tendc como base os valores

analiticos.

Tabela 4.10 Influéncia da discretizacio do intervalo ds frequéncia no célculo das FRYs
de uma barra engastada-livre.

Frequéncias oy @ ' D3
n=3 1.02 2.97 4.93
n=6 1.01 2.97 5.03
n=7 1.01 3.02 4.98
n =8 0.997 3.00 5.00

Resultado .06 0 1 3006 . S.GG
Analitico S —

Analisando a Tabela 4.9, pode-se observar que existe boa convergéncia dos valores
numéricos para o analitico, a medida que o intervalo de frequéncia aumenta. Os nimeros de
passos 7 e 8 apresentaram pouca variacgdic e, portanto, o ltimo valor foi considerado o mais

representativo na resoluc@io numerica de problema.

Adicionalmente, com a inten¢io de analisar mais detalhadamente a FRF da barra, sfo
apresentadas no Grafico 4.6 as vinte primeiras frequéncias naturais da barra engastada-livre para

as duas discretizacdes apresentadas.
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Grafice 4.6 Vinte primeiras frequéncias naturais de uma barra engastada-livre,

Analisando o Grafico 4.6, pode-se observar que as dez primeiras frequéncias naturais da
barra séo obtidas com clareza. Contudo, a partir da décima frequéncia s3o encontrados outros
picos de frequéncia que provavelmente aparecem devido ao efeito da outra direcio do problema
2D. Lembrando que os resultados do problema 2D encontrados neste trabalho sio comparados

com valores analiticos do problema 1D.

A Tabela 4.11, além do valor estitico encontrado, apresenta os valores analiticos e
numeéricos das vinte primeiras frequéncias naturais da barra engastada-livre. O valor estatico do
deslocamento longitudinal da barra engastada-livre pode ser comparado com o valor tedrico

conhecido da resisténcia dos materiais, sendo este valor tedrico dado pela seguinte equacio:

u, = e oz i5m (486)



Tabela 4.11 Valor estitico do deslocamento e as vinte primeiras frequéncias de uma barra engastada-livre.

Freguéncias Analitica 48 elementos 96 clementos
@y 0.3173 0.3057 (.3057
@y 0.9520 0.9657 (.9657
&5 1.5867 1.5751 1.58751
@y 2.2214 2.2352 2.2352
@s 2.8561 2.8445 2.8445
g 3.4908 3.5046 3.5046
@ 4,1255 4.1140 4.1140
g 4.7602 4.7741 47741
&y 5.3945 5.4342 5.3834
@ro 6.0296 6.0433 £.0435
7 6.6643 6.6528 6.6528
W2 7.2990 7.312% 7.3129
W3 7.9337 7.9730 7.9730
w4 8.5684 8.5824 8.5824
D5 9.2031 9.2425 9.1617
@y6 9.8378 9.8518 9.8518
@7 10.4725 10.4611 10.4611
@ig 11.1072 11.0197 11.1212
&g 11.7419 11.7813 11.7306
g 12.3766 12.4922 12.3907

Valor estatico de
deslocamento 3.5 1.6412 3.500C
longitudinal (m)




Na sequéneia, com o objetivo de extrapolar a andlise da barra engastada-livie em meio
eldstico para um meio viscoeldstico, foram testados diferentes valores para o fator de
amortecimento £, Os resultados finais das trés primeiras frequéncias naturais mostradas pelas
FRFs estdio apresentados no Grafico 4.7. Estes resultados mostram claramente o amortecimento

do sistema, quando o fator 5, aumenta, ¢ atestam o bom comportamento da quadratura numérica

na infegracio dos elementos de contorno lineares,
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Grafico 4.7 FRFs de uma barra engastada-livre com amortecimento.

Conforme fol mostrado no Grafico 4.8, pode-se analisar também o angulo de fase g (em
graus) de cada FRF, a partir da parte real e imaginaria dos valores complexos do vetor de

deslocamentos. (g, ;am,m% ) ). Neste grafico, foi apresentada uma FRF do 4ngulo de fase x

- : r *
frequéncia para o niimero de passo 7 = 8
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Grafico 4.8 FRF do angulo de fase x frequéncia de uma barra engastada-livre.

Como ultima analise deste exemplo, comparando-se com a representagio unidimensional
mostrada na Figura 4.20, sfio apresentados na sequéncia os graficos de uma representagio
tridimensional dos trés primeiros modos de vibragiio da barra. Estes modos de vibragao foram
obtidos a partir da parte real dos deslocamentos na diregio x; dos pontos internos mostrados na

Figura 4.19. O fator de posicionamento do ponto de colocagfio para a obtengao destes modos de
vibracdo foi @ =Y.
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Figura 4.20 Trés primeiros modos de vibrag3o de uma barra engastada-livre.
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Grifice 4.9 Parte real do primeiro modo de vibracio de ura barra engastada-livre (direcio x;).

156




AT£4ID

32535

|/PEI

pR i

iz

-3 0470

303846

AT

57 5598

Grafico 4.10 Parte real do segundo modo de vibragio de uma barra engastada-livre (direco x;).
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Grafico 4.11 Parte real do terceiro modo de vibragio de uma barra engastada-livre (direcio x;j.




4.9.2 Barra engastada-engastada snbmetida 2 uma vibracic axial

Este exemplo trata uma barra retangular, engastada nas extremidades e submetida a esforco
de superficie periddico e harmdnico ¢ na direcfio longitudinal. As condicBes de contorno sio de
dois lados opostos engastados na diregio transversal ¢ os outros dois livres, conforme mostra 2
Figura 4.21. As dimens3es da barra sfio de 12m na direcio longitudinal e Im na direciio
transversal. Novamente, o coeficiente de Poisson v e o fator de amortecimento P, foram
considerados nulos. Foi adotadoe E = 2.6 N/m” para o Mddulo de Young & um valor unitanio, p=

1.0 kg/m’, para a densidade. O nimero de pontos de Gauss utilizado neste exemplo foi igual a 12

H
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Figura 4.21 Barra engastada-engastada submetida a um esforge de superficie periddico & harménico.

Conforme mostra a Figura 4.22, ¢ contorno do problema foi discretizado em 48 elementos
lineares, sendo utilizados nos cantos da barra nos duplos, perfazendo um total de 52 nés de
contorno. De forma idéntica ao exemplo anterior, foram alocados 81 pontos internos para a

determinac3o dos modos de vibrac3o da barra.
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Figura 4.22 Discretizacio do MEC para 2 barra engastada-engastada.
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A solucBo analitica 1D para este problema fol mostrada em Richart et al. (1970}, ¢

apresenta as seguintes frequéncias naturais:

o, =n" n=123.. (4.87)
onde,
e
b= 2 (4.88)
Vo

Impondo os valores adotados, as trés primeiras frequéncias de ressonfncia da solugio
analitica apresentada em (4.87) conduz 2 @, = 04221, 0.8442, 1.2664 rad./s. Definidas as irés
primeiras frequéneias naturais e de acordo com definigBes do exemplo anterior, adotou-se wma
faixa de frequéncia de 0 a 1.4 para a resolugho numérica do problema. Sendo assim, construiu-se

a FRF para os deslocamentos na direg2o x; do n6 @ da Figura 4.22.

Nos Graficos 4.12 ¢ 4.13, s8o apresentadas as FRFs do deslocamento normalizado versus
frequéncia normalizada para os niimeros de passos n =5,6,7 e 8. Novamente, sio apresentados
os tempos de processamento {#p) de cada FRF, bem como os fatores escolhidos para ¢
posicionamento do ponto de colocagdio onde sio realizadas as integragBes. Os resultados

encontrados estdo normalizados, tendo como base os valores analiticos.
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Grifico 4.12 FRFs do deslocamento normalizado na direcio x; do ponto .

Analisando o Gréfico 4.12, de forma anéloga ao exemplo anterior, pode-se observar que &
medida que o intervalo de frequéncia aumenta os valores convergem para © resultado analitico
apresentadc pela equagdo (4.87). Novamente, o ponto de colocagdo posicionado a % do

comprimento dos elementos consecutivos apresenton resultados bastante significativos.
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Grafics 4.13 FRFs do desiocamento normalizado na direcio x; do ponto .

Analisando o Grafico 4.13, mais uma vez pode-se observar que a medida que o intervalo de
frequéncia aumenta os valores convergem para o resultado analitico apresentado pela equacfio
{4.87). Neste caso, o ponto de colocacsio foi posicionado a ¥ do comprimento dos elementos

consecutivos, obtendo-se também resuliados bastante significatives. Ne entanto, percebeu-se
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novamente que os resultados apresentaram uma pequena inconsisténcia guando a frequéncia
natural se aproximon de zero. Com relagio 20s tempos de processamento, pode-se observar que
para os dois casos analisados estes tempos estiveram bastante préximos. Para cada frequéncia

analisada, o tempo médio foi de 2,5 segundos.

A Tabela 4.12 apresenta os valores comparativos para as irés primeiras frequéncias naturais

o * v e
calculadas numérica (n = 5, 6, 7 e 8} e analiticamente, sendo que novamenie os valores
enconirados sio exatamente iguais para os dois fatores de posicionamento do ponto de colocacio

(a =", a=1Y). Os resultados estfio normalizados, tendo como base os valores analiticos.

Tabela 4,12 Influéneia da discretizagio do intervalo de frequéncia no cdlcnlo das FRFs
de uma barra engastada-engastada.

Freguéncias a3 iz i

n =5 1.02 1.97 2.93

n =6 1.01 1.97 3.03

n =7 1.01 2.02 2.98

n =8 0.996 2.01 3.01

Resultado 1.60 2.00 ; 3.00
Analitico

Analisando a Tabela 4.12, pode-se observar novamente que existe boa convergéncia dos
valores numéricos para o analitico, a medida que o intervalo de frequéncia aumenta. Os mimeros
de passos 7 e 8 apresentaram pouca variacio e, portanto, novamente o ultimo valor foi

considerado o mais representativo na resolucio numérica do problema.

Come ultima andlise do exemplo, comparando-se com 2 representacdo unidimensional
mostrada na Figura 4.23, s3c apresentados na sequéncia os graficos dos trés primeiros modos de
vibragio da barra engastada-engastada. Estes modos de vibragBio foram obtidos a partir dos
deslocamentos na direciio x; dos pontos internos mostrados na Figura 4.21. Novaments, o fator

de posicionamento do ponto de colocagio para a obtengdo destes modos foi g = Y.
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Figura 4.23 Tiés primeiros modos de vibragio de uma barra engastada-engastada.
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Grafico 4.14 Parie real do primeiro modo de vibragio de uma baira engastada- engastada (diregio x;).
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Grafice 4.13 Parte real do segundo modo de vibragio de uma barra engastada- engastada (direc8o x;).
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Grifico 4.16 Parte real do terceiro modo de vibragdo de uma barra engastada- engastada (direcHo x;}.
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Figura 4.28 Discretizacio do MEC para 2 viga engastada-engastada.

Adotou-se uma faixa de frequéncias de 0 a 2 para a resoluglio numérica do problema. Desta
forma, construiu-se a Fungfio de Resposta em Frequéncia (FRF) para os deslocamentos na
direcio xy do nd A (ver Fig. 4.25). Para efeito de comparagdo, os valores das dez primeiras
frequéncias naturais tanto de flexfo guanto axiais foram obtidos pelo software ANSYS, levando a
@y = 0.1691, 0.4201, 0.6347 (axial), 0.7395, 1.0994, 1.2698 (axial), 1.4855, 1.8889, 1.9055
{axial), 2.3038 rad/s. No Gréfico 4.17, sio apresentadas as FRFs do deslocamento normal ao

contorno {dire¢do x;) considerando-se as quatro primeiras frequéncias de flexdo da viga.
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Grafico 4.17 FRFs do deslocamento normal 20 contorno no ponto A.
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No Grafico 4.18 sio apresentadas as FRFs das dez primeiras freqii@ncias naturais tanto de

flexic {curva 1) como axiais {curva 2) para a discretizacdo de 160 elementos. As frequéncias

axials (curva 2) foram excitadas inclinando o carregamento.
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Grafice 4.18 FRFs do deslocamento normal a0 contorno no A.
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Os valores numéricos do deslocamento do ponto A, para a discretizagio de 160 elementos,

$40 apresentados na Tabela 4.14.

Tabela 4,14 Dez primeiras frequéncias de uma viga engastada-engastada,

Freguéncias ANSYS 160 elementos
&y 0.1691 0.1697
@ 0.4201 0.4227
ax (axial) 0.6347 0.6289
Wy 0.7395 0.7319
@s 1.0994 1.0874
o {axial) 1.2698 1.2661
@ 1.4855 1.4723
W5 1.8889 1.8752
@o  {axial) 1.9055 1.9033
@ig 2.3038 22782

Pode-se observar do Grafico 4.17 que houve uma estabilizacdo dos valores das frequéncias
naturais obtidas numericamente, frente aos resultados de elementos finitos pelo ANSYS, quando
s¢ aumentou a discretizagiio do problema refinando 2 matha de elementos de contorno. Do
Grafico 4.18, observa-se também que ¢ perfeitamente possivel obter tanto as frequéncias de
flex&o quanto as axiais, para isto basta inclinar o carregamento. A Tabela 4.14 apresenta estes
resultados para efeito de comparacio.

Na sequéncia, o Gréfico 4.19 apresenta os tr8s primeiros modos de vibragdo da viga
engastada-engastada obtidos pela malha de elementos finitos do ANSYS e de elementos de

contorno. Deve-se observar que nesta tiltima, somente o pontos do contorno sio plotados.
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Grifico 4.19 Modos de vibraglio da viga engastada-engastada.
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Grafice 4,19 Modos de vibragiio da viga engastada-engastada.
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Grafice 4.19 Modos de vibragio da viga engastada-engastada.
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494  Placa quadrada engastada-livre-engastada-livre submetida 2 uma excitacio
fransversal concentrada

Uma placa fina quadrada, com comprimento £ = 1.0 ¢ largura & = 1.0, foi excitada com um
carregamento transversal concentrado assimétrico, em uma de suas bordas livres. De acordo com
a Figura 4.27, as condigbes de contorno do problema sio de dois lados engastados e os ouiros
dois lados livres. A espessura da placa é k =0.03, ¢ coeficiente de Poisson foi considerado v=
0.3. Para o Médulo de Young foi adotado E = 1000.0 e para a densidade, foi adotado p=0.229. 0

numero de pontos de Gauss utilizado nos caleulos numéricos foi igual a 12

Figura 4.27 Placa quadrada engastada-livre-engastada-livre sob carregamento concentrade.

O contorno da placa foi discretizado em 40 e 80 elementos lineares, sendo utilizados nos
cantos da placa nés duplos, perfazendo um total de 44 o 84 nés de contorno, respectivamente,
conforme mostra a Figura 4.28. Também foram alocados 49 pontos internos para a determinagio
dos modos de vibragdo da placa, sendo que uma linha de 7 pontos esta disposta na direcdo x; e

consequentemente uma linha de 7 pontos esté disposta na direciio x;.
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Figura 4.28 Discretizagdes do MEC para a placa quadrada engastada-livre engastada-livre.

A solugfo analitica para este problema, para a obtencfio das frequéncias naturais foi descrita

por Blevins (1979), e apresenta a seguinte equacao;

2 ER3 ‘;E

[/

1

“0 T g 1217
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onde, wy s30 as frequéncias naturais em hertz, Zé o comprimento da placa, b ¢ a largura da placa,
h ¢ a espessura da placa, i € o numero de meia onda do modo de vibragio ao longo do eixo
horizontal x;, / € o numero de meia onda do modo de vibrago ao longo do eixo vertical x,, ¥ a
massa por unidade de drea da placa (ph para um material de densidade £, v € o coeficiente de
Poisson e Af é o parimetro admensional de frequéneia. Hste parmetro é geralmente uma funclo

das condigbes de contorno da placa, da suz geometria e, em muitos casos, do coeficiente de

Foisson.

O pardmetro admensional de frequéncia A para este exemplo, em particular, ¢ dado pela
Tabela 4.15 (Blevins, 1979):

Tabela 4.15 Pardmetros admensionais de frequéncia {4 ) para a placa guadrada engastada-livre-engastada-Tivre,

A e i
Sequéncia dos Modos
/b 1 2 3 4 5 6
: '.:{ﬁ 2227 2653 1 4366 -61.47 67.55 79.90
o (1D (123 - {13) {28 e (14

A frequéncia natural analitica pode agora ser determinada através da eguacio (4.90), os

valores finais encontrados s&c mostrados na Tabela 4.16.

Tabela 4.16 Frequéncias naturais analiticas {y) para a placa quadrada engastada-livre-engastada-livre.

wy{rad/si ¢ {if)
Sequéncia dos Modos
i 1 2 3 4 5 6
‘o 222670 26,5264 43.6541 51,4616 §7.5408 79 8801
' (11) (12) (13) 21 (22) {14)
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Determinadas as frequéncias naturais analiticas da placa, fez-se uma varredura ac longo
desta faixa de frequéncias para construir 2 Funcio de Resposta em Frequéncia (FRF). A regra
utilizada para a determinac8io do nimero de passos em que foi feita esta varredura, € representada

pela eguacio (4.85).

Erm fungdo do resultado analitico apresentado para as seis primeiras frequéneias naturais e
tarnbém do intervalo de frequéncias considerado, adotou-se uma faixa de frequéncia de 0 a 100
para 2 resolucdo numérica do problema. Com este procedimento, considerando-se as duas
discretizagdes adotadas, construiu-se a FRF em fungfo dos deslocamentos transversals da placa

na direcio x;.

A Tabela 4.17 apresenta og valores comparativos das seis primeiras frequéncias naturais

calculadas numérica (FRF)} ¢ analiticamente.

Tabela 4,17 Frequéncias naturais analiticas e numéricas (wy ) da placa quadrada engastada-livre-engastada-livre.

: 2 - W (rad./s e i
DISCRETIZACAO | g (209 )
49 Elementos
22.136 26.374 43.599 61.180 66.79% 79.806
lineares
80 Elementos
22.156 26.374 43,509 61.180 67.151 79.810
lineares
AN ALETI co 222670 26.5264 43,6541 61.4616 &7.5468 79.88%1
{1 {12) {13) {213 {223 {14}

Analisando a Tabela 4.17, pode-se observar que existe uma convergéncia entre as
frequéncias obtidas numericamente através das (FRFs), em relagBio ao valor analitico. Para o
mesmo intervalo numérico de frequéncias {(m = 8), observou-se¢ também que uma malor

discretizaciio do problema apresentou uma melhor convergéncia nos resultados numéricos finais.

175



Na sequéncia, com z intenc3o de representar graficamente cada FRF, sio apresentadas nos
Graficos 4.20 € 4.21 as FRFs em fungio do deslocamento transversal da placa na direc3o x; do nd
A (Figura 4.28), considerando-se 2s discretizaces de 40 e 80 elementos lineares,
respectivamente. Nestes graficos, sio apresentados também os tempos de processamento (#p) de

cada FRF, juntamente com os fatores escolhidos para o posicionamento do ponto de colocagdo.

- a1 =025
a2 =050
10 g" ‘\ p=8425s
I (i
Al
- P
e L i
z i \ [/
04 |
: \f
3 k’
0.01 |
i i : i ; i : H ; H
0 20 40 &G 80 10C

Grafico 4.20 FRF do deslocamento transversal da placa na direcdo x; do ponto A (40 elementos).

Analisando a FRF do Grafico 4.20, pode-se observar os picos de freguéneia obtidos
numericamente através do MEC para a discretizagio de 40 elementos lineares. A discretizacio
utilizada apresentou resultados bastante significativos em relacio ac valor analitico. A
formulagic elternativa adotada para a resoluciio do exemplo, considerando-se os pontos de
colecagio com fatores de posicionamento 2 ¥ e a % do comprimento dos elementos consecutivos
apresentaram as melhores respostas numéricas. Outros fatores de posicionamento apresentaram
respostas menos significativas.
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Grifico 4.21 FRF do deslocamento transversal da placa na diregio x5 do ponto A (80 elementos).

Analisando agora a FRF do Grafico 4.21, pode-se observar uma maior homogeneidade nos
picos de frequéncia obtidos numericamente através do MEC para 2 discretizacdo de 80 elementos

lineares. Neste sentido, a discretizago utilizada apresentou resultados mais expressivos em

relagfio ao valor analitico da frequéncia natural.

Com relagio aos tempos de processamento, pode-se observar para os dois casos analisados

que o tempo gasto para processar cada frequéncia foi de 2.5 e 5.4 segundos, respectivamente.
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Como ultima andlise deste exemplo, s¥o apresentados a seguir os graficos da parte real
primeiros modos de vibrag3o da placa, para a discretizacio de 40 elementos. Os modos de
vibrag3o foram obtidos a partir dos deslocamentos transversais na direcio x; dos pontos internos
mostrados na Figura 4.28. Na visualizagho dos modos de vibragio foi utilizado o software Array

Yigualiger 1.0,
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Grafico 4.22 Parte real do primeiro modo de vibracio da placa engastada-livre-engastada-tivee (i=1, 7=1).
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Grafico 4.23 Parte real do segundo modo de vibraglic da placa engastada-livie-engastada-livre (=1, j=2).
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Grifico 4.24 Parte real do terceiro modo de vibragio da placa engastada-livre-engastada-tivre (i=1, j=3).
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Grafice 4.25 Parte real do quarto moede de vibrag3o da placa engastada-livie-engastada-tivre (1=2, =1}
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Grifico 4.26 Parte real do quinte modo de vibragdo da placa engastada-livre-engastada-Tre (i=2, =2}
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Grafico 4.27 Parte real do sexto modo de vibracic da placa engastada-livre-engastada-livre (i=1, j=4}.

4.9.5 Placa quadrada engastada-livre-apoiada-livre submetida
a uma excitacfio transversal concentrada

Uma placa fina quadrada, com comprimento ¢ = 1 ¢ largura b = 1, foi excitada com um
carregamento transversal concentrado assimétrico em uma de suas bordas livres. De acordo com
a Figura 4.29, as condigdes de contorno do problema s3o de um lado engastado, o lado oposto
apoiado e os outros dois lados livres. A espessura da placa é h =0.05, o coeficiente de Poisson fot
considerado v = 0.3. Para 0 Médulo de Young foi adotado E = 1000.0 ¢ para a densidade, foi

adotado p=0.229. O nimero de pontos de Gauss utilizado nos calculos numéricos foi igual a 12.
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Figura 4.29 Placa quadrada engastada-livre-apoiada-livre sob carregamento concentrado.

& Kz
Mg Duplos
13, 63 23, 43
34 64 F 92, 42
B & L3 & & ® 4i
E-3 E:3 & & & ] &
10,125 .
%_7# -
L L] & & & & &
73;: ] & % - & ] 4
Pl 7
12,22 x
44,84 § 42 :
] 211,21
No A4

Figura 4.30 Discretizacdes do MEC para a placa quadrada engastada-livre-apoiada-tivre.

O contorno da placa foi discretizado em 40 ¢ 80 elementos lineares, sende utilizados nos
cantos da placa nés duplos, perfazendo um total de 44 e 84 nés de contorno, respectivamente,
conforme mostra a Figura 4.30. Também foram alocados 49 pontos internos para a determinaciio
dos modos de vibragic da placa. A solugdo analitica para a obtengio das frequéncias naturais ¢
dada pela equagic (4.90). Sendo que, o parimetro admensional de frequéncia ﬁ,ﬁz para este

exemplo em particular € dado pela Tabela 4.18 (Blevins, 1979):
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Tabela 4.18 Parimetros admensionais de frequéncia (4; ) para a placa quadsada engastada-livre-apoiada-livre.

A e ]

Sequéncia dos Modos
£ 1 2 3 4 5 6
o 15.20 20.67 3978 1 4973 5662 77.37
- (11) 12) (13 3} (223 (14}

A frequéncia natural analitica pode agora ser determinada através da equag@o (4.90), os

valores finais enconfrados, sio mostrados na Tabela 4.19.

Tabela 4.19 Frequéncias naturais analiticas (wy) para a placa quadrada engastada-livie-engastada-livre.

wg(rad/s) e (i)
Seguéncia dos Modes

b 1 3 3 4 5 6

15.2879 20.6672 397746 | 49.7232 56.6123 77.3595
{1y {(12) (13) (24 {22} (14}

.o

A partir das frequéncias naturais analiticas da placa, fez-se uma varredura a0 longo desta
faixa de frequéncias para construir a FRF. Considerando-se a equago {4.85), adotou-se n =8
para a varredura das frequéncias, obtendo 257 frequéncias no intervalo considerado. Desta forma,
adotou-se uma faixa de frequéncia de 0 2 100 para a resolugio numeérica do problema. Com este
procedimento, considerando-se as duas discretizagbes adotadas (Figura 4.30), construiu-se 2 FRF

em funcio dos deslocamentos transversais w na dire¢ao x;z.

A Tabela 4.20 apresenta os valores comparativos das seis primeiras frequéncias naturais

calculadas numérica (FRF) e analiticamente.
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Tabela 4.20 Frequéncias naturais analiticas e numéricas ( wy ) da placa quadrada engastada-livre-apoiada-Tivre.

. &3 {rad/s £ i
PISCRETIZACAD y (12d/s) @y
i p 3 4 5 &
4% Elemenios
15,126 20.398 39732 44,223 56.254 77.345
linearss
8¢ Hlemenios
15,126 20,398 39.732 49223 56254 77.34%
linearses
: i 7 7 7 77.
ANALITICO 15,2879 206672 39,7744 49,7232 56,6123 7735495
{1y {123 {13} {21) {22) {14}

Analisando a Tabela 4.20, pode-se observar que hé uma convergéncia entre as freguéncias
obtidas numericamente através das FRFs, com pouca diferenca em relaciio ao valor analitico.
Neste caso, uma maior discretizacio do problema nfic alieron os resultados obtidos para as

frequéncias naturais.

Na sequéncia, com a intencio de mostrar graficamente as FuncBes de Resposta em
Frequéncia, sdio apresentadas nos Gréaficos 4.28 e 4.29 as FRFs em funcgo do deslocamento
transversal da placa na direco x; do né 4 (Figura 4.30), considerando-se 3 discretizacdo de 40 e
80 elementos lineares, respectivamente. Nestes graficos, sio apresentados também os tempos de
processamento (fp) de cada FRF, juntamente com os fatores escothidos para o posicionamento do

ponto de colocacgéo.
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Grafico 4.28 FRY do deslocamento transversal da placa na diregio x; do ponto A (40 elementos).

Analisando a FRF do Grafico 4.28, pode-se observar os picos de frequéncia obtidos
numericamente através do MEC para a discretizacfio de 40 elementos lineares. A discretizagio
utilizada apresentou resultados bastante significativos em relagfio ao valor analitico. A
formulagfo alternativa adotada para a resclucfio do exemplo, considerando-se os pontos de
colocacio com fatores de posicionamento a ¥ ¢ a ¥ do comprimento dos elementos consecutivos

apresentaram as melhores respostas numéricas. Outros fatores de posicionamento apresentaram

respostas menos significativas.
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Grifico 4.29 FRF do deslocamento transversal da placa na direcio x; do ponto A (80 clementos),

Analisando agora a FRF do Grafico 4.29, pode-se observar claramente os picos de
frequéncia obtidos numericamente através do MEC para a discretizaciio de 80 elementos lineares.

Entretanto, a discretizacfo utilizada apresentou os mesmos resultados com relac8o & discretizacio

com 40 elementos.

Como tltima analise deste exemplo, sfo apresentados a seguir os graficos da parte real dos
seis primeiros modos de vibragio da placa, para a discretizacio de 40 elementos. Os modos de
vibragio foram obtidos a partir dos valores da parte real dos deslocamentos transversais, na
dire¢ho x;, dos pontos internos mostrados na Figura 4.30. Com relacdo aos tempos de

processamento, pode-se observar para os dois casos analisados que o tempo gasto para processar

cada frequéncia foi de 2.5 ¢ 5.4 segundos, respectivamente.
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Grafico 4.30 Parte real do primeiro modo de vibragiio da placa engastada-livre-apoiada-livre (i=1, j=1).
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Grafico 4.31 Parte real do segundo modo de vibragiio da placa engastada-livre-apoiada-livre (i=1, j=2).
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Grafico 4.32 Parte real do terceiro modo de vibragio da placa engastada-livre-apoiada-livre (i=1, =3}
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Gréfice 4.33 Parte real do quarto modo de vibracio da placa engastada-livre-apoiada-livre (=2, j=1).
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Grafico 4.34 Parte real do quinto modo de vibragio da placa engastada-livie-apoiada-livre (i=2, j=2).
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Grafice 4.35 Parte real do sexto modo de vibragio da placa engastada-livre-apoiada-livre (i=1, j=4).
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4.9.6 Placa quadrada apoiada-livre-apoiada-livre submetida
a uma excifacfio transversal concentrado

Uma placa fina quadrada, com comprimenio # = 1.0 e largura b = 1.0, foi excitada com um
carregamento transversal concentrado assimétrico, em uma de suas bordas livres. De acordo com
a Figura 4.31, as condigBes de contorno do problema sic de dois lados apoiados e os outros dois
lados livres, A espessura da placa é & =0.05, o cosficiente de Poisson foi considerado v = 0.2,
Para o Mddulo de Young foi adotado E = 1000.0 ¢ para a densidade, foi adotado p= 0.229. O

nimero de pontos de Gauss uytilizado nos calculos numéricos foi igual a 12.

A
P
P i
P
/ff/f "
f.’“..-

Figura 4.31 Placa quadrada apoiada-livre-apoiada-livre sob carregamento concentrado.
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Figura 4.32 Discretizagbes do MEC para a placa quadrada apoiada-livre-apoiada-livre.
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O contorne foi discretizado em 40 e 80 elementos lineares, sendo utilizados nos cantos da
placa nés duplos, perfazendo um total de 44 e 84 nds de contorno, respectivamente, conforme
mosira a Figura 4.32. Também, foram alocados 49 pontos internos para a determinacgio dos

modos de vibracio da placa.

A soluclo analitica para a obtenglo das frequéneias naturais € dada pela equacio (4.50). O

parfmetro admensional de frequéncia ;E,;f , © dado pela Tabela 4.21 (Blevins, 1979

Tabela 4.21 Pardmetros admensionais de frequéncia (3@,—2 } para & placa quadrada apoiada-livie-apoiada-fivre.

A e )

Sequéncia dos Modos
i H Z 3 4 5 &
o 9.631 1614 3673 38,85 46,74 .74
' (1 (12) (13 21 (22) (23)

A frequéncia natural analitica pode agora ser determinada afravés da equagdio (4.89), s

valores finais encontrados, sfo mostrados na Tabela 4.22:

Tabela 4.22 Frequéncias naturais analiticas (w;) para a placa quadrada apoiada-livre-apoiada-livre.

wifrad/s) e (i)}

Sequéncia dos Modos
b i Z 3 4 5 6
‘0 9.6297 16.1378 36,7250 38.9447 46.7336 F0.7304
) (il ; {12 {13} 21 {223 {23)

A partir das frequéncias naturais analiticas da placa, fez-se uma varredura ao longo desta
faixa de frequéncias para construir a2 FRF. Considerando-se a equacio (4.85), adotou-se n =8
para a varredura das frequéncias, obtendo 257 frequéncias no intervalo considerado. Desta forma,
adotou-se uma faixa de frequéncia de 0 a 100 para a resolugdo numérica do problema. Com este
procedimento, considerando-se as duas discretizagdes adotadas (Figura 4.32), construiu-s¢ a FRF

em fung#o dos deslocamentos transversais w na diregdo x;.
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A Tabela 4.23 apresenta os valores comparativos das seis primeiras frequéncias naturais

calculadas numérica (FRF) ¢ analiticamente. As porcentagens de erro foram calculadas tendo

como base o valor analitico.

Tabelz 4.23 Frequéncias naturais analiticas e numéricas {wy } da placa quadrada apoiada-livre-apoiada-tivre,

- &% (rad/s e i
DISCRETIZACAO i ( ) i
i 2 3 4 < &
48 Elementos
9.501 16.180 36.568 39.02¢ 46.763 70.666
fineares
80 Elementos
9,501 16.180 36.568 35.029 46,763 70,6665
linearss
- 7 16,137 3672 g, 7336 HLTS
ANALITICO S625 &.137% & 7250 38,9447 46,7336 F3.7304
{(n {123 {13y (21 {22 {233

Analisando a Tabela 4.23, pode-se observar que hé uma convergéncia entre as frequéncias
obtidas numericamente através das (FRFs), em relagio ao valor analitico. Novamente, uma maior
discretizagio do problema nfo alterou os resultados numéricos obtidos para as frequéncias

naturais.

Na sequéncia, considerando-se as discretizagbes de 40 e 80 clementos lineares, sio
apresentadas nos Graficos 4.36 ¢ 4.37 as FungBes de Resposta em Frequéncia em funcio do
deslocamento transversal da placa na direcio x; do nd 4 (Figura 4.32). Nestes graficos, sio
apresentados tambem os tempos de processamento (#p) de cada FRF, juntamente com os fatores

escolhidos para o posicicnamento do ponto de colocagiio onde s3o realizadas as mtegracdes do
MEC.
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Grafico 4.36 FRF do deslocamento transversal da placa na direciio x; do ponto A (40 glementos).

Analisando a FRF do Grafico 4.36, pode-se observar os picos de frequéncia obtidos
numericamente através do MEC para a discretizacio de 40 elementos lineares. Novamente, a
discretizacio utilizada apresentou resultados bastante significativos em relagio ao valor analitico.
Mais uma vez, a formulagio alternativa adotada para a resolucio do exemplo, considerando-se 08
pontos de colocagiio com fatores de posicionamento a % ¢ a ¥z do comprimento dos elementos
consecutivos apresentaram as melhores respostas numéricas. Outros fatores de posicionamento

apresentaram respostas menos significativas.
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Grifico 4.37 FRF do deslocamento transversal da placa na diregio x; do ponto A (80 elementos).

Analisando FRF do Grifico 437, pode-se observar mais uma vez wma maior
homogeneidade nos picos de frequéncia obtidos numericamente através do MEC para a
discretizag@o de 80 elementos lineares. Entretanto, a discretizagdo utilizada apresentou os

mesmos resultados com relagiio a discretizaciio com 40 elementos.

Como tltima andlise deste exemplo, sdo apresentados na sequéncia os graficos da parte real
dos seis primeiros modos de vibragio da placa, para a discretizag@o de 40 elementos. Os modos
de vibragdo foram obtidos a partir dos desiocamentos transversais na direciio x; dos pontos
internos mostrados na Figura 4.32. Com relacio aos tempos de processamento, pode-se cbservar

para os dois casos analisados que o tempo gasto para processar cada frequéncia foide 2.5 e 5.4

segundos, respectivamente.
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Grafico 4.38 Parte real do primeiro modo de vibragio da placa apoiada-livre-apoiada-livre (i=1, j=1).
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Grafico 439 Parte real do segundo modo de vibragic da placa apoiada-livre-apoiada-livre (i=1, j=2).
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Grifico 4.40 Parte real do terceiro modo de vibragio da placa apoiada-livre-apoiada-livre (=1, j=3).

Grafico 441 Parte real do quarto modo de vibragdo da placa apoiada-livre-apoiada-tivre (=2, j=1).
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{3rafico 4.42 Parte real do guinte moedo de vibracBo da placa apoiada-livre-apoiada-livre (i=2, j=2}.
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Grafico 4.43 Parte real do sexto modo de vibragie da placa apoiada-livre-apoiada-livre (=2, j=3).
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4.9.7 Placa retangular engastada-livre-engastada-livre submetida a uma
excitacde transversal concentrada

Uma placa retangular, com comprimento £ = 1.0 ¢ largura b = 0.4, fo1 excitada com um
carregamento fransversal concentrado assimétrico, em uma de suas bordas Hvres. De acordo com
a Figura 4.33, as condigbes de contomno do problema s3o de dois lados engastados e s outros
dois lados livres. A espessura da placa é & =0.05, o coeficiente de Poisson foi considerado v =
0.3. Para o Mddulo de Young foi adotado E = 1000.0 ¢ para a densidade, foi adotado p= 0.229. O

namero de pontos de Gauss utilizado nos calculos numeéricos foi igual a 12.

I £=10

Figura 4.33 Placa retangular engastada-livre-engastada-livre sob carregarnento concentrade,

O contorno da placa foi discretizado em 40 e 80 elementos lineares, sendo utilizados nos
cantos da placa nés duplos, perfazendo um total de 44 e 84 nds de contorno, respectivaments,
conforme mostra a Figura 4.34. Para a determinacio dos modos de vibragdc da placa, foram
alocados apenas 21 pontos internos sendo que uma linha de 7 pontos est disposta na direcsio x; ¢

consequentemente uma linha de 3 pontos esta disposta na direciio x,.

A x2
33, 63 23,43
34,54 - 9125 21 22,42
+e & L] ® ® L] L3
0.1 |
NG L g 3 8 2 @
[ [ @ ] @ - ]
44,84 ! 7 12,22 %,
1 N 11,21

Né A4

Figura 4.34 DiscretizagBes do MEC para a placa retangular engastada-livre-engastada-livre.
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A soluco analitica para a obtenglic das frequéncias naturais € dada pela equacdo (4. 90). O

pardmetro admensional de frequéncia R,;z, ¢ dado pela Tabela 4.24 (Blevins, 1579):

Tabela 4.24 Parfmeiros admensionais de frequéncia {&;‘2 } para 5 placa retengular engastada-livre-engastada-livre,

A e GD
Sequéncia dos Modos
£b 1 2 3 4 5 6
) 22.13 41.69 61.00 92.38 119.9 157.8
) ) (12} 2n (22 (31 {32

A freguéncia natural analitica pode ser determinada através da equago (4.90). Os valores

fingis enconirados 580 mostrados na Tabela 4.25:

Tabela 4.25 Frequéncias naturais analiticas (w) para a placa retangular apoiada-livre-apoiada-livre.

ipn

wy (rad/s} ¢

Sequéncia dos Modos
4/b 1 2 3 4 5 6
Lo | BT | anesa | 619917 1923674 | 119.8837 | 1577785
R R ¢ ) ©(12) en el pn o

Em funcio das frequéncias naturais analiticas da placa retangular, fez-se uma varredura ao
longo desta faixa de frequéncias para construir a FRF. Considerando-se a equagfo (4.85), adotou-
se # = 8§ para a varredura das frequéncias, obtendo 257 frequéncias no intervalo considerado.
Desta forma, adotou-se uma faixa de frequéncia de 0 a 200 para a resolugio numeérica do
problema. Com este procedimento, considerando-se as duas discretizacbes adotadas (Figura

4.34), construin-se as FRFs em funcio dos deslocamentos fransversais w na direcfo x;.
A Tabela 4.26 apresenta os valores comparativos das seis primeiras frequéncias naturais

calculadas numérica (FRF) ¢ analiticamente. As porcentagens de erro foram calculadas tendo

como base o valor analitico.
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Tabela 4.26 Frequéncias naturais analiticas e numéricas {wy ) da placa retangular apoiada-livre-apoiada-livre.

v &k (rad/s £ 7
DISCRETIZACAO i (1adfs) ¢
i 2 3 4 5 &
48 Elementss
21,1403 41,492 59.772 91411 118.128 155392
lineares
28 Elementos
21.806 41.492 60.473 21.411 118,832 156,085
lineares
o 2. 41. 61.891 ’a 1198837 15777
ANALITICO 21270 68473 1.9917 G2.3674 19,8837 57.7785
(11) (12) 21) (22) (31) (32)

Analisando a Tabela 4.26, pode-se observar que para a discretizacio de 80 elementos ha
uma convergéneia maior entre as frequéneias obtidas numericamente através das {(FRFs}, com
pouca discrepincia em relagfio ao valor analitico. A discretizac3o de 40 elementos, com

discrepancias maiores, apresentou resultados aparentemente menos significativos para algumas

frequéncias em relagdo ao valor analitico.

Na sequéncia, considerando-se as discretizacdes de 40 e 80 elementos lineares, sdo
apresentadas nos Graficos 4.44 ¢ 4.45 as Fungdes de Resposta em Frequéncia em funco do
deslocamento transversal da placa na direciio x; do né 4 {(Figura 4.34). Nestes graficos, sio
apresentados também os tempos de processamento (#p) de cada FRF, juntamente com os fatores

escolhidos para o posicionamento do ponto de colocagdo onde so realizadas as integracfes do

MEC.
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Grafico 4.44 FRF do deslocamenio transversal da placa na direcio x; do ponto A (40 elenentos).

Analisando a FRF do Grafico 4.44, pode-se observar os picos de frequéncia obtidos
numericamente através do MEC para a discretizac@io de 40 elementos lineares. Apenas a primeira
frequéncia natural é aparentemente mais dificil de ser visualizada. Pode-se dizer mails uma vez
que a discretizacdo utilizada apresentou resultados significativos em relagéio ac valor analftico. A
formulacio alternativa adotada para a resolucBio do exemplo, considerando-se os pontos de
colocacio com fatores de posicionamento a % ¢ a ¥ do comprimento dos elementos consecutivos
apresentaram as melhores respostas numéricas. Outros fatores de posicionamento apresentaram

TESpOStas menos expressivas.
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Grafics 4.45 FRF do deslocamento transversal da placa na diregZo x; do ponto A (80 elementos).

Analisando a2 FRF do Gréfico 4.45, em funcfio da discretizacio com 80 elementos lineares
pode-se observar uma maior homogeneidade nos picos de frequéncia obtidos numericamente,

principalmente com relagio & primeira frequéncia natural. Fato este ndo obtido com 2

discretizag8o anterior.

Como 1itima analise deste exemplo, sdo apresentados a seguir os graficos da parte real dos
seis primeiros modos de vibrago da placa retangular, para a discretizag@io de 40 elementos. Os
modos de vibragio foram obtidos a partir dos deslocamentos transversais na direcdo x; dos
pontos internos mostrados na Figura 4.34. Mesmo uma discretizagdo pobre de nds internos,
propiciou uma razoavel obteng3io dos modos de vibragio da placa retangular. Com relacdio aos
tempos de processamento, pode-se observar para os dois casos analisados que o ternpo gasto para

processar cada frequéncia foi de 2.7 e 5.6 segundos, respectivamente.
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Girafics 4.46 Parie real do primeiro modo de vibragio da placa retangular engastada-livre-engastada-livre (=1, =1}
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Grafico 4,47 Parte real do segundo mode de vibragic da placa retangular engastada-livre-engastada-livre (i=1, j=2).
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Gréfico 4.48 Parte real do terceiro modo de vibragio da placa retangular engastada-livre-sngastada-livre (i=2, j=1).
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Grafico 4.49 Parte real do quarto modo de vibragdo da placa retangular engastada-livre-engastada-livre (i=2, j=2).
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Grafico 4.50 Parte real do quinto modo de vibragio da placa retangular engastada-livre-engastada-livre (i=3, j=1).
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Grafico 4.51 Parie real do sexte modo de vibragio da placa retangular engastada-livre-engastada-livre (i=3, j=2).
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CAPITULO S

Implementacdo do Método dos Elementos de Contorno
aplicado a4 Formulagdo Estatica e Dindmica
Estacionaria de uma Folha Poliédrica

5.1 Introducio

A analise de estruturas de parede fina formadas pela associago de folhas poliedricas no
espago considera os efeitos de extens#o e flexfio das paredes da folha a partir da hipdtese de que,
para cada elemento plano componente da estrutura, tanto no problema estético como no dinAmico
estacionério, estd associado um estado plano de tens3o superposto a um estado de flexHo de
placas finas. Seguindo-se estas hipoteses fundamentais e com a intencdo de generalizar o
problema, convencionou-se chamar de macro-elemento 2 cada folha poliédrica componente da
estrutura. Em um macro-elemento esta associado um estado plano de tens@o superposto a um

estado de flexdo de placas finas.

Neste capitulo, 0 Método Direto dos Elementos de Contorno ¢ aplicado para discretizar as
equages integrais estéticas e dinmicas estacionérias de flex3o de placas finas ¢ estado plano em
um macro-elemento. Realizada 2 discretizaglo, as equacBes integrais sdo transformadas atraves

de equagBes algébricas em um sistema de equagBes lincares onde as incognitas sHo



deslocamentos e esforgos em nés definidos do contorno. Finalmente, com a imposicic das
condi¢bes de contorno ¢ a resoluclo do sistema de equacdes resultante, resultados nodais do

contorno ¢ dominio do macro-elemente podem ser determinados.

Foram realizados exemplos numéricos para 2 analise estitica e dindmica estacionaria de
problemas bidimensionais da elasticidade (estados planos) e problemas de flexiio de placas finas.
Os exemplos visam obter parAmetros mais confisveis e detalhados com relacdo ao nivel de
discretizagio a ser adotado na resoluciio de problemas isolados, tendo como obietivo principal a

minimizacdo de erros numéricos.

5.2 Implementacio do Método dos Elementos de Contorne

5.2.1 Discretizaciio do contorno

Para cada elemento de contorno 7} do macro-elemento, tanto a aproximaciic da geometria
quanto as variaveis de deslocamento e esforgo, séo descritas pela mesma funcio de interpolaggo
(equacdo 4.1). As varidveis de deslocamentos e esforgos sio expressas através de fungdes de
interpolagdo e valores nodais (equagdes 4.3 e 4.4). Em um contorno suave do macro-elemento,
sao utilizados elementos continuos isoparamétricos lineares ¢ para representar descontinuidades
de deslocamentos ¢ esforgos sfo usados elementos descontinuos e adota-se a estratégia do nd

duplo.

5.2.2 Equacdes algébricas no macro-elemento

Para um ponto genérico (¢) do contorno de um macro-elemento mostrado na Figura 5.1, as
equagOes integrais dos problemas estaticos da elasticidade 2D e placas finas e dos problemas da
dindmica estaciondria da elasticidade 2D e placas finas sio agora discretizadas e transformadas
em equacdes algebricas, a partir dos parimetros nodais do contorno definidos na secfio 5.2.1.
Cabe lembrar que os estados estdo desacoplados e as equagdes finais encontradas serdo sempre

independentes.
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Wacro-elemento |

Figura 5.1 Deslocamentos ¢ esforgos ern um né § genérico de um macro-elemento.

Considerando-se as varisveis de deslocamentos ¢ esforgos ds um né genérico £do contorno
I"de uwm macro-elemento {Figura 5.1}, o vetor u é o vetor dos deslocamentos do nd & deste
macro-elemento. Os deslocamentos de wm nd sucedem ao do outro e s3o organizados em cada né

da seguinte forma:

al
w

u = (5.1
i,

ow /8n

Analogamente, o vetor ¢ € o vetor dos esforgos do né £ do macro-elemento, sendo o

mesmo, correspondente ao vetor # e organizado da mesma forma para um né:

1

4
V e
. (5.2)
M ]

As componentes matriciais elementares do MEC, em fungio dos deslocamentos e esfor¢os

de um né genérico ¢ de um macro-elemento, sdo do tipo:
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3.3

by 0 hy, 0| u, (5:3)
0 h, O h, |l&w/on
ngf 0 g4 g ~§( i, §

g i V.

g & 2 { L (5.4)
g3 0 g, 0 P g
L 0 g:i.? 0 g4¢ i {Mnj

Os termos elementares nfio nulos das primeiras e terceiras linhas da matriz referem-se aos

problemas da elasticidade 2D, enquanto que as segundas e quartas linhas, a0 problema de placa
fina.

Em um macro-elemento, a discretizaciio em elementos de contorno das equacles integrais
da estitica e dinmica estacionériz da elasticidade 2D e de placas finas pode-se iniciar pela
elasticidade e depois passar 4 de placas ou vice-versa pots estas equagdes estdio desacopladas ¢ a
discretizagdo de uma nfio afeta a outra. Nas equacbes integrais da elasticidade 2D, estatica e
dinfmica estacionaria, as variaveis do problema sfo dois deslocamentos u; e u, ¢ dois esforcos de
superficie # e #;. Sabe-se que a partir de condigdes naturais ou essenciais deste problema, sempre
sdao conhecidas duas das quadro varidveis mencionadas, necessitando aplicar as equagBes
integrais nas duas direcSes do problema 2D. A obtencio das equagBes algébricas do MEC para

cada formulagdo foi mostrada pelas segBes 4.3 € 4.7 do Capitulo 4.

Nas equaces integrais da estitica e dinimica estacionaria de placas finas, as varidveis
relacionadas sfio w, Sw/dh, ¥, e M,. Sabe-se novamente que a partir de condi¢Bes naturais ou
essenciais dos problemas de placa e, desprezando-se as reagbes de canto R, sempre sio
conhecidas duas das quatro varidveis mencionadas. Das quatro varigveis iniciais resultam duas
incognitas, sendo necessarias a aplicacio de dois conjuntos de equagdes integrais para resolver

completamente o problema. A obtencio das equagBes algébricas do MEC para cada formulacio

foi mostrada pelas se¢bes 4.4 ¢ 4.8 do Capitulo 4.
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As equacBes algébricas apresentadas no Capitulo 4, sio calculadas numericamente para
todos os micro-elementos do contorno do macro-elemento, de acordo com as componentes
matriciais elementares dadas pelas equagBes (5.3) e (5.4) encontrando 4V equagdes algébricas
para as varidvels incbgnitas e varidveis conhecidas dos probiemas gstaticos e dindmicos

estacionarios da slasticidade 2D e da flex#o de placas finas.
5,2.3 Montagem do Sistema de Equaghes

Apbds as integragdes numericas das equagdes integrais dos problemas estaticos e dindmicos
estacionsrios da elasticidade 2D e da flexfio de placas finas sobre os N, elementos de contorno,
nos N nés do contorno do macro-elemento, pode-se escrever genericamente o seguinte sistemna

algébrico final de 4¥ equagles:

Hvi=[cHri+ B} (5.5)
onde H e G sio matrizes nfio simétricas de dimensfio 41V X 4NV,

Impondo-se 4/ varidveis conhecidas de deslocamento ou esforgo em (5.5) ¢ apés
conveniente troca de membros das colunas das matrizes H ¢ G, obtém-se o seguinte sistema de

equaches final:

[4 ¥x }= {F } (5.6)

sendo, X o vetor com as 4N varidveis incognitas de deslocamentos ou esfor¢os no contorno (duas
da elasticidade 2D e duas da flexdo de placas), F o vetor que contém os efeitos dos
deslocamentos ou esforgos conhecidos no contorno e, no caso estatico, os valores de dominio, 4
¢ a matriz que contém os coeficientes das varidveis incognitas que foil obtida com a troca das
colunas das matrizes H e G. Lembrando que, nos problemas dinfmicos estacionérios, esta

implicito no sistema final (5.6) o valor de cada frequéncia de excitag3o do problema.



4.9.3 Viga engastada-livre submetida 2 nma excitacio fransversal uniforme

Este exemplo trata uma viga retangular, engastada nas extremidades e submetida a esforgo
de superficie periddico ¢ harmdnico ¢ na direcBo transversal. As condi¢Ges de contorno sdo de
dois lados opostos engastados na direcio transversal e os outros dois livres, conforme mostra a
Figura 4.24. As dimensbes da barra sfio de 7m na direco longitudinal e 1m na diregio
transversal. Novamente, o coeficiente de Poisson v ¢ o fator de amortecimento f,, foram
considerados nulos. O Médulo de Young foi considerado £ = 2.0 N/m’ e 3 densidade foi

considerada p= 1.0 kg/my’. O niimero de pontos de Gauss utilizado neste exemplo foi igual a 12.

Q«w
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Figura 4.24 Viga engastada-engastada sob ssforgo perpendicular periddico ¢ harmdnico.

A Tabela 4.13 mostra as discretizagdes utilizadas para a resolucio do problema.

Tabela 4.13 Discretizagbes da viga engastada-engastada.

Discretizacde | La Ls Le Lp
160 elementos 10 70 10 70
320 elementos pAL 140 20 140
400 elementos 25 175 25 173

A Figura 4.25 mostra a forma de discretizagfio do contorno com elementos lineares, sendo

utilizados nos cantos nés duplos.



Novamente, ap0s a determinaco dos valores de deslocamentos ou esforcos no contome do
macro-elemento, pode-se encontrar também os deslocamentos, esforcos e tensbes em pontos do

dominio, a partir dos valores encontrados no contorno, conforme mostrado no Capitulo 4.
3.2.4 Deslocamentos, tensbes e curvaturas em pontos do dominio

A determinagiic dos deslocamentos em pontos do dominic do macro-elemento € feita
diretamente, a partir dos valores encontrados no contomo {conforme mostrado no Capitulo 4),
sendo que agora duas das varidveis s3o do problema estitico e dindmico estaciondrio da
elasticidade 2D e duas da flex3o de placas. Escrevendo-se as equagdes integrais dos problemas
estaticos ¢ dindmicos nos pontos do dominio do macro-elemento onde unecessitam  ser

determinados os deslocamentos, obtém-se:

Wi=-lg fv}i+le fr} (5.7)

onde, U ¢ o vetor dos deslocamentos nos pontos do dominio do macro-elemento. Os coeficientes
das matrizes H ¢ G’ s3o obtidos de maneira semelhante & aqueles determinados para os pontos de

contomno.

A determinacio das tensbes e curvaturas no domifnic do macro-elemento segue

procedimento analogo ao apresentado no Capitulo 4.

5.3 Validacfo das formulacoes estiticas de um macro-clemento

Nesta segfo, foram realizados exemplos numéricos para a analise de problemas
bidimensionais da elasticidade (Estados Planos) e problemas de placa fina. Os exemplos visaram
obter par@metros mais confidveis e detalhados com relacio ao nivel de discretizacio a ser
adotado na resolugiio de problemas isolados, tendo como objetive principal a minimizacio de
erros numericos. Através desta linha de raciocinio, procurou-se testar a acuidade do programa

computacional desenvolvido para a resolugio do macro-elemento com os programas individuais
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de estado plano e de placa fina. Com isso, foram utilizados na resolugdc dos exemplos os
seguintes programas computacionais: ESTPLAN: programa para a analise de problemas
bidimensionais da elasticidade (Estados Planos), PLAFIN: programa para a anélise de problemas

de placas finas ¢ MACRO: programa para a analise e resolugfo de um macro-elemento.

5,31 Viga em balanco sujeita 2 um carregamento parabdlico

Uma viga em balanco foi submetide 2 uma distribuigio de carregamento parabélico
transversal, conforme mostra a Figura 5.2. Este problema foi analisado através de um Estado
Plano de TensBes. A tensiio transversal méxima oy foi considerada igual 2 15 kN/m’. O médulo
de elasticidade longitudinal do matenial E foi considerado igual a 1.920.000 KNm® ¢ o
coeficiente de Poisson v foi de 0.2. Foram utilizadas trés diferentes discretizagbes em elementos

de contorno, consistindo-se em 20, 40 e 60 elementos lineares.

E
!

Al

!
B ig:gm o= 15 kN/nf
el

L=20m

= |

Figura 5.2 Viga em balango sujeita a carregamentos nos ¢xiremos.

A teoria de vigas apresenta como solucdo analitica para o deslocamento da borda livre a

seguinte equagdo (Brebbia £ Domingues, 1992):

Ps?
0, =
3EI

= 10 mm {5.8)

onde P ¢ o carregamento total aplicado, £ € o comprimento da viga £ o médulo de elasticidade

longitudinal e { o momento de inércia
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Os resultados dos deslocamentos na borda livre da viga nos ponios &, B e C mostrados na

Figura 5.2, sio apresentados na Tabela 5.1.

Tabela 5.1 Deslocamentos da borda livre da viga.

| EsteLanN | OMACRO g
taeity 20 elementos | 40 elementos | 60 clementos | 20 elementos | 40 elementos | 60 efementos %‘igas __::-
A 9,515 10,027 | 10,080 9,537 10,057 | 10,068
% Erro 4.85 0.27 0.80 4.63 0.57 0.68
B 5,938 10,0636 | 10,089 9,939 10,065 | 10,074 10
% Erro 0.62 0.36 6.89 0.62 0.36 0.74
C 8,515 10,027 | 10,080 9,537 10,057 | 10,068
% Erro 4.85 8.27 1.8 4.63 0.57 0.68

No programa MACRO, os casos foram processados com os pontos de colocacio externos
ao dominio a uma distncia de ¥ do comprimento do elemento € utilizando-se 48 pontos de
Gauss. T4 no programa ESTPLAN, os pontos de colocago foram posicionados sobre o contorno
e também se utilizou 48 pontos de Gauss, nas integragBes numéricas. Os resultados encontrados
para os pontos considerados sic aparentemente idénticos com discrepancias da ordem de 0.8%

para a maior discretizagiio, aproximando-se bastante do valor tedrico.

5.3.2 Peca com concentraciio de tensdes

Conforme mostra a Figura 5.3, as concentragBes méximas de tensbes em uma pega ocorrem
nas secfes transversais de menor area geométrica ou seja, o valor maximo de tensio ocorre no
ponto 4 da secio transversal central. A Figura 5.4, mostra as condigdes de contorno utilizadas
para a implementacio dos dados necessérios a resolucdio do problema. Considerando-se a

simetria existente na pega, somente um quarto da secdo transversal necessitou ser discretizada. O
comprimento £ e a tensfo uniaxial oy, foram considerados unitarios. O médulo de elasticidade do
material £ também fol considerado unitirio e o coeficiente de Poisson v é de 0.3. O raio r do

circulo foi mensurado em 1/10 do comprimento 4.
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A solucdo analitica para a tens3o no ponto 4 da Figura 5.3 € dada pela seguinte equacio

(Roark € Young, 1975}

o, =30,

= T

WL

Figura 5.3 Peca com concentracio de tensfio em furo central.

fritttteestets

"\ a
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ANNY R

Figura 5.4 CondicBes de contorno e simetria da pega.

(5.9)



Foram utilizadas quatro diferentes discretizacBes em elementos de contorno, consistindo
em 20, 40, 60 e 80 elementos lineares. Os resultados das tensGes uniaxiais no ponto 4 em funcio
do numero de elementos de contorno utilizados, s3o apresentados no Grafico 4.1. Novamente, no
programa MACRO, os casos foram processados com os pontos de colocaclo externos ao
dominioc 2 uma disténcia de % do comprimento do elemento e utilizando-se 48 pontos de Gauss.
E no programa ESTPLAN, os pontos de colocaglio foram posicionados sobre o contorno ¢

utilizando-se 48 pontos de Gauss nas integracdes numéricas.

) .- & - -ESTPLAN
8 - MACRD
2 ,, )
= p—— Solucdio Analitica
@ e
b= B
B
25 | |
0 20 40 &0 80 100
N° de Elementos de Contorno

Grafico 5.1 Tensdes adimensionais no ponto A,

Neste exemplo, pode-se observar uma maior convergéncia de rtesultados a partir da
utilizagio de 40 elementos lineares. Novamente, niio foram encontradas diferencas significativas

com a adogfc de uma discretizaglio com maior nmimero de elementos.

5.3.3 Chapa fina sujeita a esforcos de borda

A Figura 5.5 mostra uma chapa fina retangular sob o efeito de uma distribuigio linear de
forcas de superficie 7 de 1000 MPa na diregio horizontal (lados esquerdo e direito da chapa). O

médulo de elasticidade £ adotado para o material & de 192,000 MPa ¢ o coeficiente de Poisson v
éde 0.2.
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Figura 8.8 Chapa fina sujeitz 2 dois momentos aplicados.

O contorno foi discretizado em 8, 16, 32, 64 elementos lineares, sendo que as forcas de
superficie sfo prescritas come zero nos lados de maior dimenséo da chapa. Os deslocamentos s3o
impedidos apenas nos apoios fixo ¢ movel mostrados na figura. Os resuliados dos deslocamentos
no canto A, mostrado na Figura 5.5, s3o apresentados na Tabela 5.2. Os mesmos s8o comparados

com os valores exatos extraidos do exemplo apresentado por Brebbia £ Domingues (1992},

Tabela 5.2 Deslocamentos no canto A da chapa fina (m).

-0,01660 | 0,01290 | -0,01668 | 0,01296

| -0,01874 | 0,01698 | -0,01881 | 0,01704

_ - 0,02 0,02
1 -0,02010 | 0,01950 | -0,02018 | 0,01956

*-.:f -0,02014 | 0,01982 | -0,02018 | 0,01986

Utilizando o mesmo procedimento adotado para os dois programas no exemplo anterior,
pode-se perceber que com uma discretizaclio a partir de 32 elementos lineares, os resultados

convergem para a solucfo analitica.
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3.3.4 Placa retangular em balanco

Uma placa retangular em balanco, com relagio entre lados igual a 1/4, foi submetida a um
carregarnento unitério uniformemente distribuido sobre o seu dominio e 2 um carregamento
unitario linearmente uniforme sobre nma de suas bordas. Coroo mostra 3 Figura 5.6, as condicBes
de contorno s#o de uma borda engastada e as outras bordas Hyres, O coeficiente de Poisson foi
considerado nulo e para o céleulo dos esforgos e deslocamentos no contorno, foi adotado o valor
de 0.02 kN.m"/m para rigidez 2 flex3o da placa D. O contorno do problema foi discretizado em

20, 40 ¢ 60 elementos lineares.
Nos programas PLAFIN ¢ MACRO, os casos foram processados com 0s pontos de

colocacio posicionados sobre o contorno e externos ao dominio, a wma distincia de % do

comprimento do elemento. Nas integragBes numéricas, foram utilizados 12 pontos de Gauss.

Borda
/4_' Carregada

04m

|
|
|
|

IV IIIIIIT IV,

it
——

| i6m

Figura 5.6 Placa retangular em balanco.

A Tabela 5.3 apresenta resultados de deslocamentos e esforgos nos pontos de contorno
obtidos para um carregamento unitério distribuido linearmente e aplicado sobre a borda livre,
oposta ac engastamento. Para o célculo dos valores representativos de esforgos e deslocamentos

em cada secdo, foi efstuada a média dos valores nos pontos situados sobre a se¢fo.

A Tabela 5.4 apresenta resultados de deslocamentos e esforges nos ponios de contorno

obtidos para um carregamento distribuido uniformemente sobre o dominio da placa.
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Tabelz 5.3 Deslocamentos € esforcos no contormno de nma placa sm balange sujeita 2 wm carmegamento
distribuido linearmente no lado oposto da borda engastada.

. PLAFIN L MACRO b
20 clementos | 40 clementos | 60 clemenios | 20 elementos | 40 dlementos | 606 elementos “333
03840 | 03983 | 04019 | 0,3832 | 0,3972 | 0.4010
0.4
4.00 0.43 0.48 4.20 0,70 0.25
0,6099 | 06254 @ 06421 | 0,6087 | 0,6241 | 0,6415
0,64
1470 2.28 0.33 4.89 2.48 0.23
| 68,6625 | 68,698 | 69,017 | 68,6613 | 68,677 | 69,008
68.267
0.58 .63 1.10 0.58 0.6 1.00

Tabela 5.4 Deslocamentos e esforcos no contorno de uma placa em balango sujeita 3 um carregamento
uniformemente distribuido no dominio.

T PLARIN | MACRO

| 20 clementos | 40 clementos | 60 elementos | 20 elementos | 40 elementos | 60 elementos | -
0,6319 | 0,6405 | 0,6421 | 0,6209 | 0,6385 | 0,6397
1.27 0.10 0.33 2.98 0.23 0.10 -
0,5022 | 0,5106 = 0,5153 | 0,4982 | 06,5094 | 05116
191 | 027 | 064 | 270 | 051 | 010 N

0 1 41,2410 | 41,3540 | 41,4570 | 41,0317 | 41,1562 | 41,1880

40,960

0.69 0.96 1.21 0.20 0.48 0.56

Os resultados obtidos para os dois carregamentos na placa em balango foram bastante
préximes ac problema classico da tecria de vigas simples. As discretizagbes do contorno

mostraram que a partir da utilizacdo de 40 elementos lineares os resultados convergem para o

valor tedrico.
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5.3.5 Placa guadrada sujeita 2 condicBes de simetria

Analisa-se aqui um problema classico de uma placa quadrada de lado ¢ simplesmente
apoiada nio contorno, conforme ilustra a Figura 5.7, Foi considerado um carregamento unitario
uniformemente distribuido no dominio. A rigidez 4 flex3o da placa D também foi considerada
unitaria. O coeficiente de Poisson v foi considerado igual a 0.3. Foram utilizadas quatro
discretizagBes em elementos de contorno, consistindo-se em 12, 24, 40 £ 60 elementos linsares. O

processamento foi feito de maneira idéntica ao exemplo anterior.

X2

\

Representagéo/ A A A A A

dos apoios

Figura 5.7 Placa fina quadrada simplesmente apoiada no contorno.
Da Figura 5.7, pode-se observar que as bordas externas da placa estio apoiadas sobre o
contorno ¢ as bordas sujeitas 4 condiglio de simetria (eixos x; e x») estdo livres para se deslocar.

Portanto, as condigSes de contorno ¢ vinculagio da placa com condigdes de simetria podem ser

definidas da seguinte forma:
Em x;=0: Mip=0;=0 x1=82: Myy=w =0

Em xy=0: M];ngg*@ Xo=82: May=w =@
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Os resultados de deslocamentos no centro da placa em fungio do niimero de elementos

utilizados sao apresentados no Grafico 5.2.

0,408 -
0,406 - e Bt
0,404 -
0,402 |
04 -
0,298
0,396 -
0,394 -
0,392

-~ a-- PLAFIN

vt BABCERC

Taoria
Classica

Deslocamento maximo

4] 26 40 80 80
N° de slementos de contorno

Grafico 5.2 Deslocamentos méximos no centro da placa (100D/gl™).

Os resuliados dos momentos fletores méximos no centro da placa em funglo do nimero de

elementos utilizados sio apresentados no Gréfico 5.3.

- u-- PLAFIN

0,482 -

0,48 - e et NACRO

0478 - e
0,476 - /’
0,474 - 2
0,472
047

0,468 - gf:

0,486 - : ‘
9 20 40 60 80

Teoria
Cléassica

Momento maximo

M° de slementos de contorno

Grifico 5.3 Momentos fletores méximos no centro da placa (10/g4%).

Pode-se observar novamente que a discretizacio com 40 elementes leva a uma

convergéncia de resultados para a teoria classica.



5.4 Validacfo das formulacGes da dinfimica estacionaria de um macro elemento

Nesta secHio, procurou-se validar a implementagiic do programa computacional
desenvolvido para 2 resolugiio dindmica estaciondria de um macro-elemento. Foram
confeccionados exemplos numéricos para a anilise de problemas individuais da elastodin@mica
bidimensional ¢ da dinfmica de placa fina. O programa foi testado considerando-se o calculo
numerico, a partir das FRFs, das frequéneias naturais de vibragio. Os tempos de processamento
destes exemplos foram tomados considerando-se um computador com progessador Intel Pentium
III 500 MHz. Os resultados foram comparados com os programas individuais das referidas
teorias e também com valores analiticos. Foram utilizados na resolugdo dos exemplos os
seguintes programas computacionais: DINESTAPLAN: programa pare a andlise de problernas
elastodindmicos bidimensionais estaciondrios, DINPLAFIN: programa para a andlise de
problemas dinfmicos estaciondrios de placas finas & DINMACRO: programa para & anslise e

resolugdo do modelo dinfmico estaciondrio de um macro-elemento.

3.4.1 Barra engastada-livre submetida a uma excitacio axial uniforme

Uma barra retangular em balanco e com relaglo entre lados igual a 1/7, foi submetida a2 um
esforgo de superficie periddico e harménico # sobre o lado Hvre oposto a0 engastamento. De
acorde com a Figura 5.8, as condi¢Bes de contorne sio de um lado engastado ¢ os outros trés
lados livres. As dimensdes sio de 7m na direclo longitudinal e 1m na direcio transversal. O
coeficiente de Poisson v foi considerado nulo. Para o Médulo de Young fol adotado E = 2.0 N/m*
¢ para a densidade, foi adotado um valor unitério, isto &, 2= 1.0 kg/m’. O niimero de pontos de

Gauss utilizado foiigual a 12.

-
KN
N I
tm § |
N
i B g
i N
TN

Tm

]
gl

Figura 5.8 Barra engastada-livre sob esforco de superficie periddico e harménico.
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Conforme mostra a Figura 5.9, o contorno do problema foi discretizado em 48 elementos
lineares, sendo utilizados nos cantos da barra nés duplos, perfazendo um total de 52 nés de

contormno,

B % Gy

&

B A i K 7

Figura 5.9 Discretizagio do MEC parz 2 barra engastada-livre.

Considerando-se a geometria e as constantes eldsticas iniciais do problema, encontrou-se
valores unitarios para a massa por unidade de comprimento m e pars a 4rea 4. Enifio, as r8s
primeiras frequéncias de ressonéncia da solucfio analitica apresentada em (4.84) conduz a @, =
0.3173, 0.9520, 1.5867 rad./s. Consequentemente, em fungdo do resultado apresentado para as
trés primeiras frequéncias naturais, adotou-se uma faixa de frequéncia de 0 a 2 para a resoluglo
numérica do problema. Desta forma, construiu-se a Fung3o de Resposta em Frequéncia (FRF)
para os deslocamentos na diregdio x; do né P da Figura 5.9. Conforme mostram os Gréficos 5.4 ¢
5.5, para testar a convergéncia entre os programas, sio apresentadas as Fungdes de Resposta em
Frequéncias do deslocamento x frequéncia para o nimero de passos n = 8 (Equagiio 4.85).
Nestes graficos, s30 apresentados também os tempos de processamento (#p) de cada FRF ¢
também os fatores escolhidos para o posicionamento do ponto de colocacio onde sdo realizadas

as integracdes.
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Grafico 5.4 FRFs do deslocamento na diregdo x; do pomio P.

Analisando o Grafico 5.4, pode-se observar que os resultados apresentados pelos dois
programas s3o idénticos e consegue-se determinar com clareza as trés primeiras frequéncias
naturais do sistema. Portanto, para este exemplo, o ponto de colocacio posicionado a % do
comprimento dos elementos consecutivos apresenion resultados bastante convergentes em

relaglio ao valor analitico.
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Grafico 8.5 FRFs do deslocamento normalizado na direclio x; do ponio P.

Analisando o Grafico 5.5, pode-se observar novamente que os resultados apresentados
pelos dois programas apresentam a mesma convergéncia. Novamente, se consegue determinar de
forma idéntica as trés primeiras frequéncias naturais do sistema. Portanto, para este exemplo, o
ponto de colocaglo posicionado a2 %2 do comprimento dos elementos consecutivos também

apresentou resultados bastante convergentes em relagio ao valor analitico.
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Os tempos de processamento foram aferidos para se ter uma idéia do tempo gasto para
processar o exemplo no programa individual especifico (DINESTAPLAN) e no programa macto
(DINMACRO). Desta forma, pode-se perceber que houve um aumento significativo no tempo de
processamento do exemplo no programa DINMACRO. Isto ja era esperado pois o mesmo
trabalha na montagem de matrizes gue s#o o dobro do tamanho daquelas que s3o montadas no

programa individual,
A Tabela 5.5 apresenta os valores comparativos para as frés prnimeiras frequéneias naturais
o . # .
calculadas analitica ¢ numericamente (»° = 8), sendo que os fatores escolhidos para o

posicionamento do ponto de colocagiio sioa; =Yie gy = 1% .

Tabela 5.5 Trés primeiras frequéncias de uma barra engastada-livie (g; =Y e gy = 4% ).

- Frequéncias @y @ @

DINESTAPLAN 03132 0.9506 15880
DINMACRO 0.3132 0.9506 1.5880
_Analitico 03173 . 09520 1.5867

A Tabela 5.6 também apresenta os valores comparativos para as trés primeiras frequéncias
. o - * -
naturais calculadas analitica e numericamente (= 8), sendo que agora os fatores escolhidos para

o posicionamento do ponto de colocacio onde sio realizadas as integracBes sBo a; = Y e a4y = Y.

Tabela 5.6 Trés primeiras frequéncias de uma barra engastada-livre (a; = % e g, = %),

FREQUENCIAS @ @ @

DINESTAPLAN 03132 09506 ] 1.5880
DINMACRO 0.3132 0.9506 1.5880
ANALITICO 0.3173 | 0.9520 1.5867
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Observando-se as Tabelas 5.5 e 5.6, pode-se concluir que para os dois programas testados,
existe uma convergéneia dos valores numéricos de frequéncia para os valores analiticos. Cabe
lembrar que o valor numérico de frequéncia € escolhido quando o mesmo atinge ¢ pico numerico

dos valores de deslocamento, dentro da faixa de frequéncias adotada.

5.4.2 Placa quadrada engastada-livre-engastada-livre submetida 2 nma excitacio
transversal concentrada

Uma placa fina quadrada, com comprimento ¢ = 1.0 ¢ largura b = 1.0, foi excitada com um
carregamento transversal concentrado assimétrico, em uma de suas bordas livres. De acordo com
a Figura 5.10, as condigdes de contorno do problema sio de dois lados engastados € 95 oulros
dois lados Hvres. A espessura da placa € & =0.05, o coeficiente de Poisson foi considerado v =
0.3. Para o Médulo de Young foi adotado E = 1000.0 ¢ para a densidads, foi adotade p=0.225. 0

niimero de pontos de Gauss utilizado nos célculos numéricos foi igual 2 12.

Figura 5.10 Placa quadrada engastada-livre-engastada-livre sob excitagio concentrada.
O contorno da placa guadrada engastada-livre-engastada-livre foi discretizado em 40

elementos lineares, sendo utilizados nos cantos da placa nds duplos, perfazendo um total de 44

nds de contorno, conforme mostra a Figura 5.11.
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Figura 5.11 Discretizagbes do MEC para a placa quadrada engastada-livre engastada-livee,

A solugo analitica para este problema, para a obtengéio das frequéncias naturais, apresenta
a seguinte equaglo (Blevins, 1979):

I
;ug; ER 2
@y = L1=1,2,3.. 3
d 27;@2[12;/(1—@” L1=1.2,3 (53)

onde, wy s&0 as frequéncias naturais em hertz, £4 o comprimento da placa, b ¢ a largura da placa,
7 € a espessura da placa, { ¢ 0 numeroc de meia onda do modo de vibraco ao longo do eixo
horizontal x;, f é o numero de meia onda do modo de vibragio ao longo do eixo vertical x5, yé a
massa por unidade de 4rea da placa (oh para um material de densidade 2, v & o coeficiente de
Poisson e Z,,;,-z ¢ parémetro admensional de frequéncia. Este parametro ¢ geralmente uma funcio
das condi¢Ses de contorno da placa, da sua geometria €, em muitos casos, do coeficiente de

Poisson. O parimetro admensional de frequéncia 2,,;2 para esie exemplo em particular é dado pela
Tabela 5.7:
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Tabela 5.7 Parimetros admensionais de frequéncia {&-f 3 para 2 placa quadrada

engastada-livie-engastada-livre.

Ao e G)
Sequéncia dos Modos
i i 2 3 4 5 6
o 2227 26.53 43.66 61.47 67.55 79.50
B (11 (12) (13) (21) 22) (14)

A frequéncia natural analitica pode agora ser determinada através da equacgfo (5.3}, os

valores finais encontrados, sio mostrados na Tabela 5.8,

Tabela 5.8 Freguéncias naturais analiticas (wy) para a placa quadrada engastada-livre-engastada-livre.

wyfradlsy e {5
Sequéncia dos Modoes

£/ 1 2 3 4 5 6

222670 | 265264 | 43.6541 | 614616 | 675408 | 79.3891

4o _ SO -
: {113 - {32y {3y o 3y {22y 4 {14

Determinadas as frequéncias naturais analiticas da placa, fez-se uma varredura ac longo
desta faixa de frequéncias para construir a Funco de Resposta em Frequéncia (FRF). Em fun¢do
do resultado analitico apresentado para as seis primeiras frequéncias naturais ¢ também do
intervalo de frequéncias considerado, adotou-se uma faixa de frequéncia de 0 a 100 para a
resolucio numérica do problema. Com este procedimento, construiu-se a Funcdo de Resposta em

Frequéncia (FRF) em fun¢#o dos deslocamentos w transversais da placanoné 4.

Sao apresentadas no Gréfico 5.6, as FRFs em fungfo do deslocamento w {ransversal da
placa. S3o apresentados também os tempos de processamento (#p) de cada FRF, juntamente com

os fatores escolhidos para o posicionamento do ponto de colocagéo.



X | :
i ; %
Tk
: i oon
: e i
z - / y
001 / Efl
- —— DINPLAFIN
T e DINMAGRO
1E-3 =
164 ! ~ 4
0 20 40 80 80 100
[y}
DINPLAFIN a; =025 2 =0.5 ip=0425¢s
DINMACRO a; =0.25 @;=0.5 ip=1028s

Grafico 5.6 FRF do deslocamento transversal w da placa.

Analisando as FRFs do Gréfico 5.6, pode-se observar uma grande concordéncia entre os
picos de frequéncia obtidos numericamente através do MEC para os dois programas analisados.

O tempo de processamento também aumentou significativamente quando se utilizou o programa

que trata do macro-elemento.

A Tabela 5.9 apresenta os valores das seis primeiras frequéncias naturais calculadas

numérica (FRF) e analiticamente.




Tabela 5.9 Frequéncias naturais analiticas ¢ numéricas (w; ) da placa quadrada

engastada-livre-engastada-livre,

3 {rad/s) e
PROGRAMAS
1 2 3 4 <) &
DINPLAFIN 22.156 26374 £3 599 51.180 656.799 79.808
DINMACRO 22.156 26374 43,599 61,180 £6.79% 78806
. 33 &7 2 4616 7. 7.
ANALITICO 22267 26.5264 43.6541 614616 67.5408 58891
(a0 ) (13) QN (22 (14}

Analisando a Tabela 5.9, pode-se observar que para os dois programas analisados, existe
uma grande concordincia entre as frequéncias obtidas numericamente através das (FRT's), em

relacio ao valor analitico.

5.4.3 Placa retangular engastada-livre-engastada-livre submetida
a uma excitaciio transversal concentrada

Uma placa retangular, com comprimento # = 1.0 e largura & = 0.4, foi excitada com um
carregamento transversal concentrado assimétrico, em uma de suas bordas livres. De acordo com
a Figura 5.12, as condigBes de contomno do problema sio de dois lados engastados € os outros
dois lados livres. A espessura da placa é & =0.05, o coeficiente de Poisson foi considerado v =
0.3. Para o Médulo de Young foi adotado E = 1000.0 e para a densidade, foi adotado p=0.229. O

ntimero de pontos de Gauss utilizado nos calculos foi igual 4 12.

Figurz 5.12 Placa retangular engastada-livre-engastada-livie sob carregamento concentrado.
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O contorno da placa foi discretizado em 40 elementos lineares, sendo utilizados nos cantos

da placa nés duplos, perfazendo um total de 44 nés de contorno, conforme mostra a F igura 5.13.

, %2
33 23
34 29
12
44 ‘ o
1 " 11

Né B

Figura 5.13 Discretizacdes do MEC para a place retangular engastada-tivre-engastada-livre.

A solugdo analitica para a obtencdo das frequéneias naturais é dada pela equaco (5.3). O

parametro admensional de frequéncia 4;°, & dado pela Tabela 5.10.

Tabela 5.10 Parfmetros admensionais de frequéncia {45 ) para a placa retangular
engastada-livre-engastada-livre.

A e (i)
Sequéncia dos Modos
24 1 2 3 4 5 6
i |23 o oae | osieo | oam | 99 L 1578
S @an  Foapyc o ey b el oan ey

A frequéncia natural analitica pode ser determinada através da equacdo (5.3). Os valores

finais encontrados s8o mostrados na Tabela 5.11.

Tabela 5.11 Frequéncias naturais analiticas (wy) para a placa retangular engastada-livie-engastada-livze.

wy{rads) e {iH
Sequéncia dos Modos
£/b 1 2 3 4 5 6

22,1270 41.6843 61.9917 92.3674 | 119.8837 157.7785
{11} {123 {213 {22) 34 (323

2.5
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Em func#o das frequéncias naturais analiticas da placa retangular, adotou-se uma faixs de
frequéncia de 0 a 200 para a resoluco numérica do problema. Com este procedimento,

considerando-se a discretizacko adotada (Figura 5.13), construin-se a Funclo de Resposta em

Freguéncia (FRF) em fungio dos deslocamentos transversais w do no B.
Na seguéncia, s3o apresentadas no Gréfico 5.7 as FuncBes de Resposta em Frequéncia em

fungio do deslocamento transversal da placa do né B . Nestes graficos, sic apresentados também
os tempos de processamento {(fp) de cada FRF, juntamente com os fatores escolhidos para ¢

posicionamento do ponto de colocagfio onde sfio realizadas as integragdes do MEC.

16
—— DINPLAFIN
e DINMACRQO
(A D )
i i
«{ “; ‘:'J !\ j]\| '."j }i ]’ i
z O P 5 /)
] v i i
\i / j S \\\_
'f ; %
0.01F 1 4
1E-3 9
A H i i H ¥
0 80 106 158G 200
®
DINPLAFIN a; =025 a; =035 p=642.5s
DINMACRO a; =025 ;=03 fp=1028s
Grafico 5.7 FRF do deslocamento transversal da placa no ponto B.
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Analisando as FRFs do gréfico 5.7, pode-se observar que os picos de frequéncia obtidos
numericamente através do MEC para os dois programas analisados s3o bastante semelhantes.
Pode-se dizer mais uma vez que a discretizacio utilizada apresentou bons resultados em relacio
ao valor analitico. Com relagio aos tempos de processamento, pode-se dizer que os mesmos

aumentaram proporcionalmente com a utilizagio do programa DINMACRO.
A Tabela 5.12 apresenta os valores comparativos das seis primeiras frequéncias naturais
calculadas numeérica (FRF) e analiticamente. As porcentagens de erro foram calculadas tendo

como base o valor analitico.

Tabela 5.12 Frequéncias naturais analiticas e numéricas (wy ) da placa retangular apoiada-livre-apoiada-livre.

a (radls) e (ij)

PROGRAMAS
1 2 3 4 s s
DINPLAFIN | 21103 | 41492 | 59772 | 91411 | 118128 | 155302
DINMACRO | 21806 | 41492 | 59772 | 91411 | 118128 @ 155392
ANALITICO | 21270 | 416843 | 619917 | 923674 | 1198837 | 157785
. (an £12y 1 @2n 422y 25 RS N 7))

Analisando a Tabela 5.12, pode-se observar que para os dois programas analisados ha uma
boa concordancia entre as frequéncias obtidas numericamente através das (FRFs) ¢ o walor

analitico.
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CAPITULO 6

Implementagdo da Associaciio de Macro Elementos
Via Sub-regides do MEC para a Modelagem Estdtica
¢ Dindmica Estaciondria de Estruturas de Parede Fina

6.1 Introducic

No presente capitulo, a técnica de sub-regides do MEC foi aplicada no desenvolvimento de
uma formulacio para a associagdc de macro-elementos no espago. A associagdo espacial dos
macro-elementos foi feita com a intencio de representar e resolver problemas estaticos e
dinamicos estacionarios de estruturas de parede fina. No problema estatico cada sub-regifo de
contorno fica definida como sendo um macro-slemento contendo o estado plano de tensfio e o da
flexfio de placas finas superpostos. No problema dindmico estacionario estdo superpostos no
macro-elemento o estado elastodindmico bidimensional e o da flexfio dinfmica de placas finas. O
sistema algébrico de equagbes para a estrutura como um todo ¢ obtido através da associacio dos
sisternas de equacbes de cada macro-elemento individual. A juncio destes sistemas de equagdes
foi feita através do equilibrio e compatibilidade de esforcos e deslocamentos entre as interfaces
(arestas) comuns. Realizadas as compatibilizagBes entre os macro-elementos, podem ser feitas as
trocas das colunas entre deslocamentos conhecidos e forcas incégnitas para a formagio e

resolugdo do sistema final de equaces.



Foram resolvidos problemas estdticos ¢ dindmicos estacionirios envolvendo pegas de
parede fina com diferentes geometrias e condicBes de contorno para demonstrar ¢ validar a

formulacio proposta.

6.2 Sistema de coordenadas

Na Figura 6.1 € mostrada uma pega de parede fina juntamente com os macro-elementos que
a comp@e. Com base no sistema de coordenadas global x; desta figura, & por conveniéncia da
analise de pecas de parede fina, definiu-se ¢ posicionamento de cada macro-elemento de forma

longitudinal 2 pega no sentide do eixo x3.

a) Peca b} Macro-clementos

Figura 6.1 Defini¢cfio dos macro-clementos de uma peca de parede fina.

Adotou-se 0 eixo x; como sendo o eixo do comprimento da pega € 0s eixos X; € x; para
descreverem a sua secdo transversal, conforme mosira a Figura 6.1. Assim, os macro-elementos
sempre estarfio perpendiculares ao plano x; x; Todavia, como as todas as equacdes integrais
foram deduzidas no sistema local de coordenadas x;, mostrado na Figura 6.2a, necessita-se
trabalhar com matrizes de transformaciic de coordenadas para representar estes elementos

estruturais adequadamente em um sistema de coordenadas global x;.
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Figura 6.2  Sistema de Coordenadas no macro-elemento: () Coordenadas Locais,

{t) Coordenadas Intermedisrias, {c) Coordenadas Globais.

. L - iqe . e ”
() sistema de coordenadas local x; é transformado em um sistema auxiliar intermedidrio x 4,

conforme mostrado na Figura 6.2b, de acordo com a seguinte ransformagio:

x, I 0 0 X,
x,b=10 0 -1|%x, (6.1
x, /B | 9 x;

No sistema auxiliar intermediario x ;, 0 macro-elemento forma um angulo @ com o plano

global x; x3, sendo esta transformagio dada por:

a“ ot

i

X, cosep sengp 0 x,
X,v=|—seng cosp 04x, (6.2)
x, 9 0 I|ix,

Efetuando-se o produto das matrizes de transformac3o apresentadas pelas equacdes (6.2)
em {6.1), o sistema local de coordenadas ¢ levado diretamente ao sistema global, da seguinte

forma;
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fx}iz [ cosp semp 0 7(x,)
{x; = o 0 -1 Kx, {6.3)
{x;/( —sen@ cosp 0 || x,

6.3 Matrizes elementares

Considerando-se generalizadamente as varidveis de um néd genérico { do contorno £ de um
macro-elemento no sistema global de coordenadas x;, 0 vetor u ¢ o vetor dos deslocamentos do
no i deste macro-elemento. Os deslocamentos de um nd sucedem a0 do outro e sio organizados

em cada nd da seguinte forma;

u = (6.4)

& X3

Macro-elemento

X1

Figura 6.3 Deslocamentos ¢ esforgos em um né genérico de um macro-elemento.

De forma analoga, o vetor 7 é o vetor dos esforcos do né 7/ do macro-elemento, sendo o

mesmo, correspondente 2o vetor ¥ & organizado da mesma forma para um nd:
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{
V fd
(6.5)

{ 2
M

L

Ed

( primeiro € o terceiro termo dos vetores u ¢ £, nas equacBes {6.4) e (6.5), se referem ao

problema de estado planoc e o segunde e o quarto termo, se referern ao problema de flexdo de

placas. Cabe lembrar, que o equacionamento de um macro-elemento envolve, para o problema

estatico, a superposicio dos estados de flex3o de placas ¢ estado plano. No problema dinémico

estacionario, © equacionamento do macro-elemento envolve a superposicdc dos estados

estacionarios da flex3o de placas e estado plano. As contribuigdes de né de cada micro-elemento

de contorno, no sistema de coordenadas local do macro-elemento, sio dadas pelas seguintes

matrizes elementares:

By 0k, 0 W
0 hy 0 h%% w' L (6.62)
h, @& hy; 0 #, |
!_ o k, & kK, Ekaw/ﬁn'J
£ ¢ g, @ t
0 g, 0 g,V (6.6b)
£ 9 g, 0 t'z
6 g 0 g. M,

A transformacdo da contribuiglo das varidveis de nd de cada.micro-elemento de contorno,

do sistema local de coordenadas do macro-elemento para o sistema global ( ver equagdo 6.3), so

dadas pelas seguintes matrizes de transformagio:

U,

cosep senmgp O 0 U,
_|—sern@  cos ¢ & @ w (6.72)
g 9 -1 ¢ i,
¢ g g 1]|ow/on
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t, | { cos @ senp B @-; z, ]

V., | |~ sen cos g 0V,
' ?xf v ? ; (6.70)
ce, 0 7 -1 0z, |
) Lo ¢ 6 1] LMRJ

Substituindo-se as contribuicBes de desiocamentos e esforgos dados pelas equacdes (6.7)
nas matrizes elernentares (6.6), obtém-se as matrizes elementares do macro-elemento no sistema

global de coordenadas para um sngulo @ diferente de zero, oun sgja:

{ﬂ hycos@  hysenp ~h, @ "f( u, }
é ~hyseng hy,cosp 6 by, Li W { (6.83)
i hycos@  hyseng -k, O 3 |
| ~h,seng h,cosgp O By || ow/on|
e
[ g?! COS@ g}f Seﬂ@ —gl.? 0 tF
& SERY g 059 ¢ 8.V, (6.8b)

85 €050 g, sengp —g.. 0 Z,
B, SERQ g, COSP g 84 M

onde @ € o angulo que o macro-elemento faz com o plano x; x3.

6.4 Compatibilizacio dos momentos e rotacies

AtengBo especial deve ser dada na interface da associag@o entre dois macro-elementos. Na
interface, aparecem momentos de flexdo (ou rotagSes) na diregio normal que podem estar em
sentidos opostos ao sentido de percurso dos contornos adjacentes. Em um né genérico de um
macro-elemento, as matrizes de mudanca de coordenadas mostradas em {6.7) adotam ¢ sentido
positivo para o momento de flexfio € rotagdes na direcio normal. Como os momentos e rotacdes

podem ter sentido contrario ao adotado, deve-se proceder a compatibilizacio dos seus valores.
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A Figura 6.4a mostra os sentidos do momento de flexdo M, num macro-elemento.

B % —

M, M, M,

A 4 | |
Mnl i%fiﬂ Mjg @ s VM, F X gMn
| Y | \ \
vy, e R — —
M, M. M
) b)

Figura é.4 CompatibilizacEo de momentos e rotagdes nos macro-elementos.

A Figura 6.4b mostra a associago de dois macro-elementos dispostos ao longe do eixo x5
e mo planc x; x3 . Na interface da associagiio, convenciona-se que os momentos de flexio M,
temn sentidos opostos concordando com a coordenada s de orienfacBo do contorno € que as
direcBes das rotagBes nfc se alteram, apenas alteram-se os seu sentido. Afravés de uma

associacio ao sentido de percurso s, compatibiliza-se os momentos de flexio M, ou as rotagles.

Na interface da associagiio de dois macro-elementos (Fig. 6.4b), define-se como pesitivo o
sentido de s que concorda com o eixo coordenado x; e assim inverte-se o sentido para aqueles
momentos M, onde a coordenada s nfo ¢ positiva. Usualmente, para determinar o sentido de
percurso da coordenada de orientac@o do contorno s, basta realizar a inspe¢do dos cossenos
diretores dos elementos de contorno em cada Macro elemento. Partindo deste principio, para
aqueles cossenos diretores do elemento que s%o negativos, altera-se os correspondentes sinais do
momento de flex8o M, e das rotagdes. O mesmo procedimento pode ser feito para as interfaces

de dois macro-elementos paralelas ao eixo x; ex3 .

241



6.5 Montagem das matrizes H, G ¢ asseciaciio de macro-elementos
via sub-regido

De acordo com o que foi desenvolvido em capitulos anteriores, nos nés genéricos do
contorno de um macro-elemento, obtém-se guatro vezes ¢ nimerc de nds 4N de varidvsis
incognitas, onde 2V vem do problema da dindmica estacionéria de placas finas e 2/¥ do estado
elastodin@mico estaciondrio, 4V varidveis conhecidas, 2V de cada problema, e 4V equacSes. Na
analise da aresta (interface) de uma associacio de macro-elementos pertencentes ao mesmo plane

{Fig. 6.5) aparecem mais incognitas.

Méos de contorne

Aresta da asseciacio

Figura 6.5 Associacic de dois macro-clementos.

Admitindo-se que os macro-elementos da Figura 6.5 tenham (W+3y nds, onde M noés
pertencem as arestas, cada macro-clemento independente fornece 4 {(N+M) equacBes para 4N
incégnitas dos trés lados ndio conectados. Para a aresta nio foi deduzida nenhuma relagdo, mas
sabe-se que existem 8 varidveis por nd (u;, 13, w, S/dh, 1, t3, Vi e M,), resuliando 8M
incognitas. Da soma dos dois macro-elementos resultam § (N+M) equacdes a 8N incdgnitas dos

lados independentes acrescidas de 16M incégnitas da aresta (&M incdgnitas de cada macro-

elemento).

As 8M condig@es restantes para a solugiio do problema sio:

1) Da compatibilidade de deslocamentos (u;, u3, w, o/ ) correspondentes, em cada

no, resultam 434 condicdes, ou:
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ot
3

H, = U, {6.9a)

o,
o

bt
k]

wo=w {6.9b)
Bw'  Ew’
"5\—;}'1— = "é;; {’599)

onde os indices superiores referem-se ao nimero do macro-elemento.

iiy Do equilibxrio de esforgos (¢, #2. Vi € M,,) correspondentes em cada né resultam 4M

condicdes, ou:

e+t =0 (6.102)
VIi4VisV, =0 (6.10b)
M!+M!+M_ =0 (6.10¢)

onde os indices superiores referem-se ao nimero do macro-elemento.

Da anslise das equacgdes (6.10), deve-se observar que além das forgas de cada macro-
elemento ha o aparecimento de esforgos na aresta (a terceira parcela de cada equagio).
Entretanto, estas forcas relacionam-se com os deslocamentos das arestas, ou quando o©
deslocamento ¢ incoégnito, a forga é conhecida ou vice-versa, sem o aumento do nimero de

incOgnitas.
Na montagem do sistema de equacSes de um macro-elemento, na auséncia do termo de

dominio, o sisterna final de equagBes algébricas obtido ap6s o célculo das integrais pode ser

escrito da seguinte forma:
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B }=[clr} (6.11)

sendo que as matrizes elementares que fazem parte da matrizes finais ¥ e G da equacdo {(6.11),
sdo montadas a partir das equages de transformacio de coordenadas locais em globais mostradas

na seclo 6.3,

Através da técnica de sub-regides do MEC, o sistema de equagBes final generslizado,
correspondente ac macro-elemento 1 da Figura 6.5, pode ser escrito de maneira analoga 3

equacdo (6.11), da seguinte forma:

Egé ﬁ i’ Uﬁ G‘j} §§E Z;a

proveuit

#, H v |6 el 12

Igualmente, o sistema de equacBes final, correspondente 20 macro-elemento 2 da Figura

6.5, pode ser escrito da seguinte forma:

H}, H;|[U,] |6} Gil[T,
= 6.13
Hi? Hzf UA Gzzf sz TA ( )

sende,
© U; e Uz os deslocamentos nodais sobre o contorno dos macro-elementos 1 e 2,

respectivamente.,

® Ti e T; os esforcos nodais sobre o contorno dos macro-elementos 1 e 2,
respectivamente.

s Use T4 os deslocamentos e esforcos nodais na aresta da associacio,

s HY; e GY; sdo sub-matrizes elementares, dos efeitos de i em j do macro elemento £.
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O sistema de equacdes do conjunto de dois macro-elementos, apds wn conveniente arranjo
das equaces (6.12) e (6.13) e da imposicio das condi¢des (6.9) e (6.10), tem o seguinte arranjo
final:

Ez }‘{11’ 0 - %15 0 U, GSE 0 ¢

H, H; 0 -G 0 ||U, : 0 0T

0 H; H, 0 -G rl=0 0 G177,

o B om0 -6 || |0 oaln 7
o o0 o 1 I |\T') |0 I 0]

sendo,
e T.e ng: os esforcos nos macro-elementos 1 ¢ 2, respectivamente.
e I:matriz identidade para compor as condigdes (6.10) em (6.14).

A montagem do sistema algébrico de equagBes (6.14) de dois macro-elementos, permite a
facil extens3o deste conceito para a associagio de uma maior quantidade de macro-elementos em
uma aresta comum. A Figura 6.6 mostra a associagio de trés macro-elementos em uma aresta
comum, podendo os mesmos estarem contidos em um mesmo plano (macro-elementos 1 e 2) ou

ndio {macro-elementos 1,3 € 2,3}
Considerando-se um procedimento semethante, quando da montagem do sistema algébrico

de equacdes (6.14), o sistema algébrico final obtido da associag@io de trés macro-elementos em

uma aresta ¢ mosirado a seguir:
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H, H, 0 0 -G. o0 0 vl (6, 0 o o

H, H, 0 0 -G 0 0 U, G, 0 0 0 T
0O H, H, 0 0 -G o0 U, 0 0 GL 0 gf
0 H;, Hp, 0 0 -G, 0 ~{U;t={0 0 &% 0 r
O H; 0 H, 0 0 -6 |[|I'/| 0 0 0 @ i~
0O HI 0 HL, 0 0 -G || T 0 0 0 LM
o 0 0o 0 7 I I J%’) [0 1 0o o,

(6.15)

Aresta

Figura 6.6 Associagdio de trés macro-elementos em uma aresta comurm.

Os sisternas de equages algébricas (6.14) e (6.15) podem ser compilados para formar um
sistema de equagSes final, do tipo AX = F. Para resolver este sistema, basta conhecer os
deslocamentos genéricos ou as forgas genéricas de cada macro e das arestas da associagdo. Com

isso, procede-se a troca das colunas das matrizes para a posterior formacio e resclugfio do

sistema final e determinagio das varidveis incdgnitas.

6.6 Diafragmas

A analise estatica de pegas de parede fina como associagio de macro-elementos no €spago,
atraves da técmica de sub-regides do MEC, pode ser usada em uma boa parte de problemas
envolvendo estas estruturas. Entretanto, conforme mostrado por Palermo Jr. (1989), estruturas de

parede fina sobrem forte influéneia de distor¢io da segfio transversal nos locais de aplicacio de
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cargas concentradas. No trabalho citado, procurou-se minimizar a distorgao da segfo transversal
onde atuam cargas concentradas através da inclusio de diafragmas relacionados com os graus de

liberdade da secHo transversal. Utilizou-se os seguintes efeitos independentes de diafragmas:

i} Diafragma tipo I Enrijecimento da seclio {ransversal em seu plano mas, com 08
deslocamentos na direc3o longitudinal livres (Figura 6.72).

i1) Diafragma tipo I1: RestricBo dos deslocamentos na direcBo longitudinal dos pontos
da secBo transversal mas, com liberdade de deformaciio da secic no seu plano
(Figura 6. 7b).

i) A associagZo dos dois efeitos também foi utilizada ou seja, segho rigida em seu

plano e sem empenamento.

Figura 6.7 Tipos de diafragmas: a) Tipo 1, b) Tipo .

O papel do diafragma constitui na possibilidade de reduc8o dos graus de liberdade no seu
campo de atuagio, impondo aos infinitos graus de liberdade dos pontos da segdo transversal

movimentos de corpo rigido cu mais exatamente movimentos de plano rigide.

Na auséncia dos diafragmas, os deslocamentos relativos dos pontos da se¢do transversal sdo
independentes. Estes deslocamentos relativos passam a ser dependentes quando da existéncia do
diafragma. Os deslocamentos de um ponto no plano de atuaciio do diafragma sio relacionados
com a distancia deste ponto a um ponto adotado para referncia dos deslocamentos do diafragma,

que € usualmente chamado de polo.
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Para que os pontos da segio transversal de uma peca apresentem deslocamentos associados
a0 de um plano, torna-se necessario a iniroduglio de equagbes que restrinjam ¢ movimento destes
pontos. Para isto, € preciso inserir no sistema final de equacdes relagles de compatibilidade de
movimento ao longo do contorno do diafragma e também o equilibrio de forgas interativas do
mesmo. As equagBes compatibilidades de deslocamento ao longo das interfaces dos diafragmas,

s&o dadas por:

()=, ()= [ () x, () 22 (1) 616)

3

u, (T)=u, ()=, ()-x, {A}i

(6.17)

u ()= u,(4)-[x, (7)-x, (A)]———(f) =, ()= (A)}

(6.18)

onde 4 € um ponto particular definido sobre o plano do diafragma e Sw/'dx; (I} é a rotagdo em

tomo do eiX0 X;.

As condigles de equilibrio, ao longo do contorne do diafragma, em termos do sistema

global de coordenadas, podem ser representadas por:

L t(r)ar=g, (6.19)
L ,(ryar=g, (6.20)
E_J{—-rz(l”ixg(f“)—-x‘,(A)E-II(Fsz(I")——xQ(AH}dF=Mm (6.21)

[#()ar=n (6.22)

248



i;j?s(f’ Yoo (1) x, (4)}dr = M, (6.23)

é_jigéfgxf{FEfo{A}]dF:Mz {6.24}

sendo, @; e M; as forgas cortantes € os momentos fletores do diafragma nas diregbes x; ¢ x2,
respectivamente, M;; ¢ N o momento torgor e © esforgo axial total na diregfo x3,

respectivamente. Todos estes esforgos sio relacionados 2 um ponto 4, previamente definido.

Conforme mostrado por Palermo Jr. {1989), as equagdes (6.16), (6.17), (6.19), (6.20) e
(6.21) s3o usadas para modslar o diafragma transversalmente rigido {diafragma tipo I). Enquanto
que as equagdes (6.18), (6.22), (6.23) e (6.24} s#o usadas para a resirigo dos deslocamentos na
diregio longitudinal do diafragma (diafragma tipo II.

Como o objetivo desse trabalho nfo foi o de avaliar a influéncia da distorgdo da secio
transversal das pecas de parede fina, pois este aspecto j& fora abordado Palermo Jr. (1989) ¢
como a distor¢io nio & levada em conta no modelo descrito por Wright (1990), procurou-se
avaliar apenas a eficiéncia do MEC em problemas com a inclusio de diafragmas. Além do mais,
como sera mostrado no capitulo seguinte, alguns ensaios de laboratério avaliam a laje composta
com a aplicacBio de carregamentos concentrados, motivo pelo qual se faz uso dessa formulacgo,
isto &, considera-se adequadamente o carregamento concentrado através da colocagdio do

diafragma.
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6.7 Validacido das formulacdes estiticas envelvends pecas de parede fina

Nesta seg8o, s3o apresentados alguns problemas estaticos envolvendo pecas de parede fina
com o objetivo de demonstrar 2 eficiéneia da formulacio proposta para a associacio em macro-
elementos, que foi sistematizada em um programa de computador. Na construcio deste programa,
codificado em linguagem FORTRAN 90, foi implementads 2 formulacBo proposta através da

aplicacio do Método Direto dos Elementos de Contorno.

6.7.1 Placa quadrada engastada sujeita a um carregamento concentrado em sen centro

Para checar se ¢ programa segue exatamente a formulagBio proposta, este exemplo analisa
uma placa quadrada engastada em todas as suas bordas e submetidz 2 um carregamento
transversal concentrado no seu centro. A andlise segue as mesmas consideracdes feitas por
Tanaka € Miyazaki (1985).
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Figura 6.8 Placa quadrada submetida 2 um carregamento transversal concentrado,
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Conforme mostrado na Figura 6.8, depois que as propriedades de simetria da placa s#o
adotadas, um quarto da mesma é dividida em duas regibes iguais (£ e (). Foi associado a estas
duas regifes dois macro-slementos, sendo que os mesmos foram engastados na borda externa ¢
mantidos livres no interior da placa, de acorde com as condicfes de simetria. A discretizacio dos
dois macro-clementos adotados contou com 57 nos de contorno, incluindo as arestas, 34 nds para
cada macro-elemento com 30 micro-elementos lineares, sendo que nos cantos foram utilizados

n6s duplos, conforme mosira a Figura 6.9.

& X2

/2 el o

|
)
3
v

Figura 6.9 Discretizacio da placa em dois macro-clementos.

O carregamento foi aplicado no ponto central P. A razio entre comprimento e espessura da
placa foi assumida como sendo #& = 100. O mdédulo de Young E foi considerado igual a

2,038x10% Gpa ¢ o coeficiente de Poisson vigual a 0.3.

A Figura 6.10 ilustra a forma deformada ¢ nfio deformada da placa quadrada engastada nas

bordas, sujeita a condigdes de simetria e dividida em duas sub-regides (macro-elementos).

O Grafico 6.1 apresenta os resultados do momento fletor A4, ac longo da borda engastada
da placa. Estes resultados sio comparados com os valores apresentados no trabalho de Tanaka ¢
Mivazaki (1985).
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Figura 6.10 Formas deformada ¢ nio deformada da placa quadrada dividida em duas regides.
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Grafico 6.1 Momento fletor M, ao longo da borda engastada da placa.
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6.7.2 Viga em balanco com secfo aberta U

Conforme mostrado na Figura 6.11, este exemplo analisa uma viga de parede fina em
balanco com seglo aberta U. A mesa e a alma da viga tém a mesma largura (Zm). O comprimento
7 foi vaniado, considerando-se os valores de 4 e 8m, respectivamente. O mdédulo de Young E foi
considerado igual a 2,0 tm” e o coeficiente de Poisson zero.

b %

W

A

Zm X

Figura 6.11 Viga em balango com se¢lio aberta em U,

Foram realizadas duas diferentes discretizagSes para o comprimento de 4m. Na primeira
discretizac@io, foram associados & peca trés macro-elementos, sendo que os mesmos foram
engastados em uma extremidade (x; = 0) ¢ os carregamentos foram aplicados na extremidade
livre (x5 = £). Esta discretizagiio contou com 38 nds de contorno, incluindo as arestas, 16 nés para
cada macro-elemento com 36 micro-elementos, sendo que nos cantos foram utilizados nds
duplos. A espessura dos macro-elementos que compdem & viga foi considerada constante ¢ igual

a 0,05m.

Os resultados encontrados s3o divididos em dois grupos de acordo com o local de aplicacgio

do carregamento:

{) Esforco Normal de 1,0 tf, aplicado na diregio x;.
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Na se¢ao transversal do engaste (Fig. 6.11), obteve-se uma forga distribuida de 0,1582 tfm
na direcdo do eixo x; para um valor de referéncia (Palermo Jr., 1989) de 0,1667 tf/m (diferenca

de 5,1%). O valor encontrado também se aproxima do resultads da Resisténcia dos Materiais

pois, se for realizada uma integracio, resulta uma reacio de 1,081

it} Carga transversal de 1,0 tf, aplicada na direcio x;.

Na seg8o transversal do engaste (Fig. 6.11), a forga distribuida na direcfio do eixo x; na
extremidade da alma € de 2,149 tfm para um valor tedrico de 2,0 tf/m (erro de 7,5%). Namesa a
forca distribuida média foi de 0,968 tfm para um valor tedrico de 1,0 t¥m (erro de 3,2%). Na
Figura 6.12 s3o apresentados os resultados encontrados nos pontos nodais da forga distribuida na
diregdo do eixo x; juntamente com os valores de referéncia (Palermo Jr., 1989), sendo que na
JjungZo alma-mesa observam-se picos. Os picos estio relacionados 2 adogio de nés duplos nos

cantcs.

1.036

2} Resultades Encontrados b) Valor de Referéncia

Figura 6.12 Forgas distribuidas na direcio x;, primeira discretizagio.

A segunda discretizagio contou com 76 nds de contorno, incluindo as arestas, 32 nos para
cada macro-elemento com 36 micro-elementos, sendo que nos cantos foram utilizados nés
duplos. Os resultados encontrados, novamente sio divididos em dois grupos de acordo com o

local do carregamento aplicado:

1) Esforgo Normal de 1,0 tf, aplicado na direcio x;.
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Na sec¢io transversal do engaste (Fig. 6.11), obteve-se uma forca distribuida de 0,1569 tf/m
na direcdio do eixo x; para um valor de referéneia (Palermo Jr., 1989) de 0,1667 tf/m (diferenca
de 6,2%). O valor encontrado aproxima-se mais ainda do resultado da Resisténcia dos Matenas

pots, se for realizada uma integracio, resulta uma reag@io de 1,0tf.
iy Carga transversal de 1,0 tf, aplicada na diregfio x;.

Na secdo transversal do engaste (Fig. 6.11), a forga distribuida na direcfio do eixo x3 na
extremidade da alma € de 2,127 tf/m para um valor tedrico de 2,0 tfm (erro de 6,4%). Namesa a
forga distribuida média foi de 0,979 tf/m para um valor tedrico de 1,0 tffm {erro de 2,1%). Na
Figura 6.13, sfo apresemtados os resultados encontrados nos pontos nodais para a forga

distribuida na direcio do eixo x; juntamente com os valores de referéncia (Palermo Jr., 1989).

1.036

a) Resultados Encontrados b) Valor de Referéncia

Figura 6.13 Forgas distribuidas na direggo x;, segunda discretizagio.

Os resultados encontrados para os esforcos na secfo engastada nesta segunda discretizagio
foram mais coerentes com o0s valores tedricos da Resisténcia dos Materiais. Todavia, mesmo para
esta segunda discretizagio os deslocamentos na se¢lo livre com relagdio as almas ficaram em
torno de 5% menores do que a flecha méxima na se¢3o. Com relacdo i mesa, onde foi aplicado o
carregamento, os deslocamentos foram aproximadamente 10 vezes maiores do que o valor da
flecha maxima. Isto parece ser devido a aplicagc de um carregamento pontual, ou mais
provavelmente a nfo consideraciio de diafragmas rigidos na segio. A colocacfo de diafragmas

nos locais de aplicagfio de carga, aumenta a rigidez da se¢ic transversal.
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A discretizagio para o comprimento de 8m contou com 38 nés de contormno (16 nds para

cada macro-elemento) com 36 micro-elementos. Os resultados encontrados para a carga

transversal de 1,0 tf, aplicada na direglio x;:

i)

Na sec8o transversal do engaste (Fig. 6.11), a forca distribuida na direco do sixo x3
na extremidade da alma & de 3,697 tf/m para um valor teérico de 4,0 tfm (erro de
7,5%). Na mesa a forga distribuida média foi de 1,91 tm para um valor tebrics de
2,0 t/m (erro de 4,5%).

Os deslocamentos na secio livre com relaglio 3s almas estiveram em torno de 8%
maiores do que 2 flecha méxima na segio. Com relacio 3 mesa, onde foi aplicado o
carregamento os deslocamentos sdo de 15 vezes maiores do que o valor da flecha

maxima,

Uma segunda discretizag3o para o comprimento de 8m contou com 76 nés de contomo, 32

nos para cada Macro-elemento com 36 micro-elementos. Novamente, os resultados encontrados

para a carga transversal de 1,0 tf, aplicada na direcio x;, no centro de cisalhamento sio-

Na segdo transversal do engaste (Fig. 6.11), a forga distribuida na diregfio do ¢ixo x;
na extremidade da alma ¢ de 3,754 tf/m para um valor teérico de 4,0 tfm {erro de
6,6%). Na mesa a forca distribuida média foi de 1,922 tf'm para um valor tedrico de
2,0 tf/m (erro de 4,1%).

Os deslocamentos na segfio livre com relacio s almas continuaram em torno de
aproximadamente 8% maiores do que a flecha maxima na secdo. Com relacdo a
mesa, onde foi aplicado o carregamento os deslocamentos foram novamente de

aproximadamente 15 vezes maiores do que o valor da flecha méaxima.
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6.7.3 Viga em balanco com secdo fechada simétrica

Este exemplo analisa uma viga em balango com seglio fechada simétrica. As mesas ¢ as
almas da viga tem a mesma largura (Zm) 0 comprimento da mesma foi considerado igual a 4m.
O médulo de Young E foi considerado igual a 2,0 tfm’ e o coeficiente de FPoisson zero.
Conforme & mostrado na figura 6.14, a estrutura analisada coniou com 4 macro-elementos, sendo
que os mesmos foram engastados em uma extremidade (x; = 0) e os carregamentos foram
aplicados na extremidade livre (x; = £). A espessura dos macro-elementos que compdem a viga
foi considerada constante ¢ igual a 0,05m. A discretizag3o contou com 44 nés de contorno (16
nds para cada Macro-elemento) com 48 micro-elementos, sendo que nes cantos foram utilizados

nos duplos.

Ax

4 ‘
Linhade /
CATOEHIETLC 2m
<
m _~ J

~3le 0.05m - %

Figura 6.14 Viga em balango com seglio fechada simétrica.

Considerando-se para o carregamento de flexdo em torno do eixo x;, uma carga
concentrada de 1,0 tf, foi obtido nas mesas uma forca média resultante na direciio x; de 0,7673
tf/m para um valor da Resisténcia dos Materiais de 0,75 tffm (erro de 2,3%). A Figura 6.15
mostra uma distribuigfio de forgas na regido do engaste, juntamente com os valores de referéneia

apresentados por Palermo Jr. (1989).
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a} Resubtados Encontrados b} Valor de Referéneia

Figara 6.15 Forgas distribuidas na diregio x,.

A flecha maxima adimensional obtida da Resisténcia dos Materiais é dada por:

P’

F =35

= &3 ,333

sendo o momento de inéreia da secdo figual a 0,128 m”,

Os resultados finais encontrados para os deslocamentos na se¢do livre da viga em balango

apresentam a seguinte configuracio:

Os deslocamentos na segio livre com relagio is almas da viga estiveram em torno
de 8% menores do que o valor da flecha méxima na se¢do para valores maximos.
Para valores médios, os mesmos estiveram em torno de 19% menores do que a

flecha méxima,

Com relacdio 4 mesa, jocal onde foi aplicado o carregamento, os deslocamentos

sdo de aproximadamente 6 vezes maiores do que o valor da flecha méxima.

Pode-se observar primeiramente que os resultados finais encontrados para os esfor¢os na

segdo do engaste foram bastante préximos 3 Resisténeia dos Materiais e também a0 valor de

referéncia consuitado. Posteriormente, os resultados finais encontrados para os deslocamentos na

secdo livre parecem ter sido mais coerentes do que aqueles obtidos para a viga de segio U. Parece
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ser evidente que a segio fechada tepha uma maior rigidez 2 flex3o, devido a forma da secho
fransversal, com isso para um mesmo comprimento de viga o resultado geral para o valor do
deslocamento foi menor. Entretanto, os valores encontrados para os deslocamentos da alma e da
mesa do perfil encontram-se distantes do valor tedrico da flecha maxima da Mecinica dos
Materiais. Novamente, acredita-se que 2 n&o colocacho de diafragmas rigidos no local de
aplicaciio da carga pode ter interferido nos diferentes valores encontrados para a alma e a mesa da

viga.

Com a intencio de ilustrar este fato, a Figura 6.16 mostra uma representacio exagerada
dos deslocamentos na extremudade livre da viga, onde pode-se observar, dos resultados
encontrados, que a alma transfere uma maior rigidez ao perfil ou seja, hd uma tendéncia da
mesma se deslocar muito menos, Enguanto que no local de aplicacfio do carregamento {mesa) os

deslocamentos s30 maiores.

Seclo engastada

Figura 6.16 Representacio exagerada dos deslocamentos.
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6.8 Validacfio das formulacdes dindmicas estacionarias envelvends pegas de
parede fina

Nesta secdo, s#o apresentados problemas relacionados a dinfmica estacionaria de estruturas
de parede fina com o objetivo de validar a formulaglo proposta para a associacBo em macro-
elementos que foi sistematizada em um programa de computador. Na construclo deste programa,
codificado em linguagem FORTRAN 90, foi implementada a formulagio proposta através da
aplicago do Método Direto dos Elementos de Contorno, Os problemas foram analisados
considerando-se o caleulo numérico das frequéneias naturais & modos proprios de vibragio de

cada peca estrutural. Os resultados foram comparados com valores analiticos conhecidos,

6.8.1 Placa guadrada engastada-livre-engastada-livre, dividida em duas regifes ¢ sujeita a
uma excitacio transversal concentrada

Com a intencio de demonstrar a validade da formulagdo proposta, este exemplo inicial
analisa uma placa quadrada de lado # = 1,0, engastada em duas bordas, livre nas outras duas ¢
submetida a uma excitacdo transversal concentrada em um ponto de contome da borda livre, A
placa foi dividida em duas regides (2 e (2, conforme mostra a Figura 6.17. Nas duas regides, a
espessura foi adotada como sendo & =0.05, o coeficiente de Poisson foi considerado v=0.3. Para

o Médulo de Young foi adotado E = 1000.0 e para a densidade, foi adotado p=0229.

F
JJ
!

£72

£72

Figura 6.17 Placa quadrada engastada livre, dividida em duas regides ¢
submetida a uma excitagio transversal concentrada.
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Foi associado as duas regibes da placa, dois macro-elementos, sendo que os mesmos foram
engastados na diregfo x; das duas bordas externas e mantidos livres na diregio x; das outras duas
hordas, de acorde com as condigfes de contorno mostradas na Figura 6.17. A discretizacdo destes
dois macro-slementos adotados contou com 57 nés de contorno, incluindo as arestas, 34 nos para
cada macro-elemento com 30 micro-elementos lineares, sendo que nos cantos foram utilizados

n6s duplos, conforme mostra 2 Figura 6.138.

4%

1)0 Q‘i QE

4
v

Figura 6.18 Discretizago da placa quadrada em dois macro-elementos.

A Tabela 6.1 apresenta os valores comparativos das seis primeiras frequéncias naturais
calculadas numérica (FRF) e analiticamente através da equagdo (4.89). As porcentagens de erro

foram calculadas tendo come base ¢ valor analifico.

Tabela 6.1 Fregiiéncias naturais analiticas e numeéricas {wy; j da
placa quadrada engastada-livre, dividida em duas regides.

&); {rad./s e i
Resutados i { ) €/
1 2 2 4 5 &
2 macro-elementos 22.156 26.374 43.599 61.180 66.799 79.806
.. , i 3, 4 . ‘ |
Analitico 22,2670 26,5264 43 5?41 61,4616 §7.5408 79.8821
(i1} {12) (13) (28 | 23 (4
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Analisando a Tabela 6.1, pode-se observar que existe uma boa convergfncia entre as
frequéncias obtidas numericamente através das (FRFs), com uma baixa porcentagem de erro em

relacdo ao valor analitico.

O Gréfico 6.2 apresents 2 FRF em funco do deslocamento transversal da estrutura nz
diregio x;. Neste grafico, sio apresentados também os tempos de processamento (#p) de cada

FRF, juntamente com os fatores escolhidos para o posicionamento do ponto de colocacio.

18 &
3 i
A ]
] 1 i i
1 1 . !1 f! i
] /| I
- i j H _I l‘- ! ] |
0.1 g / S— . JN e A
g [ \\"/:' li\ jj
= r - 1
0.01 & 1,
: 7 ;
i . J; - 2 macro-elementos
183 | l;
r il
X J
1E-4 . H 4 | 3 , ; ]
° 2 “0 60 80 100

Grafico 6.2 FRF do deslocamento transversal na direcdo x; da placa dividida em duas regides.
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Analisando a FRF do Grafico 6.2, pode-se observar nitidamente os picos de frequéncia

obtidos numericamente através do MEC. Os pontos de colocagio com fatores de posicionamento
a Y4 e a ¥ do comprimento dos elementos consecutivos apresentaram as melhores respostas

numéricas. Outros fatores de posicionamento apresentaram respostas menos significativas.

Como dltima andlise deste exemplo, nas Figuras 6.19, 6.20 ¢ 6.21 s3o apresentados a parte
real dos trés primeiros modos de vibracio da estrufura composta por dois macro-siementos. Esies
modos de vibragio foram obtidos a partir dos deslocamentos transversais na direcfo x; dos nés

do confornc da mesma. A visualizagio dos modos de vibragio foi feita através de um programa

em linguagem Matlab 5.3 (1999) desenvolvido para este fim.

Figura 6.19 Parte real do primeiro modo de vibragio da placa engastada-livre dividida emn duas regides (i=1, j=1}.



Figura 6.21 Parte real do terceiro modo de vibragio da placa engastada-livre dividida em duas regides (i=1, j=3).
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6.8.2 Barra em balanco com secfo fechada simétrica submetida a uma
excitacio axial uniforme

Este exemplo analisa uma barra em balanco de seclo fechada simétrica submetida a um
esforco axial periodico € harmdnico linearmente distribuido na sua extremidade livre (x3 = /). As
mesas € as almas da barra tem a mesma largura (Im) e o comprimento ¢ dz mesma foi
considerado igual 2 3m. A espessura de cada 18mina que compBe a pega é h= 0.1m (Figura 6.22).
O médulo de Young E foi considerado igual 2 2,0 N/m’, a densidade p unitéria e o coeficiente de

Poisson z2ero.

)

Figura 6.22 Bamra em balanco com secio fechada simétrica.

Conforme mostrado na Figura 6.23, a barra em balanco analisada ¢ composta por quatro
macro-elementos, sendo que os mesmos foram engastados na extremidade x3; = 0. A primeira
discretizac8io contou com 44 nds de contorno {16 nés para cada macro-elemento) perfazendo um
total de 48 micro-elementos (12 micro-elementos para cada macro). A segunda discretizacio
contou com 84 nds de contorno (32 nés para cada macro-clemento) perfazendo um total de 112
micro-elementos (28 micro-elementos para cada macro), sendo que nos cantos foram utilizados

nés duplos.



b ¥]

a) 44 nés de contorno

A

b) 84 nés de contorno

X3

Figura 6.23 DiscretizacBes dos quatro macro-elementos da barra em balango,

A intencfo ¢ simular através da associacio de macro-elementos um problema de barra

unidimensional com solugdo conhecida. A solugho analitica para o problema de barmra

unidimensional, apresentam as seguintes frequéncias naturais (Clough & Penzien, 1975):

1 [Ed
w, =" }x\/ﬁi n=123.
p mi
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Aplicando os valores da geomeiria ¢ das constantes elisticas iniciais do problema,
encontrou-se valores unitarios para a massa por unidade de comprimento m ¢ para a area 4.
Entdo, os valores das trés primeiras frequéncias naturais da solucfio analitica apresentada em
{6.25) conduz a @, = 0.7405, 2.2214, 3.7024 rad/s. Adotou-se uma faixa de frequénciade 0 a 3
para a resoluclio numérica do problema. Desta forma, construin-se a Func¢fio de Resposta em

Frequéneia (FRT) para os deslocamentos na direcio x; de um né da extremidade livre da barra.

A Tabela 6.2 apresenta os valores comparativos para as trés primeiras frequéneias naturais
calculadas analitica e numericamente, para a primeira discretizacio de 44 nds de contorno, sendo

que s8o dois os fatores escolhidos para o posicionamento do ponto de colocagio.

Tabela 6.2 Trés primeiras frequéncias de wma barra engastada-livie {44 nés de contorno).

o ;Fr_eqnénc;ias ey @ @
Copaturals
ar=Yaea,=% 0.7312 22126 3.6745
a=hea=% 0.7507 2.2126 3.6745
' Analitico - 0.7405 : 2.2214 3.7024

Observando-se a Tabela 6.2, pode-se concluir que para os dois casos analisados existe uma
concordéncia dos valores numéricos das trés primeiras frequéncias para os valores analiticos,
com porcentagem de erro relativamente baixas. Cabe lembrar que o valor numérico de frequéneia
¢ escolhudo quande o mesmo atinge o pico dos valores de deslocamento, dentro da faixa de

frequéncias adotada.
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A Tabela 6.3 apresenta os valores comparativos para as trés primeiras frequéncias naturais
calculadas analitica ¢ numericamente, para a segunda discretizacio de 84 nés de contorno, sendo

que sdo dois os fatores escolhidos para o posicionamento do ponto de colocacio.

Tabela 6.3 Tres primeiras frequéncias de uma bamrs engastada-livre (84 nés de CONIOMO).

Freguéncias @ @ @
naturais
gr=Yiea;=%Y% 0.7312 221326 3.6940
a=Yea=% 0.7312 2.2321 3.6940
Analitico | 8.7405 2.2214 37024

Observando-se a Tabela 6.3, pode-se concluir que para os dois casos analisados também
que existe uma boa concordancia dos valores numéricos das irés primeiras frequéncias para os

valores analiticos, com porcentagem de erro relativamente baixas.

Na sequéncia, s#o apresentadas as Fungdes de Resposta em Frequéncias do deslocamento x
frequéncia para o nimero de passos n° = §, para as duas discretizagGes adotadas, como mostram
os Gréficos 6.3 e 6.4. SHo apresentados os tempos de processamento (#p) de cada FRF e também
os fatores escolhidos para o posicionamento do ponto de colocaclio onde sio realizadas as

integracdes.
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Grafice 6.3 FRFs do deslocamento na direcio x; da extremidade livre (44 nés de contorne).

Analisando o grifico 6.3, pode-se observar que estfio muito proximos os resultados
apresentados para 0s dois casos em guestdo, no que diz respeito a representaciio das irés
primeiras frequéneias da barra. Contudo, a partir da terceira frequéncia natural os valores sio

divergentes.
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Grafico 6.4 FRFs do deslocamento na direcio x; da extremidade Hivie {84 nés de contorno).

Analisando o grafico 6.4, no que diz respeito a representacdo das wrés primeiras
frequéncias da barra, pode-se observar novamente que estdo muito préximos os resultados
apresentados para os dois casos em questio, sendo que agora € possivel observar com nitidez os
picos de frequéncia. Contudo, o posicionamento do ponte de colocagdic na metade do
corprimento dos ¢lementos consecutivos apresentou uma FRF com algumas inconsisténcias

rmeéncas.

Como Gltima anélise deste exemplo, nas Figuras 6.24, 6.25 e 6.26 sio apresentados a parte
real dos trés primeiros modos de vibragio da estrutura composta por dois macro-elementos. Estes
modos de vibragio foram obtidos 2 partir dos deslocamentos transversais na direcfio x; dos nos

do contomo, sendo plotades na diregfio x; para possibilitar uma melhor visualizac3o.
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Figura 6.24 Parte real do primeire modo de vibragfo da barra em balanco com seclio fechada.

Figura 6.25 Patte teal do segundo modo de vibrago da barra em balanco com secdo fechada.
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Figura 6.26 Parte real do terceiro modo de vibragZo da barra em balango com seclo fechada.

6.8.3 Viga engastada nas extremidades com sec@o fechada simétrica submetida a uma
excitacdo transversal

Conforme mostra a Figura 6.27, analisa-se aqui uma viga engastada nas suas
extremudades, de sec3o fechada simétrica, de comprimento £ igual a 7m, submetida a dois
esforgos periddicos ¢ harménicos aplicados perpendicularmente 2 sua seclo transversal. As
mesas ¢ as almas da viga tem a mesma largura (Im). A espessura de cada elemento individual
que compde a peca € # = 0.1 m. O médulo de Young E foi considerado igual a 1000 N/m?, 2

densidade foi adotada como p= 0.1145 Kg/m’ e o coeficiente de Poisson igual a 0.3.
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Figura .27 Viga engastada-engastads com sego fechada simética.

A estrutura analisada € composta por quatrc macro-clementos, sendo gue 0s mesmos
foram engastados na extremidade x3 = 0 e x3 = 7m. A discretizacdo dos macro-clementos &
idéntica a segunda discretizacio do exemplo anterior (Figura 6.23b) e contou com 84 nds de
contorno (32 nos para cada macro-elemento) perfazendo um total de 112 micro-elementos, sendo
que nos cantos foram utilizados nés duplos. A intencio agora é simular através da associacio de
macro-elementos um problema de viga unidimensional com solugfo conhecida. A solucfo
analitica para o problema de viga unidimensional, apresenta a seguinte equacfo para a obtenco

das frequéncias naturais {(Clough ¢ Penzien, 1975):

o, =42, Eé n=123. (6.26)
L)

sendo A, um pardmetro admensional que para a viga engastada-engastada assume os seguintes

valores (Clough € Penzien, 1975): 4, = 4.7300, 7.8532, 10.9956 (r = 1,..., 3).

Aplicando os valores da geomstria e das constantes elasticas do problema, encontrou-se o
valores para a massa por unidade de comprimento m ¢ para o momento de inércia 7. Entdo,

considerando-se os valores apresentados para o parimetro admensional 4, os valores das trés

i
)
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primeiras frequéncias naturais da soluglo analitica apresentada em (6.26) conduz a @, =
17.1595, 48.0196, 94.1377 rad./s. Adotou-se portanto uma faixa de frequéncia de 0 a 100 para a
resolugio numerica do problema. Desta forma, construiu-se a Funcdo de Resposta em Frequéncia

(FRT) para os deslocamentos na direciio x; de um né do vio central da viga.

A Tabela 6.4 apresenta os valores comparativos para as trés primeiras frequéncias naturais
calculadas avalitica e numericamente, para a discretizagio de 84 nds de contorno, sendo gue os

fatores escolhudos para ¢ posicionamento do peonto de colocagio sio a; = Yie az = Y.

Tabela 6.4 Trés primeiras frequéncias da viga de segiio fechada engastada nas duas extremidades.

Fm{;ﬂénizias @ @ &
naturais
a4 =Yicas =" 17.2349 47.9937 91.8763
Analitico 17.1595 48.0196 94,1377

Observando-se a Tabela 6.4, pode-se concluir existe uma boa concordancia dos valores

numericos das trés primeiras frequéncias para os valores analiticos

No Grafico 6.5, sio apresentadas as Fungdes de Resposta em Frequéncias do deslocamento

x frequéncia, € também os tempos de processamento {(tp) da FRF.

Analisando o Grafico 6.5, pode-se observar os picos para as trés frequéncias naturais do
problema da viga engastada-engastada. Ha uma boa concordancia dos resultados apresentados, no
que diz respeito a representagiio das trés primeiras frequéncias naturais. Contudo, aparecem

outros picos de frequéncia que nlo estio presentes 1o caso de viga unidimensional.
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Grafico 6.5 FRFs do deslocamento na diregio x; de um ponto do vic central.

Nas Figuras 6.28, 6.29 e 6.30 s3o apresentados a parte real dos trés primeiros modos de
vibragdo da estrutura composta por quatro macro-elementos. Estes modos de vibragio foram

obtidos a partir dos deslocamentos transversais na direciio x; dos nds do contorno.
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Figura 6.29 Parte real do segundo modo de vibragio da viga engastada nas extremidades com seqio fechads,




Figura .30 Terceiro modo de vibracio da vigs engastads nas extremidades com segBo fechada,

6.8.4 Resposta Estacionaria de viga secfio T engastada nas extremidades

Este exemplo analisa uma viga com sec3o transversal em forma de T, com comprimento
? =T7m, engastada nas suas extremidades ¢ submetida a um esforgo periddico harmdnico aplicado
perpendicularmente ao plano de sua mesa, conforme mostra a Figura 6.31. A mesa da viga tem
largura de 1m ¢ a alma tem altura de Im. A espessura de cada slemento individual que compde a
peca é A = 0.15 m. O valor do médulo considerado foi de Young E=2 N/m’®, a densidade foi

adotada como p= 1 Kg/m’ ¢ o coeficiente de Poisson v=0.

A estrutura analisada é composta por trés macro-elementos, sendo que os mesmos foram
engastados nas extremidades x3 = 0 e x3 = 7m. A analise foi realizada com duas discretizacGes.
Na primeira discretizacfo, mais grosseira, cada um dos trés macro-elementos foi discretizado
com 40 elementos lineares de contorno, sendo 10 elementos em cada face. Na segunda
discretizaco utilizou-se 160 elementos de contorno em cada macro-elemento. Neste 1ltimo caso,

as faces menores (1m) e maiores (7m) foram respectivamente subdivididas em 10 ¢ 70 elementos.
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O niamero total de nds das estruturas j2 montadas resultou em 102 e 350 nés, respectivamente,
Cada né possui 4 graus de liberdade, como ja explicitade. Uma ilustracdo tipica da discretizacio
resultante pode ser visualizada da Figura 6.32.

Para efeitos de validagio dos resuitades obtidos, efetuou-se uma andlise equivalente com
um programa comercial baseado no Méiodo dos Elementos Finitos (MEF), Ansys®. Na
modelagem com o programa comercial foi utilizado um elemento de casca fina, ao qual estava
associado um efeito de membrana. Este tipo de elemento aproxima-se bastante da modelagem de
placa fina com membrana associada, objeto do presente trabalho baseado no Método dos
Elementos de Contorno. Para o caso do MFEF a matha era constituide por 3 sub-regides, de forma
analoga aos macro-elementos do MEC. Duas malhas foram testadas, sendo que em cada sub-
regifo estas malhas possuiam, respectivamente, 48 (malha 1) & 560 (malha 2) elementos.

.&X;

NN

X2

X3

Figura 6.31 Viga bi-engastada com secdo T.

A %

X3

Figura 6.32 Discretizago tipica dos trés macro-elementos da viga de secBo T.
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No exemplo considerado, obteve-se as frequéncias naturais ¢ os modos de vibracio
associados 2 flex@io pura excitando-se a viga T com uma forca aplicada verticalmente na juncio
dos macro clementos que compde a mesa da viga. Esta forma de excitacBo simétrica, em relacio
a0 plano x;-%s, n8o excita modos associados & torgio da viga. A Tabela 6.5 apresenta os valores
comparativos para as irés primeiras frequéncias naturais calculadas através do MEC e do MEF
para as mathas ja discutidas. , Os fatores escolhidos para o posicionamento do ponto de colocagio

doMECsio g = Yeea; =Y.

Tabela 6.5 Tids primeiras frequéncias da viga de se¢lio T engastada nas duas extremmidades.

Frequéncias @y (rad/s) o (rad/s) oy (rad/s)
C naturas
MEL - malhe 1 0,169 0,382 0,601
MEC - 0,168 0,381 0,609
malha 2
MEF - malha i 0,165 0,372 ——
MEF - malha 2 0,162 0,358 0,571

Os resultados acima mostrados indicam que a implementacio do MEC efetuada neste
trabalho estd correta. Existem pequenas discrepéncias entre os resultados fornecidos pelo MEC e
pelo MEF, especialmente para a terceira frequéncia natural associada & flexfo. Pode-se tentar
minimizar esta diferenca refinando ainda mais as malhas. Mas deve-se também levar em conta
que os resultados foram obtidos com métodos distintos ¢ modelos também diferentes de

elementos.

No Gréfico 6.6, esta apresentada a Fungio de Resposta em Fregiigncia obtida para a malha
1 do MEC. A excitagfio ocorreu no ponto de coordenadas (x;=1,0; x,=0,5, x5=1,5) e a resposta foi
medida no mesmo ponto. Esta FRF fo1 obtida com 257 pontos de freqliéncia. Ressalta-se que foi
a partir das ressonancias em FRFs deste tipo, que foram obtidas as freqiiéncias naturais do
sistema. Associada a cada frequéncia de ressonfincia presente na FRF existe um modo de

vibragdo. Nas Figuras 6.33, 6.34 ¢ 6.35 s8o apresentados os trés primeiros modos de vibragio da
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viga de segio T obtidos através do método desenvolvido no presente trabatho. Uma comparacio
entre os dois métodos indica que o MEC foi capaz de reproduzir corretamente os modos de

vibrag&o da estrutura composta. Isto tende a validar 2 implementaco agui efetuada.
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Gréfico 6.6 FRF da viga T modelada através do MEC. Excitacio simétrica no plano x;-%s.
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MEC MEF

Figura 6.33 Primeiro modo de vibra¢do da viga de segiio T engastada nas extrernidades.

MEC
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Figura 6.34 Segundo modo de vibragio da viga de secfio T engastads nas extremidades.

MEC MEF

Figura 6.35 Terceiro modo de vibragio da viga de secdio T engastada nas extremidades.

Para finalizar o capitulo, reiteramos que a associacfio de macro-slementos compostos por
placas finas ¢ pelo efeito de membrana, baseada na teoria do estado plano de tensdo,
implementados no &mbito do Método dos Elementos de Contorno, mostrou-se capaz de
reproduzir o comportamenic dinimico estaciondrio de estruturas de paredes finas. As
caracteristicas do comportamento dindmico, quais sejam, as freqiiéncias npaturais e os modos de

vibracdo foram corretamente determinados.
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CAPITULO 7
Laje com Forma de Aco Incorporada (Steel Deck)

7.1 Introducio

O sisterna de lajes mistas com f6rma de ago incorporada comecou a fazer parte da
construcdio civil brasileira apenas na década de 90. Nos Estados Unidos, na Europa € na
Austrélia, sste tipe de elemento estrutural ¢ muito mais conhecido devido principalmente as suas
vantagens funcionais, estruturais e econdmicas. Dentre as muitas vantagens, destacam-se a
facilidade de instalagfo, a alta qualidade de acabamento, a dispensa de escoramentos, facilidade

para passagem de dutos e fixagio de foros, etc..

Embora difundide mundialmente, este elemento estrutural depende muito de testes
laboratoriais para a sua total representaclio, motivo pela qual a andlise numérica € pouco
utilizada. Com a intengio de analisar o sistema de lajes Steel Deck por meio de tratamento
numérico, este capitulo apresenta algumas hipdteses e particularizacBes para que este objetivo
seja alcangado. Em outras palavras, considera-se inicialmente o modelo de folhas poliedricas
descrito por Wright (1990). A partir deste modelo, a anélise da laje com forma de ago
incorporada passa a ser uma particularizacfio dos problemas que envolvem as estruturas de parede
fina, descritas nos capitulos anteriores. Portanto, o sistema Stee! Deck passa a ser resolvido como

sendo 2 associagio de macro-elementos no espago, através da técnica de sub-regides do MEC.



S&o apresentados alguns exemplos numéricos para demonstrar a acuidade da formulagio

proposta.

7.2 O sistema de laje mista Steel Deck

O sistema de lajes Steel/ Deck (Figura 7.1) ¢ composto de uma laje de concrsto com uma
férma de ago incorporada, utilizando o perfil metdlico como estrutura permanente na qual o
concreto € lancado. Durante a fase de construcdo, o concreto & liquido e a frma de aco atua
como escoramento e superficie de trabalho, suporiando as acBes permanentes € as sobrecargas
acidentais. Com o concreto endurecido, a forma passa 2 atuar como uma srmadura de traclo da

lgje, trabalhando estruturalmente em conjunto com o concreto.

Laje de concreto

Tela goldada

Forma de ago

Mossas

Figura 7.1. Laje com forma de ago incorporada (Steel Deck).

G sistema resiste aos carregamentos permanentes ¢ acidentais de uma maneira composta,
com a aglo de flex#o no vio central sendo suportada pelo concreto em compressio e a forma de
ago em tragdo. O comportamento associado dos dois materiais ocorre se houver a garantia de
transmisso de esforgos de cisalhamento na interface ago/concreto, seja por meio de ligacio
quimica, ou ligagio mecanica entre o concreto € a forma de ago. As mossas (embossments) ou
dispositivos similares de conexéo ao esforco cisalhante, perfilados nas reentrincias e saliéncias

do perfil metélico, permitem que o concreto endurecido e a fBrma de a¢o atuem conjuntamente
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para formar a laje composta. As caracteristicas das mossas influem bastante na resisténcia a0
cisalhamento horizontal do sistema, sendo comum cada fabricante desenvolver um padrio
préprio. O comportamento estrutural do sistema composto ¢ influenciado grandemente pelo
congreto que forma a malor parte da laje. Este concreto deve resistir aos esforcos de compress2o
e cisalhamento vertical. Usualmente 2 sua resisténcia caracteristica & compressao {fi) € igual ou
superior 2 20 MPa. A tela soldada, posicionada nas duas diregdes da laje, € colocada para
conirolar as fissuras decorrentes do processo de retragBic do concreto e da variagio de
temperatura. A armadura negativa é normalmente colocada em locais onde haja continuidade da

laje, existindo portanto regides de momento negativo.

A normalizacio atual da laje composta prevé que o modo de ruptura mais verificado
experimentalmente é o cisalhamento longitudinal entre a f6rma de ago e o concreto, caracterizado
pelo deslizamento relativo entre os dois materiais, conforme mostra a Figura 7.2 seg#o critica 11
(Eurocode 4, 1992). Os outros possiveis estados limites Gitimos que devem ser verificados
incluem a resisténeia ac momento fletor (secfio critica I), resisténcia 2 forga cortante vertical e
resisténecia ao puncionamento {se¢fio critica I} e finalmente resisténcia ao momento fletor,

quando a carga € concentrada ou em linha.

ol l 1T
| !

: H
Vo de cisalhamento

Figura 7.2. lustracio de possiveis sedes criticas {Eurocode 4, 1992},

Em uma laje tipica, a espessura do concreto gira em torno de aproximadamente 120 a 2060
mm ¢ o comprimento (vio) da mesma fica entre 2 a 4m (Fig. 7.1). A aglio deste concreto durante
a fase de construgio depende de muitos fatores tais como resisténcia, densidade, tipo de
agregado, trabalhabilidade durante o lancamento, etc.. Isto mostra, portanto, a grande dificuldade
de se prever com clareza o comportamento exato da laje composta, quando a mesma for
submetida a acréscimos de carregamento 2o longo do tempo. Segundo Wright (1990), ¢ possivel

estabelecer através de testes laboratoriais um padrio de comportamento de uma laje tipica sujeita
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a um aumento progressive de carga até sua ruptura, conforme mostra a Figara 7.3, sendo este

padriio descrito sucintamente a seguir:

Para pequenos carregamentos (Fig. 7.3; fase 2} a laje composta age teoricamente como
uma viga, com 2 linha neutra posicionada geralmente na porglo de concreto perto do topo da
se¢do, Este comportamento continua até que a tensdo no concreto encontre sua tensio de ruptura.
O segundo estdgio de compertamento ocorre com o inicio da ruptura (Fig. 7.3: fase b). As
fissuras podem ser inicialmente micro fissuras mas, depois que isso ocorre, o concreto diminui
sua capacidade de tragio ¢ esta zona fissuradza néo faz mais parte do momento resistente da laje.
Como resultado, 2 linha neutra move-se para cima. Este comportamento apresenta wmn certo grau
de nfo linearidade; contudo, na pratica, isto & muito pequeno, sendo normalmente ignorado na
maioria dos métodos de analise. Um outro aspecto deste estagio € a transferéncia de cisalhamento
1o conereto fissurado e entre o concreto e a fBrma de aco. De fato, pode-se observar que os
préximos estagios de comportamento da laje sio dominados pela diminuig3o da resisténeia ao
cisalhamento. Como ¢ concreto na zona de fragio fissura, sua capacidade de transferir
cisalhamento diminui e o cisalhamento total sobre a segdo ¢ redistribuido para o concrete nio
fissurado acima da linha neutra e também para o perfil de ago. Como resultado, a capacidade da
secdo ao cisathamento € reduzida e ocorrem deformacdes de cisalhamento. Pode-se deduzir entio
que a zona de traco no concreto e o perfil de ago ganham uma parte substancial do carregamento
cisalhante. Embora este cisalhamento seja transferido pelo entrelacamento dos agregados do
concreto, o esforgo cisathante longitudinal complementar pode ser transferido pela interface entre
a forma de aco e o concreto. Além do mais, as ligagBes quimicas formadas pela pasta de cimento
com a férma de ago sio surpreendentemente fortes e adequadas para transferir este cisalhamento
(Fig. 7.3: fase ¢).
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4 Carga Deflexio do vio
central
e
d
¢
b
a
o
Dieslocamento

Figura 7.3. Relacdes de carga x deflex8o do v3o central da laje composta (Wright, 1990).

Quando os carregamentos sobre a laje awmentam, as mossas s&o acionadas no sentido de
transferir mais e mais cisalhamento. Isto pode causar algum escorregamento entre os materiais
(Fig. 7.3: fase ), com o concreto tendendo a romper os dispositivos de conexfo. Crisinel et al.
{1986) identificaram dois tipos de colapso. O primeiro, um colapso frégil, ocorre quando as
mossas ainda podem transferir pequenas cargas, que levam ao rompimento da laje logo depois
que as ligacdes quimicas entre o ago e o concreto se rompem. O segundo, um colapso ductil,
ocorre quando as mossas continuam a transferir cisalhamento mesmo depois que as ligacBes
quimicas entre o ago € o concreto tenham se rompido. Entretanto, segundo Wright (1990), o
comportamento deste tipe de laje na fase de colapso ¢ relativamente imprevisivel, mesmo com ¢
uso de testes laboratoriais. Segundo ele, depois que as mossas séo requisitadas a trabalbar em sua
capacidade maxima, a andlise do seu comportamento envolve deformagdes plasticas
consideraveis. Isto dependerd essencialmente da analise da extensio das fissuras na zona de
tracio do concreto. Embora estas fissuras possam ocorrer em nivels de carregamento
relativamente baixos, a exata extensio das mesmas ¢ de dificil detecco. Adicionalmente, mesmo
que a largura da se¢fio fissurada possa variar ao longo do comprimento da laje, o seu efeito €
pequeno em comparagio com © comportamento geral da peca. Além do mais, as fissuras no
concreto e o escorregamento entre o concreto e 0 ago podem apresentar deformagdes cisalhantes
relativamente grandes, a qual pode influenciar grandemente o comportamento geral da laje. A
quantificaclo da deformac@o por cisalhamento ¢ dependente da extensio das fissuras, da largura
das mesmas e da rigidez da transferéncia longitudinal de cisalhamento entre o concreto e a forma
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de ago. Em conseqiiéncia disto, uma hipdtese razoivel e conservadora é 2 de que a laje composta
possa se comportar como uma viga prismatica e que a traglio no concreto nio & considerada no
calculo da flex3o. Portanto, uma conservadora descricBe e analise linear eldstica do
comportamento da laje composta deve permanecer aproximadamente entre as fases {c} e{d)da

Figura 7.3.

As normas de calculo atuais ASCE (1992), Eurocode 4 (1992), BS 5950 Parte 4 (1994) e 2
norma brasileira NBR 14323 (1999) mostram que os procedimentos para anélise do
comportamento da laje composta sio baseados em equagdes derivadas empiricamente. As
mesmas prevéem dois métodos de verificagio, ambos dependentes de ensaios experimentais: o
metodo m-k ¢ o método da inferacio parcial. Estes métodos empiricos dependem de testes
individuais para cada tipo de perfil de aco a ser wiilizado. Uma alternativa acs ensaios
experimentais foi apresentada por Wright (1990), onde descreveu o sistema de laies Steel Deck

atraves de um modelo de folhas poliédricas. A descricio deste modelo é feita a seguir.

7.3 O modelo de folhas poliédricas de Wright

Uma sec¢lo transversal tipica representativa do modelo em folhas poliédricas apresentado

por Wright (1990} pode ser vista na Figura 7.4.

Placas de conerefo

Porgio do Concreto

: assumide fissurado A 1 S
;

Placas de aco

Figura 7.4. Modelagem da laje composta Steel Deck em folhas poliédricas.
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A acBo principal de flex30 na laje composta € registrada por wm par formado pela
compressio no concreto e tensdo no ago. A resistdneia ao cisalhamento, embora sendo uma parte
essencial do esforco na laje, apresenta menor efeito na rigidez global do que o par de momentos.
Consequentemente, o sistema de laminas mostrado na Figura 7.4, foi concebido para separar 2
acdo principal de flexfio da aclo do cisalhamento. Através desta hipéiese o modeic de Wright
(1990} assume que o componente estrutural pode ser descrito por folhas poliédricas. Em outras
palavras, a porclo de concreto nfo fissurada ¢ assumida como wma placa fina e a porgdo em
chapa dobrada como uma associagio de ldminas contendo o estados plano de tensfo ¢ de flexfio
de placas finas. Duas 1dminas verticais {dummy elements) contendo apenas o estado plano de
tensdo sdo utilizadas para a ligag3o entre o concreto ¢ o ago. Adicionalmente, estas laminas
verticais s80 usadas para o estudo do efeito das tensdes de cisalhamenio no contato ago-concreto
e na infludncia do escorregamento na capacidade portante. O modelo apresentado utiliza a
superposic@io dos estados de flexBo de placas finas ¢ estados planos para a formaclo de um
sistema de equactes final. Este modelo fol utilizado por Wright para analisar os resuliados de 32

testes laboratoriais.

Dentro deste contexto, uma potencial aplicacZo da formulagio desenvolvida no presente
trabalho € tratar o modelamento numérico da laje composta, através da adogio de folhas
poliédricas por sub-regides do Método Direto dos Elementos de Contorno. Contudo, € preciso
tecer antecipadamente algumas hipdteses e consideracBes a respeito das propriedades individuais

das folhas poliédricas (macro-elementos) a serem consideradas.

7.4 Elementos verticais de cisalhamento (dummy elements)

Segunde Wright (1990), os elementos verticais (dummy elements) que fazem a conexio
das placas de concreto com as placas do perfil de ago transferem o cisathamento entre o concreto
e o ago, conforme mostra a Figura 7.4. Para que esta transferéncia acontega, € para que e5ses
elementos sejam equivalentes a0 concreto que representam, 0S8 mesmos necessitam possuir
grande rigidez ao cisalhamento. Como no modelo o concreto ¢ considerado fissurade, a adoggo

exata das dimensdes e propriedades dos elementos verticais nfo € correta. Em outras palavias, os
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elementos verticais de cisalbamento precisam possuir grande rigidez ao cisalhamento combinado
com uma baixa resisténcia 4 flex30. Sabe-se que em um material elastico e 1sotropico, a relagic

entre rigidez ao cisalhamento e rigidez 4 flex3o é dada pela lei de Hooke, ou seja:

E

(;32@+y} 7

Qualquer mudanga no médulo de Young E do elemento vertical, causars uma mudanga
diretamente proporcional ao médulo de cisathamento G. Infelizmente, mudangas no moédulo de
Young causam mudancas na rigidez 2 flexdo do elemento vertical. Além disto, mudancas no
coeficiente de Poisson afetard a rigidez ao cisalhamento do elemento vertical, Todavia, neste
caso, esta mudanga afetard muito pouco a rigidez 4 flexfio. No caso extremo, o coeficiente de
Poisson pode ser feito negative. Como os dois elementos verticais mostrados na Figura 7.4
possuem a mesma rigidez ao cisalhamento, eles podem ser determinados através do
equacionamento desta rigidez, conforme mostra 2 Figura 7.5. Por exemplo, assumindo que o
concreto seja um material elastico, o seu mddulo de cisalhamento é de aproximadamente 10000
N/mm®. Uma placa de concreto de largura b mm teria wma rigidez ao cisathamento de 10000 b

N/mm. Usando a equaglo (7.1), pode-se escrever que (Wright, 1990):

Ex2h

10006 b =G = ———"—
2(1+v)

(7.2)

G=100000

g\h

Figura 7.5 Elementos verticais equivalentes (dummy elements).
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7.5 Propriedades mecanicas de uma secio composta

As propriedades mecinicas dos materiais utilizados na laje composta Steel Deck, tem
importancia fundamental na analise deste elemento estrutural. Neste sentido € preciso lembrar
que pelo modelo descrito por Wright (1990), assume-se que na laje composta submetida a flexZo,
a parte do concreto que estd submetido a tragio encontra-se fissurada. Para quantificar 2 hipdtese
de que parte do concreto na laje estd fissurada, utilizou-se os conceitos de se¢Bo composta
transformada apresentado pela ASCE (1992). Uma das propriedades a serem determinadas parz a

utilizacdo dos conceitos de seglio composta ¢ a chamada razdo modular.

Certas propriedades de uma secdo composta ago-concreto podem ser determinadas pelo
método da secdo transformada (transformed section method). Ao contrario das especificagbes de
concreto armado, onde uma barra de ago da armadura é transformada em uma 4rea equivalente de
concreto, esta metodologia convenciona que a laje de concreto da secBo composta €
equivalentemente transformada em ago. Como resultado, a 4rea de concreto € reduzida atraves do
uso de uma largura de laje igual a b/m, onde # = E/E, ¢ a raz8o entre os moédulos de elasticidade

da férma de ago e do concreto, respectivamente.

O mddulo de elasticidade da forma de ago E; é adotado, normalmente, de acorde com
especificagdes do fabricante. O moédule de elasticidade do concreto E, pode ser efetivamente

calculado através da seguinte equagdo da ACL

E,=w'(0,043 )/ f., (MPa) (7.3)

, . 3 N a e .
onde w ¢ a densidade do concreto em Kg/m™ e f; € a resisténceia a compressiao no concreto em

MPa. A equacdo (7.3) pode ser convertida aproximadamente para

E,.=w (0,041} f,, (MPa) (7.4)
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A equago (7.4) mostra que E, é aproximadamente 4% menor, guando comparado com a

equacio (7.3). Para um concreto com peso normal, a equacio (7.4) também pode ser escrita da

seguinte forma

E, = 4600 ./ f., (MPa) (7.5)

Definidas as propriedades mecanicas dos materiais utilizados na laje composta, & possivel
determinar a chamada raziio modular. A Tabela 7.1 indica alguns valores praticos usualmente

utilizados no calculo de uma se¢iio composta.

Tabela 7.1 Valores praticos para a razio modular #.

Razdo modular Jer
n=EJ/E, (Mpa)

8 21

8% 24

8 28

7% 31

7 35

67 42

7.6. Profundidade da linha neutra de uma se¢fio composta

No modelo descrito por Wright (1990), a acfio principal de flexio é condicionada DOT um
par formado entre a compressio no concreto e a tensfio no ago. Este principio foi apiicado ao
modelo mostrado na Figura 7.4, onde um sistema de 1aminas foi idealizado para separar a acio de
flexdo ¢ a agho de cisalhamento. As laminas horizontais representam a agdo de flexfio e as
laminas verticais a agfio de cisalhamento. E assumido que a maioria do concreto da parte
tracionada estd fissurado e o concreto remanescente estd submetido a compressdo somente, A

espessura do concreto submetido a compressio € dependente da profundidade da linha neutra
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{N.A.). Consequentemente, ¢ concreto em compressdo pode ser modelado como uma placa fina

de mesma espessura, posicionada no meio da se¢fio de concreto nio fissurada.

b
‘ P Topo do concreto
; s i //
B WA,
h 7
Cdy

Férma de aco

Figura 7.6. Secio composta tipica (ASCE, 1992},

A linha neutra da laje composta estd posicionada normalmente na 4rea de concreto acima
do topo da forma de ago. A distincia y., da fibra extrema de compressio do concreto 2 linha
neutra da seclo cormposta transformada, pode ser determinada usando-se a notagdo dada pela
Figura 7.6. Pela figura, segundo a ASCE (1992), C.G.8. é o centréide da segBo iransversal da
forma de aco, N.4. € a linha neutra da segiio composta transformada, & € a largura da laje, By € a
largura da nervura inferior da forma, C; € o espagamento de cada célula, 4 € a altura efetiva da
laje, distincia entre a fibra extrema de compresséo do concreto € o centroide da se¢fio transversal
da forma de ago, dy € a altura total do perfil de aco, & € a altura total da laje composta, k. € 2
altura de concreto sobre o topo das nervuras da forma de ago, W, ¢ a largura média da nervura
inferior, ¥, € a distincia entre a linha neutra da se¢fo composta ao centréide da forma de ago € yg

¢ a distancia entre o centroide e a parte inferior da forma de ago.

A distancia da fibra extrema de compressio é calculada da seguinte forma: quando y,.. €
igual ou menor que a altura do concreto, k., sobre a parte superior das nervuras da forma de aco,

isto &, y.. <h,, entdo (ASCE, 1992}

ycc:d{[29n+®n)z }%—pﬂ} (7.6)
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S€ Yoo ™ Ao, uliliza-se o, = k.. BEm (7.6), p=A4,/bd é a razio de reforco entre a drea 4, da f6rma de
ago ¢ a area efetiva de concreto (bd), n = EJ/E, ¢ a razio modular, E, é o médulo de elasticidade

da forma de aco ¢ £, € 0 mddulo de elasticidade do concreto.

A equac3o (7.6) € baseada nos conceitos de secio de concrsto armado fransformada,
utilizando as hipéteses apresentadas pela ASCE (1992). O seu desenvolvimento é baseado no

conceito de que a parte de concreto submetida 2 traclio estd fissurada.

7.7 Modelagem numérica da laje com forma de aco incorporada

Nesta segdo, ¢ analisado um sistema de laje com férma de aco incorporada por meio da
associagdo de macro-elementos no espago. A formulacio direta do métode dos elementos de
contorno, desenvolvida nos capitulos anteriores, foi utilizada para resolver o modelo em folhas
poliédricas apresentado por Wright (1990). A Figura 7.7 mostra as propriedades geometricas da

secdo transversal adotada por Wright (1990) para a laje composta.

Figura 7.7 Perfi tipico, adotado para a laje composta {Wright, 1990).

A Figura 7.8, descreve o modelamento estrutural e a implementacio adotada do MEC para
o periil tipico apresentado pela Figura 7.7. O acoplamento entre a laje de concreto € a forma de
ago ¢ feito por dois macro-elementos verticais (dummy elements). As suas caracteristicas e
propriedades sio determinadas através do desenvolvimento mostrado na secdo 7.4. O
comportamento do concreto, na parte superior da segio, ¢ representado por macro-elementos

horizontais. As caracteristicas e propriedades destes macro-elementos horizontais s3o
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determinadas pelo desenvolvimento mosirado na seciio 7.6. A frma de ago € representada por

macro-elementos posicionados na parte inferior da seg8o.

. Macro-elementos
P ’/5 \\‘_\\

Figura 7.8 Laje composta: {a) Estrutura adotada. (b) macro-clementos, discretizagio.

Na implementacio numérica do MEC foram utilizados na discretizacio do contorno 238
nés ¢ 10 macro-clementos contendo 388 elementos de contorno. A estrutura foi adotada
simplesmente apoiada nas suas exiremidades ¢ livre ao longo do seu comprimento. Nas duas
seches das extremidades, est3o impedidos todos os deslocamentos nas direcdes X; € X, do sistema
global de coordenadas. As propriedades mecanicas dos macro-elementos sdo independentes para
cada placa individual. A Tabela 7.2 apresenta propriedades mecinicas e geométricas individuais

dos materiais dos macro-elementos adotados.

Tabela 7.2 Propriedades mecinicas e geométricas dos macro-clementos.

23000,0 0,17 10000,0 29,65 (¥eo)
200000,0 0,0 1000000 6,9
23000,0 0,999 M 0.1

’ b 2(1+v) ?

b
D
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O problema foi resolvido assumindo-se carregamentos transversais equivalentes aplicados
ao longo dos 34 nés de contorno dos dois macro-elementos verticais do modelo {Figura 7.8a). O
carregamento transversal adotado foi de 2,3 N/mm, para cada né de contomo, Os resultados
obtidos nos pontos de contorno a, b, ¢, 4, e da secio transversal do meio do vio mostrada na
Figura 7.9, s&o comparados na Tabela 7.3 com os resultados apresentados por Wright (1990)

atraves de seu modelo de folhas poliédricas & de uma aproximacio clssica de vigas.

Figura 7.9 Pontos de contorno da secio transversal do meio do vio da faje composts.

Os resultados apresentados mostram uma boa concordancia com os resultadss obtidos por
Wright (1990). O seu modelo de folhas poliédricas, apresentou uma deflexéio do vio central de
11,08 mm para o carregamento imposto. A sua aproximacio cldssica de vigas, apresentou uma

deflexdo do vio central de 11,25 mm para o mesmo carregamnento.

Tabela 7.3 Deslocamentos da seglio transversal do meio do vio da laje.

BB g : = i
11,07 11,24 8,23 5,00
11,03 11,20 8,18 4,96
10,28 10,42 7,68 4,75
10,72 10,89 7.98 4,88
11,06 11,24 8,21 4,98
Cocb L Wegg 11,25
/1" Feolhas poliédricas - 11,08

Como pode ser visto, o posicionamento do ponto de colocaclo altera significativamente os
resultados. Contudo, existem parfmetros importantes como, por exemplo, as constantes elasticas

de cada material, que também podem influenciar bastante os resultados finais.
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7.8 Modelagem numérica de um protétipe experimental de uma laje com
forma de aco incorporada

Através da aplicacio da associaglo de macro-elementos do MEC, esta seclo apresenta uma
analise numénica comparativa da relaglo carregamento x flecha no meio do vio de um protétipo
expenmental para uma laje com forma de ago incorporads, ensaiada por Melo (1999). A
comparagio se baseou no comportamento carga no vio x flecha no meio do vio da laje. A Figura

7.10, mostra o esquema estrutural adotado e as principais dimens&es do prototipo analisado.

| P/ P2
A

600 : 600 ‘ 600

1800 mm

Figura 7.10 Esguema estrutural do protétipo analisade por Melo (1999).

Na construgio do protdtipo, o perfil de ago utilizado como forma incorporada na laje
composta foi o Steel Deck MF-75 da Metform S.A (2000). As dimensdes transversais da secio
de corte A-A (Figura 7.10) da laje composta € mostrada pela Figura 7.11.

| e 14G

P ‘ © 820mm

=1

Figara 7.11 Corte A-A do protétipo analisado por Melo {1999),

No Grafico 7.1, sdo apresentados os resultados encontrados por Melo (1999), da relacdo
carregamento x flecha no meio do vo, através de ensaio laboratorial do esquema mostrado na

Figura 7.10.
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Grafico 7.1 Curva carga x flecha no meio do viio (Melo, 1999},

Pelo grafico 7.1, pode-se observar que o comportamento inicial do protoétipo se encontra na
fase elastica, Apés 2 fissuragBio do concreto, ha uma reduciio da rigidez da laje ¢ sucessivas
acomodagdes de carga ocorrem. E nesta fase que se inicia 2 interagio parcial entre o concreto € a
forma metalica. A transferéncia do fluxo de cisalhamento passa a ser representada pelas mossas
da forma de ago que impedem que a laje perca imediatamente a sua capacidade resistente. A
estrutura entra em colapso quando as mossas perdem totalmente a eficidncia em transmitic o
cisalhamento. Na analise numérica do problema, o comportamento real do prototipo experimental

pode ser linearizado, conforme mostrado pela Figura 7.3, para a obtencio de um valor numérico

representativo do modelo.

Para representar a seg8o transversal original do protétipo construide por Melo (1999), na
aplicago do MEC, foi adotada uma célula C; (ASCE, 1992), exatamente igual a 1/3 do tamanho
original. A Figura 7.12, mostra as propriedades geométricas da célula adotada para representar o
modelo adotado para a resolugio numérica do protdtipo experimental. A tela soldada e uma

provavel armadura negativa, nio foram consideradas no modelo numérico.
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Figursz 7.12 Célula adotada para 2 andlise do protdétipe experimental.

O modelamento estrutural ¢ a implementacio adotada pelo MEC para o perfil tipico
apresentado pela Figura 7.12, é semelhante ao apresentado na secdo anterior. O acoplamento
entre a laje de concreto ¢ a f6rma de ago ¢ feito por dois macro-elementos verticais (dummy
elements).O concreto, na parte superior da secio, & representado por macro-clementos horizontais
¢ a forma de ago € representada por macro-elementos posicionados na parte inferior da secio,

conforme mostra a Figura 7.13.

b)

Figura 7.13 Laje composta: {a} Célula adotada. (b} DiscretizacZo.

Novamente, foram utilizados na discretiza¢io do contorno 258 nés ¢ 10 macro-elementos
contendo 388 elementos de contorno, sendo a estrutura simplesmente apoiada nas suas
extremidades. A Tabela 7.4 apresenta propriedades mecinicas e geométricas individuais dos

materiais dos macro-elementos adotados.
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Tabela 7.4 Propriedades mecanicas ¢ geoméicas dos materiais dos macro-elementos
utilizados para a laje composta.

5i;iﬁé§§#ﬂg?;f._fffﬁfrj Gy e L
T Comereto | -000 | o | om0 HEeg
i?armmeaga 194187,0 0,0 97093,5 0,8
.E}&§§ﬁ§f  23000,0 -0,599 Lk 0,1
sy 2(1+v)

O problema foi resolvido assumindo-se carregamentos transversais aplicados em dois
diafragmas posicionados exatamente nos locais de aplicagio de carga do protdtipo real (Figura
7.10}. O carregamento adotado fol de exatamente 1/3 do carregamento aplicado no protétipo real
pois, a se¢lo transversal da célula adotada para a anilise numérica & exatamente 2/3 menor gue a

sec¢do transversal do protétipo real.

Na Tabela 7.5 sdo apresentados os resultados numéricos obtidos para uma carga
equivalente aplicada de 7,1 KN (23,1 KN no protétipo real). Estes resultados foram extraidos dos
pontos de contorno a, b, ¢, d, e (Figura 7.9) da seglio transversal do meio do vio da laje. O fator
de posicionamento dos pontos de colecacio (fator a) foi adequadamente alterado para verificar
sua influéncia neste problema especifico. Os valores numéricos finais sio comparados com ©

resultade experimental apresentado por Melo (1 999},

Tabela 7.5 Carga x flecha da segio transversal do meio do vio,

. Poptes l—- . CEOAW
sl e =R e gm0 oa=lM4 L a=18 D
a 2,46 2,40 2,49 2,33
b 2,47 2,41 2,48 2,32
¢ 2,41 2,34 2,41 2,28 2,87
d 242 2,36 2,43 2,29
e 2,47 2,41 2,48 2,32

B gé?gﬁ’ap}iééééiéé vio x{iﬁ)*’f'zih‘f\ S
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Nzo é dificil perceber gue existem vérios pardmetros do modelo numerico adotado que
podem variar. Por exemplo, as propriedades mecinicas e geométricas 'unto do concreto € do ago
como dos elementos verticais de ligacio podem facilmente alterar os resultados finais. Em vista

disto, nfio foram feitas alieracBes nestes par@metros especificos para possibilitar um padrio de

comportamento do modelo.

Neste sentido, dos resultados apresentados pela Tabela 7.5, alicrando-se apenas o fator de
posicionamento de nd, observa-se que este fator tem pouca influénc . provavelmente devido a
colocaclio dos diafragmas rigidos na secio. Com relagBo aos resulls '0os numéricos, observa-se

que os mesmos podem variar bastante dentro da faixa de carregamento adotada (Grafico 7.1).

Para uma andlise mais ampla deste comportamento, de acordc com um procedimento de
ensaio, sio comparados os resultados de carga x flecha no meic o vBo para os meodelos
numérico ¢ experimental, conforme mostra ¢ Grafico 7.2. No o :lo numénco, para cada
incremento de carga, s8o plotados os valores obtidos para o ponto b <. secBo transversal do meio

do vio da laje. Adotou-se a = 1 para o fator de posicionamento do ponto de colocag#io, visto que

este fator ndo € preponderante.

40 -
)“—)
z
£ 30
o
B
2 i
oy
g
8 20
g
o —s— hodeio Numeérico
2 e Profétipo Expermental
© 40
7
Ojafnilfnlnili-i;ﬁ- PRENS U NSNS N S SO

i
¢ 1 2 3 4 5 &6 7 8 @8 10 1 12 13 14 15 18
Flecha no meio do véo {mmy)

Grafice 7.2 Curva carga x flecha no meio do vio dos modelos numérico e experimental.
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Dios resultados apresentados pelo Grafico 7.2, observa-se que a reta linearizada do modelo
numérico ¢ valida até na fase onde se inicia a fissuracio do concreio (Fases b e ¢ da Figura 7.3).
De acordo com este resultado, pode-se concluir que somente & possivel estabelecer um padrio de
comportamento do modelo numérico frente 2o protdtipo real na fase linear até o inicio da

fissuracio do concreto. Nada se pode concluir além desta fase.

Portanto, na fase eldstica de comportamento, parece ser perfeitamente possivel construir
modelos numericos pelo MEC representativos do sistema de lajes “Steel Deck™. Para isto, o

,parimetro a ser estabelecido nos ensaios reais & exatamente a fase de fissurac@o do conereto.

-t
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CAPITULO 8

Conclusoes

8.1 Conclusbes gerais

A principio, os principais objetivos a que este trabalho se propds parecem ter sido atingidos
com sucesso. Tanto a analise estatica ¢ dinfmica estaciondria de pegas de parede fina quanto o
modelamento do sistema de laje composta “Steel Deck”, atestam a eficacia do uso do Método dos

Elementos de Contorno na resolucio destes problemas.

A implementacdo do MEC no estudo das formulagdes individuais da estatica ¢ dindmica
estaciondria da elasticidade 2D e da flexfo de placas finas, apresentou boa convergéncia de
resultados se comparados com os valores de referdncia da literatura consultada. Mesmo assim,
com perspectiva de aprimoramento do que ja foi feito. A técnica de colocagdo dos pontos
singulares fora do dominio bem como a utilizacio de elementos isoparamétricos lineares
continuos e/ou descontinuos, apresentou resultados satisfatorios em praticamente todos os
exemplos analisados. Todavia, existe uma grande mnfluéneia do posicionamento dos pontos de
colocacio no resultado final de cada problema. Uma escolha inadequada do posicionamento
destes pontos, em alguns casos, pode degenerar totalmente os resultados que se pretende obtér, G
posicionamento externo localizado a um quarto do comprimento de dois elementos consecutivos
apresentaram os resultados mais representativos. O posicionamento externo localizado na metade

do comprimento de dois elementos consecutivos, também apresentaram bons resultados.



O nivel de discretizagGes a ser utilizado na resolucio dos problemas estaticos vai depender
entre outras coisas da sua geometria, das condicBes de contorno, do tipo de problema, etc..
Contudo, parz os problemas analisados neste trabalho, perceben-se que um nivel confidvel de
discretizagho do contorno deve ficar sempre acima de 40 elementos lineares. O nivel de
discretizagbes do MEC dos problemas dinfmicos sstacionérios também devem ficar acima de 40
elementos lineares. [Entretanto, problemas analisados com discretizacBes menores,

aproximadamente a metade ou até menos, também apreseniaram bons resultados.

8.2 Sobre os problemas estiticos de pecas de parede fina

A implementacio do MEC no estudo das formulagdes individuais da estdtica da
elasticidade 2D e da flex3o de placas finas, apresentou boa concordncia nos resultados finais
encontrados. Consequentemente, a validacio de um macro-clemento foi feita através da resolucio
de alguns problemas individuais de estado pianc e flex3o de placa fina. Os resultados encontrados
na resolugdo destes problemas também foram bastante satisfatérios. Os resultados obtidos para as
estruturas parede fina, resolvidas pelo MEC através da associacio de macro-elementos no espago,
parecem ter sido aceitdveis. Entretanto, através da experiéncia adquirida com os problemas
resolvidos, percebeu-se a forte influéncia do empenamento nas folhas poliédricas que compde a
estrutura. Percebeu-se também que as condicSes de contorno e a forma de carregamento devem

ser cuidadosamente estabelecidas para a resolucio estdtica das estruturas de parede fina.

8.3 Sobre os problemas dinimicos estacionarios de pecas de parede fina

A validagBo do problema dindmico estacionario da elasticidade 2D foi feita pelo MEC,
através da obtencho das FuncBes de Resposta em Freguéncia (FRFs) de alguns problemas
individuais conhecidos. As FRFs proporcionaram a obten¢3o das frequéncias naturais e dos
modos proprios de cada problema especifico. Os resultados encontrados com a resolucio destes

problemas parecem ter sido bastante satisfatérios, comparados com as soluces 1D.
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A faixa de frequéncias a ser adotada para a obtengio das FRFs deve estar entre 65 ¢ 257
(2% +1, onde n =6, 7, 8), sendo que a faixa com 257 frequéncias apresentou a menor variagao
entre o valor obtide ¢ o valor analitico. Além do mais, com um maior refinamento pode-se
observar com mais nitidez os picos de frequéncia natural do sistema. Entretanto, o tempo de

processamento € diretamente proporcional ao tamanho da faixa de frequéncia adotada.

A validacio do problema dindrnico estacionario de placas pelo MEC, com a utilizagio da
formulacio alternativa apresentada no Capitulo 4, fol feita atraves da obtencBo das Fungbes de
Resposta em Frequéncia de alguns problemas classicos de placas. A metodologia que utiliza as
solugdes fundamentais do deslocamento transversal da placa e da derivada do deslocamento
transversal, apresenfou respostas muito ruins. Por este motivo, ndo s¢ apresentou os resultados

encontrados para este ¢aso.

As FRFs obtidas com a formulagfio alternativa do MEC, proporcionaram a obtencfo das
fregiiéncias naturais € a partir destas, foi possivel determinar os modos de operacio plotando os
deslocamentos na direcdo do carregamento aplicado. A maioria dos resultados encontrados para
os casos gerais de placa apresentaram resultados bastante significativos, com pequenas variagdes.
A obtenciio das FRFs esté diretamente relacionada com as condigdes de contorno, com a forma
de carregamento, bem como com o local de leitura dos resultados. Estes fatores precisam ser
cuidadosamente estabelecidos para uma correta obtencio das FRFs e consequentemente dos

modos de vibracio da placa.

Qs fatores de posicionamento do ponto de colocagho, para a montagem altemativa do
sisterna de equagdes do MEC com dois pontos extemos distintos, podem influenciar o resultado
final a ser obtido. Os posicionamentos externos localizados a um quarto ¢ a metade do
comprimento de dois elementos consecutivos, foram os que apresentaram os resultados mais
representativos. Para os casos aqui analisados, estes parecem ser os melhores locais para o
posicionamento dos nos externos. Quiros posicionamentos externos apresentaram resultados

menos significativos.



A implementacio de um macro-elemento para descricdo do comportamento dindmico
estacionario de problemas elastodinimicos bidimensionais e problemas dinfmicos da flexfio de
placas finas fol feita de forma semelhante as formulacBes individuais. A validacio da
implementacio do macro-elemento foi feita aravés da montagern das Fungbes de Resposta em
Freqifncia (FRF), em casos individuais das referidas teorias. As FRFs proporcionaram a
obtengdo das frequéncias naturais de cada problema especifico. Os resultados encontrados com a

resoluclo destes problemas parecem ter sido bastanie satisfatérios,

A associacdic dos macro elementos via sub-regides do MEC, para reproduzir ¢
comportamento dindmico estaciondrio de pegas de parede fina, segundo o modelo proposto,
tambem foi feita com sucesso. Ressalta-se aqui que esta associacio formecen um elemento
estrutural novo sendo necessario validagfio do seu comportamento com base no comportarmento
dinfmico estacionario de pegas de seglio delgada. A validacgo da implementacio da associagio
de macro-elementos no espage 3D foi feita através da montagem das FungSes de Resposta em
Frequiéncia (FRF), em problemas envolvendo pecas de parede fina. As FRFs proporcionaram a
obtencdo das frequéncias naturais de cada problema especifico. Contudo, mesmo com a cbtencio
de valores proximos ao valor analitico, os resultados numéricos encontrados foram comparados
com resultados analiticos 1D. Esta ndio parece ser a melhor forma de comparacgic de resultados,
sendo necessario uma comparacio mais apurada através de um software comercial de elementos

finitos, por exemplo.

8.4 Sobre o sistema de laje mista Steel Deck

A resolugdo numérica do problema da laje com forma de ago incorporada, através da
associacdo pelo MEC de macro-elementos no espaco, proporcionou um melhor entendimento do
comportamento da laje composta Stee/ Deck. A adogio de macro-elementos horizontais e
inclinados para representar o comportamento do concreto de a forma de a¢o, ¢ de macro-
elementos verticais para representar o cisathamento, apresentou resultados bastante convergentes
com o modelo analitico descrito por Wright. Estes resultados atestam a eficicia do MEC na

resolugio deste problema especifico. Desta forma, o modelo de Wright, que trata o problema da
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laje composta por meio resolugio analitica da associagho de folhas poliédricas no espago, foi

adequadamente descrito pelo modelo adotado neste trabalho.

Uma potencizl aplicagio da metodologia desenvolvida neste trzbalho estd associada a
andlise numérica do comportamento real de protétipos construidos para analisar a laje “Steel
Deck”. Dos resultados obtidos, observou-se que o modelo numérico reproduz o comportamento
deste sistema na fase eldstica até o inicio da fissurag@o do concreto. Portanto, o pardmetro de
comparagio a ser obtido € exatamente o infcio da fase de fissurag@io do concreto. Este resuliados
demostram o potencial da formulacio do MEC e atestam a eficacia do modelamento numerico
através associac@io de macro-elementos no espago para o problema da laje com forma de ago
incorporada. Acredita-se que em um futuro préximo, estes elementos estruturais sejam menos
dependentes do estudo experimental e que se possa fazer uso dos resultados obtidos neste

trabalho.

8.5 Futuros trabalhos

Existem alguns aspectos que poderao ser abordados para a continuidade deste trabalho:

i) Impiementar a formulag3o apresentada utilizando-se elementos quadraticos.

it} Tratar as singularidades nos problemas dinimicos estaciondrios da elasticidade 2D ¢
de placas finas.

iiiy  Implementar técnica para exirair dados modais das FRFs, considerando uma andlise
tridimensional dos problemas analisados.

v} Analisar outras configuragdes do sistema de lajes “Steel Deck”, comparando-se
adequadamente os resultados do modelamento numérico com resultados obtidos dos

protétipos experimentais.
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